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Resumen

El hueso es un tejido cuya estructura y densidad son dinamicas, las que varian en base a los estimulos
externos. Cuando un elemento de fijaciéon metéalico (i.e: protesis) es incorporado como refuerzo, la
diferencia de rigidez entre el implante y el hueso produce un desbalance en la trasferencia de cargas
sobre la zona afectada, transfiriendo casi la totalidad de la carga mecanica al elemento de refuerzo,
fenémeno conocido como stress shielding. En las zonas donde el hueso posee baja estimulaciéon mecénica
se produce reabsorcién 6sea, a la vez que en aquellos puntos donde se concentran las carga se produce

una hiperdensidad ésea no deseada.

Para mejorar el desempenio de nuevos implantes y mitigar los efectos del stress shielding, gran parte de
los esfuerzos en investigacion a nivel mundial estédn orientados hacia el desarrollo de nuevas aleaciones
en base a titanio que posean baja rigidez y alta resistencia. Con ello, nuevos materiales en base a titanio
que incorporan elementos que estabilizan la fase 5-Ti (BCC), como el Nb y Ta, permiten reducir el
modulo elastico, respecto del titanio en fase a (HCP). Un novedoso método para la produccion de
aleaciones metalicas a baja temperatura es la Aleacion Mecanica (AM). Este proceso permite que parte
de la fase 8 de la aleacion se transforme alotropicamente en fase v-Ti (FCC), obteniendo una aleacion
(8 + 7)-TiNbTa con una menor rigidez. Un segundo foco de investigacion para este objetivo se centra
en el desarrollo de estructuras e incorporaciéon de porosidad para asi controlar de forma precisa las
propiedades (fisicas y/o mecénicas) resultantes. La utilizacion de materiales que combinan el uso de
aleaciones de baja rigidez con estructuras con porosidad orientada, para obtener un comportamiento
especifico similar al del tejido 0seo, ofrecen una alternativa para alcanzar una respuesta mecanica que

permita mitigar ain mas los efectos del stress shielding.

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar la extensiéon de una metodologia numérica basada en
la utilizacion conjunta del Método de Elementos Finitos (FEM) y el Método de los Elementos Discretos
(DEM), como herramienta para determinar la respuesta mecéanica compresiva en régimen lineal elastico
de espumas metalicas fabricadas por pulvimetalurgia de espaciadores en una aleacion (5 + v)-TiNbTa

con porosidad funcionalmente dirigida.
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Esta metodologia utiliza la simulacién DEM para la generacién de un modelo CAD con porosidad
homogénea que se utiliza como dominio en un analisis mediante FEM con un esquema de homogeneizacion
de dos escalas bajo una condicién de borde aproximadamente periédica modificada y una pequena
perturbacién lineal para calcular las constantes elasticas aparentes, las que posteriormente son
transferidas a un modelo FEM con porosidad funcionalmente dirigida como un modelo constitutivo
elastico-lineal homogéneo por zonas o estratos. Los resultados obtenidos son consistentes con otras
metodologias, y muestran que espumas de (8 + v)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida en
forma radial que posean porosidades promedio del orden de 35 % son capaces de exhibir modulos elasticos
aparentes similares al del hueso cortical, ofreciendo caracteristicas que cumplen con los requerimientos

de biocompatibilidad y mayor reduccion del stress shielding que aquellas con porosidad homogénea.



Summary

Bone is a tissue with dynamic structure and density, tailored by external stimuli. When metallic
fixation elements (i.e: prostheses) are added as reinforcent, the difference in stiffness between both
produces a load bearing imbalance in the affected zone, transferring almost all the mechanical load
to the reinforcement, this phenomenon is known as stress shielding. In areas with low mechanical
stimulation bone resorption is observed, while areas with high mechanical stimulation show an unwanted

hyperdensity.

To improve new implants performance and mitigate stress shielding effects, researchers have oriented
their work to develop new titanium-based alloys with low stiffness and high strength. Then, new
Ti-based materials with 8 phase (BCC) stabilizers, such as Nb and Ta, allow to reduce the elastic
modulus, with respect to a-Ti (HCP). A novel manufacturing process to produce metallic alloys at room
temperature is Mechanical Alloying (AM). This process allows part of the 5-Ti phase to allotropically
transform to 7-Ti (FCC) to produce a (8 + v)-TiNbTa alloy, with even lower stiffness. Alternatively,
reseachers has focus their efforts toward developing new structures and adding porosity to precisely

control both physical and mechanical properties.

The usage of materials combining low stiffness alloys and structures with gradient porosity, to achieve
specific behavior similar to the bone tissue, offer an alternative to obtain a mechanical response that

further reduces stress shielding effects.

The main goal of this work is to extend a numerical methodology based on the Discrete Elements
Method (DEM) and the Finite Elements Method (FEM), as a mean to determine the linear-elastic
mechanical response under compression of metallic foams produced in a (3 + v)-TiNbTa alloy by space

holders powder metallurgy with functionally graded porosity.

This methodology uses DEM simulation to build a CAD model of an homogeneous porosity metallic
foam which is used as a domain analyzed using FEM by means of a homogenization scheme under
a modified approximately periodic boundary condition and a small linear perturbation method to

compute the apparent elastic constants, which are later transferred to a FEM model with functionally



VI

graded porosity through a linear-elastic constitutive model for each layer. The results obtained here
are consistent with other methodologies, showing that (8 + «)-TiNbTa foams with radial functionally
graded porosity with average porosity around 35 % are capable of exhibiting elastic modulus similar to
cortical bone tissue, offering suitable biocompatibility behavior and better stress shielding reduction

than their homogenous porosity counterparts.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Introduccién

1.2. Hipotesis Inicial

En esta tesis se plantea de forma inicial que la incorporacién de porosidad funcionalmente dirigida
en la fabricacion de materiales porosos en base a una aleacion (S + v)-TiNbTa de baja rigidez y alta
resistencia permite obtener un efecto sinérgico entre porosidad y gradientes en la respuesta mecanica
en régimen elastico lineal, para reducir los efectos del stress shielding en una nueva generaciéon de

implantes biomédicos.

1.3. Objetivos

El objetivo principal de este trabajo de tesis doctoral es desarrollar la extensiéon de una metodologia
numérica basada en la utilizaciéon conjunta del Método de Elementos Finitos (FEM) y el Método de
los Elementos Discretos (DEM), como herramienta para la determinaciéon de la respuesta mecénica
en compresion, dentro de un régimen lineal elastico, de espumas metalicas fabricadas en una aleacion

(8 + ~v)-TiNbTa por pulvimetalurgia de espaciadores con porosidad funcionalmente dirigida.
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1.3.1. Objetivos Especificos

Con el fin de alcanzar el objetivo general propuesto, para este trabajo se han establecido los siguientes

objetivos especificos:

OE.1 Establecer los parametros adecuados para la generacion de geometrias computacionales que
representen de forma realista la microestructura y morfologia de espumas metéalicas fabricadas

por pulvimetalurgia de espaciadores, mediante simulacion DEM

OE.2 Aplicar el concepto de Materiales Funcionalmente Dirigidos (MFD) para modelar la dependencia
espacial de las propiedades mecanicas en espumas metélicas de aleaciéon (8 + )-TiNbTa con

porosidad funcionalmente dirigida por capas

OE.3 Implementar un esquema de homogeneizacion multiescala para modelar las propiedades mecanicas

elasticas aparentes de espumas metalicas con porosidad homogénea

OE.4 Implementar un método de perturbacién adecuado que permita estimar las propiedades mecéanicas
aparentes de cada capa homogénea de material, basado en una relaciéon constitutiva elastica lineal
aparente de un elemento de volumen representativo y del espécimen con porosidad funcionalmente

dirigida

OE.5 Establecer un procedimiento que permita determinar las dimensiones adecuadas para el estudio

de un elemento de volumen representativo

OE.6 Realizar un estudio sistemético robusto, basado en técnicas de anélisis estadistico, de los parametros
micro- y macroestructurales de espumas metalicas con porosidad funcionalmente dirigida y su
influencia en la respuesta mecéanica, para identificar posibles rutas de fabricaciéon con aplicacion

biomeédica.

1.4. Estructura de este trabajo

Este informe de tesis doctoral se encuentra dividido en capitulos. En el capitulo 1 se describen la
hipétesis inicial del trabajo y los objetivos planteados para su desarrollo. En el capitulo 2, se realiza una
introduccién al contexto biomédico, donde se abordan los conceptos relacionados con el tejido 6seo, el
problema y una descripciéon de los biomateriales y su aplicacion. Luego, en el capitulo 3 se abordan los
conceptos tedricos especificos asociados a la metodologia, abordando tanto una presentacion a la teoria
de la mecanica del medio continuo, como la posterior teoria de homogeneizacion. El capitulo 4 aborda

una descripcion de los diferentes métodos numeéricos utilizados en la metodologia de trabajo propuesta,
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tanto para la formulacién del método de los elementos discretos, como para el método de los elementos
finitos, la simulacion directa de Monte Carlo y el algoritmo de transformacion divisoria. En el capitulo
5 se realiza una descripcion especifica de la metodologia de trabajo utilizada, donde se articulan tanto
los conceptos tedricos como los métodos numéricos antes descritos. En el capitulo 6 de este documento,
en la primera parte se muestran los resultados obtenidos en las diferentes etapas de desarrollo, mientras
que en la segunda mitad se realiza una discusion de estos resultados. Finalmente, en el capitulo 7 se
resumen las principales conclusiones asociadas, junto a los principales aportes especificos realizados en

este trabajo y una propuesta de futuras lineas de investigacion.

1.5. Actividades de Divulgacion

Durante el desarrollo de este trabajo de tesis se han realizado diferentes actividades de divulgacién
cientifica asociadas. Entre estas se destacan asistencias a congresos naciones e internacionales, publicacion
de articulos en revistas cientificas de corriente principal y otras actividades de cooperacién con

investigadores internacionales.

I. Publicaciones en revistas cientificas:

I. Campillo, M., Pérez, P., Daher, J., & Pérez, L. (2019). Percentage porosity computation of
three-dimensional non-convex porous geometries using the direct Monte Carlo simulation.

Engineering with Computers. doi:10.1007/s00366-019-00866-2 (Publicada en linea)

11. Campillo, M., Sedaghati, R., Drew, R.A.L., Alfonso, I. & Pérez, L. (2021). Development of an
RVE using a DEM-FEM Scheme under Modified Approximate Periodic Boundary Condition
to Estimate the Mechanical Properties of Open Foams. Engineering with Computers. doi:

10.1007/s00366-021-01355-1 (Publicada en linea)
II. Presentaciones en Congresos:

1. Computo de porosidad en geometrias generadas mediante CAD de espumas metdlicas mediante
Simulacion de Monte Carlo Directa. XVII Jornadas de Mecanica Computacional (2018),
SCMC, Punta Arenas, Chile.

1. Aplicacion de la Condicion de Borde Aprorimadamente Periddica en un Elemento de
Volumen Representativo para la Estimacion Computacional de las Propiedades Mecdnicas de
Espumas de Titanio Grado 4 para Aplicaciones Biomédicas. XVIII Jornadas de Mecénica

Computacional (2019), SCMC, Santiago, Chile.
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1I. Desarrollo de un Elemento de Volumen Representativo para la estimacion del modulo de
Young de espumas de Titanio comercialmente puro con una distribucion aleatoria de poros
utilizando el Método de Elementos Finitos. XIV Congreso de Metalurgia y Materiales
CONAMET-SAM (2019), Valdivia, Chile.

ITI. Cooperacion con Investigadores Internacionales

I. Colaboraciéon con Dr. Ernesto Chicardi (Universidad de Sevilla, Sevilla, Espafia) quien ha
proporcionado la informacién de las propiedades mecénicas de material denso para la aleacion
(B + «v)-TiNbTa.

11. Pasantia de investigaciéon de 6 meses, tutelada por Prof. Robin A.L. Drew, Ph.D. y Prof.
Ramin Sedaghati, Ph.D. (Universidad Concordia, Montreal, Canad4). Realizada entre
septiembre de 2018 y febrero de 2019.



Capitulo 2

Antecedentes Generales

2.1. Tejido Oseo

El hueso es un tejido vivo y, como material, posee una estructura jerarquica de varios niveles cuya
matriz se encuentra construida, principalmente, a partir de una mezcla entre compuestos organicos e
inorganicos y agua. El componente organico principal de la matriz del hueso corresponde a las fibras de
colageno, mientras que la parte inorganica de la matriz corresponde a hidroxiapatita (Cas(POy4)3(OH)),

también llamada apatita carbonatada, un mineral cristalino formado a a partir del fosfato de calcio

(Cag(PO4)2) [1]

Dentro del proceso de formacion del hueso se identifican 2 tipos principales, en funcién de su madurez.
En una primera etapa, se forma el hueso primario donde las fibras de colageno se ordenan en forma
de pequenos manojos formando un tejido suelto. En este tipo de tejido, la matriz estd compuesta,
principalmente por su fase organica (e.g: fibras de colageno), con un bajo nivel de calcificacion. Durante
la formacién del hueso secundario, o hueso maduro, la estructura del hueso primario es modificada
para para formar una estructura laminar calcificada muy ordenada, que en el caso del hueso humano
se organiza en una estructural laminar paralela concéntrica para formar los llamados osteonas que

conforman el sistema de Havers [2].

En el tejido 6seo se identifican cuatro tipos de células: (i) osteoblastos, (ii) osteocitos, (iii) osteoclastos
y (iv) células de revestimiento. Estas células son las responsables de conducir el ciclo de vida del tejido,
mediante los procesos de formaciéon, mantencion y reabsorciéon del hueso. En la formaciéon del hueso
primario, los osteoblastos son los encargados de secretar las proteinas de colageno que estructuran

la matriz organica y que posteriormente son mineralizadas a través de la secreciéon de cristales de
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hidroxiapatita que se adhieren a las fibras de colageno. Esta secrecion se produce por ruptura de la
membrana producto de la sobresaturacion de iones de calcio y fosfato al interior del ostebolasto. Una
vez que la sintesis de la matriz finaliza, los osteoblastos pueden sufrir apoptosis (muerte) o bien (i)
transformarse en células de revestimiento, donde se aplanan y depositan en la superficie del nuevo hueso
o (ii) permanecer atrapados al interior de la matriz, diferenciandose en osteocitos [3]. Los osteocitos
representan mas del 90 % de las células en el tejido 6seo y aunque por mucho tiempo se crey6 que los
permanecian inactivos, se ha identificado que cumplen con una funcién fundamental para el ciclo de
vida del hueso. Los osteocitos forman una red interconectada de células con capacidad de detectar las
cargas mecanicas. Mediante un efecto piezoeléctrico, estos sensores son capaces de emitir senales a las
células en la superficie del hueso a modo de respuesta al estimulo mecénico y, con esto, cumplen un rol
fundamental en el proceso de remodelacion 6sea [4]. De esta manera, la masa 6sea y la tasa de formacion
Osea son controladas por la magnitud de las fuerzas y frecuencia de aplicacion, respectivamente [5, 6].
Por otra parte, los osteoclastos son las células principalmente responsables de la reabsorcién 6sea, debido

a su habilidad para remover calcio, asi como también cumplen un rol fundamental en la homeostasis [7].

Compact bone
(Osteon, Haversian system)
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Figura 2.1: Esquema detalles histologicos del tejido dseo [8]

La remodelacion del tejido 6seo posee 2 principales funciones. La primera funcién que cumple es
un proceso biomecanico, donde se encuentra asociada a un proceso de autoreparacion para sanar el

microdano acumulado y asi evitar fracturas. La segunda funcion principal es de regulaciéon metabolica
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del esqueleto, para ayudar a controlar los niveles de mineralizacion y calcificacion (homeostasis) [9].

Si bien, en forma general, cuando se habla del tejido 6seo se hace referencia al hueso maduro o secundario,
esta clasificacion basada en la madurez del tejido no es la tnica. A nivel microscopico, el tejido 6seo se
clasifica en (i) trabecular y (ii) cortical. El hueso trabecular o esponjoso se compone, principalmente,
por una serie de columnas y placas que forman un entramado de baja densidad relativa (20 % aprox.).
En general, consiste en un mosaico de laminas paralelas orientadas en direcciéon de la trabécula (o
columna) y los grupos de laminas son denominados paquetes trabeculares. Por otro lado, el hueso
cortical (o denso) consta de una estructura compacta basada en los osteonas secundarios, alrededor de
los canales de Havers, insertos en tejido intersticial con una densidad relativa alta que alcanza el 90 a

95 %. Ambos tipos de estructura son posibles de observar en la figura 2.2.

trabecular &

!_‘.-'}f‘ /
2t T

-¢——— Hueso cortical

Figura 2.2: Corte proximal de un fémur [8]

Ambos tipos de tejido 6seo han sido estudiados en extenso desde la perspectiva de su respuesta mecanica
y es aceptado considerar que el hueso cortical posee un médulo elésticos (Young) tipico de 20 G Pa [10],
mientras que el hueso trabecular posee un modulo tipico de 1.5 GPa [11]. Sin embargo, dependiendo
de diversos factores como origen, talla, género, edad y nivel de actividad, los valores especificos pueden

tener gran variabilidad respecto de estos valores de referencia [12].
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2.2. Biomateriales

Aunque es aparentemente intuitivo, la definicion del concepto de biomaterial ha producido cierto nivel
de controversia a lo largo de la historia. Esto, principalmente asociado a la parte de bio-. Este concepto
se puede asociar a materiales derivados de la vida, sin embargo, también pueden ser considerados como
aquellos materiales utilizados para el beneficio de la vida [13]. Naturalmente, en la medida que el 4rea
ha evolucionando, también lo ha hecho la definicién misma de este concepto. En la década de 1970,
el comité asesor para biomateriales de la Universidad de Clemson definié un biomaterial como “una
sustancia sistémica y farmacolégicamente inerte disenada para implantacién o incorporaciéon en un
sistema vivo” [14]. Sin embargo, se ha argumentado que esta definicion impone restricciones arbitrarias
e innecesarias, de manera que ha evolucionado y en 2009, Williams ha redefinido el concepto como “una
sustancia que ha sido ingeniada para tomar una forma que, en solitario o junto a un sistema complejo,
se utiliza de manera directa, mediante el control de la interaccién con componentes de sistemas vivos,
el curso de algtn procedimiento terapéutico o de diagnéstico, en medicina humana o veterinaria” [13],

proveyendo una definicion mucho més amplia pero a la vez precisa.

La diversidad de biomateriales que existen es vasta tanto en su origen, fabricacién y/o utilizacion.
En contraste con los aquellos de origen natural, aquellos de origen sintético se pueden clasificar en 4

principales categorias [15]:

= Bioceramicos: Constituidos a partir de pequenas particulas de estructura no metalica, los
bioceramicos son altamente no reactivos, rigidos y fragiles. Mientras exhiben una baja resistencia
en traccion, su resistencia en compresion es alta. Su principal uso es en implantes ortopédicos y

dentales [16-18|.

= Biocompuestos: Son materiales fabricados a partir de dos o méas materiales de caracteristicas
fisicas, mecéanicas o morfologicas distintas y son disenados para mostrar un comportamiento fisico,
mecanico o quimico especifico. Normalmente se componen a partir de una matriz polimérica y otros
componentes, poliméricos o cerdmicos, que son incorporados como refuerzos. Han encontrado
su aplicacion, principalmente, para administraciéon de medicamentos, ingenieria de tejidos y

ortodoncia cosmética [19-21].

= Biometales: El uso de metales como biomateriales tiene un uso predominantemente estructural,
siendo utilizado principalmente para reemplazo de tejido duro. Los metales mas utilizados en
aplicaciones biomédicas son aceros inoxidables, molibdeno, aleaciones de cromo-cobalto y titanio.
Mientras los metales poseen propiedades mecanicas que exceden las del tejido que reemplazan, en

general también exhiben desventajas sobre otros materiales como la susceptibilidad de corrosion y
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toxicidad de algunos elementos, en el caso de aceros y aleaciones de cromo-cobalto, respectivamente.
Asi mismo, la presencia por tiempos prolongados de metales ha sido asociada con el incremento

en el riesgo de reacciones por hipersensibilidad cutanea y sistémica [22, 23].

= Biopolimeros: Compuestos a partir de la unién covalente de unidades monoméricas encadenadas
para formar macromoléculas, pueden ser de origen natural o sintético. En el campo biomédico
poseen una amplia gama de utilidades como sistema para la administracion de farmacos, fabricacion
de implantes y dispositivos para la consolidaciéon de heridas producto de sus propiedades, donde
destacan la biocompatibilidad, biodegradabilidad, alta bioactividad, la produccién de productos
finales no téxicos, como la posibilidad de soportar la proliferacion celular junto a baja densidad

pero con propiedades mecanicas adecuadas [24, 25].

Una de la cualidades principales que cualquier biomaterial debe cumplir, independiente de su origen o
clasificacion, es la biocompatibilidad, otro concepto que ha evolucionado en el tiempo. En su forma més
primitiva, asociada al desarrollo de implantes de primera generaciéon entre las décadas de 1940 y 1980,
la biocompatibilidad fue definida en la base de que los dispositivos fueran no téxicos, no inmunogénicos,
no trombogénicos, no cancerigenos, no irritantes, etc. En general, una definicién absoluta hecha en
una perspectiva en que el biomaterial carezca de interaccién con el ambiente donde es inserto [26]. Sin
embargo, en conjunto con el concepto de biomateriales esta definiciéon fue revisada en la década de 1980
para considerar un rol activo del dispositivo y su interaccién con el entorno como “la capacidad de un
material para desempenarse con una respuesta del huésped, para una aplicaciéon especifica”, es decir,
una definicion relativa asociada a una funcion especifica [27]. Esta misma definicion ha sido refinada

posteriormente, llegando a la més reciente definicién por:

La habilidad de un biomaterial para desemperniar una funcion deseada respecto de una terapia
médica, sin provocar ningun efecto adverso indeseado local o sistémico en el receptor o
beneficiario de dicha terapia, pero generando la respuesta celular o del tejido mds beneficiosa
o deseada en esa situacion especifica, optimizando el desemperio clinico relevante de aquella

terapia [26].

Es decir, la habilidad de un material para desempenar una funciéon especifica deseada respecto de
una terapia médica, generando una respuesta apropiada en el huésped en una aplicacién especifica e
interactuar con los sistemas vivos sin riesgo de lesiones, toxicidad o efectos inapropiados ya sean locales

o sistémicos [28, 29].
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2.3. Apantallamiento de Tensiones

Tal como se menciona en el apartado 2.1, el hueso es un tejido vivo, cuya estructura y densidad varian
en base a los estimulos externos, donde los cambios tanto en la tasa de crecimiento y densidad son
controlados por osteoblastos y osteoclastos, como una respuesta biologica adaptativa a la deformacion
producidas por acciones de las fuerzas externas. Este fendémeno, en el caso de nuevo hueso se denomina

modelado dseo, mientras que en el hueso maduro se conoce como remodelado dseo [30].

En el caso de los metales utilizados como biomateriales, producto de la diferencia de rigidez existente
entre los elementos de fijacion (i.e: protesis) y el hueso, se produce un desbalance en la trasferencia de
carga sobre la zona afectada, donde casi la totalidad de la carga mecénica es transferida a través del
biomaterial, este fenomeno es conocido como apantallamiento de tensiones o stress shielding [31, 32].
Mientras que esto es deseable para el caso de recuperacion de fracturas, ya que se permite una
consolidacion del tejido sin riesgos de una nueva lesion, transcurrido el tiempo de consolidacién o bien
en otros casos, como en reemplazos de articulaciones, se vuelve perjudicial. Durante el proceso de
remodelamiento constante del tejido 6seo, en las zonas donde el hueso posee baja estimulacién mecanica
se desencadena un proceso de reabsorcién 6sea, a la vez que en aquellos puntos donde se concentra
la transferencia de carga (i.e: interfaz hueso-implante) se tiene un proceso de hiperdensidad 6sea no

deseada [32-34].

Figura 2.3: Ejemplo de reabsorcion oOsea por stress shielding. (a) Antes de la operacion, (b)
inmediatamente después de la operacion y (¢) imagen del paciente 7 aflos después de la operacion. La
flecha indica zona de reabsorcion dsea [35]

Como se observa en la figura 2.3, para el implante de reemplazo de la articulacién de hombro, en la
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zona cercana a la articulacion, la transferencia de carga desde el vastago del implante hacia el hueso
circundante es minima y, principalmente, por acciéon de cizalle, o deslizamiento, entre las superficies
de la interfaz. En ese contexto, luego de un periodo de 7 anos posterior a la cirugia, se aprecia una
pérdida de densidad 6sea en la zona (indicada con flecha blanca). Por otro lado, la transferencia de
carga desde el implante hacia el hueso es maxima en la zona extrema del vastago. En la figura 2.4, se
observa que al cabo de 6 anos de la operacion, se evidencia la hiperdensidad 6sea antes descrita como

un incremento en la intensidad de color blanco del tejido en la imagen de rayos x.

F

) *

Figura 2.4: Ejemplo de hiperdensidad 6sea por stress shielding. (a) Inmediatamente después de puesto
el implante y (b) crecimiento en la zona del extremo del vastago 6 afos después de la operacion [35]

Con lo anterior, para implantes que poseen una funcién estructural, es deseable que exista una
distribucién de la carga entre el implante y el tejido 6seo, es decir, que ambos materiales posean un

modulo elastico similar [36].

2.4. Materiales Porosos

2.4.1. Clasificacion Taxonémica

De acuerdo con la descripcion de Gibson, muchos materiales exhiben una estructura celular, esto
es, corresponden a un ensamble de celdas prismaticas o poligonales con aristas y superficies solidas
empaquetadas que llenan el espacio [37]. Dentro de esta categoria se pueden agrupar tanto materiales
naturales como corcho, madera y hueso, como también materiales artificiales como espumas poliméricas
y metéalicas. Aqui, el concepto de espuma metdlica es utilizado bajo la definicién de un material celular
fabricado como un material compuesto en base a una matriz metalica y acompanado de una fase vacia,
es decir, con un contenido de poros, donde se define la porosidad, P como el complemento de la densidad

relativa (p/po), de la forma:
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p=1-2, (2.1)

Po
donde pg y p son las densidades del material denso y del material poroso, respectivamente. Se destaca
que la definicion de espuma corresponde a un material obtenido mediante la adicién de un agente
espumante que al ser calentado es transformado en una gas cuya expansiéon genera una porcion vacia
al interior [38], sin embargo, su uso es extensivo en la literatura para materiales celulares obtenidos

mediante otros procesos [39].

Debido a que la definicién anterior para un material celular agrupa una gran variedad de materiales
con caracteristicas diferentes es preciso incorporar un orden taxonoémico para su subclasificacion. En su
trabajo, Savio et al. entregan una clasificacion taxonémica basada en 4 criterios: (i) Estructura, (ii)
topologia, (iii) geometria y (iv) dimensiones de los elementos de la celda. Esta estructura taxonomica

propuesta por Savio et al. es reproducida en la figura 2.5.

Como se muestra en la figura 2.5, dentro de los materiales con estructura aleatoria se identifican los
materiales natural, las celdas de Vornoi y las espumas. En este caso particular, cuando la matriz que
compone el material es un metal, se conoce como espuma metdlica. Por otra parte, los materiales
pueden ser clasificado en base a la topologia de la celda, luego, cuando la celda exhibe poros aislados
con una pared completamente definida se habla de una espuma metalica de celda cerrada (figura 2.6a),
mientras que, cuando la celda exhibe poros con interconexién y una pared discontinua se trata de una

espuma metalica de celda abierta (figura 2.6b).

De manera general, los materiales porosos de celda abierta suelen exhibir algtin grado de porosidad
aislada, con un nivel de interconexién entre los poros inferior al 100 %, de manera que, en habitualmente,
se trata de una celda hibrida. Sin embargo, se suele utilizar el término dominante, ya sea celda abierta

o celda cerrada.

En relacién a la geometria de la celda, las primeras 3 categorias guardan relacién con celdas unitarias
clasicas, donde se posee un ordenamiento regular en el espacio, en cambio, las estructuras aleatorias de
las espumas metélicas son clasificas dentro del cuarto grupo, esto es, otras. Finalmente, el cuarto criterio
taxonomico de clasificacién permite separar los materiales celular de acuerdo a las dimensiones que
poseen los elementos contenidos en la celda. Suponiendo el ejemplo de una espuma metalica, en caso
que todos los poros poseen igual dimension, se habla de una espuma con una distribuciéon homogénea
de poros, mientras que si los poros exhiben variedad de tamanos, corresponde a una espuma con una
distribucién heterogénea de poros. En el caso en que el tamano de los poros exhiba una variaciéon
gradual y direccionada, entonces corresponde a una espuma metélica con una distribuciéon gradiente de

poros.
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Figura 2.5: Clasificacion de los diferentes tipos de materiales celulares [40]
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Figura 2.6: Esquemas de tipos de celda de materiales celulares (a) celda cerrada y (b) celda abierta [41]
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2.4.2. Meétodos de Fabricacién

La producciéon de materiales porosos de base metalica (i.e: espumas metélicas) posee registros por cerca
de un siglo [42-45]. Habitualmente, estos métodos son clasificados a partir del estado fisico en que se

encuentra el material base (i.e: Solido, liquido, gas), como se muestra en la figura 2.7.

Pulvimetalurgia convencional
Sinterizacion de esferas huecas
Pulvimetalurgia de Espaciadores
Manufactura Aditiva (MA)

— Metal Sélido

Inveccion de gas
\ a
Espumas Metalicay =g Metal Liquido Inyeccion de agente esprmante
Infiltracion

) Deposicién quimica de vapor (CVD)
—— \etal Gaseoso { ! ! POt ’

Figura 2.7: Clasificacion métodos de fabricaciéon de espumas metalicas de acuerdo con estado del
material base

Para cada una de las clasificaciones mostradas en la figura 2.7 se pueden distinguir diversos avances,
caracteristicas y restricciones en relacion a las capacidades de cada proceso de manufactura especifico,
siendo los rangos de porosidad y el tipo de celda posible de obtener las caracteristicas mas habituales [46].
A modo de ejemplo, procesos como la pulvimetalurgia convencional permite obtener porcentajes de
porosidad bajos con morfologia cerrada y con muy poco control [47] y, en la medida que se aumenta
la presion de compactacion la méxima porosidad posible de obtener se reduce atn més [48]. Por otro
lado, procesos asociados a la manufactura aditiva (MA) como Selective Laser Melting (SLM), Selective
Laser Sintering (SLS) o Electron Beam Melting (EBM) permiten obtener espumas con un gran control
morfologicos (e.g: tipo de celda y tamafio y forma de los poros) y amplio rango de porosidades [49-51].
Sin embargo, los procesos de MA requieren de una definicion a priori de la estructura interna de
la espuma a generar, por lo que su aplicaciéon se enfoca principalmente en estructuras de pequeno
tamarfio replicadas en el espacio [52-54]. Adicionalmente, las estructuras habitualmente utilizadas como
base para la fabricacion mediante MA introduce un grado de anisotropia innecesario en la estructura
generada [55]. En 2001, Banhart realizoé una revision extensa donde detalle el estado del arte tanto
para los diferentes métodos de fabricaciéon para metales porosos, como también los método destructivo
y no destructivo para su caracterizacion y clasificacion para sus usos [56]. En su trabajo, la mayor
parte de los datos experimentales provienen de estudios realizados sobre materiales porosos en base
a aluminio, magnesio y acero. Nuevas revisiones sobre métodos y técnicas de fabricacién contintian

siendo publicadas en forma periodica [57-60].
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Teniendo en consideracion las ventajas comparativas que ofrece el método de pulvimetalurgia de
espaciadores y el contexto en el que se desarrolla este trabajo, a continuacién solo se aborda en mayor

detalle este método particular.

Pulvimetalurgia de Espaciadores

La pulvimetalurgia de espaciadores corresponde a un proceso derivado de la pulvimetalurgia convencional.
Este proceso se encuentra basado en 4 etapas principales: (i) Mezcla de los polvos metalicos con los
espaciadores, (ii) Compactacion de la mezcla, (iii) Remocion de los espaciadores y (iv) Sinterizado de
la espuma [57, 61, 62]. En la figura 2.8 se muestra la secuencia antes mencionada, donde los pasos (iii)
y (iv) han sido combinados bajo el concepto de “tratamientos térmicos”. Sin embargo, el proceso a
utilizar para la remocion de los espaciadores depende directamente del tipo de espaciador a utilizar,
un proceso térmico como es utilizado para la remocion de espaciadores con bajo punto de fusion o
evaporacion, como bicarbonato de amonio (NH,HCOs3)) [63] o trea (CO(N Hsy)2) [64], mientras que
para espaciadores con alto punto de fusiéon y alta solubilidad, como el cloruro de sodio (NaCl), una

remocion por disolucion en agua es preferida [65].

Metal Powders
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—— ~ |mf ~ O
Spacer Particles
) g
l.:.:.o Mixing Pressing N S Metal Foam
o0
XXXl

Heat Treatments
Starting Materials 1. Removal of the spacer
2. Sintering of Metal Foam

Figura 2.8: Esquema del proceso para la obtencién de espumas metalicas mediante pulvimetalurgia de
espaciadores [64]

A diferencia de la pulvimetalurgia tradicional, la pulvimetalurgia de espaciadores posee ventajas como
la posibilidad de incrementar los porcentajes de porosidad méaximos posibles de alcanzar a la vez de
controlar en gran medida los parametros morfologicos de las espumas metéalicas resultantes, manteniendo

la simplicidad y bajos costos propios de la pulvimetalurgia tradicional [64, 66].
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2.4.3. Propiedades Mecanicas

Muchas de las propiedades de los materiales, tales como moédulo eléstico, tenacidad a la fractura o
resistencia mecéanica, disminuyen con el incremento de la porosidad [67]. Por lo mismo, es posible
ajustar estas propiedades mediante su incorporacion controlada [68]. Este comportamiento ha sido
estudiado desde mediados del siglo XX, dando origen a diversos modelos tanto fenomenologicos como
teoricos. Entre los modelos fenomenolégicos mas antiguos y comunes se encuentra el modelo exponencial
de Ryshkewitch [69], propuesto a partir del estudio experimental de altmina y zirconita porosa Este

modelo posee la forma:

o* = ope T, (2.2)

donde el limite elastico del material poroso, o*, se expresa como una funcién exponencial que depende
de propiedades como el limite elastico del material base (alimina y zirconita), og, y la porosidad, P,
expresada como fracciéon y un parametro experimental de ajuste, b, evaluado como b = 7 por Duckworth
[70]. Aunque el modelo de la ecuacion 2.2 fue presentado para el calculo de la resistencia a la compresion,
otros autores como Moulson, Phani y Niyogi y Selguk y Atkinson han extendido su uso para ajustar
datos empiricos en la prediccion del modulo elastico de materiales porosos fabricado en base a diferentes
aleaciones como nitruro de silicio, éxido de gadolinio, 6xido de zirconio, 6xido de niquel y éxido de

itrio [71-73].

Si bien el modelo exponencial de Ryshkewitch-Duckworth posee una forma cerrada muy simple, diversos
estudios han mostrado que este modelo solo exhibe un buen ajuste a datos experimentales en rangos
especificos de porosidad, en la medida que el parametro de ajuste b de la ecuaciéon 2.2 es establecido de

manera ad-hoc a los datos, con valor normalmente inferior al propuesto por Duckworth [74-76].

Por otra parte, Schiller propuso una relacién logaritmica para la resistencia de materiales no metalicos

fragiles de la forma:

P,
Y=k In(—" 2.
o k:n(P>, (2.3)

donde k es un parametro de ajuste experimental, P, corresponde a la porosidad a la cual la resistencia
del material poroso es practicamente nula y P es la correspondiente porosidad. Posteriormente, el mismo
Schiller mostraria que su modelo logaritmico es en la practica equivalente al modelo exponencial de
Ryshkewitch, salvo en los valores extremos de porosidad donde, mientras el modelo exponencial sugiere

una resistencia residual para porosidades del 100 %, su modelo logaritmico sugiere una resistencia
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infinita para materiales densos (i.e: con 0% de porosidad) [78]. Otros modelos fenomenolégicos han
sido propuestos, algunos de ellos fueron discutidos por Rice en la década de 1970, para su aplicacion en

el estudio de materiales cerdmicos [79].

En la década de 1990, Ramakrishnan y Arunachalam [80] propusieron una nueva relacion para las
propiedades mecanicas exhibidas por materiales porosos, en su trabajo a diferencia de los casos anteriores,
los autores tomaron una aproximacion teorica donde se incorpora la influencia de ambas constantes
elasticas del material base para el desarrollo de expresiones especificas para cada constante eldstica de

un material poroso de la formas:

M* =M1 - P)?/(1+b,P), (2.4)

donde la propiedad elastica en el material poroso, M*, puede corresponder al médulo de Young, F, o
el moédulo de corte, G, los cuales dependen tanto de la porosidad, P, como del parametro b,, que es

funcién del médulo de Poisson, i, del material base. Entonces, este parametro puede tomar la forma:

bp=2—-3uo0

P a (2.5)
b = 11-19u

G = 4(+p)’

para el modulo de Young y modulo de corte, respectivamente. Por otra parte, los autores también

propusieron una expresién para determinar el médulo de Poisson en el material poroso, u*, de la forma:

«  Ap+3P—TuP (2.6)
T 4(1+2P —3uP)’ '

que, de manera analoga, depende tanto de la porosidad del material poroso, como del modulo de
Poisson del material base. Los autores, ademas, validaron las expresiones propuestas en el analisis de
la propiedades mecéanicas de diferentes materiales cerdamicos, donde expresaron haber mostrado una
buena precision [80, 81]. Posteriormente, Nakajima realizé una revision enfocada en metales porosos
con contenido de poros no esféricos con direccionalidad. En su revision, el autor destaca que gracias a
la gran cantidad de data experimental acumulada en las varias décadas de investigacién, se ha podido
establecer que, para diferentes propiedades de los materiales porosos, tales como médulo elastico y

limite elastico, existe una relacién de potencia en funcién de la porosidad, de la forma:

M = My(1 - P)™, (2.7)
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donde My y M corresponden a la propiedad fisica del material denso y del material con porosidad, P,
mientras que el exponente m es un parametro que depende tanto del material, como de la propiedad
fisica medida y que debe ser definido de manera experimental [82-85]. En esta linea, diversos autores han
realizado subsecuentes revisiones sobre los diferentes modelos para establecer la relacion entre porosidad
y las propiedades mecénicas ya mencionadas [86]. Uno de los modelos més utilizados corresponde al
modelo de Gibson y Ashby, con una relacién para el médulo de Young de materiales celulares de celda

abierta, Ex,de la forma:

2

*

Ex =0, - Ey <p> = C1Ey(1 - P)?, (2.8)
Po

donde la constante C; es definida de forma experimental, con un Cy ~ 1 [87, 88]. Por otra parte, en

2016, Stanev et al. present6 una revision sobre las diferentes rutas de fabricaciéon para la obtencién de

metales porosos de celda abierta y sus propiedades [89].

2.4.4. Respuesta Biolégica

Para satisfacer los requerimientos de biocompatibilidad, los materiales no solo necesitan cumplir con
requerimientos especificos en cuanto a su comportamiento mecanico, sino también respecto de su
respuesta biologica. En este tltimo, se espera que el biomaterial sea capaz de promover la colonizacién
y migracion celular [90, 91]. Con esto, el biomaterial es capaz de favorecer el flujo de nutrientes y
oxigeno a las células, de manera que promueva la formaciéon de nuevo tejido oseo, para asi ayudar en la

consolidacion de la zona de interfaz entre el implante y el tejido que lo aloja [92, 93].

Entre los pardmetros que mas influyen en esta respuesta biologica se destaca tanto el tamano de los poros
que posee el biomaterial poroso, como interconectividad entre los poros [94, 95]. Estos parametros tienen
un impacto, principalmente en la capacidad de promover el asentamiento, migraciéon, vascularizaciéon y

transporte de nutrientes desde y para las células del tejido que se reproduzca [92].

Diferentes autores han investigado estos efectos con la intencién de definir los rangos de valores que mas
favorecen este comportamiento. En esa linea, la evidencia ha mostrado que, para obtener una respuesta
biologica favorable a la osteointegraciéon en titanio, es deseable contar con rangos de tamano de poro
que se encuentre entre los 300 pum y los 600 um [96-99], con un alto nivel de porosidad abierta [100]

cuyo tamano de interconexioén sea superior a los 50 pm [101].
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2.5. Aleaciones de Titanio de Baja Rigidez

Para mejorar el ciclo de vida de nuevos implantes, la tendencia en investigacién se ha orientado al
desarrollo de nuevas aleaciones en base a titanio que posean una baja rigidez y una alta resistencia [102].
En esa linea, el énfasis ha estado en el diseno de nuevas aleaciones de titanio tipo 8 [103]. La configuracion
habitual del titanio a temperatura ambiente corresponde a una estructura hexagonal compacta (HCP),
conocida como fase «. Sin embargo, a altas temperaturas, exhibe una estructura cristalina cubica
centrada en el cuerpo (BCC), conocida como fase 3, tal como se muestra en la figura 2.9. Luego, el
concepto de aleaciones Titanio-B (o B-Ti) hace referencia a cualquier aleacion con base de titanio,
cuya adicién de elementos aleantes permite conservar la fase BCC generada sobre la temperatura de

transicion entre ambas fases [104].
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Figura 2.9: Diagrama de fases para el sistema Titanio-Molibdeno [105]

La adicion de elementos en una aleacién de base titanio tiene un efecto en el diagrama de fases del
sistema. Esto se observa como un cambio en la temperatura de transicion, entre las fases 8 y a durante
el enfriamiento. Los diferentes efectos que tienen los elementos aleantes en el titanio se muestran en la
figura 2.10. Aqui, los elementos que no tienen mayor influencia sobre las fases se denominan neutros,
mientras que aquellos que producen un incremento en la temperatura de transicion se denominan
estabilizadores-a.. Por otro lado, aquellos elementos que con su adiciéon producen un descenso en la
temperatura de transicién se conocen como estabilizadores-B. Dentro de este tltimo grupo, existen
2 grupos de elementos aleantes, los que se clasifican en funcién del tipo de transiciéon que generan:
(i) Isomorficos, caracterizados por su alta solubilidad en titanio, donde toda la fase 8 producida a
alta temperatura se puede mantener, transformar en fase a-Ti o descomponer como « + 5-Ti y (ii)
eutectoides, donde incluso bajos porcentajes de adiciéon pueden llevar a la formaciéon de compuestos

intermetalicos, siendo los del primer grupo los méas relevantes [106].
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Figura 2.10: Efecto de diferentes elementos aleantes en diagrama de fases del titanio. Adiciéon de
elemento (a) neutral, (b) estabilizador-« y (c) estabilizador-3 [106]

Para que una aleacion isomorfica S-Ti pueda conservar el total de la fase 5-Ti generada sobre la
temperatura de fusion, el porcentaje de adicion de elementos aleantes debe ser tal que esa fase se
estabilice, suprimiendo la formacién de martensita [107]. Esto se obtiene mediante la adicion de
elementos estabilizadores-f3, tales como Téantalo (Ta) y Niobio (Nb) [103, 108, 109]. Como se menciond
anteriormente, en la medida que se incrementa el contenido del elemento estabilizador-3, se genera una
disminucion en la temperatura de transicion para la fase 8-Ti y, en consecuencia, para la cual se puede
generar martensita (Mg) y una mezcla de fases o + 8, como se muestra en la figura 2.11. Con esto,
existe una concentracién de estabilizados a partir de la cual se evita por completo la generaciéon de
martensita durante el enfriamiento, este punto es conocido como la concentracion de estabilizacion,
C... Adicionalmente, el contenido de estabilizador permite disminuir la temperatura de transicion T,
pudiéndose lograr una concentracion minima, C, a partir de la cual se obtiene un 100 % de estructura

B-Ti, luego del enfriamiento. Estas aleaciones son conocidas como aleaciones 5-Ti estables [110].

Aleaciones Beta
Metaestables | Estables

—

Temperatura

Ce C

Estabilizador beta gy

Figura 2.11: Pseudo diagrama de fases binario para titanio y un estabilizador S [110]

Las aleaciones cuya concentracion de estabilizador-8 se encuentra entre C,. y Cs, aunque se puede
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retener el 100 % de la fase B-Ti generada, esta es metaestable y se generaran precipitados de fase
a [110, 111]. En la tabla 2.1 se muestran algunos de estos elementos junto al tipo de transformacion
que producen, su concentraciones de estabilizacion (C.) y la disminucion de temperatura de transicion

por cada 1% de adicion.

Tabla 2.1: Elementos estabilizadores de fase 5 en el Titanio [110]

Tipo de Flemento Contenido de Disminuciéon Temperatura
Transformacion Estabilizacion (%) de Transicion (°C)
Isomoérfica Molibdeno Mo 10.0 -8.3
Vanadio A% 15.0 -5.5
Tungsteno W 22.5 -13.8
Niobio Nb 36.0 -10.6
Tantalo Ta 45.0 -15.6
Eutectoide Fierro Fe 3.5 0
Cromo Cr 6.5 -2.8
Cobre Cr 13.0 -5.6
Niquel Ni 9.0 4.4
Cobalto Co 7.0 3.3
Manganeso Mn 6.5 4.4
Silicio Si - 21.1

A consecuencia de la estabilizacion de la fase 8 (BCC), en reemplazo de la fase o (HCP), las aleaciones
B-Ti poseen propiedades mecanicas diferentes. Esta diferencia ha sido bien documentada, pudiéndose
encontrar registros desde hace algunas décadas [112]. En cuanto a la manera en que los estabilizadores-3
afectan estas propiedades también han sido estudiadas en profundidad y es ampliamente entendido que
la fase 8 (BCC) de las aleaciones 5-Ti poseen una ventaja sobre la fase « del titanio puro (CP-Ti) y
aleaciones a-Ti, para aplicaciones médicas, en cuanto exhiben menores modulos elasticos y mayores
limites elasticos [113-115]. Algunas de estas aleaciones en base a titanio que han sido desarrolladas

para exhibir baja rigidez se muestran en la siguiente tabla:

Tabla 2.2: Aleaciones en base a titanio de baja rigidez

Aleacion Modulo Elastico  Ref.
Ti-20Nb-13Ta-4.6Zr 65 GPa [116]
Ti-20Nb-10Ta-5Zr 85 GPa [117]
Ti 25Nb-10Ta 5Zr 60 GPa [117]
Ti-29Nb-13Ta—4.6Zr 50 GPa [118]
Ti-34Nb-2Ta-0.50 63 GPa [119]

Ti-34Nb-2Ta-3Z1-0.50 68 GPa [119]

En la tabla 2.2 se observa como la incorporaciéon de elementos estabilizadores-3, como Nb y Ta, en
aleaciones 3-Ti permiten reducir el médulo elastico en aproximadamente un 50 %, respecto del valor

exhibido por el titanio en su fase o (~ 110 GPa). Para estas aleaciones, si bien el Zr es considerado
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un elemento neutral para la estabilidad de fases [106], se considera un elemento estabilizador-S en
presencia de elementos como Nb y Ta, en combinacion con oxigeno [120]. Sin embargo, los valores
minimos obtenidos para médulo elastico se encuentran en el orden de los 60 GPa, aun muy por encima
a los valores del hueso (i.e: ~ 20 GPa para el hueso cortical). Adicionalmente, Saito et al. mostraron
que este tipo de aleaciones posee, ademas, la particularidad de exhibir super propiedades, esto es, son
capaces de mostrar una reducciéon y estabilidad drastica en modulo elastico y coeficiente de expansion

térmica luego de ser sometidas a deformacion plastica en frio [121].

Un método alternativo para la produccién de aleaciones metélicas sin la necesidad de incorporar calor
para elevar la temperatura de los elementos es el proceso de Aleacién Mecanica (AM). Esta técnica fue
desarrollada por Benjamin, en la década de 1960 para la produccién industrial de aleaciones, como
una alternativa para superar las desventajas de la pulvimetalurgia tradicional para el tratamiento de
polvos muy finos y, con ello, se encontré un proceso que permitia la combinacién de materiales con
caracterfsticas muy disimiles que no podian ser aleados mediante otras técnicas [122]. Esta es una
técnica simple y econémica donde no aplica ninguna de las limitaciones impuestas por el diagrama
de fases. El proceso de AM se logra generar la aleaciéon mediante la mezcla de los polvos metéalicos en
un molino de alta energia, las particulas de polvo metalico son deformadas, fracturadas y vueltas a

soldar [123].

Con cada impacto entre las bolas, normalmente de acero, se atrapan particulas de polvo metélico
que son aplastadas y deformadas, exponiendo una nueva superficies limpia que luego, cuando dos
superficies limpias entran en contacto, se sueldan entre si, dando origen a una particula de mayor
tamano. Luego, entre mayor sea el tamano de las particulas, mayor es su probabilidad de incluir defectos
(e.g: grietas) que contribuyan a su fractura. Con el pasar del tiempo, las particulas se ven endurecidas
por deformacion plastica, de manera que son menos propensas a deformarse y a fracturarse, produciendo

una estabilidad en el sistema [124, 125]. Esta evolucion se observa en la figura 2.12.

Basandose en esta técnica, varios autores han explorado su aplicaciéon para la obtenciéon de nuevas
aleaciones de baja rigidez [126—129]. En esta linea, Normand et al. utilizaron la AM con sinterizacion
libre (i.e: sin presiéon) para la produccion de una aleaciéon TiNbTaMoZr de alta entalpia, mientras
que Chicardi et al. y Garcia-Garrido et al. han utilizado esta técnica para disenar una aleacién en
base a titanio con adicion de Nb y Ta donde el tiempo y la energia requerido por el proceso de MA
se explotan, junto con la independencia de los limites del diagrama de fases, para permitir que una
parte de la fase 8 (BCC) sufra una transformacion alotropica a una fase cubica centrada en la cara
(FCC) llamada fase v obteniendo, en efecto, una aleacion (8 + «)-TiNbTa con una mejor rigidez (ver
tabla 2.2), alcanzando un modulo elastico de 49 GPa [126]. En esta tesis, para el trabajo de simulacion

se ha tomado como material base la aleacion 57Ti-30Nb-13Ta de Chicardi et al., de acuerdo con las
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Figura 2.12: Efecto del tiempo de molienda en el tamano de particula para el proceso de AM [125]

propiedades mecénicas presentadas en [126] y compartidas por el Dr. Chicardi, cuyos parametros de

produccion fueron optimizados por Garcia-Garrido et al. [128].

2.6. Materiales Combinados

Aun cuando se han realizado diversos esfuerzos para disminuir los efectos del stress shielding en el uso
de biomateriales a través del desarrollo de nuevas aleaciones con estructuras cristalinas menos rigidas
(como BCC y FCC), en el apartado anterior se mostré que esos esfuerzo no son suficientes para poder
eliminarlos por completo y equiparar sus propiedades mecanicas a las del hueso. Como también se
menciond, una ruta alternativa para disminuir la rigidez de los materiales es mediante la incorporacion

de porosidad.

Una forma para alcanzar una respuesta mecéanica que elimine los efectos del stress shielding, es mediante
la utilizacién de materiales combinados. En este trabajo, el concepto de material combinado se limita
a un material disenado de manera orientada, donde se combine una estructura especifica con la
incorporacion de porosidad, para obtener el comportamiento deseado. La reduccién en rigidez que es
posible de obtener producto del desarrollo de aleaciones es relativamente limitada ya que, como se
mencioné anteriormente, esta depende de la estructura misma de cada fase, pudiendo ser controlada
solo dentro de los limites de cada fase y de su proporcion. Sin embargo, el control que entrega la

incorporacion de porosidad es virtualmente completa, de manera que la utilizaciéon conjunta de nuevas
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aleaciones de baja rigidez que incorporen cierto nivel de porosidad abre una amplia posibilidad de
flexibilidad las combinaciones que permitan obtener valores requeridos para aplicaciones especificas
vy que, en forma adicional, permite obtener beneficios como la mejora en la respuesta biologica del

material [130].

En relacién con materiales combinados, Nomura et al. presentaron el desarrollo de un material compuesto
en base CP-Ti con refuerzo de HA y lo combina con porosidad. En su trabajo, Nomura et al. senalan la
adicion y remocion de HA en la estructura porosa de CP-Ti posee un efecto menor sobre las propiedades
mecanicas del material (i.e: Modulo de Young), sin embargo, dado que la HA esta compuesta por
mismos minerales del tejido 6seo, su presencia es incluida como una agente que se degrada en la medida
que se forma nuevo tejido 6seo que favorezca la adhesion en la interfaz hueso-implante. Con esto, los
autores utilizaron un material combinado capaz de modificar y disminuir ligeramente su rigidez en
el tiempo, luego de su implante [131]. Por otra parte, autores como Esen y Bor, Brailovski et al. y
Rao et al. han explorado la fabricaciéon de materiales combinados como espumas en base a aleaciones

B-Ti [132-134].

En una linea similar, en este trabajo de tesis se considera el uso de una aleacion de baja rigidez (i.e:
Aleacion (8 4 «)-TiNbTa de Chicardi et al. [126]), cuyas propiedades mecanicas de material denso han
sido gentilmente compartidas por le Dr. Chicardi, en combinacién con la incorporaciéon de porosidad

controlada para modelar e investigar su comportamiento mecénico.

2.7. Materiales Funcionalmente Dirigidos

Los Materiales Funcionalmente Dirigidos (MFD) corresponden a una subclase de Materiales Dirigidos
(MD) en los cuales su composicién y/o estructura varian gradualmente sobre el volumen, resultando
en un cambio en sus propiedades. Aunque los MFD artificiales fueron inicialmente desarrollados
como barreras térmicas para estructura aeroespaciales [135], este tipo de materiales tiene aplicaciones
en diversos campos, desde componentes electronicos hasta aplicaciones aeroespaciales y, en especial,
biomateriales [136]. As{ mismo, si bien los MFD han sido de gran interés en estudio a partir de la
década de 1980, su origen esta bien establecido en la naturaleza, como por ejemplo, en la estructura de

plantas e incluso en huesos y dientes [137].

En la naturaleza, la adaptacion para soportar cargas que deriva en una estructura funcionalmente
dirigida se muestra en tres categorias. (i) Mediante una variacion de la microestructura, (ii) mediante
el cambio de forma o el tamafio del cuerpo o (iii) una combinacion de las dos categorias anteriores.

En la figura 2.13 se muestran ejemplos de estos tres tipos de materiales funcionalmente dirigidos en la
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Figura 2.13: Diferentes tipos de materiales funcionalmente dirigidos en la naturaleza segtn: (a) Variacion
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En relacion a los MFD artificiales, si bien su clasificacién es similar, existen tres tipos, dependiendo si

la variacién espacial estd asociada a:

(a) Composicién: Se produce un cambio suave de la composicion al interior del volumen del material,

con una variaciéon dinamica de la proporcion de los diferntes componentes con la intencion de

producir una integraciéon continua de las estructuras y asi variar las propiedades.

(b) Microestructura: De formar similar al caso anterior, para obtener un MFD con variacion de

microestrucutra se ajustan los parametros de fabricacién con el objetivo de tener un cambio

espacial en la estructura cristalina del material, manteniendo un tinico componente

(c) Porosidad: La densidad relativa con que se produce el material se ajusta y varia al interior del

volumen de material generado. Normalmente también en base a un tnico componente, ya sea

metalico, no metalico o aleacion.

Esta forma de clasificacion es ejemplificada en la figura 2.14.

(a)

Figura 2.14: Clasificacion de MFD artificiales de acuerdo a variacion basada en (a) composicion, (b)
microestructura y (¢) porosidad Mahmoud y Elbestawi [138]



2.7. Materiales Funcionalmente Dirigidos 26

En general, la forma de obtener este tipo de materiales varia en funcién de la ruta especifica de
fabricacion, sin embargo, suele ser un factor comin la fabricacion secuencial. En la figura 2.15 se
muestra un esquema tipico de fabricaciéon de un MFD mediante pulvimetalurgia, donde se introduce

una transicion gradual entre una material A y un material B entre los extremos de un cilindro.

Load ‘

A: Material A
B: Material B

100vol.%A

0vol.%A + 20vol.%B

60vol.%A + 40vol.%B

40vol.%A + 60vol.%B

DC Pulse Power

20vol.%A + 80vol.%B
100vol.%B

Load f

Figura 2.15: Ejemplo esquema de fabricacion de un material funcionalmente dirigido por
pulvimetalurgia [139])

Autores como Sola et al. han realizado una revision exhaustiva en relaciéon a métodos para la
fabricacion de MFD con aplicacion biomédica [140]. Una de las rutas de fabricaciéon de MFD con
porosidad funcionalmente dirigida es el método de Freeze Casting, sin embargo, este método posee
desventajas respecto de la microestructura generada, ya que se obtienen poros elongados en direccién
del gradiente [141-143]. Mientras que las rutas de fabricacion asociada a la MA permiten tener un
control muy preciso sobre el tipo y variacién de la microestructura resultante para obtener porosidades
gradientes (o con variacion continua), como se mencioné anteriormente, estas rutas de fabricacion
suelen requerir la definicion de una celda unitaria que es replicada en forma de grilla en las diferentes
direcciones, exhibiendo una tendencia a formar planos de cizalle [138, 144-146]. Siguiendo una ruta
diferente, Jiang et al. fabricaron un material compuestos de Ti-Mg a partir de alambres de CP-Ti e
infiltracion de Mg fundido, para formar cilindros con un centro macizo de Ti-Mg y bordes exteriores
porosos de Ti, donde los autores reportan un comportamiento mecanico cuya rigidez es compatible con
la del material ¢seo [147]. Adicionalmente, este ultimo compuesto cuenta con el beneficio adicional del
potencial efecto antiinflamatorio del Mg [148], sin embargo, esta ruta de fabricacion requiere de una
etapa de bano acido para producir la capa porosa exterior, volviéndola inapropiada para un mayor

control de la direccionalidad del gradiente.

Por otra parte, como la pulvimetalurgia de espaciadores posee una ventaja por sobre los otros métodos

de fabricacion en cuanto a su facilidad y escalabilidad [149, 150], varios investigadores han abordado
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la extension de esta técnica para su aplicacion en la fabricacion de espumas funcionalmente dirigidas.
Entre ellos, se destaca el trabajo de Thieme et al. y Nazari et al., quienes desarrollaron cilindros con
porosidad dirigida ajustando el tamafo de las particulas espaciadores en cada capa [151, 152]. En una
linea similar, Trueba et al. desarrollaron un dispositivo para la fabricaciéon de espumas con porosidad

dirigida en forma radial [153] y posteriormente en forma axial [154].

Los beneficios de contar con dispositivos ortopédicos que cuenten con estructuras especializadas en
base al uso de materiales combinados es tal que en la dltima década ya se han comenzado a observar
publicaciones asociadas al diseno final de este tipo de dispositivos. Ejemplos de ello es la incorporacion
de cubiertas funcionalmente dirigida en el disenio de protesis de cadera [155], la incorporacion de
porosidad axialmente dirigida en el vastago de una protesis de cadera de CrCo [156] y la incorporacion
de porosidad funcionalmente dirigida en la zona central del vastago de una protesis de cadera titanio

fabricada mediante MA [157].



Capitulo 3

Marco Teoérico

En este capitulo se abordan los aspectos teéricos que sustentan la metodologia de trabajo utilizada en
este trabajo. Estos aspectos més fundamentales corresponden a la teoria del medio continuo que describe
el comportamiento mecanico de solidos y fluidos en una escala definida y la teoria de homogeneizacion,
que permite relacionar los comportamientos mecanicos de los materiales en diferentes escalas micro y

macroscopicas.

3.1. Teoria del Medio Continuo

La mecénica del medio continuo se ocupa del comportamiento mecénico de sélidos y fluidos en una
escala macroscopica, ignorando la naturaleza discreta de la materia mediante un considerando que
la materia tiene una distribuciéon uniforme en regiones del espacio. Asi, es posible definir cantidades
como densidad, desplazamiento y velocidad como funciones continuas (o localmente continuas) de la

posicion [158].

3.1.1. Esfuerzo y Deformaciéon
Cinematica del medio continuo

El movimiento de una particula tipica P perteneciente a un medio continuo es descrito por su vector
de posicién z, respecto de algin sistema de referencias. Este vector es una funcién tanto de la posicion

inicial de la particula, , como del tiempo, . En notacién por componentes, se tiene:

28
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0

Figura 3.1: Movimiento de una particula tipica P entre los tiempos to y ¢ [159]

l‘i(t) = xi(Xj t). (31)

Esta es conocida como la descripcion material del sistema, la que a su vez puede ser descrita mediante

una transformaciéon

xXr; = \I/inj (32)

donde ¥;; es conocido como la funcién de deformacion la cual debe ser biyectiva, con det(V¥) > 0. Lo
anterior permite asegurar que la transformacién ¥ sea admisible ya que, ademés de ser invertible, es

continua y previene el colapso de un punto material.

Asi mismo, se definen las derivadas de la posicion en descripcion material por:

Dx 81’1
’U,i = — =

Dt ot

Dv  Ov; ov; (3:3)
a; = = ;

“ Dt ot Yag,

Las expresiones de la velocidad y aceleraciéon de la ecuaciéon 3.3 corresponden a la primera y segunda
derivada material de la posicion. Luego, el desplazamiento, u(X,t), que experimenta la particula
durante el periodo de tiempo tipico [to,t) esta definido por la diferencia de posiciones entre el instante

de tiempo final £ y el instante de tiempo inicial ¢g, como:
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Figura 3.2: Desplazamiento u(X,¢) = u; de una particula tipica P entre los instantes de tiempo inicial
to y actual ¢ [159]

Figura 3.3: Movimiento relativo entre dos particulas tipicas Py @ entre el tiempo inicial ¢g y el tiempo
actual ¢ [159]

a partir de lo que se define el campo de desplazamientos al interior del medio continuo. Luego, la
distancia relativa, dz, entre dos puntos préoximos P, y @¢,, originalmente separados por un vector dX,

es definido como

(3.5)
= dXZ + Vuijde,
donde Vu;; es conocido como el tensor gradiente de desplazamiento, definido por:
Bui
Vuij = 8X] . (36)

Luego, la ecuacion 3.5, se puede reescribir como:
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dr; = ((51‘3’ + Vuij)de (3 7)
= Fy;dX;,

donde Fj; = d;; + Vu;; es el tensor gradiente de deformacion y d;; corresponde a las componentes del
tensor identidad dadas por el delta de Kronecker. A partir del tensor gradiente de deformacién, con la
funcién que cuantifica el cambio de la unidad de longitud en cada una de las direcciones producto del

movimiento, se define la longitud de dz en el tiempo actual, ds, mediante el producto interior:

ds® = dxpdxy,
= (FriXs)(Fij X;) (38)
= X;Fir P X

= XiCinj.

Donde C;; = F};F;; es el tensor de deformacion derecho de Cauchy-Green. De lo anterior, es evidente
que en el caso en que Cj; = d;5, el movimiento corresponde a un desplazamiento de cuerpo rigido ya

que ds? = dS?. Asi mismo, a partir del tensor de deformaciéon de Cauchy-Green se tiene:

Cij = FjiFij = ((5]‘,‘ + Vuij)(éij + V’ui]‘)

(3.9)
= 055 + (Vuyi)(Vugj) + Vugj + Vug;.
Definiendo el tensor de deformacion de Lagrange mediante
« 1
Eij = 5 (Vuij + Vs + (Vugi) (Vugg)), (3.10)

se tiene que C;; = d;; + 2Ej;. Luego, bajo la hipotesis de pequenas deformaciones, las componentes del
tensor gradiente de desplazamientos, Vu;;, son pequenas, por cuanto los términos de segundo orden,

Vu;;Vuj; pueden ser despreciados. Con esto, se define el tensor de deformacion infinitesimal:

1
E= §(Vuij + Vi), (3.11)

como la parte simétrica del tensor gradiente de desplazamientos. Esto es:
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1 8’&1 8u]‘
Eij—Q(an +8X1->' (3.12)

Para el caso en que se tiene un campo de deformaciones E(X,t) dado, no siempre es posible encontrar
un campo de desplazamientos u(X,t) tal que E(X,t) sea su campo de deformacion infinitesimal. Para
que el problema anterior tenga solucion, el campo de deformacion infinitesimal debe cumplir con las
denominadas ecuaciones de compatibilidad. Este sistema de ecuaciones involucra la solucién de un
sistema de ecuaciones formado a partir de las segundas derivadas del campo de deformacién infinitesimal.
Un sistema de 36 ecuaciones y 30 derivadas incognitas diferentes. Luego, en las 6 ecuaciones donde no
intervienen las terceras derivadas, 9%u;/0X;0X,0X, pero si las segundas derivadas 0?E;;/0X,0X, se

tiene:

21 .. 2 2. 210 .
PEy | OPBu OBy OBy _ (313)
0X,0X, | 0X;0X; 0X;0X, 0X;0Xx

El sistema de ecuaciones anterior se conoce como las ecuaciones de compatibilidad para el tensor de
deformacion infinitesimal y asegura que dado un campo de deformacion infinitesimal, E(X, ¢), exista un

campo de desplazamientos, u(X,t) tal que E sea su tensor de deformacién infinitesimal.

Esfuerzo y Equilibrio

Considerando un cuerto arbitrario definido por un medio continuo sujeto a una sistema de fuerzas
externo en equilibrio, como el mostrado en la figura 3.4, y que este cuerpo es intersectado por un plano
arbitrario que lo divide en dos mediante el plano S con vector normal n. La condicion de equilibrio
requiere que cada una de las partes mantiene su equilibrio, por cuanto, sobre la superficie de contacto,

S, entre ambas porciones existe una distribuciéon de fuerza interna que asegura esta condicion.

Fy

AA AF

F,

Figura 3.4: Equilibrio de un cuerpo arbitrario definido por un medio continuo [159]
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Luego, sobre cada elemento AA de la superficie S, existe una fuerza AF'. Se define el vector de esfuerzos,

tn, como la relacion AF/AA, en el limite cuando AA tiende a cero, esto es:

. AF;
tnyi = lim

AAS0 AAC (3.14)

En forma reciproca, sobre la superficie complementaria, S’, con vector normal —n;, actiia una fuerza
reciproca con lo que t(_,); = —t(,)i- Generalizando el desarrollo anterior a una superficie arbitraria
que pasa por el punto P, se define el vector de esfuerzo de Cauchy, en funcion de la fuerza resultante

AF sobre una pequena superficie AS como:

., AF

Luego, mediante el principio de esfuerzo de Cauchy, el vector de esfuerzo de la ecuacion 3.15 es
dependiente tanto de la posicién, X;, como del tiempo, ¢, como de la direcciéon del vector normal a la
superficie, n;, en cual es proyectado. Con lo anterior, el vector de esfuerzo puede ser escrito mediante la

transformacion:

ti =Tin;, 3.16
Y]

Considerando un pequefio tetraedro con vértice en un punto P y tres de los lados tales que sus vectores

normales exteriores quedan definidos por los vectores unitarios —e;, como se muestra en la figura 3.5.

Xo

X; X1

L/

t2,

Figura 3.5: Equilibrio de un tetraedro en el punto tipico P [159]

Del diagrama de soélido libre del tetraedro de la figura 3.5 y considerando que el plano inclinado posee
vector unitario n = n;e;, las superficies en los diferentes planos quedan definidos por AA; = n;AA,, de

manera que la ecuacion de equilibrio de Newton para el tetraedro queda definida en forma explicita por:
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Z F= telnlelAAn + tezngegAAn + tegn3e3AAn +t, =0. (317)

Luego, simplificando la expresion anterior se obtiene:

tn = tel'le + t92n2 + tesng. (318)

La expresion anterior, puede ser reescrita de manera compacta como:

tei = Lmi€4, (319)

cuya forma es equivalente a la transformacion de la ecuaciéon 3.15. A partir de lo anterior es evidente
que las componentes de los diferentes vectores de esfuerzo estan dados por las componentes del tensor

de esfuerzo de Cauchy ya que:

(tej)mi = Tjinjni = Tji7 (320)

donde la transformaciéon 7j; es un tensor de segundo orden llamado tensor de esfuerzo de Cauchy
simbolizado por o;;.Finalmente, el estado de esfuerzo en un punto arbitrario P, queda definido por el
tensor de segundo orden de Cauchy, 0;;, cuyas componentes cartesianas quedan definidas en funcién

del las dos direcciones asociadas, e; y e;, de acuerdo con la figura 3.6

X3

Figura 3.6: Tensor de esfuerzo para un punto tipico P [160])
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3.1.2. Leyes de Conservacion
Conservaciéon de Masa

Para cualquier medio continuo que en un instante de tiempo inicial tipico, ¢o, utiliza un volumen, V', es

inmediato que su masa total es cuantificada por:

moy = /pod‘/, (321)

donde pg = p(z,0) corresponde a su densidad inicial, como funcién de la posicion de cada particula
que lo contiene. Luego, en un instante de tiempo siguiente, t, el volumen, v utilizado por las mismas

particulas de manera que instantaneamente su masa sera:

m = / pdv. (3.22)

Naturalmente, al considerar el mismo conjunto de particulas en ambos instantes de tiempos se requiere
que el cambio en la masa sea nulo, es decir, se conserve. En términos de las expresiones anteriores
dm

se requiere que ‘7 = 0. Recordando que el elemento de volumen dV se transforma como dv = JdV,

donde, J = det(F), se tiene:

m:/,onV7 (3.23)

luego, como my = m, para que exista conservacion de la masa se requiere que la densidad p = p(z,t) se

transforme como:

p=Jpo. (3.24)

La ecuacion 3.24 se conoce como la formulacién material de conservacion de masa. Esta ecuaciéon posee

una formulacién equivalente bajo la descripciéon espacial dada por:

dp 0 B

La ecuacion 3.25 es valida para cualquier elemento de volumen diferencial dv.
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Conservacion de Momentum Lineal

Para un instante de tiempo tipico, ¢, un dominio, 2, que ocupa un volumen, V', posee un momentum

lineal dado por:

Pi Z/pvidv- (3.26)
Q

Por otro lado, la fuerza neta, f que actia sobre el dominio, € estan definidas tanto por las fuerzas de

cuerpo, b; como por las fuerzas de superficie ¢; = o;;n;, esto es:

fi :/pbidv—k/ tldS
Q o

:/pbivar/ 995 g,
Q o Oz,

El principio de conservacion de momentum lineal establece que, su razén de cambio, dp;/dt, es igual a

(3.27)

la fuerza neta, f;, por cuanto se debe cumplir:

d 00;;
il v = b;d Y dv, 3.28
la que puede ser reescrita de la forma:
d’Uz' 803
— — pb; — —2 ) dv = 0. 3.29
/Q (p dt g 8x]‘ ) ’ ( )

La ecuacion 3.29 debe ser valida para cualquier dominio, €2, lo que requiere que el integrando sea nulo,

esto es:

d’Ui - 80’1']'
p dt - a.’Ej

+ pb;. (3.30)

La ecuacion 3.30 se conoce como la formulacion local de la ecuacion de Cauchy.

Considerando una porcién arbitraria de un medio continuo que en un instante de tiempo ¢ utiliza un
volumen v cuyas particulas se ubican en una posicién z;, el principio de conservaciéon de momentum

lineal establece que la razon de cambio del momentum lineal de un cuerpo es igual a la suma de fuerzas
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que acttian sobre este. Esto es:

d
% pvidV:/ajmde—i—/pbidv, (331)

donde oj;n; son las fuerzas de superficie evaluadas mediante el vector de esfuerzos de Cauchy y b;

corresponde a las fuerzas de cuerpo. Luego, por virtud del teorema de divergencia de Gauss se tiene x:

(3.32)

donde la ecuaciéon 3.32 se cumple para cualquier volumen arbitrario V. Esta ecuaciéon corresponde a la

formulacion global de la ecuaciéon de Cauchy, la cual es equivalente a la ecuacion 3.30.

Conservacion de Momentum Angular

El principio de conservacion de momentum angular establece que la razon de cambio de este momentum

angular es igual al momento de las fuerzas que actian sobre el volumen, esto es:

d

&/qjkxjpvkdv = /qjkxjpbkvar/eijkzjalknkds (3.33)

donde €55, son las componentes del tensor de Levi-Civita y nuevamente by y o;;n; representan las
fuerzas de cuerpo sobre el volumen v y las fuerzas de superficie en la suprficie s, respectivamente. Luego,

por virtud del teorema de divergencia de Gauss, de la ecuacién 3.33 se tiene:

0
/eijka:jalknlds: /g(eijkmjakl)dv
!

(3.34)
:/ejklxjakldv—i—/eijkajkdv

Con lo anterior, la ecuacion 3.33 se puede reescribir como:

d 8Ulk

— [ epzipvdv = | €jrxi(pby + =—)dV + [ €;jk0jkdv (3.35)
dt oxy
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o bien:

d do,
/Eijkﬂﬁj |:dt(p’l)k) - pbk — (?l‘llk:| dv — /GijkO'jkdU =0 (336)

Como ya se mostrd en la ecuaciéon 3.32, el primer integrando es idénticamente nulo, ya que corresponde
a la ecuaciéon de Cauchy, quedando solo el segundo integrando. Luego como la ecuaciéon 3.36 se debe

cumplir para cualquier volumen arbitrario v, es necesario que €;;;0%; = 0. Esto es:

O;i — O04; = 0
T (3.37)

Uij = G'jl‘.

Con lo anterior, se muestra que el tensor de esfuerzo de Cauchy es simétrico bajo cualquier condicion.

Debido a que en ciertas situaciones es deseable contar con una medida para el esfuerzo en base a la
configuracion de referencia en tiempo inicial ¢y, se requiere una alternativa para el tensor de esfuerzo de
Cauchy, o;;. Esta alternativa corresponde a los tensores de Piola-Kirchhoff. Considerando el diferencial

de fuerza, df; que acttia en un tiempo ¢, sobre un diferencial de area, da, dado por:

donde da; = dan;. Recordando que un elemento diferencial de area se transforma entre la configuracion

actual y la configuracion de referencia mediante:

0Xg
a J oz, R (3.39)
se tiene:
0Xgr
df; = o Jami dAgp (3.40)

Luego, se define el primer tensor de esfuerzo de Piola-Kirchhoff (PK1) como:

0Xp
Tri = J Lo, 3.41
R 6.’,81 0j ( )
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o en su forma matricial T = JF~ 1o, donde F gil = 0Xpg/0z; es el tensor gradiente de deformacion
inverso. Con lo anterior, se establece que el tensor PK1 permite establecer el vector de esfuerzo dp;
en términos del diferencial de 4rea en la configuracion de referencia como df; = Tr;NrdA. A raiz
de lo anterior, el tensor PK1 también recibe el nombre de tensor de esfuerzo lagrangiano o nominal.
El vector de fuerza dF; = Tr; Ny posee la misma direccién que df; pero con una magnitud diferente.
Adicionalmente, a diferencia del tensor de esfuerzo de Cauchy, debido a que Fg; no es estrictamente
simétrico, el PK1 tampoco es estrictamente simétrico. Para evitar problemas en la utilizacién del PK1
en la formulacion de relaciones constitutivas debido a su falta de simetria, se introduce la definicién del
segundo tensor de Piola-Kichhhoff (PK2). Considerando la introduccion de una fuerza ficticia dFg en

la configuracion de referencia correspondiente a la transformaciéon del vector de fuerza df; como:

0Xgr

L4

dFp =

df;. (3.42)

Incorporando la definicién del PK1 de la ecuacion 3.41, se tiene:

~ 0Xr
0X X
_ 7}_%03%778

81'1 8:171

(3.43)
dAs.

Luego, las componentes del PK2 quedan definidas por:

Prs = 7‘%' %JO'ij, (344)

o en forma matricial por P = JF~ToFT. A partir de lo anterior es claro que el PK2, definido en la
ecuacion 3.44, si corresponde a un tensor de orden 2 simétrico definido en el sistema de coordendas

para la configuracion de referencia.

3.1.3. Elasticidad Lineal

Considerando un cuerpo arbitrario de volumen V, la ecuacién de equilibrio de Cauchy (ecuacién 3.31)

que describe la conservacion de momentum lineal puede ser descrita desde una perspectiva local por:

dvi _ 6017'
P dt n 8xj

+ pbi, (3.45)

donde b; corresponde a las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen. La ecuaciéon 3.45 es valida dentro
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de todos los puntos del volumen, como se mostro en la ecuaciéon 3.31. Adicionalmente, considerando
el campo de deformaciones dado por el tensor de deformacién infintesimal, E, (ecuaciéon 3.12) y la
ecuacion de conservacion de masa forman un sistema de ecuaciones abierto. Para cerrar el sistema de
ecuaciones anterior, se debe considerar la incorporacién de una ecuacién adicional que relacionen las
componente del tensor de esfuerzo, o;; con las componentes del tensor de deformacion infinitesimal,

E;;. Esta ecuacion adicional se conoce como relacion constitutiva.

Asumiendo la consideracion de la hipotesis de pequenias deformaciones (i.e: la validez del tensor de
deformacioén infinitesimal como cuantificador de la deformacion), una relacion lineal entre las el tensor

de esfuerzo y el tensor de deformacién requiere que:

oij = CijriEpr. (3.46)

Luego, condiciéon de balance de momentum angular, que establece la simetria de las componentes del

tensor de esfuerzo obligan a que, en la relaciéon anterior se cumpla:

Cijki = Cjikl- (3.47)

Por otro lado, dado que el tensor de deformacion infinitesimal es igual la parte simétrica del tensor

gradiente de deformacién, obliga a que también se cumpla:

Cijkl = Cijlk- (3.48)

Adicionalmente, considerando un sélido elastico, es decir, una vez removida la carga, el material recupera
su configuracién original, requiere que el sistema sea conservativo. A consecuencia de lo anterior, es
necesario que exista una funcion potencial cuya derivada respecto de la deformacion sea igual al esfuerzo,

esto es:

ou

_ 4
S (3.49)

Uij

y con con esto, derivando la expresion anterior respecto de las otras componentes del tensor de de

formacion, se obtiene:
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0oi; 0 OE
aEJ = g5 (CiguBu) = Cijn Ef’d = Clijmn, (3.50)
m mn \\'n/],_n/

OkmOin

mientras que, por otro lado, se tiene:

6015 o oU o 82[]
OEmn  OEmn  OE;,,0E;;
3.51
B oUu ~ Oomn ( )
~ OE4O0E;., OE;;
Como consecuencia de lo anterior, se tiene:
Cijri = Chij- (3.52)

Con esto, las 3 simetrias antes mostrados establecen la necesidad de que de las 81 componentes del
tensor constitutivo de orden 4, Cj;x; , solo 21 sean independientes. Esta corresponde a la relacién

constitutiva para un sélido elastico lineal general.

Luego, para el caso particular de un sé6lido elastico lineal, para que este sea isotropico, las componente
del tensor constitutivo, Cyj;, deben corresponder a una suma de todas las posibles combinaciones de

deltas de Kronecker, esto es:

Cijrr = N6kl + pdirdji 4+ 10310k, (3.53)

lo que se cumple si y sblo si 1 = 7, debido a las simetrias de Cjjr;. Con lo anterior, la relacién

constitutiva elastica lineal e isotropica queda descrita mediante 2 pardmetros de la formas:

oij = (N0ij0k + p[0irdj1 + 01d51]) Ert, (3.54)

Cijrt

donde los pardmetros A y p son conocidos como las constantes de Lammé. Finalmente, es sabido que
existe una relacion directa entre las constantes de Lammé y las constantes elasticas ingenieriles (E, v, G),

mediante la relacion:
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)\ _ Ev
(1+v)(1-2v) (355)

_ _ B
po= G= 53

o en su forma inversa:

_ p(BAt2p)
E Mo

(3.56)

_ A
T 0 )

G = .

Luego, para un sélido eléstico lineal isotropico las componentes no nulas del tensor constitutivo, Cjjxi,

pueden ser descritas en funcion de las constantes eléstica ingenieriles como:

_ E(l1-v)
Ciii = W=
Ciji = o (3.57)
E
Cijij = a0y =G
En forma adicional, se puede escribir la relacion inversa, de la forma E;; = S;jrop, donde las

componentes no nulas del tensor de rigidez, S;;xi, quedan descritas por:

Siiii = %

Siiji = & (3.58)
_ (A-v) _ 1

Sijis = Tm = ia

3.2. Teoria de Homogeneizacion

El concepto basico de homogeneizacion se encuentra basado en el trabajo de Sanchez-Palencia y
Levy, para el estudio del comportamiento de un medio, originalmente periédico, constituido a partir
de dos o mas elementos con propiedades altamente disimiles. En principio, este método utiliza el
método de expansion asintética en dos escalas para encontrar las ecuaciones homogeneizadas, como
también para aproximar los diferentes campos fisicos como el de desplazamientos y esfuerzos, en el
caso de elasticidad [161]. El proposito de la teoria de homogeneizacion es, entonces, el estudio de
del comportamiento de un medio que permite reemplazar el medio original, altamente heterogéneo,
caracterizado por fluctuaciones rapidamente oscilatorias en los campos fisicos, por un medio efectivo,

homogéneo, caracterizado por campos con coeficientes constantes [162].



3.2. Teoria de Homogeneizacion 43

Este problema ha sido abordado por diversos autores quienes han propuesto variadas estrategias de
solucion. Desde la perspectiva analitica, los intentos mas primitivos para dar solucién a este problema
corresponde a la aplicaciéon de la regla de mezclas. En estas aproximaciones, también conocidas como
las los limites de Voigt [163] y Reuss [164], las propiedades equivalentes del material son obtenidas a
través de la suposicion de deformacion homogénea (media aritmética) y esfuerzo homogéneo (media
armonica), respectivamente. Se sabe, y esta bien documentado, que estas aproximaciones imponen un

limite superior e inferior, respectivamente, a las constantes elasticas equivalentes [165, 166].

En la década de 1950, el método auto-consistente de Hill, originalmente propuesto por Hershey y
Kroner para cristales aglomerados, aborda el problema desde una base un problema auxiliar. En este,
las propiedades equivalente del material compuesto son obtenidas mediante la solucion al problema del

estado de esfuerzo para una inclusion contenida en un medio infinito [167-169).

Sobre la misma base del método auto-consistente, Hashin y Shtrikman desarrollaron un una solucién
basada en los principios variacionales para la solucién al problema eléstico lineal anterior. Haciendo uso
de los principios de minima energia potencial y minima energia potencial complementaria, Hashin y
Shtrikman propusieron nuevos limites para las propiedades equivalentes de materiales compuestos [170].
Diversos investigadores han mostrado que estos limites corresponden a un conjunto de limites mas

estrictos a los establecidos mediante la aproximacion de Voigt y Reuss [171-173].

En la década de 1970, Mori y Tanaka desarrollaron un método que permite calcular el estado de esfuerzo
promedio en la matriz de un material compuesto, que contiene inclusiones (precipitados) uniformemente
distribuidas [174]. Sobre esta base, Benveniste ha realizado una extensién para su aplicaciéon en el
calculo de las propiedades mecanicas equivalentes de materiales compuestos, bajo la aplicacion de

condiciones de borde uniformes tradicionales (Dirichlet y Neumann) [175].

El método de expansion asintotica se fundamenta en la suposicion de que cualquier campo definido sobre
un dominio puede ser descrito mediante una expansion algebraica que, al ser incorporada en las ecuaciones
que gobiernan el fenémeno, permiten obtener las propiedades efectivas del material [176-179]. Un
ejemplo de la aplicacion de este concepto es la aproximacion asintética para el campo de desplazamientos

al interior de un solido eléstico, de la forma:

u(z) = ug + Sug + 8%ug + ..., (3.59)

donde las funciones u; = u;(x,y = x/J) son periodicas en y con periodo . Luego, considerando de
forma explicita los términos hasta el orden de 4, el tensor de deformacion infinitesimal, E, puede ser

descrito como:
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[Vu(m) + V’U,T(:L')}
[Z (Vui(z) + wz“(x))} (3.60)

[(vuo(x) +Vul (2)) + (Vs () + Vu{(x))} +0O().

N =N =N =

En la ecuacion 3.60, el primer término, 3 (Vug(z) + Vud (z)), corresponde a la deformacion unitaria
promedio en las coordenadas macroscopicas, mientras que los siguientes términos corresponden a las
deformaciones locales que fluctiian de manera periodica al interior del dominio. Adicionalmente, la

cantidad de términos considerados en la expansion da origen a diferentes ordenes de aproximacion [180].

Luego, el campo de esfuerzos al interior del dominio se puede representar a través de una expansion

asintética, de manera analoga a la ecuacion 3.60, de la forma:

o =00+ 601+ ...+ 6" Vg,
(3.61)

= 0¢ + 001 +0(5)

Con lo anterior, se plantea el problema elastico equivalente, para el orden deseado, donde cada una de
las funciones w,, y o, son periddicas al interior del dominio [181]. Una de las grandes desventajas del
método de expansiéon asintética radica en las limitaciones que deben ser impuestas al domino, ya que
este método sblo garantiza una soluciéon rigurosa, tanto para la escala microscopica como para la escala
macroscopica, cuando el dominio mismo presenta una microestructura periddica y las funciones u;
poseen el mismo periodo de la microestructura [182]. Sin embargo, permite obtener ecuaciones explicitas

tanto para las propiedades macroscopicas como para los campos microscopicos locales.

Como una alternativa para superar las limitaciones de la expansion asintotica, los métodos
micromecénicos plantean un enfoque centrado en el analisis de una microestructura compleja, cuyo
comportamiento es exportado a las escalas superiores. Dentro de estos métodos se pueden diferenciar
entre los los métodos de relacién micro-macro directa y los métodos de celda unitaria. Mientras los
primeros se centran en subdividir el dominio de microestructura explicita en pequenas porciones las que
son analizadas una a una, los métodos de celda unitaria se basan en la principio de repetibilidad (para
microestructuras simples o periodicas) o de representatividad estadistica (para estructuras complejas o

no periodicas).

Las espumas metalicas, y todos los materiales celulares en general, poseen una microestructura compleja
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en el sentido de cémo se conforma, ya sea que cuentan con una matriz solida donde una fraccion vacia
(i.e: poros) se encuentra disueltos de manera no estructurada con y sin interconexion entre ellos, como
en el caso de las espumas, o bien coexisten diferentes elementos solidos con un ordenamiento claro o no,
en el caso de los materiales compuestos. Cualquiera sea el caso, en la definicién de estos materiales
hibridos, el concepto de material como un medio se define desde una perspectiva donde los elementos
que constituyen su microestructura son indistinguibles o, al menos, la escala espacial de los elementos

constituyentes es inferior a la escala de interés.

Esta situaciéon, compartida por la mecanica del medio continuo, sugiere la existencia de un subdominio,
en adelante llamado Elemento de Volumen Representativo (RVE), donde el comportamiento del material
como un continuo se vuelve indistinguible de sus componentes. Asi, este RVE que representa el rol del
punto matemaético del campo continuo y que aproxima la microestructura real del material. Ambos
conceptos anteriores se basan en la idea de la existencia de separacion de escalas, la cual se grafica
en la figura 3.7. En esta figura, se muestra la existencia de una escala espacial, [, asociada a la
microestructura explicita, una escala intermedia, a, asociada al RVE y una tercera escala mayor, L, de

tipo macroscopica [181].

Medio Homogéneo

Bt
B
/I(V)EV

Medio Heterogéneo

Figura 3.7: Esquema de un medio heterogéneo representado por un medio homogeneizado equivalente

De esta manera, se cumple que:

l<a< L obien
(3.62)

l<a<kL.

Las inecuaciones mostradas en la ecuaciéon 3.62 establecen el principio de separacion de escalas. La
primera de estas inecuaciones, [ < a, corresponde a una proposiciéon de separacion débil entre la escala
de la microestructura y el RVE, la cual es aplicable a microestructuras con baja diferencia entre
propiedades mecénicas y estructuras relativamente ordenadas. En el caso de espumas, donde existe

una gran diferencia entre las propiedades mecanicas de la matriz y la fase vacia y, adicionalmente, se
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cuenta con una distribucién espacial altamente no-estructurada, es necesario establecer la proposicién
de separacion entre escalas mas fuerte, de la forma [ < a. En consecuencia, se define el parametro de

relacion entre escalas, §, como:

5= (3.63)

a
1
Independiente del tipo de proposiciéon para la separacion entre escalas a considerar, este principio no
establece ningtn criterio cuantitativo especifico respecto de la relacion entre escalas, J, y, en consecuencia,
para el tamano a considerar en un RVE. Para microestructuras simples y ordenadas que exhiben simetria
y periodicidad, la eleccién del RVE es evidente y corresponde a la celda unitaria que es replicada en las

diferentes direcciones. Ejemplos de algunas celdas unitarias se muestran en la figura 3.8.

¥R HS®

Diamond Gyroid Fisher-Koch S Schwarz P F-RD

Figura 3.8: Ejemplos de diferentes tipos de celdas unitarias utilizadas para homogeneizacion de materiales
compuestos y porosos que exhiben triple periodicidad espacial, donde sblo se muestra el volumen de
una de las fases [55]

En base a lo anterior, en el marco de estructuras periddicas, diferentes métodos y aproximaciones, tanto
tedricas como numéricas han sido propuestas para modelar el comportamiento mecanico de materiales
compuestos y porosos. Algunos de los modelos teéricos més destacados corresponden a los modelos de
Mori-Tanaka [174], Nielsen [183], Hashin [184], Ramakrishnan [80, 81] y Gibson [88]. Una ventaja de
estos esquemas es que entregan expresiones con formas cerradas para la determinacion de los diferentes
coeficientes que constituyen el medio heterogéneo, en funcién de las propiedades de sus elementos
constituyentes. Sin embargo, suelen ser desarrollados bajo premisas especificas, como que el medio
esta constituido por dos componentes con propiedades mecéanicas explicitas o un anélisis basado en la

composicion de una celda unitaria conformada por un entramado de columnas de Euler.

Por otra parte, para materiales que exhiben gran desorden en su microestructura, no es posible establecer
un RVE en base a una celda unitaria y una definiciéon méas general es necesaria para ello, como una
porcién del medio que contenga una cantidad de heterogeneidades suficientemente extensa para ser
estadisticamente representativo [181]. A consecuencia de la alta complejidad de los dominios a considerar

bajo esta definicion, el analisis mediante técnicas numéricas se convierte en la tnica alternativa realmente
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viable para estructuras de tipo.

Se ha establecido de forma clara la influencia que tienen las condiciones de borde utilizadas en la
modelacién para homogeneizacion numérica. Mientras las condiciones de borde de estaticas uniformes
(Dirichlet) establecen un limite superior para los coeficientes del tensor constitutivo elastico, Cjjx, las
condiciones de borde dindmicas uniformes (Neumann) establecen un limite inferior [171, 185]. Estos
limites corresponden a los limites de Voigt y Reuss y se sabe que son convergentes, en la medida que
el tamano del RVE crece, sin embargo, estos limites no son necesariamente simétricos respecto de la
asintota, el mismo comportamiento convergente ha sido establecido para los limites mas estrictos de

Hashin y Shtrikman [181, 186, 187].

En cualquier caso, los resultados obtenidos deben ser independientes de las condiciones de borde
considerada y, en consecuencia, la seleccién de un tamano adecuado para el dominio, al igual que el tipo
de condiciones de borde a utilizar, es de gran importancia para la obtencién de resultados consistentes
y adecuados, donde se evite sobreestimar, como también subestimar, los valores numeéricos de los
coeficientes del tensor elastico en el medio equivalente [188, 189]. Adicionalmente, el tensor elastico
equivalente debe asegurar el principio de equivalencia energética de Hill-Mandel [190] que asegura que
el medio homogeneizado absorbe la misma energia de deformacién que el medio original, durante el
proceso de deformaciéon. A consecuencia de lo anterior, y a través del principio de trabajo virtual, se

tiene que:

(0 -€) = (o){e), (3.64)

donde los paréntesis angulados, (-}, simbolizan el promedio sobre un volumen. La relacién anterior
asegura que la energia de deformacién promedio de un volumen puede ser calculada a través de la
multiplicacion de los tensores de esfuerzo y deformacion promedio evaluados sobre el mismo [191, 192].

Luego, los tensores promedio son definidos como:

(3.65)



Capitulo 4

Métodos Numéricos

En esta capitulo, se realiza una descripcion tedrica de los métodos numéricos utilizados en el desarrollo
de este trabajo. Entre estos, se aborda una técnica para el analisis de sistemas sélidos granulares, como
el Método de los Elementos Discretos, una para el anéalisis de solidos elasticos, como el Método de los

Elementos Finitos, y una para analisis de sistemas aleatorios como la Simulacién de Monte Carlo.

4.1. Meétodo de los Elementos Discretos

Originalmente introducido como el Método de Elementos Distintos por Cundall y Strack a fines de la
década de 1970, el Método de Elementos Discretos (DEM) ha entregado una herramienta numérica
para la simulacion de flujos granulares, en el que la interaccion entre particulas y con el entorno es
modelado a través del uso de una ley de fuerza de contacto adecuada [194]. Asi, el medio granular
se asume como una colecciéon de particulas semi-rigidas regulares e irregulares cuyo movimiento se
encuentra gobernado principalmente por las fuerzas de contacto existentes con las particulas vecinas
[193, 194]. Este método se encuentra basado en el uso de un esquema numeérico explicito donde la
interaccion de las particulas, con otras y con el entorno, es monitoreada contacto a contacto y particula
a particula. Cuando la distancia entre dos elementos es tal que entran en contacto, se da origen a
un traslape permitido, cuya magnitud es pequena en comparacion al tamano de las particulas. La
magnitud de la fuerza de interaccién entre dos elementos estara determinada, principalmente, por el

traslape existente entre ellos [193].

El proceso de solucion tipico para el DEM consta de 3 etapas fundamentales: (i) La cuantificacion de

48
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la fuerza neta sobre cada particula; (ii) la integracion numeérica de las ecuaciones de movimiento de
Newton sobre cada particula para calcular las nuevas posiciones y (iii) la identificacion de los pares de

contacto para el siguiente paso temporal [195].

4.1.1. Cuantificacion Fuerza Neta

Para su evaluacion, las fuerzas internas (o de contacto) son separadas en una componente normal
a la superficie de contacto y otra tangencial. Habitualmente, la fuerza de contacto es modelada
mediante un sistema resorte-amortiguador para la componente normal en conjunto a un sistema de
resorte-amortiguador-deslizador para la componente tangencial. La formulacién mas utilizada por
codigos DEM para cuantificar la fuerza de contacto corresponde al modelo de Hertz-Mindlin, para
combinar la elasticidad no lineal de Hertz en direccién normal con el modelo de no deslizamiento
de Mindlin [196] en direcciéon tangencial, permitiendo una relacion fuerza-desplazamiento tangencial
dependiente del historial de carga en ambas direcciones [197]. Finalmente, la magnitud de las fuerzas

de contacto se encuentran determinadas por la magnitud del traslape existente entre las particulas.

Particula i

Particula j

ct,ij

Figura 4.1: Esquema de distribucion de fuerza de interaccion entre particulas [198]

En la figura 4.1 se muestra el esquema con los principales vectores que intervienen en la cinemética
de la interaccion entre dos particulas circulares. Como se observa en ella, en la interaccién entre
dos particulas tipicas (i.e: particula i y j), da origen a la fuerza de contacto, formando un par de
accion y reaccién. Esta fuerza de contacto es separada en sus componentes normal, F}, ;;, y tangencial,
Fiij, las que a su vez poseen una componente debido al contacto entre ambas particulas (Fep,ij ¥
Fct’ij), y una componente de disipacién viscosa (Fdn,ij y dej). Debido a que la componente normal
posee su linea de accién sobre la recta que une los centros de las particulas, su efecto se encuentra
exclusivamente asociado a la variacion del momento lineal de las particulas (i.e: V;, V;), mientras que la

componente tangencial de la fuerza posee su linea de accién perpendicular a esta linea, siendo paralela
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a la superficie de las particulas, con lo que su efecto esta asociado a la variacion del momento angular
(i.e: wi, wj), a través del momento T;. Como se mencioné anteriormente, la formulacion para fuerza de
contacto de Hertz-Mindlin considera esta separaciéon en las componentes para establecer un modelo tipo
resorte-amortiguador para la componente normal y un modelo tipo resorte-amortiguador-deslizador

para la componente tangencial, como se muestra en la figura 4.2.

Vi

Fnjj

(ayizi)
Particle j

Particle i

Figura 4.2: Esquema de modelo para fuerza de interaccion entre particulas [199]

En el modelo de fuerza de contacto descrito en la figura 4.2, la magnitud de la componente normal de
la fuerza es proporcional tanto a la magnitud del traslape existente entre las particulas, d;;, como a la

velocidad normal relativa entre ellas, V7.

Foij = Fenij + Fanij

= knéij — ’yn(’l)j . Rji — V; - Rij).
Por otra parte, la magnitud de la componente tangencial de la fuerza de contacto es, a su vez,

proporcional al deslizamiento existente en el punto de contacto, s;;, y a la diferencia de velocidad

tangencial relativa, $;;.

Fiij = Fepij + Faij

= kisij — VtSijs

donde la velocidad tangencial relativa, $;;, esta definida por:

$ij = vij — (vij - M) N (4.3)
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Asi mismo, la velocidad superficial, v;;, esta definida por:

Vij =V — U+ 7 X w; + 15 X Wwj. (4.4)

Adicionalmente, el deslizador con coeficiente p limita el maximo valor que puede alcanzar la fuerza

tangencial, con lo que la ecuacion 4.2 toma como valor final:
thzmuN{m&j—%gﬁﬂﬂmﬁ (4.5)

4.1.2. Integracion Ecuaciones de Movimiento

El movimiento de cada particula es descrito a través de las ecuaciones de Newton-FEuler, a través de

una descripcion fuerza-aceleracion, de acuerdo con:

mz; = I, ; = g Fy 5,
J

1,6, =T, = ZTij = Zri x Fyij,
j J

J

donde F, ;; y F};; corresponden a las componentes normal y tangencial, respectivamente, de las fuerza
de contacto entre las particulas ¢ y j, v r; el radio de la particula ¢, que permite establecer el momento
T;; que ejerce la fuerza de contacto Fy ;; sobre su centroide [200]. Asi, las fuerzas y momentos externos

son cuantificados para establecer determinar las aceleraciones lineal, &;, y angular, 6;, de cada particula.

Las ecuaciones de movimiento, definidas por la ecuacién 4.6, son discretizadas en tiempo e integradas
en un intervalo de tiempo, (0,7], mediante un esquema numérico normalmente explicito. Uno de
los esquemas més cominmente utilizados es el método de diferencia central en tiempo, para ambas
componentes de la aceleracion, con el objetivo de calcular la posicion futura de cada particula [201], de
manera que su estabilidad debe ser asegurada mediante el control del maximo incremento temporal

[193, 202, 203].

Mediante un esquema de Diferencia Finita Central (DFC) de segundo orden, la segunda derivada
temporal de la posiciéon para la particula tipica ¢ se aproxima mediante la expansién en serie de Taylor

tanto para el instante de tiempo siguiente, ¢t + At, como para el instante de tiempo anterior, t — At.



4.1. Método de los Elementos Discretos 52

2 2
Flto + A1) = f{to) + /(t0) + 1O (to) + 1 £ 1) + O(A)

4.7
, A o) Ao 4 (4.7)
f(to — At) = f(to) — f'(to) + -/ (to) — Tf (to) + O(AL")
Luego, con la suma de ambas expresiones de la ecuacién 4.7 se obtiene:
At? @) 4
f(to+ At) + f(to — At) =2 f(to) +2 — 7 (to) + O(AL"). (4.8)

De la expresiéon anterior, al despreciar los términos de orden superior, O(At*), se obtiene la forma

explicita para la segunda derivada temporal:

FOto) = 5oz (2 fto) — fito + 1) — flto — A)). (19)

El esquema de la ecuacion 4.9 es posteriormente utilizado para discretizar la ecuacion 4.6, tanto en su

parte traslacional como para la parte rotacional:

_ 1
it =22t~ —F' A?
m; ’

(4.10)
6!l = 2.0 — 017 + ~TIAL
(2 1 7 Iz K3 I
y las componentes para la velocidad son calculadas mediante:
.t t+1 t—1
;= (x;" —x; ")/2 At,
(4.11)

0! = (0! —0:71)/2 At.

El esquema numérico conformado por las ecuaciones 4.10 y 4.11 se conoce como el esquema de
integracion de Verlet [204], y una de sus principales ventajas estd en la simpleza de su implementacion.
Una limitacion evidente del esquema de Verlet se encuentra en su aplicaciéon para modelos de contacto
que consideran fuerza viscosa, proporcional a la velocidad relativa entre particulas, ya que esta tltima es
calculada solo para el tiempo actual, ¢, en forma posterior al calculo de la posicion en tiempo siguiente,

t + 1, donde la velocidad para el tiempo actual es requerida para la aceleracién. La soluciéon més
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simple para este problema, consta de utilizar una discretizaciéon temporal desplazada en %, donde

se evaltien las componentes de velocidad, & y 9, mediante un esquema de DFC de primer orden. Con

esto, asumiendo que durante incremento temporal At, la fuerzas de contacto, F! ; y F{,; , sobre las
particulas son constantes, se obtienen las formas:
_ 1
T2 =g A
m; ’
(4.12)

117

. .y 1
0:+1/2 _ 0: 1/2 + 7 Zri % Ftt At
i -
J

Con lo anterior, se tiene una forma explicita tanto para la posicién, como para la velocidad de cada

particula en cada paso de tiempo. De manera compacta, se tiene el siguiente esquema:

K3 K3

_ 1
&M=V At
m; ’

K2

. G 1
0?"!‘1/2 o 0t 1/2 = r; X th' At
’ I ZJ: b (4.13)

t+1
A

ot =t &AL

0! = 0! + 672 At

En este esquema se considera que tanto la fuerza F; como el par de torsion T; que actiian sobre
la particula tipica ¢ son constantes durante el intervalo de tiempo tipico At. Una de las principales
caracteristicas de este esquema es la conservacion de energia cinética del sistema, y la estabilidad del
sistema es una consecuencia del control en la propagacion temporal del error de truncamiento asociado
a la aproximacién de segundo orden. El origen se ha trazado hasta Newton en su Principia Mathematica,

aunque también es conocido como el algoritmo de leapfrog [205].

4.1.3. Identificacion del Contacto

En la fase de deteccion de contactos, es esencial contar con una estrategia computacional optimizada
que permita reducir el nimero de potenciales pares de contacto a verificar en cada paso de calculo.
La forma més basica para identificar los pares de contacto es la estrategia de comparacién directa,
también denominada fuerza bruta, donde cada una de las n particulas del sistema es comparada con

las demés. Esta estrategia requiere un total de %n(n + 1) operaciones de comparacion, esto es, O(n?).
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Como método para optimizar el tiempo de célculo en un factor de orden de 10, en su trabajo original
Verlet sugiere realizar esta comparacion en el primer paso de célculo e identificar las particulas cercanas
y en contacto en una lista (i.e. lista de vecinos), la que es actualizada en periddica, cada k pasos de

célculo. Luego, esta lista es reutilizada por los siguientes k — 1 pasos de célculo [204].

Listas de Vecinos

La estrategia mas comin para establecer una lista de vecinos consiste en definir la distancia maxima
para la vecindad de la particula de interés, luego, al comparar la distancia de cada particula del sistema
con las demés, todas aquellas particulas cuya distancia las posiciones dentro de el radio de influencia
definido son consideradas como vecinas e incluidas en la lista, descartando a aquellas que, a priori,
se encuentren muy lejanas [206]. Diferentes métodos se encuentran disponibles para construir estas
listas, entre los més comunes se encuentran la lista de Velvet [204], el método de lista enlazada [207],
busqueda no binaria [208] y el algoritmo lineal de deteccién de contactos de Munjiza-Rougier [209].
Codigos comunes como LIGGGHTS [210] permiten controlar la periodicidad con que estas listas son

actualizadas.

Algoritmos para acelerar blisqueda de contacto

Como se mencion6 en la seccién anterior, la estrategia de comparacion directa es altamente costosa y
requiere la realizacion de O(n?) operaciones de comparacion entre particulas en cada paso de calculo.
Incorporando las listas de vecinos que son actualizadas cda k pasos de calculo, se mejora la cantidad de
operaciones necesarias en un orden de magnitud, sin embargo, la cantidad de operaciones de comparacion
sigue siendo proporcional a n?. Para mejorar esta dependencia, se han desarrollado diferentes algoritmos
que permiten obtener los mismos resultados con estrategias més eficientes, respecto de la cantidad
de operaciones requeridas, principalmente de orden O(nlog(n)) [211, 212]. Entre estos se encuentran
algoritmos como el de Grilla Logica Monotonica (Monotonic Logical Grid) [213], arbol digital alternante

(Alternating Digital Tree, ADT) [212].

Una de las estrategias mas recientes y eficientes para generar estas listas de contacto es el algoritmo
de busqueda no-binaria (NBS), propuesto por Munjiza y Andrews en la década de 1990, ha sido
originalmente presentado para el caso plano (2D) y permite establecer los pares de contacto con un
namero de operaciones del orden O(n) [208]. Este algoritmo ha sido generalizado una década mas tarde

para su aplicacion en el espacio (3D) y es conocido como el algoritmo de Munjiza-Rugier [209].

El algoritmo basico para NBS consta de 4 pasos bésicos. Primero, el dominio es descompuesto en
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cuadros con tamano de arista igual a 2r (donde r corresponde al radio de la particula de mayor tamaio),
de manera tal que ninguna particula pueda tener su centro fuera de esta descomposicién, como se

muestra en la figura 4.3.

—— (3.5)

\ A
\ | o)

(0,0)

Figura 4.3: Discretizacion del dominio y mapeo de discos para NBS [208]

Con lo anterior, cada direcciéon del dominio tiene asociado un maximo ntumero de celdas dado por:

. Tmax — Tmin
ncell, = piso ()
2r

(4.14)

ncell,, = piso
v=P ( 2r

A partir de la grilla establecida por la descomposicion del dominio, a cada particula se le asigna un par
coordenado entero que identifica la celda a la pertenece su centro. Naturalmente, los pares coordenados

enteros (iz,1y) € {(0, ncell, —1), (0, ncell, —1)}, de manera que el par correspondiente a cada particula

queda definido por:

. Ti — Tmin
X = PISO T

iy = piso | ¥/—— |,
2r

(4.15)

como se muestra en la figura 4.4.

De esta manera, cada particula es mapeada a una y solo una celda del dominio descompuesto. Una vez
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Figura 4.4: Discretizacion del dominio y mapeo de discos para NBS [208]

que cada cada celda es mapeada, dos listas simplemente enlazadas son creadas, una con el objetivo
de realizar el ordenamiento de las particulas en funcién de las filas (i.e: Y;,) y una para realizar el
ordenamiento de las particulas en funcion de las columnas (i.e: X;;). Los elementos son ordenados en
la lista iterando en direccion ascendente, verificando su coordenada enteras y “empujandolos” en la
lista enlazada. En este contexto, las listas enlazadas se generan utilizando 2 arreglos que operan en
conjunto (i.e: un arreglo de “cabecera” y uno de “cola”), los que se inicializan con un valor nulo de
referencia (habitualmente -1). Luego, al iterar sobre las particulas y verificar la coordenada entera de
la particula, se verifica el elemento correspondiente en el arreglo de cabecera y, si este se encuentra
vacio (con valor -1), la celda toma el indice de la particula, en cambio, si la cabecera se encuentra
utilizada (i.e: valor distinto a -1), la cabecera toma el valor del indice de la particula y el elemento
correspondiente a la particula en el arreglo de cola toma el valor de la particula que originalmente se
encontraba en la cabecera, sirviendo de puntero hacia la siguiente particula contenida en la fila. Una
vez que todas las particulas han sido ordenadas en sus filas, se realiza el mismo procedimiento para las

columnas, iterando nuevamente sobre todas las particulas, esta vez en sentido descendente.

En el algoritmo NBS, la deteccion del contacto es realizada a partir de la revision de cada particula con
aquellas existente en la misma celda y las celdas contiguas. Como estrategia para evitar la redundancia
en las operaciones de chequeo, al evaluar el contacto en las particulas contenidas en una celda especifica,
s6lo se verifican las celdas cuyos indices sean iguales o menores a los de la que contiene la particula en
cuestion, como se muestra en la figura 4.5. Con esta estrategia, solo se deben evaluar las particulas que

estén en un méximo de 5 celdas, y no 9, cada vez.

Los contactos se evalian en orden ascendente, en funciéon del namero de identificacion de cada particula.

Una vez que se han evaluado todos los posibles contactos de esta particula, se procede a la evaluaciéon de
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n
@
L™

Figura 4.5: Deteccion de contactos en NBS [208]

los contactos para cualquier otra particula cuyo centro esté contenido en la misma celda. Al comienzo
del proceso de evaluaciéon de contactos en cada paso de calculo, todas las listas que contienen al menos
una particula son marcadas como “nueva’, luego, al finalizar la evaluacion de los contactos con foco
en todas las particulas contenidas en una celda, esta lista es marcada como “vieja”, indicando que la
lista no debe ser vuelta a evaluar en el correspondiente paso de célculo, durante la iteraciéon ascendente
sobre los indices de las particulas. A diferencia de NBS, el algoritmo de Munjiza-Rugier utiliza listas

doblemente enlazadas cerradas para el ordenamiento de los elementos [209].

Si bien el uso de listas enlazadas y el algoritmo de Munjiza-Rougier son ampliamente utilizados para
agilizar la busqueda de contactos entre particulas tanto en Dinamica Molecular (DM) como DEM, otros
algoritmos y técnicas se han desarrollado en forma posterior. Ejemplos de ellos son la incorporaciéon de
listas de Verlet pareadas [214] y las pseudo listas de Verlet [215], cuyos enfoques estan en la optimizacion
del uso de memoria en implementaciones paralelizadas sobre procesadores miltiples (CPU multithread)

y unidades de procesamiento grafico (GPU).

4.2. Meétodo de los Elementos Finitos

En esta técnica numérica, un problema descrito por ecuaciones diferenciales es resuelto mediante una
aproximaciéon numérica a través de la representacion del dominio en forma discreta, por elementos
finitos. La solucion es determinada a partir de valores nodales en principio desconocidos. Mientras una
aproximacion por partes entrega buena precision incluso para funciones de aproximacion simples, la
localidad de la aproximacién genera sistema de ecuaciones disperso, permitiendo resolver problemas

que incluyen un gran nimero de incégnitas nodales [216].
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A continuacion, se presenta la formulaciéon de Galerkin, para evaluacion de los residuos ponderados,
debido a que es la formulacién mas habitual [217-219]. Por simplicidad de escritura, representacion
grafica y generalizacion para el caso tridimensional, a en este capitulo se describe la formulacién

bidimensional para el método de elementos finitos (FEM).

4.2.1. Forma Variacional del Problema

Considerando un problema de valor en la frontera (PVF) estacionario gobernado por la Ecuacion

Diferencial en derivadas Parciales (EDP) de la forma

0 ou ou 0 ou ou
_&C<a118—|— ay)—@y( 8x+a226)y)+a0_f (416)

definida en un dominio € en IR? con las funciones a;j(z,y) y f(z,y) conocidas, sujeto a las condiciones
de borde de de Dirichlet u(z,y) = up en Q¢ y de Neumann adn = g(z,y) en Q™. Luego, introduciendo
una funcién arbitraria, w, perteneciente al espacio de Hilbert de orden 2 (i.e: w € H?), para la integral

ponderada de la EDP (ecuacién 4.16):

0 ou ou 0 ou ou
/Qk w |:_85E (alla +a126y) — @ <a215$ +a228y) + apu — f:l dxdy = 0, (417)

sobre algiin subdominio Q* C €. Luego, definiendo las funciones auxiliares:

0
Fr=an— Z 4 a1z - y
Ox dy
(4.18)
Fy=a ——&—a @
2 25 22 oy’
es posible reescribir la ecuacion 4.17 como:
OF, O0F, Ow Ow 0 0
— — —= | dzxdy = —F —F — —(wF)) — —(wF: dxdy. 4.19
/m<8x 8y> ey /m <8£E 1+8y 2 8x(w ) By(w 2)> ey ( )

Mediante la utilizacion del teorema de la divergencia de Gauss, la ecuacién anterior es reescrita como:



4.2. Método de los Elementos Finitos 59

/ a—w Ou +a Ou &,u a 8—u+a @ —I—awu—
o oz Mgy Tazg, | T g, 90, o2y, 0
w
o0k

ou N ou . ou n ou dl—0
aua a128 Ny 21 7— or 22— oy Ny =

(4.20)
Finalmente, para la ecuaciéon anterior, se define el flujo, ¢,, como:
ou ou ou ou
=(an1z— +tai27 | ng + | ag1 5 + asa— | Ny, 4.21
In ( 15 123y> - ( 215 + 2283/) Y (4.21)
o en su forma vectorial:
ou
a a gu
e e N (4.22)
(121 a2 8717:

Con lo anterior, se define la estructura final de la forma débil de la EDP de la ecuacién 4.16:

ow ou ou ow ou ou
/Qk {83: (anﬁx + a126y) + a—y ( 1o + ag9 8y> + agwu — wf} dxdy — /am wapdl = 0. (4.23)

A partir de la forma débil de la EDP (ecuacion 4.23, se expresa el problema en su forma variacional

(B(w,u) = L(w)) donde:

B = [ [22 (o2 4028 5 2 (02 4 00 22) 4 agn] dad
w,u) = o | Oz au(’)x a12ay dy 21a azzay QoWu | axray

L(w)z/ wfdxdy+/ wqpdl,
Ok

o0k

(4.24)

donde B(w, u) es un funcional bilineal simétrico y L(w) un funcional lineal. Con lo anterior, el problema
diferencial descrito por la EDP de la ecuacion 4.16 es reescrito como el problema variacional en la

forma de la ecuacién 4.24, el cual debe ser resuelto para todos los subdominios QF.
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4.2.2. Discretizacion del Dominio

Para un dominio © definido en el espacio euclidiano, e.g: Q € IR?, con frontera 99 de Lipschitz sujeta
a las condiciones de borde de Dirichlet, 927, de Neumann, 92" y/o de Robin, 9QF de manera tal
que 9 = 90P U ION U 0O (i.e: Corresponden a una particién de 992) se define su discretizacion
como la unién en n subdominios tal que Q = (J;_, OF + & sujeto a Q' N QY = ) Vi, j donde el error de

discretizacion, &, es suficientemente pequeno en la frontera, como se muestra en la figura 4.6.

du
02, k—=
2 n Y

691:u=|:

Figura 4.6: Discretizacion de un dominio (2 mediante n elementos finitos QF [220]

En otra forma, el interior del dominio 2 es teselado por el mallado de elementos finitos 2¢ = UZ=1 QF,
La discretizacion, o mallado, es generada a partir de la definicién del conjunto de nodos que definen
en forma tnica cada uno de los elementos, o subdominios. Evidentemente, cuando la frontera del
dominio, 9 es curva, la discretizacion mediante segmentos rectos no es capaz de coincidir con ella
incorporando un error de discretizacion, el cual es posible de reducir mediante la incorporacién de una

mayor concentraciéon de nodos y, en consecuencia, elementos en la zona.

En la figura 4.6, cada vértice que definen los diferentes triangulos son denominados nodos, mientras que
cada tridngulo es denominado elemento. En relaciéon al problema variacional dado por la forma débil
del PVF descrito en la ecuaciéon 4.24, cada triangulo o elemento corresponde a los subdominios QF. El
conjunto de elementos recibe el nombre de mallado. En una aproximaciéon mediante FEM, a cada nodo
se le permite tener componente de la solucion en las diferentes direcciones, en el caso bidimensional, en
direccion x e y. Estas componentes son denominadas grados de libertad (DOF) cuyo significado fisico
se encuentra asociado a la naturaleza del problema que se intenta resolver. Con lo anterior, para el caso

plano, cada nodo posee 2 DOF.

Los mallados que discretizan un dominio para una aproximaciéon por FEM no se encuentran limitados a

triangulaciones en el caso bidimensional, la cantidad de nodos con los que se establece cada elementos
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varfan segin la dimensionalidad del dominio y el orden de la aproximacién local a utilizar. Sin embargo,

para que una discretizacion sea aceptable debe cumplir con, al menos, dos condiciones [221]:

= Dos elementos pueden tener nodos comunes solo en su contorno comin, si ese contorno existe.

= El conjunto de elementos debe cubrir el dominio de la forma mas cercana posible.

3

Contorno

(a) (b)

Figura 4.7: Condicion en el contorno de dos elementos finitos (a) aceptable y (b) no aceptable [221]

A consecuencia de lo anterior, y como se observa en la figura 4.7b, cada elemento queda individualizado
y caracterizado por las coordenadas del conjunto de nodos que lo componen mientras que su contorno
estad definido por un conjunto de entidades de una clase menor a la del elemento, es decir, para un
elemento plano (2D) su contorno esta definido por un conjunto de curvas (1D) mientras que para un

elemento volumétrico (3D), el contorno se compone de un conjunto de superficies (2D).

4.2.3. Ecuaciones para un Elemento
Numeraciéon global y local

La cantidad de nodos y el orden de la aproximacién a utilizar en cada elemento de un mallado de
elementos finitos depende tanto de la naturaleza del problema como del dominio de interés. En la
figura 4.8, se muestra una coleccién de elementos comtnmente utilizados para discretizar dominios de
distintas dimensionalidades, desde elementos de linea para problemas unidimensionales hasta elementos
de volumen en el caso tridimensional. De la figura, se observa que el nimero de nodos que contiene el

elemento se encuentra asociado con el orden de la aproximacion a utilizar.

En una discretizacién cualquiera de elementos finitos, a cada uno de los elementos se le asigna
un identificador unico (i.e: identificador de elemento) y con esto cada elementos, o subdominio, es

indvidualizado como, Q* con j = {1..N} donde N es el niimero de elementos de la discretizacién, como
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1 2 1 a 2

——» X O—--7I0 ——» X O—-O0—0
Linea de 2 nodos Linea de 3 nodos
(lineal) (cuadratico)
3 3 6 R 3
()
y 1 y 1 y 1
2 2 9 2
X X X
Triangular de 3 nodos Triangular de 6 nodos Triangular de 10 nodos
(lineal) (cuadratico) (ciabico)
3
4 3 4
y I:I y y
2
1 2 [ I
X X X
Rectangular de 4 nodos Cuadrilatero de 4 nodos Rectangular de 9 nodos
(lineal) (lineal) (cuadratico)

Tetrahedrico de 4 nodos Prismatico de 8 nodos Prismatico iregular de 8 nodos
(lineal) (lineal) (lineal)

Figura 4.8: Tipos de elementos comtnmente utilizados en discretizaciones para elementos finitos [219]
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se muestra en la figura 4.9. Adicionalmente, cada nodo de la discretizacion recibe un identificador tnico,
llamado identificador nodal global, a los cuales se les permite tener un desplazamiento en cada uno de
las dimensiones donde esté contenido el problema [219]. Cada uno de estos desplazamientos es un DOF
y su numeracién se encuentra relacionada al identificador nodal global del nodo que representa. En el
caso bidimensional de la figura 4.9 cada nodo posee 2 DOF, luego, los DOF asociados al j-ésimo nodo,
el DOF de desplazamiento en direccién X toma la numeracion impar (i.e: Ug;j_1) mientras que el DOF

asociado a desplazamiento en direccién y toma la numeracion par (i.e: Us;).

Figura 4.9: Asignacion de identificadores de elementos e identificadores nodales globales [217]

Con lo anterior, para un mallado bidimensional con n nodos, se tiene un vector de desplazamientos
global definido por U = [U;..Us,|", donde el total de DOF es igual a 2n. Para el caso tridimensional,
como cada nodo posee 3 DOF, la dimension del vector U sera igual a 3n. Por otra parte, cada elemento
se encuentra definido por un conjunto de nodo los cuales reciben una identificaciéon local denominado
identificador nodal local. Estos identificadores nodales locales son asignados de una manera especifica,
debido a que cumple un rol importante en los calculos siguientes. Para el caso bidimensional mostrado
en la figura 4.10, la asignacion ascendente de los identificadores nodales locales es realizada en sentido

antihorario.

En conjunto a la asignacién de los identificadores nodales locales, cada uno de los DOF asociados a los
desplazamientos locales, u;, es identificado utilizando el mismo esquema con que se identifican los DOF

globales, @;. Luego, los DOF asociados al j-ésimo nodo local toman la numeracién ugj_1 en direccién x
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Figura 4.10: Asignacién de identificadores nodales locales para (a) un elemento triangular de 3 nodos y
(b) un elemento cuadrilatero de 4 nodos [217]

y ug; en direccion y. Asi, en el caso plano, para cada elemento se define el vector de desplazamientos

nodales u = [ul..ugm]T donde m es el nimero de nodos de cada elemento.

Aproximacién para un elemento

Ny Z//'r]=0

Njat (x,y)

Figura 4.11: Funciones de forma para un elemento triangular de 3 nodos [217]

La aproximacion al campo variacional que se calcula sobre cada elemento, U, en una aproximacion
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por FEM, es obtenida a través de la eleccién de funciones interpolantes apropiadas, v, ponderadas por

los valores nodales, u¢, tal que:

n
Ur =" uly, (4.25)
j=1

donde n es el ntimero de nodos contenidos en el elemento y las funciones interpolantes, ;, cumplen

con la condicién 1;(z;) = &;; (delta de Kronecker) al interior del elemento Q*.

Independientemente del orden de la aproximacion a utilizar en cada elemento, las funciones interpolantes
a seleccionar deben cumplir con 4 condiciones para asegurar que la soluciéon sea monoténicamente
convergente. (i) La funcion de aproximacion debe ser continua al interior del elemento, (ii) Debe
existir compatibilidad entre los nodos, contornos o superficies entre elementos adyacentes, (iii) exhibir
completitud, permitiendo movimiento de cuerpo rigido y asegurar una variacién constante del campo y
sus derivadas al interior del elemento y (iv) isotropia geométrica para el mismo comportamiento en

cada direccion.

Una forma simple de satisfacer los 4 requerimientos anteriores es mediante la utilizaciéon de polinomios

de la forma:

(n1)(n+2)
P,(x) = Z apx'y’ i+j7<n. (4.26)
k=1

Los coeficientes aj de los polinomios de la ecuacion 4.26 son denominados coordenadas generalizadas y
son parametros independientes que reflejan una combinacién lineal de los valores nodales de los DOF al
interior de un elemento. Adicionalmente, al interior de cada elemento se definen las coordenadas naturales,
que corresponden a un sistema coordenado local especificado mediante un pardmetro adimensional que
no excede la unidad en ninguna direccién, con el proposito de describir la ubicacion de los puntos en
el elemento, en términos de las coordenada asociadas a los nodos del mismo. Con lo anterior, en el
caso de un elemento triangular de 3 nodos cualquier punto P(z,y) al interior del elemento puede ser

descrito de la forma:

r = a1T1 + a2x9 + azrs, (4 27)

Yy = a1y1 + azy2 + asys,

donde los pares (x;,y;) corresponden a las coordenadas globales del i-esimo nodo del elemento. Dado
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que los parametros a; no son linealmente independientes, se cumple que a; + as + a3 = A* donde
AF corresponde al area del elemento. Luego, se puede probar que los coeficientes a; que satisfacen el

sistema en los diferentes nodos son:

1 k

a = 2Ak (quf + aoub + azub),

as = 2Ak (Brul + Boul + Baub), (4.28)
1

az = w(%ulf +oub + y3us),

donde a; = xjyr — TrYj, Bi = Yj — Y Y Vi = T — ;. Con esto, las funciones de forma 1; toman la

forma:

Vi = gpled H A aTy) i=1,2,3, (4.29)
para construir la aproximacion variacional U* dentro del elemento QF. Después, recordando la forma
débil de la EDP, ecuacion 4.23, aplicando el método de Rayleigh-Ritz con la aproximacion U* y los

pesos como las funciones de forma ¥, se tiene:

Ok oLl L OV oy
/Qk |: allzu +G,12Z’U,] 6y + ay a21zu 75 —{—QQQZU] 6y
(4.30)
+agypF Z u P — wff] dxdy — / VFqdl =0 i={l.n}.
= a0k
Luego, agrupando los términos en la ecuacién 4.30 en u¥,
n ook [ auk AN 0 H oy
) / w a1 0 + a1z Y, + v Ys + az Vs +agiyy | dady | uf
ox dy dy Yo 8
j=1 (4.31)

—/kflbfdxdy—/a”wfqndl =0 i={l.n}.
Q D)

La ecuacion 4.31 toma la forma compacta:
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S Kpub=Ff+QF i={ln}. (4.32)
J

4.2.4. Ensamble de las Ecuaciones

Considerando dos elementos genéricos Q™ Q™ como se muestran en la figura 4.12, donde el elemento
O™ esta definido por los nodos globales 1, 2 y 4, mientras que el elemento Q™ esta definido por los

nodos globales 2, 3 y 4.

@ &)

Q)
Q

(a) (b)
Figura 4.12: (a) Ensamble de 2 elementos finitos 2™ y Q™ que comparten los nodos globales 2 y 4 y (b)

el correspondiente flujo entre entre ambos en el lado comin

Asi como existe una correspondencia entre los nodos locales (numerados al interior de cada elemento en
la figura 4.12a) y la numeracion de los nodos globales, existe una correspondencia entre las variables

locales, uj* y ui' y las variables globales U k de acuerdo con:

<
=
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Luego, recordando la forma compacta para las ecuaciones sobre un elemento, dada por la ecuacion 4.32,

cada elemento tiene asociado un sistema ecuaciones como:



4.2. Método de los Elementos Finitos 68

ERul + kb us + kfjus* = FI™ + QT
kit + kBl + kSult = Fy 4 Qi o Q™

ESRul + ERul + kRl = Fir + QY

kiyut + kfpuy + kisuy = FT' 4+ QF
kgyul + kpuy + kzuf = Fi' 4+ QF ¢ Q"

n n n n n n _ n n
k3iul + k3puy + kizuz = F3' + Q3
Luego, las ecuaciones anteriores se pueden reescribir en términos de las variables globales U* como:
myrl myr2 mrr4 — pm m
ERU + kDU + kU = FI™ + QF

ERUY + kU2 + kU = Fr 4+ QY p Q™
KUY + kU2 + kRU = FiV + QF

U + kLU + kU = FT + QY
$U? + kU° + kUt = FY + Q3 0 Q"
kgle + kggUB + kg3U4 =F7+ Q%

A partir de lo anterior se obtiene el sistema de ecuaciones en términos de las variables globales

Eput o+ nU? + nUt = FP+ Q¢

FRUY + (kS5 +k1)U? + kRUP 4+ (R3S + AU = F' 4+ FI'+ Q5 + QY

ERUY + (BB 4+ ER)U? 4+ ERUS + (R + k) U? F"+ F§ + Q% + Q%
knU? + kLU + kU4 = F} +Qy

Finalmente, la ecuaciéon 4.2.4 se puede escribir en forma matricial como:

11 12 13 Ut Fy QY
kot (R3z + k7)) ko (B33 +ATs) | U? _ [ N Q3" + QY (4.33)
kst (k53 +k31) ki (KE3 + ki) U? B+ F3 Q' + Q5
£S5t k3o 23 Ut Fy Q3
N——
K U F Q

Asi, finalmente, la ecuacion 4.33 para el sistema completo posee la misma forma K -U = F + Q

de la ecuacion 4.32, donde K se conoce como matriz de rigidez del sistema y los vectores U, F,Q
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corresponden a los vectores de incognitas, fuerzas y flujo, respectivamente. Adicionalmente, se recuerda
que, por condicion de continuidad, en las fronteras comunes de los elementos se cumple que los flujos
Q7" y Q7 son iguales en magnitud e inversos en signo, y en conclusion las componentes del vector @

correspondiente a los k-ésimos DOF asociados a la frontera son nulas, esto es @ = 0.

En la practica, el ensamble de las ecuaciones se realiza mediante un algoritmo que permite relacionas
las ecuaciones locales con las globales [222]. Esto se realiza introduciendo el concepto de la matriz de
conectividad, A, que provee la correlacion para la numeracion entre los dof locales y globales de cada
elemento, de la forma:

Us = AU, (4.34)

donde el vector de incognitas locales compuesto, Uy, posee la forma Uy = {UU2...}. Luego, tanto el
ensamble de la matriz de rigidez como de los vectores de fuerzas y flujos de la ecuacion 4.33 pueden ser

descritos mediante la relacion:

K = ATK A,
F =ATE,, (4.35)
Q= ATQu,

donde K, F y @ corresponden a la matriz de rigidez y los vectores de fuerzas y flujos globales,
respectivamente y Kg, Fg v Qg a la matriz compuesta por las matrices de rigidez de los elementos y los

vectores de fuerzas y flujos compuestos por los vectores de los elementos, todos de la forma:

K' 0 o
Ki=|0 K2 0,

0o 0 .. (4.36)
Fy={F'F%.}
Qi=1{Q'Q*.}.

Con lo anterior, la ecuaciéon 4.33 puede ser reescrita como:

ATKdAU = AT(Fd + Qd) (4.37)
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Aqui, la matriz de conectividad A corresponde a una matriz dispersa, cuyos componentes no nulos (i.e:
Aij = 1) son muy pocos, en comparacion a sus dimensiones, por lo que rara vez es utilizada de manera

explicita [222].

4.2.5. Condiciones de Contorno

Es importante mencionar que el sistema de ecuaciones de la ecuacién 4.33 ha sido desarrollado
sin imponer ningin tipo de condiciones de contorno. Debido a esto, la matriz de rigidez, K, de la
ecuacion 4.33 es una matriz singular, de modo que es imposible de invertir para obtener una solucién

unica.

Para obtener una solucion tinica a un problema de valor en la frontera, cualquiera de los tipos de condicion
de contorno tradicionales se puede aplicar a la ecuacion 4.33. En forma general, la frontera 9S2 se divide
en una particion de la forma 0Q = 0Qp |J 00N | IR, donde: 924,00, v I, corresponden a las

secciones donde se imponen condiciones de borde de Dirichlet, Neumann y Robin, respectivamente [220].

= Condicion de Dirichlet:

u(z) =ug Vo€ oy

En términos del modelo de elementos finitos de la ecuacion 4.33, este tipo de condiciones
de borde, donde se prescribe el valor de la variable u sobre una porciéon del contorno, es
aplicada de manera directa sobre los DOF, U?, correspondientes, de manera que la i-ésima
fila del sistema es eliminada, mientras que en las demas filas, el j-ésimo término del vector de
fuerzas, F, incorpora un término adicional de la forma —K;;U’. Adicionalmente, el término
de flujo Q? queda definido como una variable secundaria, la cual requiere su evaluacién luego
de encontrada la solucién del sistema. Este procedimiento deriva como consecuencia del
método de eliminacion para la aplicacion de condiciones de borde. A consecuencia de lo
anterior, el sistema de la ecuacién 4.33 se ve reducido, produciendo una matriz de rigidez K’

no singular, con lo que se tiene una solucién tnica.
= Condicién de Neumann:

U —=Qy Vredy

En este caso, la condicién de borde establece un valor para la derivada de la variable de interés
en direccién normal al contorno, %' Esta condicion es aplicada mediante la especificacion
del flujo, Q" = Qq, sobre el i-ésimo DOF correspondiente. En el caso especifico de analisis

elastico de un soélido, este tipo de condiciones de borde no garantizan la supresion de los
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movimiento de cuerpo rigido, por cuanto la matriz de rigidez del sistema, K sigue siendo
singular. Para prevenir los movimientos de cuerpo rigido y obtener una solucién tnica al
sistema de ecuaciones, adicionalmente se deben fijar los DOF asociados a, al menos, un nodo

bajo condicién de Dirichlet.
= Condiciéon de Robin:

a%—i—bu:ﬁ Vr € 0Qg

e Las condiciones de borde mixtas corresponde al caso general que donde, sobre el contorno se
prescribe una combinacién lineal entre el valor de la variable de interés, u, y su derivada, g—z.
Para este tipo de condicién de contorno, el procedimiento es andlogo a la combinaciéon de
los casos anteriores y, al igual que para condiciones de Neumann, para los casos en que la
matriz de rigidez del sistema, K’ es singular, la fijacién adicional de los DOF asociado a al
menos 1 nodo deben adicionada para prevenir movimientos de cuerpo rigido y reducir el

sistema cuya matriz de rigidez sea no singular.

4.2.6. Formulacién del Problema de Elasticidad Lineal

Para utilizar el FEM como herramienta numérica en la solucién del equilibrio mecanico de un sélido
elastico, es necesario describir el problema descrito por la EDP en los términos matriciales del método.

Para lograr este objetivo, se hace comienza por recordar el potencial elastico, II, de un sélido elastico:

I = /sadv—/Ubedv—/ USTdeS—ZU”RiC. (4.38)
v v ov i

Aqui, en la ecuacién 4.38, el primer término, €0, representa la densidad de energia de deformacion
interna del s6lido, mientras que los siguientes términos representan el trabajo externo producto de las

fuerzas de cuerpo, superficie y fuerzas concentradas, respectivamente.

Luego, en estado de equilibrio corresponde con un estado estacionario del potencial, II, es decir:

oIl
oU;

— 0. (4.39)

Con esto, una perturbaciéon de este estado estacionario satisface la condicién del principio de trabajo
virtual que establece que, el trabajo virtual interno es igual al trabajo virtual externo, para cualquier
conjunto de desplazamientos virtuales con un incremento nulo del potencial, es decir, 611 = 0. Luego, se

obtiene el principio de trabajo virtual como:
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/ 6eTodv = / SUT fodv + / SUST de5+250“33, (4.40)
v v ov B

donde los términos 6U y 0& corresponden a los desplazamientos virtuales y deformaciones asociadas
a los mismos desplazamientos virtuales. Los tres requerimientos fundamentales de la mecanica del
medio continuo sobre equilibrio, compatibilidad y relacién constitutiva son satisfechos en el principio
de trabajo virtual, para cualquier conjunto de desplazamientos virtuales, con el campo de esfuerzos
debidamente obtenido a través del campo de desplazamientos continuo, U, que satisfaga las condiciones

de contorno. En consecuencia, se tiene que:

Se=e ; U=U ; §U*=U* ; SU'=U" (4.41)

Recordando la relacion constitutiva para uno soélido, ¢ = Ce, el principio de trabajo virtual de la

ecuacion 4.40 se puede reescribir como:

1 o
f/eTOedv:/Ubedv+/ USTfdS +> UTR. (4.42)
2 v v ov i

Luego, bajo notacién de Voigt, los tensores de esfuerzo, o;; y deformacion, €;5, son expresados como

vectores de la forma:

o={0o1 02 03 T3 T3 TI2}T,
(4.43)

e={e1 e e 73 M3 M2}

A su vez, el vector de deformaciones £ puede ser descrito en término de los desplazamientos como:

- 8u1 8UQ 8u3 6’&2 8U3 8U1 6U3 (91,61 8U2

T
=+ = =8 =78 T2 Ly T2 4.44
¢ {Bxl 8%2 3x3 81'3 + 8x2 8%3 + 81'1 81'2 + 8561} ( )

Con lo anterior, la relacion esfuerzo-deformacion queda descrita en forma vectorial por la relacion lineal:

o = De, (4.45)

donde la matriz D es una matriz de dimensiéon 6 x 6 que contiene los coeficientes no nulos del tensor
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constitutivo elastico lineal Cjjp;.

3(0,0,1)

n
2(0,1,0)

1(1,0,0)

Figura 4.13: (a) Elemento tridimensional tetraédrico de 4 nodos y (b) elemento maestro para funciones
de forma

Luego, para una discretizaciéon de elementos finitos tridimensional, considerando un subdominio
(elemento) genérico tetraédrico de 4 nodos, 2™, como el de la figura 4.13, se tiene el conjunto de

desplazamientos nodales, 4™, como:

u" = {u11 U2 ... unl}T, (446)
donde la dimensiéon de ™, nl, corresponde a la multiplicacién entre el numero de nodo del elemento,

n, y el nimero de DOF de cada nodo, I, de manera que, para el caso tridimensional, un elemento

tetraédrico de 4 nodos n-l=4-3 =12.

Luego, el campo de desplazamientos al interior del elemento #; puede ser descrito como funcién de los

desplazamientos nodales, u™, de la forma:

&= Nu™, (4.47)

donde la matriz N est4 compuesta por las funciones de forma

Ni=§ Na=n N3=( Ny=1-6-1n-¢, (4.48)

tal que:
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N, 0 0 Ny, O 0 N3y O O Ny O 0
N=|0o N O O N, O O Ny O O Ny 0]- (4.49)
0O 0 N O 0 Ny 0O O Ny O 0 Ny

Con lo anterior, es claro que las componentes del campo de desplazamientos al interior del elemento
quedan definidas por una combinacién lineal de los desplazamientos nodales. Luego, recordando el uso
de la regla de la cadena para la transformacién de coordenadas entre las coordenadas espaciales, u;, y

las coordenadas locales del elemento, &, 7, (, a través de la transformacion Jacobiana:

Oz, Odzy Oz

D¢ ¢ ¢ Ti(14) T2(14) T3(14)
J= %71 %72 %73 = | T1(24) T2(24) T3(24) (4-50)
e B B Ti34) Ta(34) T3(34)
donde x;(;xy = ¥;(j) — Tik) corresponde a la diferencia en la i-esima componente del campo de

desplazamientos entre los nodos j y k del elemento. Cabe destacar que, de la transformacion Jacobiana

anterior se tiene:

1
detJ = Z|V.], (4.51)

donde V. corresponde al volumen del elemento tridimensional, resultado que puede ser comprobado
mediante la aplicacion de las formulas de integracion polinomial en coordenadas naturales [223]. Después,
considerando la relacién inversa a la ecuacién 4.50, con A = J~!, el vector de deformaciones, &, se

puede describir en funcion de los desplazamientos nodales mediante:

€ = Bu'™", (4.52)

donde la matriz B es una matriz de dimension 6 x 12 de la forma:

A 0 0 Aio 0 0 Ais 0 0 —A; 0 0
0 Aoy 0 0 Aoy 0 0 Aas 0 0 —As 0
0 0 A 0 0 A 0 0 A 0 0 —A

B 31 32 33 1 (4.53)
0 A31 A 0 Azx A 0 Aszz Az 0 —A3 —A

As1 0 Ap Ay 0 Ajp Az 0 Az —A3 0 A

Ay A 0 Asy Ay 0 Asg Az 0 —A3 —Ay 0
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donde A; = A;j. Esta expresion permite calcular las 6 componentes independientes del vector de
deformaciones a partir de una combinacién lineal de los 4 - 3 = 12 valores nodales del campo de
desplazamientos tridimensional. Con todo lo anterior, las diferentes matrices del sistema de ecuaciones
para una formulacién en cada subdominio, 2™, de una discretizacion de elementos finitos planteado en
la ecuacién 4.33, para un problema de elasticidad lineal tridimensional, son derivados a partir de los
correspondientes potenciales asociados al principio de trabajo virtual (ecuacion 4.42). Asi, la matriz de

rigidez para un elemento se establece a partir del potencial elastico del elemento, U,,,como:

1
U, f/ eTDedv

~ LwB™D Bu / dv
2 U (4.54)

1
nguTBTD Bu

1
ZuTk™u.
2'u, u

De lo anterior, la matriz de rigidez para el elemento, €2,,, queda definida como k™ =V, BTD B. De

forma analoga, el vector de fuerzas de cuerpo, f°, se obtiene a partir del potencial asociado, de la forma:

/Q ) u” fodv = / / /Q ) NTf det JdédndC¢ w5

=uTf’,
de donde, utilizando las formulas de integraciéon polinomial se tiene que:

T I (1.56)

con dimensiéon 12 x 1, para el caso de un elemento tetraédrico de 4 nodos. En la expresion anterior, los
términos f? corresponden a la i-esima componente de la fuerza de cuerpo por unidad de volumen, en
direccién x;. Asi mismo, el vector de fuerzas de superficie, para una fuerza uniformemente distribuida
sobre la superficie, s1, de area Ay, definida por los nodos 1,2 y 3 de un elemento tetraédrico de 4

nodos, queda establecido por:
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/ uT fdA =uT NTfdA
oam oom (4.57)

— ,U‘Tf(sl)’

de manera que el vector de fuerzas de superficie elemental, f™*" queda definido en forma explicita

K3

por:

FU=TENA f f3 ff5 £ 0 0 o (4.5%)

En la expresion anterior, las las ultimas 3 componentes toman valor 0 ya que, como se menciond, la
fuerza de superficie se distribuye sobre la superficie definida por los nodos 1,2 y 3, y no sobre el nodo 4.
Luego, el vector de fuerzas de superficie elemental completo, f, queda definido por la suma de las

componentes en las n diferentes superficies del elemento, esto es:

i=1

Finalmente, el ensamblaje de las ecuaciones para el sistema completo se realiza tal como se detall6 en

la seccién anterior.

4.3. Simulacion Directa de Monte Carlo

Los métodos de Monte Carlo pertenecen a una rama de las mateméticas experimentales cuyo enfoque
son los experimentos aleatorios. Estos métodos se ocupan de resolver problemas de dos clases: (i)
probabilisticos o (ii) deterministicos. En la primera clase, simplemente se observa el comportamiento de
una variable aleatoria definida de manera que simule el comportamiento del problema original con el
objetivo de obtener conclusiones sobre el comportamiento de la variable de analisis. Por otro lado, para
la resolucién de problemas deterministicos, los métodos de Monte Carlo buscan explotar las fortalezas
del formalismo de las matemaéticas tedricas evitando sus debilidades al reemplazar los complejos célculos

tedricos por la experimentacion, entregando asi una respuesta numeérica [224].
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4.3.1. Conceptos Generales

En la formulacion tipica de la simulacion de Monte Carlo, para la resoluciéon de un problema
deterministico, un conjunto de N variables aleatorias de Bernoulli, X ]N son definidas en un dominio,
Q). Cada una de estas variables es definida como un vector n-dimensional de coordenadas aleatorias

perteneciente al subespacio {2 C R™ donde se define el problema. Con esto:

N n :
X eQcCR Vi e {1.N}. (4.60)

A modo de ejemplo, en la figura 4.14a se muestra el dominio para el célculo del ntimero pi. Aqui,
el dominio se encuentra definido por el primer cuadrante, es decir, Q@ C R?[{z,y} € [0,1] y dentro
de él, se define un cuarto de circulo unitario. En este problema, la razon entre el area del cuarto de
circulo, A = wr?/4, y el area del cuadrado que los inscribe, A.uqq = 72, permanece constante como

R = Acir/Acuad = 7/4, de modo que el namero pi puede ser determinado como 7 = 4R.

Y Y

(a) (b)

Figura 4.14: Célculo de 7 mediante simulaciéon de Monte Carlo (a) definicién del dominio de analisis (azul)
y zona de definicién para ézito de los ensayos de Monte Carlo y (b) ejemplo de ensayos independientes
realizados con ensayos de éxito (verde) y fracaso (rojo).

Luego, cada variable aleatoria, X JN , es llamada un ensayo y es evaluada de acuerdo con una funcion de

distribucién de probabilidad dada por:

1 en caso de éxito
(4.61)

0 en caso de fracaso
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En la funcién de distribucién de probabilidad de la ecuacion 4.61, los conceptos de éxito y fracaso son
definidos en forma arbitraria y ad-hoc, de acuerdo con el experimento a realizar. Para el ejemplo, la
funcién de distribuciéon de probabilidad se define de manera que el caso de éxito corresponde a los
puntos ubicados al interior del sector circular, mientras que el caso de fracaso corresponde a los puntos

que se encuentre fuera de él, esto es:

f(X) =

1 siz? +92<1
{ V= (4.62)

0 en caso de fracaso

En la figura 4.14b, se muestra el resultado de los diferentes ensayos aleatorios donde cada cruz
corresponde a un ensayo independiente. Aqui, las cruces verdes son identificadas como ézito y las cruces

rojas como fracaso.

Para un nimero definido arbitrario de IV ensayos independientes de Bernoulli que se realicen sobre la
misma poblacion, se sabe que siguen una distribuciéon binomial, donde el estimador Ay de la esperanza,
A = Np, es determinado como el producto de la probabilidad de éxito, p, y el nimero de ensayos
independientes, N, con esto, X;-V ~ B(N,p) [225]. Aqui, la esperanza, A representa el nimero esperado
de éxitos contenidos en una muestra aleatoria de tamano N. Luego, la desconocida probabilidad de
éxito es estimada a partir del estimador muestral de la esperanza, Ay, y el tamano de la muestra, IV,

segun:

A
PN = WN (4.63)

Adicionalmente, se sabe que el estimador para la probabilidad de éxito, py tiende al valor real, p, de la

distribucién binomial en el limite cuando el tamano de muestra, IV, crece, es decir:

AN
lim = lim — =p. 4.64
N—>oopN N—ooco N p ( )
Para evaluar la funcién de probabilidad de la ecuaciéon 4.63, se define un algoritmo en base a la funcion
de distribucién de probabilidad de la ecuacién 4.61, denominado ordculo. Este algoritmo contiene toda
la informacion conocida a piori sobre el dominio matemaético y es llamado para evaluar cada uno
de los ensayos independientes, luego, el algoritmo retorna el valor de la funcién de distribuciéon de

probabilidad, f(X), como un valor binario (1 o 0). En el caso del ejemplo, el ordculo esta definido por

la funcion de la ecuacién 4.62.

Finalmente, para el ejemplo mostrado, en la figura 4.15 se muestra un ejemplo del valor de 7 calculado
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utilizando la simulacion de Monte Carlo a través de experimentos con diferente nimero de ensayos.
En esta figura se puede observar que, en la medida que el nimero de ensayos aumenta, la tendencia

general es a una mayor precision en el calculo realizado.

3.20

318 4

3.16

3.14

Valor calculado de Pi

T T T
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0
Nimero de ensayos por experimento de Monte Carlo leb

Figura 4.15: Valor calculado de 7 utilizando simulaciéon de Monte Carlo para experimentos con diferente
numero de ensayos independientes

4.3.2. Generacion Aleatoria de Puntos

Como se mencion6 en la seccidén anterior, cada ensayo de Bernoulli, Xév , corresponde a un vector
aleatorio definido al interior del dominio del problema. Si bien cada uno de los puntos definidos por
estos vectores puede ser generado en forma aleatoria, existen estrategias que permiten mejorar la
eficiencia y el rendimiento computacional de la simulaciéon de Monte Carlo, una de estas estrategias
es la de muestreo por hipercubo latino (o Latin Hypercube Sampling, LHS) [226]. Aqui, cada una de
las dimensiones del dominio se divide en un total de m estratos equiprobables, S;;i.... Recordando
el ejemplo de la secciéon anterior para el calculo del niimero 7, el dominio Q C R?|{z,y} € [0,1] es

estratificado en de manera que cada estrato, S;;, queda definido como:

Sij ={z,y} C R?[{z,y} € {[7;, (Z:;Ll)], {%, (J:;l)}} para {z,y} € [0,..,m — 1], (4.65)

como se muestra en la figura 4.16a.
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Yy Y
.iﬂ .m
(a) (b)

Figura 4.16: Dominio para el calculo de 7 (a) estratificacion para LHS y (b) ejemplo de ensayos
realizados para un experimento de Monte Carlo con ensayos calificados como ézito (verde) y fracaso

(rojo).

Como el caso tridimensional requiere de 3 indices, cada estrato es identificado como S;;. Luego, para

el caso de un cubo de longitud de arista a, definido como

Q={XCcR)X;€(0,a) i€][l,2,3]}, (4.66)

cada estrato, S;ji, queda definido por los segmentos:

il, (i + 1)1
Sijk = ]l, (] + 1)l para {27.73 k} € [0’ 17 S (m - 1)]3 (467)
kL, (k + 1)1

donde I = a/m es la longitud del estrato en cada una de las dimensiones. Para el caso mas general
de un paralelepipedo arbitrario de dimensiones a;|i = [1,2, 3], las longitudes I; = a;/m pueden ser
utilizadas para la i-ésima dimension de la ecuacion 4.67. Finalmente, cada uno de los N = m™ estratos,

Sgkm, es muestreado en forma aleatoria una y solamente una vez, para cada experimento, mediante la

N

ijk..» de la forma:

generacion de un punto aleatorio uniformemente distribuido, X

XN, ={X eS8l cR"{ijk.}e[0,1,.,(m—1)]} (4.68)
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Para el ejemplo, se tiene que en cada estrato, Sﬁ\]( C R?, se genera un punto aleatorio, X, tal que

Xf}/ € S,;~, como se muestra en la figura 4.16b. En el caso tridimensional de un cubo, cada uno de los

N = m? estratos, S}¥, es muestreado, mediante los puntos X}, de la forma:
XN ={X €S}, cR*{i,j,k} €[0,1,..,(m— 1)} (4.69)

3 variables aleatorias de Bernoulli. Asi mismo, para la

Con lo anterior, se genera un total de N =m
k-ésima muestra aleatoria con tamano IV, la esperanza A\ = %pi, donde p; corresponde a la probabilidad

de éxito muestral, definida como la suma de éxitos en la muestra.

Se destaca ademés que, el muestreo LHS es considerado un muestreo eficiente y permite una disminucion
en la varianza entre experimentos de Monte Carlo, su implementaciéon no influye en la exactitud de los
resultados obtenidos [227, 228|. En la figura 4.17 se muestra la comparacion entre los resultados para
el calculo del niimero 7, mediante simulacion de Monte Carlo utilizando una estrategia de muestreo
aleatorio (figura 4.17a) y LHS (figura 4.17b), para experimentos independientes utilizando entre 10 mil
vy 1 millon de ensayos. Alli, se puede observar como la utilizacion de una estrategia de muestreo LHS

permite obtener una menor variabilidad en los resultados.

320 3.20

3.18 3.18

316 4 3164

1I4*h'

Valor calculado de Pi

T T T T ilo T T T T
0.0 02 0.4 0.6 0.8 10 0.0 02 04 0.6 0.8 10

Niimero de ensayos por experimento de Monte Carlo le Niimero de ensayos por experimento de Monte Carlo lef

(a) (b)

Figura 4.17: Valor calculado de m mediante simulaciéon de Monte Carlo para simulaciones entre 10 mil y
1 millén de ensayos utilizando (a) estrategia de muestreo aleatorio y (b) estrategia de muestreo LHS
comparados con el valor exacto (linea roja discontinua).
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4.3.3. Convergencia de la Simulacién

Como es sabido, habitualmente la media muestral, p, no coincide con la media poblacional, p, de la
distribuciéon por lo que es una practica recurrente el evaluar los resultados de la simulacién de Monte
Carlo en base a la distribucién de las medias muestrales calculadas de manera independiente. Luego,
en vez de calcular un valor exacto para la media de la poblacion, define un intervalo para este valor
permitiendo un error tipo I de a. Esto es, se establece un intervalo de confianza centrado en el estimador,
D, dentro del cual se considera una probabilidad de (1 — «) de que la media poblacional se encuentre en
su interior [229, 230]. Para una variable aleatoria normalmente distribuida, con desviacion estandar
desconocida y un tamafio de muestra, n, es sabido que un intervalo de confianza con un nivel de (1 — «)
puede ser establecido en base al estimador de la media, p,, y su desviaciéon estandar, Sy, o su error

estandar, S, /+/n, por:

Pr[ﬁn - tn—l(l YA 7} =1- Q, (470)
donde t,,—1 corresponde a la distribucién t-student de (n — 1) DOF. Luego, para tamaios de muestra
suficientemente grandes (i.e: n > 30), la distribucion de t-student puede ser correctamente aproximada

por la distribucién Normal Estandar (Z). Con lo anterior, la ecuacion 4.70 puede ser reescrita como:

« Sn _ « Sn
—5)% <p<p,—Z(1-73)

Prp, — Z(1 ]=1-oa. (4.71)
Cuando el percentil normal estandar Z(1 — «/2) = 3, la ecuacion 4.71 toma la forma de la conocida
regla de 3-sigma, que establece un intervalo de confianza para un nivel de confianza del 99.97 %. Luego,
para cualquier tamano de muestra se puede establecer un nivel de incertidumbre, ¢, el cual es funcion
de su error estandar. Luego, considerando que el error estandar disminuye en la medida que el tamano

de muestra crece, esto puede ser utilizado como una regla de detencion para el algoritmo basada en el

nivel de incertidumbre, esto es:

S S
= <e= = <

TRSes <o (4.72)

donde el parametro a es la cantidad de desviaciones estandar permitidas en la incertidumbre y el
correspondiente nivel de confianza que puede ser dado tanto por los percentiles definidos en la distribuciéon
de t-student o en la distribucién Normal Estandar. Para el ejemplo, en la figura 4.18 se muestra el

comportamiento convergente para la solucién del calculo del valor de m mediante simulacion de Monte



4.3. Simulacién Directa de Monte Carlo 83

Carlo, a través de la realizacion de n experimentos consecutivos con un total de mil ensayos en cada uno.
Alli, la figura 4.18a muestra el comportamiento utilizando un método de muestreo aleatorio, mientras
que en la figura 4.18b se observa, para el mismo problema, la respuesta del sistema utilizando un
muestro de tipo LHS. De esta figura, es evidente como la utilizacién de un muestreo eficiente permite

obtener una convergencia mas rapida, esto es, en una menor cantidad de iteraciones o experimentos.

320 0.0200 320 0.0200
F0.0175 F 00175
318 318
F0.0150 - 0.0150
& -9
-P;’ 316 4 —O.OIZSE g 116 4 —O.OIZS_Q
2 g F g
E F0.0100 3 E F 00100 7
3 i g [ L g
5 314 tooors a5 3 L 0.0075 &
= =
F 0.0050 F 0.0050
312 A 312 A
F0.0025 F 0.0025
310 , T ‘ y 0.0000 310 T — ; 0.0000
1] 20 40 60 80 100 0 20 40 &0 80 100
Nimero de Experimentos de Monte Carlo Nimero de Experimentos de Monte Carlo

(a) (b)

Figura 4.18: Comportamiento convergente para n experimentos experimentos de Monte Carlo sucesivos
en el calculo de m donde se observa el valor promedio (puntos en azul), el error estandar (puntos en
gris) y el valor exacto de la solucién del problema (linea roja punteada) para simulacion de Monte
Carlo realizada con (a) muestreo aleatorio simple y (b) muestreo tipo LHS.



Capitulo 5

Metodologia DEM-FEM

Como se mencion6 en el capitulo 1, en este trabajo se realiza una extension de la metodologia numérica
DEM-FEM propuesta por Pérez et al., para la estimacion de la respuesta mecanica de espumas metéalicas

con porosidad funcionalmente dirigida. En la figura 5.1 se muestra un esquema general de las diferentes

etapas que componen esta metodologia.

( Stage 1 Stage 2

W
Non-regular Open Foam

DEM | FEM homogenization

5

A mAPBc ~—

—\\

Yy Yy

Cavp

[unctionally

Graded Foams
\.

Homogeneous Medium

2

Figura 5.1: Esquema metodologia numérica basada en DEM-FEM extendida para la estimacion del
comportamiento mecénico de espumas metalicas con porosidad funcionalmente dirigida

Como se puede observar en la figura 5.1, esta metodologia se encuentra separada en tres bloques

84
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principales. El primer bloque, corresponde a la definicién e identificacién de variables micro y macro

estructurales de las las espumas metalicas. Entre estos parametros se destacas:

= Dimensiones generales del modelo

= Dimensiones de tamanos de poros individuales

Direccionalidad y orientaciéon de la la graduacién de porosidad

Niveles (porcentajes) de porosidad de cada capa

En el segundo bloque, identificado como stage 1, se realiza una primera fase de homogeneizacion,
donde se establecen las propiedades mecanicas equivalentes de cada una de las capas que componen
la espuma metélica con porosidad funcionalmente dirigida. En el tercer bloque, una segunda fase de
homogeneizacion (stage 2) combina la informacion obtenida en la etapa 1 para simular y calcular las
propiedades mecanicas aparentes del espécimen considerando la porosidad funcionalmente dirigida

deseada.

En este capitulo, se detalla tanto los diferentes pasos que componente cada uno de los bloques y/o

etapas de la metodologia propuesta, como también los parametros relevantes a considerar en el estudio.

5.1. Caracterizacion de Microestructuras

Como se ha establecido, las propiedades mecéanicas de las espumas metéalicas son funciéon tanto de
las propiedades mecanicas del metal base como de la microestructura resultante. Entre los factores
microestructurales que mayor influencia tienen en la respuesta mecéanica se encuentran el tipo el tamano
de poro, nivel de porosidad y tipo de celda (abierta o cerrada) [232, 233]. Con el objetivo de proveer de
informacion objetiva respecto de estos parametros, en este trabajo se incluye un estudio estadistico
descriptivo que permita realizar una comparaciones futuras entre las geometrias CAD obtenidas por
simulacion DEM con datos de laboratorio de secciones transversales de espumas metalicas fabricadas

por pulvimetalurgia de espaciadores.

Para el anélisis de la estructura generada, se realiza un corte virtual a la geometria CAD, como se
muestra en la figura 5.2, de forma analoga a los cortes transversales realizados en laboratorio. Luego, las
caracteristicas como distribucién de tamano de poro y nivel de interconexion son establecidas mediante

analisis geométrico.

El corte transversal virtual de la geometria se realiza intersectando un plano arbitrario, ubicado a una

altura zg, con la geometria CAD (figura 5.3a). Como la geometria esta definida a partir de la interseccion
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Figura 5.2: Ejemplo corte transversal en espumas metélicas (a) geometria completa y (b) detalle de
corte

de una preforma (i.e: un cubo de lado @) y la union de un conjunto de esferas definidas por su centro,
(24,9i, i), y su radio, r;, se puede establecer el subconjunto de esferas que son intersectada por el plano
arbitrario a través de la distancia entre el plano y el centro, como se muestra en la figura 5.3b. Luego,
cuando esta distancia entre el plano y el centro del poro, Az;, es inferior al radio del poro, r;, se calcula

un radio de poro equivalente, re;, del circulo que intersecta el plano, dado por:

re; = /17 — (20 — 2i)? (5.1)

Zy

(a) (b)
Figura 5.3: Esquema para definicion de radio equivalente de poro (a) ubicacion plano de corte arbitrario
y (b) geometria resultante de interseccion
Finalmente, la superficie del plano de corte para el analisis queda definida a partir de la interseccién
entre la preforma de la geometria, el plano de corte a la altura zy y la uniéon del conjunto de circulos

con radios equivalentes, re;. Para realizar una busqueda eficiente de las esferas que intersectan el plano
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de corte, se utiliza la técnica de listas enlazadas, donde cada esfera es mapeada a una coordenada
entera en direccion Z, z;,:. Luego, la lista de potenciales candidatos a intersectar el plano de corte se
reduce a solo aquellas esferas cuya coordenada entera Z se encuentre en el entorno inmediato de la

coordenada entera Z del plano de corte, ¢ (i.e: zjpe € {0 — 1, 7,4+ 1}).

Distribucién de Tamanos de Poro

Si bien el tamafio de los poros contenidos en las geometrias CAD se encuentran distribuidos entre un
tamafno minimo y un tamafio méaximo, definidos a priori, esta distribucion no coincide necesariamente
con la de un plano arbitrario de corte ya que, en general, los radios equivalentes que se proyectan
hacia esta superficie son inferiores a los reales, con una distribucién desconocida. Una vez conocida
la superficie de corte, a través de la lista de la unién de circulos que intersectan el plano de corte, su
distribucién se obtiene en forma directa. Asi, es posible realizar un analisis recursivo sobre la geometria,

para diferentes planos de interseccion.

Nivel de Interconexiéon de Poros

Para cuantificar el nivel de interconexion de poros existente en las geometrias generadas mediante
simulacion DEM, se hace uso de la informaciéon obtenida para los planos de corte. Para dos poros
(Py = (z1,y1) y P> = (z2,y2)) que se encuentra relativamente proximos el uno del otro, es posible que
exista una superposicion entre ambos. Para el caso en que no existe un traslape (figura 5.4a), el tamafio

dela pared que los separa puede ser calculado por:

Wy, = \/(xz —21)2 + (Y2 —y1)? — (11 +12), (5.2)

donde 1 y 75 corresponden a los respectivos radios. Para el caso contrario, donde existe una superposicion
entre dos poros (i.e: interconexion), el espesor de pared calculado, w;p, toma un valor negativo, lo que

es interpretado como la distancia de interconexiéon entre ambos poros, d;.,;.

Luego, para calcular esta distancia, d;,¢, los términos de la ecuacion 5.2 se reordenan, de acuerdo con

la figura 5.4b, como:

dint =71 + 719 — /(22 — 1)2 + (Y2 — 11)2, (5.3)

de manera se obtiene un valor positivo. Adicionalmente, para el caso de los planos de analisis, los valores
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¢ wth > dint
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U

Figura 5.4: Esquema de dimensiones caracteristicas calculadas a partir de la distancias entre poros (a)
espesor de pared [234] y (b) distancia de interconexién

utilizados corresponden a las ubicaciones en X e Y de cada centro y los radios equivalentes, re; y re;.

Para establecer el nivel de interconexion existente en las geometrias generadas mediante simulacion DEM,
se ha desarrollado un codigo en lenguaje Python, que establece cortes transversales sucesivos sobre las
geometrias CAD calculando la distribucién de longitud de interconexiones presentes en cada una. Como
método para realizar una comparacion eficiente de los diferentes pares de poros que pueden interactuar
para una posible interconexion, se ha implementado el algoritmo NBS de Munjiza-Rugier [208]. En esta
implementacion, la utilizaciéon de listas enlazadas simples para las coordenadas X e Y permiten limitar
la cantidad de circulos a comparar, de igual manera que se realiza la biisqueda de pares de contacto

durante la simulacion DEM.

5.1.1. Porcentaje de Porosidad

En este trabajo, la simulacién de Monte Carlo ha sido utilizada como una herramienta numérica para la
resolucion de un problema deterministico definido por el céalculo del volumen de fase vacia contenida en
una geometria que representa una espuma metalica con el objetivo de estimar el porcentaje de porosidad
existente. Aqui, el dominio de una espuma con porosidad abierta es definida como la interseccion del
interior de un volumen exterior (como un cubo o un cilindro) y el exterior de la unién de una secuencia
de esferas, las cuales tienen permitido intersectar la superficie exterior del volumen exterior, con el
objetivo de generar porosidad en la superficie. Debido a que las esferas también tienen permitido un
margen de superposicion entre ellas, tanto la geometria del dominio, como la unién de las esferas,
forman un conjunto no-convexo. Asi, el calculo del volumen, ya sea para la fase solida o para la fase

vacia, suponen un problema sin una solucién analitica cerrada simple.

Para resolver un problema similar al propuesto por el célculo del volumen de la fase vacia, investigadores
como Cazals et al. y Till y Ullmann han abordado el calculo de la unién entre esferas tanto en forma
analitica, como mediante la utilizacion de la simulacion de Monte Carlo [235, 236]. Aunque generales,

estos algoritmos son implementados, principalmente, en el area de la bioquimica, para el célculo de
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volumen de proteinas. En este trabajo, un algoritmo basado en la simulaciéon directa de Monte Carlo
es implementado en lenguaje Python, para la determinacion de la porosidad de geometrias CAD que

representan una espuma metalica de porosidad abierta.

El algoritmo presentado a continuaciéon ha sido desarrollado e implementado en coédigo Python para la
estimacion eficiente del volumen y porcentaje de porosidad de espumas CAD generadas a partir de
simulacion DEM. Esta implementacion ha dado origen a la primera publicaciéon cientifica asociada a
este trabajo de tesis y tanto el codigo desarrollado como los resultados de los experimentos de prueba

realizados para validar el codigo han sido publicados y se encuentran disponibles en Campillo et al. [237].

Un conjunto de N variables independientes de Bernoulli, X]N se definen mediante un vector de
coordenadas aleatorias al interior del dominio, €2, de anélisis, donde cada variable aleatoria es denominada
ensayo (Ver capitulo 4). Para cada ensayo de Bernoulli, la funcion de distribuciéon de probabilidad,
f(X) es definida mediante un algoritmo denominado ordculo, el cual es consultado para obtener como

respuesta un valor binario, para determinar si este corresponde a un ézxito o un fracaso del experimento.

La implementacion realizada para este trabajo, considera el caso de érito cuando un ensayo corresponde

a un punto al interior de alguna de las esferas que definen la fase vacia de la geometria, con esto:

1 si X € poro
X :{ P (5.4)

0 si X ¢ ningtin poro

Luego, como se sabe que un nimero arbitrario, N, de ensayos independientes siguen una distribucion
binomial con una probabilidad de éxito, p, (i.e: X ~ B(N,p)), el estimador para la probabilidad de

éxito, py, es definido como:

AN
= —. 5.5
PN N (5.5)
Con esto, para un conjunto de n experimentos independientes, se tiene el intervalo de confianza para

un error tipo I de o dado por la ecuaciéon 4.71.

5.2. Generacion de Distribucion No-estructurada de Poros

Con el objetivo de generar geometrias CAD que contengan una microestructura similar a la de aquellas
obtenidas por el proceso de mezcla entre polvos metélicos y agente espaciador en pulvimetalurgia de

espaciadores, se utiliza la simulacion DEM para modelar la interacciéon de las particulas del agente
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espaciador durante el proceso de mezcla, generando una distribucién no-estructurada para la posicién
de las particulas permitiendo observar caracteristicas tales como la presencia de porosidad en la
superficie de la geometria, aglomeracion localizada e interconexion entre los poros individuales formando

macroporos y porosidad abierta, entre otros, como se observa en la figura 5.5.

Figura 5.5: Espuma de Mg fabricada por pulvimetalurgia de espaciadores donde se observan
caracteristicas como porosidad abierta, presencia de poros en la superficie, aglomeracion localizada e
interconexion entre poros individuales

La generacion de las geometrias CAD porosas corresponde a un proceso en tres etapas. Este proceso,
que se muestra esquematicamente para un caso bidimensional en la figura 5.6, incluye una etapa de
simulacion DEM, una de postprocesamiento y una etapa de analisis de las geometrias que se ejecutan

de manera secuencial, segin se requiera.

Figura 5.6: Esquema bidimensional del proceso de 3 etapas para la generacion de geometrias CAD
porosas con distribucién no-estructurada de poros. (a) modelacion DEM de particulas espaciadoras, (b)
asignacion uniformemente distribuida para el radio individual de poros y (c¢) geometria CAD final

En la primera etapa, se realiza la modelacion de la interacciéon de las particulas del agente espaciador
utilizando el software para simulacion DEM de codigo libre LIGGGHTS [210]. Aqui, un conjunto de
particulas rigidas con un tamano inferior al tamano de los poros individuales son liberadas al interior
de un dominio de simulaciéon DEM (ver figura 5.6a) correspondiente a un subespacio concéntrico de

dimensiones ligeramente mayores a las deseadas para la geometria CAD. En este trabajo, se considera un
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espacio extra igual al una vez el méximo didmetro nominal de poro (dp,;7) en cada una de las direcciones

y particulas con un radio igual a un cuarto del méximo didmetro nominal (e.g: rpry = 0.25 d;’j)%)
Esto es, para una geometria CAD con tamafios de poro entre 350 y 450 um se considera un dominio
cuyas dimensiones se extienden 450 um extra en cada direccion (tanto en sentido positivo como negativo,
junto a particulas con un radio de 112 pum. Luego, las particulas rigidas del DEM son introducidas al
dominio con condiciones iniciales de velocidad con diferente direcciéon y dejadas en el interior para que
interacttien. Las propiedades elasticas y de contacto para la simulacion DEM son seleccionadas para
asegurar que las particulas contengan alta energia cinética inicial y baja disipacién durante el proceso

de simulacion, en forma similar a las utilizadas por Pérez et al. Estas propiedades se resumen en la

tabla 5.1.

Tabla 5.1: Propiedades elasticas para modelo de contacto de Hertz-tangencial para la simulacion DEM
de particulas rigidas

Propiedad Valor Unidad
Moédulo de Young 5.0 x 10? MPa
Razoén de Poisson 0.45 mm,/mm
Coef. Restitucion 0.95 -
Coef. de Fricciéon 0.05 -
Velocidad Inicial 1.0 mm/s

Una vez finalizada la simulacion DEM, los resultados obtenidos son procesados, y la distribucion de
las particulas de los espaciadores es utilizada como base para la generaciéon de scripts de entrada
para el pre-procesador de anéalisis mediante el FEM ANSYS en formato Javascript. En esta etapa, a
cada particula espaciadora de la distribucion se le asigna un nuevo radio aleatorio, proveniente de una
distribuciéon uniformemente distribuida (ver figura 5.6b), cuyo valor se encuentre dentro de los rangos

establecidos, (e.g: 350 um < 2-r < 450 um).

Finalmente, en una tercera etapa, las geometrias CAD generadas (ver figura 5.6¢) y analiticamente
definidas en los diferentes codigos Javascript son analizados para verificar que las geometrias CAD
replican de manera adecuada la microestructura y caracteristicas tales como porosidad de las espumas
fabricadas por pulvimetalurgia de espaciadores. Este analisis es realizado con la ayuda de los cédigos
desarrollados para célculo de porosidad mediante simulacién de Monte Carlo y analisis de pardmetros

microestructurales.

En la figura 5.7 se muestra la comparacion entre la microestructura de un espécimen de espuma de
CP-Ti fabricada mediante pulvimetalurgia de espaciadores (reproducida desde ref [97]) y una geometria
CAD generada a partir de simulacion DEM. Aqui, se observan la similitudes cualitativas entre ambas
microestructuras, en particular cuando se observa un extracto de la parte central de la geometria

(figura 5.7b) y la geometria CAD (figura 5.7c).
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Figura 5.7: Microestructura de espuma fabricada por pulvimetalurgia de espaciadores con poros en el
rango de 300 - 500 pum. (a) Micrografia de espuma de CP-Ti con 55 % nominal de porosidad [97], (b)
extracto de la zona central y (¢) geometria CAD generada a partir de simulacion DEM con didmetro 7
mm y 55 % porosidad

Parte del proceso de calibracion de la simulacion DEM, para poder obtener convergencia, corresponde
a la definicion del paso de calculo, At. Fisicamente, este paso de calculo debe ser lo suficientemente
pequeno para que los desplazamientos y traslapes producidos entre las particulas sean pequenos y
asi contar con una cuantificacién adecuada de las fuerzas de contacto. La selecciéon de un paso de
calculo muy grande puede generar un movimiento no realista de las particulas, donde los traslapes entre
particulas sean excesivos o incluso se produzcan superposiciones sin deteccion [238]. En su trabajo,
Burns y Hanley exploraron un método para la definiciéon de este paso de tiempo critico en simulacién
DEM 2D, para diferentes formas de particula. Alli establecen el paso de tiempo critico como una
fraccion del tiempo de Hertz, \/m Burns y Hanley sugieren que esta fraccion posee un significado

fisico donde se toma en consideracion la forma de la particula.

Es habitual que cédigos de simulacion DEM incorporen limites para el maximo paso de tiempo de
simulacién, basados en una fraccion del tiempo de Hertz o el tiempo de Rayleigh [240]. Es posible
identificar fuentes donde se recomienda la utilizacion de fracciones entre el 10% y el 40 % de este

tltimo [241, 242].

5.3. Espuma Funcionalmente Dirigida

Como se menciond en el capitulo 2, los MFD se caracterizan por la variacion espacial de sus propiedades
fisicas y con ello sus propiedades mecanicas, esto con el objetivo de mejorar el desempeno en una
aplicacion especifica. En este trabajo, este concepto es utilizado para definir un material cuya porosidad
varia en el espacio, esto es, una espuma funcionalmente dirigida en base a una aleacion (5 + ~)-TiNbTa
con potencial para su uso en reemplazo de tejido 6seo. Con esto, el desempeno mecanico de un MDF

de un material graduado es modelado considerando que cada capa posee una composicion especifica y
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diferente de las demés y, en consecuencia, cada capa posee propiedades mecénicas tnicas.

Para determinar las propiedades mecéanicas equivalentes de cada una de las capas que componen una
espuma con porosidad funcionalmente dirigida, se utiliza un proceso de homogeneizacién a partir del
analisis de un RVE. Como se mencioné en el capitulo 3, el proceso de homogeneizacion esta basado
en los conceptos expuestos por Sanchez-Palencia y Zaoui, y éste se centra en establecer una relaciéon
constitutiva equivalente entre un medio heterogéneo (i.e: Un medio poroso con porosidad homogénea) y
un medio continuo energéticamente equivalente, bajo la condicion de Hill-Mandel. Una vez definida la
relacién constitutiva equivalente de cada capa, esta informacion es transferida para el analisis de un

modelo funcionalmente dirigido continuo por capa.

5.4. Meétodo de Perturbacion Lineal

Como ya fue mencionado anteriormente, para determinar los valores de las diferentes constantes
elasticas del material equivalente homogeneizado, se impone una secuencia de perturbaciones al estado
de equilibrio del RVE. Cada una de estas perturbaciones es impuesta mediante la prescripcion de
condiciones de borde mixtas uniformes (MUBC), en términos de desplazamientos y fuerzas sobre el

contorno del RVE de la forma:

0
U =€.:x;  en Sy;
* (5.6)
o; = U%nj en S,,

donde S, y S, son una particion de la superficie de contorno del RVE de la forma S = S, |J S, y los

0

términos 5% y o;; corresponden a los valores de deformacion y esfuerzo macroscopicos prescritos en la

frontera y n; el vector normal exterior de dicha superficie.

Bajo la hipotesis de pequenas deformaciones, ya se ha establecido que el primer tensor de Piola-Kirchhoff
(PK1) y el tensor de esfuerzos de Cauchy son idénticos, de manera que este altimo puede ser calculado
a partir del primero. Con lo anterior, para la posicién de equilibrio perturbado se tiene la relacién entre

el tensor de esfuerzos macroscopico y el PK1 mesoscépico mediante:

1

1
Gij=Pj=— [ P;dV=— [ PuX;NedV =02, 5.7
J J ‘/O/VO J % S kAjiVE J ( )

donde el vector Vi es el vector normal exterior sobre la superficie del dominio definido por el RVE, Sy,

en la configuracion de referencia. De esta manera, las componentes del tensor de esfuerzo macroscopico
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homogeneizado, 0;;, se obtienen a partir de los valores promedio definidos por la informaciéon de
la frontera del RVE [191, 244]. De forma analoga, mediante la definicién del tensor de deformacién
infinitesimal de Green, se obtienen las componentes del tensor de deformacion promedio, &;; de la

forma:

1 1 ou;  u;
5= — dV = — L+ L) qdv
o V/VE] QV/v(aijrzz)

1
=aov /. (e);xeny + efyzrni) dS (5-8)
0

= €44-
Con lo anterior, se tiene una perturbacién al estado de equilibrio basada en la imposiciéon de un
desplazamiento, u;, consistente con una deformaciéon unitaria global, 59]., en las superficies cuyos
vectores normales corresponden con una de las direcciones principales, (e.g: n;) y una fuerza, or?j, en

las superficies complementarias, tal como se muestra en la figura 5.8.

X2

=g ¢ S

S, o = gjjn; \ u
& o
o o
w W

Il [
§=5,US,
1
A = a,?u_,

SO'

Figura 5.8: Esquema de aplicaciéon de condicion de contorno para una perturbacion lineal axial (direccion
1) sobre un dominio bidimensional con £{; # 0 y agj =0

Teniendo en consideraciéon que, como minimo, el medio exhiba una la condicién de ortotropia, la
aplicacion de un conjunto de perturbaciones independientes aplicadas en cada una de las direcciones
principales del sistema permite activar las diferentes constantes elasticas de los tensores constitutivo y
de rigidez homogeneizados, componente a componente, de manera que con su determinacién exista una
solucion unica. Adicionalmente, el nivel de anisotropia existente en un material es posible de cuantificar

mediante el indice de anisotropia de Zener [245], de la forma:

(5.9)
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Por otro lado, para el caso en que el material no exhibe una orientacion preferente (i.e: isotropia),
los tensores constitutivo y de rigidez homogeneizados toman sus formas més simples y el indice de
anisotropia de Zener toma el valor unitario (A = 1). Luego, como se desarrollo en el capitulo 2, las
componentes de los tensores quedan definidas por s6lo 2 constantes elasticas (ver ecuaciones 3.57 y

3.58).

Como método alternativo para evaluar el nivel con que la respuesta mecénica de espumas con distribucion
no-estructurada de poros se acerca al caso isotropico, se utiliza la razén de anisotropia de Huber [246],
donde se realiza un contraste entre las componentes diagonales del tensor constitutivo o de rigidez, de

la forma:

Ciiii _ Sijij

ARy, — _ Siiii
B Cjjjj  Siiii

(5.10)

Luego, un material isotropico muestra una razén de anisotropia de Huber igual a la unidad (i.e: AR = 1).

5.5. Dimensiones Adecuadas para un RVE

El concepto de RVE se asocia a la idea béasica de la celda unitaria, a partir de la cual se cumplan los
requerimientos de representatividad. Este concepto, que para estructuras perfectamente periédicas es
evidente e intuitivo, su aplicacién en medios aleatoriamente heterogéneos, porosos o con microestructuras
no regulares requiere un analisis més profundo. En este contexto, para el estudio de un medio que
no posee una estructura regular repetible se considera una porcién finita en una escala superior a la
definida por la microestructura explicita (i.e: mesoescala) que contenga una cantidad de heterogeneidades
suficiente para que describa de manera estadisticamente adecuada la microestructura general, este
subdominio de estudio toma el nombre de elemento de volumen estadisticamente representativo, o
SVE (Statistically representative Volume Element). Luego, las propiedades mecénicas calculadas sobre
este SVE llevan el adjetivo aparentes ya que, en general, representan una medicién de una variable
aleatoria, a diferencia de aquellas medidas sobre un RVE, las que llevan el adjetivo equivalentes, ya que
estas tltimas son iguales, independiente del dominio sobre las que sean medidas, [181]. El concepto de
SVE esta basado en la idea de representatividad estadistica propuesta por Hashin de homogeneidad

estadistica para un material compuesto [184, 247].

Si bien un gran ntimero de autores han desarrollado estudios para definir un tamano de RVE para
establecer las propiedades equivalentes de diferentes tipos de materiales, en ellos no se sustenta la

idea de una dimension dnica aplicable a todos los casos y corresponden a resultados acotados a las
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condiciones y tipos de materiales especificos para los que se han desarrollado [248, 249]|. A consecuencia
de lo anterior, en este trabajo se incorpora un estudio estadistico para establecer el tamano adecuado
de RVE y definir las propiedades elasticas estadisticamente representativas de las espumas metalicas
obtenidas mediante simulacion DEM. Aqui, los factores considerados son el nivel de porosidad y el
tamatio del dominio (i.e: tamano de RVE). En la siguiente tabla se resumen los factores, niveles y

variables dependientes para un experimento de 2 factores en 5 niveles.

Tabla 5.2: Variables de entrada y salida para diseno de experimento en espumas de porosidad homogénea

Variable de Entrada Rango de Pardmetro Variables de Salida
Tamano de RVE 3,4,5,6,7 Esfuerzos principales: o;
(0 = a/dmaz) Deformaciones principales: ¢;

Nivel de porosidad 30 %,40%,50%,60%,70% Razon de Anisotropfa: AR
(porcentaje) Propiedades aparentes:

apa apa apa
Eope pore Gop

Para validar los resultados obtenidos, este estudio es realizado para CP-Ti gado 4, donde las propiedades
mecénicas elasticas son 110 GPa para el modulo de Young y 0.37 mm/mm para la razéon de Poisson
[250]. Esto permite realizar una comparaciéon con informaciéon obtenida de literatura para espumas
metélicas con caracteristicas similares. En particular, los resultados son contrastados con los reportados

por [251].

5.6. Respuesta Mecanica de Espumas Funcionalmente Dirigidas

Como se menciona anteriormente, las espumas metalicas con porosidad dirigida, correspondientes a un
MFD graduado, son modeladas a partir de capas distinguibles donde cada capa posee una relacién
constitutiva especifica. Una vez que las propiedades mecénicas aparentes de las espumas metalicas con
porosidad homogénea (i.e. Cada capa) son determinadas, estas son transferidas como informacion de
entrada para un nuevo modelo completo, donde el comportamiento de cada capa esta definida por un

modelo constitutivo elastico-lineal continuo.

Para determinar las respuesta mecanica de las espumas funcionalmente dirigidas, se realizara un
estudio basado en la simulacién de ensayos de compresion en especimenes cilindricos con diferentes
combinaciones de variaciones de porosidad. La simulacion de estos ensayos de compresion son realizados
bajo las recomendaciones establecidas en las normas ASTM-E9 [252] e ISO-13314:2011 [253] donde
se establecen las dimensiones, relaciones de aspecto y condiciones para la realizaciéon de ensayos de

compresioén para metales y materiales porosos a temperatura ambiente, respectivamente. El seguimiento
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de estas recomendaciones permite realizar una comparaciéon directa de los resultados numéricos obtenidos

en este trabajo con datos experimentales, en un trabajo futuro.

Haciendo uso del software ANSYS Workbench v18, se realizaré el estudio numeérico de la influencia de
parametros como la direccion de variacion de porosidad (i.e. radial y axial), orientacion (i.e. ascendente
y descendente) y el nivel de porosidad (i.e. porcentaje medio de porosidad) en las propiedades mecanicas
aparentes (e.g. modulo de Young) de espumas metalicas gradientes, con el objetivo de establecer sus
efectos y proponer las combinaciones con que se obtienen propiedades equivalente similares a las del
tejido 6seo. En este, se considera la articulacion de las diferentes etapas antes descritas, desde la
utilizacion de la simulaciéon DEM para la generacion de geometrias CAD que describen la estructura
homogénea de las diferentes capas y su anélisis FEM para determinar las constantes elésticas aparentes

a través de un MSHS junto a su integraciéon bajo el concepto de MFD.

Con el objetivo de sistematizar y realizar un analisis estadistico de la informacion, el estudio descrito
anteriormente sera desarrollado a través de la realizacion de dos experimentos computacionales factoriales
de dos factores en dos niveles (i.e. 22) univariables, en el que la variable de salida es el moédulo de
Young calculado. Los factores y rangos para los niveles bajo y alto y las variables de salida (medidas y

calculada) se resumen en la Tabla 5.3.

Tabla 5.3: Variables de entrada y salida para disefio de experimento en espumas de porosidad dirigida
en direcién radial y axial

Variable de Entrada Rango de Parametro Variables de Salida
Orientacion del gradiente Ascendente, descendente Esfuerzos’principa'mles': 71
Deformaciones principales: €1
Nivel de porosidad 40% +10%,60% +£10%  Modulo de Young aparente: EP*

Para la determinacién de las propiedades mecénicas aparentes de las espumas con porosidad homogénea,
se hace uso de las propiedades mecanicas de una aleacion (8 + 7v)-TiNbTa, bajo un modelo elastico
lineal. El médulo elastico y limite elastico para esta aleacion 57TI-30Nb-13Ta que fueron compartidos
por el Dr. Chicardi y reportados en Chicardi et al. [126], mientras que el mdédulo de Poisson considerado
es el valor estandar de 0.3 mm/mm, debido a que su valore especifico no ha sido reportado para la
aleacion. Con lo anterior, los valores de propiedades elasticas para la aleacion son resumidos en la

tabla A.1:



Capitulo 6

Resultados

En este capitulo, se revisan los principales resultados obtenidos durante el desarrollo de este trabajo de
tesis. Dentro de estos se incluyen los resultados preliminares obtenidos para la realizacion de ajuste de
pardmetros para la generacion de los modelos CAD utilizados para la simulacion de espumas metélicas
monoliticas mediante la utilizacién de la simulacién directa de Monte Carlo, aquellos resultados obtenidos
para la validacion de la metodologia propuesta, mediante el contraste de resultados numeéricos con
datos obtenidos de literatura para CP-Ti grado 4, como también los resultados finales para la respuesta

de espumas metélicas de (8 + )-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida.

En el capitulo 2 se mencion6 que los estudios de biocompatibilidad realizados por diversos autores han
permitido establecer que para que exista un buen nivel de proliferacién celular como para permitir la
integracion de los implantes en el tejido 6seo se requiere un rango de tamanos de poros cercanos del
orden de los 500 pm. Teniendo esta informacién en consideracion, para este trabajo se ha seleccionado
un rango de tamanos de poro entre 350 y 450 pum. Adicionalmente, se ha utilizado el mayor rango de
porcentaje de porosidad posible de producir utilizando la técnica de pulvimetalurgia de espaciadores
que permita obtener porosidades abiertas al utilizar cloruro de sodio como agente espaciador. Con esto,

se ha considerado un rango de porcentaje de porosidad entre 30 y 70 por ciento.

Parte de estos resultados ya han sido presentados a la comunidad cientifica a través de la participacion
en congresos de caracter nacional e internacional, como también a través de la publicaciéon de articulos

en revistas de corriente principal.
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6.1. Caracterizacion de la estructura de espumas metalicas

generadas por simulacion DEM

Como se menciona en el capitulo 5, el anélisis de la estructura de espumas metélicas es un proceso de
tipo destructivo, en el que se realizan cortes transversales al espécimen para luego ser analizados. Para
proveer informacion que posteriormente sea comparable con especimenes fabricados en laboratorio, se
ha realizado un anélisis anélogo sobre las geometrias generadas mediante simulacion DEM. Para este
analisis se ha considerado una colecciéon de geometrias con diferentes niveles de porcentaje de porosidad

y tamano, en la tabla 6.1 se resumen las configuraciones seleccionadas.

Tabla 6.1: Factores y niveles para anélisis de estructura en espumas generadas por simulacion DEM

Factores Niveles
Porcentaje de Porosidad 30 %, 40 %, 50 %, 60 %, 70 %
Tamaiio de RVE (a/dmax) 4,5,6,7,8

Para este anélisis, se investigd el comportamiento de 3 geometrias diferentes por cada combinacion de
factores, entregando un total de 75 geometrias. Para cada una de las geometrias analizadas se realiz6 un
total de 10 cortes transversales equidistantes, entregando asi una referencia de la estructura completa.
Por simplicidad en la representacion, las diferentes geometrias han sido numeradas en funciéon del
ntimero de réplica y nivel de porosidad, independiente del tamano de RVE. En la tabla 6.2 se resume

esta informacion:

Tabla 6.2: Numeracion de geometrias por nivel de porosidad
Porosidad # Geometria

30% 0, 1,2
40 % 3,4,5
50 % 6,7, 8
60 % 9, 10, 11
70 % 12, 13, 14

En la figura 6.1 se muestra el resumen de los resultados obtenidos para la distribucion de tamano de
poro (radios) para en las diferentes geometrias analizadas. En esta figura se muestra el valor de radio
promedio para el total de los cortes analizados, donde las lineas de error tienen un tamano igual a una

vez la desviacién estdndar global de cada geometria.

Para un rango de tamano de poro con didmetros entre 350 pm y 450 um, los radios se encuentra entre
los 175 pm y 225 pm. En la figura 6.1 se observa que, los valores promedio de radio equivalente para
los diferentes cortes realizados se encuentran entorno a los 150 pum con una desviaciéon estandar de

45 pum, independiente del porcentaje de porosidad y tamano de la geometria.
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Por otra parte, en la figura 6.2 se muestran los resultados obtenidos para la distancia de interconexion
entre poros, para cada una de las geometrias analizadas. De igual forma, los resultados mostrados
corresponden a la media obtenida para los 10 cortes transversales realizados con barras de error de una
vez la desviacion estandar global. Aqui, el valor medio para el tamano de interconexion obtenido se
encuentra en torno a los 75 pum con una desviaciéon estandar de 60 um para todos los porcentajes de

porosidad y tamanos de geometria, de forma similar al caso de la distribucién de tamano de poros.

Tanto para la distribucion de tamanos de poro bidimensional, como para la distancia de interconexion
bidimensional no se observan efectos importantes ni del porcentaje de porosidad, ni para el tamano de
la geometria. En el Anexo B.1 se adjuntan las figuras con el detalle de la distribucién de tamano de
poro bidimensionales para cada uno de los cortes transversales realizados en cada una de las figuras
de anélisis mientras que en el Anexo B.2 se adjuntan las figura con el detalle para la distribucion de
tamano de interconexién para cada corte transversal de las geometrias analizadas, ambos a través de

diagramas de caja y bigotes.

6.1.1. Calculo de porosidad en espumas CAD generadas por simulacion

DEM

Las geometrias CAD de espuma metalicas de porosidad abierta con distribucién no regular de poros
generadas mediante simulacion DEM pueden ser conceptualizadas como un grupo no convexo compuesto
por la interseccion del exterior de la unién de esferas con el interior de un sélido regular. El calculo
del volumen, y porosidad, de estos sélidos de geometria compleja representa un problema ya que se
desconocen formas cerradas para ello. A consecuencia de lo anterior, se ha implementado un programa
en lenguaje Python basado en en la simulacion directa de Monte Carlo descritos en el capitulo 4,
y posteriormente detallado en el capitulo 5. En la implementacién propuesta, se ha utilizado una
aproximacion de oraculo junto a una estrategia de muestro aleatorio de hipercubo latino. La estrategia
de muestreo de hipercubo latino corresponde a un algoritmo simple para realizar un muestreo aleatorio

representativo y eficiente en cualquier dominio.

En un estudio comparativo, se analizaron los tiempos de ejecucion y exactitud en los célculos para un
total de 40 geometrias CAD, separadas en dos grupos. Un grupo basado en base a un cilindro y un grupo
de geometrias basado en un cubo, con un contenido de 100, 500, 1000, 2000 y 4000 poros interconectados
con una distribucién no estructurada y con didmetros uniformemente distribuidos han sido analizados
para el célculo de porosidad utilizando el algoritmo implementado. Los resultados obtenidos han sido
contrastados con los resultados obtenidos a partir del analisis de las mismas geometrias mediante

el software McVol [236]. Este software ha sido desarrollado por Till y Ullmann para el calculo del
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volumen de la unién de esferas, para su aplicacion en el célculo de volumen de proteinas en bioquimica.
Sin embargo, resuelve un problema equivalente al planteado por el volumen y porosidad de espumas

metalicas.

Con el objetivo de evaluar la porosidad de las espumas CAD generadas por simulacion DEM mediante
el software McVol, todos los archivos javascript (*.js) han sido convertidos al formato de entrada para
McVol, *pgr, y escalados par que el tamafio méaximo de poro no supere los 5 A, de acuerdo a los
requerimientos expresados por Till y Ullmann en ref [236]. Todos los demés pardmetros de configuracion
para McVol utilizados son idénticos a los utilizados en el caso de ejemplo provisto en la documentacion

del software.

De manera preliminar, para establecer el caracter convergente de los célculos realizados, se registraron
tanto el porcentaje de porosidad como el correspondiente error estandar en cada iteracion del experimento
de Monte Carlo. En la figura 6.3, se muestran la progresion en el analisis de una geometria en base a un
cubo con la presencia de 4000 poros interconectados en su interior. La geometria ha sido identificada en

el conjunto como CUBE 4000 1.
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Figura 6.3: Porcentaje de porosidad y error estandar calculados versus cantidad de puntos aleatorios
generados para el analisis de una geometria ctbica de lado 6.75 mm con 4000 poros (CUBE_ 4000 1)
utilizando 125000 puntos por iteracion

En la figura 6.3 se puede observar que a medida que se incrementa el nimero de puntos aleatorios

generados, el valor calculado para el porcentaje promedio de porosidad presenta un comportamiento de
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estabilizacion, mientras que el error estandar decrece de manera asintotica. Ambos comportamiento

son consistentes con la formulacién presentada en la ecuacion 4.71 y 4.72 del capitulo 4.

Tiempo de calculo

El primero de los parametros analizados en la ejecucién del algoritmo propuesto para el célculo de
porosidad es el tiempo de ejecucion del programa. Aqui, el tiempo de ejecucion (o runtime) ha sido
registrado para la ejecucion del anélisis de cada una de las geometrias utilizando la funcion estdndar C

time().

El procedimiento estandar para poder calcular el porcentaje de porosidad en este tipo de geometrias
CAD implica realizar la importacion de la geometria en el preprocesador FEM correspondiente (i.e:
DesignModeler de ANSYS). Debido a que este proceso computacional es altamente intensivo en
tiempo, particularmente para geometrias que contengan una gran cantidad de poros, se ha propuesto
este algoritmo basado en Simulacién de Monte Carlo (SMC) como una alternativa de bajo costo

computacional y de tiempo.

En la tabla 6.3 se muestran los resultados obtenidos del anéalisis de tiempo de ejecuciéon para el calculo de
porosidad en utilizando el algoritmo desarrollado basado en SMC y utilizando el software McVol, para
4 geometrias aleatoriamente seleccionadas, luego de 20 ejecuciones independientes. Los resultados se
muestran como tiempo de ejecucién promedio y desviacion estandar para la distribuciéon de ejecuciones
en cada grupo de combinacién entre geometria base (i.e: cubo o cilindro) y nimero de poros contenidos

(i.e: 100, 500, 1000, 2000 y 4000).

Tabla 6.3: Tiempo de ejecucién promedio para el analisis de 4 geometrias diferentes luego de 20
ejecuciones independientes utilizando el método propuesto (SMC) y McVol para geometrias basadas en
un cubo de 6.75 mm de arista y cilindros de 6.75 mm de diametro y 6.75 mm de altura con poros
entre 350 — 450 pm de didmetro

Grupo DMCS McVol
Prom [s] Des. Est. [s] Prom [s] Des. Est. [s]

CUBE_ 100 9.1 0.1 12.3 0.1
CUBE_ 500 10.7 0.1 42.7 0.1
CUBE_ 1000 17.3 0.1 76.1 0.1
CUBE_ 2000 31.3 0.1 121.9 0.1
CUBE_ 4000 54.5 0.6 119.2 12.7
CYL 100 12.8 3.7 10.7 5.2
CYL_ 500 21.2 2.3 41.1 5.2
CYL_ 1000 37.8 2.7 65.4 5.1
CYL_ 2000 69.0 4.4 78.4 10.2

CYL_ 4000 102.3 8.9 70.5 10.3




6.1. Caracterizacion de la estructura de espumas metélicas generadas por simulacion DEM 105

Adicionalmente, los resultados mostrados en la tabla 6.3 se muestran de manera grafica en la figura 6.4.
En la figura 6.4a se muestran los resultados para tiempo de ejecucion promedio en el calculo de porosidad
de geometrias basadas en un cubo, mientras que en la figura 6.4b se muestran los mismos resultados
para geometrias en base a cilindro. En ambas figuras se puede observar que el algoritmo desarrollado
posee un comportamiento que escala de manera lineal con la cantidad de poros contenido (R? = 0.995
para cubos y R? = 0.978 para cilindros), con un tiempo de ejecuciéon promedio consistentemente
inferior al obtenido utilizando el software McVol para todos menos un grupo de los analizados (i.e:

cilindros con 4000 poros).
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Figura 6.4: Tiempo de ejecuciéon promedio para el calculo de porosidad utilizando el algoritmo propuesto
y McVol [236] con 20 ejecuciones independientes para (a) geometrias en base a cubo y (b) geometrias
en base a cilindro

Al comparar el tiempo de ejecucion para el analisis de los diferentes tipos de geometria (ver figura 6.4),
se observa que el programa propuesto requiere un tiempo promedio inferior para el analisis de geometrias

cubicas que para geometrias cilindricas, para una misma cantidad de poros.

En forma paralela, se ha registrado el niimero de iteraciones promedio necesarias para alcanzar el
criterio de convergencia en cada una de las geometrias analizadas. Estos resultados son mostrados en la

figura 6.5.

En los resultados exhibidos en la figura 6.5 se observa que, las geometrias cilindricas requieren, en
promedio, una mayor cantidad de iteraciones para alcanzar el mismo criterio de convergencia establecido.
Al realizar un perfilamiento del programa propuesto, a través de la herramienta cProfile, se ha podido
establecer consistentemente un tiempo promedio de 2.4 us por punto aleatorio generado en el caso de
geometrias cubicas, mientras que en el caso de geometrias cilindricas este tiempo es de 7.84 us por
punto aleatorio. Estos tiempos promedio han sido calculado a partir del tiempo acumulativo para la
generacion de los 125 mil puntos aleatorios por iteraciéon, definidos por configuraciéon de la grilla de

muestreo por hipercubo latino.
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Figura 6.5: Numero de iteraciones promedio necesarias para alcanzar el criterio de convergencia de
0.5 % de incertidumbre en el error estandar en funcién del nimero de poros incluidos en geometrias en
base a un cubo de 6.75 mm de arista y geometrias en base a un cilindro de 6.75 mm de didmetro y
6.75 mm de altura.

Error de exactitud en calculo

Debido a que el objetivo principal del método propuesto es el de estimar el porcentaje de porosidad de
geometrias de espumas con porosidad abierta, conceptualizado como un conjunto no convexo compuesto
por la interseccién entre el exterior de una unién entre esferas y el interior de una forma primitiva,
se ha realizado una comparaciéon entre los errores absolutos obtenidos en el calculo de la porosidad
mediante el programa propuesto y mediante McVol, respecto de los resultados obtenidos a través de
la carga de la geometria en el modulo DesignModeler de ANSYS v18, a partir de donde se rescata el

volumen de la porcién sélida de la geometria.

En la figura 6.6 se muestran los diagramas de caja y bigote para los errores absolutos obtenidos en el
calculo de porosidad para geometrias ciibicas, mientras que en la figura 6.7 se muestran los resultados

obtenidos para geometrias cilindricas.

Para el caso de geometrias cubicas, en la figura 6.6 se observa que los errores absolutos obtenidos
cuando éstas son analizadas mediante el algoritmo propuesto se encuentran acotados al 0.35 %, valor
inferior al limite de 0.5 % de incertidumbre especificado a priori. Sin embargo, al utilizar McVol los

errores absolutos obtenidos en el célculo de porosidad pueden alcanzar hasta un 1%.

En relaciéon a las geometrias cilindricas analizadas, en la figura 6.7 se observa que las distribuciones de
error obtenidas son menos predecibles que las obtenidas para las geometrias ctibicas, al ser analizadas
mediante el algoritmo propuesto. Aqui, para casi todos los casos analizados (ver figura 6.7a-c y e) el
algoritmo propuesto exhibe una excelente capacidad predictiva, mostrando errores absolutos inferiores
a 0.2 %, nuevamente por debajo del 0.5 % de incertidumbre especificado a priori, mientras que en el

caso especifico de geometrias que contienen 2000 poros (ver figura 6.7d), los errores en los resultados
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alcanzan una desviacién hasta un maximo de 1 %.

Independiente del tipo de geometria analizada (i.e: ctbica o cilindrica), el algoritmo propuesto ha
permitido obtener resultados més preciso que los obtenidos a través del uso de McVol, a excepcion de
las geometrias cilindricas con 2000 poros. Mientras que, en general, los errores en los valores calculados
mediante el método propuesto exhiben un comportamiento aleatorio, manteniéndose acostados por
debajo de 0.35%, al utilizar McVol se observa una relacion directa entre el numero de poros y la
magnitud del error obtenido en el calculo de porosidad. Esto es, mientras que para geometrias con 100
poros los errores obtenidos mediante McVol son del orden de 0.6 % y 0.1 %, cuando estas contienen
4000 poros los errores alcanzan valores de 1.0% y 1.4 %, para las geometrias ctbicas y cilindricas,

respectivamente.

6.2. Simulacién del comportamiento mecanico de espumas

metalicas con porosidad homogénea

En esta seccion, se muestran los principales resultados obtenidos para la validacion del uso del esquema
de homogeneizacion bajo la condicion de borde aproximadamente periddica modificada en la metodologia
DEM-FEM propuesta, mediante el anélisis de la respuesta mecénica de espumas metalicas de CP-Ti
con porosidad homogénea. En este estudio, el software LIGGGHTS [210] para simulacion DEM se
utilizé con el objetivo de generar 25 grupos de 200 geometrias de espumas metéalicas ciibicas con
distribucién no estructurada de poros (5 diferentes niveles de porosidad y 5 tamaiflos con 200 geometrias
para combinacion de nivel de porosidad y tamafo) cada uno, con microestructuras similares a las
obtenidas mediante pulvimetalurgia de espaciadores. En todos los grupos, el rango de tamano de poros
considerado corresponde a una distribucion uniforme entre 350 pum y 450 pm, limites seleccionados
para conservar el tamafio promedio de la distribucion de particulas utilizadas por Torres et al. [254].
Adicionalmente, este rango ha sido identificado por diferentes autores como suficiente para ajustarse a
aplicaciones biomédicas, permitiendo la proliferacion celular y osteointegracion [96-98|. La respuesta

mecénica numeérica ha sido obtenida mediante el uso de un modelo FEM desarrollado en ANSYS v19.1.

Tres geometrias CAD fueron seleccionadas en cada uno de los 15 grupos, para conformar un dataset

con un total de 45 geometrias, de manera completamente aleatoria, independiente de su porosidad.
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6.2.1. Porcentaje de porosidad

Debido a que las espumas metélicas fabricadas por pulvimetalurgia de espaciadores poseen una
morfologia compleja, donde el agente espaciador removido genera una red de poros con distribucion y
tamanos aleatorios al interior de la espuma, se ha establecido el nivel de exactitud entre el porcentaje
de porosidad deseado y el obtenido para las geometrias CAD de espumas metalicas generadas mediante

simulacién DEM.

Para estos efectos, se ha estudiado la correlacion existente entre la porosidad esperada de geometrias
sintéticas con una distribucién no estructurada de poros con distribucién aleatoria de tamanos generadas
a partir de simulacion DEM con los valores de porosidad obtenidos de manera efectiva. Para este

anélisis, se ha utilizado el algoritmo basado en SMC presentado en la secciéon anterior.
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Figura 6.8: Porcentaje de porosidad nominal versus obtenido para geometrias analizadas con tamanos
de RVE entre 4 y 8 y porcentajes de porosidad entre 30 % y 70 %

En la figura 6.8 se muestran los resultados para la comparacién entre el porcentaje de porosidad
nominal (o esperado) y el porcentaje de porosidad obtenido (o medido) para las 45 geometrias sintéticas
analizadas. En esta figura se observa que los resultados para la desviacién entre ambos valores es
inferior al 2 %, independiente del tamatnio de RVE considerado. La pequefia desviacion entre los valores
esperados (o nominales) y los valores obtenidos (o medidos) en el dataset verifican la capacidad de
precision que tiene la metodologia DEM-FEM propuesta en la construcciéon de geometrias sintéticas de

espumas metalicas, en términos de esta caracteristica morfologica.
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6.2.2. Nivel de anisotropia

Como método para establecer la validez de la suposicion de comportamiento isotropico en las geometrias
de espumas generadas por simulacion DEM, se ha evaluado la razéon de anisotropia de Huber, en
en todas las geometrias que componen el dataset. Para cada geometria en analisis, se han calculado
los tres indices de anisotropia de Huber independientes, con el objetivo de establecer su cercania al

comportamiento isotropico ideal (i.e: AR = S;;;;/Siii = 1).
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Figura 6.9: Correlacion entre las diferentes componentes diagonales del tensor de rigidez de espumas
metélicas sintéticas con tamano de RVE entre 4 y 8 con porosidad entre 30 % y 70 %

En la figura 6.9 se muestran los resultados para la correlacion entre los valores calculados de las diferentes
componente diagonales del tensor de rigidez macroscopico aparente de las diferentes geometrias sintéticas
analizadas. Aqui, la recta diagonal trazada en linea continua negra representa la condicion de isotropia
perfecta (i.e: AR = 1), mientras que las lineas discontinuas representan una desviacion del 20 % (i.e:
AR =0.8y AR = 1.2). En esta figura, se observa que para cualquiera de los porcentajes de porosidad y
tamanos de RVE, los resultados para el indice de anisotropia de Huber es consistentemente cercano a la
unidad. Para el total de las 135 mediciones realizadas (3 mediciones por cada una de las 45 geometrias)
casi la totalidad permanece dentro del rango 1 + 0.2, el cual es muy cercano al caso isotrépico. Las
excepciones corresponden al caso de 2 mediciones en 60 % de porosidad y 6 en 70 %, cuyas desviaciones

del caso isotrépico se encuentran por debajo del 3.0 %.

Adicionalmente, se ha evaluado la razon de anisotropia de Huber promedio presente para cada geometrias.
Los resultados se muestran en la figura 6.10, donde se observa que para todos los tamanos de RVE
analizados, la desviacion respecto del caso perfectamente isotropico es inferior al 2.1 %. Por otra parte,
de la figura se observa que el nivel de anisotropia se incrementa junto al porcentaje de porosidad,

independiente del tamano del RVE.
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Figura 6.10: Razon de anisotropia de Huber (AR) promedio calculado para espumas sintéticas con
tamafio de RVE entre 4 y 8 con porcentajes de porosidad entre 30 % y 70 %

6.2.3. Tamano de RVE

De acuerdo con el trabajo de Kanit et al. [192], el uso de diferentes tipos de condiciones de contorno
requiere diferentes tamanos minimos de RVE para que estos efectos sean despreciables en el calculo de
las constantes elasticas del material, durante el proceso de homogeneizacion. Luego, con el objetivo
de establecer convergencia en el cédlculo de los tensores de rigidez equivalentes, se ha realizado un
estudio comparativo para diferentes tamanos de RVE. En este modelo numérico, una condicién de
borde aproximadamente periodica modificada (mAPBC), basada en los trabajos de Al Kassem [255]
vy Yuan y Fish [256] ha sido implementada en el software ANSYS v19.1 para estimar las diferentes

componentes del tensor de rigidez macroscopico equivalente de espumas metalicas sintéticas de CP-Ti.

Para tener una mejor referencia de tamafio del modelo utilizado, la dimension del tamafio del RVE es
medida a través de la relacion de separacion entre escalas existentes, . Con esto, el tamafno de arista
del RVE, a, se compara con el tamano de las heterogeneidades contenidas en el material, que para este
caso particular es cuantificado mediante el maximo tamano de poro, d;,q;. Con lo anterior, en la 6.11
se muestran los resultados para las distribuciones de las componentes diagonales del tensor de rigidez,
Siiii, calculadas para los diferentes modelos analizados, con las diferentes combinaciones de factores,
en un estudio que incluy6 un amplio rango de porosidades, entre 30 % y 70 %, y de tamaifios de RVE

(4 < 4§ <8), con 5 especimenes por grupo (n = 5).

De la figura 6.11 se puede observar que, para algunos casos, los resultados obtenidos para un tamano de
RVE igual a 8 veces el maximo tamafio de poro (i.e: § = a/dpqa = 8), para porosidades del 30 %, 50 %
y 60% (ver figura 6.11a, ¢, d), se observa una posible diferencia en el valor medio de las componentes
diagonales del tensor de rigidez, sin embargo, los resultados muestran un comportamiento general

estable. Esto ultimo sugiere que, bajo las condiciones de simulacién utilizadas, los resultados han
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alcanzado la condicion de convergencia para el tamano de RVE, para los diferentes porcentajes de

porosidad utilizados.

6.2.4. Constantes elasticas equivalentes

Como se se indico en los apartados anteriores, los resultados de indice de anisotropia de Huber, AR,
promedio obtenidos mediante simulacién FEM sugieren que el comportamiento elastico de las espumas
sintéticas de CP-Ti analizadas es fuertemente isotropico. En consecuencia, es razonable establecer que
cada uno de los especimenes analizados posee un tnico valor para las diferentes constantes elasticas
ingenieriles las que pueden ser calculadas como su valor promedio, como se describe en las ecuaciones

3.57, 3.58, 5.7 y 5.8.

Adicionalmente, como los resultados para el analisis del tamafio de RVE muestra que no existen
diferencias significativas entre los diferentes tamanos de RVE analizados. En base a lo anterior, no
se posee suficiente evidencia para considerar que los resultados calculados pertenecen a diferentes
distribuciones estadisticas y, en consecuencia, es posible calcular las constantes elasticas ingenieriles
macroscopicas equivalentes para cada uno de los porcentajes de porosidad utilizando la informacién

para los diferentes tamanos de RVE.

A partir de lo anterior, se han establecido los valores para las constantes elésticas equivalentes de
espumas metélicas de CP-Ti. En esta seccién, se muestran los resultados para las diferentes constantes
ingenieriles macroscopicas equivalentes con intervalos de confianza con el 95% de confiabilidad, como

una funcion del nivel de porosidad contenido en el material.

Médulo de Young

El modulo de Young equivalente para espumas metélicas de CP-Ti con diferentes porcentajes de
porosidad han sido comparados tanto con modelos teoricos (i.e: Gibson [37] y Ramakrishnan y

Arunachalam [81]) como con datos experimentales disponibles en literatura (i.e: Munoz et al. [251]).

Como se puede observar en la figura 6.12, de forma consistente con lo esperado, los resultados para
modulo de Young de las espumas de CP-Ti decrece en la medida que el porcentaje de porosidad
aumenta. En lo especifico, los resultados obtenidos mediante la metodologia DEM-FEM propuesta
sugieren un comportamiento muy similar al descrito por el modelo de Gibson. Sin embargo, para
todo el rango de porosidad analizado se observa que los resultados obtenidos mediante la metodologia
DEM-FEM propuesta se encuentran contenidos en el rango delimitado por los modelos de Gibson y de

Ramakrishnan y Arunachalam, al igual que los datos experimentales de Munoz et al.
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Figura 6.12: Médulo de Young isotropico equivalente para espumas metélica de CP-Ti con porosidad
abierta para diferentes porcentajes de porosidad

A modo de ejemplo, de acuerdo con la metodologia propuesta la incorporacién de un 30 % de porosidad
permite alcanzar una reduccion en la rigidez del material del 60 %. Mientras que el modelo de Gibson,
con valor de constante C7 = 1, para la incorporacién del mismo porcentaje de porosidad predice una
reduccion en rigidez rigidez del material de un 50 %, la cual es un 10 % inferior a la obtenida a través

de la metodologia DEM-FEM propuesta.

Razo6n de Poisson (v)

En relacién a los resultados obtenidos para la razén de Poisson macroscopica equivalente de espumas
metalicas de CP-Ti, estos han sido contrastados con los modelos teoricos de prediccion de Ramakrishnan
y Arunachalam [81] y de Nielsen [183]). En la figura 6.13 se muestran los valores promedio, junto a un

intervalo de confianza del 95 %, considerando los 5 diferentes tamafios de RVE considerados.

De la observacion de la figura 6.13 se aprecia una clara correlacion con el porcentaje de porosidad. Aqui,
al igual que para el caso del modulo de Young, la razén de Poisson decae en la medida que la porosidad
se incrementa entre 30 % y 70 %, sin embargo, a diferencia del caso anterior, este decaimiento es en
forma préacticamente lineal. Adicionalmente, se espera que esta tendencia sea extrapolable a porcentajes
de porosidad inferiores al 30 % utilizado en este analisis. Los resultados obtenidos para la razén de
Poisson en espumas CAD de CP-Ti se encuentran fuertemente alineados con el modelo de Nielsen,

tanto en en la tendencia lineal claramente observada como en los valores predichos. Aqui, los valores
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Figura 6.13: Razon de Poisson isotropico equivalente para espumas metalica de CP-Ti con porosidad
abierta para diferentes porcentajes de porosidad

promedio son muy cercanos a los predichos por este modelo.

Moédulo de Corte (G)

Con respecto al modulo de corte, los resultados obtenido para espumas de CP-Ti fueron contrastados
con modelos teéricos de Gibson [37] y de Ramakrishnan y Arunachalam [81]. Sabiendo que un material
lineal e isotrépico solo posee 2 constantes elasticas independientes, los resultados para el modulo de
corte, G, se calcularon a partir de la ecuacién 3.57. En la figura 6.14 se muestran los resultados para

valor promedio e intervalo de confianza de un 95 % para porosidades entre 30 % y 70 %.

Como se observa en la figura 6.14, dado que los valores de modulo de corte han sido calculados en
base a la ecuacion 3.57, los resultados muestran un comportamiento muy similar al mostrado por el
modulo de Young. Sin embargo, la correlacion entre los resultados numeéricos obtenidos mediante la
metodologia DEM-FEM propuesta y el modelo de Gibson es mayor a la mostrada por los resultados

para el médulo de Young.

En forma general, los modelos de Ramakrishnan y Arunachalam y de Gibson parecen ser buenos limites

inferior y superior, respectivamente, para el médulo de corte de espumas metalicas sintéticas de CP-Ti.
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Figura 6.14: Modulo de corte isotrépico equivalente para espumas metélica de CP-Ti con porosidad
abierta para diferentes porcentajes de porosidad

6.3. Simulacién del comportamiento mecanico de espumas

metalicas con porosidad funcionalmente dirigida

Una vez validado el modelo numérico propuesto, se ha realizado un estudio para la respuesta mecénica
de espumas de (8 ++)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida, donde se ha buscado establecer la
influencia de parametros relevantes tales como nivel de porosidad, tipo de direccionalidad y orientacion
del la direccionalidad en el médulo de Young. Para esto, se ha implementado un experimento de tres

factores en dos niveles, cuyo detalle ha sido indicado en la tabla 5.3.

El dominio utilizado corresponde a un cilindro de didmetro exterior D,y = 20 mm y altura H = 20 mm,
segmentado en 3 secciones. En el caso de las geometrias cuya porosidad esta dirigida en forma axial,
se han establecido 3 capas de igual altura, mientras que para las geometrias con porosidad dirigida
en forma radial, se han establecido capas con espesores idénticos. Estos valores son resumidos en la

tabla 6.4 y la tabla 6.5, respectivamente.

Tabla 6.4: Dimensiones dominio espumas con porosidad dirigida en direccién axial

Capa hinf mm  hgp mm  Ah mm
Inferior 0 6.66 6.66
Central 6.66 13.33 6.66
Superior 13.33 20 6.67
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Tabla 6.5: Dimensiones dominio espumas con porosidad dirigida en direccién radial

Capa dint MM degr mm  Ar mm
Interior 0 6.66 6.66
Central 6.66 13.33 6.66
Exterior 13.33 20 6.67

En este experimento numérico, se ha utilizado un total de 10 réplicas, con el objetivo de mantener un
control sobre el error de tipo II asociado. La seleccion de las 10 réplicas utilizadas en cada uno de los
niveles de porcentaje de porosidad fue realizada en forma aleatoria, desde una base de 200 geometrias

diferentes.

Para modelar el comportamiento mecénico del material base, se utiliz6 un modelo elastico lineal (ley de
Hooke) donde las constantes elasticas para la aleacién (8 + «)-TiNbTa (57Ti-30Nb-13Ta) se resumen
en la tabla A.1.

6.3.1. Constantes elasticas aparentes por capa

Como se esquematiz6 en la figura 5.1, en una primera fase se ha realizado el calculo de las constantes
elasticas aparentes de cada una de las geometrias en anélisis. Para ellos se ha utilizado el esquema
de homogeneizacion ya presentado, para simular el comportamiento de espumas de (8 + 7)-TiNbTa
entre 30 % y 70 % de porosidad, con una distribucién de tamanos de poro entre 350 pum y 450 um
en didmetro, para un tamano de separacion entre escalas (¢) igual a 5 veces el maximo didmetro de
poro. Debido a la utilizaciéon de geometrias cibicas, el tamano de arista de cada dominio corresponde a

a=90"dmnaer = 5450 um = 2.25 mm.

En la figura 6.15 se muestran los resultados obtenidos para el médulo de Young aparente de los
modelos para espumas de (5 + v)-TiNbTa, bajo las condiciones de simulacién ya mencionadas. Aqui,
los resultados de cada una de las geometrias junto a su valor real de porosidad es representado junto
a la referencia ofrecida por la curva de prediccion del modelo de Gibson [37], para un pardmetro de

ajuste Cq = 1.

De manera similar al caso del CP-Ti, el médulo de Young de las geometrias de aleacion (5 4+ +)-TiNbTa
con porosidad homogénea posee una comportamiento similar al predicho por el modelo de Gibson, sin
embargo, se obtienen resultados consistentemente por debajo de esta curva. Para mayor claridad en
este efecto, en el anexo C.1 se muestra el detalle del valor promedio y un intervalo de confianza del
95 % para el porcentaje de porosidad y médulo de Young. En la tabla 6.6 se resumen los valores de

promedio y limites inferior y superior para un intervalo de confianza del 95 % para el modulo de Young.
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Figura 6.15: Distribucion del médulo de Young promedio para espumas de (8++)-TiNbTa con diferentes
porcentajes de porosidad

Adicionalmente, en la figura C.1 muestran estos resultados en forma grafica, donde se observa cémo
independiente del valor nominal de porcentaje de porosidad analizado, el intervalo de confianza para el
promedio del porcentaje de porosidad de las geometrias analizadas posee un rango de +0.2 %, con una

desviacion del orden del 1 %.

Tabla 6.6: Modulo de Young aparente para espumas de (8 + 7)-TiNbTa con porosidad homogénea

Porcentaje Moédulo de Young MPa
de porosidad  Promedio Rango Limite Inf. Limite Sup.
30% 224849  309.7 22185.2 22804.6
40 % 16911.7  355.6 16556.1 17267.3
50 % 11001.2  308.6 10692.6 11309.9
60 % 6872.0  149.6 6722.7 7021.3
70 % 3798.5 43.8 3754.7 3842.3

Por otra parte, en la figura 6.16 se muestran los resultados obtenidos para las correspondientes razones
de Poisson. Aqui, el valor promedio para cada una de las 50 geometrias analizadas se contrasta de
manera referencial con la curva propuesta por Nielsen [183], la que mostré una gran cercania para las
simulaciones realizadas en CP-Ti. De manera similar al caso del moédulo de Young, los resultados de
la razén de Poisson para las espumas de (8 + 7)-TiNbTa obtenidos son ligeramente inferiores a los

predichos por Nielsen, con una baja dispersion.

En forma analoga al moédulo de Young, en la tabla 6.7 se resumen los valores de promedio, rango y

limites para un intervalo de confianza del 95 % para la razon de Poisson de espumas de (3 + 7)-TiNbTa.
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Figura 6.16: Distribuciéon de la razon de Poisson promedio para espumas de (3 + v)-TiNbTa con
diferentes porcentajes de porosidad

Tabla 6.7: Razon de Poisson aparente para espumas de (8 + v)-TiNbTa con porosidad homogénea

Porcentaje Razon de Poisson
de porosidad  Promedio Rango Limite Inf. Limite Sup.
30% 0.257  0.001 0.256 0.258
40 % 0.243  0.002 0.241 0.245
50 % 0.228  0.003 0.225 0.231
60 % 0.216  0.003 0.213 0.219

70 % 0.205  0.004 0.201 0.209
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De manera complementaria, en la figura 6.17 se muestran los valores promedio e intervalos de confianza
para un 95% calculados para el promedio del modulo de Young de espumas de (8 + 7)-TiNbTa
homogénea con porcentajes de porosidad entre el 30 % y el 70 %, mientras que en la figura 6.18 se
muestran los valores promedio e intervalos de confianza obtenidos para la razon de Poisson en el mismo

rango de porosidad.

Para establecer los intervalos de confianza de la media en los distintos grupos de porcentaje de porosidad,
se ha implementado una prueba de Levene para igualdad de varianzas de la forma propuesta por Levene,
en su forma original para la diferencia d;; = abs(x;; — ;) [257, 258] junto a un analisis de varianza. Del
analisis anterior, se observa que para los distintos grupos de porcentaje de porosidad existe evidencia
(con @ = 0.05) respecto de una diferencia en la varianza entre los diferentes grupos tanto para el médulo
de Young (valor-p = 0.0147), como para la razon de Poisson (valor-p = 0.0381). A partir de lo anterior,
en la definicién de los intervalos de confianza para las medias de los grupos se ha preferido utilizar las

varianzas de cada grupo, ante la varianza comun (i.e: Proveniente de ANOVA tradicional).
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Figura 6.17: Distribucion del moédulo de Young promedio para espumas de (5++)-TiNbTa con diferentes
porcentajes de porosidad

6.3.2. Constantes elasticas equivalentes de espumas con porosidad

funcionalmente dirigida

En una segunda etapa de analisis, para las diferentes combinaciones de factores establecidos en el
experimento de la tabla 5.3, se ha establecido una asignacion aleatoria entre las diferentes geometrias

que representan cada una de las réplicas, segin corresponda a los diferentes porcentajes de porosidad
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Figura 6.18: Distribucion de la razon de Poisson promedio para espumas de (8 + «)-TiNbTa con
diferentes porcentajes de porosidad

de cada capa. La asignacion de las diferentes geometrias para conformar cada una de las estructuras
gradientes es detallada en las tablas del anexo D. La tabla 6.8 resume los volimenes totales y porcentajes
de porosidad por cada capa y porosidad promedio nominales de las geometrias gradientes para cada

una de las combinaciones de factores considerados.

Tabla 6.8: Composicion de porosidad por capa y promedio para espumas con porosidad dirigida

Combinacion Porosidad por capa % Volumen total Porosidad promedio
radial-asc-bajo 30 %-40 %-50 % 11.1 %-33.3 %-55.6 % 44.4%
radial-asc-alto 50 %-60 %-70 % 11.1 %-33.3 %-55.6 % 64.4 %
radial-des-bajo 50 %-40 %-30 % 11.1 %-33.3 %-55.6 % 35.6 %
radial-des-alto 70 %-60 %-50 % 11.1 %-33.3 %-55.6 % 55.6 %
axial-asc-bajo 30 %-40 %-50 % 33.3%-33.3 %-33.3 % 40.0%
axial-asc-alto 50 %-60 %-70 % 33.3%-33.3 %-33.3% 60.0 %
axial-des-bajo 50 %-40 %-30 % 33.3%-33.3 %-33.3% 40.0%
axial-des-alto 70 %-60 %-50 % 33.3 %-33.3 %-33.3% 60.0 %

Luego de conformada cada geometria en base a las relaciones constitutivas aparentes de cada capa,
se ha simulado un ensayo de compresion, bajo cumplimiento de los requerimientos geométricos
minimos establecidos en las normas ASTM-E9 [252] e ISO-13314:2011 [253]. En relacion a las
condiciones de contorno, cada espécimen con porosidad funcionalmente dirigido ha sido sometido
a una deformaciéon global axial equivalente a un 0.1 %, con el objetivo de obtener una respuesta

completamente elastica-lineal.
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Utilizando la prueba robusta de Levene para igualdad de varianza entre grupos, para las diferentes
combinaciones de factores de orientacion (ascendente-descendente) y nivel de porosidad (baja-alta)
para direccion radial de gradiente de porosidad se observa que no existe evidencia estadisticamente
significativa para un error tipo I « del 5% de que las varianzas entre los diferentes grupos sean distintas
(valor-p = 0.146). A partir de lo anterior se han calculado los intervalos de confianza del 95 % para los
valores promedio del modulo elastico aparente, para las diferentes combinaciones de factores analizados,
en base a la varianza comin proveniente del ANOVA de 2 factores. Estos resultados son resumidos en

las tablas 6.9.

Tabla 6.9: Intervalos de confianza para el modulo de Young promedio en espumas de (8 + «)-TiNbTa
con porosidad dirigida radial

Combinacion Promedio Rango Limite Inf. Limite Sup.
radial-ascendente-bajo 14727.5 109.2 14618.3 14836.7
radial-ascendente-alto 5753.5 109.2 5643.3 5861.7
radial-descendente-bajo 20075.1 109.2 19965.9 20184.3
radial-descendente-alto 9054.5 109.2 8945.3 9163.7

Por otra parte, la misma prueba de Levene para los resultados con direccién axial sugieren que si existe
una diferencia estadisticamente significativa entre las varianzas de los distintos grupos (valor-p = 0.001)
para un error tipo I a del 5%. En consecuencia, en la tabla 6.10 se resumen los intervalos de confianza
para un 95 % para el promedio del médulo de Young en espumas de (8 + 7)-TiNbTa con porosidad

funcionalmente dirigida en direccién axial, construidos a partir del la varianza propia de cada grupo.

Tabla 6.10: Intervalos de confianza para el modulo de Young promedio en espumas de (3 + 7)-TiNbTa
con porosidad dirigida axial

Combinacion Promedio Rango Limite Inf. Limite Sup.
axial-ascendente-bajo 16004.4 108.4 15892.0 16108.8
axial-ascendente-alto 6177.0 33.6 6143.3 6210.6
axial-descendente-bajo 16000.8  144.1 15856.6 16144.9
axial-descendente-alto 6177.0 47.2 6129.9 6224.2

El ANOVA de dos factores para las espumas de (8 + 7)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida
en direccion axial sugiere que tanto para la orientacion del gradiente como la interacciéon entre ambos
factores no existe evidencia suficiente para sostener que existan efectos estadisticamente significativos
(valor-p = 0.996 y valor-p = 0.998, respectivamente). Esta conclusion es consistente con los resultados
esperados, debido a que este factor corresponde a invertir los especimenes en la linea de carga y, por
lo mismo, no se espera que exista un cambio en su respuesta. A su vez, esto se confirma a través de

una prueba t pareada, donde para los niveles de porosidad bajo y alto se obtiene que no existe una
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diferencia estadisticamente significativa entre los valores medios obtenidos en las diferentes direcciones

(valor-p = 0.997 en ambos casos).

Por otra parte, los resultados obtenidos para el médulo de Young aparente de espumas de (5++)-TiNbTa
con porosidad dirigida se compararon en con distintas predicciones en la figura 6.19. En esta figura se
muestran la distribucién de los valores obtenidos para las 10 réplicas de cada una de las combinaciones
de factores analizadas, junto con los resultados obtenidos para RVE de espumas con una porosidad
homogénea (i.e: "Homogéneo") igual al valor promedio de las geometrias gradientes, como también el
valor predicho por la curva de ajuste para el valor promedio de médulo de Young para espumas de
(B8 + v)-TiNbTa (i.e: "Promedio"), como se muestran en la figura 6.17, y el valor esperado en base al

uso de la regla de mezclas en conjunto con el modelo de Gibson [37], con un valor de constante Cq = 1.

En la figura 6.19 se observa que, en general, los resultados obtenidos para simulacién de gradientes
con direccion radial la metodologia DEM-FEM entrega una respuesta para el modulo de Young que se
encuentra acotada en la parte superior por la regla de mezclas y en la parte inferior por inferior por los
otros modelos de prediccién considerados. Mientras que para simulaciones de gradientes con direccién
axial, los resultados obtenidos mediante la metodologia DEM-FEM son inferiores a los sugeridos por

los otros métodos.
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Figura 6.19: Distribucion del modulo de Young aparente en espumas de (S8 + v)-TiNbTa gradientes
para diferentes combinaciones de direccién, orientacion de gradiente y nivel de porosidad promedio,
(a) gradiente radial ascendente y porosidad baja, (b) gradiente radial ascendente y porosidad alta, (c)
gradiente radial descendente y porosidad baja, (d) gradiente radial descendente y porosidad baja, (e)
gradiente axial y porosidad baja (f) gradiente axial y porosidad alta
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6.4. Discusion

6.4.1. Estructura espumas generadas por simulacion DEM

Con el proposito de recabar informacion objetiva respecto de la estructura interna de las geometrias de
espumas metalicas generadas mediante DEM, para un futuro contraste con datos experimentales, se ha
realizado un anélisis bidimensional de la estructura resultante de cortes transversales a un conjunto
de geometrias con diferentes niveles (o porcentajes) de porosidad y tamanos de RVE (i.e: relacion de

separacion entre escalas § = a/dpqz)-

De acuerdo con lo esperado, la utilizacién de una distribuciéon uniforme para la asignacion de tamanos de
poro en la etapa de generacién de las geometrias obtenidas mediante simulacion DEM, para diametros
en un rango entre 350 um y 450 um produce geometrias para las cuales el didmetro promedio de poro es
de 400 pwm. Sin embargo, la realizacion de cortes transversales a las geometrias genera que los tamanos

de poro observados en estos cortes sea inferior al valor real.

En los resultados de la figura 6.1 se muestra que el procedimiento de cortes transversales sucesivos a
las geometrias CAD obtenidos mediante simulacion DEM arrojaron un tamafio de poro equivalente de
300 pum (i.e: req = 150 pm), de forma homogénea para todos los niveles de porosidad y tamafios de
RVE analizados. Este tamafio de poro equivalente representa una reduccién del 25 %, respecto del

tamano de didmetro real de las geometrias analizadas.

Por otra parte, un anélisis més detallado de la distribuciéon de poros equivalentes de cada geometria
(Anexo B.1), revela una asimetria en la distribucion del tamafio de equivalente (re) para casi la totalidad
de las geometrias analizadas, con una mediana cercana a los 175 um (ie: deg = 350 pm). Esta asimetria
en la distribucion de tamanos de poro equivalente tiene su principal origen en la forma esférica de los
poros, donde el radio equivalente de un poro que intersecta un plano arbitrario disminuye rapidamente

en medida que la distancia entre su centro y el plano de intersecciéon crece.

En relacion a la distancia de interseccion, la figura 6.1 muestra que bajo las condiciones de simulacion
realizadas las geometrias obtenidas mediante simulacion DEM mostraron un valor promedio de 75 pum,
con una desviaciéon estandar de 60 pum, de manera independiente tanto del porcentaje de porosidad
como del tamano del dominio considerado (i.e: Tamafio del RVE). En referencia a lo anterior, el anico
efecto observable se relaciona con la variabilidad del valor promedio donde, tal como es esperable, a
mayor tamano del dominio, existe una cantidad de poros y, consecuentemente, una menor variabilidad

en el valor promedio entre diferentes geometrias.

De manera similar a la distribucion de tamanos de poro equivalente, un analisis méas profundo de
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la distribucién de distancia de interconexién en cada una de las geometrias analizadas (Anexo B.2)
evidencia una asimetria en su distribucion, sin embargo, para este parametro la mediana observada
es inferior a la media. Adicionalmente, en la gran mayoria de estas, el tercer cuartil (Q3) no supera
los 150 pwm, con maximos que no superan los 250 um, lo que sugiere un tamano de interconexién que
es inferior al radio equivalente mediano. Este comportamiento es consistente con el hecho de que dos
poros cercanos so6lo pueden experimentar un nivel limitado de coalescencia dado por los tamanos de
estos mismos y la hipétesis de que la probabilidad de observar interconexién entre dos poros disminuye

en la medida que el valor se acerca al radio tamano de poro.

6.4.2. Calculo de porosidad de espumas generadas por simulacion DEM

La implementacion en codigo Python del algoritmo propuesto para el calculo de volumen en grupos
no convexos, basado en SMC con una estrategia de muestreo eficiente de hipercubo latino, se ha
realizado como una alternativa para la determinacion del porcentaje de porosidad de espumas metalicas
sintéticas generadas mediante simulacion DEM. Los resultados obtenidos mediante este c6digo han sido
contrastados con aquellos a través de la utilizacion del software McVol [236], analizando aspectos como

costo computacional asociado, exactitud y precisiéon de los resultados.

En relacion a los costos computacionales asociados, los menores tiempos de ejecucién promedio
observados en la figura 6.4, por parte del algoritmo propuesto se asocian, principalmente a la estrategia
de muestreo eficiente de hipercubo latino. Mediante este tipo de muestreo eficiente, el criterio de
convergencia basado en error estandar es alcanzado con un menor namero de iteraciones del programa,

ya que la desviacion estandar entre iteraciones es menor.

Por otra parte, el mayor tiempo de célculo asociado a geometrias con base cilindrica se encuentra
asociado a dos factores especificos. El primer factor corresponde a la necesidad de un mayor ntamero
de iteraciones promedio para alcanzar el criterio de convergencia respecto de las geometrias con base
cubica, tal como se muestra en la figura 6.5. Sin embargo, el segundo y mas influyente factor que
afecta en el tiempo de ejecucion para geometrias de base cilindrica corresponde al mayor tiempo por
cada iteracion, que triplica al tiempo promedio de cada iteraciéon en el caso de las geometrias de base
cubica. Esta diferencia se concentra en el proceso de generacion de los puntos aleatorios en el espacio
equiprobable, para la estrategia de muestreo por hipercubo latino. La conformacién de los estratos en
un espacio en coordenadas cilindricas requiere la utilizacion de funciones trigonométricas (sin y cos)
para la transformacion de las coordenadas de cada punto aleatorio generado al correspondiente espacio
cartesiano. A consecuencia de lo anterior, cada paso de calculo del programa es més lento que en el

caso de geometrias de base ctbica.
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Al comparar la precision de los resultados de porcentaje de porosidad, se observa una tendencia donde
la implementacion propuesta exhibe mayor precision que McVol. Sin embargo, el nivel de incertidumbre
obtenido es un parametro establecido por el usuario que, en el caso de los resultados mostrados estéa

acotado a £0.5 %.

Finalmente, el algoritmo propuesto permite obtener resultados mas exactos, cuando el nivel de porosidad
se contrasta con el valor calculado a partir de importar cada geometria al preprocesador DesignModeler
de ANSYS. Esta mayor exactitud en los resultados se sustenta en uno de los aspectos clave de la
implementaciéon que lo diferencian de otras implementaciones, que es la incorporacién de la geometria
base exterior. Mientras McVol y otras implementaciones definen un volumen delimitado por la unién de
las esferas, la implementacion propuesta define un volumen primitivo que permite una intersecciéon con
las esferas. Esto permite obtener errores absolutos en los célculos inferiores a los obtenidos mediante

otros métodos.

6.4.3. Comportamiento mecanico de espumas con porosidad homogénea

Con el objetivo de validar la pertinencia de una ley de comportamiento elastica lineal e isotropica como
relacion constitutiva para cada capa de de una espuma con porosidad funcionalmente dirigida, se realizo
un estudio numeérico para el analisis sobre la base de simulacion de espumas de CP-Ti, a través de un
método de perturbacion lineal. Al analizar la razon de anisotropia de Huber en los modelos analizados,
se ha observado una respuesta que, en general, tiene desviaciones puntuales respecto del valor ideal
inferiores al 20 % y, en promedio, inferiores al 2 %. Estos bajos niveles de desviacion respecto del
caso ideal son consistentes con los valores esperados, debido a la incorporacién de una distribucién no
estructurada de poros. A partir de lo anterior, se espera que no se encuentren direcciones preferentes

para el comportamiento mecanico de la estructura porosa generada.

Como se ha establecido en forma previa, la determinaciéon de las constantes elasticas que definen la
relacion constitutiva equivalente en un material homogeneizado son dependientes tanto de las condiciones
de borde utilizadas, como del tamafio del dominio (i.e: RVE) a utilizar. En el caso de este trabajo, se
ha propuesto la utilizacién de una condicién de borde aproximadamente periddica modificada, para la
aplicacion de un método de perturbacion lineal que permita estimular las diferentes constantes elasticas.
Mediante el analisis de los resultados obtenidos para las componentes diagonales del tensor constitutivo
de rigidez, S;;;;, se ha establecido que una constante de separacion entre escalas, ¢, igual a 4 es suficiente
para establecer una solucién. En el estudio realizado para geometrias de CP-Ti porosas con tamano
comprendidos entre 4 y 8 veces el tamano méximo de poro, no se encontraron diferencias significativas

entre los valores de las componentes diagonales en ninguno de los niveles de porosidad considerados en
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el rango entre 40 % y 70 %.

Teniendo lo anterior en consideraciéon, se han determinado los valores para las constantes elasticas
ingenieriles para CP-Ti poroso, para los diferentes porcentajes de porosidad analizados. Al comparar
estos resultados con datos de ensayos de laboratorio como los publicados por los autores Munoz
et al. [251], se observo una gran similitud para el caso del modulo de Young. Aqui, las diferencias entre
los resultados obtenidos con los reportados por [251] pueden ser asociados, principalmente, a diferentes
factores de ruido en los procesos de manufactura y ensayo. A modo de ejemplo, los valores de médulo de
Young promedio reportados para un 37 % de porosidad aparentan ser particularmente bajo, mostrando
un distanciamiento de la tendencia general mostrada por los demas resultados. Factores adicionales
que influyen en la diferencia entre los resultados corresponden a las propiedades de material denso

utilizadas, respecto de los obtenidos por [251].

Al contrastar los resultados obtenidos con otros modelos de prediccion, tanto el médulo de Young como

el modulo de corte presentan una gran similitud con respecto al modelo de Gibson [88] (ecuacion 2.8).

6.4.4. Comportamiento mecanico de espumas con porosidad

funcionalmente dirigida

Habiendo establecido una longitud de separaciéon entre escalas, ¢, minima adecuada de manera tal que
el tamano de arista, a, del cubo que representa el dominio del RVE para una espuma con porosidad
homogénea a partir del cual se establezcan las constantes elésticas aparentes por capa se igual a 5 veces
el maximo tamano de poro, i.e: a = 0 - dyqr = 5 - 450 pm, el moédulo de Young y la razén de Poisson
de espumas de (8 + 7)-TiNbTa han sido obtenidos mediante simulacion DEM-FEM, teniendo como
referencia las propiedades mecanicas elasticas de la aleacion (8 + v)-TiNbTa densa presentada por

Chicardi et al. [126].

Estos resultados, los que mostrados en la figura 6.17 y figura 6.18, son consistentes con aquellos
obtenidos previamente para CP-Ti, exhibiendo una tendencia muy similar a los predichos por el modelo
de Gibson [37] para el médulo de Young, mientras que los valores de la razén de Poisson son muy
similares al los predichos por el modelo de Nielsen [183]. Ambos resultados obtenidos, tanto para el
modulo de Young como para la razoén de Poisson, son consistentemente inferiores a los predichos por los
modelos antes mencionados. Si bien estos son similares a los obtenidos mediante las otras metodologias,
esta tendencia sugiere que la interaccion entre las diferentes capas y la direccion en que se realiza la

variacion de porosidad sobre el dominio poseen un efecto en el médulo de Young aparente del espécimen.

En este contexto, se observa que las espumas fabricadas en la aleacion (8 + 7)-TiNbTa con porosidad
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homogénea requieren de un minimo cercana al 35 % para exhibir un modulo elastico similar al hueso
cortical de 20 GPa (ref [10]), mientras que para exhibir un médulo elastico similar al hueso trabecular
(i.e: 1.5 GPa) [11] las espumas requieren de una porosidad superior al 70 % analizado en este trabajo,
ain teniendo en consideracion la variabilidad respecto del valor de referencia. Si bien esto proporciona
una posible solucion a uno de los principales inconvenientes que poseen los biomateriales metalicos [102],
asociado al stress shielding producido por la diferencia de modulo eléstico entre ambos materiales [36],
esto no aborda otros requerimientos establecidos para favorecer una buena respuesta bioldgica tal como

el alto nivel de porosidad abierta [100].

Al ver los resultados mostrados tanto en la tabla 6.10 como en la figura 6.19a-d, se observa que
la combinacion de gradiente radial descendente con nivel de porosidad baja (i.e: 50 %-40 %-30 % en
direccion radial) es suficiente para obtener un modulo elastico similar al del hueso cortical, mientras
que al invertir la orientacion de este gradiente, es decir, para el gradiente radial ascendente con nivel
de porosidad baja (i.e: 30 %-40 %-50 % en direccién radial) se obtiene una porosidad promedio mayor
(44.4% versus 35.5%) y en consecuencia un moédulo elastico aparente menor. Este efecto sugiere la
posibilidad de ajustar el nivel de porosidad a valores més bajos (i.e: estructura mas densa), o de utilizar
un gradiente mas agresivo (i.e: 40 % 4 20 %) para obtener como resultados un mismo modulo elastico
aparente, o bien la alternativa de utilizar una combinacién de ambos con el objetivo de satisfacer la
condicion de modulo elastico aparente similar al tejido, como sugiere Wiria et al. [36], a la vez que
se proporciona un niicleo estructural més robusto, junto a una superficie exterior con alto nivel de
porosidad que permita favorecer la respuesta biologica a través de la osteointegracion, en linea con los

requerimientos definidos por Chen et al. [100].

Por su parte, los resultados obtenidos para gradientes axiales (ver tabla 6.10 y figura 6.19e-f) muestran
que la utilizacion de gradientes en la estructura de espumas de aleacion (8 + +)-TiNbTa en los niveles
utilizados no permite alcanzar un moédulo de Young aparente del nivel del hueso cortical, sin embargo,
en ambos niveles de porosidad el modulo elastico aparente alcanzado es inferior al del hueso cortical.
Adicionalmente, la independencia de estos resultados respecto de la orientacién del gradiente sugiere
una oportunidad para establecer especimenes cuya superficie de apoyo posea altos niveles de porosidad
que favorezcan la osteointegracion, como sugieren [100], sin necesidad de comprometer la robustez

estructural del resto del espécimen.
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Conclusiones

El principal objetivo de este trabajo de tesis ha sido el realizar la extensién de una metodologia numérica
basada en la utilizacién conjunta del DEM y FEM como una herramienta para determinar la respuesta
mecénica de espumas metalicas con porosidad funcionalmente dirigidas. Este objetivo ha sido alcanzado

a través del cumplimiento de los diferentes objetivos especificos definidos en el capitulo 1.

En relacion a la estructura y morfologia de espumas fabricadas por simulaciéon DEM, se desarrollé un
analisis estadistico descriptivo de la distribucién de tamano de poro y de la longitud de interconexion,
para cortes transversales del dominio de anélisis (i.e: RVE). Este analisis ha mostrado que, tanto la
manera en que se distribuyen el tamano medio de poro equivalente como la longitud de interconexion

media son independientes de las variables como el tamano del dominio y porcentaje de porosidad.

Respecto del calculo de porcentaje de porosidad de las geometrias generadas por simulacion DEM, se
desarroll6 un algoritmo basado en SMC con una técnica de muestreo eficiente de hipercubo latino que
al ser comparada con un codigo similar (i.e: McVol) presenté un mejor rendimiento tanto en runtime

como en precision del calculo.

Por otra parte, la utilizaciéon de esta implementacion en cédigo Python permitié establecer cémo
las utilizaciéon de simulacion DEM, como método para generaciéon es altamente preciso para obtener
geometrias con porcentajes de porosidad cercanos a los valores nominales. En un estudio que contemplé
el analisis de 45 geometrias generadas bajo los mismos parametros de simulacién, estas mostraron
desviaciones del orden de 2 %, respecto de sus valores nominales, en rangos de porosidad entre el 30 %

y 70 % para dominios (i.e: RVE) con longitud de separacion entre escalas (i.e: 6 = a/dpaqs entre 4 y 8.

Para validar la utilizaciéon de un esquema de homogeneizacion de dos escalas, se propuso la utilizacion
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de una condicién de borde aproximadamente periddica modificada (mAPBC), junto a un procedimiento
de perturbacion lineal para determinar las constantes elasticas del tensor constitutivo macroscépico
equivalente de espumas de CP-Ti. Este estudio permiti6 verificar que las geometrias DEM generadas
por simulacion DEM exhiben un comportamiento elastico isotrépico, cuando este es evaluado a través
de la razon de anisotropia de Huber. Bajo esta métrica, las espumas de CP-Ti mostraron razones de
anisotropia con desviaciones inferiores al 20 % (i.e: AR = 1.0£0.2) en forma individual y una desviacion
promedio por debajo del 3% (i.e: AR = 1.0 4 0.3) para espumas con porosidad entre el 30 % y el 70 %

y para longitudes de separacién entre escalas entre 4 y 8.

Una vez validado el esquema de homogeneizacién de dos escalas, la metodologia DEM-FEM original se
extendio para su aplicacion en materiales funcionalmente dirigidos a través del estudio numérico del
comportamiento de espumas de (5 + 7)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida. Este estudio
consider6 la determinacién de las constantes elasticas aparentes en un total de 50 geometrias generadas
por simulacién DEM con una longitud de separacion entre escalas § = a/dq. = 5, con porosidades
homogéneas entre 30 % y 70 %. Estos resultados mostraron gran consistencia con los obtenidos para
el caso de validacion de CP-Ti, con intervalos de confianza del 95 % para el moédulo de Young con
magnitudes inferiores a 0.4 GPa (para espumas con 40 % de porosidad) y para la razéon de Poisson
de 0.004 mm/mm (para espumas con 70% de porosidad). Estos rangos representan una variacion
porcentual del 2.8 % del valor promedio en el caso del 40 % de porosidad (mayor desviacion) para el

modulo de Young y del 1.9% en la razén de Poisson para el 70 % de porosidad.

Luego, las constantes elasticas aparentes calculadas mediante el esquema de homogeneizacion establecido,
fueron asignadas en forma aleatoria y transferidas a modelos cilindricos con porosidad funcionalmente
dirigida en direccion axial y radial mediante un modelo constitutivo elastico-lineal para estudiar el efecto
de los gradientes y niveles de porosidad en estas geometrias para 2 direcciones de gradientes (axial y
radial), con 2 orientaciones (ascendente y descendente) y dos niveles de porosidad (bajo, 30 %-40 %-50 %
y alto, 50 %-60 %-70 %). Este efecto fue estudiado a través del modulo de Young aparente resultantes
de la simulacién de un ensayo de compresion, de acuerdo con los requerimientos asociado a las normas

ASTM-E9 [252] e ISO-13314:2011 [253].

Los resultados obtenidos para el modulo de Young aparente en espumas de (8 + «)-TiNbTa con
porosidad funcionalmente dirigida mostraron que, si bien metodologias como la regla de mezcla, la
aproximacion mediante el modelo de Gibson para la porosidad promedio que exhibe la geometria
y geometria equivalente con porosidad promedio homogénea, existe una diferencia en la respuesta
mecénica, lo que sugiere un efecto de la presencia de estos gradientes y de la interacciéon entre las
diferentes capas. Mientras que las espumas con porosidad dirigida en forma radial exhibieron uno

modulo de Young aparente menor al calculado mediante regla de mezclas (salvo para la direccion radial
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ascendente con porosidad baja), la metodologia DEM-FEM extendida mostr6 valores superior a los
calculados mediante los otros métodos. Sin embargo, para espumas con gradientes en direcciéon axial
la metodologia DEM-FEM extendida mostr6 valores de médulo de Young aparente inferiores a los
obtenidos tanto por regla de mezclas como por los otros métodos. Adicionalmente, de las espumas de
(8 + v)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida en direcciéon axial se observo que los resultados
obtenidos mediante la metodologia DEM-FEM extendida no son sensibles a la orientacion del gradiente,

de forma consistente con lo resultados esperados tanto para nivel de porosidad bajo como alto.

En relacion a las posibles rutas de fabricacion, los resultados numéricos obtenidos para espumas de
(8 + 7)-TiNbTa con porosidad homogénea sugieren que para mitigar los efectos del stress shielding en
aplicaciones biomédicas es necesario incorporar un porcentaje de porosidad del 35 %, para obtener un
modulo de Young aparente similar al del tejido 6seo cortical (i.e: 20 GPa). Para espumas con porosidad
funcionalmente dirigidas, este porcentaje promedio se corrobora en la combinaciéon de gradiente en
direccién radial descendente con nivel de porosidad baja 50 %-40 %-30 % (i.e: 50 % capa interior, 40 %
capa intermedia y 30 % capa exterior) con porosidad promedio de 35.6 %, cuyo modulo de Young
aparente promedio fue de 20.08 GPa. Sin embargo, la diferencia observada para las geometrias con
orientacion invertida sugieren que es posible obtener una mejor combinacion al invertir el gradiente con
porcentajes de porosidad inferiores, de manera de mantener constante la porosidad promedio, pero con
un mayor porcentaje de porosidad en la periferia, que favorezca la funcion de osteointegracion. Para
este caso, se sugiere explorar la utilizacion de gradientes como 20 %-30 %-40 % (con 34.4 % de porosidad
promedio) o con mayor variacion como 0 %-30 %-50 % (con 37.8 % de porosidad promedio). Asi mismo,
los resultados obtenidos para espumas con porosidad funcionalmente dirigida en direccién axial sugieren
que es posible obtener modulos elésticos aparente similares a los del tejido 6seo utilizando gradientes
que produzcan porcentaje de porosidad promedio mas bajos a los utilizados en este estudio, tal como

25 %-35 %-45 %.

7.1. Aportes Especificos
A continuacion, se resumen las contribuciones especificas realizadas en este trabajo de tesis.

1. La distribucién de tamanos de poro y distancia de interconexiéon en un total de 75 geometrias de
espumas generadas por simulacion DEM fue calculada mediante la utilizaciéon de un algoritmo
sistematico para la realizaciéon de cortes transversales virtuales junto con la utilizacién de una
estrategia eficiente de muestreo, para identificar el traslape entre elementos en la evaluacion de la

distancia de interconexion. Estos datos, aunque descriptivos, permiten cuantificar los principales
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parametros que definen la estructura de las geometrias generadas por simulacion DEM

2. Un algoritmo basado en simulaciéon de Monte Carlo fue desarrollado e implementado en codigo
Python para realizar el calculo de porosidad en geometrias no convexas como espumas metéalicas.
Este desarrollo contempld el estudio de tiempos de ejecuciéon y precision en calculo para un total
de 40 geometrias generadas por simulacion DEM, y seleccionadas en forma aleatorias de un total
de 200 geometrias, en 5 niveles de porosidad diferentes. Estos resultados fueron contrastados
con una implementacion similar (McVol) mostrando un menor tiempo de calculo (runtime) y un
menor error en el cilculo de porosidad. Este estudio fue presentado a la comunidad cientifica en

conferencias y publicado en la Campillo et al. [237]

3. Para la aplicacion del esquema de homogeneizacion de dos escalas propuesto por Pérez et al., se
present6 la formulaciéon de condiciones de borde aproximadamente periédica modificada (mAPBC)
con el objetivo de superar las restricciones impuestas por la falta de periodicidad geométrica en las
superficies opuestas del dominio de analisis (i.e: RVE). Esta formulacion fue validada a través del
calculo de las constantes elasticas equivalentes de CP-Ti siendo contrastadas con otros modelos
de prediccion. Estos resultados fueron presentados a la comunidad cientifica en conferencias y

publicados en Campillo et al. [259]

4. La metodologia DEM-FEM propuesta por Pérez et al. fue extendida para su uso en materiales
con porosidad funcionalmente dirigida. Se utiliz6 para el calculo del médulo elastico aparente
en espumas de (8 + 7)-TiNbTa (57Ti-30Nb-13Ta) de la ref [126] en especimenes de ensayo de
compresion bajo las indicaciones de las normas ASTM-E9 [252] e ISO-13314:2011 [253] con
porosidad funcionalmente dirigida en direccion radial y axial con dos niveles de porosidad. Estos

resultados aun no han sido comunicados a la comunidad cientifica.

5. Las constantes elasticas de espumas de (5+4+)-TiNbTa con porosidad homogénea fueron calculadas
utilizando la metodologia DEM-FEM extendida para un rango de porosidad entre 30 % y 70 %,
permitiendo identificar posibles rutas de fabricacién para aplicaciones biomédicas con porosidad

homogénea

6. El modulo elastico aparente de espumas de (3 + ~y)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida
fue calculado utilizando la metodologia DEM-FEM extendida, permitiendo identificar posibles
rutas de fabricaciéon de espumas con aplicaciones biomédicas con comportamiento mecénico similar

al tejido 6seo.
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7.2. Futuros Trabajos

Si bien el objetivo principal de este trabajo de tesis ha sido la extensién de la metodologia DEM-FEM
propuesta por Pérez et al. [231] para su aplicacién en materiales con porosidad funcionalmente dirigida
en el contexto de aplicaciones biomédicas, muchos aspectos han quedado fuera de los alcances de este
trabajo o bien se han identificado nuevas oportunidades durante el desarrollo de este mismo. A partir

de lo anterior se identifican y sugieren los siguientes trabajos futuros:

= Estudio comparativo de la estructura de geometrias generadas por simulacion DEM
El analisis de la estructura bidimensional de geometrias de espumas generadas por simulaciéon
DEM presentado en el capitulo 5 se realizo con ciertas limitaciones. Este analisis fue solamente
descriptivo y su comparaciéon con la estructura de espumas metalicas reales no fue posible de
realizar dentro de este trabajo debido a que no se cont6 con recursos que permitieran la fabricacion
y analisis de especimenes de laboratorio, bajo condiciones y con caracteristicas conocidas. Un
estudio de este tipo entregara una visiéon cuantitativa respecto de la similitud de estos modelos

geométricos y permitira realizar ajustes especificos para su replicacion.

= Extension de metodologia de calculo de porosidad por simulacién de Monte Carlo
Esta metodologia desarrollada, basada en la simulacion de Monte Carlo, provee una herramienta
de gran utilidad para realizar el calculo de volumen y porosidad en geometrias no convexas, como
lo son las espumas de porosidad abierta. Sin embargo, esta metodologia y su implementaciéon aun
poseen desafios por resolver. Uno de estos aspectos corresponde al caracter de escalamiento lineal
que exhibe el algoritmo con respecto al niimero de poros o esferas contenidas en el volumen. Para
poder analizar volimenes de dimensiones mayores los tiempos de calculo podrian crecer de forma
restrictiva para su uso, de manera que una alternativa de mejora corresponde a extender este
algoritmo para una aplicacion paralelizada en GPU. Adicionalmente, el uso de esta metodologia

puede ser extendido para su uso en otros campos como el calculo de volumen molecular.

= Extension de esquema de homogeneizacién para comportamiento elastico no lineal
y plastico
La implementacion realizada en este trabajo para el esquema de homogeneizacion de dos escalas,
en el caso de espumas con porosidad homogénea, se ha limitado a una respuesta donde la
relacion constitutiva homogeneizada es de tipo elastico-lineal, sin embargo, este esquema puede
ser extendido el tratamiento de la zona de comportamiento critica, como lo es la zona cercana a la
meseta, donde la relaciéon constitutiva homogeneizada requiere ser de tipo elastica no-lineal (e.g:
Relacion constitutiva implicita [260, 261]) o bien plastica. Esta extension permitira en analisis del

comportamiento de materiales porosos cerca de su limite elastico, el cual puede ser de utilidad
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tanto en aplicaciones biomédicas, como en otros campos.

= Validacion experimental de resultados numéricos obtenidos mediante metodologia
DEM-FEM
Una de las principales limitaciones que ha tenido el desarrollo de este trabajo es la falta de datos
experimentales que permitan realizar un contraste de los resultados numéricos obtenidos. En
este sentido, la validacion experimental de estos resultados surge como un paso siguiente logico
para esta etapa. Dentro de la validacion experimental, se destaca la necesidad de contrastar los
resultados obtenidos tanto para espumas de (5 + «)TiNbTa con porosidad homogénea como
funcionalmente dirigida. En relacién a espumas con porosidad funcionalmente dirigidas se considera
que el contraste con diferentes gradientes y niveles de porosidad seran también de gran relevancia
para generar data que permita entregar guias que faciliten el ajuste de estos parametros, segin

sean los requerimientos especificos.

= Aplicacion de metodologia DEM-FEM extendida para diseno de componentes
tridimensionales
La extension de la metodologia DEM-FEM realizada en este trabajo ha estado enfocada en
simular el comportamiento de espumas de (5 + 7)-TiNbTa con porosidad funcionalmente dirigida
en especimenes para ensayos de compresion, sin embargo, se espera esta metodologia sea aplicada
para el diseno de componentes y protesis que posean un comportamiento sinérgico con el tejido

6seo donde sean implantados.

= Otras extensiones del esquema DEM-FEM
Como se menciond, el esquema de homogeneizacion de dos escalas utilizado en este trabajo
s6lo comprende el analisis del material en un rango eléstico-lineal, sin embargo, existen otras
interrogantes respecto del comportamiento de materiales porosos que aun no han sido abordadas
ni por este trabajo ni por el trabajo de otros autores. Entre estas interrogantes se destaca el
comportamiento de estos materiales bajo cargas ciclicas, el efecto de corrosion debido al ambiente
al que estén expuestos o el cambio de comportamiento de este tipo de materiales una vez iniciada
la fase de osteointegracion. Todas estas interrogantes parecen merecer ser abordadas en un futuro
para asi poder predecir de mejor manera el comportamiento de largo plazo de este tipo de

materiales y componentes.



Apéndice A

Propiedades mecanicas aleacion

(8 + +)-TiNbTa

En este apartado se resumen las propiedades mecanicas elasticas de la aleacion (8 + 7)-TiNbTa
57Ti-30Nb-13Ta propuesta por Chicardi et al. [126] y que fueron utilizadas como input para el modelo

constitutivo elastico-lineal para analisis FEM.

Tabla A.1: Propiedades elasticas para aleacion (8 + v)-TiNbTa

Propiedad Valor Unidad
Moédulo de Young 48600 MPa
Moédulo de Poisson 0.3 -
Limite Elastico 1860 MPa
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Apéndice B

Caracterizacion bidimensional de
geometrias de espumas generadas

mediante simulacion DEM

B.1. Distribucién de tamano de poro bidimensional

En este apartado se muestran en detalle los diagramas de caja y bigote con los resultados para la
distribucion de tamafios de poro equivalente y longitud de interconexion en geometrias CAD generadas
por simulaciéon DEM. Por extension, sélo se incluyen los resultados para los casos extremos de tamano
de dominio, con longitud de separacion entre escalas, J, igual es a 4 y 8, y los 5 niveles de porosidad

entre 30 % y 70 %.
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Figura B.1: Distribuciéon tamaifos de poro geometrias DEM con § = 4 y 30 % porosidad para (a)
geometria dump34000, (b) geometria dump55000 y (c) geometria dump72500
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Figura B.2: Distribucién tamanos de poro geometrias DEM con 6 = 4 y 40 % porosidad para (a)
geometria dump42500, (b) geometria dump61000 y (c) geometria dump84000
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Figura B.3: Distribucién tamanos de poro geometrias DEM con 6 = 4 y 50 % porosidad para (a)
geometria dump22500, (b) geometria dump50000 y (c) geometria dump73500
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Figura B.4: Distribuciéon tamaifos de poro geometrias DEM con 6 = 4 y 60 % porosidad para (a)
geometria dump56000, (b) geometria dump78500 y (c) geometria dump97500
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Figura B.5: Distribucion tamanos de poro geometrias DEM con 6 = 4 y 70 % porosidad para (a)
geometria dump33000, (b) geometria dump64500 y (c) geometria dump95000
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Figura B.6: Distribucién tamanos de poro geometrias DEM con 6 = 8 y 30 % porosidad para (a)
geometria dump57500, (b) geometria dump82000 y (c) geometria dump94000
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Figura B.7: Distribucién tamanos de poro geometrias DEM con 6 = 4 y 40 % porosidad para (a)
geometria dump42000, (b) geometria dump65000 y (c) geometria dump80500
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Figura B.8: Distribuciéon tamaifos de poro geometrias DEM con 6 = 8 y 50 % porosidad para (a)
geometria dump53500, (b) geometria dump73000 y (c) geometria dump94000
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Figura B.9: Distribucion tamanos de poro geometrias DEM con § = 8 y 60 % porosidad para (a)
geometria dump44500, (b) geometria dump60000 y (c) geometria dump73000
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Figura B.10: Distribucion tamanos de poro geometrias DEM con § = 8 y 70 % porosidad para (a)
geometria dump49000, (b) geometria dump66500 y (c) geometria dump81500
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Figura B.11: Distribucion tamanos de interconexion geometrias DEM con § = 4 y 30 % porosidad para
(a) geometria dump34000, (b) geometria dump55000 y (c) geometria dump72500
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Figura B.12: Distribucién tamafios de interconexion geometrias DEM con § = 4 y 40 % porosidad para
(a) geometria dump42500, (b) geometria dump61000 y (c) geometria dump84000
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Figura B.13: Distribucién tamafos de interconexiéon geometrias DEM con § = 4 y 50 % porosidad para
(a) geometria dump22500, (b) geometria dump50000 y (c) geometria dump73500
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Figura B.14: Distribucién tamafos de interconexiéon geometrias DEM con § = 4 y 60 % porosidad para
(a) geometria dump56000, (b) geometria dump78500 y (c) geometria dump97500

Interconnection size distribution

o

o

Interconnection size distribution

o

Interconnection size distribution

o

o

Figura B.15: Distribucién tamanos de interconexion geometrias DEM con § = 4 y 70 % porosidad para
(a) geometria dump33000, (b) geometria dump64500 y (c) geometria dump95000
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Figura B.16: Distribucion tamanos de interconexion geometrias DEM con § = 8 y 30 % porosidad para
(a) geometria dump57500, (b) geometria dump82000 y (c) geometria dump94000
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Figura B.17: Distribucién tamafos de interconexiéon geometrias DEM con § = 8 y 40 % porosidad para
(a) geometria dump42000, (b) geometria dump65000 y (c) geometria dump80500
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Figura B.18: Distribucién tamafios de interconexiéon geometrias DEM con § = 8 y 50 % porosidad para
(a) geometria dump53500, (b) geometria dump73000 y (c) geometria dump94000
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Figura B.19: Distribucién tamanos de interconexion geometrias DEM con § = 8 y 60 % porosidad para
(a) geometria dump44500, (b) geometria dump60000 y (c) geometria dump73000
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Figura B.20: Distribucion tamanos de interconexion geometrias DEM con § = 8 y 70 % porosidad para
(a) geometria dump49000, (b) geometria dump66500 y (c) geometria dump81500
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Constantes Elasticas de Espumas de

(8 + +)-TiNbTa
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C.1. Moédulo de Young aparente
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Figura C.1: Detalle de modulo de Young aparente para espumas de (8 + 7)-TiNbTa con porosidad
homogénea nominal de (a) 30 %, (b) 40%, (c¢) 50%, (d) 60% y (e) 70 %



Apéndice D

Asignacién aleatoria de geometrias

para gradientes

Geometria gradiente
Seccion  Porosidad |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Interior 30 % 4 2 5 9 3 6 10 1 8 7
Media 40 % 4 1 2 10 6 9 5 7 8 3
Exterior 50 % 3 10 7 6 8 4 5 9 2 1

Tabla D.1: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes radial ascendentes con
porosidad baja

Geometria gradiente
Seccion  Porosidad | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Interior 50 % 6 4 8 10 5 3 9 2 7 1
Media 60 % 4 7 1 2 9 3 8 5 6 10
Exterior 70 % 5 3 10 4 1 7 2 9 6 8

Tabla D.2: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes radial ascendentes con
porosidad alta

Geometria gradiente
Seccion  Porosidad |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Interior 50 % 2 7 5 1 10 6 8 4 9 3
Media 40 % 8 9 7 10 6 4 3 5 2 1
Exterior 30% 4 3 8 6 7 5 1 9 2 10

Tabla D.3: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes radial descendentes con
porosidad baja
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Geometria gradiente

Seccibon  Porosidad | 1 2 3 4 5 6 7 &8 9 10
Interior 70 % 8 5 4 1 9 3 2 10 6 7
Media 60 % 7 4 10 6 3 1 5 8 9 2
Exterior 50 % 0 9 4 3 5 7 6 8 2 1

Tabla D.4: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes radial descendentes con

porosidad alta

Geometria gradiente

Seccion  Porosidad |1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Superior 50 % 4 10 5 3 2 9 7 6 8 1
Centro 40% 8 2 3 1 4 9 6 10 5 7
Inferior 30% 5 9 4 10 7 1 2 6 8 3

Tabla D.5: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes axial ascendentes con porosidad

alta

Geometria gradiente

Seccion  Porosidad |1 2 3 4 5 6 7 & 9 10
Superior 70 % 5 1 4 7 8 6 9 2 3 10
Central 60 % 8 2 6 4 5 7 3 10 1 9
Inferior 50 % 3 9 5 1 10 8 7 4 6 2

Tabla D.6: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes axial ascendentes con porosidad

alta

Geometria gradiente

Seccién Porosidad | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Superior 30% 8 7 6 3 2 10 1 4 9 5
Centra 40% 4 2 3 6 1 5 7 9 10 8
Inferior 50 % 0 2 1 9 3 7 4 5 8 6

Tabla D.7: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes axial descendentes con

porosidad alta

Geometria gradiente

Seccion  Porosidad | 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10
Superior 50 % 3 9 4 6 2 8 7 10 5 1
Central 60 % 4 6 9 2 10 5 3 1 7 8
Inferior 70 % 0 7 8 4 5 9 1 6 2 3

Tabla D.8: Asignacion aleatoria de geometrias para geometrias gradientes axial descendentes con

porosidad alta
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