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ABSTRACT

The structural design usually uses numerical models based on finite element methods. Such models
depend on structural properties (i.e. Young’s modulus, Poisson’s coefficient, element dimensions)
and environmental stresses (i.e. wind loads, earthquakes, soil thrusts). These variables, which define
the structural model, present a level of uncertainty that affects the behavior of the system. It is for
this reason that a quantification of the level of uncertainty is sought, using different tools, such as

probability theory in order to estimate structural reliability.

Reliability is a measure that can be quantified through the probability of failure. This last quantity
measures the probability that one (or more) structural responses will exceed an acceptable threshold
that ensures service or integrity conditions. This failure criterion can be imposed by a regulation
or a design constraint, such as maximum ceiling displacement. It is clear that determining the

probability of failure is crucial to make a desition, whether for design or maintenance, for example.

Besides, in order to estimate the probability of failure, the model variables, whether structural
properties or stresses, are represented as random variables associated with some kind of probability
distribution. This type of characterization involves the selection of probability distribution parame-
ters such as the expected value or the standard deviation. This selection is key and can affect the
magnitude of the failure probability. For this reason, it is interesting to quantify the sensitivity of
the failure probability with respect to the distribution parameters. The sensitivity analysis allows

to identify the most influential parameters and take appropriate design precautions.

In the context described above, this thesis proposes strategies to quantify the sensitivity of the
failure probability, reusing the information acquired from the reliability analysis. The sensitivity is
evaluated using two different approaches: integration on the contour or integrating on the volume
of the fault region. The approaches are applied using the Line Sampling simulation technique and
its numerical efficiency is contrasted with the Monte Carlo method. It is important to mention
that in the literature the sensitivity with Line Sampling has been previously studied. However, the

proposed strategies generalize previous results and are applied to random fields.

Palabras Clave: Reliability Analysis, Probability Sensitivity, Random Variable, Random Field,

Line Sampling, Integration approaches



RESUMEN

El diseno estructural utiliza modelos de calculo numérico basados en los métodos de elementos
finitos. Tales modelos dependen de propiedades estructurales (v.gr. médulo de Young, coeficien-
te de Poisson, dimensiones de elementos) y de solicitaciones ambientales (v.gr. cargas de viento,
sismos, empujes de suelo). Estas variables, que definen el modelo estructural, presentan un nivel
de incertidumbre que afecta al comportamiento del sistema. Es por este motivo, que se busca una
cuantificacién del nivel de incertidumbre, recurriendo a distintas herramientas, como a la teoria de

probabilidad con el fin de estimar la confiabilidad estructural.

La confiabilidad es una medida que puede ser cuantificada a través de la probabilidad de falla.
Esta ultima cantidad, mide la probabilidad de que una (o més) respuestas estructurales superen un
umbral aceptable que asegure condiciones de servicio o integridad. Este criterio de falla puede ser

impuesto por una normativa o una limitante de diseno, como el desplazamiento maximo de techo.

Adems3s, para poder estimar la probabilidad de falla, las variables del modelo, ya sea propiedades
estructurales o solicitaciones, se representan como variables aleatorias asociadas con algin tipo de
distribucién de probabilidad. Este tipo de caracterizacién, implica la seleccién de pardametros de
distribucién de probabilidad tales como el valor esperado o la desviacién estandar. Dicha seleccién
es clave y puede afectar la magnitud de la probabilidad de falla. Por tal motivo, resulta de interés
cuantificar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los parametros de distribucién.
Lo anterior, permite identificar los parametros mas influyentes y tomar precauciones de disefio

adecuadas.

En el contexto descrito anteriormente, esta tesis propone estrategias para cuantificar la sensibilidad
de la probabilidad de falla, reutilizando la informacién adquirida del andlisis de confiabilidad. La
sensibilidad se evaltia utilizando dos estrategias distintas: integracién sobre el contorno o integran-
do sobre el volumen de la region de falla. Las estrategias son aplicadas utilizando la técnica de
simulaciéon Line Sampling y se contrasta su eficiencia numérica con el método de Monte Carlo.
Cabe senalar que en la literatura se ha estudiado anteriormente la sensibilidad con Line Sampling.
Sin embargo, las estrategias propuestas generalizan resultados anteriores y son aplicadas a campos

aleatorios.

Palabras Clave: Andlisis de Confiabilidad, Sensibilidad de la Probabilidad de Falla, Variable Alea-

toria, , Campo Aleatorio, Line Sampling, Estrategias de Integracion.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Introduccion General

El analisis estructural se basa en modelos matemaéticos con el fin de conocer el comportamiento de
un sistema fisico. La representacién de un modelo requiere de la definicion de materiales, dimensio-
nes y solicitaciones, las cuales afectan a la respuesta estructural. Tradicionalmente en diseno estas
propiedades son seleccionadas de acuerdo a un criterio determinista, es decir, se escogen valores
unicos de cada pardmetro (ya sean valores extremos o promedios) que producen una respuesta sin-
gular. Es l6gico pensar que las caracteristicas de un material no son tnicas y que pueden presentar
variaciones, mas aun las solicitaciones como una carga sismica o de viento. Por lo tanto, debido a
que la incertidumbre es inherente a las propiedades fisicas del sistema, es necesario cuantificar la

confiabilidad de los sistemas estructurales.

La confiabilidad — o alternativamente probabilidad de falla — es una medida de la posibilidad que
la respuesta sobrepase un limite deseable o, que ocurra una condicién de servicio inadmisible, en
relacion al desempeno de la estructura durante su vida ttil. Por esta razon, es de suma importancia
determinar la probabilidad de falla con el fin de asegurar condiciones de resistencia y estabilidad
admisibles para la estructura. Del mismo modo, resulta ser una herramienta practica en el diseno

de elementos o en la proyeccion de estrategias de mantenimiento.

El analisis de confiabilidad requiere de un modelo que describa la incertidumbre. Para ello, se

hace uso de la teoria de probabilidad con el fin de relacionar las propiedades del modelo a variables

1



Capitulo 1. Introduccién 2

aleatorias. Este tipo de variables son definidas a través de funciones de densidad de probabilidad, que
dependen de parametros tales como el valor esperado o la desviacién estandar. Dichos pardmetros,
son definidos segun un criterio adecuado para el diseno. Sin embargo, un error o perturbacién en
ellos puede afectar drasticamente la probabilidad de falla. Motivo por el cual, es de interés medir

cuan sensible es la probabilidad de falla respecto de algin parametro de distribucién.

En el contexto descrito anteriormente, es necesario aplicar metodologias capaces de resolver pro-
blemas de confiabilidad estructural con alta eficiencia numérica. Es por tal motivo, que se recurre
a métodos de simulacién, capaces de generar muestras aleatorias de las propiedades y generar un
estimador de confiabilidad. Luego, el andlisis de sensibilidad de la probabilidad de falla, resulta
de un post-procesamiento de la confiabilidad, sin requerir mayor esfuerzo numérico adicional. Lo
anterior, permite identificar las variables més influyentes, junto con tomar acciones pertinentes en

aquellas propiedades que condicionen el comportamiento de la estructura.

Este trabajo de tesis busca cuantificar lo sensible de la confiabilidad aplicando la técnica de simula-
cién Line Sampling. Aunque investigaciones anteriores han utilizado esta metodologia, se presentan
estrategias para el andlisis de sensibilidad. Ademds, se aplican dichas estrategias considerando la
relacion espacial en campos aleatorios. Finalmente, los resultados obtenidos mediante Line Sam-
pling se contrastan con la técnica de simulacién Monte Carlo, con el fin de mostrar la eficiencia y

precision de las metodologias propuestas.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 1. Introduccién 3

1.2.

Objetivos Generales

Los objetivos generales son los siguientes:

1.3.

Evaluar la Confiabilidad Estructural de forma eficiente utilizando la técnica de simulacion

Line Sampling.

Proponer estrategias que permitan estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto

de los parametros de distribucién.

Estudiar problemas de alta dimensién en relaciéon a las variables aleatorias que definen el

problema.

Validar las competencias de la técnica de simulacién Line Sampling versus Monte Carlo, en

eficiencia numérica.
Explorar a través de ejemplos el alcance de las estrategias desarrolladas.

Trazar directrices para futuras investigaciones que permitan ampliar el alcance de estas técni-

ca.

Objetivos Especificos

Estudiar variables aleatorias con algin grado de correlacién espacial utilizando Campos Alea-

torios, aplicando las estrategias propuestas.

Estudiar el coeficiente de variacién de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de

los parametros de interés.

Implementar computacionalmente estrategias basadas en Line Sampling para estimar la sen-

sibilidad de la Confiabilidad respecto de parametros de distribucién.

Tlustrar la aplicacién de las estrategias desarrolladas a problemas practicos de la Ingenieria

Estructural.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 1. Introduccién 4

1.4. Estructura de la Tesis

La presente tesis esta constituida por cinco capitulos, que siguen una secuencia légica desde la
formulacion de las ecuaciones fundamentales hasta los resultados y conclusiones. La disposicion de

los capitulos es la siguiente:

= Kl Capitulo 2 presenta la definicién formal de probabilidad de falla, que luego al ser derivada
respecto de los parametros de distribucién permite obtener el estimador de sensibilidad bus-
cado. Ademds, se expone la base conceptual para los métodos de simulacién que se utilizardan

para resolver los ejemplo de esta tesis.

= El Capitulo 3 se enfoca en la formulacién de las estrategias propuestas para los casos particu-
lares de variables aleatorias independientes, asociadas a dos tipos de distribuciones: Gaussiana
y log-normal. También, en este capitulo se presentan ejemplos de aplicacién en que se discuten

las ventajas asociadas a las metodologias propuestas.

= Kl Capitulo 4 en un principio presenta un resumido marco tedrico referente a campos aleato-
rios. Luego, se desarrollan las ecuaciones necesarias para las estrategias de simulacién asocia-
das a variables con cierta dependencia espacial. En particular, se estudian las distribuciones
normal y log normal multi-variadas. Finalmente se presentan dos ejemplos en que las variables

inciertas poseen cierto nivel de correlacion.

= El Capitulo 5 y final, extrae las conclusiones a partir de los resultados logrados por este

trabajo y se plantean las posibles lineas de investigacion a seguir.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2

FORMULACION DE LA
PROBABILIDAD DE FALLA Y
SU SENSIBILIDAD

2.1. Introduccion

La confiabilidad estructural busca evaluar la seguridad del sistema con respecto a un cierto criterio
de falla (o criterios), tomando en cuenta todas las posibles fuentes de incertidumbre. Para seguir
un tratamiento racional, se debe caracterizar la variabilidad de las propiedades de los materiales o
de las condiciones de carga mediante modelos adecuados de probabilidad [25]. Adicionalmente, se
debe establecer un criterio de falla (o criterios), es decir, un comportamiento indeseado del sistema
estructural. Dado lo anterior, la seguridad estructural puede ser expresada en términos de la pro-
babilidad de falla. Esta tltima cantidad, mide la probabilidad de que una respuesta estructural (o

m4ds) adquiera un valor que ocasione un comportamiento no deseado.

Determinar la probabilidad de falla depende de la caracterizacién de un conjunto de parametros
inciertos. En los casos de interés, en situaciones donde los parametros inciertos estan correlaciona-
dos en tiempo o espacio, la cantidad de variables aleatorias asociadas puede ser considerable; este
es el caso de procesos estocdsticos y campos aleatorios [12]. Sumado a lo anterior, la representa-
cién estructural en base al método de elementos finitos [2], puede requerir de un gran nimero de

ecuaciones segun el nivel de complejidad del sistema. Por consiguiente, evaluar la probabilidad de

5



Capitulo 2. Formulacién de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 6

falla requiere de metodologias capaces de resolver problemas de confiabilidad con alta eficiencia
numérica [26]. En dicho contexto, multiples metodologias se han desarrollado para resolver este
tipo de problemas (ver e.g. [7,9]), las cuales se pueden diferenciar en dos categorias: métodos apro-
ximados (o asintéticos) y métodos de simulacién. La clave, en relacién a los métodos aproximados,
es emular a través de hiperplanos o paraboloides la superficie de contorno de la regién de falla,
definida como funcién de estado limite. En el caso de los métodos de simulacién, muestras de los
pardmetros inciertos son generadas de acuerdo a un procedimiento adecuado y asi es posible generar

un estimador de la confiabilidad.

No obstante, la confiabilidad estructural es sensible a la caracterizacién de la incertidumbre. Es por
tal motivo, que analizar la variacién que sufre la confiabilidad (o equivalentemente probabilidad de
falla) debido a cambios en los pardmetros de entrada del modelo estructural o solicitacién, puede
entregar valiosa informacion. Por ejemplo, puede ser utilizada para identificar los pardmetros mas
influyentes del sistema y tomar acciones pertinentes, como consideraciones de diseno, mantenimien-
to e inspeccién [3]. Por dicha razén, es de interés calcular la sensibilidad de la confiabilidad respecto
a parametros de distribucion de probabilidad, asociadas a las variables inciertas involucradas en el

problema [32].

En este capitulo se presenta el marco conceptual asociado a la estimacion de la probabilidad de falla
y su sensibilidad. Si bien, las técnicas disponibles para realizar una estimacién de la confiabilidad
son variadas, tanto en los métodos aproximados como en los de simulacién, en este documento se
trabajan con dos metodologias de simulacion en particular. La primera, ampliamente utilizada en
el ambito de ingenieria y la ciencia, es el método de simulacién Monte Carlo. La segunda, que se
presenta como una opcién mas eficiente para la estimacién de la probabilidad de falla, es la técnica
de simulacion Line Sampling. Finalmente, el objetivo de esta seccién es generar las herramientas

necesarias para el andlisis de sensibilidad de la probabilidad de falla.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Formulacién de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 7

2.2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad

Determinar la confiabilidad de un sistema o componente estructural requiere de un modelo que des-
criba la incertidumbre. Para tal efecto, se hace uso de la teoria de probabilidad, debido a que ofrece
los elementos necesarios que permiten describir la incertidumbre de los pardmetros estructurales.
En particular, la caracterizacién de la incertidumbre implica la selecciéon de una distribucién de
probabilidad y sus parametros, tales como el valor esperado o la desviacion estandar. Esta seleccién
es clave y puede afectar considerablemente la magnitud de la probabilidad de falla [14]. En las
siguientes secciones se presenta el andlisis de confiabilidad mediante la probabilidad de falla y su
sensibilidad respecto de los parametros de distribuciéon de probabilidad. Tal descripcién, se realiza

tanto en el espacio fisico de las variables, como en el normal estandar.

2.2.1. Formulacién en el Espacio Fisico

Considere un modelo estructural en que la incertidumbre existente en los parametros de los mate-
riales y cargas, se caracteriza a través de n variables aleatorias X;, 7 = 1...,n. El valor que asumen
estas variables de entrada se denotada como x;, i = 1,...,n. Ademas, la funcién de densidad de
probabilidad asociada para cada variable de entrada se denota como fx,(z;,8;), en que 6; es un
vector que agrupa los pardmetros de la distribucién de probabilidad de X; (por ejemplo, el valor
esperado, la desviacién estdndar, etc.). La funcién de densidad conjunta se define como fx (x,8),
tal que & = [z1,...,2,)T y @ = [7,...,02]7, donde (-)T representa la traspuesta. Con el fin de
establecer él o los criterios asociados a un comportamiento indeseado, interesa controlar que una
(o més) respuestas de interés r(x) del sistema estructural no excedan un umbral predefinido b. Tal

condicién puede ser lograda a través de una funcién de desempefio apropiada g ().

gu(x) = b— () (2.2.1)

Esta funcién es definida de tal manera que cuando g, (x) < 0, para alguna realizacién de x, causa
una condicién de falla debido a que la respuesta estructural excede el umbral preestablecido (esto
es solo una convencién, otras alternativas pueden ser utilizadas en su defecto). En la figura 2.1
se puede observar un ejemplo esquemdtico de la funcién de desempeno. La superficie g (x) = 0,
denominada funcién de estado limite, divide en dos regiones el espacio de las variables de entrada

inciertos. Luego, la confiabilidad del sistema puede ser evaluada a través de la probabilidad de falla:

pE = / fx(x,0)dx (2.2.2)
gw(m)go
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Una forma alternativa de expresar la ecuaciéon anterior es:
pr= [ L@ix(@6)de (223)
zeQn

donde Q" es el dominio asociado al vector de variables aleatorias X e I () es la funcién indicatriz,

definida como:

Io(z) = 0 sl ga(®) >0 (2.2.4)

1 sige(x) <0

Un aspecto importante que debe ser destacado acerca de la integral de probabilidad presentada en
la ecuacién 2.2.3, es que estd formulada en el espacio fisico. Es decir, las variables de integracién
corresponden directamente a los pardametros que describen la incertidumbre asociada al modelo

estructural.

Funcién de Estado Limite

QX(X) =0
gx(X)
Region Segura Regién de Falla
gx(x) >0 gx(x) <0

Figura 2.1: Representaciéon esquemaética de la funcién de desempeno.

La estructura de la ecuacion 2.2.3 indica que el valor de la probabilidad de falla se ve afectada
por el vector 8 que contiene los parametros de distribucién. Por ejemplo, considere que el [-ésimo
pardametro de la i-ésima variable 6;; sufre una pequenia variaciéon Af; ;. Esta perturbacion afecta
a la funcién de distribucién de probabilidad de la manera fx (x,6 + e;;Af8;;), en que €;; es un
vector cuyas entradas son ceros, excepto para la posicién (Z;;ll ng + l) -ésima, en que es igual
a 1. De manera de ilustrar dichos efectos, suponga un espacio fisico de dos variables aleatorias
independientes, que siguen una distribucién Gaussiana. La perturbacién se incorpora en el valor
esperado de la variable 4, es decir Af;; = Afy; = Ap,. En la figura 2.2 se muestra el corrimiento
lateral que sufre la funcién de densidad. Tal corrimiento produce un cambio en el argumento de la

integral de la ecuacién 2.2.3.
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(a) Espacio Fisico

A

fX(Xv 9)

—e
-
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P
L _ _-
z
7
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=

=
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S

8

! I~ »
Vista en elevacién de fx(x,6)
-7 —__“\ = ~
fx(x,0) TN
|-
AN

Lj

-
-

Vista en planta de fx(x,6)

Figura 2.2: Ilustracién de los cambios que sufre la funcién de densidad ante una perturbacion en el
pardametro de distribucién p; + Ap;. Se asume una variacién positiva del valor esperado.

Una manera de encontrar una expresion para cuantificar la sensibilidad de la probabilidad de falla,
de acuerdo a los pardametros de distribucién, es calculando la derivada parcial de pg con respecto
a cada entrada de 6 [32], i.e:

apF:/ de, I=1,...,n4, d4y...,n (2.2.5)
PRESECIIRCLE

En que 6; ; representa el [-ésimo pardmetro de distribucién asociado con la i-ésima variable aleatoria
vy n; es el numero de parametros de distribucién asociados con la i-ésima variable. En la ecuacién

2.2.5 se asume que fx(x,0) es diferenciable con respecto a 6; ;.

Con el fin de acomodar la ecuacién 2.2.5 para los objetivos de esta investigacién, se introduce la
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definicién de la funcién hg g, , (2, 0) como:

1 6fx (:I:, 9)
fx(z,0) 001,

ha6,.,(,0) = (2.2.6)

Por lo tanto, la ecuacién 2.2.5 puede ser expresada de manera alternativa de la siguiente forma:

901, e (®)<0 ’

2.2.2. Formulacion en el Espacio Normal Estandar

Para calcular la probabilidad de falla, resulta conveniente expresar la integral asociada en térmi-
nos de un vector de variables aleatorias normal estandar Z [16]. Es decir, conviene pasar de una
formulacién de la probabilidad considerando variables aleatorias fisicas X a una formulacién que
involucra variables aleatorias independientes. De esta manera, describir la dependencia entre varia-

bles requiere de un procedimiento adecuado, como puede ser el modelo de Nataf [20].

Formalmente, la transformacién de variables aleatorias del espacio fisico al normal estdndar (y

viceversa) es:

z=tz,(x,0) (2.2.8)
T =1t,2(2,0) (2.2.9)

donde las funciones de transformacién t,, y t., son en realidad funciones vectoriales. Ademas,
estas funciones de transformacién pueden ser lineales o no lineales, dependiendo de la distribucién

que posean las variables aleatorias fisicas.

Tomando en cuenta la definicién de la integral de probabilidad de falla que involucra variables
aleatorias fisicas (ver ecuacién 2.2.2), es posible expresar dicha integral en términos de las variables
normal estdndar. Para realizar esta transformacion, se aplica un cambio de variables para una

integral multiple.
PF :/ fx(z,0)dx
gz(z)go

_ / Fx(tan(2,0),0) |det (Jo.. )| d= (2.2.10)
9z (tza (z,0))§0

en que | - | denota el valor absoluto, det(-) es el determinante de la matriz y J¢,_ es la matriz
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Jacobiana asociada a la funcién de transformacion t,4(z,0):

611 8$1 . 8$1
0z1 Dzo Ozn
ng ng . ng
z z Zn
Jt.., ' : (2.2.11)
oz, ox, . ox,
L Oz 0z Ozn |

Es posible demostrar que al aplicar la transformacién de variables segin la ecuaciéon 2.2.10, la

probabilidad de falla resulta ser igual a:
PF :/ fz(z)dz =/ Ip(t2a(2,0))fz(2)dz (2.2.12)
9z (tz2(2,0))<0 z€Rn

donde fz(z) es la funcién de densidad de probabilidad normal estdndar en n dimensiones. Con
el objeto de tener una notacién més compacta, se define ¢,(z,0) = gz (t.2(2,0)) e I.(2,0) =
I, (t.(2,0)). Por lo tanto, la probabilidad de falla expresada en términos de variables normal

estandar es:
pr = / fz(z)dz = / I,(2,0)fz(z)dz (2.2.13)
gz(zxe)go z€ER™

En la dltima expresion, es importante apreciar que la funcién de densidad de probabilidad normal
estandar es independiente de 6. Sin embargo, la funcién de desempeno expresada en términos de
la variable z depende de los parametros de distribucién 6. Nuevamente, a modo de ilustrar cémo
afecta la transformacién al espacio normal estandar a la probabilidad de falla, se considera una
perturbacién A#; ;. De esta manera, la funcién de desempeno se encuentra afecta a este cambio de
la forma g, (2,60 + e;,;A0; ;). Lo anterior, se ve reflejado en una alteracién de la regién de falla. En
la figura 2.3 se muestra el corrimiento de la funcién de estado limite producto de la perturbacién
AB; ;. En este caso, se supone que el volumen de la region de falla disminuye, siendo menos probable

la excedencia del umbral preestablecido b.
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Espacio Normal Estandar

92(z,0 4+ €,;A0; ;) =0

92(2z,0) \

Region Segura Region de Falla

92(z,0) > 0 92(2,0) <0
v
92(2,0) =0

Figura 2.3: Representacién esquematica de los cambios que sufre la region de falla ante una per-
turbacién del pardmetro de distribucién Ad; ;.

Con el objetivo de cuantificar lo sensible de la probabilidad de falla en el espacio normal estandar,

se introduce un cambio de variable a la ecuacién 2.2.7, por lo que puede ser reescrita como:

apF == / hmﬂl i(xv e)fX(xv e)dm (2214)
00, gu(2)<0 ’

— / has, . (tse(2,0),0) fx (trn(,0),0) [det (T4, )| dz (2.2.15)
9a (t22(2,0),0))<0 ’

Introduciendo la nomenclatura h; g, ,(2,0) = hgyg, ,(tz2(2,0),0), se determina la expresién de

interés para la sensibilidad.

Opr _ / hzo, (2,0)fz(2)dz (2.2.16)
00, ; 92(2,8)<0 ’

La funcion h g, ,(z,0) se define formalmente como:

- 1 an (tzm(z7 0)7 0)
hz,@z,i('z?e) - fX(tzw(z’O),a) ael,i

(2.2.17)

En las secciones siguientes (2.2.3 y 2.2.4) se presentan las estrategias abordadas en esta investigacién

para calcular la probabilidad de falla y su sensibilidad desarrolladas en el espacio normal estandar.
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2.2.3. Sensibilidad de la Probabilidad — Integracién sobre el Dominio de
Falla (IFD)

La ecuacién 2.2.17 puede ser escrita de manera mas compacta. Por un lado, al comparar las ecua-

ciones 2.2.10 y 2.2.13, es claro que:

fx(x,0)|det (J¢., )| = fz(z) (2.2.18)

Al derivar esta dltima ecuacién respecto de 6, ;, se determina que:

0 .0 P 5
fgéi) et ()| + (. 6) g (et (Je,.)]) = ggl(j)

0 .0 o

f)c;éi) det (Jr,,.)| = gzl(j) - Px(@.0) g (et () (2.2.19)

La ultima expresion puede ser simplificada de la siguiente manera.
1. La derivada parcial de la funcién de densidad de probabilidad normal estandar puede ser

calculada directamente.

(9fz<z) - 0 1 e_%sz
891,1‘ o 80[71 (271’)”/2

o 1 o 2T —ZT 82
= (202 90,

= —fz(2)z" v, (2.2.20)

En la ultima linea de la ecuacién, se introduce la definicién v; ; = 9z/90, ;, donde v; ; denota

la velocidad, i.e. la razén de cambio de z respecto de una perturbacién en el valor de §; ;.

2. La derivada parcial del valor absoluto del determinante del Jacobiano puede ser calculada

tomando en cuenta la férmula de Jacobi [13] y la derivada de la funcién valor absoluto.

d(|det (Jt.,)|)  det(Jy,,) Odet (Jt,,)
aal,i o |det (Jtzm)‘ 80l7z
_det (Jy,,) 1 OJy,,
= |det (Jtzm)‘ det (Jtzm)tT (Jtzm a@l_yi
= |det (Jy, )| tr [ J; 2 0.y (2.2.21)
= = 00,

En estas ecuaciones, se asume que det (Jy__ ) # 0. La traza del producto entre la inversa de la

matriz Jacobiana y la derivada parcial de dicha matriz puede ser simplificada considerando:
= El teorema de la funcién inversa, que en este caso implica que:

Jy =1 (2.2.22)

2z toz
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donde I es la matriz identidad.
= La féormula que permite calcular la derivada de la matriz inversa.
0
J Ty, =1
tor tez /ael,i
oJ; dJ
TZ J + J*l TZ — 0 J*l
ael’i trz toz ael,i toz
oI ¢
o2 — _ J;1 —e= gl 2.2.23
60l,1', toz aehi toz ( )
Utilizando las ecuaciones 2.2.22 y 2.2.23, se demuestra que:
_, Oy oJ,!
tr(J; b === ) =tr [ J ez
r < tza 89l7i > ( toz 89l7i
0d
= —tr (Je, J; - 2= g !
( toz ty, agm tmz)
J
— _t Tz J
( 90i t”)
[ o2, 0z | [ox ox;
811801@ e 6:6”801@ 0z1 Tt Ozn
= —tr
8%z, 8%z, Oxy 0%y
_8:8189[11' e 8:87,,89[11' 821 e 8Zn
[ 811[(,11.) é)vl(,lj) Oy Oz
ox1 ce Oxp, 0z Tt Ozp
= —tir
Bvl(z) avl(;;) Oy Oz,
L Oz, e Oy, 0z1 e Ozn
k
k1 =1 6$j azk
__ zn: 9 (s)
P azk L,
= —div (v;,) (2.2.24)

donde div(-) denota el operador de divergencia.

En vista de las deducciones anteriores, la ecuacion 2.2.19 puede ser simplificada como se muestra a

continuacién.

0, |det (J¢,,)| = —fz(2)z"vii + fx(x,0) |[det (J4,,)| div (v:)

= (=2"v; + div (vi)) fz(2)

(2.2.25)
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Con la informacién contenida en las ecuaciones 2.2.18 y 2.2.25, es posible escribir una expresién

alternativa para la funcién h g, (2, 8).

1 0fx(tzz(2,0),0)
fX(tm(z,H),O) 39171'

B 1 ((—sz,i + div (vi,)) fZ(z)>

B ( fz(2) |det (J¢,, )|
[det(J¢, )]

hzﬁl,i (zv 0) =

= _ZTUM + div (v;;) (2.2.26)

Reemplazando esta 1ltima expresion en 2.2.16 se determina la siguiente expresién para la sensibi-
lidad de la probabilidad de falla.

Opr _ / (=2 + div (v1) f2(2)d= (2.2.27)
00, ; 92(2,0)<0

En la ecuacion 2.2.27 el termino de divergencia mide como evoluciona la velocidad en el espacio
de variables inciertas. En ciertos casos, que dependen del tipo de distribuciéon de probabilidad y
del pardmetro de interés (respecto del cual se evaliia la sensibilidad de la probabilidad de falla) la
divergencia de la velocidad puede ser nula. Mas adelante, se estudiaran ciertos casos particulares

en que la divergencia resulta ser distinta e igual a cero.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Formulacién de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 16

2.2.4. Sensibilidad de la Probabilidad — Integracion sobre la Funcién de
Estado Limite (IFEL)

Una manera alternativa de deducir la expresién para la sensibilidad de la probabilidad es diferenciar

directamente la ecuacién 2.2.13 respecto a 0 ;.

8pF 0 /
= z)dz 2.2.28
aal/z 80171 ( gz(z7e)go fZ( ) > ( )

Esta integral debe ser calculada utilizando la férmula de Leibnitz [10], resultando la siguiente

expresion:

Opr
00,

= / fz(z)v] ndS (2.2.29)
S

donde:
= v;; es el término de velocidad definido con anterioridad.

= S es el conjunto de puntos perteneciente a la funcién de estado limite, i.e.:
S={zeR":g,(2,0) =0} (2.2.30)

= dS es un elemento diferencial de superficie.

= 1 es el vector unitario normal a la funcién de estado limite:

T
992 (2,0) 992 (z,0)
n = |: bz 7 Ozn :| = VZQZ(Z’ 0) (2 2 31)
‘ [agz(zﬂ) Bgz(z,e)}TH IV292(z, 0)]|
Oz 7Y Ozp
donde || - || denota la norma Euclidiana de un vector.

En aplicaciones practicas, habitualmente solo se tiene acceso al gradiente de la funciéon de desempeno
en términos de las variables aleatorias fisicas Vg, (2, ). En tal caso, es posible calcular el gradiente

en el espacio normal estandar utilizando la matriz Jacobiana.

V:9:(2,0) = Ji, Vaga(,0) (2.2.32)
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2.2.5. Relacion entre sensibilidad de la Probabilidad Calculada mediante

Integracion en el Dominio de Falla y Funcion de Estado Limite

Las expresiones 2.2.27 y 2.2.29 son dos métodos distintos que permiten calcular la sensibilidad de
la probabilidad de falla. En principio poseen grandes diferencias, por ejemplo que la ecuacién 2.2.27
es una integral de volumen y 2.2.29 es una integral de superficie. Por lo tanto, en esta seccion se
ahonda en la relacién entre ambas formulaciones, desarrollando el andlisis de sensibilidad en base

a la interpretacién propuesta en [10], para comprender el alcance de dichas formulaciones.

Considere un dominio de integracién asociado a una probabilidad de falla. Este, se encuentra
representado por la funcién de estado limite inicial g, (z,0) = 0, en el espacio normal estdndar. Al
incorporar la perturbacién A6, ;, el contorno de la regién de falla cambia a g, (2,0 + e;;,A0, ;) = 0.

Tal efecto, se puede apreciar en la figura 2.4.
92(2,0) =0 92(2,0 + e, A0 ;) =0
\ /

22

92(2,0) >0

Figura 2.4: Esquema de un dominio mévil debido a una perturbacién del parametro de distribucién
AB;;, en el plano zj 2.

En tal contexto, la derivada de la probabilidad de falla (ecuacién 2.2.13) es:

app - 0
00, 001,

/ fz(z)dz1dz2 (2.2.33)

9(2,0)<0

(2.2.34)
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La tdltima ecuacién refleja el cambio en el valor de la probabilidad de falla debido al desplazamiento

de la funcién de estado limite, tal como se ilustra en la figura 2.4.
Para resolver la derivada de la integral entre paréntesis, se propone un argumento fisico de acuerdo

a lo sugerido en [10], que considera la integracién en los dominios de falla asociados a g,(z,0) =0

v 92(2,0 4+ €;;Af; ;) =0, tal como se ilustra en la figura 2.5.

gz(z, 0) =0 ‘gz/(z,ﬁ + el,iAGM) =0

22

gz(z,ﬁ) >0 VAHH ‘n

Figura 2.5: (a) Dominios de falla asociados a g»(z,0) = 0y g2(z,0 + €;;A0;;) = 0. (b) Seccién
infinitesimal entre contornos de integracién

El vector v se define como la razén de cambio en un punto perteneciente a g,(z,8) = 0, debido a
una perturbacién en el pardmetro de distribucién §; ; para un valor fijo de ;. Ademads, n representa

el vector normal a la funcién de estado limite y d.S corresponde a un elemento infinitesimal de arco.

Al realizar la diferencia entre las integrales de probabilidad asociadas a los dominios de falla defi-

nidos por g(z,0) =0y g2(2,0 + e;,A0;;) = 0 se tiene que:
// fz(z)dz — / fz(z)dz (2.2.35)
9z(z,0+e;, A6, ;)<0 9=(2,0)<0

Evidentemente, la sustraccién de estas dos integrales es igual a la integral de la funcién de densi-
dad de probabilidad sobra la franja infinitesimal comprendida entre ambos dominios de falla. La

contribucién de un elemento diferencial de dicha franja a la sustraccién buscada es igual a:

fz(z) (vAG, ;) - (ndS) (2.2.36)
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Por lo tanto, al aplicar el limite a la ecuacién 2.2.35 cuando Af¢; ; — 0 se tiene:

I s Jf

, 9z(z,0+e; ;A0 ;) 9=(2,0)<0
lim
A6y ;—0 Ab;; 92(2,8)=0

fz(z)v-ndS (2.2.37)

En consecuencia, la ecuacién 2.2.13 se transforma finalmente en:

Opr :/ fz(2)v - ndS (2.2.38)
i Jg.(z0)=0

El resultado anterior indica una integral de linea que es evaluada sobre el contorno g.(z,0) = 0,
idéntica a la deducida en 2.2.29.

De manera alternativa, es posible expresar el vector unitario normal en un punto de la funcién de
estado lfmite como n = [d22/dS, —dz1/dS]T. Ademés, considerando v = [021/80, ;,022/00, ], el

producto punto resulta igual a:

ds’ dSs

V’n,dS: |:(9Zl 82:2 :| |:d22 d21:|TdS 821 82’2

dzg — ——d 2.2.
05" D0 90, oo, (22.39)

Por lo que la integral de la ecuacién 2.2.38 queda expresada como:

0z 0z
/gz(z’e)_ fz(z)v-ndS = / o 0(fz( )89“ — fz(z )%ud ) (2.2.40)

Tomando en cuenta la ultima expresién, es posible transformar el contorno de integracién sobre la
regién de falla mediante el teorema de Green. Por ende, como resultado de esta seccién, se determina

la siguiente igualdad:

1o} 0fz(z) 0= 0fz(z) 0z
20, / Jz(z)dz1dz // { 921 ael,ﬁ D2 001,

9=(2,0)<0 92(2,0)<0 (2241)

i (2 (4) (2 (32

Agrupando términos de la ecuacién anterior, se logra una integral para calcular la sensibilidad de

la probabilidad de falla de la forma siguiente:

gglFi N // oo FI2E) V() (Ve ) dz (2.2.42)

// —av + div(v)) fz(2)dz (2.2.43)

(2,0)<0

La ecuacién 2.2.43 es una integral sobre el dominio de falla, que es idéntica a la ecuacion 2.2.27.
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La deduccién de la ecuacion 2.2.38, presentada en esta seccion, hace uso de argumentos geométricos
y demuestra que la sensibilidad de la probabilidad de falla puede ser calculada mediante una integral
sobre una funcién de estado limite. Ademds, la aplicacién del teorema de Green permite formular
la integral de superficie como una integral de volumen sobre la region de falla en la ecuacién 2.2.43.
Esto demuestra que los métodos discutidos en las secciones 2.2.3 y 2.2.4 son en realidad dos maneras

distintas, pero equivalentes, para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla.
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2.3. Coeficiente de Elasticidad de la Sensibilidad

Para la validacién y comparacion de los resultados de sensibilidad obtenidos en este trabajo, se
utilizard un coeficiente adimensional denominado coeficiente de elasticidad [8, 18]. Esta cantidad
permite comparar resultados de manera méas objetiva, especialmente cuando los pardmetros inciertos
poseen distintos ordenes de magnitud y/o unidades de medida. En particular el coeficiente de

elasticidad de la probabilidad de falla con respecto al pardmetro 6; ; se define como:

_ Opr 0,
00, pr

Ve, , (2.3.1)

En la ecuacién anterior, se asume que ¢;; es distinto de cero. Esta medida de la sensibilidad
se puede utilizar para cuantificar la importancia relativa de los pardametros del sistema sobre la
confiabilidad estructural. Ademaés, el coeficiente de elasticidad es menos sensible a un posible sesgo
de los resultados. Esto 1ltimo, debido a la normalizacion respecto al estimador de la probabilidad
de falla.

2.4. Evaluacion de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad

Utilizando Simulacion

Evaluar la probabilidad de falla hace necesario resolver una integral de alta dimensién (ecua-
cién 2.2.2). Lo anterior, es debido a que generalmente los modelos de elementos finitos poseen
un gran numero de valores inciertos relacionados a los pardmetros del problema como especifica-
ciones geomeétricas, criterios de carga, condiciones de contorno, etc. Resolver la integral de manera
numérica o encontrar la solucidon exacta, es inviable para la mayoria de los casos de interés en
ingenieria o solo existe solucién para contados casos. Por consiguiente, multiples métodos han sido
desarrollados con el fin de resolver problemas de confiabilidad de manera préctica. En este aspecto,
los métodos de simulacion buscan cuantificar la incertidumbre a través de simulaciones del problema
estructural, asociado a generar distintas realizaciones de los parametros inciertos involucrados en el
problema. La ventaja de aplicar este tipo de metodologias, es la robustez al momento de cuantificar
la incertidumbre considerando un gran ntumero de pardmetros inciertos. Es por este motivo, que
los métodos de simulacién son los abordados en este trabajo con el fin de estimar la probabilidad
de falla y su sensibilidad. En particular, se utiliza la técnica de simulacién Line Sampling (LS), la

cual se contrasta con Monte Carlo Simulation (MCS), por ser un método ampliamente utilizado y
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robusto. Sin embargo, es necesario vigilar los esfuerzos numéricos requeridos, ya que dependiendo

de lo que se desea evaluar, la cantidad de simulaciones necesarias puede ser importante.

2.4.1. Monte Carlo Simulation

Monte Carlo Simulation (MCS) [27] es un método ampliamente utilizado en ciencia y en ingenierfa,
debido a que permite cuantificar la incertidumbre presente en un sistema estructural de un modo
general y simple. En principio, la técnica genera muestras de las variables aleatorias X, de acuerdo
a la funcién de distribucién asociada fx (x, 8). Luego, resuelve el sistema estructural para cada una
de las realizaciones de los pardmetros inciertos, por medio del método de elementos finitos. De esta
manera, se realiza un andlisis estocastico derivado de ejecutar el modelo de forma determinista. En
la figura 2.6 se muestra un esquema cualitativo del proceso, donde se tiene un espacio de entrada
con cierta variabilidad y un espacio de respuesta el cual posee una variabilidad traspasada desde

los parametros inciertos de entrada.

Es importante destacar que la exactitud de los resultados depende del niimero de muestras genera-
das. Lo anterior, es debido a que se cuenta con un nimero finito para el procedimiento determinista.
Sin embargo, es posible disminuir la diferencia entre la prediccién y la respuesta real, incluyendo
todas las incertidumbres asociadas, considerando una cantidad adecuada de muestras por medio de
un analisis de convergencia del estimador. Se ha demostrado que el coeficiente de variacion muestral

del método es proporcional a 1/1/N, donde N es el nimero de muestras.
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Espacio de Entrada Espacio de Respuesta

fx(z,0) fr(r,0)

%
(@

Ix;(x5,05)

Anlisis Determinista MEF

»

\J

fre (T8, O1)

Figura 2.6: Andlisis estocdstico basado en MCS (Schuéller 2006).

2.4.1.1. Calculo de la Probabilidad de Falla Mediante MCS

Como se ha mencionado anteriormente, MCS es una técnica de caracter general que permite evaluar

integrales multidimensionales. Por ejemplo, la la integral de la ecuacién 2.2.13:

pF = / I.(2,0)fz(z)dz (2.4.1)
z€Rn™
se estima como:
1N
br~ 5 > 1.(z%,0) (2.4.2)
k=1
donde z*)| k =1,..., N son muestras independientes e idénticamente distribuidas segin fz(2).

El estimador pr converge al valor pr a medida que N — oo. Si bien la integral fue planteada en
el espacio normal estdndar, Monte Carlo también es aplicable cuando la integral se plantea en el
espacio fisico. En la figura 2.7 se presenta un esquema descriptivo del proceso de muestreo y las

condiciones para la evaluacién de la confiabilidad segin I,(z, 0).
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Una forma de cuantificar la precisién del estimador pr es calcular su coeficiente de variacién 6;,,,

que se define como [1]:

b5, = T2 (2.4.3)

donde E[-] y V[] representan el valor esperado y varianza del argumento. Dado que el estimador pp

se calcula mediante muestras independientes, idénticamente distribuidas, se cumple lo siguiente.

\/V [% chvzl I (28, 0)}
E [% Zgzl I (28, 0)}
ey

VE S L (0.6

RNV L. (=.6)
" INE[L (2.0)]
1 V(I (z,0)]
" VN E[L(2,0)]

615F =

(2.4.4)

Para aplicar esta ultima férmula, se necesita conocer el valor esperado y varianza de I.(z,8).
Como habitualmente tales cantidades no son conocidas, es posible estimar el coeficiente de variacién
utilizando los estimadores del valor esperado y varianza. El estimador del valor esperado de I,(z, 8)

es precisamente la expresion de la ecuacion 2.4.2, mientras que el estimador de la varianza es:

v R (k) AL - ® g)° -2
1)~ 3 (Iz (z ,9) pr) =y ((;Iz (z ,0) ) NpF> (2.4.5)

k=1

Por lo tanto, el estimador del coeficiente de variacién 6;,, es:

2 1 \/(Nll) ((Z]kvzl I (z(’“),e)Q) - Nﬁ%)
s VN br

(2.4.6)
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En el caso particular de MCS, la expresién para estimador del coeficiente de variacién se reduce a:

s \/uvl—n((ziilfz(zw),e)?) )

PN Pr
1 /o (Nir — Ni%)
VN DF

_ 1—pr _ |1—pF
- \/(N “pr \/ Nr (24.7)

Regién Segura Regién de Falla

A Muestras de Falla
I,(z,0)=1

Muestras Admisibles
I,(2,6) =0

o Muestras generadas utilizando MCS

Figura 2.7: Representacion esquemaética de la técnica MCS.
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2.4.1.2. Calculo de la Sensibilidad de la Probabilidad de Falla Mediante MCS

El método de simulacion Monte Carlo también puede ser utilizado para calcular la sensibilidad de
la probabilidad de falla. La implementacion es andloga a la presentada en la seccién anterior. Para
obtener la sensibilidad de la confiabilidad con respecto al pardmetro de distribucién 6, ;, tome en

cuenta la forma alternativa de expresar la ecuacién 2.2.16.

Opr
00,

= / I.(2,0)h 9, (2,0)fz(z,0)dz (2.4.8)
z€ER™

Luego, aplicando MCS, la sensibilidad de la probabilidad de falla puede ser estimada por medio de:

N
Obr 1 (*) )
901, N;Iz(z ,0)hz 6, (2", 0) (2.4.9)
Donde (2(*),8),k = 1,..., N son muestras generadas a partir de la funcién de densidad de pro-

babilidad fz(z,0). Una ventaja en el estimador de la sensibilidad de la ecuacién 2.4.9, es que no
requiere evaluar el modelo estructural nuevamente. Esto se debe a que utiliza las mismas muestras
generadas para estimar la probabilidad de falla como para el analisis de sensibilidad. Es decir, la

estimacién de sensibilidad se puede interpretar como una etapa de post-procesamiento.

En este caso, el coeficiente de variacién del estimador de la sensibilidad viene dado por la siguiente

expresion:

N 2
1 \/m Yot (Iz(z<k>, 0)h, ,(2%),0) — g%)
Ogpe ™ 0ome = 7= ‘aﬁF (2.4.10)

001 i

En general, para obtener un d 53 bajo, se necesita un numero elevado de muestras.

90y ;
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2.4.2. Line Sampling

La técnica de simulacién Line Sampling (LS) [17] permite estimar — bajo ciertas condiciones —
probabilidades de falla con una eficiencia numérica muy superior a la del método Monte Carlo.
Line Sampling ha sido disenada para ser aplicado a problemas de confiabilidad de alta dimensién

en el espacio normal estandar, donde el niimero de parametros inciertos es elevado.

La idea principal tras esta técnica es identificar una direcciéon que apunte hacia la regién del espacio
normal estdndar con mayor contribucion a la probabilidad de falla. Dicha direccién se denomina
direccidn importante o, existiendo varias formas en las que puede ser identificada [17]. Un candidato
natural para calcular « es el negativo del gradiente de la funcién de desempeno evaluado en el origen
del espacio normal estandar.

V29:(0,0)

o= ——""" 7 2.4.11
19.9.(0.60)] (24.11)

Una vez que se ha identificado la direccion a, se evalda la respuesta del sistema a lo largo de lineas
paralelas a la direccién seleccionada (que se generan aleatoriamente en el espacio de las variables
de entrada inciertas). Para ello, se introduce una rotacién de coordenadas en el espacio normal

estandar tal que:
z=ayl + Tyt (2.4.12)

donde !l es una coordenada paralela a, y* es un vector de dimensién (n —1) x 1 que representa un
conjunto de (n— 1) coordenadas perpendiculares a a y T' es una matriz de rotacién de coordenadas
de dimensién n x (n — 1). Tomando en cuenta la rotacién de coordenadas propuesta en la ecuacién
2.4.12 y considerando que la funcién de densidad de probabilidad normal estandar posee simetria

radial, es posible expresar la integral de probabilidad de la ecuacién 2.4.1 como:
b / / I (e +1y".0) iy (v) s (u*) dylay* (2.4.13)
yLeRn—1ylleR

donde fy (y“) v fy1 (yl) son distribuciones normales estandar independientes de dimensién 1 y

(n — 1), respectivamente. Con el objeto de tener una notacién mas compacta, se define:
$(Ty™*,6) = / I (ay” + Fyl,G) Fri (y”) dy! (2.4.14)
yleR
por lo que la integral de la ecuacién 2.4.13 se reduce a:
PF = / $(Ty™,0)fyr (y+) dy* (2.4.15)
yL GR"'_l

Para estimar la integral de la ecuacién 2.4.15, es posible generar muestras del vector de variables
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y* utilizando simulacién Monte Carlo.

N
. 1
Pr = PpPr = N kzz:l¢ (FyL’(k)ae) ) yl7(k) ~ fYL (yL) ) k= 17 .. 'aN (2416)

Esta tltima expresién es el estimador asociado a la técnica Line Sampling. La interpretacién de este
estimador es la siguiente. Por un lado, la funcién ¢(T'y*, 8) corresponde a una integral (unidimensio-
nal) del producto entre la funcién I(z, 8) y la funcién de densidad de probabilidad normal estdndar,
sobre la porcién de linea descrita por la ecuacién L) = {y+ €¢ R A yll e R: 2z = ayll + Ty ®)}
que cae en en el dominio de falla (ver figura 2.8). Por otro lado, esta integral debe ser evaluada
para distintas muestras de y*. Por lo tanto, Line Sampling es en realidad una combinacién entre
la técnica de simulacién Monte Carlo e integracién numérica, pues se generan muestras aleatorias

en un espacio de (n — 1) dimensiones y luego, se calcula una integral sobre la dimensién restante.

La funcién 1 (T'y~8), es una integral que extrae informacién sobre la porcién de una linea que se
ubica dentro de la regién de falla. Bajo el supuesto que solo una porcién de dicha linea se encuentra
dentro de la regién de falla (y que la direccién « es apropiada), la integral de la ecuacién 2.4.14 se

reduce a:
o0

$(Ty™,0) = /Iz (ay” + l“yL,H) Fri (y“) dy! (2.4.17)

c

donde g, (ac+ T'y*,0) = 0. Note que ¢ puede ser interpretado geométricamente de la siguiente
manera: es la distancia Euclidiana (en el espacio normal estdndar) que existe entre la muestra y*
y el dominio de falla (medida en direccién de «). Esta dltima integral representa la funcién de

probabilidad acumulada normal estdndar (®(-)) evaluada en un cierto punto, es decir:

(Ty*,0) = 7fyn (y”) dy!l = @ (—¢) (2.4.18)

A modo de resumen de todo lo expuesto previamente, se deben aplicar los siguientes pasos para

estimar el valor de la integral de la ecuacién 2.4.1.

1. Determinar la direccién importante a utilizando la ecuacién 2.4.11 (u otro criterio apropiado
[17]) v definir k& = 1.

2. Generar una muestra y=*®) ~ fy1 (y1) y calcular el producto Ty *). Una manera senci-
lla para producir esta muestra y calcular simultaneamente el producto buscado, es generar

una muestra z*) distribuida de acuerdo a una funcién de densidad de probabilidad normal
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estandar independiente, de n dimensiones y aplicar la siguiente ecuacion:

2000 — Pyt h) = () (aTzuc)) « (2.4.19)

3. Calcular el valor de la funcién de desempeiio g, (ay” + z 5, 0) sobre una grilla de valo-
res de yll. Dicha grilla puede estar compuesta, por ejemplo, por nueve puntos distribuidos

uniformemente en el intervalo 3!l € [0, 8].

a) Si existe certeza que la linea en estudio cruza solo una vez la funcién de estado limite,

L.(k) mediante interpolacién, tal que

determinar la distancia ¢(*) asociada a la muestra z
gz (ac(k) + z (k) 0) = 0. Una representacién esquemética de la distancia ¢*) se ilustra

en la figura 2.8 para 3 muestras distintas.

b) De lo contrario, utilizar los valores de la grilla para generar un modelo aproximado de la
funciéon de desempeno. Este modelo aproximado se denota como g, (ay” + 2z (k) 0) y
puede ser generado utilizando cualquier esquema de interpolacion apropiado. Utilizando
esta aproximacion de la funcién de desempeno, se evalta 1) (zlv(k), 0) de forma numérica

(ver ecuacion 2.4.14).

4. Sik < N, definir k = k+1 y retornar al paso 2. De lo contrario, estimar el valor de la integral
buscada utilizando la ecuacién 2.4.16 y calcular el coeficiente de variacién del estimador

mediante la siguiente férmula.

Sy A O, = 1 \/(Nl_l) ((Z’L ’ (‘AZL’(k)’O)Q) ] NpAFQ) (2.4.20)

br N PF
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!

Figura 2.8: Ilustraciéon esquematica de la técnica Line Sampling

2.4.3. Estimacion de la Sensibilidad Utilizando Line Sampling

Line Sampling, al igual que el método de simulacién Monte Carlo, puede ser utilizada para estimar la
sensibilidad de la probabilidad de falla. Més atin, mediante esta técnica es posible tomar ventaja de
las estrategias presentadas anteriormente en el espacio normal estandar. Por tanto, las siguientes
secciones 2.4.3.1 y 2.4.3.2 pretenden adecuar las expresiones de integraciéon sobre el dominio de
falla e integracién sobre la funcién de estado limite presentadas en las secciones 2.2.3 y 2.2.4,

respectivamente, y aplicar la técnica de muestreo Line Sampling en ellas.

2.4.3.1. Approach 1: Método de Integracion sobre el Dominio de Falla (IDF)

Las ecuaciones 2.2.13 y 2.2.16 poseen similitudes en cuanto al dominio de integracién y al argumento.
De hecho, la evaluacién de la sensibilidad de la probabilidad de falla consta de los mismos pasos
bésicos que para el anslisis de confiabilidad. Primero, la generacién de muestras aleatorias z1+ (%)
k = 1,...,N en el hiperplano ortogonal a la direccién importante . Segundo, la integracién
numérica unidimensional a lo largo de cada linea L*), k = 1,..., N sobre el dominio de falla. La
unica diferencia es la funcion de integracién en el segundo paso, que es igual al producto entre
la funcién de densidad de probabilidad y la funcién h, g, ,(z,0) (evaluada a lo largo de L(¥)). De

este modo, para desarrollar un estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla, considere la

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Formulacién de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 31

ecuacion 2.2.16 escrita de la siguiente manera

Opr _ / L.(2.0)hs g, (2.0) f2(2)dz (2.4.21)

Al considerar la rotaciéon de coordenadas en el espacio normal estdndar, la ecuacién anterior se

reescribe como:

9
pr :/ / L(ay! + Tyt 00, (ay! + Tyt 0) fy1 (v fy o (yH)dyldy™  (2.4.22)
00,; ylern—1 Jyller

A fin de tener una notacién méds compacta, se define:

¢z0.,Ty",0) = /H L(oyl + Tyt 0) s, (ayl + Ty™,0) fy (y1)dy! (2.4.23)
yleR

Por lo que la integral de la ecuacién 2.4.22 se reduce a:

Opr
00,.;

= / ¢=00.(Ty",0) fy o (yH)dy™* (2.4.24)
yL ERn—l

Las muestras generadas a través de la simulacién Monte Carlo de la variables y*, permiten apro-

ximar la integral de la ecuacion 2.4.24 de la manera siguiente:

N
8pF aﬁF 1 1
~ :72: (Ty+®) g (k) o N k=1, N 2.4.25
391,1‘ 80l,i Nk:1(pz,0111< Yy ’ )’ Yy fYJ-(y )7 ’ ) ( )

Expresiones analiticas para la integral 2.4.23 pueden ser obtenidas para ciertos tipos de distribu-
cién de probabilidad asociadas con X. Algunas de ellas seran presentadas en capitulos posteriores
para los casos de variables aleatorias independientes y correlacionadas de distribucién Gaussiana y

Lognormal.
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El coeficiente de variaciéon asociado al estimador de gaLlF- aplicando la técnica de simulacién Line

Sampling es:

\/(Nl—l) ((Ei‘v—l (@zﬂz,i (ZL’(k)’o)f) - (ggi)2>

Opr
091’,;

63131?/091,,1‘ = (2.4.26)

-

2.4.3.2. Approach 2: Método de Integracion sobre la Funcién de Estado Limite (IFEL)

Una de las caracteristicas esenciales de Line Sampling es que en cada linea que se analiza L(¥)| es
posible determinar con precisién el punto (o los puntos) en el que dicha linea intersecta la funcién
de estado limite g.(z,0) = 0. Por lo tanto, Line Sampling puede ser conveniente para calcular la
sensibilidad de la probabilidad de falla en base a la integral definida sobre la funcién de estado
limite de la ecuacion 2.2.29. Para los fines de esta contribucion, se supone por simplicidad que al

momento de aplicar LS, cada linea intersecta la funcién de estado limite solo una vez.

Previo al célculo de la integral de la ecuacién 2.2.29, se introducen las siguientes tres consideraciones.

1. La integral se parametriza respecto del vector de coordenadas y, que es perpendicular a
la direccion importante a. En tal caso, es sencillo demostrar que el diferencial de superficie

puede expresarse de la siguiente manera.
dy*
laTn|

as

(2.4.27)

2. Se define la funcién ((z, @), que involucra la velocidad v; ;, el vector normal n y la direccién

importante a.

T
v n

Cl,i(zae) =

la’n|
'UT- V292(2,0)
Lil[Vg2(2,0)]]
V292(2,0)
[IV292(2,0)]|

vﬁvzgz(z, 0)

= 2.4.28
[@V9.(z.0)] (2.4.28)

ol

3. En vista de la parametrizacion de la integral propuesta en la ecuacion 2.4.27, los puntos
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pertenecientes a la funcién de estado limite cumplen la relacién:
gz (ac+Ty*,0) =0 (2.4.29)

Note que ¢ describe la distancia Euclidiana entre el punto y* y la funcién de estado limite,

medida en direccién de a. Evidentemente, ¢ depende de y*, por lo que ¢ = ¢ (yL).

Reemplazando las ecuaciones 2.4.27, 2.4.28 y 2.4.29 en la ecuacién 2.2.29, se determina la siguiente

expresion.

0
pr _ / G (e + Tyt 0) fy1 (0) fys (y5) dy* (2.4.30)
801,1' yleRn-1

Indudablemente, esta tltima integral puede ser estimada utilizando simulacion Monte Carlo:

pr _ Obr _ lzN:C ,(ac(k) 4Tyt 9> J; (C(k))
OHM 59l,z‘ N 2 1,i Yy ) v
_ iZN: Lk g A.
Nk_ln(z , ) (2.4.31)

donde z ) son muestras generadas segiin se indica en la ecuacién 2.4.19 y n (zJ-, 0) es:

n (zL’(k), 0) =17 (I‘yL’(k), 0) = Q,q (ac(k) + Ty "), 9) fyi (C(k)) (2.4.32)

En caso que la hipdtesis de que cada linea de Line Sampling interesecta la funcién de estado limite
solo una vez no se cumpla, el procedimiento propuesto anteriormente se modifica de la siguiente
manera. Tomando en cuenta que g, (acp + Tyt 9) =0, p=1,...,n. donde n. es el nimero de
veces que la linea descrita por la ecuacién ayll + Tyt intersecta la funcién de estado limite, se

modifica la funcién 7 (z*,0) de la siguiente manera.

n(z+.0) = Z Gi (acy, +25,0) fyi (cp) (2.4.33)
p=1

Expresiones analiticas de la expresién 2.4.33 pueden ser obtenidas para ciertos tipos de distribu-

cién de probabilidad asociadas con X . Algunas de ellas serdan presentadas en capitulos posteriores
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para los casos de variables aleatorias independientes y correlacionadas de distribucién Gaussiana y

Lognormal.

El coeficiente de variacién para el estimador geLf en este caso es:
1

o (S e 0.0) - (22)')

Obr
00, ;

(2.4.34)

Z‘H

00pr/00,; =
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Capitulo 3

SENSIBILIDAD EN
PROBLEMAS DE VARIABLES
ALEATORIAS
INDEPENDIENTES

3.1. Introduccion

El capitulo anterior incorpora los medios para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla
de manera genérica. Es mas, las expresiones del capitulo 2 no solo son validas exclusivamente
para la técnica de simulacion Line Sampling, sino que pueden ser aplicadas para cualquier otra
metodologia de simulacién. Por ende, el objetivo de este capitulo es adecuar las estrategias IDF e
IFEL, presentadas en 2.2.3 y 2.2.4, a problemas que involucran variables aleatorias independientes.
Luego de ello, se tratan los casos especificos de variables aleatorias independientes de distribucién
Gaussiana y Lognormal. Finalmente, se presentan ejemplos alusivos a las metodologias propuestas

y se comparan resultados en el area de estudio.
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3.2. Relacion entre el Espacio Fisico y Normal Estandar pa-

ra Variables Aleatorias Independientes

Las estrategias para la estimacion de sensibilidad de la probabilidad de falla estan relacionadas con
las ventajas de la formulacién en el espacio normal estandar. Estas corresponden a la independencia
entre variables y a la evaluacion de la sensibilidad en términos de la la funcién de desempeno. Por
tales motivos, se resuelve la relacion entre el espacio fisico y normal estdndar para el caso de

variables aleatorias independientes, con el fin de demostrar la equivalencia de resultados.

3.2.1. Transformacién entre el Espacio Fisico y Normal Estandar

La funcién de densidad de probabilidad asociada a un conjunto de variables aleatorias independien-

tes cumple la siguiente propiedad:
i=1

donde 8; es el vector de parametros de distribucién asociado a la variable aleatoria X;.

La transformacién desde el espacio de variables aleatorias fisicas al normal estdndar se formula a

partir de la siguiente igualdad [16].

En la tltima ecuacién, Fyz,(-) v Fx,(-) representan las funciones de probabilidad acumulada normal
estandar y de la variable aleatoria X;, respectivamente. Por lo tanto, las funciones de transformacién

entre el espacio de variables fisicas y normal estandar son las siguientes.

Fz_l:l (Fx,(%1,01))

z=ty(x,0) = : (3.2.3)
Fgl (FXn (70, 65))

n

F);ll (le (21)791)

T =1ty(2,0) = : (3.2.4)

F);j (F'z, (2n), 0n)
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Fy Oy F);l( -) equivalen a las funciones de probabilidad acumulada inversa de la variable normal

estandar Z; y aleatoria X;, respectivamente.

La ecuacion 2.2.10 requiere calcular la matriz Jacobiana para deducir una expresién de la proba-
bilidad de falla en el espacio normal estandar. Esta matriz resulta ser diagonal, puesto que z; solo
depende de z;. Se deduce una expresién para los términos de la diagonal de dicha matriz, derivando

la ecuaciéon 3.2.2 respecto de z;.

d
Py, (2) = Py, (w:,6) /i
dl‘i
fz,(zi) = in(l’i,@i)E
dri _ fz.(2) i1
dz  fx,(z4,0;) Y

n (3.2.5)
A partir de la ultima ecuacion, se puede deducir directamente que:
det (J,) = TT -2 3.2.6
et (2.1 = 1T 728 g5 (3.2.6)

Reemplazando las ecuaciones 3.2.1 y 3.2.6 en la ecuacion 2.2.10, se determina que:

_ Tre o000 (TT f2G) ) 4.
Pr = /gz(z,9)<0 <H fX7( 1791)> (Z];[ in (.’L‘“9,)> d

i=1

= / fz(z)dz (3.2.7)
9=(2,0)<0

Finalmente, es posible apreciar que la expresion 3.2.7 es exactamente igual a la ecuacién 2.2.16,

resultado obtenido de la deduccién general presentada en la seccién 2.2.2.
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3.3. Implementacién Practica del Estimador de Sensibilidad

Una expresion para la sensibilidad de la probabilidad de falla, en el caso de variables aleatorias
independientes, se fundamenta en la ecuacién 2.2.26. Se asume que el pardmetro 0;; es l-ésimo
pardametro asociado a la distribucién de la i-ésima variable aleatoria. Por lo tanto, es sencillo
verificar que:
(@)
3 _ o0 v
z791,i(z70) =~z + Oz (3'3'1)
; 2

(@)

donde v

= 02;/00,; corresponde al termino de velocidad derivando la i-ésima variable aleatoria
respecto al pardmetro de interés 6; ;. La evaluacién del término 'Ul(,ii) depende del tipo de distribucién
y del pardmetro 0; ;. En la siguiente seccién, se presentan expresiones de velocidad para dos tipos

de distribucién: Gaussiana y Lognormal.

3.3.1. Solucion Analitica de la Velocidad — Distribuciéon Gaussina

Considere la variable aleatoria independiente X; de distribucién Gaussiana con valor esperado
1; v desviacién estdandar ;. Ambos pardmetros, asociados a X;, estan agrupados en el vector
0; = [ui,04)T. La funcién de transformacién entre el espacio fisico al normal estdndar tiene la

forma siguiente:

Li — Hi
2 = ——— 3.3.2
=0 (33.2)
Al diferenciar la relacién anterior, es posible determinar los términos de velocidad y divergencia
para los pardmetros de distribucién 6; ;, [ = 1,2, en que [ = 1 se refiere al valor esperado y [ =2 a

la desviacién estandar.

vy, = 96, = o = (3.3.3)
Vo = 689?1 = gji = —% (3.3.4)
%Lzl;i —0 (3.3.5)
aavjzji = —Ui (3.3.6)

Al reemplazar los resultados anteriores en la ecuacién 3.3.1 se obtiene que:

hz,fh,i (z,@) = ﬁ (337)

05

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 3. Sensibilidad en Problemas de Variables Aleatorias Independientes 39

22 1
ha s (2,0) = —- — — (3.3.8)

Es posible notar que la derivada de la velocidad con respecto al valor esperado de z;, es cero. Este
es un caso particular, ya que dicho termino depende del tipo de distribuciéon y del parametro de

interés.

3.3.2. Solucién Analitica de la Velocidad — Distribucién Lognormal

Al igual que en el caso anterior, la variable aleatoria independiente Lognormal X; posee parametros
de distribucién p; como valor esperado y o; de desviacion estandar, ambos agrupados en el vector
0; = [1;,0;]7. Sin embargo, es el logaritmo de la variable x; el que posee distribucién normal con
pardmetros asociados pg, de valor medio y desviacion estandar og,. La dependencia entre ambos

parametros sigue la siguiente relacion:

2
i i

o2

oG, = {/In (12 + 1) (3.3.10)
M

Los términos de velocidad y divergencia se derivan respecto de los pardmetros de distribucién 6 ;

[ =1,2 de la variable X;. A continuacién se presentan las expresiones en funcién de las constantes
Ona, 9o¢g, .

90, Y B0,
0z; 1 dog, 8/-‘0
P 206 ; 3.3.11
e 01, lofe? (z 00, ; * 09, ; ( )
81)171‘ - 1 aO'Gi (3 3 12)

821- a _Jigi 39“

Las expresiones para la velocidad y divergencia son comunes para ambos parametros de distribucién.
Sin embargo, dependen de las derivadas de ug, y og, respecto a 6, ;, por lo que a continuacién se

presentan las expresiones correspondientes para cada criterio:

2
8HGi _ 8/1(;1. o—HG— (ﬂci) (2 _ eigéi)

961, o ’ (3.3.13)

dog, _dog, _ 1 . e [ ~(oa)

0, om oa \¢ 7 -1 (3.3.14)

pa, opa, —ugv—a(ociy o

805, 0oy (e7 = 1) (3.3.15)
N3 K3

80’Gi _ 80'G,i . —pe, —30g o2 _ 1 8/’(‘Gl

89271‘ - 80’1 - 0_7@6 i2 ° (e i — 1) = E ag'l (3316)
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Es posible inferir que para [ =1 o [ = 2, la funcién h, g, , presenta la misma forma, dada por:

(3.3.17)

1 ) ) 1 )
hos, (2,6) = —= ( dog, n 3#0,/) dog,

Toa 00 T 00, ) oa, 00,

3.4. Aplicacion a los Métodos de Simulacion

Los términos de velocidad (v; ;) desarrollados anteriormente pueden ser aplicados en distintos méto-
dos de simulacién con el fin de estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla. Como prosecucién
de las técnicas de simulacién Monte Carlo y Line Sampling, se incorporan los resultados obtenidos
en los casos de distribucién Gaussiana y Lognormal a las expresiones de g%i, en el caso de variables

aleatorias independientes.

3.4.1. Monte Carlo

La implementaciéon del cédlculo de la sensibilidad de la probabilidad en el contexto del método
de simulaciéon Monte Carlo es posible gracias a los resultados de la funcién h g, , obtenidos en
la seccién previa. Al remplazar h, g, , de acuerdo al tipo de distribucién en la ecuacién 2.4.9 se

consigue el estimador de sensibilidad buscado.

1. Estimador de la sensibilidad para el caso de una distribucién Gaussiana con el

método de simulacién Monte Carlo

Al reemplazar en la ecuacién 2.4.9 la funcién h g, , 3.3.7 obtenidos en la seccién anterior, el
estimador de sensibilidad respecto al valor esperado 6; ; = p; de la i-ésima variable aleatoria

es igual a:

~ N
apf“ ~ %ZIZ (z(k),a) (;) (3.4.1)

Para el caso de la desviacién estandar 6, ; = 0;, reemplazando la expresién 3.3.8 en la ecuacién

2.4.9, el estimador de sensibilidad resulta igual a:

~ N
ZIZ N %ZIZ (=.6) (f _ 01> (3.4.2)
i | 3 3
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2. Estimador de la sensibilidad para el caso de una distribucién Lognormal con el

método de simulacién Monte Carlo

La funcién h g, , posee la misma forma para ambos pardmetros de distribucién (ver ecuacién

3.3.17). Por lo que al reemplazar en la ecuacion 2.4.9, el estimador adquiere la siguiente forma:

N
1 1 dog, Ouc,i 1 Jog,

~ 28T (2. 0) (s (- L P0G AN 7 3.4.3

20,; N Z (z ’ ) ( © < oG 00 S 00, ) oG, 591,1') (3:43)

3.4.2. Line Sampling

Aplicar las expresiones de velocidad utilizando la técnica de simulacién Line Sampling, es posible
mediante las estrategias de integracion IDF e IFEL, de las secciones 2.4.3.1 y 2.4.3.2. Por lo tanto, se
desarrollan los criterios asociados a las estrategias de integracion, con el fin de conseguir expresiones

que estimen la sensibilidad de la probabilidad de falla.

3.4.2.1. Integracién sobre el Dominio de Falla (IDF)

La estrategia de integracién IDF depende la funcién h. g, ,(2,0) resuelta en las secciones 3.3.1 y
3.3.2 para los casos de variables independientes de distribucién Gaussiana y log-normal. Segun el

tipo de distribucién, la funcién h, g, ,(z,0) se reemplaza en ¢, g, , (ecuacién 2.4.23):

020, Ty".0) = /H L(oy! + Tyt 0)h.p, (! + Ty™, 0) fyi (y1)dy! (3.4.4)
ylleR

Estimador de la Sensibilidad con el Método IDF en Line Sampling — Distribucion

(Gaussiana

Al reemplazar la funcién h, g, ,(z,0) en la ecuacién 2.4.23, asociada al valor esperado p; de la

i-ésima variable aleatoria Gaussiana, la integral se reduce a:

[eS) 2

En el caso de la desviacién estandar o; de la variable aleatoria X;, se reemplaza h. g, ,(z,0) en

02,05, POr lo que la integral es igual a:

oo 2
()OZi792,i(Z’LJ_’(k))0i) = / (ZZ - 1) fyH (y”)dyH (346)

0 0;
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Ahora bien, debido a que las integrales 3.4.5 y 3.4.6 estdn descritas en el espacio normal estandar,
es posible encontrar una solucién analitica. Para ello, se toma en cuenta la rotacién de coordenadas

de la ecuacién 2.4.12 y se resuelven las expresiones de acuerdo a cada pardmetro de distribucién

Gaussiano.
(R Fo, (—ck)
Peitn (Zf’(’“),oi) A G zj’(’”w (3.4.7)
g; ag;
(k) Fo (—c®)
Ger0, (Zj,(k)70i> — (a c® 42zt (k)) Jz (C ) (a +< L(m) 1> z, (=) (3.4.8)
: - o

Donde fz,(-) y Fz,(-) corresponden a la funcién de densidad de probabilidad y a la funcién de
distribucién acumulada, respectivamente, en el espacio normal estandar.
Finalmente, el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla para cada parametro de

distribucién de una variable aleatoria Gaussiana es:

opr  Opr _ 15 L,(k)M

901, Ou; N kz:: : o (3.4.9)
opr  Opr _ 15 ® o L fz () 1 Fyz, (—c®)

80s; 9oy N; (a T ) I o7 + ( ) 1) == (34.10)

Estimador de la Sensibilidad con el Método IDF en Line Sampling — Distribucién

Lognormal

En el caso de una variable aleatoria Lognormal, la funcién h, g, , (2, @) posee la misma forma para
ambos parametros de distribucién. De esta manera, se reemplaza en la integral 2.4.23 como se

presenta a continuacién:

10 g [T (s (2P0, e\ 1 dog, 1y
Soijﬂl,i (Zi 301) 7\/c ( Z1< O'Gi ael7i Zz+ 891’7;) U'Gi ael)i fy” (y )dy (3411)

(3.4.12)

Al igual que en el caso anterior, se resuelve la integral asociada a ¢, ¢, , considerando la rotacion de
coordenadas de 2.4.12. Por lo tanto, la expresion analitica para el caso de una variable independiente

Lognormal se reduce a:

o (5.0 = (8 1209 st ) 0 o () oass

1 aCTG,i 2 1,(k) 2 1,(k) 8;@1 1 aO'GJ; (k)
(UGJ‘ Wll (ai * (Zl ) T 00,.; B og,i 00;; Fz (C )

En conclusion, el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla para los parametros de
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distribucién de una variable aleatoria Lognormal es:

Opr ., Obr _ L 090G, (2.0 LY, Onc.a
90,; ~ 00, NZ <og, 00, ( +20i2; >+ 00, fz, ( ) (3.4.14)

1 Oogi [ o INONE L.(k)O1a,i 1 Ooc *
513 2 - L(k) “PG , F
(UGJ 901, <az - (Zz ) ta 00,; og; 00, Zi (C )

3.4.2.2. Integracién sobre la Funcién de Estado Limite (IFEL)

Recordando que el estimador de sensibilidad para la estrategia IFEL correspondiente a la ecuacién
2.4.31:

Opr al (k) 1,(k) k)
90, 2:: (ac® Tyt ®,0) fyo ()

Es posible verificar que la funcién (; ;(z, 8) (ecuacién 2.4.28) depende del termino de velocidad vy ; y
del gradiente de la funcién de desempeiio V. g,. Debido a que g.(z, 8) depende del tipo de problema,
solo se reemplazan los términos de velocidad v; ; segun las expresiones encontradas anteriormente

para la distribuciones Gaussiana y Lognormal.

Estimador de la Sensibilidad con el Método IFEL en Line Sampling — Distribucién

Gaussiana

Para encontrar un estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto al valor esperado
i asociado a la i-ésima variable de distribucién Gaussiana, se reemplaza el termino v;; en la
ecuacién 2.4.28 de la forma:

_iagz(zae)
CLi(2,0) = Cui(2,0) = 02— (3.4.15)

|aTV2g2(2,0)|
En el caso de la desviacién estdndar o; de la i-ésima variable de distribucién, (2 ;(z, @) corresponde
a:

2 092(2,0)

i(2,0) = (o i(2,0) = 20 4.1
42, (Z, ) C is (Z ) |aTVzgz(Z,0)| (3 6)
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Finalmente el estimador de IFEL respecto a cada parametro de distribucién Gaussiano es igual a:

Opr 1N L agza(z,a)
_1 o 0z <k>) 3.4.17
C .
o~ N = aTVog. (=00 ( (34.17)
“ z; 092(2,0
Opr al _Eigﬁ(zi :

1
- __oi O9m (k) 4.1
90, = N 2 gz () (419

Es importante indicar que tanto la funcién (; ;(z,6) como el gradiente de la funcién de desempetio
V.g-(2,0) se evaliian en los puntos de cada linea L*) de muestreo, que interceptan a la funcién

de estado limite. Es decir, cumplen la relacién:

gz (a, k) 4 I‘yl,H) =0 (3.4.19)
La cual toma en cuenta la parametrizacién respecto del vector de coordenadas y=, que es perpen-
dicular a la direccién importante a.

Estimador de la Sensibilidad con el Método IFEL en Line Sampling — Distribucién

Lognormal

El término de velocidad v; ; es el mismo para cada parametro de distribucién, por lo que la funcién

(1,; de una variable aleatoria Lognormal X; resulta igual a:

1 Oog, opa; \ 992(2,0)
7O'Gi (ZZ BGM + 80M) 827‘,

|aTvzgz(z, 0)'

Gi(2,0) = (3.4.20)

En este caso, el estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla mediante IFEL de una distri-

bucién Lognormal es:

1 doc, | Ouc,\ 0g.(z,0)
opr 1 i o (=T + T) 252 (3.4.21)
00, N |a®V.g:(2,0)] B

’ k=1

Del mismo modo que el caso anterior, la funcién ¢; ;(z, 6) y el gradiente de la funcién de desempeno
V292(z,0) se evalian en los puntos de cada linea L*) de muestreo, que interceptan a la funcién

de estado limite.
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3.5. Ejemplos

Los siguiente ejemplos numéricos ilustran la aplicacion de las estrategias IDF e IFEL en el contexto
de Line Sampling. Todos los ejemplos son comparados con la técnica de simulacién Monte Carlo
a manera de referencia y validacién de los resultados obtenidos. Esto tdltimo, se debe a que Monte

Carlo es un método robusto y ampliamente utilizado en ciencia e ingenieria.

3.5.1. Ejemplo 1

El primero ejemplo es definido por la funcién de desempeno siguiente:

2 1
gz(x) =b— (*g(xl + 29) — Zn(xl - 332)2> , X; ~N(0,1), i=1,2 (3.5.1)
Donde b corresponde al valor umbral asociado con el criterio de falla, X; y Xs son variables
aleatorias independientes de distribucién Gaussiana, con pardmetros de distribucién 8; = [u;, 0;]7 =

[0,1]T, i = 1,2 y k es un parametro que controla la no linealidad de la funcién de estado limite.

Para este ejemplo se utilizan dos valores de «:
= k= (0.1 No linealidad débil.
= k¥ =1 No linealidad fuerte.

El objetivo de este ejemplo es ilustrar las cualidades de la técnica de simulacion Line Sampling.
Con dicho fin, se determina un valor umbral b considerando una probabilidad de falla del orden de
pr =~ 1 x 1073, Adems4s, la ventaja del presente ejemplo, es que involucra una funcién de desem-
pefio analitica de manera tal que ciertos parametros involucrados, como por ejemplo la direccion

importante o, son posibles de resolver de forma directa.

El primer paso en resolver un problema de confiabilidad estructural, mediante la técnica de simu-
lacion Line Sampling, es determinar la direccion importante c. La cual, depende del gradiente de

la funcién de desempenio (ecuacién 2.4.11), como se presenta a continuacion:

dg, 09 T
Vg (2,0) = [32’17 522}
T
2 1 2 1
= l\g + iﬂ (21 — 22), ,g - iﬁ (21 — 22) (35.2)
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Al evaluar el negativo del gradiente en el origen del espacio normal estdndar, la direccién importante

resulta ser igual a:

o =

_ Ve4:(0.6) _ V2 g
IV.92(0,0)]] 2 [1.1] (3.5.3)

Una representacién esquematica en el espacio normal estandar de la funcion de estado limite y de
la direccion importante o se muestra en la figura 3.1. En ella, se puede apreciar cémo cambia el

contorno de la regién de falla segin el pardmetro k.

35F

25

22

151

g:(2,0) =0

Figura 3.1: Funcién de estado limite y direccion importante c. Imagen izquierda x = 0.1 e imagen
derecha k = 1.

En la tabla 3.1 se presentan la probabilidad de falla del sistema estructural y su respectivo valor
umbral, para los casos de k = 0.1 y k = 1. La estimacién es realizada mediante la técnica de
simulacién Monte Carlo (MCS) y Line Sampling (LS) como se detalla en las secciones 2.4.1.1 y
2.4.2, respectivamente. El valor de referencia obtenido con el método de Monte Carlo es calculado a
través de la generacién de un ntimero elevado de muestras (N = 10°). Por otro lado, la estimacién
mediante Line Sampling evalia la funcién de desempeno en ocho puntos por cada linea de muestreo

L) (con un total de N = 10% lineas), con el fin de interpolar la distancia c® k=1,...,10°.
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k | Valor Umbral b pr MCS pr LS C.0.V.MCS | C.0.V. LS
0.1 2.16v/2 1x1073 | 0.99 x 1073 3.2% 0.6%
1 2v/2 1.15x 1073 | 1.14 x 1073 2.9% 2.4%

Tabla 3.1: Probabilidad de que el umbral b sea sobrepasado

El valor obtenido de la probabilidad de falla es bastante cercano entre ambos métodos de simulacién.
Se observa ademads, que Line Sampling posee un coeficiente de variacién menor en ambos casos, lo

cual coincide con el menor niimero de muestras requerido en la estimacién de la probabilidad.

3.5.1.1. Analisis de Sensibilidad de la Probabilidad de Falla

La sensibilidad de la probabilidad de falla es resultado de un post-procesamiento de la informacién
obtenida del andlisis de confiabilidad. Por tanto, el estimador de sensibilidad es desarrollado en
conjunto al de la probabilidad de falla, en donde es aplicada las estrategias de integracién IDF
e IFEL, secciones 3.4.2.1 y 3.4.2.2. Los resultados se presentan en las tablas 3.2 y 3.3, en que se
deriva la probabilidad de falla respecto a cada uno de los parametros de distribucién del problema
0; = [pi,oi)T,i=1,2.

k=0.1| MCS | LS-IDF | LS-IFEL | C.0.V. MCS | C.0.V. LS-IDF | C.0.V. LS-IFEL
e 10.0024 | 0.0023 | 0.0024 3.27% 0.96 % 0.56 %
e 10.0024 | 0.0024 | 0.0024 3.28% 0.84% 0.62%
e 10.0052 | 0.0049 | 0.0050 3.74% 1.75 % 0.86 %
gor10.0050 | 0.0052 | 0.0051 3.74% 1.59 % 0.75 %

Tabla 3.2: Sensibilidad de la Probabilidad de falla para x = 0.1

k=1| MCS | LS-IDF | LS-IFEL | C.0.V. MCS | C.O.V. LS-IDF | C.0.V. LS-IFEL
g’;f 0.0026 | 0.0026 0.0026 2.99 % 2.31% 2.69 %
g’% 0.0026 | 0.0026 0.0026 2.99 % 2.31% 2.69 %
gﬁf 0.0050 | 0.0050 0.0050 3.25% 2.33% 2.62%
g’% 0.0050 | 0.0050 0.0050 3.23% 2.33% 2.63 %

Tabla 3.3: Sensibilidad de la Probabilidad de falla para x = 1
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Los resultados presentados anteriormente indican que el valor del estimador de sensibilidad es
positivo respecto a cada uno de los parametros de distribucién. Esto quiere decir, que la probabilidad
de falla aumenta si ocurre una perturbacion positiva en alguno de dichos pardmetros. Lo anterior,
es posible de observar en la figura 3.2, como aumenta la region de falla debido a una perturbacién
en cada uno de los parametros 0, ;, [,7 = 1,2, expresado en un corrimiento hacia la izquierda de la

funcién de estado limite en el caso de k = 0.1.

3

25

z( 0) =
—=94(2,0 + e, 1AM1) 0
——04(2,0 + e21Aps) =0
oo ——04(2,0 + e12A01) =0 i
gz(Z 0+ es QAO'Q) =0
00 D‘.S ;. 1‘.5 ‘2 2.‘5 3
21

Figura 3.2: Funcién de estado limite evaluada considerando estado nominal y perturbado para los
parametros de distribucién. Ejemplo 1, caso de k = 0.1.

Ademds, a través de los resultados es posible distinguir pequenias diferencias entre métodos, pero
los valores obtenidos de sensibilidad de la probabilidad de falla son bastante cercanos entre si. Esto

ultimo es posible de ver en las figuras 3.3 y 3.4 para las estrategias IFD e IFEL.
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Figura 3.3: Sensibilidad de la probabilidad de falla para el caso de k = 0.1 ejemplo 1.
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Figura 3.4: Sensibilidad de la probabilidad de falla para el caso de k = 1 ejemplo 1.
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3.5.2. Ejemplo 2

El presente ejemplo es tomado de la literatura [23], y es caracterizado por la siguiente funcién de

desempeno:
gz (x) = 04z HT _ 032215 _ 90 (3.5.4)

Donde X; y X5 son variables aleatorias independientes de distribucién Gaussiana, con pardmetros
de distribucién 0; = [u;, 057 = [0,1]7, i = 1,2. Las cualidades de este ejemplo son dos. Primero,
involucra una funcién de desempeno analitica por lo que es posible la evaluaciéon de un gran ntimero
de muestras para estimar la probabilidad de falla y su sensibilidad. Segundo, los resultados obtenidos
al aplicar las estrategias IDF e IFEL pueden ser comparados con la referencia [23]. En la figura
3.5 se presenta un esquema de la funcién de estado limite y del vector de direccion importante
a = [—0.942,0.336]7 propuesto en el articulo citado [23].

15f

92(z,60) >0

0.5F

<2

-0.51

-15 :

Figura 3.5: Funcién de estado limite y direccion importante o y «y en el espacio normal estandar,
ejemplo 2.
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En una primera instancia, se estima la probabilidad de falla y su sensibilidad con respecto a 6;;,
l,i = 1,2 considerando la direccién importante o propuesta en [23]. Para ello, es aplicado Line
Sampling, junto a las estrategias descritas en las secciones 3.4.2.1 y 3.4.2.2, considerando un total
de 10° lineas de muestreo, evaluando la funcién de desempenio en cinco puntos equidistantes por
cada linea, con el fin de aproximar la distancia ¢*), j = 1,...,10°. La tabla 3.4 presenta los

resultados obtenidos con LS y aplicando la técnica de simulacién Monte Carlo con un total de 107

muestras.
Estimador | MCS LS-IDF | LS-IFEL | C.0.V.MCS | C.0.V. LS-IDF | C.0.V. LS-IFEL
P 3.6 x 1073 3.6 x 1073 0.52% 0.04%
Gee ~1x1072 | =1x 1072 | =1 x 1072 0.53 % 0.04% 0.03 %
Se 3.8x107% | 3.7x 107 | 3.8 x 1073 0.73% 0.35% 0.06 %
e 2.6 x 1072 | 2.6 x 1072 | 2.6 x 1072 0.56 % 0.09 % 0.05 %
e 4%x1073 | 4x107% | 4x1073 1.31% 0.85 % 0.38%

Tabla 3.4: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variacién)
respecto a 0;;, 1,7 = 1,2, obtenidos mediante las técnicas de simulacién Monte Carlo y Line
Sampling.

De la tabla 3.4, es posible observar que ambas estrategias presentan resultados similares, al igual que
con MCS. Adems4s, es interesante notar que el estimador de sensibilidad adquiere diferentes signos
dependiendo del pardmetro de distribucién. Por ejemplo, en el caso del valor esperado asociado a la
variable aleatoria X la sensibilidad es negativa, por lo que un aumento en el valor u; deriva en una
disminucién de la probabilidad de falla. Por el contrario, al producirse un aumento en cualquiera
de los pardmetros o1, s o 09, la probabilidad de falla aumenta, lo cual es indicado a través del
signo positivo en el estimador de sensibilidad. Lo anterior, es posible de apreciar en la figura 3.6,
en que se aprecia como un aumento en el valor de p; produce una contraccién de la regién de
falla, versus el resto de pardmetros que provoca una expansion de la misma. Adicionalmente, en
este caso el coeficiente de variacion de la estrategia de integracién sobre la funcién de estado limite
(IFEL), fue menor. Es decir, presenta una variabilidad menor en la estimacién de la sensibilidad
de la probabilidad de falla.
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Figura 3.6: Funcién de estado limite en el espacio normal estdndar, evaluada considerando un estado
nominal y perturbado de parametros de distribucién.

En una segunda etapa, se analiza la situacién propuesta en [23], en que se perturba la direccion
importante en —15°, es decir v = [—0.997,0.081]7 (como se muestra en la figura 3.5). Tal medida,
tiene como fin verificar la eficiencia de Line Sampling ante una condicién no 6ptima para la ex-
ploraciéon de la region de falla. En este caso particular, Line Sampling es aplicado con un total de
10* lineas de muestreo. Los resultados obtenidos se muestran en las figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10, en
donde se compara la evolucién del estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla para ambas
direcciones importantes propuestas (a y =) y para cada uno de lo pardmetros de distribucién.

Al observar las figuras se puede concluir los siguiente: Primero, se obtiene el mismo resultado para
cada uno de los casos independiente de la direccion importante utilizada. Lo cual indica, que la
técnica de simulacion Line Sampling no pierde su precisién en la estimacion de la sensibilidad a
pesar de no implementar las condiciones éptimas de muestreo. Segundo, la estrategia de integracién
sobre la funcién de estado limite (IFEL) en todos los casos demostré converger més rapido que la
estrategia de integracién sobre el dominio de falla. Tercero, para ambas direcciones, a y -y, se obtu-
vieron resultados idénticos, con la diferencia de que con la direccion importante ¢ la convergencia

al valor de sensibilidad es mas rdpida y estable. Este ultimo resultado, difiere del obtenido en [23],
80

lo cual puede deberse a la manera de cuantificar el velocidad de cambio de , descrita en la

seccién 3.4.2.2.
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Figura 3.7: Evolucién del estimador de sensibilidad 5—51 respecto al nimero de lineas de muestreo

N. Figura (a), estimador evaluado considerando la direccion importante . Figura (b), estimador
evaluado considerando la direccion importante «v. Ejemplo 2
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Figura 3.8: Evolucién del estimador de sensibilidad g’—L respecto al niimero de lineas de muestreo

N. Figura (a), estimador evaluado considerando la direccion importante . Figura (b), estimador
evaluado considerando la direccion importante «. Ejemplo 2
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Figura 3.9: Evolucién del estimador de sensibilidad g% respecto al nimero de lineas de muestreo
N. Figura (a), estimador evaluado considerando la direccion importante . Figura (b), estimador
evaluado considerando la direccion importante «. Ejemplo 2

Figura 3.10: Evolucién del estimador de sensibilidad é% respecto al niimero de lineas de muestreo
N. Figura (a), estimador evaluado considerando la direccion importante a. Figura (b), estimador
evaluado considerando la direccion importante «. Ejemplo 2
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3.5.3. Ejemplo 3

El ejemplo a continuacién se basa parcialmente en un caso estudiado en [15]. El cual consiste en
una zapata circular de 2 [m] de didmetro que ejerce presién sobre una capa eldstica de suelo are-
noso de 9 [m] de espesor, que descansa sobre un sustrato rocoso (infinitamente rigido). Tres de los
pardmetros del sistema se consideran inciertos: el médulo de Young (X; = E), la razén de Poisson
(X2 = v) de la capa del suelo y la presién que ejerce la zapata modelada como carga distribuida
(X3 = q). Los tres pardmetros se caracterizan como variables aleatorias de distribucién normal,
con valor esperado igual a 011 = ugp = 10° [kN/m?], 631 = p,, = 0.35 y 051 = pg = 64 [kN/m?],
respectivamente. Ademés, se considera un coeficiente de variacién de 5 % para el caso de v, mientras
que para el modulo de Young y la carga ¢ se utiliza un coeficiente de variacién de 10 %. El objetivo
de este problema es determinar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores
esperados de la variables inciertas del problema. La funciéon de desempeno asociada al evento de
falla controla que el desplazamiento vertical bajo el centro de la zapata () no exceda un umbral

de 2 [mm)].

Suelo Arenoso

E,l/ 9 [m]

Roca Basal

Figura 3.11: Esquema de estrato de suelo arenoso del ejemplo 3

Con el fin de resolver el problema estructural, se utiliza el método de elementos finitos, generando un
modelo que involucra 252 elementos tipo membrana de 8 nodos axisimétrico, el cual toma ventaja
de la simetria radial del problema. El andlisis de confiabilidad estructural y el de sensibilidad de la
probabilidad de falla se desarrollan en base al método de simulacién Monte Carlo con N =1 x 10°
muestras. Mientras que con Line Sampling se utiliza N = 10° lineas de muestreo. En el caso
particular de Line Sampling, por cada linea de muestreo se realizan 5 evaluaciones de la respuesta

estructural de tal manera de encontrar la distancia ¢*), k = 1,...,10%. Mediante la aplicacién
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de las técnicas antes descritas, se determina que la probabilidad de falla es pr = 3 x 10~%. Los
resultados de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto a los valores esperados pg, f, y

ftq se ilustran en la tabla 3.5 y figura 3.12.

_ C.0V. | C.OV. | C.O.V.
Estimador MCS LS-IDF LS-IFEL
MCS | LS-IDF | LS-IFEL
g;;;; ~1.0x10"7 | —9.9x 1078 | —1.0x 107 | 5.6% | 4.8% 3.5%
gﬁj —69x1073 | —7.1x1073 | =74 x 1073 | 14.8% | 13.4% 3.5%
S 98x107° | 95x107° | 95%x10°2 | 6.0% | 2.6% 3.5%

Tabla 3.5: Estimacién de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores esperados
de la variables inciertas.

0
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Figura 3.12: Evolucién del estimador de sensibilidad 01;TFE’ 5’: y g’f respecto al nimero de lineas
v q

de muestreo N. Ejemplo 3

De la tabla 3.5 y figura 3.12, es posible apreciar que Monte Carlo y Line Sampling producen re-
sultados similares de sensibilidad de la probabilidad de falla. No obstante, Line Sampling exhibe
una eficiencia numérica mayor, pues es capaz de reproducir estimadores precisos con muchas me-
nos muestras. Es mds, la estrategia de integracién sobre la funciéon de estado limite produce —en
promedio— resultados con un menor coeficiente de variacién. Por otro lado, los resultados obtenidos
de sensibilidad tienen una interpretacion fisica clara. Si ocurre un aumento en el modulo de Young

o en la razén de Poisson tiende a rigidizarse el sistema y disminuir los desplazamientos, por lo
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que la sensibilidad es negativa. Por el contrario, un aumento de la carga ocasiona desplazamientos

mayores, lo que causa que la sensibilidad de la probabilidad de falla sea positiva.

Elasticidad | Valor
Soeue | 302
Spe Le 18.4

Tabla 3.6: Medida de sensibilidad en términos del coeficiente de elasticidad.

Cabe mencionar que el estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla depende del orden de
magnitud del pardmetro de interés. Es por esta razén, que el comparar resultados se debe hacer en
términos del coeficiente de elasticidad presentado en la tabla 3.6. En este caso, se puede decir que
la probabilidad de falla es mas sensible a cambios en el médulo de Young del suelo, por lo que como
una recomendacion de diseno se deberia tener especial cuidado en la determinacién de la capacidad

elastica del estrato arenoso.
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Capitulo 4

SENSIBILIDAD EN
PROBLEMAS DE CAMPOS
ALEATORIOS LOG-NORMAL

4.1. Introducciéon

El an4lisis de sistemas estructurales estocasticos modelados mediante el método de elementos finitos,
requiere de la representacién de los pardmetros de entrada [29]. Tales pardmetros corresponden a
propiedades mecénicas, geométricas y/o solicitaciones, como por ejemplo el médulo de Young,
el espesor de una placa o una carga de viento. Adicionalmente, dichos pardmetros pueden ser

caracterizados por medio de sus fluctuaciones espaciales mediante la aplicacién de campos aleatorios.

Un campo aleatorio es una coleccién de variables aleatorias que muestran un grado de correlacién
espacial, que puede, o no, ser descrita de forma experimental. En el caso de no existir informacién
empirica, lo cual ocurre en muchos casos de interés préactico, se realizan suposiciones con respecto a
la estructura de correlacion y las distribuciones de probabilidad asociadas a las variables aleatorias.
Es en este aspecto, en el presente capitulo se discuten los conceptos relevantes asociados a campos
aleatorios, con el fin de extender las estrategias de sensibilidad de la probabilidad de falla estudiadas

previamente.
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4.2. Campos Aleatorios

Los pardametros cuya variabilidad presenta cierta dependencia espacial, pueden ser caracterizados
mediante un campo aleatorio [4]. En tal contexto, considere a @ un vector que representa la posicién
a lo largo de un eje, por ejemplo la distancia que existe desde un apoyo de una viga al lugar donde
se desea medir el valor de una determinada caracteristica (en este caso particular, el valor de la
seccién transversal de la viga A(x), como se muestra en la figura 4.1). Es razonable esperar, que al
medir el drea A de la seccién en la ubicacién @ para diferentes vigas, se obtengan valores distintos

de esta propiedad. En consecuencia, la propiedad A(x) en « es una variable aleatoria.

AG)
2S5 0,
: ={

e
L

Figura 4.1: Ejemplo de campo aleatoria en una dimensién (Bucher 2009)

Por otra parte, si se compara la seccién transversal A en una ubicacién distinta y para diferentes
vigas, lo més probable es que las secciones medias también sean distintas (ver figura 4.2). Por lo
tanto, la seccién transversal A(y) en y es también una variable aleatoria. Ahora bien, al comparar
los valores de la propiedad A en las ubicaciones e y para un mismo espécimen se observard —en
general— que presentan variabilidad espacial. Sin embargo, es posible apreciar que los valores adya-
centes no difieren mucho entre si, a diferencia de las mediciones realizadas a mayor distancia, que
no presentan relacién. Tal comportamiento es un ejemplo de lo que es posible modelar a través de

campos aleatorios.

Un campo aleatorio H(x) es un conjunto de variables aleatorias y se define segin el tipo de distri-
bucién de probabilidad y por los pardmetros de distribucién asociados (valor esperado, desviacién

estdndar, etc.). Dichas estadisticas pueden ser diferentes para cada valor de x, es decir:
HEeR; @ =r1,20,...,2,)7 €QCR" (4.2.1)
El valor medio se define como:
H(z) =E[H(x)] (4.2.2)

El operador E debe considerarse para un valor fijo de @, es decir, para un valor fijo sobre todas las

realizaciones H(x,w) del campo aleatorio. Tal como es posible de apreciar en la figura 4.2.
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w

X

N{
X,y L

Figura 4.2: Ejemplo de varias realizaciones de un campo aleatorio (Bucher 2009)

El hecho de observar una dependencia espacial de los valores del campo aleatorio H(x) y H(y)
para diferentes ubicaciones = e y se denomina correlacién espacial y se define mediante la funcién

de auto-covarianza:
Cuu(z,y) =E [{H(z) - H(z)} {H(y) - H(y)}] (4.2.3)

La forma de la funcién de auto-covarianza permite clasificar los campos aleatorios de la siguiente

manera:

1. Campo aleatorio débilmente homogéneo

H(z) se denomina débilmente homogéneo en el caso que

H(x) = constante Vx € Q; Cpp(x,x+ &) = Cru(§), Vo € Q (4.2.4)

2. Campo aleatorio isotrépico
En el caso que la funcién de covarianza dependa unicamente de la distancia (no de la direc-

cién), es decir:

Cuypy =Cup(x,z+ &) =Cuu(||€]]), Yz € (4.2.5)

Ademsds, algunas propiedades importantes de la funcién de auto-covarianza son:

= Simetria: Esta propiedad es obvia si se considera la definicién de la auto-covarianza debido a

la propiedad conmutativa de la multiplicacién para el valor esperado.

Cun(z,y) = Cyu(y,x) (4.2.6)
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= Definida positiva: Esta propiedad puede ser descrita por:

// w(x)Chp(x,y)w(y)dedy > 0, Yw(:) (4.2.7)
QRN

» Largo de correlacién: Definida como la distancia de separacién r entre dos puntos r = || —y||.

Entonces la longitud de correlacién L. se expresa como:

fooo r|Cryg(r)|dr

Le=“"———
fo |Crp(r)|dr

(4.2.8)
Cuando L. — oo se tiene un campo aleatorio completamente correlacionado en todo el do-
minio, por lo que en realidad, se tiene solo una variable aleatoria. Por el contrario, cuando

L. — 0 se tiene un campo aleatorio sin ninguna correlacién espacial.

Un ejemplo para la funcién de correlacion es la exponencial, donde se define la funcién de auto-

covarianza como:
CHH(SE, y) = UHHe(_T/LC)2 (429)

Donde x e y representan dos puntos del espacio de interés, ogy corresponde a la desviacién
estandar, r es la distancia entre dichos puntos y L. es el largo de correlacion. De la ecuacién
anterior es posible inferir que a medida que aumenta la distancia r entre dos puntos del espacio,
el grado de correlacion disminuye. Por el contrario, al disminuir la distancia entre dos puntos la

dependencia se hace mas fuerte entre las caracteristicas en estudio.

4.2.1. Expansion de Karhunen-Loéve

Una herramienta 1itil para representar un campo aleatorio continuo H(x) es mediante variables

aleatorias discretas ¢, k = 1,...,00. De esta manera, el campo aleatorio es expresado como sigue:
oo

H(z) =) ckdp(®), crdr €R (4.2.10)
k=1

La variable ¢y (x) representa funciones de modo, la cuales son elegidas de manera que representen
una base ortogonal sobre el espacio €2 que contiene las posibles realizaciones de H. Los coeficientes
¢k son variables aleatorias independientes (cuya distribucién de probabilidad en general es desco-

nocida). Este tipo de representacién se conoce con el nombre de expansién Karhunen-Loeve [24,28]
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y se base en la descomposicion de la funcién de covarianza de la manera siguiente:
Cru(m,y) =Y Mdr()r(y) (4.2.11)
k=1

donde A v ¢x(x) son los valores y vectores propios, respectivamente. Estos son soluciones de la

ecuacion:

4.2.2. Discretizaciéon del Campo Aleatorio

Un campo aleatorio continuo puede ser aproximado mediante un conjunto de variables aleatorias
correlacionadas. Para tal efecto, se divide el espacio que define el dominio del campo aleatorio. En tal
contexto y considerando el uso del método de elementos finitos, se realiza la discretizacion espacial
de la geometria del sistema tal que coincida con la malla de elementos finitos. En la literatura, los
principales métodos de discretizacién de campos aleatorios incluyen el método del punto medio, el
método de la funcién de forma y el método de los promedios locales [29]. En esta investigacién se

utiliza el método de punto medio [6], que se presenta a continuacion.

4.2.2.1. Método del Punto Medio

Der Kiureghian y Ke son quienes introducen el método del punto medio [6]. Este método consiste
en una aproximacion del campo aleatorio H(x) en cada elemento a través de una unica variable

aleatoria. Se define el valor del campo aleatorio en el centroide del elemento x. [30], es decir:
H(x) =H(x.), * € Qe (4.2.13)

En la figura 4.3 se presenta un esquema del método de punto medio, en donde se ilustra el dominio
Q. v la forma en que se realiza la discretizacién, donde cada valor del campo aleatorio queda
representado en el centroide del elemento .. El campo aleatorio discreto H(-) es definido por el
vector aleatorio x = {H(x}),...,H(x})}, en que N, corresponde al niimero total de elementos
definidos en la discretizacion del sistema. El valor medio fi y la matriz de covarianza C son obtenidos
desde el promedio, la varianza y el coeficiente de auto-correlacién de H (+) evaluada en el centroide de
cada elemento. En general, el método de discretizacién del punto medio tiende a sobre representar
la variabilidad en el elemento [6]. Por ello, es de importancia la seleccién del tamano de malla en
la definicién del modelo de elementos finitos. Los elementos no deben ser muy grandes para que la

representacién de la propiedad en el punto medio sea valida.
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Yy

X

Figura 4.3: Discretizacién de un campo aleatorio a través del punto medio del elemento

4.2.2.2. Representacion Discreta de un Campo Aleatorio Log-Normal

El uso del campo aleatorio Gaussiano G(x) es comun en el contexto de andlisis estocdstico [30]. Sin
embargo, no en todos los casos es factible modelar alguna propiedad con un campo Gaussiano. Por
ejemplo, el médulo de Young, el coeficiente de Poisson o propiedades geométricas que adquieren
solo valores positivos. Por tal razén, el campo aleatorio log-normal aparece como una alternativa y

se define como una transformacion del campo Gaussiano de la forma siguiente:
[(x) = @) (4.2.14)

Por lo tanto, se tiene que el campo aleatorio I'(x) es log-normal y busca representar una caracteristi-
ca del sistema estructural. De la misma forma que en el caso de un campo aleatorio Gaussiano,

I'(x) queda totalmente descrito mediante su valor esperado Fu y por la covarianza C.

A su vez, un campo aleatorio log-normal discreto r puede ser representado por medio de la expansién
Karhunen-Loeve. Para ello, se requiere calcular la matriz de covarianza discreta C‘G de un campo
aleatorio Gaussiano discreto G relacionado con la matriz de covarianza € del campo aleatorio
log-normal de interés. Note que se requiere aplicar alguna metodologia para la discretizacion del
campo aleatorio, tal como el método del punto medio, el cual fue explicado en la seccién anterior.
La componente (p, ¢)-ésima de la matriz de covarianza C’G del campo aleatoria Gaussiano asociado

se obtiene mediante la siguiente expresion:

A C
G _ pq . -
Cpy=In (f‘2+1>7 p,g=1,..., N, (4.2.15)
m
La ecuacion 4.2.15 representa la covarianza entre dos puntos p y ¢, donde p,q = 1,..., N, en

que N, es el nimero de elementosdel campo aleatorio y In(+) representa la operacién del logaritmo

natural.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 4. Sensibilidad en Problemas de Campos Aleatorios Log-Normal 65

De manera similar, el valor de la p-ésima componente del valor esperado del campo aleatorio

Gaussiano asociado al campo aleatorio log-normal se calcula como:
NE 2 [pen
A% =1n (FM> — 505 p=1,..,N. (4.2.16)

Luego, es posible utilizar la expresion Karhunen-Loeve para representar un campo aleatorio discreto
Gaussiano, G (z), asociado al campo log-normal discreto I'. Donde la representacion de la propiedad
deseada correspondiente al p-ésimo elemento finito del sistema y se realiza mediante la siguiente

expresion:
I, =M toaliGata p=1,... N, (4.2.17)

donde &, d = 1,..., M son variables aleatorias Gaussianas independientes, M es el nimero de
términos considerados cuando se representa el campo aleatorio Gaussiano, é(a:), usando la expre-
sién de Karhunen-Loeve (notar que M < N,), ﬂg es la p-ésima componente del valor esperado ﬂG
asociado a G(a:) y Cgi conp=1,...,N.,ed=1,..., M son constantes que dependen de los valores

. . . . -G
y vectores propios de la matriz de covarianza discreta C' . Las constantes Cgi se calculan como:

5;1 =\ Ag¢§da pad = 13 .. 'aNe (4218)

.G
donde )\dG es el d-ésimo valor propio de la matriz de covarianza discreta C' y gbgd es el p-ésimo
A G
elemento del vector propio cz')dG de la matriz de covarianza discreta C . Note que \§ y ¢§ se

calculan a partir del problema:
C7¢5 =2G9§, d=1,....M (4.2.19)

Se asume que los valores propios se ordenan de tal forma que )\? > )\g >...> )\%.

Una de las principales ventajas de ocupar una expansién Karhunen-Loeve para representar un
campo aleatorio, es que en casos donde la correlaciéon del campo es alta, entonces se requieren
pocos términos para poder capturar la variabilidad del campo aleatorio. Es decir, es suficiente con

considerar los términos asociados a los mayores valores propios de la matriz de covarianza.
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4.3. Transformacion entre el Espacio Fisico y Normal Estandar

Las ventajas asociadas al andlisis de confiabilidad en el espacio normal estdndar también son aplica-
bles en campos aleatorios. Es por esta razén, que en esta seccion se trabaja en la transformacién al
espacio normal estdndar en los casos de distribuciones Gaussiana y log-normal multivariada. Esto
tultimo con el fin de relacionar el tipo de distribucién de un campo aleatorio con el de confiabilidad,
para luego desarrollar las herramientas asociadas al andlisis de sensibilidad de la probabilidad de
falla.

4.3.1. Caso de Variables Aleatorias Fisicas con Distribucién Gaussiana

Multivariada

En este caso X ~ N (u, C), donde p es el vector de valor esperado (de dimensién n x 1) y C es la

matriz de covarianza (de dimensién n x n).

M1 €11 €12 ... Cin
M2 C21 C22 ... Ca2p

n= , C = (4.3.1)
Nn Cn1 Cn2 e Cnn

Bajo el supuesto que no hay ninguna variable aleatoria X; que pueda ser expresada como una
combinacién lineal de las demés variables aleatorias, la matriz de covarianza C resulta definida
positiva [16]. Note ademds, que el vector de pardmetros @ contiene todos los elementos de p y C,

es decir:

0 = [,LLla"'a,u'n;61170127~~-;Cnn]T (432)

Luego, la funcién de densidad de probabilidad asociada al vector de variables aleatorias Gaussiana
X es:

1
(2m)"/2 det(C) 12

fx(ar:,H) = —i@-w'C  (z—p) (433)

Dados el vector de valor esperado p y la matriz de covarianza C, las funciones de transformacién
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entre el espacio de variables fisicas y normal estdndar son las siguientes [16]:

2=ty (x,0) = B~ " (x — p) (4.3.4)
T =1,.(2,0) = p+ Bz (4.3.5)

donde la matriz B posee dimensién n X n y cumple con la siguiente condicién.
BB =C (4.3.6)

Los detalles especificos sobre cémo calcular B se discuten més adelante, en la seccién 4.3.3.

En un siguiente paso, se determina una expresién para la probabilidad de falla en el espacio normal
estandar a partir de la formulacién en el espacio fisico, segtiin lo propuesto en la ecuacién 2.2.10, la

cual se recuerda a continuacion:

pF = / Ix(tzz(2,0),0)|det (J¢, )| dz (4.3.7)
gm(tzm (z70))§0

Para lograr lo anterior, se realizan dos pasos previos.

1. Se calcula el determinante del Jacobiano. Al diferenciar la ecuacién 4.3.5, se observa que:
Ji., =B (4.3.8)

El determinante de la matriz Jacobiana se calcula mediante las ecuaciones 4.3.6 y 4.3.8;

ademas, se utilizan las propiedades del determinante.
Ji..Ji_ =C /det(-)
det (1, 7., ) = det (C)
det (J¢,. ) det (JtTm) = det (C)

det (J¢,,)? = det (C)
det (J¢.,) = det (C)*/? (4.3.9)

2. Se determina una expresién analitica para fx (t.z(z,0), 0). Para este propdsito, se reemplaza

la ecuacion 4.3.5 en la ecuacion 4.3.3.

. 1 7%zTBTC’_1Bz
Fx(ten(2,0).0) = (s (4.3.10)
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El producto de matrices BTC™'B es igual a la matriz identidad, tal como se ilustra a

continuacion.

ccl=r1

BB'C'=1 /B~

B'c'=B"! /B
B'c'B=1 (4.3.11)

Por lo tanto:
1 T
tox 70 70 = T2E 2
fX( (Z ) ) (27’()"/2 det(C)l/Qe
1

- sz(z) (4.3.12)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones 4.3.9 y 4.3.12 en la ecuacién 2.2.10, se determina una

expresién para la probabilidad de falla en el espacio normal estdndar:

Pr = /gz(z,g)go (sz(z)) (det (0)1/g> s

- / O (4.3.13)
9z(2,0)s

El resultado anterior es idéntico al obtenido para el caso de variables aleatorias independientes y

se relaciona con lo presentado en la seccién 2.2.2.
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4.3.2. Caso de Variables Aleatorias Fisicas con Distribucién Lognormal

Multivariada

En este caso, X ~In N (pu; n,CLN), donde p; n es el vector de valor esperado (de dimensién n x 1)
y Cpn es la matriz de covarianza (de dimensién n x n). Note que el vector de pardmetros @ contiene

todos los elementos de pyn v CrLn, es decir:

0 = [MLNU e ,/LLN”,CLNH, ey CLN,,”L]T (4314)

De acuerdo a las propiedades de la distribucién lognormal, se sabe que In(X) ~ AN (i, C), donde p

y C son el vector de valor esperado Gaussiano y la matriz de covarianza Gaussiana asociadas a X.

H1 i1 Ci2 ... Cin
M2 C21 C22 ... Ca2p

n = , C= (4.3.15)
_Mn_ _Cnl Cn2 e cnn_

La relacién entre (., Crn) y (i, C) es la siguiente.

¢i; = In (MH) ii=1,....n (4.3.16)
ui:ln(uLNi)f%cii, i=1,...,n (4.3.17)
pry, = etitEc i=1,....n (4.3.18)
con,, = ettt Eenten) (gein 1) i,j=1,...,n (4.3.19)

La funcién de densidad de probabilidad asociada al vector de variables aleatorias X es:

1
(2m)n/2 det(C)YV2 [T}, =

fx(x,0) = e~ s (In(@)—p)"C™  (In(x) —p) (4.3.20)

Dados el vector de valor esperado p y la matriz de covarianza C, las funciones de transformacién

entre el espacio de variables fisicas y normal estdndar son las siguientes [16]:

2z =1ty.(x,0) = B~ (In(z) — p) (4.3.21)
T =t.0(2,0) =Bz (4.3.22)

donde la matriz B posee dimensiéon n X n y cumple con la siguiente condicién.

BB =C (4.3.23)
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En un siguiente paso, se determina la expresion de la integral de probabilidad en el espacio normal
estandar a partir de la formulacién en el espacio fisico, segin lo propuesto en la ecuacién 2.2.10.

Para lograr esto, se realizan dos pasos previos.

1. Se calcula el determinante del Jacobiano. Al diferenciar la ecuacion 4.3.22, se determina que:
J,, = diag(x)B (4.3.24)

donde diag(x) es una matriz cuadrada de ceros, excepto por los términos de la diagonal, que

son iguales a . Luego, la expresién analitica para det (J¢__) es la siguiente.

det (J¢, ) = det (diag(x)B))
= det (diag(x)) det (B)

- (ﬁ a:) det (C)"/? (4.3.25)

En la ecuacién 4.3.25 se considera la igualdad det(B) = det (C)l/ % de acuerdo a los resultados
de 4.3.8 y 4.3.9.

2. Se determina una expresién analitica para fx (t.=(z,0),8). Para este propdsito, se reemplaza

la ecuacion 4.3.22 en la ecuacién 4.3.20.

1 1, TpT -1
toa(2,0),0) = TR Ee b 4326
fX( (z7 )a ) (27T)n/2det(0)1/2n?:1xie ( )

De manera similar a lo analizado con la distribucién Gaussiana multivariada, se puede deducir

que esta ultima expresién se reduce a lo siguiente.

1

Tx(t=2(2.0).0) = det(C)V/2 ;2 x‘fz(Z)

(4.3.27)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones 4.3.25 y 4.3.27 en la ecuacién 2.2.10, se determina:

= 1 z - €T; € /2 z
e Lz(z,e)go <(det(C)1/2 [T @ Il )> ((H Z) e > ‘

/( oo fz(z)dz (4.3.28)
92(%2,0)>

El resultado obtenido es idéntico a la relacion expuesta en la seccién 2.2.2 y demuestra la compa-

tibilidad entre el espacio fisico y normal estandar.
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4.3.3. Representacion de una Distribucién Gaussiana Multivariada

La aplicacién de distribuciones Gaussiana y Lognormal multivariadas, demanda el cédlculo de la
matriz B. En ambos casos, el rol que juega esta matriz es representar una distribucién Gaussiana

multivariada de pardmetros (u, C).

La matriz B puede ser calculada de dos maneras distintas: utilizando una descomposiciéon tipo
Cholesky o una descomposicién espectral (valores y vectores propios) [1]. En este documento, se

presentan los detalles la segunda alternativa.

Los valores y vectores propios de la matriz de covarianza C' cumplen la relaciéon:
Cd)d = )\dd)d, d= 1,...,” (4329)

donde A\; y ¢, denotan el d-ésimo valor y vector propio de la matriz C, respectivamente. Se asume
que los valores propios se ordenan de tal manera que A\ > Ay > ... > A\, v que los vectores propios
se normalizan tal que (,‘bz;(ﬁd = 1. Dado que la matriz de covarianza C es real y simétrica, admite

la siguiente representacion:
C =dAd" (4.3.30)

donde A y ® son matrices que agrupan a los valores y vectores propios, respectivamente.

A0 .0
0 /\2 . .
A= (4.3.31)
. o o O
0 0 Ao
® = (¢, 0Py, P (4.3.32)

Ademéds, ® es una matriz ortonormal, por lo que ®7® = ®®T =Ty &1 = &7 (donde I es la
matriz identidad). Por otra parte, bajo el supuesto que no hay ninguna variable aleatoria X; de
la distribucién Gaussiana multivariada (o In(X;), en el caso de una distribucién Lognormal) que
pueda ser expresada como una combinacién lineal de las demas variables aleatorias, la matriz de

covarianza C' resulta definida positiva [16] y se verifica que cl'=aA 10",
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Tomando en cuenta las definiciones anteriores, la matriz B es igual a [16]:
B = ®AY? (4.3.33)

Ademés, la inversa de la matriz B (que se requiere en varias de las férmulas de las secciones

anteriores) puede ser calculada de manera muy sencilla recordando que ® es una matriz ortonormal.

BB '=1
SAV2B =T /<I>T
AV2R-1 _ T /A’I/Q
Bl = A"V29T (4.3.34)
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4.4. Implementacién Practica del Estimador de Sensibilidad

La sensibilidad de la probabilidad de falla se basa en la funcién h. g, ,(z,0) (ecuacién 2.2.26). Por
lo cual, para poder aplicar dicha expresion en el caso de campos aleatorios Gaussiano y Log-normal
se requiere una expresién de velocidad, es decir, v;; = 0z/00, ;. Dicho termino, puede ser calculado

derivando la ecuacién 4.3.5 y 4.3.22 de la forma:

T=p+ Bz \Y, x = cHtB? /827i
op 0B 0z
0= B
o0, a0, Poa,
0z 1 ( Op 0B
ZZ - B == 4.4.1
0., (aem T 90, z) (4.4.1)

Es posible apreciar que para ambos campos aleatorios la expresion del término de velocidad es
el mismo. Luego, obtener una expresién para la divergencia de la velocidad puede ser calculada

directamente a partir de la ecuacién 4.4.1.

0
S (B_l 0B ) (4.4.2)

n (k)

. 1
div (v;;) = Z P 20,
=1 k L,

La derivada 8‘90—? se analiza en la seccién 4.4.1.1, donde se estudia su relacién con las derivadas de
i
valores y vectores propios de la matriz de correlaciéon. En consecuencia, la expresiéon para la funcién

hz,.(2,0) es:

hao,.(2,0) = —2" v ; + div (vy,;)

1 0n _, 0B _, 0B
=2'B7! B ' = _tr (B! 4.4.
* 00,5 tz 00, 2o 00,5 (4.4.3)
Ademaés, es posible deducir que:
0B 1 ocC T
Tt =—2TB! B! 4.4.4
o 00,,° " 2”7 ael,i( ) = (4.4.4)
0B 1 oC T
B! = —¢r (B! B! 4.4.
tr ( 591,1‘) 2" ( 90 (B7) ) (145)

Al reemplazar 4.4.4 y 4.4.5 en la ecuacién 4.4.3 se obtiene una expresién de la funcién h, g, ,(z,0)

para los casos de variables inciertas en campos aleatorios.

On + Lrpg oc

hao,,(2,0) = 2T B!
0:(2,0) =z 0,; 2 00, ;

(B =l (Bl gei (Bl)T> (4.4.6)

En esta tltima expresién, la funcién h g, , (2, @) no depende del término de velocidad. Por tal razén,

el andlisis de sensibilidad se modula en cada punto del espacio de posibilidades de acuerdo al nivel
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de correlacién de las variables del problema.

4.4.1. Sensibilidad de Valores y Vectores Propios de la Matriz de Corre-

lacion

En esta seccion se presentan las expresiones para las derivadas de valores y vectores propios de
la matriz de correlacién con respecto al pardmetro de interés ¢; ;. Este es un tema ampliamente
estudiado en la literatura, en especial la solucién de dos problemas. Primero, la inexistencia de una
solucion explicita para la derivada de vectores propios. Y segundo, el caso en que existan valores
propios repetidos. En [21], Nelson presenta un procedimiento que entrega las derivadas exactas de
primer orden de los vectores propios. La ventaja de este método es que solo requiere informacién
sobre N,, valore propios retenidos para el andalisis, a diferencia de otros métodos que demandan
informacién sobre el total de valores propios, [19]. Sin embargo, este método no aplica para el
caso en que el sistema posea valores propios repetidos. En la literatura se han propuesto variados
procedimientos para estudiar dicho caso ( [5,11,22,31]), la mayoria de ellos a partir del procedimiento
de Nelson. En particular, en este trabajo no se aborda el caso de valores propios repetidos y se
utiliza el procedimiento propuesto por Nelson para determinar las derivadas de primer orden de los

vectores propios.

4.4.1.1. Método de Nelson para las Derivadas de Vectores Propios

Como se ha mencionado anteriormente, el método de integracién sobre la funcién de estado limite
depende del término de velocidad asociado al parametro de interés, cuya expresiéon se resolvié en

la ecuacion 4.4.1:

0z 1 Ou 0B
9z _ g 95 447
90, (ael,i * 90, Z) (4.4.7)

En esta expresién, se puede observar que el termino de velocidad v;; = 02z/06;,; depende de las
derivadas del valor esperado y de la matriz B, que a su vez dependen del tipo de distribucién

asociada a las variables aleatorias.

Considere el caso de un campo aleatorio log-normal, en que la derivada del valor esperado %

no es dificil de resolver, ya que el valor esperado asociado a la distribucién log-normal cumple la

siguiente propiedad:
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p=A{1}p (4.4.8)

Donde {1} es un vector de dimensién N, x 1 que contiene solo unos y p es el valor medio asociado a
la distribucién log-normal. Por lo que el problema se reduce a resolver la derivada %’ la cual fue
resuelta por [14]. Para, poder resolver este problema se considera un campo aleatorio log-normal

homogéneo, en el cual la matriz de covarianza tiene la siguiente representacion:

>
cz-jzln(%évp”jul),i,j:L...,n (4.4.9)
HIN,

En que p;; es la funcién de correlacién. Luego, la derivada respecto al valor medio ppn; es igual a:

o _ ou _ 2 _ HLNi (4 4 10)
01  Oprni  PLNi  Chay + HNg

a . Cii

B — e (it (2— 7o) (4.4.11)
OprNi
De la misma manera, se define la derivada respecto de oy igual a:
8u 8u OLN
= = — 4.4.12
892’1‘ 8ULN UJQLN + M%Ni ( )
ou

= —etT R0 Jecii — 1 (4.4.13)

8JLN

Por otro lado, la derivada de la matriz B resulta de la siguiente forma:

B=enl /82_ (4.4.14)
OB 9% ., 1 —1/2 OA
i 391,¢A + §<I>A a0, (4.4.15)

Como es posible de apreciar, la ecuacién anterior es notoriamente mas compleja, debido a que
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involucra el cdlculo de las derivadas de los valores y vectores propios de la matriz de covarianza
(C) respecto del pardmetro de interés, 6; ;. Este problema ha sido estudiado por Nelson en [21] y

para poder resolverlo se deriva la ecuacién 4.3.29 con respecto a 6; ; de la siguiente manera:

0
CPa=Aad / 0, (4.4.16)
oC 0Py _ OAa Ob,
861’7; ¢d + Ca&;)i o al,i ¢d + >\d 89171. (4417)

De la ecuacién anterior, es posible apreciar que la derivada de 0C'/06; ; no es compleja. Basta con
derivar la ecuacién 4.4.9. Es por ello, que a continuacién se presenta la derivada respecto al valor

medio HULNG:

oc _ oc 2 ( OLnPis ) (4.4.18)
061  Ourni BLNi \OLNPij + 1T N
oC 1
— 9e—(mt3ei) (g=cis _ 1 4.4.19
OprLN; ( ) ( )

Y también la derivada con respecto de o n:

oCc _ 9C _  20LNpij (4.4.20)
90s; oLy 0Fnpij + TN -
oC — (it Leiites;) -
=2e \WT2CTCI) [pi (efii — 1) (4.4.21)
dorLN

Una expresién para la derivada de la matriz de valores propios OAg/0;,; se determina al reagrupar

términos en la ecuacion 4.4.17 y al premultiplicar por ¢g:

8)\d . B 8¢d ocC -
o ¢4 = (C — Aa[I]) o0, o6, ba /b (4.4.22)
% T _ 4T . (‘3¢d Tg
0. Gabq = Pa (C — Aq[I]) 96, + @y 0. b, (4.4.23)

Donde [I] es la matriz identidad. Ademads, se cumple que qdec;Sd = 1y se puede deducir a partir de
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la ecuacién 4.3.29 que ¢ (C — A\g[I]) = 0. Por lo tanto, la derivada d\g/6; ; es igual a:

a>\d T 30

=¢; —— 4.4.24
Hl’i d 60171' ¢d ( )

. . . . . o
Ahora bien, para las derivadas de los vectores propios de la matriz de covarianza aéf < no es po-

sible obtener una expresién analitica, por lo que a continuacién se presenta el método de Nelson.

Reordenando la ecuacién 4.4.17 se obtiene:

oo, aC g

T - _
(C )\d[ ]) 80l,i aol;i ¢d + agl,i

by (4.4.25)

Cabe senalar que (C — A\¢[I]) no es invertible, pues su determinante es cero y el sistema posee solo
(m — 1) ecuaciones independientes (recuerde que m < N, en que N es el nimero de elementos).
Para poder resolver el problema, se define el vector by que agrupa todos los términos de la derecha

de la ecuacién 4.4.25 de la forma:

ocC O

- —¢,=0b 4.4.2
y la ecuacién 4.4.25 se escribe como:
Oy
A =b 4.4.27
[ ]89“ d ( )

Por lo tanto, la derivada del vector propio satisface la ecuacién 4.4.27 y su solucién es de la forma
[21]:
0,

99, =Ypqt Ch,dPq (4.4.28)

Donde y;, 4 es un vector de dimensién m X 1 y ¢ 4 una constante. Al reemplazar la ecuacién 4.4.28

en 4.4.27 se tiene que el sistema de ecuaciones a resolver, independiente del valor de ¢y, 4, es:

[A]yy,, = b (44.29)

La matriz de la izquierda [A] es de rango N —1, donde N es el niimero de elementos del sistema. Con
el fin de determinar el vector y, 4, es necesario ocupar un procedimiento similar al utilizado para
resolver el problema de valores propios. En otras palabras, es necesario proponer arbitrariamente
el valor de una o més componentes de y,, ;. Para esto, sea ¢; 4 la j-ésima componente del vector
¢4 tal que ¢; q es la méxima componente de dicho vector. Luego, si se impone que la j-ésima fila

y columna de la matriz [A] sean igual a cero, salvo el elemento que pertenece simultdneamente a
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dicha fila y columna (elemento (-), ; de la diagonal), serd posible obtener una matriz de rango N,
con solucién unica. El elemento (-); ; puede ser definido como cualquier nimero real (por ejemplo la
unidad), de esta manera se obtiene el siguiente sistema de N ecuaciones linealmente independientes,

donde la j-ésima componente del vector by ha sido fijada arbitrariamente como cero.

(C - Ai [I])l:jfl;l:jfl [O]lij—l (C - /\l [I])l:jfl;jJrl:m yllc,JUl_1 btli:j_l
(UH L 0] Via || 0
(C - /\Z [I])jJrl:N;l:jfl [0]j+15N (C - )\i [I])j+1:N;j+1:m yge-,tilm b{;—l:m

Donde para una matriz la notacién [K]; ;. define una submatriz de [K] que selecciona los ele-
mentos desde la i-ésima hasta la j-ésima fila, y desde la k-ésima a la [-ésima columna. De igual
forma, para un vector f la notacién b;.; define un subvector de b que selecciona los elementos desde
la i-ésima hasta la j-ésima fila. Resolviendo el sistema anterior es posible obtener el vector yy, ;.
Luego, para determinar el escalar cj 4 es necesario completar el cdlculo de la derivada de ¢, a

través de la condicion de normalizacién, es decir:

0
T
= 1 —
Pi6u=1 /55
8¢ 0
4 Sat by 5t = (4.4.31)
00,
Recordando la ecuacién propuesta 4.4.28 y agrupando términos, se tiene que:
¢
TOPq
d)d 891 i
b (Ypa+ crapy) =0 (4.4.32)
Al despejar de la dltima igualdad,
Chd = — P Yr.a (4.4.33)

Finalmente, con el vector y; ; y el escalar ¢ 4 es posible obtener la derivada del d-ésimo vector

propio con respecto al pardmetro de distribucién 6; ; reemplazando en la ecuacién 4.4.28.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 4. Sensibilidad en Problemas de Campos Aleatorios Log-Normal 79

4.4.2. Aplicacién a los Métodos de Simulacién

4.4.2.1. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de
Monte Carlo

Monte Carlo es una técnica de simulacion de caracter general que permite resolver la integral 2.4.8
e implementacion la solucién de la funcién h g, ; obtenida en la seccién 4.4. Al remplazar dicho

resultado en la ecuacién 2.4.9 se consigue el estimador de sensibilidad buscado:

006 o LS 1 0 gy (2, 6)

89“ N 1 o

opr 1 & o 1 9%, 1 ) SE
~—=S LM e (TB == 4 2T ' == (B! —~tr (B! B!

201, v 2 (=10 (= 90, " 2° ael,i( ) gt ael,i< )

el
Il

1

4.4.2.2. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de
Line Sampling - Integracién sobre el Dominio de Falla (IDF)

El analisis de sensibilidad utilizando el método de integraciéon sobre el dominio de falla se basa en

la ecuacion 2.4.21:

Opr _ / L(2,0)hss, ,(2,0) fz(2)dz (4.4.35)
891,i zER™ o

Al considerar la rotacién de coordenadas definida en la seccién 2.4.2
z = oyl + Tyt (4.4.36)

Es posible reescribir la funcién h, g, , de la siguiente forma:

hz0,,(2,0) = (Y1281 + /82 + B5 (4.4.37)

Donde $1, B2 y B3 adquieren un valor contante por cada y*) en una linea de integracién sobre

el dominio de falla y se definen de la siguiente manera:
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1. g, 0C

_ —I\T
fr=5e) B (B e (4.4.38)
0 _ ()BT 2 (py T g1 2C gy, (4.4.39)
96, 99,1
®) _ oL\ T =1 O L o\ e=19C o tire Ly L 10C 17
= (T B r B B r tr | B B
By = (Ty—'™) 0. + 5Ty ") 891,1»( )'Ty 5ir 6%( )
(4.4.40)

Luego, al reemplazar el resultado anterior en la ecuaciéon 2.4.21, la sensibilidad de la probabilidad

de falla utilizando el método de integracion sobre el dominio de falla resulta igual a

Opr
00,

= / /((9”)251 +yllgs + B3) fyi (y fyo (yh)dyl dy* (4.4.41)

yL E]Rn—l c

La integral anterior tiene solucién analitica al ser expresada en el espacio normal estdndar, por
lo que al generara muestras del vector y+ utilizando simulacién Monte Carlo, el estimador de

sensibilidad resulta ser el siguiente:

Opr
00,

N
~ N (Fz(—c®) + cfz(c®))By + f2(c)BY + Fz(—c®))p5" (4.4.42)
k=1

Donde
fz(-): es la funcién de densidad normal estédndar.
Fz(-): es la funcién de distribucién normal estdndar acumulada.

c®): es el valor de yll sobre la funcién de estado limite para un y=*).
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4.4.2.3. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de
Line Sampling - Integracién sobre la Funcién de Estado Limite (IFEL)

El estimador de sensibilidad utilizando la estrategia de integracién sobre la funcién de estado limite

fue desarrollada en la seccién 2.4.3.2 que corresponde a:

opr _ Opr 1 ol ) L) "
a0, ~ 0, N};QJ (ac + Ty 50> Iy (C ) (4.4.43)

Donde ((z,0) se define como:

vlj:ivzgz (Za 9)

Gi(2,0) = a1V.g.(2.0)] (4.4.44)

La funcién ((z, ) involucra el gradiente de la funcién de desempenio Vg, (z, 8), el vector de direc-
cién importante o y el termino de velocidad v;;. Este tltimo termino, es una ecuacién dependiente

de las derivadas de los valores y vectores propios y presenta la siguiente expresién:

0z _B-! ( ou OB )

Ul 50, o6, " 90,7
_1( Op 0P 1 179 OA
;=—-B7! AV 4 —PA/? 4.4.45
o <8017i + (89171‘ + 2 09, ; o ( )
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4.5. Ejemplos

4.5.1. Ejemplo 1

El primer ejemplo consiste en una viga simple apoyada modelada considerando dos elementos,
esquematizada en la figura 4.4. La inercia de ambos elementos se considera sin incertidumbre e
igual a 1 x 10° [m* ]. La carga puntual actuando sobre la viga también es determinita y su valor
es igual a 10 [kN] . La incertidumbre se presenta en el médulo de Young de cada uno de los
elementos, caracterizado como un campo aleatorio homogéneo log-normal de valor esperado igual
apup =2x 10" [N/m? ] y una desviacién esténdar de o = 2 x 101 [N/m? ], lo que equivale a un

coeficiente de variacién del 10 %.

A
\/

Figura 4.4: Esquema de viga simple apoyada ejemplo 1

La estructura es modelada considerando dos elementos tipo viga 2D y una funcién de correlacién

dada por la siguiente expresion:

d 2
()
Ppg=e€\ "¢/, pg=12 (4.5.1)

donde d, 4 es la distancia euclidiana entre los puntos medios del p-ésimo y el g-ésimo elemento tipo
viga 2D y L. es la longitud de correlacién, que para este ejemplo en particular es de L. = 1 [m]. La
funcién de desempeno controla que el desplazamiento vertical al centro de la viga (A) no exceda

un umbral preestablecido igual a 8.88 x 10~* [m], el cual se mide de la siguiente forma:

PL3< E, +E, >

A= 4.5.2
241 \ E} + 14E,E, + E; (4.5.2)

El objetivo consiste en estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla con respecto al valor
esperado Opp/Oug, utilizando ambas estrategias de integracién (IDF e IFEL), del método de si-
mulacion Line Sampling. La exactitud y eficiencia numérica de ambos métodos seran comparados

con la técnica Monte Carlo.
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En la figura 4.5, se puede observar que al disminuir los valores del médulo de Young, para ambos
elementos tipo viga 2D, el desplazamiento vertical se aproxima a la condicién limite. Lo anterior,
coincide con el comportamiento de la direcciéon importante « en el espacio fisico de las variables

inciertas, ya que apunta hacia la region de falla.

1.9
1.8}
1.7}
—

S

E 1.6f
~

=
1.5}

1.4f

l'%.B 114 115 116 1‘.7 1‘.8 1.9
E|[N/m?| x 10"

Figura 4.5: Funcién de estado limite en el espacio fisico de las variables inciertas

El ntimero de muestras utilizados para el anélisis de confiabilidad mediante la técnica de simulacién
Monte Carlo fue de 1 x 10° y en el caso de Line Sampling se consideraron 1 x 103 lineas de muestreo
sobre una malla regular y equidistante de 0 : 1 : 8, por lo que en total se generé 9 x 10% muestras
aleatorias. La tabla 4.1 resume los resultados obtenidos tanto del andlisis de probabilidad de falla
como el de sensibilidad. En ella se puede apreciar que el valor de sensibilidad es negativo, lo cual
coincide con una interpretacion fisica del problema, de que al disminuir el valor medio del médulo
de Young pierde rigidez la viga y por ende se aumenta la probabilidad de falla. Ademas, es posible
darse cuenta que los valores calculados son semejantes entre si, resultando que el coeficiente de
variaciéon mds bajo lo obtuvo la estrategia de integracién sobre la funcién de estado limite (IFEL).
En la figura 4.6 se puede observar la evolucion del estimador de la probabilidad de falla y de su

sensibilidad para ambas técnicas de simulacion.

4 A~ N Op N
Método Pr Op P (5222
MCS 1.085 x 1073 | 3.03% | —3.024 x 10713 | 3.05%
LS-IFD | 1.092 x 1072 | 0.24% | —3.049 x 10713 | 0.39%

LS-IFEL | 1.092 x 1073 | 0.24% | —3.047 x 107 | 0.22%

Tabla 4.1: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variacién)
obtenidos mediante las técnicas de simulaciéon Monte Carlo y Line Sampling.
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x 10
2 1
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Figura 4.6: Evolucién de la Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coefi-
cientes de variacién) obtenidos mediante las técnicas de simulacién Monte Carlo y Line Sampling.
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4.5.2. Ejemplo 2

El siguiente ejemplo estudia la filtracion bajo una presa impermeable. Para tal efecto, se evalia
la probabilidad de que una filtracién confinada, en estado estacionario, exceda un nivel umbral
preestablecido, el cual consiste en que el flujo bajo la presa no exceda un caudal de 40 [L/h/m].
En una segunda etapa, se estima la sensibilidad de la probabilidad de falla con respecto a los
pardmetros de distribuciéon del problema. El modelo de analisis es representado por una represa
que descansa sobre un estrato de suelo de grava limosa, cuya permeabilidad es modelada como un

campo aleatorio log-normal. La figura 4.7 muestra un esquema de la represa.

H =10 [m] Agua c D
A B—

H =20 [m] f . Grava Limosa

‘Roca Impermeable
50 [m)] 20 [m)] 50 [m]

Figura 4.7: Esquema de represa bajo estrato de suelo de grava limosa

Aguas arriba de la represa se retiene un columna de agua de 10 [m] de altura. Se asume que no
existe flujo en ningin borde del problema excepto en los segmentos AB y CD (figura 4.7). Ademds,
la altura piezométrica es medida desde la roca impermeable, por lo que la carga hidraulica sobre el
segmento AB es de 30 [m] y en CD de 20 [m]. La incertidumbre presente en la permeabilidad del
estrato de suelo, se caracteriza mediante un valor esperado de ux = 1 x 1075 [m/s] y una desviacién
estandar de oj, = 1 x 107% [m/s], lo que equivale a un coeficiente de variacién del 100 % debido a lo
heterogéneo que puede ser el suelo y la incertidumbre asociada a la estimacién de dicho pardmetro

en el contexto de la ingenieria.

La ecuacién diferencial que asociada a la carga hidraulica en un problema de filtracién bajo un
estrato de suelo es:

0%h,, 0%h., .
k‘L‘LJW + kyy,iaiyg = Oa 1= 17 2 (453)

Donde z e y representan las coordenadas horizontal y vertical respectivamente. La ecuacién 4.5.3 es
resuelta numéricamente aplicando el método de elementos finitos. En este caso particular, se utilizan
1498 elementos de tipo triangular cuadrético de 6 nodos, considerando un largo de correlacién de 10
[m] y un 95 % de los términos de la expansién Karhunen-Loeéve, para representar al campo aleatorio

Gaussiano. Una vez determinada la carga hidraulica, es posible calcular el caudal de filtracién g
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aguas abajo de la presa de la siguiente manera:

Oh.,
q= kyy2——dx 4.54
/CD yy,2 oy ( )

El caudal de filtracién g es medido en términos de volumen sobre tiempo sobre longitud, es decir, la
filtracion es calculada en términos de un ancho unitario de la presa. Ademsds, el caudal de filtracién
asociado a cada restriccién del campo aleatorio es comparado con el valor umbral de 40 [L/h/m],
para estimar la probabilidad de falla. Con este fin, se realiza un anélisis de confiabilidad mediante
la técnica de simulacién Monte Carlo usando 2 x 10° de muestras. Mientras que en el caso de Line
Sampling, se utilizaron 5 x 103 lineas de muestreo sobre una malla regular y equidistante de 0 : 1 : 5,
lo que da un total de 30 x 103 muestras aleatorias. La tabla 4.2 muestra los resultados obtenidos

para la probabilidad de falla y su sensibilidad con respecto a los pardmetros pg y o-

Opr
OuE

R 61317 R

9%r | Bop | C00r | N
oup Jdog
MCS 3.444 x 1073 | 1.20% | 1.147 x 10* | 2.40% | 9.747 x 103 | 3.22% | 2 x 10°

LS-IFD | 3.459 x 1072 | 1.27% | 1.149 x 10* | 4.11% | 9.855 x 10® | 3.76 % 5000

LS-IFEL | 3.459 x 1072 | 1.27% | 1.144 x 10* | 0.98% | 1.005 x 10* | 1.34 % 5000

Método Pr Sp F

Tabla 4.2: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variacién)
obtenidos mediante las técnicas de simulacién Monte Carlo y Line Sampling.

De los valores obtenidos, es posible apreciar la semejanza entre resultados para las distintas estrate-
gias de analisis utilizados. Sin embargo, lo que marca la diferencia es la eficiencia lograda mediante
la técnica de simulacién Line Sampling, ya que requiere mucho menos muestras para obtener un
resultado equivalente. Esto tltimo, también se refleja en términos del coeficiente de variacion, el
cual presenta los valores mas bajos para la estrategia de integracién sobre la funcién de estado limi-
te (IFEL). Ahora bien, con el fin de independizar el estimador de sensibilidad respecto del orden
de magnitud, se muestra en la tabla 4.3 la elasticidad relativa a cada parametro de distribucién.
La cual no presenta una mayor diferencia entre cada estimador. Esto tltimo se puede deber a la
incertidumbre intrinseca en relacién a la permeabilidad del suelo y su gran heterogeneidad reflejada
en los valores de g vy ok. Finalmente, a modo de ilustrar la evolucién de la probabilidad de falla
versus el nimero de muestras y de su sensibilidad de acuerdo a cada parametro, las figuras 4.8 y

4.9 muestran el desarrollo obtenido del anélisis de confiabilidad.

Elasticidad | MCS | LS-IFS | LS-IFEL

OPF Pk

ghmlbe | 333 | 3.32 3.31

Grow | 283 | 285 2.91
Ok PF

Tabla 4.3: Medida de sensibilidad en términos del coeficiente de elasticidad.
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Figura 4.8: Evolucién de la probabilidad de falla versus el nimero de muestras (gréfico superior).
Evolucién del coeficiente de variacién de la probabilidad de falla versus el nimero de muestras(grafi-
co inferior)
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

En esta tesis se han planteado dos estrategias que permiten cuantificar la sensibilidad de la probabi-
lidad de falla respecto de los parametros de distribucion. Estas estrategias aprovechan las cualidades
de la técnica de simulaciéon Line Sampling, que permite integrar el estimador de sensibilidad por
cada linea de aproximacién a la regién de falla (IDF), y también, integrar sobre el gradiente de
la funcién de estado limite (IFEL). De esta manera, la informacién obtenida del andlisis de con-
fiabilidad es reutilizada como base para estimar la sensibilidad, sin requerir un esfuerzo numérico

adicional.

Los resultados presentados en este trabajo indican que las metodologias propuestas para la sensibi-
lidad de la confiabilidad, son aplicables a cualquier tipo de sistema estructural. El promedio de las
estimaciones generadas por medio de las estrategias convergen a los valores de referencia obteni-
dos mediante simulacién Monte Carlo, lo cual indica que el estimador propuesto es practicamente
insesgado. Ademds, de acuerdo a los ejemplos presentados, las estrategias aplicadas mediante Line
Samling son mucho mas eficientes que simulaciéon Monte Carlo. Esto ultimo, es posible de apreciar
debido a los bajos coeficientes de variacién obtenidos en los resultados. En particular, la estrategia
de integracién sobre la funcién de estado limite (IFEL), presenta los coeficientes de variacién més
bajos, aunque puede verse afectada dependiendo del grado de no linealidad de la funcién de estado

limite.
La aplicacion numérica de las dos estrategias es relativamente sencilla, sin embargo es preferible el

método IDF en vez de IFEL. Lo anterior, se debe a que la segunda estrategia requiere de la eva-

luacién del gradiente de la funcién de estado limite en un punto especifico. Este tipo de solicitacién
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puede ser dificil de calcular, especialmente en casos en que la forma del gradiente no es analitica o
semi-analitica. Por el contrario, la primera estrategia no requiere ningin tipo de informacién adi-
cional del comportamiento estructural, y solo el resolver una integraciéon unidimensional. La cual
incluso, posee una solucién analitica del estimador de sensibilidad para los casos de variables y cam-
pos aleatorios, en el espacio normal estdndar. Adicionalmente, cabe mencionar que el coeficiente de

elasticidad resulta ser una medida més objetiva del estimador de sensibilidad.

Lineas de investigacion futuras apuntan en ampliar lo propuesto en este documento. Temas especifi-

cos a tratar incluyen:

= La consideracion de ejemplos que involucren més parametros inciertos del sistema.

= La aplicacién de las estrategias considerando otros tipos de distribuciones de probabilidad

asociadas a las variables inciertas del sistema.

= La implementacion de los enfoques propuestos para multiples regiones de fallas.

= La prueba de las estrategias para casos de una alta no linealidad de la funcién de estado

limite.

Finalmente, la informacién obtenida mediante las estrategias propuestas, permite mejorar el co-
nocimiento referente al comportamiento estructural y de aquellas variables méas influyentes de un
sistema. Por lo tanto, se concluye que las metodologias propuestas son herramientas eficientes y

utiles para el andlisis de sensibilidad de la probabilidad de falla.
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