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ABSTRACT

The structural design usually uses numerical models based on finite element methods. Such models

depend on structural properties (i.e. Young’s modulus, Poisson’s coefficient, element dimensions)

and environmental stresses (i.e. wind loads, earthquakes, soil thrusts). These variables, which define

the structural model, present a level of uncertainty that affects the behavior of the system. It is for

this reason that a quantification of the level of uncertainty is sought, using different tools, such as

probability theory in order to estimate structural reliability.

Reliability is a measure that can be quantified through the probability of failure. This last quantity

measures the probability that one (or more) structural responses will exceed an acceptable threshold

that ensures service or integrity conditions. This failure criterion can be imposed by a regulation

or a design constraint, such as maximum ceiling displacement. It is clear that determining the

probability of failure is crucial to make a desition, whether for design or maintenance, for example.

Besides, in order to estimate the probability of failure, the model variables, whether structural

properties or stresses, are represented as random variables associated with some kind of probability

distribution. This type of characterization involves the selection of probability distribution parame-

ters such as the expected value or the standard deviation. This selection is key and can affect the

magnitude of the failure probability. For this reason, it is interesting to quantify the sensitivity of

the failure probability with respect to the distribution parameters. The sensitivity analysis allows

to identify the most influential parameters and take appropriate design precautions.

In the context described above, this thesis proposes strategies to quantify the sensitivity of the

failure probability, reusing the information acquired from the reliability analysis. The sensitivity is

evaluated using two different approaches: integration on the contour or integrating on the volume

of the fault region. The approaches are applied using the Line Sampling simulation technique and

its numerical efficiency is contrasted with the Monte Carlo method. It is important to mention

that in the literature the sensitivity with Line Sampling has been previously studied. However, the

proposed strategies generalize previous results and are applied to random fields.

Palabras Clave: Reliability Analysis, Probability Sensitivity, Random Variable, Random Field,

Line Sampling, Integration approaches
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RESUMEN

El diseño estructural utiliza modelos de cálculo numérico basados en los métodos de elementos

finitos. Tales modelos dependen de propiedades estructurales (v.gr. módulo de Young, coeficien-

te de Poisson, dimensiones de elementos) y de solicitaciones ambientales (v.gr. cargas de viento,

sismos, empujes de suelo). Estas variables, que definen el modelo estructural, presentan un nivel

de incertidumbre que afecta al comportamiento del sistema. Es por este motivo, que se busca una

cuantificación del nivel de incertidumbre, recurriendo a distintas herramientas, como a la teoŕıa de

probabilidad con el fin de estimar la confiabilidad estructural.

La confiabilidad es una medida que puede ser cuantificada a través de la probabilidad de falla.

Esta última cantidad, mide la probabilidad de que una (o más) respuestas estructurales superen un

umbral aceptable que asegure condiciones de servicio o integridad. Este criterio de falla puede ser

impuesto por una normativa o una limitante de diseño, como el desplazamiento máximo de techo.

Además, para poder estimar la probabilidad de falla, las variables del modelo, ya sea propiedades

estructurales o solicitaciones, se representan como variables aleatorias asociadas con algún tipo de

distribución de probabilidad. Este tipo de caracterización, implica la selección de parámetros de

distribución de probabilidad tales como el valor esperado o la desviación estándar. Dicha selección

es clave y puede afectar la magnitud de la probabilidad de falla. Por tal motivo, resulta de interés

cuantificar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los parámetros de distribución.

Lo anterior, permite identificar los parámetros más influyentes y tomar precauciones de diseño

adecuadas.

En el contexto descrito anteriormente, esta tesis propone estrategias para cuantificar la sensibilidad

de la probabilidad de falla, reutilizando la información adquirida del análisis de confiabilidad. La

sensibilidad se evalúa utilizando dos estrategias distintas: integración sobre el contorno o integran-

do sobre el volumen de la región de falla. Las estrategias son aplicadas utilizando la técnica de

simulación Line Sampling y se contrasta su eficiencia numérica con el método de Monte Carlo.

Cabe señalar que en la literatura se ha estudiado anteriormente la sensibilidad con Line Sampling.

Sin embargo, las estrategias propuestas generalizan resultados anteriores y son aplicadas a campos

aleatorios.

Palabras Clave: Análisis de Confiabilidad, Sensibilidad de la Probabilidad de Falla, Variable Alea-

toria, , Campo Aleatorio, Line Sampling, Estrategias de Integración.
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ÍNDICE DE FIGURAS VI

1. INTRODUCCIÓN 1
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1.3. Objetivos Espećıficos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1.4. Estructura de la Tesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Introducción General

El análisis estructural se basa en modelos matemáticos con el fin de conocer el comportamiento de

un sistema f́ısico. La representación de un modelo requiere de la definición de materiales, dimensio-

nes y solicitaciones, las cuales afectan a la respuesta estructural. Tradicionalmente en diseño estas

propiedades son seleccionadas de acuerdo a un criterio determinista, es decir, se escogen valores

únicos de cada parámetro (ya sean valores extremos o promedios) que producen una respuesta sin-

gular. Es lógico pensar que las caracteŕısticas de un material no son únicas y que pueden presentar

variaciones, más aún las solicitaciones como una carga śısmica o de viento. Por lo tanto, debido a

que la incertidumbre es inherente a las propiedades f́ısicas del sistema, es necesario cuantificar la

confiabilidad de los sistemas estructurales.

La confiabilidad – o alternativamente probabilidad de falla – es una medida de la posibilidad que

la respuesta sobrepase un ĺımite deseable o, que ocurra una condición de servicio inadmisible, en

relación al desempeño de la estructura durante su vida útil. Por esta razón, es de suma importancia

determinar la probabilidad de falla con el fin de asegurar condiciones de resistencia y estabilidad

admisibles para la estructura. Del mismo modo, resulta ser una herramienta práctica en el diseño

de elementos o en la proyección de estrategias de mantenimiento.

El análisis de confiabilidad requiere de un modelo que describa la incertidumbre. Para ello, se

hace uso de la teoŕıa de probabilidad con el fin de relacionar las propiedades del modelo a variables

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

aleatorias. Este tipo de variables son definidas a través de funciones de densidad de probabilidad, que

dependen de parámetros tales como el valor esperado o la desviación estándar. Dichos parámetros,

son definidos según un criterio adecuado para el diseño. Sin embargo, un error o perturbación en

ellos puede afectar drásticamente la probabilidad de falla. Motivo por el cual, es de interés medir

cuán sensible es la probabilidad de falla respecto de algún parámetro de distribución.

En el contexto descrito anteriormente, es necesario aplicar metodoloǵıas capaces de resolver pro-

blemas de confiabilidad estructural con alta eficiencia numérica. Es por tal motivo, que se recurre

a métodos de simulación, capaces de generar muestras aleatorias de las propiedades y generar un

estimador de confiabilidad. Luego, el análisis de sensibilidad de la probabilidad de falla, resulta

de un post-procesamiento de la confiabilidad, sin requerir mayor esfuerzo numérico adicional. Lo

anterior, permite identificar las variables más influyentes, junto con tomar acciones pertinentes en

aquellas propiedades que condicionen el comportamiento de la estructura.

Este trabajo de tesis busca cuantificar lo sensible de la confiabilidad aplicando la técnica de simula-

ción Line Sampling. Aunque investigaciones anteriores han utilizado esta metodoloǵıa, se presentan

estrategias para el análisis de sensibilidad. Además, se aplican dichas estrategias considerando la

relación espacial en campos aleatorios. Finalmente, los resultados obtenidos mediante Line Sam-

pling se contrastan con la técnica de simulación Monte Carlo, con el fin de mostrar la eficiencia y

precisión de las metodoloǵıas propuestas.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA



Caṕıtulo 1. Introducción 3

1.2. Objetivos Generales

Los objetivos generales son los siguientes:

Evaluar la Confiabilidad Estructural de forma eficiente utilizando la técnica de simulación

Line Sampling.

Proponer estrategias que permitan estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto

de los parámetros de distribución.

Estudiar problemas de alta dimensión en relación a las variables aleatorias que definen el

problema.

Validar las competencias de la técnica de simulación Line Sampling versus Monte Carlo, en

eficiencia numérica.

Explorar a través de ejemplos el alcance de las estrategias desarrolladas.

Trazar directrices para futuras investigaciones que permitan ampliar el alcance de estas técni-

ca.

1.3. Objetivos Espećıficos

Estudiar variables aleatorias con algún grado de correlación espacial utilizando Campos Alea-

torios, aplicando las estrategias propuestas.

Estudiar el coeficiente de variación de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de

los parámetros de interés.

Implementar computacionalmente estrategias basadas en Line Sampling para estimar la sen-

sibilidad de la Confiabilidad respecto de parámetros de distribución.

Ilustrar la aplicación de las estrategias desarrolladas a problemas prácticos de la Ingenieŕıa

Estructural.
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1.4. Estructura de la Tesis

La presente tesis esta constituida por cinco caṕıtulos, que siguen una secuencia lógica desde la

formulación de las ecuaciones fundamentales hasta los resultados y conclusiones. La disposición de

los caṕıtulos es la siguiente:

El Caṕıtulo 2 presenta la definición formal de probabilidad de falla, que luego al ser derivada

respecto de los parámetros de distribución permite obtener el estimador de sensibilidad bus-

cado. Además, se expone la base conceptual para los métodos de simulación que se utilizarán

para resolver los ejemplo de esta tesis.

El Caṕıtulo 3 se enfoca en la formulación de las estrategias propuestas para los casos particu-

lares de variables aleatorias independientes, asociadas a dos tipos de distribuciones: Gaussiana

y log-normal. También, en este caṕıtulo se presentan ejemplos de aplicación en que se discuten

las ventajas asociadas a las metodoloǵıas propuestas.

El Caṕıtulo 4 en un principio presenta un resumido marco teórico referente a campos aleato-

rios. Luego, se desarrollan las ecuaciones necesarias para las estrategias de simulación asocia-

das a variables con cierta dependencia espacial. En particular, se estudian las distribuciones

normal y log normal multi-variadas. Finalmente se presentan dos ejemplos en que las variables

inciertas poseen cierto nivel de correlación.

El Caṕıtulo 5 y final, extrae las conclusiones a partir de los resultados logrados por este

trabajo y se plantean las posibles ĺıneas de investigación a seguir.
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Caṕıtulo 2

FORMULACIÓN DE LA

PROBABILIDAD DE FALLA Y

SU SENSIBILIDAD

2.1. Introducción

La confiabilidad estructural busca evaluar la seguridad del sistema con respecto a un cierto criterio

de falla (o criterios), tomando en cuenta todas las posibles fuentes de incertidumbre. Para seguir

un tratamiento racional, se debe caracterizar la variabilidad de las propiedades de los materiales o

de las condiciones de carga mediante modelos adecuados de probabilidad [25]. Adicionalmente, se

debe establecer un criterio de falla (o criterios), es decir, un comportamiento indeseado del sistema

estructural. Dado lo anterior, la seguridad estructural puede ser expresada en términos de la pro-

babilidad de falla. Esta última cantidad, mide la probabilidad de que una respuesta estructural (o

más) adquiera un valor que ocasione un comportamiento no deseado.

Determinar la probabilidad de falla depende de la caracterización de un conjunto de parámetros

inciertos. En los casos de interés, en situaciones donde los parámetros inciertos están correlaciona-

dos en tiempo o espacio, la cantidad de variables aleatorias asociadas puede ser considerable; este

es el caso de procesos estocásticos y campos aleatorios [12]. Sumado a lo anterior, la representa-

ción estructural en base al método de elementos finitos [2], puede requerir de un gran número de

ecuaciones según el nivel de complejidad del sistema. Por consiguiente, evaluar la probabilidad de

5
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falla requiere de metodoloǵıas capaces de resolver problemas de confiabilidad con alta eficiencia

numérica [26]. En dicho contexto, múltiples metodoloǵıas se han desarrollado para resolver este

tipo de problemas (ver e.g. [7,9]), las cuales se pueden diferenciar en dos categoŕıas: métodos apro-

ximados (o asintóticos) y métodos de simulación. La clave, en relación a los métodos aproximados,

es emular a través de hiperplanos o paraboloides la superficie de contorno de la región de falla,

definida como función de estado ĺımite. En el caso de los métodos de simulación, muestras de los

parámetros inciertos son generadas de acuerdo a un procedimiento adecuado y aśı es posible generar

un estimador de la confiabilidad.

No obstante, la confiabilidad estructural es sensible a la caracterización de la incertidumbre. Es por

tal motivo, que analizar la variación que sufre la confiabilidad (o equivalentemente probabilidad de

falla) debido a cambios en los parámetros de entrada del modelo estructural o solicitación, puede

entregar valiosa información. Por ejemplo, puede ser utilizada para identificar los parámetros más

influyentes del sistema y tomar acciones pertinentes, como consideraciones de diseño, mantenimien-

to e inspección [3]. Por dicha razón, es de interés calcular la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a parámetros de distribución de probabilidad, asociadas a las variables inciertas involucradas en el

problema [32].

En este caṕıtulo se presenta el marco conceptual asociado a la estimación de la probabilidad de falla

y su sensibilidad. Si bien, las técnicas disponibles para realizar una estimación de la confiabilidad

son variadas, tanto en los métodos aproximados como en los de simulación, en este documento se

trabajan con dos metodoloǵıas de simulación en particular. La primera, ampliamente utilizada en

el ámbito de ingenieŕıa y la ciencia, es el método de simulación Monte Carlo. La segunda, que se

presenta como una opción más eficiente para la estimación de la probabilidad de falla, es la técnica

de simulación Line Sampling. Finalmente, el objetivo de esta sección es generar las herramientas

necesarias para el análisis de sensibilidad de la probabilidad de falla.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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2.2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad

Determinar la confiabilidad de un sistema o componente estructural requiere de un modelo que des-

criba la incertidumbre. Para tal efecto, se hace uso de la teoŕıa de probabilidad, debido a que ofrece

los elementos necesarios que permiten describir la incertidumbre de los parámetros estructurales.

En particular, la caracterización de la incertidumbre implica la selección de una distribución de

probabilidad y sus parámetros, tales como el valor esperado o la desviación estándar. Esta selección

es clave y puede afectar considerablemente la magnitud de la probabilidad de falla [14]. En las

siguientes secciones se presenta el análisis de confiabilidad mediante la probabilidad de falla y su

sensibilidad respecto de los parámetros de distribución de probabilidad. Tal descripción, se realiza

tanto en el espacio f́ısico de las variables, como en el normal estándar.

2.2.1. Formulación en el Espacio F́ısico

Considere un modelo estructural en que la incertidumbre existente en los parámetros de los mate-

riales y cargas, se caracteriza a través de n variables aleatorias Xi, i = 1 . . . , n. El valor que asumen

estas variables de entrada se denotada como xi, i = 1, . . . , n. Además, la función de densidad de

probabilidad asociada para cada variable de entrada se denota como fXi(xi,θi), en que θi es un

vector que agrupa los parámetros de la distribución de probabilidad de Xi (por ejemplo, el valor

esperado, la desviación estándar, etc.). La función de densidad conjunta se define como fX(x,θ),

tal que x = [x1, . . . , xn]T y θ = [θT1 , . . . ,θ
T
n ]T , donde (·)T representa la traspuesta. Con el fin de

establecer él o los criterios asociados a un comportamiento indeseado, interesa controlar que una

(o más) respuestas de interés r(x) del sistema estructural no excedan un umbral predefinido b. Tal

condición puede ser lograda a través de una función de desempeño apropiada gx(x).

gx(x) = b− r(x) (2.2.1)

Esta función es definida de tal manera que cuando gx(x) ≤ 0, para alguna realización de x, causa

una condición de falla debido a que la respuesta estructural excede el umbral preestablecido (esto

es solo una convención, otras alternativas pueden ser utilizadas en su defecto). En la figura 2.1

se puede observar un ejemplo esquemático de la función de desempeño. La superficie gx(x) = 0,

denominada función de estado ĺımite, divide en dos regiones el espacio de las variables de entrada

inciertos. Luego, la confiabilidad del sistema puede ser evaluada a través de la probabilidad de falla:

pF =

∫
gx(x)≤0

fX(x,θ)dx (2.2.2)
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Una forma alternativa de expresar la ecuación anterior es:

pF =

∫
x∈Ωn

Ix(x)fX(x,θ)dx (2.2.3)

donde Ωn es el dominio asociado al vector de variables aleatorias X e Ix(x) es la función indicatriz,

definida como:

Ix(x) =


0 si gx(x) > 0

1 si gx(x) ≤ 0

(2.2.4)

Un aspecto importante que debe ser destacado acerca de la integral de probabilidad presentada en

la ecuación 2.2.3, es que está formulada en el espacio f́ısico. Es decir, las variables de integración

corresponden directamente a los parámetros que describen la incertidumbre asociada al modelo

estructural.

xj
xi

gx(x)

gx(x) = 0

Región de Falla
gx(x) < 0

Región Segura

gx(x) > 0

Función de Estado Ĺımite

Figura 2.1: Representación esquemática de la función de desempeño.

La estructura de la ecuación 2.2.3 indica que el valor de la probabilidad de falla se ve afectada

por el vector θ que contiene los parámetros de distribución. Por ejemplo, considere que el l-ésimo

parámetro de la i-ésima variable θl,i sufre una pequeña variación ∆θl,i. Esta perturbación afecta

a la función de distribución de probabilidad de la manera fX (x,θ + el,i∆θl,i), en que el,i es un

vector cuyas entradas son ceros, excepto para la posición
(∑i−1

k=1 nk + l
)

-ésima, en que es igual

a 1. De manera de ilustrar dichos efectos, suponga un espacio f́ısico de dos variables aleatorias

independientes, que siguen una distribución Gaussiana. La perturbación se incorpora en el valor

esperado de la variable i, es decir ∆θl,i = ∆θ1,i = ∆µi. En la figura 2.2 se muestra el corrimiento

lateral que sufre la función de densidad. Tal corrimiento produce un cambio en el argumento de la

integral de la ecuación 2.2.3.
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xi

fX(x, θ)

fX(x, θ)

xj

xi

xi

µi + δµiµi

(a) Espacio F́ısico

Vista en elevación de fX(x, θ)

Vista en planta de fX(x, θ)

Figura 2.2: Ilustración de los cambios que sufre la función de densidad ante una perturbación en el
parámetro de distribución µi + ∆µi. Se asume una variación positiva del valor esperado.

Una manera de encontrar una expresión para cuantificar la sensibilidad de la probabilidad de falla,

de acuerdo a los parámetros de distribución, es calculando la derivada parcial de pF con respecto

a cada entrada de θ [32], i.e:

∂pF
∂θl,i

=

∫
gx(x)≤0

∂fX(x,θ)

∂θl,i
dx, l = 1, . . . , ni, i, . . . , n (2.2.5)

En que θl,i representa el l-ésimo parámetro de distribución asociado con la i-ésima variable aleatoria

y ni es el número de parámetros de distribución asociados con la i-ésima variable. En la ecuación

2.2.5 se asume que fX(x,θ) es diferenciable con respecto a θl,i.

Con el fin de acomodar la ecuación 2.2.5 para los objetivos de esta investigación, se introduce la
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definición de la función hx,θl,i(x,θ) como:

hx,θl,i(x,θ) =
1

fX(x,θ)

∂fX(x,θ)

∂θl,i
(2.2.6)

Por lo tanto, la ecuación 2.2.5 puede ser expresada de manera alternativa de la siguiente forma:

∂pF
∂θl,i

=

∫
gx(x)≤0

hx,θl,i(x,θ)fX(x,θ)dx (2.2.7)

2.2.2. Formulación en el Espacio Normal Estándar

Para calcular la probabilidad de falla, resulta conveniente expresar la integral asociada en térmi-

nos de un vector de variables aleatorias normal estándar Z [16]. Es decir, conviene pasar de una

formulación de la probabilidad considerando variables aleatorias f́ısicas X a una formulación que

involucra variables aleatorias independientes. De esta manera, describir la dependencia entre varia-

bles requiere de un procedimiento adecuado, como puede ser el modelo de Nataf [20].

Formalmente, la transformación de variables aleatorias del espacio f́ısico al normal estándar (y

viceversa) es:

z = txz(x,θ) (2.2.8)

x = tzx(z,θ) (2.2.9)

donde las funciones de transformación txz y tzx son en realidad funciones vectoriales. Además,

estas funciones de transformación pueden ser lineales o no lineales, dependiendo de la distribución

que posean las variables aleatorias f́ısicas.

Tomando en cuenta la definición de la integral de probabilidad de falla que involucra variables

aleatorias f́ısicas (ver ecuación 2.2.2), es posible expresar dicha integral en términos de las variables

normal estándar. Para realizar esta transformación, se aplica un cambio de variables para una

integral múltiple.

pF =

∫
gx(x)≤0

fX(x,θ)dx

=

∫
gx(tzx(z,θ))≤0

fX(tzx(z,θ),θ) |det (Jtzx)| dz (2.2.10)

en que | · | denota el valor absoluto, det(·) es el determinante de la matriz y Jtzx es la matriz
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Jacobiana asociada a la función de transformación tzx(z,θ):

Jtzx =



∂x1

∂z1
∂x1

∂z2
· · · ∂x1

∂zn

∂x2

∂z1
∂x2

∂z2
· · · ∂x2

∂zn

· · · · · ·
. . . · · ·

∂xn
∂z1

∂xn
∂z2

· · · ∂xn
∂zn


(2.2.11)

Es posible demostrar que al aplicar la transformación de variables según la ecuación 2.2.10, la

probabilidad de falla resulta ser igual a:

pF =

∫
gx(tzx(z,θ))≤0

fZ(z)dz =

∫
z∈Rn

Ix(tzx(z,θ))fZ(z)dz (2.2.12)

donde fZ(z) es la función de densidad de probabilidad normal estándar en n dimensiones. Con

el objeto de tener una notación más compacta, se define gz(z,θ) = gx(tzx(z,θ)) e Iz(z,θ) =

Ix(tzx(z,θ)). Por lo tanto, la probabilidad de falla expresada en términos de variables normal

estándar es:

pF =

∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz =

∫
z∈Rn

Iz(z,θ)fZ(z)dz (2.2.13)

En la última expresión, es importante apreciar que la función de densidad de probabilidad normal

estándar es independiente de θ. Sin embargo, la función de desempeño expresada en términos de

la variable z depende de los parámetros de distribución θ. Nuevamente, a modo de ilustrar cómo

afecta la transformación al espacio normal estándar a la probabilidad de falla, se considera una

perturbación ∆θl,i. De esta manera, la función de desempeño se encuentra afecta a este cambio de

la forma gz (z,θ + el,i∆θl,i). Lo anterior, se ve reflejado en una alteración de la región de falla. En

la figura 2.3 se muestra el corrimiento de la función de estado ĺımite producto de la perturbación

∆θl,i. En este caso, se supone que el volumen de la región de falla disminuye, siendo menos probable

la excedencia del umbral preestablecido b.
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zj
zi

gz(z, θ)

gz(z, θ + el,i∆θl,i) = 0

Región de Falla
gz(z, θ) < 0

Región Segura
gz(z, θ) > 0

gz(z, θ) = 0

Espacio Normal Estándar

Figura 2.3: Representación esquematica de los cambios que sufre la región de falla ante una per-
turbación del parámetro de distribución ∆θl,i.

Con el objetivo de cuantificar lo sensible de la probabilidad de falla en el espacio normal estándar,

se introduce un cambio de variable a la ecuación 2.2.7, por lo que puede ser reescrita como:

∂pF
∂θl,i

= =

∫
gx(x)≤0

hx,θl,i(x,θ)fX(x,θ)dx (2.2.14)

=

∫
gx(tzx(z,θ),θ))≤0

hx,θl,i(tzx(z,θ),θ)fX(tzx(z,θ),θ) |det (Jtzx)| dz (2.2.15)

Introduciendo la nomenclatura hz,θl,i(z,θ) = hx,θl,i(tzx(z,θ),θ), se determina la expresión de

interés para la sensibilidad.

∂pF
∂θl,i

=

∫
gz(z,θ)≤0

hz,θl,i(z,θ)fZ(z)dz (2.2.16)

La función hz,θl,i(z,θ) se define formalmente como:

hz,θl,i(z,θ) =
1

fX(tzx(z,θ),θ)

∂fX(tzx(z,θ),θ)

∂θl,i
(2.2.17)

En las secciones siguientes (2.2.3 y 2.2.4) se presentan las estrategias abordadas en esta investigación

para calcular la probabilidad de falla y su sensibilidad desarrolladas en el espacio normal estándar.
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2.2.3. Sensibilidad de la Probabilidad – Integración sobre el Dominio de

Falla (IFD)

La ecuación 2.2.17 puede ser escrita de manera más compacta. Por un lado, al comparar las ecua-

ciones 2.2.10 y 2.2.13, es claro que:

fX(x,θ) |det (Jtzx)| = fZ(z) (2.2.18)

Al derivar esta última ecuación respecto de θl,i, se determina que:

∂fX(x,θ)

∂θl,i
|det (Jtzx)|+ fX(x,θ)

∂

∂θl,i
(|det (Jtzx)|) =

∂fZ(z)

∂θl,i

∂fX(x,θ)

∂θl,i
|det (Jtzx)| = ∂fZ(z)

∂θl,i
− fX(x,θ)

∂

∂θl,i
(|det (Jtzx)|) (2.2.19)

La última expresión puede ser simplificada de la siguiente manera.

1. La derivada parcial de la función de densidad de probabilidad normal estándar puede ser

calculada directamente.

∂fZ(z)

∂θl,i
=

∂

∂θl,i

(
1

(2π)n/2
e−

1
2z

T z

)
=

1

(2π)n/2
e−

1
2z

T z

(
−zT ∂z

∂θl,i

)
= −fZ(z)zTvl,i (2.2.20)

En la última ĺınea de la ecuación, se introduce la definición vl,i = ∂z/∂θl,i, donde vl,i denota

la velocidad, i.e. la razón de cambio de z respecto de una perturbación en el valor de θl,i.

2. La derivada parcial del valor absoluto del determinante del Jacobiano puede ser calculada

tomando en cuenta la fórmula de Jacobi [13] y la derivada de la función valor absoluto.

∂ (|det (Jtzx)|)
∂θl,i

=
det (Jtzx)

|det (Jtzx)|
∂ det (Jtzx)

∂θl,i

=
det (Jtzx)

|det (Jtzx)|
det (Jtzx) tr

(
J−1
tzx

∂Jtzx

∂θl,i

)
= |det (Jtzx)| tr

(
J−1
tzx

∂Jtzx

∂θl,i

)
(2.2.21)

En estas ecuaciones, se asume que det (Jtzx) 6= 0. La traza del producto entre la inversa de la

matriz Jacobiana y la derivada parcial de dicha matriz puede ser simplificada considerando:

El teorema de la función inversa, que en este caso implica que:

JtzxJtxz = I (2.2.22)
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donde I es la matriz identidad.

La fórmula que permite calcular la derivada de la matriz inversa.

J−1
txz
Jtxz = I

/
∂

∂θl,i

∂J−1
txz

∂θl,i
Jtxz + J−1

txz

∂Jtxz

∂θl,i
= 0

/
J−1
txz

∂J−1
txz

∂θl,i
= −J−1

txz

∂Jtxz

∂θl,i
J−1
txz

(2.2.23)

Utilizando las ecuaciones 2.2.22 y 2.2.23, se demuestra que:

tr

(
J−1
tzx

∂Jtzx

∂θl,i

)
= tr

(
Jtxz

∂J−1
txz

∂θl,i

)

= −tr
(
JtxzJ

−1
txz

∂Jtxz

∂θl,i
J−1
txz

)
= −tr

(
∂Jtxz

∂θl,i
Jtzx

)

= −tr




∂2z1

∂x1∂θl,i
. . . ∂2z1

∂xn∂θl,i

...
. . .

...

∂2zn
∂x1∂θl,i

. . . ∂2zn
∂xn∂θl,i




∂x1

∂z1
. . . ∂x1

∂zn

...
. . .

...

∂xn
∂z1

. . . ∂xn
∂zn





= −tr




∂v

(1)
l,i

∂x1
. . .

∂v
(1)
l,j

∂xn

...
. . .

...

∂v
(n)
l,i

∂x1
. . .

∂v
(n)
l,i

∂xn




∂x1

∂z1
. . . ∂x1

∂zn

...
. . .

...

∂xn
∂z1

. . . ∂xn
∂zn




= −

n∑
k=1

n∑
j=1

∂v
(k)
l,i

∂xj

∂xj
∂zk

= −
n∑
k=1

∂

∂zk

(
v

(k)
l,i

)
= −div (vl,i) (2.2.24)

donde div(·) denota el operador de divergencia.

En vista de las deducciones anteriores, la ecuación 2.2.19 puede ser simplificada como se muestra a

continuación.

∂fX(x,θ)

∂θl,i
|det (Jtzx)| = −fZ(z)zTvl,i + fX(x,θ) |det (Jtzx)|div (vl,i)

=
(
−zTvl,i + div (vl,i)

)
fZ(z) (2.2.25)
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Con la información contenida en las ecuaciones 2.2.18 y 2.2.25, es posible escribir una expresión

alternativa para la función hz,θl,i(z,θ).

hz,θl,i(z,θ) =
1

fX(tzx(z,θ),θ)

∂fX(tzx(z,θ),θ)

∂θl,i

=
1(

fZ(z)
|det(Jtzx )|

) ((−zTvl,i + div (vl,i)
)
fZ(z)

|det (Jtzx)|

)

= −zTvl,i + div (vl,i) (2.2.26)

Reemplazando esta última expresión en 2.2.16 se determina la siguiente expresión para la sensibi-

lidad de la probabilidad de falla.

∂pF
∂θl,i

=

∫
gz(z,θ)≤0

(
−zTvl,i + div (vl,i)

)
fZ(z)dz (2.2.27)

En la ecuación 2.2.27 el termino de divergencia mide como evoluciona la velocidad en el espacio

de variables inciertas. En ciertos casos, que dependen del tipo de distribución de probabilidad y

del parámetro de interés (respecto del cual se evalúa la sensibilidad de la probabilidad de falla) la

divergencia de la velocidad puede ser nula. Más adelante, se estudiarán ciertos casos particulares

en que la divergencia resulta ser distinta e igual a cero.
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2.2.4. Sensibilidad de la Probabilidad – Integración sobre la Función de

Estado Ĺımite (IFEL)

Una manera alternativa de deducir la expresión para la sensibilidad de la probabilidad es diferenciar

directamente la ecuación 2.2.13 respecto a θl,i.

∂pF
∂θl,i

=
∂

∂θl,i

(∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz

)
(2.2.28)

Esta integral debe ser calculada utilizando la fórmula de Leibnitz [10], resultando la siguiente

expresión:

∂pF
∂θl,i

=

∫
S

fZ(z)vTl,indS (2.2.29)

donde:

vl,i es el término de velocidad definido con anterioridad.

S es el conjunto de puntos perteneciente a la función de estado ĺımite, i.e.:

S = {z ∈ Rn : gz(z,θ) = 0} (2.2.30)

dS es un elemento diferencial de superficie.

n es el vector unitario normal a la función de estado ĺımite:

n =

[
∂gz(z,θ)
∂z1

, . . . , ∂gz(z,θ)
∂zn

]T∣∣∣∣∣∣∣∣[∂gz(z,θ)
∂z1

, . . . , ∂gz(z,θ)
∂zn

]T ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∇zgz(z,θ)

||∇zgz(z,θ)||
(2.2.31)

donde || · || denota la norma Euclidiana de un vector.

En aplicaciones prácticas, habitualmente solo se tiene acceso al gradiente de la función de desempeño

en términos de las variables aleatorias f́ısicas∇xgx(x,θ). En tal caso, es posible calcular el gradiente

en el espacio normal estándar utilizando la matriz Jacobiana.

∇zgz(z,θ) = JTtzx
∇xgx(x,θ) (2.2.32)
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2.2.5. Relación entre sensibilidad de la Probabilidad Calculada mediante

Integración en el Dominio de Falla y Función de Estado Ĺımite

Las expresiones 2.2.27 y 2.2.29 son dos métodos distintos que permiten calcular la sensibilidad de

la probabilidad de falla. En principio poseen grandes diferencias, por ejemplo que la ecuación 2.2.27

es una integral de volumen y 2.2.29 es una integral de superficie. Por lo tanto, en esta sección se

ahonda en la relación entre ambas formulaciones, desarrollando el análisis de sensibilidad en base

a la interpretación propuesta en [10], para comprender el alcance de dichas formulaciones.

Considere un dominio de integración asociado a una probabilidad de falla. Este, se encuentra

representado por la función de estado ĺımite inicial gz(z,θ) = 0, en el espacio normal estándar. Al

incorporar la perturbación ∆θl,i, el contorno de la región de falla cambia a gz(z,θ+ el,i∆θl,i) = 0.

Tal efecto, se puede apreciar en la figura 2.4.

gz(z, θ) = 0 gz(z, θ + el,i∆θl,i) = 0

z1

z2

gz(z, θ) < 0

gz(z, θ) > 0

Figura 2.4: Esquema de un dominio móvil debido a una perturbación del parámetro de distribución
∆θl,i, en el plano z1z2.

En tal contexto, la derivada de la probabilidad de falla (ecuación 2.2.13) es:

∂pF
∂θl,i

=
∂

∂θl,i

 ∫∫
g(z,θ)≤0

fZ(z)dz1dz2

 (2.2.33)

(2.2.34)
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La última ecuación refleja el cambio en el valor de la probabilidad de falla debido al desplazamiento

de la función de estado ĺımite, tal como se ilustra en la figura 2.4.

Para resolver la derivada de la integral entre paréntesis, se propone un argumento f́ısico de acuerdo

a lo sugerido en [10], que considera la integración en los dominios de falla asociados a gz(z,θ) = 0

y gz(z,θ + el,i∆θl,i) = 0, tal como se ilustra en la figura 2.5.

gz(z, θ) = 0 gz(z, θ + el,i∆θl,i) = 0

z1

z2

ndS

v∆θl,i · n

(a)

(b)

v

gz(z, θ) < 0

gz(z, θ) > 0

Figura 2.5: (a) Dominios de falla asociados a gz(z,θ) = 0 y gz(z,θ + el,i∆θl,i) = 0. (b) Sección
infinitesimal entre contornos de integración

El vector v se define como la razón de cambio en un punto perteneciente a gz(z,θ) = 0, debido a

una perturbación en el parámetro de distribución θl,i para un valor fijo de xi. Además, n representa

el vector normal a la función de estado ĺımite y dS corresponde a un elemento infinitesimal de arco.

Al realizar la diferencia entre las integrales de probabilidad asociadas a los dominios de falla defi-

nidos por gz(z,θ) = 0 y gz(z,θ + el,i∆θl,i) = 0 se tiene que:∫∫
gz(z,θ+el,i∆θl,i)≤0

fZ(z)dz −
∫∫

gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz (2.2.35)

Evidentemente, la sustracción de estas dos integrales es igual a la integral de la función de densi-

dad de probabilidad sobra la franja infinitesimal comprendida entre ambos dominios de falla. La

contribución de un elemento diferencial de dicha franja a la sustracción buscada es igual a:

fZ(z) (v∆θl,i) · (ndS) (2.2.36)
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Por lo tanto, al aplicar el ĺımite a la ecuación 2.2.35 cuando ∆θl,i −→ 0 se tiene:

ĺım
∆θl,i−→0

∫∫
gz(z,θ+el,i∆θl,i)≤0

fZ(z)dz −
∫∫

gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz

∆θl,i
=

∫
gz(z,θ)=0

fZ(z)v · ndS (2.2.37)

En consecuencia, la ecuación 2.2.13 se transforma finalmente en:

∂pF
∂θl,i

=

∫
gz(z,θ)=0

fZ(z)v · ndS (2.2.38)

El resultado anterior indica una integral de ĺınea que es evaluada sobre el contorno gz(z,θ) = 0,

idéntica a la deducida en 2.2.29.

De manera alternativa, es posible expresar el vector unitario normal en un punto de la función de

estado ĺımite como n = [dz2/dS,−dz1/dS]T . Además, considerando v = [∂z1/∂θl,i, ∂z2/∂θl,i], el

producto punto resulta igual a:

v · ndS =

[
∂z1

∂θl,i
,
∂z2

∂θl,i

]
·
[
dz2

dS
,−dz1

dS

]T
dS =

∂z1

∂θl,i
dz2 −

∂z2

∂θl,i
dz1 (2.2.39)

Por lo que la integral de la ecuación 2.2.38 queda expresada como:∫
gz(z,θ)=0

fZ(z)v · ndS =

∫
gz(z,θ)=0

(
fZ(z)

∂z1

∂θl,i
dz2 − fZ(z)

∂z2

∂θl,i
dz1

)
(2.2.40)

Tomando en cuenta la última expresión, es posible transformar el contorno de integración sobre la

región de falla mediante el teorema de Green. Por ende, como resultado de esta sección, se determina

la siguiente igualdad:

∂

∂θl,i

 ∫∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz1dz2

 =

∫∫
gz(z,θ)≤0

[
∂fZ(z)

∂z1

∂z1

∂θl,i
+
∂fZ(z)

∂z2

∂z2

∂θl,i

+ fZ(z)

(
∂

∂z1

(
∂z1

∂θl,i

))
+ fZ(z)

(
∂

∂z2

(
∂z2

∂θl,i

))]
dz1dz2

(2.2.41)

Agrupando términos de la ecuación anterior, se logra una integral para calcular la sensibilidad de

la probabilidad de falla de la forma siguiente:

∂pF
∂θl,i

=

∫∫
gz(z,θ)≤0

∇zfZ(z) · v + fZ(z) (∇z · v) dz (2.2.42)

=

∫∫
gz(z,θ)≤0

(−zv + div(v)) fZ(z)dz (2.2.43)

La ecuación 2.2.43 es una integral sobre el dominio de falla, que es idéntica a la ecuación 2.2.27.
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La deducción de la ecuación 2.2.38, presentada en esta sección, hace uso de argumentos geométricos

y demuestra que la sensibilidad de la probabilidad de falla puede ser calculada mediante una integral

sobre una función de estado ĺımite. Además, la aplicación del teorema de Green permite formular

la integral de superficie como una integral de volumen sobre la región de falla en la ecuación 2.2.43.

Esto demuestra que los métodos discutidos en las secciones 2.2.3 y 2.2.4 son en realidad dos maneras

distintas, pero equivalentes, para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla.
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2.3. Coeficiente de Elasticidad de la Sensibilidad

Para la validación y comparación de los resultados de sensibilidad obtenidos en este trabajo, se

utilizará un coeficiente adimensional denominado coeficiente de elasticidad [8, 18]. Esta cantidad

permite comparar resultados de manera más objetiva, especialmente cuando los parámetros inciertos

poseen distintos ordenes de magnitud y/o unidades de medida. En particular el coeficiente de

elasticidad de la probabilidad de falla con respecto al parámetro θl,i se define como:

νθl,i =
∂pF
∂θl,j

θl,j
pF

(2.3.1)

En la ecuación anterior, se asume que θl,j es distinto de cero. Esta medida de la sensibilidad

se puede utilizar para cuantificar la importancia relativa de los parámetros del sistema sobre la

confiabilidad estructural. Además, el coeficiente de elasticidad es menos sensible a un posible sesgo

de los resultados. Esto último, debido a la normalización respecto al estimador de la probabilidad

de falla.

2.4. Evaluación de la Probabilidad de Falla y su Sensibilidad

Utilizando Simulación

Evaluar la probabilidad de falla hace necesario resolver una integral de alta dimensión (ecua-

ción 2.2.2). Lo anterior, es debido a que generalmente los modelos de elementos finitos poseen

un gran número de valores inciertos relacionados a los parámetros del problema como especifica-

ciones geométricas, criterios de carga, condiciones de contorno, etc. Resolver la integral de manera

numérica o encontrar la solución exacta, es inviable para la mayoŕıa de los casos de interés en

ingenieŕıa o solo existe solución para contados casos. Por consiguiente, múltiples métodos han sido

desarrollados con el fin de resolver problemas de confiabilidad de manera práctica. En este aspecto,

los métodos de simulación buscan cuantificar la incertidumbre a través de simulaciones del problema

estructural, asociado a generar distintas realizaciones de los parámetros inciertos involucrados en el

problema. La ventaja de aplicar este tipo de metodoloǵıas, es la robustez al momento de cuantificar

la incertidumbre considerando un gran número de parámetros inciertos. Es por este motivo, que

los métodos de simulación son los abordados en este trabajo con el fin de estimar la probabilidad

de falla y su sensibilidad. En particular, se utiliza la técnica de simulación Line Sampling (LS), la

cual se contrasta con Monte Carlo Simulation (MCS), por ser un método ampliamente utilizado y
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robusto. Sin embargo, es necesario vigilar los esfuerzos numéricos requeridos, ya que dependiendo

de lo que se desea evaluar, la cantidad de simulaciones necesarias puede ser importante.

2.4.1. Monte Carlo Simulation

Monte Carlo Simulation (MCS) [27] es un método ampliamente utilizado en ciencia y en ingenieŕıa,

debido a que permite cuantificar la incertidumbre presente en un sistema estructural de un modo

general y simple. En principio, la técnica genera muestras de las variables aleatorias X, de acuerdo

a la función de distribución asociada fX(x,θ). Luego, resuelve el sistema estructural para cada una

de las realizaciones de los parámetros inciertos, por medio del método de elementos finitos. De esta

manera, se realiza un análisis estocástico derivado de ejecutar el modelo de forma determinista. En

la figura 2.6 se muestra un esquema cualitativo del proceso, donde se tiene un espacio de entrada

con cierta variabilidad y un espacio de respuesta el cual posee una variabilidad traspasada desde

los parámetros inciertos de entrada.

Es importante destacar que la exactitud de los resultados depende del número de muestras genera-

das. Lo anterior, es debido a que se cuenta con un número finito para el procedimiento determinista.

Sin embargo, es posible disminuir la diferencia entre la predicción y la respuesta real, incluyendo

todas las incertidumbres asociadas, considerando una cantidad adecuada de muestras por medio de

un análisis de convergencia del estimador. Se ha demostrado que el coeficiente de variación muestral

del método es proporcional a
√

1/N , donde N es el número de muestras.
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fXi
(xi, θi)

fXj (xj , θj)

Anlisis Determinista MEF

fRl
(rl, θl)

fRk
(rk, θk)

fX(x, θ) fR(r, θ)

Espacio de Entrada Espacio de Respuesta

Figura 2.6: Análisis estocástico basado en MCS (Schuëller 2006).

2.4.1.1. Cálculo de la Probabilidad de Falla Mediante MCS

Como se ha mencionado anteriormente, MCS es una técnica de carácter general que permite evaluar

integrales multidimensionales. Por ejemplo, la la integral de la ecuación 2.2.13:

pF =

∫
z∈Rn

Iz(z,θ)fZ(z)dz (2.4.1)

se estima como:

p̂F ≈
1

N

N∑
k=1

Iz(z(k),θ) (2.4.2)

donde z(k), k = 1, . . . , N son muestras independientes e idénticamente distribuidas según fZ(z).

El estimador p̂F converge al valor pF a medida que N → ∞. Si bien la integral fue planteada en

el espacio normal estándar, Monte Carlo también es aplicable cuando la integral se plantea en el

espacio f́ısico. En la figura 2.7 se presenta un esquema descriptivo del proceso de muestreo y las

condiciones para la evaluación de la confiabilidad según Iz(z,θ).
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Una forma de cuantificar la precisión del estimador p̂F es calcular su coeficiente de variación δp̂F ,

que se define como [1]:

δp̂F =

√
V [p̂F ]

E [p̂F ]
(2.4.3)

donde E[·] y V[·] representan el valor esperado y varianza del argumento. Dado que el estimador p̂F

se calcula mediante muestras independientes, idénticamente distribuidas, se cumple lo siguiente.

δp̂F =

√
V
[

1
N

∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)]
E
[

1
N

∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)]

=

√
1
N2V

[∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)]
1
NE

[∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)]
=

√
1
N2NV [Iz (z,θ)]

1
NNE [Iz (z,θ)]

=
1√
N

√
V [Iz (z,θ)]

E [Iz (z,θ)]

(2.4.4)

Para aplicar esta última fórmula, se necesita conocer el valor esperado y varianza de Iz(z,θ).

Como habitualmente tales cantidades no son conocidas, es posible estimar el coeficiente de variación

utilizando los estimadores del valor esperado y varianza. El estimador del valor esperado de Iz(z,θ)

es precisamente la expresión de la ecuación 2.4.2, mientras que el estimador de la varianza es:

V [Iz(z)] ≈ 1

(N − 1)

N∑
k=1

(
Iz

(
z(k),θ

)
− p̂F

)2

=
1

(N − 1)

((
N∑
k=1

Iz

(
z(k),θ

)2
)
−Np̂2

F

)
(2.4.5)

Por lo tanto, el estimador del coeficiente de variación δ̂p̂F es:

δp̂F ≈ δ̂p̂F =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)2)−Np̂2
F

)
p̂F

(2.4.6)
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En el caso particular de MCS, la expresión para estimador del coeficiente de variación se reduce a:

δ̂p̂F =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
k=1 Iz

(
z(k),θ

)2)−Np̂2
F

)
p̂F

=
1√
N

√
1

(N−1) (Np̂F −Np̂2
F )

p̂F

=

√
1− p̂F

(N − 1)p̂F
≈

√
1− p̂F
Np̂F

(2.4.7)

gz(z, θ) = 0

Iz(z, θ) = 1

Iz(z, θ) = 0

zi

zj

Muestras Admisibles

Muestras de Falla

Región de FallaRegión Segura

Muestras generadas utilizando MCS

Figura 2.7: Representación esquemática de la técnica MCS.
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2.4.1.2. Cálculo de la Sensibilidad de la Probabilidad de Falla Mediante MCS

El método de simulación Monte Carlo también puede ser utilizado para calcular la sensibilidad de

la probabilidad de falla. La implementación es análoga a la presentada en la sección anterior. Para

obtener la sensibilidad de la confiabilidad con respecto al parámetro de distribución θl,i, tome en

cuenta la forma alternativa de expresar la ecuación 2.2.16.

∂pF
∂θl,i

=

∫
z∈Rn

Iz(z,θ)hz,θl,i(z,θ)fZ(z,θ)dz (2.4.8)

Luego, aplicando MCS, la sensibilidad de la probabilidad de falla puede ser estimada por medio de:

∂p̂F
∂θl,i

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz(z(k),θ)hz,θl,i(z
(k),θ) (2.4.9)

Donde (z(k),θ), k = 1, . . . , N son muestras generadas a partir de la función de densidad de pro-

babilidad fZ(z,θ). Una ventaja en el estimador de la sensibilidad de la ecuación 2.4.9, es que no

requiere evaluar el modelo estructural nuevamente. Esto se debe a que utiliza las mismas muestras

generadas para estimar la probabilidad de falla como para el análisis de sensibilidad. Es decir, la

estimación de sensibilidad se puede interpretar como una etapa de post-procesamiento.

En este caso, el coeficiente de variación del estimador de la sensibilidad viene dado por la siguiente

expresión:

δ ∂pF
∂θl,i

≈ δ ∂p̂F
∂θl,i

=
1√
N

√
1

N(N−1)

∑N
k=1

(
Iz(z(k),θ)hz,θl,i(z

(k),θ)− ∂p̂F
∂θl,i

)2

∣∣∣ ∂p̂F∂θl,i

∣∣∣ (2.4.10)

En general, para obtener un δ ∂p̂F
∂θl,i

bajo, se necesita un número elevado de muestras.
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2.4.2. Line Sampling

La técnica de simulación Line Sampling (LS) [17] permite estimar – bajo ciertas condiciones –

probabilidades de falla con una eficiencia numérica muy superior a la del método Monte Carlo.

Line Sampling ha sido diseñada para ser aplicado a problemas de confiabilidad de alta dimensión

en el espacio normal estándar, donde el número de parámetros inciertos es elevado.

La idea principal tras esta técnica es identificar una dirección que apunte hacia la región del espacio

normal estándar con mayor contribución a la probabilidad de falla. Dicha dirección se denomina

dirección importante α, existiendo varias formas en las que puede ser identificada [17]. Un candidato

natural para calcular α es el negativo del gradiente de la función de desempeño evaluado en el origen

del espacio normal estándar.

α = − ∇zgz(0,θ)

||∇zgz(0,θ)||
(2.4.11)

Una vez que se ha identificado la dirección α, se evalúa la respuesta del sistema a lo largo de ĺıneas

paralelas a la dirección seleccionada (que se generan aleatoriamente en el espacio de las variables

de entrada inciertas). Para ello, se introduce una rotación de coordenadas en el espacio normal

estándar tal que:

z = αy‖ + Γy⊥ (2.4.12)

donde y‖ es una coordenada paralela α, y⊥ es un vector de dimensión (n−1)×1 que representa un

conjunto de (n−1) coordenadas perpendiculares a α y Γ es una matriz de rotación de coordenadas

de dimensión n× (n− 1). Tomando en cuenta la rotación de coordenadas propuesta en la ecuación

2.4.12 y considerando que la función de densidad de probabilidad normal estándar posee simetŕıa

radial, es posible expresar la integral de probabilidad de la ecuación 2.4.1 como:

pF =

∫
y⊥∈Rn−1

∫
y‖∈R

Iz

(
αy‖ + Γy⊥,θ

)
fY ‖

(
y‖
)
fY ⊥

(
y⊥
)
dy‖dy⊥ (2.4.13)

donde fY ‖
(
y‖
)

y fY ⊥
(
y⊥
)

son distribuciones normales estándar independientes de dimensión 1 y

(n− 1), respectivamente. Con el objeto de tener una notación más compacta, se define:

ψ(Γy⊥,θ) =

∫
y‖∈R

Iz

(
αy‖ + Γy⊥,θ

)
fY ‖

(
y‖
)
dy‖ (2.4.14)

por lo que la integral de la ecuación 2.4.13 se reduce a:

pF =

∫
y⊥∈Rn−1

ψ(Γy⊥,θ)fY ⊥
(
y⊥
)
dy⊥ (2.4.15)

Para estimar la integral de la ecuación 2.4.15, es posible generar muestras del vector de variables
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y⊥ utilizando simulación Monte Carlo.

pF ≈ p̂F =
1

N

N∑
k=1

ψ
(
Γy⊥,(k),θ

)
, y⊥,(k) ∼ fY ⊥

(
y⊥
)
, k = 1, . . . , N (2.4.16)

Esta última expresión es el estimador asociado a la técnica Line Sampling. La interpretación de este

estimador es la siguiente. Por un lado, la función ψ(Γy⊥,θ) corresponde a una integral (unidimensio-

nal) del producto entre la función I(z,θ) y la función de densidad de probabilidad normal estándar,

sobre la porción de ĺınea descrita por la ecuación L(k) = {y⊥ ∈ R ∧ y‖ ∈ R : z = αy‖ + Γy⊥,(k)}
que cae en en el dominio de falla (ver figura 2.8). Por otro lado, esta integral debe ser evaluada

para distintas muestras de y⊥. Por lo tanto, Line Sampling es en realidad una combinación entre

la técnica de simulación Monte Carlo e integración numérica, pues se generan muestras aleatorias

en un espacio de (n− 1) dimensiones y luego, se calcula una integral sobre la dimensión restante.

La función ψ(Γy⊥θ), es una integral que extrae información sobre la porción de una ĺınea que se

ubica dentro de la región de falla. Bajo el supuesto que solo una porción de dicha ĺınea se encuentra

dentro de la región de falla (y que la dirección α es apropiada), la integral de la ecuación 2.4.14 se

reduce a:

ψ(Γy⊥,θ) =

∞∫
c

Iz

(
αy‖ + Γy⊥,θ

)
fY ‖

(
y‖
)
dy‖ (2.4.17)

donde gz
(
αc+ Γy⊥,θ

)
= 0. Note que c puede ser interpretado geométricamente de la siguiente

manera: es la distancia Euclidiana (en el espacio normal estándar) que existe entre la muestra y⊥

y el dominio de falla (medida en dirección de α). Esta última integral representa la función de

probabilidad acumulada normal estándar (Φ(·)) evaluada en un cierto punto, es decir:

ψ(Γy⊥,θ) =

∞∫
c

fY ‖
(
y‖
)
dy‖ = Φ (−c) (2.4.18)

A modo de resumen de todo lo expuesto previamente, se deben aplicar los siguientes pasos para

estimar el valor de la integral de la ecuación 2.4.1.

1. Determinar la dirección importante α utilizando la ecuación 2.4.11 (u otro criterio apropiado

[17]) y definir k = 1.

2. Generar una muestra y⊥,(k) ∼ fY ⊥
(
y⊥
)

y calcular el producto Γy⊥,(k). Una manera senci-

lla para producir esta muestra y calcular simultáneamente el producto buscado, es generar

una muestra z(k) distribuida de acuerdo a una función de densidad de probabilidad normal
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estándar independiente, de n dimensiones y aplicar la siguiente ecuación:

z⊥,(k) = Γy⊥,(k) = z(k) −
(
αTz(k)

)
α (2.4.19)

3. Calcular el valor de la función de desempeño gz
(
αy‖ + z⊥,(k),θ

)
sobre una grilla de valo-

res de y‖. Dicha grilla puede estar compuesta, por ejemplo, por nueve puntos distribuidos

uniformemente en el intervalo y‖ ∈ [0, 8].

a) Si existe certeza que la ĺınea en estudio cruza solo una vez la función de estado ĺımite,

determinar la distancia c(k) asociada a la muestra z⊥,(k) mediante interpolación, tal que

gz
(
αc(k) + z⊥,(k),θ

)
= 0. Una representación esquemática de la distancia c(k) se ilustra

en la figura 2.8 para 3 muestras distintas.

b) De lo contrario, utilizar los valores de la grilla para generar un modelo aproximado de la

función de desempeño. Este modelo aproximado se denota como g̃z
(
αy‖ + z⊥,(k),θ

)
y

puede ser generado utilizando cualquier esquema de interpolación apropiado. Utilizando

esta aproximación de la función de desempeño, se evalúa ψ
(
z⊥,(k),θ

)
de forma numérica

(ver ecuación 2.4.14).

4. Si k < N , definir k = k+1 y retornar al paso 2. De lo contrario, estimar el valor de la integral

buscada utilizando la ecuación 2.4.16 y calcular el coeficiente de variación del estimador

mediante la siguiente fórmula.

δp̂F ≈ δ̂p̂F =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
k=1 ψ

(
z⊥,(k),θ

)2)−Np̂F 2
)

p̂F
(2.4.20)
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c(3)

c(2)

c(1)

α

zi

zj

z⊥,(3)

z⊥,(2)

z⊥,(1)

gz (z, θ) > 0

gz (z, θ) < 0

gz (z, θ) = 0

y‖

L(3)

L(2)

L(1)

Figura 2.8: Ilustración esquemática de la técnica Line Sampling

2.4.3. Estimación de la Sensibilidad Utilizando Line Sampling

Line Sampling, al igual que el método de simulación Monte Carlo, puede ser utilizada para estimar la

sensibilidad de la probabilidad de falla. Más aún, mediante esta técnica es posible tomar ventaja de

las estrategias presentadas anteriormente en el espacio normal estándar. Por tanto, las siguientes

secciones 2.4.3.1 y 2.4.3.2 pretenden adecuar las expresiones de integración sobre el dominio de

falla e integración sobre la función de estado ĺımite presentadas en las secciones 2.2.3 y 2.2.4,

respectivamente, y aplicar la técnica de muestreo Line Sampling en ellas.

2.4.3.1. Approach 1: Método de Integración sobre el Dominio de Falla (IDF)

Las ecuaciones 2.2.13 y 2.2.16 poseen similitudes en cuanto al dominio de integración y al argumento.

De hecho, la evaluación de la sensibilidad de la probabilidad de falla consta de los mismos pasos

básicos que para el análisis de confiabilidad. Primero, la generación de muestras aleatorias z⊥,(k),

k = 1, . . . , N en el hiperplano ortogonal a la dirección importante α. Segundo, la integración

numérica unidimensional a lo largo de cada linea L(k), k = 1, . . . , N sobre el dominio de falla. La

única diferencia es la función de integración en el segundo paso, que es igual al producto entre

la función de densidad de probabilidad y la función hz,θl,i(z,θ) (evaluada a lo largo de L(k)). De

este modo, para desarrollar un estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla, considere la
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ecuación 2.2.16 escrita de la siguiente manera

∂pF
∂θl,i

=

∫
z∈Rn

Iz(z,θ)hz,θl,i(z,θ)fZ(z)dz (2.4.21)

Al considerar la rotación de coordenadas en el espacio normal estándar, la ecuación anterior se

reescribe como:

∂pF
∂θl,i

=

∫
y⊥∈Rn−1

∫
y‖∈R

Iz(αy‖ + Γy⊥,θ)hz,θl,i(αy
‖ + Γy⊥,θ)fY ‖(y

‖)fY ⊥(y⊥)dy‖dy⊥ (2.4.22)

A fin de tener una notación más compacta, se define:

ϕz,θl,i(Γy
⊥,θ) =

∫
y‖∈R

Iz(αy‖ + Γy⊥,θ)hz,θl,i(αy
‖ + Γy⊥,θ)fY ‖(y

‖)dy‖ (2.4.23)

Por lo que la integral de la ecuación 2.4.22 se reduce a:

∂pF
∂θl,i

=

∫
y⊥∈Rn−1

ϕz,θl,i(Γy
⊥,θ)fY ⊥(y⊥)dy⊥ (2.4.24)

Las muestras generadas a través de la simulación Monte Carlo de la variables y⊥, permiten apro-

ximar la integral de la ecuación 2.4.24 de la manera siguiente:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

ϕz,θl,i(Γy
⊥,(k),θ), y⊥,(k) ∼ fY ⊥(y⊥), k = 1, · · · , N (2.4.25)

Expresiones anaĺıticas para la integral 2.4.23 pueden ser obtenidas para ciertos tipos de distribu-

ción de probabilidad asociadas con X. Algunas de ellas serán presentadas en capitulos posteriores

para los casos de variables aleatorias independientes y correlacionadas de distribución Gaussiana y

Lognormal.
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El coeficiente de variación asociado al estimador de ∂p̂F
∂θl,i

aplicando la técnica de simulación Line

Sampling es:

δ∂p̂F /∂θl,i =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
k=1

(
ϕz,θl,i

(
z⊥,(k),θ

))2)−N ( ∂p̂F∂θl,i

)2
)

∣∣∣ ∂p̂F∂θl,i

∣∣∣ (2.4.26)

2.4.3.2. Approach 2: Método de Integración sobre la Función de Estado Ĺımite (IFEL)

Una de las caracteŕısticas esenciales de Line Sampling es que en cada ĺınea que se analiza L(k), es

posible determinar con precisión el punto (o los puntos) en el que dicha ĺınea intersecta la función

de estado ĺımite gz(z,θ) = 0. Por lo tanto, Line Sampling puede ser conveniente para calcular la

sensibilidad de la probabilidad de falla en base a la integral definida sobre la función de estado

ĺımite de la ecuación 2.2.29. Para los fines de esta contribución, se supone por simplicidad que al

momento de aplicar LS, cada ĺınea intersecta la función de estado ĺımite solo una vez.

Previo al cálculo de la integral de la ecuación 2.2.29, se introducen las siguientes tres consideraciones.

1. La integral se parametriza respecto del vector de coordenadas y⊥, que es perpendicular a

la dirección importante α. En tal caso, es sencillo demostrar que el diferencial de superficie

puede expresarse de la siguiente manera.

dS =
dy⊥

|αTn|
(2.4.27)

2. Se define la función ζ(z,θ), que involucra la velocidad vl,i, el vector normal n y la dirección

importante α.

ζl,i(z,θ) =
vTl,in

|αTn|

=
vTl,i

∇zgz(z,θ)
||∇zgz(z,θ)||∣∣∣αT ∇zgz(z,θ)
||∇zgz(z,θ)||

∣∣∣
=
vTl,i∇zgz(z,θ)

|αT∇zgz(z,θ)|
(2.4.28)

3. En vista de la parametrización de la integral propuesta en la ecuación 2.4.27, los puntos
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pertenecientes a la función de estado ĺımite cumplen la relación:

gz
(
αc+ Γy⊥,θ

)
= 0 (2.4.29)

Note que c describe la distancia Euclidiana entre el punto y⊥ y la función de estado ĺımite,

medida en dirección de α. Evidentemente, c depende de y⊥, por lo que c = c
(
y⊥
)
.

Reemplazando las ecuaciones 2.4.27, 2.4.28 y 2.4.29 en la ecuación 2.2.29, se determina la siguiente

expresión.

∂pF
∂θl,i

=

∫
y⊥∈Rn−1

ζl,i
(
αc+ Γy⊥,θ

)
fY ‖ (c) fY ⊥

(
y⊥
)
dy⊥ (2.4.30)

Indudablemente, esta última integral puede ser estimada utilizando simulación Monte Carlo:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

ζl,i

(
αc(k) + Γy⊥,(k),θ

)
fY ‖

(
c(k)
)

=
1

N

N∑
k=1

η
(
z⊥,(k),θ

)
(2.4.31)

donde z⊥,(k) son muestras generadas según se indica en la ecuación 2.4.19 y η
(
z⊥,θ

)
es:

η
(
z⊥,(k),θ

)
= η

(
Γy⊥,(k),θ

)
= ζl,i

(
αc(k) + Γy⊥,(k),θ

)
fY ‖

(
c(k)
)

(2.4.32)

En caso que la hipótesis de que cada ĺınea de Line Sampling interesecta la función de estado ĺımite

solo una vez no se cumpla, el procedimiento propuesto anteriormente se modifica de la siguiente

manera. Tomando en cuenta que gz
(
αcp + Γy⊥,θ

)
= 0, p = 1, . . . , nc, donde nc es el número de

veces que la ĺınea descrita por la ecuación αy‖ + Γy⊥ intersecta la función de estado ĺımite, se

modifica la función η
(
z⊥,θ

)
de la siguiente manera.

η
(
z⊥,θ

)
=

nc∑
p=1

ζl,i
(
αcp + z⊥,θ

)
fY ‖ (cp) (2.4.33)

Expresiones anaĺıticas de la expresión 2.4.33 pueden ser obtenidas para ciertos tipos de distribu-

ción de probabilidad asociadas con X. Algunas de ellas serán presentadas en capitulos posteriores
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para los casos de variables aleatorias independientes y correlacionadas de distribución Gaussiana y

Lognormal.

El coeficiente de variación para el estimador ∂p̂F
∂θl,i

en este caso es:

δ∂p̂F /∂θl,i =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
k=1

(
η
(
z⊥,(k),θ

))2)−N ( ∂p̂F∂θl,i

)2
)

∣∣∣ ∂p̂F∂θl,i

∣∣∣ (2.4.34)
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Caṕıtulo 3

SENSIBILIDAD EN

PROBLEMAS DE VARIABLES

ALEATORIAS

INDEPENDIENTES

3.1. Introducción

El caṕıtulo anterior incorpora los medios para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla

de manera genérica. Es más, las expresiones del caṕıtulo 2 no solo son válidas exclusivamente

para la técnica de simulación Line Sampling, sino que pueden ser aplicadas para cualquier otra

metodoloǵıa de simulación. Por ende, el objetivo de este capitulo es adecuar las estrategias IDF e

IFEL, presentadas en 2.2.3 y 2.2.4, a problemas que involucran variables aleatorias independientes.

Luego de ello, se tratan los casos espećıficos de variables aleatorias independientes de distribución

Gaussiana y Lognormal. Finalmente, se presentan ejemplos alusivos a las metodoloǵıas propuestas

y se comparan resultados en el área de estudio.
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3.2. Relación entre el Espacio F́ısico y Normal Estándar pa-

ra Variables Aleatorias Independientes

Las estrategias para la estimación de sensibilidad de la probabilidad de falla están relacionadas con

las ventajas de la formulación en el espacio normal estándar. Estas corresponden a la independencia

entre variables y a la evaluación de la sensibilidad en términos de la la función de desempeño. Por

tales motivos, se resuelve la relación entre el espacio f́ısico y normal estándar para el caso de

variables aleatorias independientes, con el fin de demostrar la equivalencia de resultados.

3.2.1. Transformación entre el Espacio F́ısico y Normal Estándar

La función de densidad de probabilidad asociada a un conjunto de variables aleatorias independien-

tes cumple la siguiente propiedad:

fX(x,θ) =

n∏
i=1

fXi(xi,θi) (3.2.1)

donde θi es el vector de parámetros de distribución asociado a la variable aleatoria Xi.

La transformación desde el espacio de variables aleatorias f́ısicas al normal estándar se formula a

partir de la siguiente igualdad [16].

FZi(zi) = FXi(xi,θi), i = 1, . . . , n (3.2.2)

En la última ecuación, FZi(·) y FXi(·) representan las funciones de probabilidad acumulada normal

estándar y de la variable aleatoria Xi, respectivamente. Por lo tanto, las funciones de transformación

entre el espacio de variables f́ısicas y normal estándar son las siguientes.

z = txz(x,θ) =


F−1
Z1

(FX1
(x1,θ1))

...

F−1
Zn

(FXn(xn,θn))

 (3.2.3)

x = tzx(z,θ) =


F−1
X1

(FZ1
(z1),θ1)

...

F−1
Xn

(FZn(zn),θn)

 (3.2.4)
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F−1
Zi

(·) y F−1
Xi

(·) equivalen a las funciones de probabilidad acumulada inversa de la variable normal

estándar Zi y aleatoria Xi, respectivamente.

La ecuación 2.2.10 requiere calcular la matriz Jacobiana para deducir una expresión de la proba-

bilidad de falla en el espacio normal estándar. Esta matriz resulta ser diagonal, puesto que xi solo

depende de zi. Se deduce una expresión para los términos de la diagonal de dicha matriz, derivando

la ecuación 3.2.2 respecto de zi.

FZi(zi) = FXi(xi,θi)

/
d

dzi

fZi(zi) = fXi(xi,θi)
dxi
dzi

dxi
dzi

=
fZi(zi)

fXi(xi,θi)
, i = 1, . . . , n (3.2.5)

A partir de la última ecuación, se puede deducir directamente que:

|det (Jtzx)| =
n∏
i=1

fZi(zi)

fXi(xi,θi)
(3.2.6)

Reemplazando las ecuaciones 3.2.1 y 3.2.6 en la ecuación 2.2.10, se determina que:

pF =

∫
gz(z,θ)≤0

(
n∏
i=1

fXi(xi,θi)

)(
n∏
i=1

fZi(zi)

fXi(xi,θi)

)
dz

=

∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz (3.2.7)

Finalmente, es posible apreciar que la expresión 3.2.7 es exactamente igual a la ecuación 2.2.16,

resultado obtenido de la deducción general presentada en la sección 2.2.2.
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3.3. Implementación Práctica del Estimador de Sensibilidad

Una expresión para la sensibilidad de la probabilidad de falla, en el caso de variables aleatorias

independientes, se fundamenta en la ecuación 2.2.26. Se asume que el parámetro θl,i es l-ésimo

parámetro asociado a la distribución de la i-ésima variable aleatoria. Por lo tanto, es sencillo

verificar que:

hz,θl,i(z,θ) = −ziv(i)
l,i +

∂v
(i)
l,i

∂zi
(3.3.1)

donde v
(i)
l,i = ∂zi/∂θl,i corresponde al termino de velocidad derivando la i-ésima variable aleatoria

respecto al parámetro de interés θl,i. La evaluación del término v
(i)
l,i depende del tipo de distribución

y del parámetro θl,i. En la siguiente sección, se presentan expresiones de velocidad para dos tipos

de distribución: Gaussiana y Lognormal.

3.3.1. Solución Anaĺıtica de la Velocidad – Distribución Gaussina

Considere la variable aleatoria independiente Xi de distribución Gaussiana con valor esperado

µi y desviación estándar σi. Ambos parámetros, asociados a Xi, están agrupados en el vector

θi = [µi, σi]
T . La función de transformación entre el espacio f́ısico al normal estándar tiene la

forma siguiente:

zi =
xi − µi
σi

(3.3.2)

Al diferenciar la relación anterior, es posible determinar los términos de velocidad y divergencia

para los parámetros de distribución θl,i, l = 1, 2, en que l = 1 se refiere al valor esperado y l = 2 a

la desviación estándar.

v1,i =
∂zi
∂θ1,i

=
∂zi
∂µi

= − 1

σi
(3.3.3)

v2,i =
∂zi
∂θ2,i

=
∂zi
∂σi

= − zi
σi

(3.3.4)

∂v1,i

∂zi
= 0 (3.3.5)

∂v2,i

∂zi
= − 1

σi
(3.3.6)

Al reemplazar los resultados anteriores en la ecuación 3.3.1 se obtiene que:

hz,θ1,i (z,θ) =
zi
σi

(3.3.7)

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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hz,θ2,i (z,θ) =
z2
i

σi
− 1

σi
(3.3.8)

Es posible notar que la derivada de la velocidad con respecto al valor esperado de zi, es cero. Este

es un caso particular, ya que dicho termino depende del tipo de distribución y del parámetro de

interés.

3.3.2. Solución Anaĺıtica de la Velocidad – Distribución Lognormal

Al igual que en el caso anterior, la variable aleatoria independiente Lognormal Xi posee parámetros

de distribución µi como valor esperado y σi de desviación estándar, ambos agrupados en el vector

θi = [µi, σi]
T . Sin embargo, es el logaritmo de la variable xi el que posee distribución normal con

parámetros asociados µGi de valor medio y desviación estándar σGi . La dependencia entre ambos

parámetros sigue la siguiente relación:

µGi = ln

(
µ2
i√

µ2
i + σ2

i

)
(3.3.9)

σGi =

√
ln

(
σ2
i

µ2
i

+ 1

)
(3.3.10)

Los términos de velocidad y divergencia se derivan respecto de los parámetros de distribución θl,i

l = 1, 2 de la variable Xi. A continuación se presentan las expresiones en función de las constantes
∂µGi
∂θl,i

y
∂σGi
∂θl,i

:

vl,i =
∂zi
θl,i

= − 1

σGi

(
zi
∂σGi
∂θl,i

+
∂µGi
∂θl,i

)
(3.3.11)

∂vl,i
∂zi

= − 1

σGi

∂σGi
∂θl,i

(3.3.12)

Las expresiones para la velocidad y divergencia son comunes para ambos parámetros de distribución.

Sin embargo, dependen de las derivadas de µGi y σGi respecto a θl,i, por lo que a continuación se

presentan las expresiones correspondientes para cada criterio:

∂µGi
∂θ1,i

=
∂µGi
∂µi

= e−µGi−
(σGi)

2

2

(
2− e−σ

2
Gi

)
(3.3.13)

∂σGi
∂θ1,i

=
∂σGi
∂µi

=
1

σGi
e−µGi−

σGi
2

(
e
−(σGi)

2

2 − 1

)
(3.3.14)

∂µGi
∂θ2,i

=
∂µGi
∂σi

= −e−µGi−
3(σGi)

2

2

√(
e
σ2
Gi − 1

)
(3.3.15)

∂σGi
∂θ2,i

=
∂σGi
∂σi

=
1

σGi
e−µGi−

3
2σGi

√(
e
σ2
Gi − 1

)
=

1

σGi

∂µGi
∂σi

(3.3.16)

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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Es posible inferir que para l = 1 o l = 2, la función hz,θl,i presenta la misma forma, dada por:

hz,θl,i (z,θ) = −zi
(
− 1

σGi

∂σGi
∂θl,i

zi +
∂µGi
∂θl,i

)
− 1

σGi

∂σGi
∂θl,i

(3.3.17)

3.4. Aplicación a los Métodos de Simulación

Los términos de velocidad (vl,i) desarrollados anteriormente pueden ser aplicados en distintos méto-

dos de simulación con el fin de estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla. Como prosecución

de las técnicas de simulación Monte Carlo y Line Sampling, se incorporan los resultados obtenidos

en los casos de distribución Gaussiana y Lognormal a las expresiones de ∂p̂F
∂θl,i

, en el caso de variables

aleatorias independientes.

3.4.1. Monte Carlo

La implementación del cálculo de la sensibilidad de la probabilidad en el contexto del método

de simulación Monte Carlo es posible gracias a los resultados de la función hz,θl,i obtenidos en

la sección previa. Al remplazar hz,θl,i de acuerdo al tipo de distribución en la ecuación 2.4.9 se

consigue el estimador de sensibilidad buscado.

1. Estimador de la sensibilidad para el caso de una distribución Gaussiana con el

método de simulación Monte Carlo

Al reemplazar en la ecuación 2.4.9 la función hz,θl,i 3.3.7 obtenidos en la sección anterior, el

estimador de sensibilidad respecto al valor esperado θ1,i = µi de la i-ésima variable aleatoria

es igual a:

∂p̂F
∂µi

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz

(
z(k),θ

)( zi
σi

)
(3.4.1)

Para el caso de la desviación estándar θ2,i = σi, reemplazando la expresión 3.3.8 en la ecuación

2.4.9, el estimador de sensibilidad resulta igual a:

∂p̂F
∂σi

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz

(
z(k),θ

)(z2
i

σi
− 1

σi

)
(3.4.2)
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Caṕıtulo 3. Sensibilidad en Problemas de Variables Aleatorias Independientes 41

2. Estimador de la sensibilidad para el caso de una distribución Lognormal con el

método de simulación Monte Carlo

La función hz,θl,i posee la misma forma para ambos parámetros de distribución (ver ecuación

3.3.17). Por lo que al reemplazar en la ecuación 2.4.9, el estimador adquiere la siguiente forma:

∂p̂F
∂θl,i

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz

(
z(k),θ

)(
−zi

(
− 1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

zi +
∂µG,i
∂θl,i

)
− 1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

)
(3.4.3)

3.4.2. Line Sampling

Aplicar las expresiones de velocidad utilizando la técnica de simulación Line Sampling, es posible

mediante las estrategias de integración IDF e IFEL, de las secciones 2.4.3.1 y 2.4.3.2. Por lo tanto, se

desarrollan los criterios asociados a las estrategias de integración, con el fin de conseguir expresiones

que estimen la sensibilidad de la probabilidad de falla.

3.4.2.1. Integración sobre el Dominio de Falla (IDF)

La estrategia de integración IDF depende la función hz,θl,i(z,θ) resuelta en las secciones 3.3.1 y

3.3.2 para los casos de variables independientes de distribución Gaussiana y log-normal. Según el

tipo de distribución, la función hz,θl,i(z,θ) se reemplaza en ϕz,θl,i (ecuación 2.4.23):

ϕz,θl,i(Γy
⊥,θ) =

∫
y‖∈R

Iz(αy‖ + Γy⊥,θ)hz,θl,i(αy
‖ + Γy⊥,θ)fY ‖(y

‖)dy‖ (3.4.4)

Estimador de la Sensibilidad con el Método IDF en Line Sampling – Distribución

Gaussiana

Al reemplazar la función hz,θ1,i(z,θ) en la ecuación 2.4.23, asociada al valor esperado µi de la

i-ésima variable aleatoria Gaussiana, la integral se reduce a:

ϕzi,θ1,i(z
⊥,(k)
i ,θi) =

∫ ∞
c

zi
σi
fy‖(y

‖)dy‖ (3.4.5)

En el caso de la desviación estándar σi de la variable aleatoria Xi, se reemplaza hz,θ2,i(z,θ) en

ϕz,θ2,i , por lo que la integral es igual a:

ϕzi,θ2,i(z
⊥,(k)
i ,θi) =

∫ ∞
c

(
z2
i

σi
− 1

σi

)
fy‖(y

‖)dy‖ (3.4.6)
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Ahora bien, debido a que las integrales 3.4.5 y 3.4.6 están descritas en el espacio normal estándar,

es posible encontrar una solución anaĺıtica. Para ello, se toma en cuenta la rotación de coordenadas

de la ecuación 2.4.12 y se resuelven las expresiones de acuerdo a cada parámetro de distribución

Gaussiano.

ϕzi,θ1,i

(
z
⊥,(k)
i ,θi

)
= αi

fZi
(
c(k)
)

σi
+ z
⊥,(k)
i

FZi
(
−c(k)

)
σi

(3.4.7)

ϕzi,θ2,i

(
z
⊥,(k)
i ,θi

)
= αi

(
αic

(k) + 2z
⊥,(k)
i

) fZi (c(k)
)

σi

(
α2
i +

(
z
⊥,(k)
i

)2

− 1

)
FZi

(
−c(k)

)
σi

(3.4.8)

Donde fZi(·) y FZi(·) corresponden a la función de densidad de probabilidad y a la función de

distribución acumulada, respectivamente, en el espacio normal estándar.

Finalmente, el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla para cada parámetro de

distribución de una variable aleatoria Gaussiana es:

∂pF
∂θ1,i

≈ ∂p̂F
∂µi

=
1

N

N∑
k=1

αi
fZi
(
c(k)
)

σi
+ z
⊥,(k)
i

FZi
(
−c(k)

)
σi

(3.4.9)

∂pF
∂θ2,i

≈ ∂p̂F
∂σi

=
1

N

N∑
k=1

αi

(
αic

(k) + 2z
⊥,(k)
i

) fZi (c(k)
)

σi

(
α2
i +

(
z
⊥,(k)
i

)2

− 1

)
FZi

(
−c(k)

)
σi

(3.4.10)

Estimador de la Sensibilidad con el Método IDF en Line Sampling – Distribución

Lognormal

En el caso de una variable aleatoria Lognormal, la función hz,θl,i(z,θ) posee la misma forma para

ambos parámetros de distribución. De esta manera, se reemplaza en la integral 2.4.23 como se

presenta a continuación:

ϕzi,θl,i

(
z
⊥,(k)
i ,θi

)
=

∫ ∞
c

(
−zi

(
− 1

σGi

∂σGi
∂θl,i

zi +
∂µGi
∂θl,i

)
− 1

σGi

∂σGi
∂θl,i

)
fy‖(y

‖)dy‖ (3.4.11)

(3.4.12)

Al igual que en el caso anterior, se resuelve la integral asociada a ϕzi,θl,i considerando la rotación de

coordenadas de 2.4.12. Por lo tanto, la expresión anaĺıtica para el caso de una variable independiente

Lognormal se reduce a:

ϕzi,θl,i

(
z
⊥,(k)
i ,θi

)
=

(
1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

(
α2
i c

(k) + 2αiz
⊥,(k)
i

)
+ αi

∂µG,i
∂θl,i

)
fZi

(
c(k)
)

(3.4.13)(
1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

(
α2
i +

(
z
⊥,(k)
i

)2
)

+ z
⊥,(k)
i

∂µG,i
∂θl,i

− 1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

)
FZi

(
c(k)
)

En conclusión, el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla para los parámetros de
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distribución de una variable aleatoria Lognormal es:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

(
1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

(
α2
i c

(k) + 2αiz
⊥,(k)
i

)
+ αi

∂µG,i
∂θl,i

)
fZi

(
c(k)
)

(3.4.14)(
1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

(
α2
i +

(
z
⊥,(k)
i

)2
)

+ z
⊥,(k)
i

∂µG,i
∂θl,i

− 1

σG,i

∂σG,i
∂θl,i

)
FZi

(
c(k)
)

3.4.2.2. Integración sobre la Función de Estado Ĺımite (IFEL)

Recordando que el estimador de sensibilidad para la estrategia IFEL correspondiente a la ecuación

2.4.31:

∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

ζl,i

(
αc(k) + Γy⊥,(k),θ

)
fY ‖

(
c(k)
)

Es posible verificar que la función ζl,i(z,θ) (ecuación 2.4.28) depende del termino de velocidad vl,i y

del gradiente de la función de desempeño∇zgz. Debido a que gz(z,θ) depende del tipo de problema,

solo se reemplazan los términos de velocidad vl,i según las expresiones encontradas anteriormente

para la distribuciones Gaussiana y Lognormal.

Estimador de la Sensibilidad con el Método IFEL en Line Sampling – Distribución

Gaussiana

Para encontrar un estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto al valor esperado

µi asociado a la i-ésima variable de distribución Gaussiana, se reemplaza el termino v1,i en la

ecuación 2.4.28 de la forma:

ζ1,i(z,θ) = ζµi,i(z,θ) =
− 1
σi

∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
(3.4.15)

En el caso de la desviación estándar σi de la i-ésima variable de distribución, ζ2,i(z,θ) corresponde

a:

ζ2,i(z,θ) = ζσi,i(z,θ) =
− zi
σi

∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
(3.4.16)
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Finalmente el estimador de IFEL respecto a cada parámetro de distribución Gaussiano es igual a:

∂p̂F
∂µi

=
1

N

N∑
k=1

− 1
σi

∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
fY ‖

(
c(k)
)

(3.4.17)

∂p̂F
∂σi

=
1

N

N∑
k=1

− zi
σi

∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
fY ‖

(
c(k)
)

(3.4.18)

Es importante indicar que tanto la función ζl,i(z, θ) como el gradiente de la función de desempeño

∇zgz(z,θ) se evalúan en los puntos de cada linea L(k) de muestreo, que interceptan a la función

de estado ĺımite. Es decir, cumplen la relación:

gz

(
α, c(k) + Γy⊥,θ

)
= 0 (3.4.19)

La cual toma en cuenta la parametrización respecto del vector de coordenadas y⊥, que es perpen-

dicular a la dirección importante α.

Estimador de la Sensibilidad con el Método IFEL en Line Sampling – Distribución

Lognormal

El término de velocidad vl,i es el mismo para cada parámetro de distribución, por lo que la función

ζl,i de una variable aleatoria Lognormal Xi resulta igual a:

ζl,i(z,θ) =
− 1
σGi

(
zi
∂σGi
∂θl,i

+
∂µGi
∂θl,i

)
∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
(3.4.20)

En este caso, el estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla mediante IFEL de una distri-

bución Lognormal es:

∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

− 1
σGi

(
zi
∂σGi
∂θl,i

+
∂µGi
∂θl,i

)
∂gz(z,θ)
∂zi

|αT∇zgz(z,θ)|
(3.4.21)

Del mismo modo que el caso anterior, la función ζl,i(z, θ) y el gradiente de la función de desempeño

∇zgz(z,θ) se evalúan en los puntos de cada linea L(k) de muestreo, que interceptan a la función

de estado ĺımite.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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3.5. Ejemplos

Los siguiente ejemplos numéricos ilustran la aplicación de las estrategias IDF e IFEL en el contexto

de Line Sampling. Todos los ejemplos son comparados con la técnica de simulación Monte Carlo

a manera de referencia y validación de los resultados obtenidos. Esto último, se debe a que Monte

Carlo es un método robusto y ampliamente utilizado en ciencia e ingenieŕıa.

3.5.1. Ejemplo 1

El primero ejemplo es definido por la función de desempeño siguiente:

gx(x) = b−

(√
2

2
(x1 + x2)− 1

4
κ(x1 − x2)2

)
, Xi ∼ N(0, 1), i = 1, 2 (3.5.1)

Donde b corresponde al valor umbral asociado con el criterio de falla, X1 y X2 son variables

aleatorias independientes de distribución Gaussiana, con parámetros de distribución θi = [µi, σi]
T =

[0, 1]T , i = 1, 2 y κ es un parámetro que controla la no linealidad de la función de estado ĺımite.

Para este ejemplo se utilizan dos valores de κ:

κ = 0.1 No linealidad débil.

κ = 1 No linealidad fuerte.

El objetivo de este ejemplo es ilustrar las cualidades de la técnica de simulación Line Sampling.

Con dicho fin, se determina un valor umbral b considerando una probabilidad de falla del orden de

pF ≈ 1 × 10−3. Además, la ventaja del presente ejemplo, es que involucra una función de desem-

peño anaĺıtica de manera tal que ciertos parámetros involucrados, como por ejemplo la dirección

importante α, son posibles de resolver de forma directa.

El primer paso en resolver un problema de confiabilidad estructural, mediante la técnica de simu-

lación Line Sampling, es determinar la dirección importante α. La cual, depende del gradiente de

la función de desempeño (ecuación 2.4.11), como se presenta a continuación:

∇zgz (z,θ) =

[
∂gz
∂z1

,
∂gz
∂z2

]T
=

[
−
√

2

2
+

1

2
κ (z1 − z2) ,−

√
2

2
− 1

2
κ (z1 − z2)

]T
(3.5.2)
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Al evaluar el negativo del gradiente en el origen del espacio normal estándar, la dirección importante

resulta ser igual a:

α = − ∇zgz(0,θ)

||∇zgz(0,θ)||
=

√
2

2
[1, 1]T (3.5.3)

Una representación esquemática en el espacio normal estándar de la función de estado ĺımite y de

la dirección importante α se muestra en la figura 3.1. En ella, se puede apreciar cómo cambia el

contorno de la región de falla según el parámetro κ.

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

z1

z
2

κ = 0.1

0 0.5 1 1.5 2 2.5 3 3.5 4
0

0.5

1

1.5

2

2.5

3

3.5

4

z1

z
2

κ = 1

αα

gz(z,θ) < 0 gz(z,θ) < 0

gz(z,θ) = 0
gz(z,θ) = 0

Figura 3.1: Función de estado ĺımite y dirección importante α. Imagen izquierda κ = 0.1 e imagen
derecha κ = 1.

En la tabla 3.1 se presentan la probabilidad de falla del sistema estructural y su respectivo valor

umbral, para los casos de κ = 0.1 y κ = 1. La estimación es realizada mediante la técnica de

simulación Monte Carlo (MCS) y Line Sampling (LS) como se detalla en las secciones 2.4.1.1 y

2.4.2, respectivamente. El valor de referencia obtenido con el método de Monte Carlo es calculado a

través de la generación de un número elevado de muestras (N = 106). Por otro lado, la estimación

mediante Line Sampling evalúa la función de desempeño en ocho puntos por cada linea de muestreo

L(k) (con un total de N = 103 ĺıneas), con el fin de interpolar la distancia c(k), k = 1, . . . , 103.
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κ Valor Umbral b p̂F MCS p̂F LS C.O.V. MCS C.O.V. LS

0.1 2.16
√

2 1× 10−3 0.99× 10−3 3.2 % 0.6 %

1 2
√

2 1.15× 10−3 1.14× 10−3 2.9 % 2.4 %

Tabla 3.1: Probabilidad de que el umbral b sea sobrepasado

El valor obtenido de la probabilidad de falla es bastante cercano entre ambos métodos de simulación.

Se observa además, que Line Sampling posee un coeficiente de variación menor en ambos casos, lo

cual coincide con el menor número de muestras requerido en la estimación de la probabilidad.

3.5.1.1. Análisis de Sensibilidad de la Probabilidad de Falla

La sensibilidad de la probabilidad de falla es resultado de un post-procesamiento de la información

obtenida del análisis de confiabilidad. Por tanto, el estimador de sensibilidad es desarrollado en

conjunto al de la probabilidad de falla, en donde es aplicada las estrategias de integración IDF

e IFEL, secciones 3.4.2.1 y 3.4.2.2. Los resultados se presentan en las tablas 3.2 y 3.3, en que se

deriva la probabilidad de falla respecto a cada uno de los parámetros de distribución del problema

θi = [µi, σi]
T , i = 1, 2.

κ = 0.1 MCS LS-IDF LS-IFEL C.O.V. MCS C.O.V. LS-IDF C.O.V. LS-IFEL

∂p̂F
∂µ1

0.0024 0.0023 0.0024 3.27 % 0.96 % 0.56 %

∂p̂F
∂µ2

0.0024 0.0024 0.0024 3.28 % 0.84 % 0.62 %

∂p̂F
∂σ1

0.0052 0.0049 0.0050 3.74 % 1.75 % 0.86 %

∂p̂F
∂σ2

0.0050 0.0052 0.0051 3.74 % 1.59 % 0.75 %

Tabla 3.2: Sensibilidad de la Probabilidad de falla para κ = 0.1

κ = 1 MCS LS-IDF LS-IFEL C.O.V. MCS C.O.V. LS-IDF C.O.V. LS-IFEL

∂p̂F
∂µ1

0.0026 0.0026 0.0026 2.99 % 2.31 % 2.69 %

∂p̂F
∂µ2

0.0026 0.0026 0.0026 2.99 % 2.31 % 2.69 %

∂p̂F
∂σ1

0.0050 0.0050 0.0050 3.25 % 2.33 % 2.62 %

∂p̂F
∂σ2

0.0050 0.0050 0.0050 3.23 % 2.33 % 2.63 %

Tabla 3.3: Sensibilidad de la Probabilidad de falla para κ = 1

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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Los resultados presentados anteriormente indican que el valor del estimador de sensibilidad es

positivo respecto a cada uno de los parámetros de distribución. Esto quiere decir, que la probabilidad

de falla aumenta si ocurre una perturbación positiva en alguno de dichos parámetros. Lo anterior,

es posible de observar en la figura 3.2, cómo aumenta la región de falla debido a una perturbación

en cada uno de los parametros θl,i, l, i = 1, 2, expresado en un corrimiento hacia la izquierda de la

función de estado ĺımite en el caso de κ = 0.1.
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gz(z, θ) = 0
gz(z, θ + e1,1∆µ1) = 0

gz(z, θ + e2,1∆µ2) = 0

gz(z, θ + e1,2∆σ1) = 0

gz(z, θ + e2,2∆σ2) = 0

gz(z, θ) < 0

Figura 3.2: Función de estado ĺımite evaluada considerando estado nominal y perturbado para los
parámetros de distribución. Ejemplo 1, caso de κ = 0.1.

Además, a través de los resultados es posible distinguir pequeñas diferencias entre métodos, pero

los valores obtenidos de sensibilidad de la probabilidad de falla son bastante cercanos entre śı. Esto

último es posible de ver en las figuras 3.3 y 3.4 para las estrategias IFD e IFEL.
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Figura 3.3: Sensibilidad de la probabilidad de falla para el caso de κ = 0.1 ejemplo 1.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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Figura 3.4: Sensibilidad de la probabilidad de falla para el caso de κ = 1 ejemplo 1.
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3.5.2. Ejemplo 2

El presente ejemplo es tomado de la literatura [23], y es caracterizado por la siguiente función de

desempeño:

gx (x) = e0.4x1+7 − e0.3x2+5 − 200 (3.5.4)

Donde X1 y X2 son variables aleatorias independientes de distribución Gaussiana, con parámetros

de distribución θi = [µi, σi]
T = [0, 1]T , i = 1, 2. Las cualidades de este ejemplo son dos. Primero,

involucra una función de desempeño anaĺıtica por lo que es posible la evaluación de un gran número

de muestras para estimar la probabilidad de falla y su sensibilidad. Segundo, los resultados obtenidos

al aplicar las estrategias IDF e IFEL pueden ser comparados con la referencia [23]. En la figura

3.5 se presenta un esquema de la función de estado ĺımite y del vector de dirección importante

α = [−0.942, 0.336]T propuesto en el art́ıculo citado [23].
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gz(z, θ) = 0

gz(z, θ) > 0

α
γ

Figura 3.5: Función de estado ĺımite y dirección importante α y γ en el espacio normal estándar,
ejemplo 2.
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En una primera instancia, se estima la probabilidad de falla y su sensibilidad con respecto a θl,i,

l, i = 1, 2 considerando la dirección importante α propuesta en [23]. Para ello, es aplicado Line

Sampling, junto a las estrategias descritas en las secciones 3.4.2.1 y 3.4.2.2, considerando un total

de 105 ĺıneas de muestreo, evaluando la función de desempeño en cinco puntos equidistantes por

cada linea, con el fin de aproximar la distancia c(k), j = 1, . . . , 105. La tabla 3.4 presenta los

resultados obtenidos con LS y aplicando la técnica de simulación Monte Carlo con un total de 107

muestras.

Estimador MCS LS-IDF LS-IFEL C.O.V. MCS C.O.V. LS-IDF C.O.V. LS-IFEL

p̂F 3.6× 10−3 3.6× 10−3 0.52 % 0.04 %

∂p̂F
∂µ1

−1× 10−2 −1× 10−2 −1× 10−2 0.53 % 0.04 % 0.03 %

∂p̂F
∂µ2

3.8× 10−3 3.7× 10−3 3.8× 10−3 0.73 % 0.35 % 0.06 %

∂p̂F
∂σ1

2.6× 10−2 2.6× 10−2 2.6× 10−2 0.56 % 0.09 % 0.05 %

∂p̂F
∂σ2

4× 10−3 4× 10−3 4× 10−3 1.31 % 0.85 % 0.38 %

Tabla 3.4: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variación)
respecto a θl,i, l, i = 1, 2, obtenidos mediante las técnicas de simulación Monte Carlo y Line
Sampling.

De la tabla 3.4, es posible observar que ambas estrategias presentan resultados similares, al igual que

con MCS. Además, es interesante notar que el estimador de sensibilidad adquiere diferentes signos

dependiendo del parámetro de distribución. Por ejemplo, en el caso del valor esperado asociado a la

variable aleatoria X1 la sensibilidad es negativa, por lo que un aumento en el valor µ1 deriva en una

disminución de la probabilidad de falla. Por el contrario, al producirse un aumento en cualquiera

de los parámetros σ1, µ2 o σ2, la probabilidad de falla aumenta, lo cual es indicado a través del

signo positivo en el estimador de sensibilidad. Lo anterior, es posible de apreciar en la figura 3.6,

en que se aprecia como un aumento en el valor de µ1 produce una contracción de la región de

falla, versus el resto de parámetros que provoca una expansión de la misma. Adicionalmente, en

este caso el coeficiente de variación de la estrategia de integración sobre la función de estado ĺımite

(IFEL), fue menor. Es decir, presenta una variabilidad menor en la estimación de la sensibilidad

de la probabilidad de falla.
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Figura 3.6: Función de estado ĺımite en el espacio normal estándar, evaluada considerando un estado
nominal y perturbado de parámetros de distribución.

En una segunda etapa, se analiza la situación propuesta en [23], en que se perturba la dirección

importante en −15◦, es decir γ = [−0.997, 0.081]T (como se muestra en la figura 3.5). Tal medida,

tiene como fin verificar la eficiencia de Line Sampling ante una condición no óptima para la ex-

ploración de la región de falla. En este caso particular, Line Sampling es aplicado con un total de

104 ĺıneas de muestreo. Los resultados obtenidos se muestran en las figuras 3.7, 3.8, 3.9 y 3.10, en

donde se compara la evolución del estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla para ambas

direcciones importantes propuestas (α y γ) y para cada uno de lo parámetros de distribución.

Al observar las figuras se puede concluir los siguiente: Primero, se obtiene el mismo resultado para

cada uno de los casos independiente de la dirección importante utilizada. Lo cual indica, que la

técnica de simulación Line Sampling no pierde su precisión en la estimación de la sensibilidad a

pesar de no implementar las condiciones óptimas de muestreo. Segundo, la estrategia de integración

sobre la función de estado ĺımite (IFEL) en todos los casos demostró converger más rápido que la

estrategia de integración sobre el dominio de falla. Tercero, para ambas direcciones, α y γ, se obtu-

vieron resultados idénticos, con la diferencia de que con la dirección importante α la convergencia

al valor de sensibilidad es más rápida y estable. Este último resultado, difiere del obtenido en [23],

lo cual puede deberse a la manera de cuantificar el velocidad de cambio de ∂c(k)

∂θl,i
, descrita en la

sección 3.4.2.2.
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Figura 3.7: Evolución del estimador de sensibilidad p̂F
∂µ1

respecto al número de ĺıneas de muestreo

N . Figura (a), estimador evaluado considerando la dirección importante α. Figura (b), estimador
evaluado considerando la dirección importante γ. Ejemplo 2

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

0

2

4

6

8
x 10

−3

N

∂
p̂
F

∂
µ
2

 

 

LS−IDF
LS−IFEL

10
0

10
1

10
2

10
3

10
4

0

2

4

6

8
x 10

−3

N

∂
p̂
F

∂
µ
2

 

 

LS−IDF
LS−IFEL

a

b

Figura 3.8: Evolución del estimador de sensibilidad p̂F
∂µ2

respecto al número de ĺıneas de muestreo

N . Figura (a), estimador evaluado considerando la dirección importante α. Figura (b), estimador
evaluado considerando la dirección importante γ. Ejemplo 2
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Figura 3.9: Evolución del estimador de sensibilidad p̂F
∂σ1

respecto al número de ĺıneas de muestreo
N . Figura (a), estimador evaluado considerando la dirección importante α. Figura (b), estimador
evaluado considerando la dirección importante γ. Ejemplo 2
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Figura 3.10: Evolución del estimador de sensibilidad p̂F
∂σ2

respecto al número de ĺıneas de muestreo
N . Figura (a), estimador evaluado considerando la dirección importante α. Figura (b), estimador
evaluado considerando la dirección importante γ. Ejemplo 2

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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3.5.3. Ejemplo 3

El ejemplo a continuación se basa parcialmente en un caso estudiado en [15]. El cual consiste en

una zapata circular de 2 [m] de diámetro que ejerce presión sobre una capa elástica de suelo are-

noso de 9 [m] de espesor, que descansa sobre un sustrato rocoso (infinitamente ŕıgido). Tres de los

parámetros del sistema se consideran inciertos: el módulo de Young (X1 = E), la razón de Poisson

(X2 = ν) de la capa del suelo y la presión que ejerce la zapata modelada como carga distribuida

(X3 = q). Los tres parámetros se caracterizan como variables aleatorias de distribución normal,

con valor esperado igual a θ1,1 = µE = 105 [kN/m2], θ2,1 = µν = 0.35 y θ3,1 = µq = 64 [kN/m2],

respectivamente. Además, se considera un coeficiente de variación de 5 % para el caso de ν, mientras

que para el modulo de Young y la carga q se utiliza un coeficiente de variación de 10 %. El objetivo

de este problema es determinar la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores

esperados de la variables inciertas del problema. La función de desempeño asociada al evento de

falla controla que el desplazamiento vertical bajo el centro de la zapata (δ) no exceda un umbral

de 2 [mm].

δ

9 [m]

Roca Basal

Suelo Arenoso

q

E, ν

Zapata

Figura 3.11: Esquema de estrato de suelo arenoso del ejemplo 3

Con el fin de resolver el problema estructural, se utiliza el método de elementos finitos, generando un

modelo que involucra 252 elementos tipo membrana de 8 nodos axisimétrico, el cual toma ventaja

de la simetŕıa radial del problema. El análisis de confiabilidad estructural y el de sensibilidad de la

probabilidad de falla se desarrollan en base al método de simulación Monte Carlo con N = 1× 106

muestras. Mientras que con Line Sampling se utiliza N = 103 ĺıneas de muestreo. En el caso

particular de Line Sampling, por cada linea de muestreo se realizan 5 evaluaciones de la respuesta

estructural de tal manera de encontrar la distancia c(k), k = 1, . . . , 103. Mediante la aplicación
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de las técnicas antes descritas, se determina que la probabilidad de falla es p̂F = 3 × 10−4. Los

resultados de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto a los valores esperados µE , µν y

µq se ilustran en la tabla 3.5 y figura 3.12.

Estimador MCS LS-IDF LS-IFEL
C.O.V. C.O.V. C.O.V.

MCS LS-IDF LS-IFEL

∂p̂F
∂µE

−1.0× 10−7 −9.9× 10−8 −1.0× 10−7 5.6 % 4.8 % 3.5 %

∂p̂F
∂µν

−6.9× 10−3 −7.1× 10−3 −7.4× 10−3 14.8 % 13.4 % 3.5 %

∂p̂F
∂µq

9.8× 10−5 9.5× 10−5 9.5× 10−2 6.0 % 2.6 % 3.5 %

Tabla 3.5: Estimación de la sensibilidad de la probabilidad de falla respecto de los valores esperados
de la variables inciertas.
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Figura 3.12: Evolución del estimador de sensibilidad p̂F
∂µE

, p̂F
∂µν

y p̂F
∂µq

respecto al número de ĺıneas

de muestreo N . Ejemplo 3

De la tabla 3.5 y figura 3.12, es posible apreciar que Monte Carlo y Line Sampling producen re-

sultados similares de sensibilidad de la probabilidad de falla. No obstante, Line Sampling exhibe

una eficiencia numérica mayor, pues es capaz de reproducir estimadores precisos con muchas me-

nos muestras. Es más, la estrategia de integración sobre la función de estado ĺımite produce –en

promedio– resultados con un menor coeficiente de variación. Por otro lado, los resultados obtenidos

de sensibilidad tienen una interpretación f́ısica clara. Si ocurre un aumento en el modulo de Young

o en la razón de Poisson tiende a rigidizarse el sistema y disminuir los desplazamientos, por lo
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que la sensibilidad es negativa. Por el contrario, un aumento de la carga ocasiona desplazamientos

mayores, lo que causa que la sensibilidad de la probabilidad de falla sea positiva.

Elasticidad Valor

∂p̂F
∂µE

µE
p̂F

−30.2

∂p̂F
∂µν

µν
p̂F

−7.3

∂p̂F
∂µq

µq
p̂F

18.4

Tabla 3.6: Medida de sensibilidad en términos del coeficiente de elasticidad.

Cabe mencionar que el estimador de sensibilidad de la probabilidad de falla depende del orden de

magnitud del parámetro de interés. Es por esta razón, que el comparar resultados se debe hacer en

términos del coeficiente de elasticidad presentado en la tabla 3.6. En este caso, se puede decir que

la probabilidad de falla es más sensible a cambios en el módulo de Young del suelo, por lo que como

una recomendación de diseño se debeŕıa tener especial cuidado en la determinación de la capacidad

elástica del estrato arenoso.
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Caṕıtulo 4

SENSIBILIDAD EN

PROBLEMAS DE CAMPOS

ALEATORIOS LOG-NORMAL

4.1. Introducción

El análisis de sistemas estructurales estocásticos modelados mediante el método de elementos finitos,

requiere de la representación de los parámetros de entrada [29]. Tales parámetros corresponden a

propiedades mecánicas, geométricas y/o solicitaciones, como por ejemplo el módulo de Young,

el espesor de una placa o una carga de viento. Adicionalmente, dichos parámetros pueden ser

caracterizados por medio de sus fluctuaciones espaciales mediante la aplicación de campos aleatorios.

Un campo aleatorio es una colección de variables aleatorias que muestran un grado de correlación

espacial, que puede, o no, ser descrita de forma experimental. En el caso de no existir información

emṕırica, lo cual ocurre en muchos casos de interés práctico, se realizan suposiciones con respecto a

la estructura de correlación y las distribuciones de probabilidad asociadas a las variables aleatorias.

Es en este aspecto, en el presente caṕıtulo se discuten los conceptos relevantes asociados a campos

aleatorios, con el fin de extender las estrategias de sensibilidad de la probabilidad de falla estudiadas

previamente.

59
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4.2. Campos Aleatorios

Los parámetros cuya variabilidad presenta cierta dependencia espacial, pueden ser caracterizados

mediante un campo aleatorio [4]. En tal contexto, considere a x un vector que representa la posición

a lo largo de un eje, por ejemplo la distancia que existe desde un apoyo de una viga al lugar donde

se desea medir el valor de una determinada caracteŕıstica (en este caso particular, el valor de la

sección transversal de la viga A(x), como se muestra en la figura 4.1). Es razonable esperar, que al

medir el área A de la sección en la ubicación x para diferentes vigas, se obtengan valores distintos

de esta propiedad. En consecuencia, la propiedad A(x) en x es una variable aleatoria.

A(x)

L

x

Figura 4.1: Ejemplo de campo aleatoria en una dimensión (Bucher 2009)

Por otra parte, si se compara la sección transversal A en una ubicación distinta y para diferentes

vigas, lo más probable es que las secciones medias también sean distintas (ver figura 4.2). Por lo

tanto, la sección transversal A(y) en y es también una variable aleatoria. Ahora bien, al comparar

los valores de la propiedad A en las ubicaciones x e y para un mismo espécimen se observará –en

general– que presentan variabilidad espacial. Sin embargo, es posible apreciar que los valores adya-

centes no difieren mucho entre śı, a diferencia de las mediciones realizadas a mayor distancia, que

no presentan relación. Tal comportamiento es un ejemplo de lo que es posible modelar a través de

campos aleatorios.

Un campo aleatorio H(x) es un conjunto de variables aleatorias y se define según el tipo de distri-

bución de probabilidad y por los parámetros de distribución asociados (valor esperado, desviación

estándar, etc.). Dichas estad́ısticas pueden ser diferentes para cada valor de x, es decir:

H ∈ R; x = [x1, x2, . . . , xn]
T ∈ Ω ⊂ Rn (4.2.1)

El valor medio se define como:

H̄(x) = E [H(x)] (4.2.2)

El operador E debe considerarse para un valor fijo de x, es decir, para un valor fijo sobre todas las

realizaciones H(x, ω) del campo aleatorio. Tal como es posible de apreciar en la figura 4.2.
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x y

Lx,y

ω

H(x, ω)

Figura 4.2: Ejemplo de varias realizaciones de un campo aleatorio (Bucher 2009)

El hecho de observar una dependencia espacial de los valores del campo aleatorio H(x) y H(y)

para diferentes ubicaciones x e y se denomina correlación espacial y se define mediante la función

de auto-covarianza:

CHH(x,y) = E
[{
H(x)− H̄(x)

}{
H(y)− H̄(y)

}]
(4.2.3)

La forma de la función de auto-covarianza permite clasificar los campos aleatorios de la siguiente

manera:

1. Campo aleatorio débilmente homogéneo

H(x) se denomina débilmente homogéneo en el caso que

H̄(x) = constante ∀x ∈ Ω; CHH(x,x+ ξ) = CHH(ξ), ∀x ∈ Ω (4.2.4)

2. Campo aleatorio isotrópico

En el caso que la función de covarianza dependa únicamente de la distancia (no de la direc-

ción), es decir:

CHH = CHH(x,x+ ξ) = CHH(||ξ||), ∀x ∈ Ω (4.2.5)

Además, algunas propiedades importantes de la función de auto-covarianza son:

Simetŕıa: Esta propiedad es obvia si se considera la definición de la auto-covarianza debido a

la propiedad conmutativa de la multiplicación para el valor esperado.

CHH(x,y) = CHH(y,x) (4.2.6)
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Definida positiva: Esta propiedad puede ser descrita por:∫∫
Ω⊗Ω

w(x)CHH(x,y)w(y)dxdy ≥ 0, ∀w(·) (4.2.7)

Largo de correlación: Definida como la distancia de separación r entre dos puntos r = ||x−y||.
Entonces la longitud de correlación Lc se expresa como:

Lc =

∫∞
0
r|CHH(r)|dr∫∞

0
|CHH(r)|dr

(4.2.8)

Cuando Lc → ∞ se tiene un campo aleatorio completamente correlacionado en todo el do-

minio, por lo que en realidad, se tiene solo una variable aleatoria. Por el contrario, cuando

Lc → 0 se tiene un campo aleatorio sin ninguna correlación espacial.

Un ejemplo para la función de correlación es la exponencial, donde se define la función de auto-

covarianza como:

CHH(x,y) = σHHe
(−r/Lc)2 (4.2.9)

Donde x e y representan dos puntos del espacio de interés, σHH corresponde a la desviación

estándar, r es la distancia entre dichos puntos y Lc es el largo de correlación. De la ecuación

anterior es posible inferir que a medida que aumenta la distancia r entre dos puntos del espacio,

el grado de correlación disminuye. Por el contrario, al disminuir la distancia entre dos puntos la

dependencia se hace más fuerte entre las caracteŕısticas en estudio.

4.2.1. Expansión de Karhunen-Loève

Una herramienta útil para representar un campo aleatorio continuo H(x) es mediante variables

aleatorias discretas ck, k = 1, . . . ,∞. De esta manera, el campo aleatorio es expresado como sigue:

H(x) =

∞∑
k=1

ckφk(x), ck.φk ∈ R (4.2.10)

La variable φk(x) representa funciones de modo, la cuales son elegidas de manera que representen

una base ortogonal sobre el espacio Ω que contiene las posibles realizaciones de H. Los coeficientes

ck son variables aleatorias independientes (cuya distribución de probabilidad en general es desco-

nocida). Este tipo de representación se conoce con el nombre de expansión Karhunen-Loève [24,28]
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y se base en la descomposición de la función de covarianza de la manera siguiente:

CHH(x,y) =

∞∑
k=1

λkφk(x)φk(y) (4.2.11)

donde λk y φk(x) son los valores y vectores propios, respectivamente. Estos son soluciones de la

ecuación: ∫
Ω

CHH(x,y)φk(x)dx = λkφk(y) (4.2.12)

4.2.2. Discretización del Campo Aleatorio

Un campo aleatorio continuo puede ser aproximado mediante un conjunto de variables aleatorias

correlacionadas. Para tal efecto, se divide el espacio que define el dominio del campo aleatorio. En tal

contexto y considerando el uso del método de elementos finitos, se realiza la discretización espacial

de la geometŕıa del sistema tal que coincida con la malla de elementos finitos. En la literatura, los

principales métodos de discretización de campos aleatorios incluyen el método del punto medio, el

método de la función de forma y el método de los promedios locales [29]. En esta investigación se

utiliza el método de punto medio [6], que se presenta a continuación.

4.2.2.1. Método del Punto Medio

Der Kiureghian y Ke son quienes introducen el método del punto medio [6]. Este método consiste

en una aproximación del campo aleatorio H(x) en cada elemento a través de una única variable

aleatoria. Se define el valor del campo aleatorio en el centroide del elemento xc [30], es decir:

Ĥ(x) = H(xc), x ∈ Ωe (4.2.13)

En la figura 4.3 se presenta un esquema del método de punto medio, en donde se ilustra el dominio

Ωe y la forma en que se realiza la discretización, donde cada valor del campo aleatorio queda

representado en el centroide del elemento xc. El campo aleatorio discreto Ĥ(·) es definido por el

vector aleatorio χ =
{
H(x1

c), . . . ,H(xNec )
}

, en que Ne corresponde al número total de elementos

definidos en la discretización del sistema. El valor medio µ̂ y la matriz de covarianza Ĉ son obtenidos

desde el promedio, la varianza y el coeficiente de auto-correlación de Ĥ(·) evaluada en el centroide de

cada elemento. En general, el método de discretización del punto medio tiende a sobre representar

la variabilidad en el elemento [6]. Por ello, es de importancia la selección del tamaño de malla en

la definición del modelo de elementos finitos. Los elementos no deben ser muy grandes para que la

representación de la propiedad en el punto medio sea válida.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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xc

Ωe

x

y

Figura 4.3: Discretización de un campo aleatorio a través del punto medio del elemento

4.2.2.2. Representación Discreta de un Campo Aleatorio Log-Normal

El uso del campo aleatorio Gaussiano G(x) es común en el contexto de análisis estocástico [30]. Sin

embargo, no en todos los casos es factible modelar alguna propiedad con un campo Gaussiano. Por

ejemplo, el módulo de Young, el coeficiente de Poisson o propiedades geométricas que adquieren

solo valores positivos. Por tal razón, el campo aleatorio log-normal aparece como una alternativa y

se define como una transformación del campo Gaussiano de la forma siguiente:

Γ(x) = eG(x) (4.2.14)

Por lo tanto, se tiene que el campo aleatorio Γ(x) es log-normal y busca representar una caracteŕısti-

ca del sistema estructural. De la misma forma que en el caso de un campo aleatorio Gaussiano,

Γ(x) queda totalmente descrito mediante su valor esperado Γ̄µ y por la covarianza C.

A su vez, un campo aleatorio log-normal discreto Γ̂ puede ser representado por medio de la expansión

Karhunen-Loève. Para ello, se requiere calcular la matriz de covarianza discreta Ĉ
G

de un campo

aleatorio Gaussiano discreto Ĝ relacionado con la matriz de covarianza Ĉ del campo aleatorio

log-normal de interés. Note que se requiere aplicar alguna metodoloǵıa para la discretización del

campo aleatorio, tal como el método del punto medio, el cual fue explicado en la sección anterior.

La componente (p, q)-ésima de la matriz de covarianza Ĉ
G

del campo aleatoria Gaussiano asociado

se obtiene mediante la siguiente expresión:

ĈGpq = ln

(
Ĉpq

Γ̂2
µ

+ 1

)
; p, q = 1, . . . , Ne (4.2.15)

La ecuación 4.2.15 representa la covarianza entre dos puntos p y q, donde p, q = 1, . . . , Ne, en

que Ne es el número de elementosdel campo aleatorio y ln(·) representa la operación del logaritmo

natural.
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De manera similar, el valor de la p-ésima componente del valor esperado del campo aleatorio

Gaussiano asociado al campo aleatorio log-normal se calcula como:

µ̂Gp = ln
(

ˆ̄Γµ

)
− 1

2
ĈGpp; p = 1, . . . , Ne (4.2.16)

Luego, es posible utilizar la expresión Karhunen-Loève para representar un campo aleatorio discreto

Gaussiano, Ĝ(x), asociado al campo log-normal discreto Γ̂. Donde la representación de la propiedad

deseada correspondiente al p-ésimo elemento finito del sistema y se realiza mediante la siguiente

expresión:

Γ̂p = eµ̂
G
p +
∑M
d=1 ζ

G
pdξd , p = 1, . . . , Ne (4.2.17)

donde ξ, d = 1, . . . ,M son variables aleatorias Gaussianas independientes, M es el número de

términos considerados cuando se representa el campo aleatorio Gaussiano, Ĝ(x), usando la expre-

sión de Karhunen-Loève (notar que M ≤ Ne), µ̂Gp es la p-ésima componente del valor esperado µ̂G

asociado a Ĝ(x) y ζGpd con p = 1, . . . , Ne, e d = 1, . . . ,M son constantes que dependen de los valores

y vectores propios de la matriz de covarianza discreta Ĉ
G

. Las constantes ζGpd se calculan como:

ζGpd =
√
λGd φ

G
pd, p, d = 1, . . . , Ne (4.2.18)

donde λGd es el d-ésimo valor propio de la matriz de covarianza discreta Ĉ
G

y φGpd es el p-ésimo

elemento del vector propio φGd de la matriz de covarianza discreta Ĉ
G

. Note que λGd y φGd se

calculan a partir del problema:

Ĉ
G
φGd = λGd φ

G
d , d = 1, . . . ,M (4.2.19)

Se asume que los valores propios se ordenan de tal forma que λG1 ≥ λG2 ≥ . . . ≥ λGM .

Una de las principales ventajas de ocupar una expansión Karhunen-Loève para representar un

campo aleatorio, es que en casos donde la correlación del campo es alta, entonces se requieren

pocos términos para poder capturar la variabilidad del campo aleatorio. Es decir, es suficiente con

considerar los términos asociados a los mayores valores propios de la matriz de covarianza.
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4.3. Transformación entre el Espacio F́ısico y Normal Estándar

Las ventajas asociadas al análisis de confiabilidad en el espacio normal estándar también son aplica-

bles en campos aleatorios. Es por esta razón, que en esta sección se trabaja en la transformación al

espacio normal estándar en los casos de distribuciones Gaussiana y log-normal multivariada. Esto

último con el fin de relacionar el tipo de distribución de un campo aleatorio con el de confiabilidad,

para luego desarrollar las herramientas asociadas al análisis de sensibilidad de la probabilidad de

falla.

4.3.1. Caso de Variables Aleatorias F́ısicas con Distribución Gaussiana

Multivariada

En este caso X ∼ N (µ,C), donde µ es el vector de valor esperado (de dimensión n× 1) y C es la

matriz de covarianza (de dimensión n× n).

µ =



µ1

µ2

...

µn


, C =



c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

...
...

. . .
...

cn1 cn2 . . . cnn


(4.3.1)

Bajo el supuesto que no hay ninguna variable aleatoria Xi que pueda ser expresada como una

combinación lineal de las demás variables aleatorias, la matriz de covarianza C resulta definida

positiva [16]. Note además, que el vector de parámetros θ contiene todos los elementos de µ y C,

es decir:

θ = [µ1, . . . , µn, c11, c12, . . . , cnn]T (4.3.2)

Luego, la función de densidad de probabilidad asociada al vector de variables aleatorias Gaussiana

X es:

fX(x,θ) =
1

(2π)n/2 det(C)1/2
e−

1
2 (x−µ)TC−1(x−µ) (4.3.3)

Dados el vector de valor esperado µ y la matriz de covarianza C, las funciones de transformación
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entre el espacio de variables f́ısicas y normal estándar son las siguientes [16]:

z = txz(x,θ) = B−1 (x− µ) (4.3.4)

x = tzx(z,θ) = µ+Bz (4.3.5)

donde la matriz B posee dimensión n× n y cumple con la siguiente condición.

BBT = C (4.3.6)

Los detalles espećıficos sobre cómo calcular B se discuten más adelante, en la sección 4.3.3.

En un siguiente paso, se determina una expresión para la probabilidad de falla en el espacio normal

estándar a partir de la formulación en el espacio f́ısico, según lo propuesto en la ecuación 2.2.10, la

cual se recuerda a continuación:

pF =

∫
gx(tzx(z,θ))≤0

fX(tzx(z,θ),θ) |det (Jtzx)| dz (4.3.7)

Para lograr lo anterior, se realizan dos pasos previos.

1. Se calcula el determinante del Jacobiano. Al diferenciar la ecuación 4.3.5, se observa que:

Jtzx = B (4.3.8)

El determinante de la matriz Jacobiana se calcula mediante las ecuaciones 4.3.6 y 4.3.8;

además, se utilizan las propiedades del determinante.

JtzxJ
T
tzx

= C /det(·)

det
(
JtzxJ

T
tzx

)
= det (C)

det (Jtzx) det
(
JTtzx

)
= det (C)

det (Jtzx)
2

= det (C)

det (Jtzx) = det (C)
1/2

(4.3.9)

2. Se determina una expresión anaĺıtica para fX(tzx(z,θ),θ). Para este propósito, se reemplaza

la ecuación 4.3.5 en la ecuación 4.3.3.

fX(tzx(z,θ),θ) =
1

(2π)n/2 det(C)1/2
e−

1
2z

TBTC−1Bz (4.3.10)
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El producto de matrices BTC−1B es igual a la matriz identidad, tal como se ilustra a

continuación.

CC−1 = I

BBTC−1 = I
/
B−1

BTC−1 = B−1 /B

BTC−1B = I (4.3.11)

Por lo tanto:

fX(tzx(z,θ),θ) =
1

(2π)n/2 det(C)1/2
e−

1
2z

T z

=
1

det(C)1/2
fZ(z) (4.3.12)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones 4.3.9 y 4.3.12 en la ecuación 2.2.10, se determina una

expresión para la probabilidad de falla en el espacio normal estándar:

pF =

∫
gz(z,θ)≤0

(
1

(det(C)1/2
fZ(z)

)(
det (C)

1/2
)
dz

=

∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz (4.3.13)

El resultado anterior es idéntico al obtenido para el caso de variables aleatorias independientes y

se relaciona con lo presentado en la sección 2.2.2.
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4.3.2. Caso de Variables Aleatorias F́ısicas con Distribución Lognormal

Multivariada

En este caso, X ∼ lnN (µLN ,CLN ), donde µLN es el vector de valor esperado (de dimensión n×1)

y CLN es la matriz de covarianza (de dimensión n×n). Note que el vector de parámetros θ contiene

todos los elementos de µLN y CLN , es decir:

θ = [µLN1
, . . . , µLNn , cLN11

, . . . , cLNnn ]T (4.3.14)

De acuerdo a las propiedades de la distribución lognormal, se sabe que ln(X) ∼ N (µ,C), donde µ

y C son el vector de valor esperado Gaussiano y la matriz de covarianza Gaussiana asociadas a X.

µ =



µ1

µ2

...

µn


, C =



c11 c12 . . . c1n

c21 c22 . . . c2n

...
...

. . .
...

cn1 cn2 . . . cnn


(4.3.15)

La relación entre (µLN ,CLN ) y (µ,C) es la siguiente.

cij = ln

(
cLNij

µLNiµLNj
+ 1

)
, i, j = 1, . . . , n (4.3.16)

µi = ln (µLNi)−
1

2
cii, i = 1, . . . , n (4.3.17)

µLNi = eµi+
1
2 cii , i = 1, . . . , n (4.3.18)

cLNij = eµi+µj+
1
2 (cii+cjj) (ecij − 1) , i, j = 1, . . . , n (4.3.19)

La función de densidad de probabilidad asociada al vector de variables aleatorias X es:

fX(x,θ) =
1

(2π)n/2 det(C)1/2
∏n
i=1 xi

e−
1
2 (ln(x)−µ)TC−1(ln(x)−µ) (4.3.20)

Dados el vector de valor esperado µ y la matriz de covarianza C, las funciones de transformación

entre el espacio de variables f́ısicas y normal estándar son las siguientes [16]:

z = txz(x,θ) = B−1 (ln(x)− µ) (4.3.21)

x = tzx(z,θ) = eµ+Bz (4.3.22)

donde la matriz B posee dimensión n× n y cumple con la siguiente condición.

BBT = C (4.3.23)
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En un siguiente paso, se determina la expresión de la integral de probabilidad en el espacio normal

estándar a partir de la formulación en el espacio f́ısico, según lo propuesto en la ecuación 2.2.10.

Para lograr esto, se realizan dos pasos previos.

1. Se calcula el determinante del Jacobiano. Al diferenciar la ecuación 4.3.22, se determina que:

Jtzx = diag(x)B (4.3.24)

donde diag(x) es una matriz cuadrada de ceros, excepto por los términos de la diagonal, que

son iguales a x. Luego, la expresión anaĺıtica para det (Jtzx) es la siguiente.

det (Jtzx) = det (diag(x)B))

= det (diag(x)) det (B)

=

(
n∏
i=1

xi

)
det (C)

1/2
(4.3.25)

En la ecuación 4.3.25 se considera la igualdad det(B) = det (C)
1/2

de acuerdo a los resultados

de 4.3.8 y 4.3.9.

2. Se determina una expresión anaĺıtica para fX(tzx(z,θ),θ). Para este propósito, se reemplaza

la ecuación 4.3.22 en la ecuación 4.3.20.

fX(tzx(z,θ),θ) =
1

(2π)n/2 det(C)1/2
∏n
i=1 xi

e−
1
2z

TBTC−1Bz (4.3.26)

De manera similar a lo analizado con la distribución Gaussiana multivariada, se puede deducir

que esta última expresión se reduce a lo siguiente.

fX(tzx(z,θ),θ) =
1

det(C)1/2
∏n
i=1 xi

fZ(z) (4.3.27)

Finalmente, reemplazando las ecuaciones 4.3.25 y 4.3.27 en la ecuación 2.2.10, se determina:

pF =

∫
gz(z,θ)≤0

(
1

(det(C)1/2
∏n
i=1 xi

fZ(z)

)(( n∏
i=1

xi

)
det (C)

1/2

)
dz

=

∫
gz(z,θ)≤0

fZ(z)dz (4.3.28)

El resultado obtenido es idéntico a la relación expuesta en la sección 2.2.2 y demuestra la compa-

tibilidad entre el espacio f́ısico y normal estándar.
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4.3.3. Representación de una Distribución Gaussiana Multivariada

La aplicación de distribuciones Gaussiana y Lognormal multivariadas, demanda el cálculo de la

matriz B. En ambos casos, el rol que juega esta matriz es representar una distribución Gaussiana

multivariada de parámetros (µ,C).

La matriz B puede ser calculada de dos maneras distintas: utilizando una descomposición tipo

Cholesky o una descomposición espectral (valores y vectores propios) [1]. En este documento, se

presentan los detalles la segunda alternativa.

Los valores y vectores propios de la matriz de covarianza C cumplen la relación:

Cφd = λdφd, d = 1, . . . , n (4.3.29)

donde λd y φd denotan el d-ésimo valor y vector propio de la matriz C, respectivamente. Se asume

que los valores propios se ordenan de tal manera que λ1 ≥ λ2 ≥ . . . ≥ λn y que los vectores propios

se normalizan tal que φTd φd = 1. Dado que la matriz de covarianza C es real y simétrica, admite

la siguiente representación:

C = ΦΛΦT (4.3.30)

donde Λ y Φ son matrices que agrupan a los valores y vectores propios, respectivamente.

Λ =



λ1 0 . . . 0

0 λ2
. . .

...

...
. . .

. . . 0

0 . . . 0 λn


(4.3.31)

Φ = [φ1,φ2, . . . , φn] (4.3.32)

Además, Φ es una matriz ortonormal, por lo que ΦTΦ = ΦΦT = I y Φ−1 = ΦT (donde I es la

matriz identidad). Por otra parte, bajo el supuesto que no hay ninguna variable aleatoria Xi de

la distribución Gaussiana multivariada (o ln(Xi), en el caso de una distribución Lognormal) que

pueda ser expresada como una combinación lineal de las demás variables aleatorias, la matriz de

covarianza C resulta definida positiva [16] y se verifica que C−1 = ΦΛ−1ΦT .
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Tomando en cuenta las definiciones anteriores, la matriz B es igual a [16]:

B = ΦΛ1/2 (4.3.33)

Además, la inversa de la matriz B (que se requiere en varias de las fórmulas de las secciones

anteriores) puede ser calculada de manera muy sencilla recordando que Φ es una matriz ortonormal.

BB−1 = I

ΦΛ1/2B−1 = I
/

ΦT

Λ1/2B−1 = ΦT
/

Λ−1/2

B−1 = Λ−1/2ΦT (4.3.34)
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4.4. Implementación Práctica del Estimador de Sensibilidad

La sensibilidad de la probabilidad de falla se basa en la función hz,θl,i(z,θ) (ecuación 2.2.26). Por

lo cual, para poder aplicar dicha expresión en el caso de campos aleatorios Gaussiano y Log-normal

se requiere una expresión de velocidad, es decir, vl,i = ∂z/∂θl,i. Dicho termino, puede ser calculado

derivando la ecuación 4.3.5 y 4.3.22 de la forma:

x = µ+Bz ∨ x = eµ+Bz

/
∂

∂θl,i

0 =
∂µ

∂θl,i
+

∂B

∂θl,i
z +B

∂z

∂θl,i

∂z

∂θl,i
= −B−1

(
∂µ

∂θl,i
+

∂B

∂θl,i
z

)
(4.4.1)

Es posible apreciar que para ambos campos aleatorios la expresión del término de velocidad es

el mismo. Luego, obtener una expresión para la divergencia de la velocidad puede ser calculada

directamente a partir de la ecuación 4.4.1.

div (vl,i) =

n∑
k=1

∂v
(k)
l,i

∂zk
= −tr

(
B−1 ∂B

∂θl,i

)
(4.4.2)

La derivada ∂B
∂θl,i

se analiza en la sección 4.4.1.1, donde se estudia su relación con las derivadas de

valores y vectores propios de la matriz de correlación. En consecuencia, la expresión para la función

hz,θl,i(z,θ) es:

hz,θl,i(z,θ) = −zTvl,i + div (vl,i)

= zTB−1 ∂µ

∂θl,i
+ zTB−1 ∂B

∂θl,i
z − tr

(
B−1 ∂B

∂θl,i

)
(4.4.3)

Además, es posible deducir que:

zTB−1 ∂B

∂θl,i
z =

1

2
zTB−1 ∂C

∂θl,i

(
B−1

)T
z (4.4.4)

tr

(
B−1 ∂B

∂θl,i

)
=

1

2
tr

(
B−1 ∂C

∂θl,i

(
B−1

)T)
(4.4.5)

Al reemplazar 4.4.4 y 4.4.5 en la ecuación 4.4.3 se obtiene una expresión de la función hz,θl,i(z,θ)

para los casos de variables inciertas en campos aleatorios.

hz,θl,i(z,θ) = zTB−1 ∂µ

∂θl,i
+

1

2
zTB−1 ∂C

∂θl,i

(
B−1

)T
z − 1

2
tr

(
B−1 ∂C

∂θl,i

(
B−1

)T)
(4.4.6)

En esta última expresión, la función hz,θl,i(z,θ) no depende del término de velocidad. Por tal razón,

el análisis de sensibilidad se modula en cada punto del espacio de posibilidades de acuerdo al nivel
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de correlación de las variables del problema.

4.4.1. Sensibilidad de Valores y Vectores Propios de la Matriz de Corre-

lación

En esta sección se presentan las expresiones para las derivadas de valores y vectores propios de

la matriz de correlación con respecto al parámetro de interés θl,i. Este es un tema ampliamente

estudiado en la literatura, en especial la solución de dos problemas. Primero, la inexistencia de una

solución explicita para la derivada de vectores propios. Y segundo, el caso en que existan valores

propios repetidos. En [21], Nelson presenta un procedimiento que entrega las derivadas exactas de

primer orden de los vectores propios. La ventaja de este método es que solo requiere información

sobre Nm valore propios retenidos para el análisis, a diferencia de otros métodos que demandan

información sobre el total de valores propios, [19]. Sin embargo, este método no aplica para el

caso en que el sistema posea valores propios repetidos. En la literatura se han propuesto variados

procedimientos para estudiar dicho caso ( [5,11,22,31]), la mayoŕıa de ellos a partir del procedimiento

de Nelson. En particular, en este trabajo no se aborda el caso de valores propios repetidos y se

utiliza el procedimiento propuesto por Nelson para determinar las derivadas de primer orden de los

vectores propios.

4.4.1.1. Método de Nelson para las Derivadas de Vectores Propios

Como se ha mencionado anteriormente, el método de integración sobre la función de estado ĺımite

depende del término de velocidad asociado al parámetro de interés, cuya expresión se resolvió en

la ecuación 4.4.1:

∂z

∂θl,i
= −B−1

(
∂µ

∂θl,i
+

∂B

∂θl,i
z

)
(4.4.7)

En esta expresión, se puede observar que el termino de velocidad vl,i = ∂z/∂θl,i depende de las

derivadas del valor esperado y de la matriz B, que a su vez dependen del tipo de distribución

asociada a las variables aleatorias.

Considere el caso de un campo aleatorio log-normal, en que la derivada del valor esperado ∂µ
∂θl,i

no es dif́ıcil de resolver, ya que el valor esperado asociado a la distribución log-normal cumple la

siguiente propiedad:
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µ = {1}µ (4.4.8)

Donde {1} es un vector de dimensión Ne×1 que contiene solo unos y µ es el valor medio asociado a

la distribución log-normal. Por lo que el problema se reduce a resolver la derivada ∂µ
∂θl,i

, la cual fue

resuelta por [14]. Para, poder resolver este problema se considera un campo aleatorio log-normal

homogéneo, en el cual la matriz de covarianza tiene la siguiente representación:

cij = ln

(
σ2
LNρij
µ2
LNi

+ 1

)
, i, j = 1, . . . , n (4.4.9)

En que ρij es la función de correlación. Luego, la derivada respecto al valor medio µLNi es igual a:

∂µ

∂θ1,i
=

∂µ

∂µLNi
=

2

µLNi
− µLNi
c2LNii + µ2

LNi

(4.4.10)

∂µ

∂µLNi
= e−(µi+ cii

2 ) (2− e−cii) (4.4.11)

De la misma manera, se define la derivada respecto de σLN igual a:

∂µ

∂θ2,i
=

∂µ

∂σLN
= − σLN

σ2
LN + µ2

LNi

(4.4.12)

∂µ

∂σLN
= −eµ+ 3

2 cii
√
ecii − 1 (4.4.13)

Por otro lado, la derivada de la matriz B resulta de la siguiente forma:

B = ΦΛ1/2

/
∂

∂θl,i
(4.4.14)

∂B

∂θl,i
=

∂Φ

∂θl,i
Λ1/2 +

1

2
ΦΛ−1/2 ∂Λ

∂θl,i
(4.4.15)

Como es posible de apreciar, la ecuación anterior es notoriamente más compleja, debido a que
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involucra el cálculo de las derivadas de los valores y vectores propios de la matriz de covarianza

(C) respecto del parámetro de interés, θl,i. Este problema ha sido estudiado por Nelson en [21] y

para poder resolverlo se deriva la ecuación 4.3.29 con respecto a θl,i de la siguiente manera:

Cφd = λdφd

/
∂

∂θl,i
(4.4.16)

∂C

∂θl,i
φd +C

∂φd
∂θl,i

=
∂λd
θl,i

φd + λd
∂φd
∂θl,i

(4.4.17)

De la ecuación anterior, es posible apreciar que la derivada de ∂C/∂θl,i no es compleja. Basta con

derivar la ecuación 4.4.9. Es por ello, que a continuación se presenta la derivada respecto al valor

medio µLNi:

∂C

∂θ1,i
=

∂C

∂µLNi
= − 2

µLNi

(
σ2
LNρij

σ2
LNρij + µ2

LNi

)
(4.4.18)

∂C

∂µLNi
= 2e−(µ+ 1

2 cii)
(
e−cij − 1

)
(4.4.19)

Y también la derivada con respecto de σLN :

∂C

∂θ2,i
=

∂C

∂σLN
=

2σLNρij
σ2
LNρij + µ2

LNi

(4.4.20)

∂C

∂σLN
= 2e−(µ+ 1

2 cii+cij)
√
ρij (ecij − 1) (4.4.21)

Una expresión para la derivada de la matriz de valores propios ∂λd/θl,i se determina al reagrupar

términos en la ecuación 4.4.17 y al premultiplicar por φTd :

∂λd
θl,i

φd = (C − λd[I])
∂φd
∂θl,i

+
∂C

∂θl,i
φd /φTd (4.4.22)

∂λd
θl,i

φTdφd = φTd (C − λd[I])
∂φd
∂θl,i

+ φTd
∂C

∂θl,i
φd (4.4.23)

Donde [I] es la matriz identidad. Además, se cumple que φTdφd = 1 y se puede deducir a partir de
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Caṕıtulo 4. Sensibilidad en Problemas de Campos Aleatorios Log-Normal 77

la ecuación 4.3.29 que φTd (C − λd[I]) = 0. Por lo tanto, la derivada ∂λd/θl,i es igual a:

∂λd
θl,i

= φTd
∂C

∂θl,i
φd (4.4.24)

Ahora bien, para las derivadas de los vectores propios de la matriz de covarianza ∂φd
∂θl,i

no es po-

sible obtener una expresión anaĺıtica, por lo que a continuación se presenta el método de Nelson.

Reordenando la ecuación 4.4.17 se obtiene:

(C − λd[I])
∂φd
∂θl,i

= − ∂C

∂θl,i
φd +

∂λd
∂θl,i

φd (4.4.25)

Cabe señalar que (C − λd[I]) no es invertible, pues su determinante es cero y el sistema posee solo

(m − 1) ecuaciones independientes (recuerde que m ≤ N , en que N es el número de elementos).

Para poder resolver el problema, se define el vector bd que agrupa todos los términos de la derecha

de la ecuación 4.4.25 de la forma:

− ∂C

∂θl,i
φd +

∂λd
∂θl,i

φd = bd (4.4.26)

y la ecuación 4.4.25 se escribe como:

[A]
∂φd
∂θl,i

= bd (4.4.27)

Por lo tanto, la derivada del vector propio satisface la ecuación 4.4.27 y su solución es de la forma

[21]:

∂φd
∂θl,i

= yk,d + ck,dφd (4.4.28)

Donde yk,d es un vector de dimensión m× 1 y ck,d una constante. Al reemplazar la ecuación 4.4.28

en 4.4.27 se tiene que el sistema de ecuaciones a resolver, independiente del valor de ck,d, es:

[A]yk,i = bi (4.4.29)

La matriz de la izquierda [A] es de rango N−1, donde N es el número de elementos del sistema. Con

el fin de determinar el vector yk,d, es necesario ocupar un procedimiento similar al utilizado para

resolver el problema de valores propios. En otras palabras, es necesario proponer arbitrariamente

el valor de una o más componentes de yk,d. Para esto, sea φj,d la j-ésima componente del vector

φd tal que φj,d es la máxima componente de dicho vector. Luego, si se impone que la j-ésima fila

y columna de la matriz [A] sean igual a cero, salvo el elemento que pertenece simultáneamente a
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dicha fila y columna (elemento (·)j,j de la diagonal), será posible obtener una matriz de rango N ,

con solución única. El elemento (·)j,j puede ser definido como cualquier número real (por ejemplo la

unidad), de esta manera se obtiene el siguiente sistema de N ecuaciones linealmente independientes,

donde la j-ésima componente del vector bd ha sido fijada arbitrariamente como cero.


(C − λi[I])1:j−1;1:j−1 [0]1:j−1 (C − λi[I])1:j−1;j+1:m

[0]
T
1:j−1 1 [0]

T
j+1:m

(C − λi[I])j+1:N ;1:j−1 [0]j+1:N (C − λi[I])j+1:N ;j+1:m




y1:j−1
k,d

yjk,d

yj+1:m
k,d

 =


b1:j−1
d

0

bj+1:m
d


(4.4.30)

Donde para una matriz la notación [K]i:j,k:l define una submatriz de [K] que selecciona los ele-

mentos desde la i-ésima hasta la j-ésima fila, y desde la k-ésima a la l-ésima columna. De igual

forma, para un vector f la notación bi:j define un subvector de b que selecciona los elementos desde

la i-ésima hasta la j-ésima fila. Resolviendo el sistema anterior es posible obtener el vector yk,d.

Luego, para determinar el escalar ck,d es necesario completar el cálculo de la derivada de φd a

través de la condición de normalización, es decir:

φTdφd = 1 /
∂

∂θl,i

∂φTd
∂θl,i

φd + φTd
∂φd
∂θl,i

= 0 (4.4.31)

Recordando la ecuación propuesta 4.4.28 y agrupando términos, se tiene que:

φTd
∂φd
∂θl,i

= 0

φTd
(
yk,d + ck,dφd

)
= 0 (4.4.32)

Al despejar de la última igualdad,

ck,d = −φTd yk,d (4.4.33)

Finalmente, con el vector yk,d y el escalar ck,d es posible obtener la derivada del d-ésimo vector

propio con respecto al parámetro de distribución θl,i reemplazando en la ecuación 4.4.28.
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4.4.2. Aplicación a los Métodos de Simulación

4.4.2.1. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de

Monte Carlo

Monte Carlo es una técnica de simulación de carácter general que permite resolver la integral 2.4.8

e implementación la solución de la función hz,θl,i obtenida en la sección 4.4. Al remplazar dicho

resultado en la ecuación 2.4.9 se consigue el estimador de sensibilidad buscado:

∂p̂F
∂θl,i

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz(z(k),θ)hz,θl,i(z
(k),θ)

∂p̂F
∂θl,i

≈ 1

N

N∑
k=1

Iz(z(k),θ)

(
zTB−1 ∂µ

∂θl,i
+

1

2
zTB−1 ∂Σ

∂θl,i

(
B−1

)T
z − 1

2
tr

(
B−1 ∂Σ

∂θl,i

(
B−1

)T))
(4.4.34)

4.4.2.2. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de

Line Sampling - Integración sobre el Dominio de Falla (IDF)

El análisis de sensibilidad utilizando el método de integración sobre el dominio de falla se basa en

la ecuación 2.4.21:

∂pF
∂θl,i

=

∫
z∈Rn

Iz(z,θ)hz,θl,i(z,θ)fZ(z)dz (4.4.35)

Al considerar la rotación de coordenadas definida en la sección 2.4.2

z = αy‖ + Γy⊥ (4.4.36)

Es posible reescribir la función hz,θl,i de la siguiente forma:

hz,θl,i(z,θ) = (y‖)2β1 + y‖β2 + β3 (4.4.37)

Donde β1, β2 y β3 adquieren un valor contante por cada y⊥,(k) en una linea de integración sobre

el dominio de falla y se definen de la siguiente manera:
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β1 =
1

2
(α)TB−1 ∂C

∂θl,i
(B−1)Tα (4.4.38)

β
(k)
2 = (α)TB−1 ∂µ

∂θl,i
+ (Γy⊥,(k))TB−1 ∂C

∂θl,i
(B−1)Tα (4.4.39)

β
(k)
3 = (Γy⊥,(k))TB−1 ∂µ

∂θl,i
+

1

2
(Γy⊥,(k))TB−1 ∂C

∂θl,i
(B−1)TΓy⊥,(k) − 1

2
tr

(
B−1 ∂C

∂θl,i
(B−1)T

)
(4.4.40)

Luego, al reemplazar el resultado anterior en la ecuación 2.4.21, la sensibilidad de la probabilidad

de falla utilizando el método de integración sobre el dominio de falla resulta igual a

∂pF
∂θl,i

=

∫
y⊥∈Rn−1

∞∫
c

((y‖)2β1 + y‖β2 + β3)fY ‖(y‖)fY ⊥(y⊥)dy‖dy⊥ (4.4.41)

La integral anterior tiene solución anaĺıtica al ser expresada en el espacio normal estándar, por

lo que al generara muestras del vector y⊥ utilizando simulación Monte Carlo, el estimador de

sensibilidad resulta ser el siguiente:

∂pF
∂θl,i

≈
N∑
k=1

(FZ(−c(k)) + cfZ(c(k)))β1 + fZ(c(k))β
(k)
2 + FZ(−c(k))β

(k)
3 (4.4.42)

Donde

fZ(·): es la función de densidad normal estándar.

FZ(·): es la función de distribución normal estándar acumulada.

c(k): es el valor de y‖ sobre la función de estado ĺımite para un y⊥,(k).
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4.4.2.3. Estimador de la Sensibilidad en un Campo Aleatorio Log-Normal Método de

Line Sampling - Integración sobre la Función de Estado Ĺımite (IFEL)

El estimador de sensibilidad utilizando la estrategia de integración sobre la función de estado ĺımite

fue desarrollada en la sección 2.4.3.2 que corresponde a:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
k=1

ζl,i

(
αc(k) + Γy⊥,(k),θ

)
fY ‖

(
c(k)
)

(4.4.43)

Donde ζ(z,θ) se define como:

ζl,i(z,θ) =
vTl,i∇zgz(z,θ)

|αT∇zgz(z,θ)|
(4.4.44)

La función ζ(z,θ) involucra el gradiente de la función de desempeño ∇zgz(z,θ), el vector de direc-

ción importante α y el termino de velocidad vl,i. Este último termino, es una ecuación dependiente

de las derivadas de los valores y vectores propios y presenta la siguiente expresión:

vl,i =
∂z

∂θl,i
= −B−1

(
∂µ

∂θl,i
+

∂B

∂θl,i
z

)
vl,i = −B−1

(
∂µ

∂θl,i
+

(
∂Φ

∂θl,i
Λ1/2 +

1

2
ΦΛ−1/2 ∂Λ

∂θl,i

)
z

)
(4.4.45)
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4.5. Ejemplos

4.5.1. Ejemplo 1

El primer ejemplo consiste en una viga simple apoyada modelada considerando dos elementos,

esquematizada en la figura 4.4. La inercia de ambos elementos se considera sin incertidumbre e

igual a 1 × 105 [m4 ]. La carga puntual actuando sobre la viga también es determinita y su valor

es igual a 10 [kN] . La incertidumbre se presenta en el módulo de Young de cada uno de los

elementos, caracterizado como un campo aleatorio homogéneo log-normal de valor esperado igual

a µE = 2× 1011 [N/m2 ] y una desviación estándar de σE = 2× 1010 [N/m2 ], lo que equivale a un

coeficiente de variación del 10 %.

L = 3[m]

∆

P

Figura 4.4: Esquema de viga simple apoyada ejemplo 1

La estructura es modelada considerando dos elementos tipo viga 2D y una función de correlación

dada por la siguiente expresión:

ρpq = e

(
dp,q
Lc

)2

, p, q = 1, 2 (4.5.1)

donde dp,q es la distancia euclidiana entre los puntos medios del p-ésimo y el q-ésimo elemento tipo

viga 2D y Lc es la longitud de correlación, que para este ejemplo en particular es de Lc = 1 [m]. La

función de desempeño controla que el desplazamiento vertical al centro de la viga (∆) no exceda

un umbral preestablecido igual a 8.88× 10−4 [m], el cual se mide de la siguiente forma:

∆ =
PL3

24I

(
E1 +E2

E2
1 + 14E1E2 +E2

2

)
(4.5.2)

El objetivo consiste en estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla con respecto al valor

esperado ∂pF /∂µE , utilizando ambas estrategias de integración (IDF e IFEL), del método de si-

mulación Line Sampling. La exactitud y eficiencia numérica de ambos métodos serán comparados

con la técnica Monte Carlo.
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En la figura 4.5, se puede observar que al disminuir los valores del módulo de Young, para ambos

elementos tipo viga 2D, el desplazamiento vertical se aproxima a la condición ĺımite. Lo anterior,

coincide con el comportamiento de la dirección importante α en el espacio f́ısico de las variables

inciertas, ya que apunta hacia la región de falla.
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x 10
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]
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gx(x) < 0

α

Figura 4.5: Función de estado ĺımite en el espacio f́ısico de las variables inciertas

El número de muestras utilizados para el análisis de confiabilidad mediante la técnica de simulación

Monte Carlo fue de 1×106 y en el caso de Line Sampling se consideraron 1×103 lineas de muestreo

sobre una malla regular y equidistante de 0 : 1 : 8, por lo que en total se generó 9 × 103 muestras

aleatorias. La tabla 4.1 resume los resultados obtenidos tanto del análisis de probabilidad de falla

como el de sensibilidad. En ella se puede apreciar que el valor de sensibilidad es negativo, lo cual

coincide con una interpretación f́ısica del problema, de que al disminuir el valor medio del módulo

de Young pierde rigidez la viga y por ende se aumenta la probabilidad de falla. Además, es posible

darse cuenta que los valores calculados son semejantes entre śı, resultando que el coeficiente de

variación más bajo lo obtuvo la estrategia de integración sobre la función de estado ĺımite (IFEL).

En la figura 4.6 se puede observar la evolución del estimador de la probabilidad de falla y de su

sensibilidad para ambas técnicas de simulación.

Método p̂F δ̂pF
∂p̂F
∂µE

δ̂ ∂p̂F
∂µE

MCS 1.085× 10−3 3.03 % −3.024× 10−13 3.05 %

LS-IFD 1.092× 10−3 0.24 % −3.049× 10−13 0.39 %

LS-IFEL 1.092× 10−3 0.24 % −3.047× 10−13 0.22 %

Tabla 4.1: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variación)
obtenidos mediante las técnicas de simulación Monte Carlo y Line Sampling.
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Figura 4.6: Evolución de la Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coefi-
cientes de variación) obtenidos mediante las técnicas de simulación Monte Carlo y Line Sampling.
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4.5.2. Ejemplo 2

El siguiente ejemplo estudia la filtración bajo una presa impermeable. Para tal efecto, se evalúa

la probabilidad de que una filtración confinada, en estado estacionario, exceda un nivel umbral

preestablecido, el cual consiste en que el flujo bajo la presa no exceda un caudal de 40 [L/h/m].

En una segunda etapa, se estima la sensibilidad de la probabilidad de falla con respecto a los

parámetros de distribución del problema. El modelo de análisis es representado por una represa

que descansa sobre un estrato de suelo de grava limosa, cuya permeabilidad es modelada como un

campo aleatorio log-normal. La figura 4.7 muestra un esquema de la represa.

x

y

H = 10 [m]

H = 20 [m]

50 [m] 20 [m] 50 [m]

1 [m]
Presa

Grava Limosa

Roca Impermeable

Agua

A B
DC

Figura 4.7: Esquema de represa bajo estrato de suelo de grava limosa

Aguas arriba de la represa se retiene un columna de agua de 10 [m] de altura. Se asume que no

existe flujo en ningún borde del problema excepto en los segmentos AB y CD (figura 4.7). Además,

la altura piezométrica es medida desde la roca impermeable, por lo que la carga hidráulica sobre el

segmento AB es de 30 [m] y en CD de 20 [m]. La incertidumbre presente en la permeabilidad del

estrato de suelo, se caracteriza mediante un valor esperado de µk = 1×10−6 [m/s] y una desviación

estándar de σk = 1× 10−6 [m/s], lo que equivale a un coeficiente de variación del 100 % debido a lo

heterogéneo que puede ser el suelo y la incertidumbre asociada a la estimación de dicho parámetro

en el contexto de la ingenieŕıa.

La ecuación diferencial que asociada a la carga hidráulica en un problema de filtración bajo un

estrato de suelo es:

kxx,i
∂2hw
∂x2

+ kyy,i
∂2hw
∂y2

= 0, i = 1, 2 (4.5.3)

Donde x e y representan las coordenadas horizontal y vertical respectivamente. La ecuación 4.5.3 es

resuelta numéricamente aplicando el método de elementos finitos. En este caso particular, se utilizan

1498 elementos de tipo triangular cuadrático de 6 nodos, considerando un largo de correlación de 10

[m] y un 95 % de los términos de la expansión Karhunen-Loève, para representar al campo aleatorio

Gaussiano. Una vez determinada la carga hidráulica, es posible calcular el caudal de filtración q
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aguas abajo de la presa de la siguiente manera:

q =

∫
CD

kyy,2
∂hw
∂y

dx (4.5.4)

El caudal de filtración q es medido en términos de volumen sobre tiempo sobre longitud, es decir, la

filtración es calculada en términos de un ancho unitario de la presa. Además, el caudal de filtración

asociado a cada restricción del campo aleatorio es comparado con el valor umbral de 40 [L/h/m],

para estimar la probabilidad de falla. Con este fin, se realiza un análisis de confiabilidad mediante

la técnica de simulación Monte Carlo usando 2× 106 de muestras. Mientras que en el caso de Line

Sampling, se utilizaron 5×103 lineas de muestreo sobre una malla regular y equidistante de 0 : 1 : 5,

lo que da un total de 30 × 103 muestras aleatorias. La tabla 4.2 muestra los resultados obtenidos

para la probabilidad de falla y su sensibilidad con respecto a los parámetros µk y σk.

Método p̂F δ̂pF
∂p̂F
∂µE

δ̂ ∂p̂F
∂µE

∂p̂F
∂σE

δ̂ ∂p̂F
∂σE

N

MCS 3.444× 10−3 1.20 % 1.147× 104 2.40 % 9.747× 103 3.22 % 2× 106

LS-IFD 3.459× 10−3 1.27 % 1.149× 104 4.11 % 9.855× 103 3.76 % 5000

LS-IFEL 3.459× 10−3 1.27 % 1.144× 104 0.98 % 1.005× 104 1.34 % 5000

Tabla 4.2: Probabilidad de falla y su sensibilidad (junto a sus respectivos coeficientes de variación)
obtenidos mediante las técnicas de simulación Monte Carlo y Line Sampling.

De los valores obtenidos, es posible apreciar la semejanza entre resultados para las distintas estrate-

gias de análisis utilizados. Sin embargo, lo que marca la diferencia es la eficiencia lograda mediante

la técnica de simulación Line Sampling, ya que requiere mucho menos muestras para obtener un

resultado equivalente. Esto último, también se refleja en términos del coeficiente de variación, el

cual presenta los valores más bajos para la estrategia de integración sobre la función de estado ĺımi-

te (IFEL). Ahora bien, con el fin de independizar el estimador de sensibilidad respecto del orden

de magnitud, se muestra en la tabla 4.3 la elasticidad relativa a cada parámetro de distribución.

La cual no presenta una mayor diferencia entre cada estimador. Esto último se puede deber a la

incertidumbre intŕınseca en relación a la permeabilidad del suelo y su gran heterogeneidad reflejada

en los valores de µk y σk. Finalmente, a modo de ilustrar la evolución de la probabilidad de falla

versus el número de muestras y de su sensibilidad de acuerdo a cada parámetro, las figuras 4.8 y

4.9 muestran el desarrollo obtenido del análisis de confiabilidad.

Elasticidad MCS LS-IFS LS-IFEL

∂p̂F
∂µk

µk
p̂F

3.33 3.32 3.31

∂p̂F
∂σk

σk
p̂F

2.83 2.85 2.91

Tabla 4.3: Medida de sensibilidad en términos del coeficiente de elasticidad.
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CONCLUSIONES

En esta tesis se han planteado dos estrategias que permiten cuantificar la sensibilidad de la probabi-

lidad de falla respecto de los parámetros de distribución. Estas estrategias aprovechan las cualidades

de la técnica de simulación Line Sampling, que permite integrar el estimador de sensibilidad por

cada ĺınea de aproximación a la región de falla (IDF), y también, integrar sobre el gradiente de

la función de estado ĺımite (IFEL). De esta manera, la información obtenida del análisis de con-

fiabilidad es reutilizada como base para estimar la sensibilidad, sin requerir un esfuerzo numérico

adicional.

Los resultados presentados en este trabajo indican que las metodoloǵıas propuestas para la sensibi-

lidad de la confiabilidad, son aplicables a cualquier tipo de sistema estructural. El promedio de las

estimaciones generadas por medio de las estrategias convergen a los valores de referencia obteni-

dos mediante simulación Monte Carlo, lo cual indica que el estimador propuesto es prácticamente

insesgado. Además, de acuerdo a los ejemplos presentados, las estrategias aplicadas mediante Line

Samling son mucho más eficientes que simulación Monte Carlo. Esto último, es posible de apreciar

debido a los bajos coeficientes de variación obtenidos en los resultados. En particular, la estrategia

de integración sobre la función de estado ĺımite (IFEL), presenta los coeficientes de variación más

bajos, aunque puede verse afectada dependiendo del grado de no linealidad de la función de estado

ĺımite.

La aplicación numérica de las dos estrategias es relativamente sencilla, sin embargo es preferible el

método IDF en vez de IFEL. Lo anterior, se debe a que la segunda estrategia requiere de la eva-

luación del gradiente de la función de estado ĺımite en un punto espećıfico. Este tipo de solicitación
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puede ser dif́ıcil de calcular, especialmente en casos en que la forma del gradiente no es anaĺıtica o

semi-anaĺıtica. Por el contrario, la primera estrategia no requiere ningún tipo de información adi-

cional del comportamiento estructural, y solo el resolver una integración unidimensional. La cual

incluso, posee una solución anaĺıtica del estimador de sensibilidad para los casos de variables y cam-

pos aleatorios, en el espacio normal estándar. Adicionalmente, cabe mencionar que el coeficiente de

elasticidad resulta ser una medida más objetiva del estimador de sensibilidad.

Lineas de investigación futuras apuntan en ampliar lo propuesto en este documento. Temas espećıfi-

cos a tratar incluyen:

La consideración de ejemplos que involucren más parámetros inciertos del sistema.

La aplicación de las estrategias considerando otros tipos de distribuciones de probabilidad

asociadas a las variables inciertas del sistema.

La implementación de los enfoques propuestos para multiples regiones de fallas.

La prueba de las estrategias para casos de una alta no linealidad de la función de estado

ĺımite.

Finalmente, la información obtenida mediante las estrategias propuestas, permite mejorar el co-

nocimiento referente al comportamiento estructural y de aquellas variables más influyentes de un

sistema. Por lo tanto, se concluye que las metodoloǵıas propuestas son herramientas eficientes y

útiles para el análisis de sensibilidad de la probabilidad de falla.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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