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Resumen

Sean k,n > 2 enteros. Una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n) es una superficie de
Riemann compacta S que admite un subgrupo de automorfismos conformales H < Aut(S)
isomorfo a Z}, tal que la superficie cociente S/H tiene n + 1 puntos ramas y cada uno de
orden k. Se conoce un modelo algebraico para estos objetos, el cual los hace mas sencillo
de estudiar. Ocupando herramientas de la topologia algebraica e integracién sobre super-
ficies de Riemann, encontramos un conjunto generador para el primer grupo de homologia
de una curva generalizada de Fermat. Finalmente, con esta informacion, encontramos un
conjunto generador para el reticulado de periodos de la variedad Jacobiana asociada.

Palabras clave: Geometria Compleja, Superficies de Riemann, Variedad Jacobiana, Cur-
vas Generalizadas de Fermat.
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Abstract

Let k,n > 2 be integers. A generalized Fermat curve of type (k,n) is a compact Riemann
surface S that admits a subgroup of conformal automorphisms H < Awut(S) isomorphic
to Z7, such that the quotient surface S/H has n + 1 branch points and each one of order
k. It is known an algebraic model for these objects, which make them easier to study.
Using tools from algebraic topology and integration theory on Riemann surfaces, we find
a generating set for the first homology group of a generalized Fermat curve. Finally, with
this information, we find a generating set of the period lattice for the asociated Jacobian
variety.

Keywords: Complex Geometry, Riemann Surfaces, Jacobian Variety, Generalized Fermat
Curve.
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INTRODUCCION 1

Introduccion

Es un hecho que toda superficie de Riemann compacta de género 1 es biholomorfa a un
toro complejo C/A, donde A C C es un reticulado, el cual determina a la superficie. A cada
superficie de Riemann compacta de género g > 2, le es posible asociar un toro complejo
g-dimesional de la forma C9/A llamado su variedad Jacobiana y donde el reticulado A C
CY9, depende tanto de la estructura analitica como de la estructura topoldgica-algebraica
de la superficie.

La variedad Jacobiana puede ser estudiada como una variedad Abeliana principalmente
polarizada. Uno de los grandes avances se debe a Ruggiero Torelli, quien probd, desde
este punto de vista, que la Jacobiana determina a la superficie, es decir, el reticulado
de periodos que describe al toro complejo g-dimensional. Lo que es de gran interés para
diferenciar entre superficies de mismo género, pero con estructura analitica distinta, es
decir, para el estudio de los espacios de Mdéduli. Por otra parte tenemos el problema de
Schottky, el cual trata de buscar respuesta a la siguiente pregunta: ; Cuando una variedad
Abeliana principalmente polarizada determina a una superficie de Riemann compacta?.

Sin embargo, encontrar de forma explicita el reticulado de periodos asociado a la variedad
Jacobiana de una superficie de Riemann compacta en particular, es una tarea algo com-
plicada y no existe un método estandar para determinarlo. Cabe mencionar que existen
pocos trabajos al respecto y son para superficies (curvas) especificas.

Por otro lado, para k,n > 2 enteros una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n) es
una superficie de Riemann compacta que admite un subgrupo de automorfismos isomorfo
a Z} cuya firma es [0; k,"T1, k]. En esta tesis encontraremos un conjunto generador para
el reticulado de periodos asociado a la variedad Jacobiana de una curva generalizada de
Fermat, basandonos en los trabajos de David Rohrlich [GR] quien encontré un conjunto

generador para las curvas de Fermat clasicas z* + y* = 2*.

En el Capitulo 1 recordamos la estructura analitica y topoldgica-algebraica de las superfi-
cies de Riemann, para entender el concepto de variedad Jacobiana, orientando los ejemplos
a lo hecho en el siguiente capitulo. En el Capitulo 2 recordamos un modelo algebraico para
las curvas de Fermat generalizadas. Luego, generalizando las ideas de Rohrlich para el caso
particular de curvas de Fermat clasicas, encontramos un conjunto generador para el primer
grupo de homologia. Con lo anterior se da un conjunto generador para el reticulado de
periodos. Finalmente en el Capitulo 3 dejo algunas observaciones para posibles trabajos
futuros.



INTRODUCCION



Capitulo 1

Preliminares

A través de este capitulo veremos los conceptos y proposiciones necesarias para el desa-
rrollo de los resultados finales obtenidos en esta tesis. En las secciones 1.1, 1.2 y 1.3 desa-
rrollaremos la idea de superficie de Riemann, los morfismos entre ellas y como construir
ejemplos clésicos de estas. En la seccién 1.4 revisaremos resultados clasicos de la topologia
algebraica aplicada a las superficies de Riemann, mientras que en la seccién 1.5 veremos
como los anteriores resultados pueden ser aplicados para clasificar a todas las superficies de
Riemann compactas. Finalmente en la seccién 1.6 definimos el concepto de integral sobre
una superficie de Riemann y a partir de esto, en 1.7 construimos el invariante Jacobiana
asociado cada superficie de Riemann compacta, el cual es de especial interés para obtener
otra clasificacién a partir de las diferentes estructuras analiticas que se pueden construir.

1.1. Superficies de Riemann

Definicion 1.1.1. Sea X un espacio topologico conexo y Hausdorff.
1. Un atlas analitico para X es una coleccion A = {(da,Ua) tacr de modo que:
a) U, es abierto de X para todo o € I.
b) La coleccion {Uy}acr €s un cubrimiento por abiertos de X.
c) Para cada o € I, ¢ : Uy C X — ¢(Uy) C C es un homeomorfismo.

d) SiUsNUg # 0, o, € I, entonces los cambios de coordenadas ¢q o gbgl :
¢3(Ua NUg) = C es un mapeo analitico.

Cada par (¢a,Us) € A se llama una carta o coordenada local (analitica) de X
y, si ademds ¢(p) =0, entonces tal carta se dird centrada enp € X.

2. Una estructura de superficie de Riemann en X es un atlas analitco maximal. En
este caso, las restricciones de cartas analiticas siguen siendo cartas analiticas y, por
ejemplo, para cada p € X, existe una carta centrada en tal punto.

3. Diremos que una superficie de Riemann es compacta si esta como espacio topologico
es compacto.

Observaciéon 1.1.2. Dado una atlas analitico para X, siempre existe (y es unico) un
atlas analitico maximal que le contiene. Luego, para dotar a un espacio topoldgico de una
estructura de superficie de Riemann, basta con encontrar un atlas analitico cualquiera. De

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

ahora en adelante hablaremos de atlas y cartas sin el apellido analitico, salvo sea necesario
explicitarlo.

Ejemplo 1.1.3. Para la esfera de Riemann C = C U {0}, consideremos la coleccion

A= {(¢:,Ui)}Yicr=q1.9y, donde Uy = C, Up = C — {0},
¢p1: U = C:z— 2,

1

-, zeC—-{0}
z

0, z=00

¢2:U2—>C:z»—>{

Las cambios de coordenadas en este ejemplo son la misma funcion analitica

zGC—{O}»—)%GC—{O}.

De esta manera, obtenemos un atlas analitico, dotando a C con estructura de superficie
de Riemann compacta.

Definicién 1.1.4. Una curva plana afin Cy es el conjunto de ceros en C? de un polinomio
f(z,y) € Clz,y]. Un polinomio f(x,y) se dice no singular si el conjunto {p € C2 :
Of/0x(p) = 0f/0y(p) = f(p) = 0} es vacio. Decimos también que f es irreducible si no
existen polinomios g, h € Clx,y] no constantes de modo que f = gh.

De esta definicién es posible construir una gran cantidad de superficies de Riemann no
triviales.

Ejemplo 1.1.5. Sea Cy una curva plana afin con f € Clz,y] no singular e irreducible. Es
sabido que si dotamos a Cy de la topologia subespacio en C? entonces f al ser irreducible
se tiene Cy conexo, lo cual no es algo facil de probar [SHAF, pdg 77]. Aprovechando
este resultado, f al ser no singular es posible dotar a Cy con estructura de superficie de
Riemann construyendo cartas sobre cada punto p = (xo,y0) € Cf:

1. Si gf lp # 0, por el teorema de la funcion implicita existe un mapeo holomorfo g(z)
deﬁmdo en una vecindad no vacia Vy, de o en C de modo que

a) g(zo0) = yo
b) flz,9(z) =0y g (z)= —gﬁ para todo x € V.

Por lo tanto existe una vecindad no vacia V,} = {(x,g(x)) : x € Vp,} C Cf de p tal

que (pry, V;}) es una carta, donde pr, es la proyeccion en la primera coordenada.

2. Si gf lp # 0, por el teorema de la funcion implicita existe un mapeo holomorfo h(y)
definido en una vecindad no vacia Vy, de yo en C de modo que

a) h(yo) = zo
b) f(h(y),y) =0y I(y) = — 5% para todo y € V.

Por lo tanto existe una vecindad no vacia V;)Q ={(h(y),y) 1y € Vyo} C Cf de p tal
que (pry, sz) es una carta, donde pr, es la proyeccion en la primera coordenada.

Notamos que requerimos compatibilidad de cartas cuando ax ]p #0y gf|p % 0. De lo

anterior existen (prz,V;,) (pry,VQ) y suponiendo que V), Vp1 N V;DQ es mo wacio como

vecindad de p tenemos que

pryopryt =g(x), pryopry’ = h(w)
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que son holomorfas.

Ejemplo 1.1.6. Notamos que la curva plana afin Cp, dada por el polinomio Fy(z,y) =
zF +y*¥ + 1 para k > 3 define una superficie de Riemann, pues al observar que

0pFy, = ka1 = 9,F, = ky* 1 =0

solo cuando (z,y) = (0,0), el cual no es un punto de CF,.

Las superficies de Riemann obtenidas a partir de curvas afines planas son necesariamente
no compactas (una consecuencia del Teorema de Liouville). Ahora veremos como modificar
esto para obtener superficies de Riemann compactas. Primero necesitamos recordar una
compactificacion natural del espacio C”.

Definicion 1.1.7. Sea n > 0 entero y consideremos la siguiente relacion de equivalencia
en C"*L: Diremos que dos vectores no nulos son equivalente (x1, ..., Zni1) ~ (Y1, -+ Ynit1)
st y solo si existe X € C — {0} tal que (z1,...,2p+1) = My1,---,Ynt1). El conjunto de
clases de equivalenciasde puntos (r1,...,2,11) € C*1 — {0}, denotadas por el simbolo
[€1,...,Znt1], €s conocido como el espacio proyectivo complejo de dimension n y lo
denotamos por P*"C

Dado que el espacio C™*! — 0 es Hausdorff y conexo, entonces mediante la aplicacién
cociente se puede probar que P"C es también Hausdorff y conexo. Es posible probar que
la restriccién del mapeo cociente a la esfera

n+1

§2n+1 _ {(x1,+ , Tps) Z m|2 =1}
i=1

SQnJrl

es una sobreyeccién a P"C. Por el teorema de Heine-Borel es compacto y luego P"C

es compacto.

Ejemplo 1.1.8. En particular la linea proyectiva P'C es una superficie de Riemann com-
pacta. Como P'C cumple con los requisitos topoldgicos de una superficie de Riemann, se
tiene que la coleccion A = {(¢i, U;) }ier={1,2), donde

¢1: U1 = {[z1,22] s 21 #0} = C: [w1,22] — %7
¢ 2 Ua{[z1, 2] : 22 # 0} = C 2 [21, 22] — %

es un atlas analitico, que dota a P'C con estructura de una superficie de Riemann com-

pacta.

Definicién 1.1.9. Un polinomio f(x1,--- ,zp+1) € Clz1, -+ ,2n41] de grado d es ho-
mogéneo si f(Ax1,- -+, Axni1) = A f(21,- - ,2ny1) para cada X € C — {0}

De la definicién anterior no es dificil ver que si f € Clzq, -+, zy4+1] es homogéneo entonces

el conjunto
Xf = {[$1a T ,$n+1] e P"C: f(mh ce ’:EnJrl) — 0}

estd bien definido y es llamado una hipersuperficie de grado d de P"C. Si n = 2, en-
tonces cada X serd llamado una curva proyectiva plana. Si denotamos ahora U; =
{[x1, - ,Zn41] : @ # 0} entonces

Xi=XynU; =

{[1‘1, e i1, L, Xy, 7$n+1] e P"C: f(xl, ey Tim1, L @i, ,.’L’n+1) = 0}



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Nos restringimos ahora a P2C.

Definicién 1.1.10. Un polinomio homogéneo f € Clx,y, z] es no singular si el sistema

de ecuaciones
of _of _of
f = — = — = — = 0
or Oy 0z
no tiene soluciones en Xy.
Lema 1.1.11. Un polinomio f € Clz,y, z] homogéneo es no singular si y sdlo si cada X;
asociado a Xy es una curva plana afin no singular.

Demostracion. Ver en [MIR, pag 15] O.

No es dificil probar que si f € Clz,y, z] es homogéneo e irreducible, entonces su desho-
mogenizacién en cada coordenada (hacer tal coordenada igual a la unidad) también es un
polinomio irreducible. Un hecho mas profundo nos dice que todo polinomio homogéneo no
singular es irreducible [SHAF].

Ejemplo 1.1.12. De lo dicho anteriormente podemos probar que toda curva proyecti-
va plana no singular Xy con f € Clz,y, 2] homogéneo, puede ser dotada de estructura
de superficie de Riemann compacta construyendo cartas sobre cada punto p € X;: Cada
X; = Xy n{x; # 0} es una curva plana afin no singular dada por la deshomogenizacion
de f en la coordenada i-ésima, llamemosle f;. Como f es no singular, entonces es irredu-
cible lo que implica f; irreducible y por ello cada X; es conexo con (), X; no vacio, luego
Xy = UX; es conero. Como Xy es cerrado en P2C entonces es compacto.

Para cada p = [1,yo, 20] € X1 se tiene:

1. Xy es abierto de Xy y es homeomorfo a una curva plana afin no singular irreducible
dada por Cy, mediante un mapeo ¢1.

2. Sea ¢1(p) = (yo, 20)-

3. 8i O filg,(p) # 0, entonces existe una funcion holomorfa g(y) definida en una ve-
cindad Vy, de yo en C tal que g(yo) = 20 y fi(y,9(y)) = 0 para todo y € V.
Definimos una vecindad de ¢1(p) en Cy, dada por V,} = {(y,9(y)),y € Vy,}.Luego
(¢1, (;Sfl(Vpl)) es una carta en p, donde p1 = pry o ¢1.

4. St Oy filg, () # 0, entonces existe una funcion holomorfa h(z) definida en una ve-
cindad V,, de zo en C tal que g(z0) = yo y fi(h(2),z) = 0 para todo z € V.
Definimos una vecindad de ¢1(p) en Cy, dada por V;} = {(h(2),2),z € V,}.Luego

(2, ¢1—1(sz)) es una carta en p, donde oo = pr, o ¢1.

Haciendo lo mismo para los X; restantes, obtenemos que Xy es una superficie de Riemann
compacta. En general a las de este tipo les llamamos curvas proyectivas plana suaves
o no singulares.

Ejemplo 1.1.13. (Curvas de Fermat cldsicas) Consideremos la curva de Fermat de grado

k > 3 dada por el polinomio homogeneo Fy(x,y,z) = a* 4+ y* + 2F. Se tiene que la inica
solucion al sistema
Fp = 0.F, = 0yFy, = 0,F, =0

es cuando =y = z = 0 lo cual no estd definido en P>C. Por lo tanto Xp, es una curva
proyectiva plana no singular y por ello una superficie de Riemann compacta.
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Hasta ahora hemos construido ejemplos de superficies de Riemann en espacios de dimen-
siones bajas, podriamos pensar en superficies de Riemann dentro de C™ o en P"C dado
que tambien cuentan con cierta estructura analitica. Un ejemplo nace al tratar de ver
superficies de Riemann como una interseccion de hipersuperficies.

Definicién 1.1.14. Sean fi,---, fn—1 € Clz1,- -+, Znt1] polinomios homogéneos y consi-
deremos el conjunto de ceros

X={fi==fo1 =0} CP"C

Si X es no vacio, diremos que X es una intersecciéon completa. Si ademds la matriz
de orden (n —1) x (n+ 1) con entradas Oy, f; es de rango mazrimal n —1 en todo punto de
X, entonces diremos que X es suave.

Andlogo a lo hecho con las curvas proyectivas suaves, se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 1.1.15. Una interseccion completa suave X es una superficie de Riemann
compacta. Ademds, en cada punto de X uno puede tomar la razon x;/x; como una carta
en coordenadas. homogéneas

Demostracion. Ver en [MIR, pag 17|

Ejemplo 1.1.16. (Curvas de Fermat generalizadas [GHL]) Para k,n > 2 enteros, consi-
deremos la interseccion completa definida por el siguiente sistema

ob + 2k + ok = 0
Mah + ab + af = 0

Cr( A1y ey Ap2) := Ag:ﬂ’f + :U’QC + 33’5“ = 0 cP'C
An—ozh+ak+ak,, = 0

con A\ € C—{0,1} y A\j # \j para i # j. Notamos que su matriz de derivadas parciales
estd dada por

Y o N | 0o 0 - 0
Mkah™t kbt 0 k2fY 0 0 -0
Xokah™t kbt 0 0 kaft o0 0

An_okah™t Eab™1 0 0 0 0 - kafj

Con las hipotesis hechas sobre los N.s tenemos que esta matriz es de rango mazimal n — 1
y por ello una interseccion completa suave, es decir Ci(A1, ..., \n—2) es una superficie de
Riemann compacta.

1.2. Mapeos entre superficies de Riemann

Definicion 1.2.1. Sean X e Y dos superficies de Riemann y F : X — Y un mapeo
continuo.

1. Diremos que F : X — Y es holomorfo si para cualquier par de cartas (¢,U) para
X y (Y, W) para Y, con F(U) C W,se tiene que la forma local de F dada por
fi=voFog¢t:¢U)— (W) es holomorfa.
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U w
|k
p(U) —— (W)

2. Si F es holomorfa y biyectiva, entonces diremos que es un isomorfismo (o biho-
lomorfismo), y que X e Y son superficies de Riemann isomorfas (o biholomorfas),
lo cual denotaremos por el simbolo X 2Y .

3. Si F: X — X un isomorfismo, entonces diremos que F es un automorfismo de
X.

4. SiF: X — C es holomorfa, entonces diremos que F' es meromorfa y cada z € X
que cumpla F(z) = 0 (respectivamente, F(z) = o0o) se le llamard un cero (respecti-
vamente, un polo) de F.

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el mapeo F : P1C — C dado por F([z,y]) = z/y con
F([1,0]) = oo, entonces de 1.1.3 y 1.1.8 se tiene:

1. Parap € Uy = {[x,y] : © # 0} se tiene el diagrama

U —% - {0}
¢1=y/wl il/z
c— .¢

dado que ¢7 ' (w) = [1,w], se tiene que f(w) = w holomorfa.

2. Parap € Uy = {[z,y] : y # 0} se tiene el diagrama
U, —=C - {0}

¢>2=m/yl iz‘d
C C

dado que ¢5 ' (w) = [w, 1], se tiene que f(w) = w holomorfa.

Luego F es holomorfa. No es dificil ver que tambien es biyectiva, por lo tanto se tiene el
biholomorfismo P'C = C.

Ejemplo 1.2.3. Si el mapeo F': X — C es localmente la restriccion de una carta de X,
entonces F' es holomorfa. A partir de esto notamos que sobre una interseccion completa
X C P"C los mapeos coordenadas z;/xj : X — C son holomorfos. Lo mismo ocurre para
los mapeos coordenadas pry, en las curvas planas afines de 1.1.5.

Teorema 1.2.4. (Forma local normal) Si F' : X — Y es un mapeo holomorfo no constan-
te, entonces para todo p € X existe un entero mpl’ > 1 tunico de modo que existen cartas
de X eY centradas en p y F(p) respectivamente tal que la forma local de F' cumple con
f(z) = zmE . Al entero myF se le llamard la multiplicidad de F en p.

Demostracion. Ver [MIR, pag. 44] OJ.

Definicion 1.2.5. '’
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1. St myF > 2 entonces a p se le llamard un punto de ramificacion o punto criti-
co.A cada q € F(X) cuya preimagen sea un punto de ramificacion, se le dird un
punto rama o valor critico.

2. $iF:X —Ces meromorfa y p es un cero o polo, diremos que el orden de F' en p
es ord,(F) = mpF o ord,(F) = —m,F respectivamente.

Proposiciéon 1.2.6. Sea F : X — Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies
de Riemann, entonces:

1. F es una aplicacion abierta.
2. Cada preimagen F~'(y) dey €Y es un conjunto discreto en X.

3. El conjunto de puntos de ramificacion de F es discreto.

Demostracion. Sea W C X abierto. Podemos asumir que W y F(W) son parte de cartas
(p, W)y (¢, F(W)) de X e Y respectivamente. Entonces, como la representacién local
de F, f :9oFop!:pW)— C es holomorfa no-constante y ¢(W) es un abierto de
C, tenemos que f(p(W)) = »(F(W)) es abierto en C. Luego F(W) = ¢~ (f(¢(W))) es
abierto en Y probando (1).

Sea x € F~1(y), localmente en x la forma local f es holomorfa en el sentido cldsico por lo
tanto tenemos que todas sus fibras son discretas de donde se sigue el resultado para (2).

Si z es un punto de ramificacién de multiplicidad m > 2, del teorema 1.2.4 localmente
F se ve como f(w) = w™ en una carta centrada en x. No es dificil ver que todo punto
distinto de cero en esta vecindad no es la imagen de un punto de ramificacién. Por lo tanto
podemos aislar a x por una vecindad, probando (3). O

Como corolarios directos de la proposicion anterior se tiene que, si F' es biyectiva, entonces
es un biholomorfismo. Por otro lado si X es compacto, entonces el conjunto de puntos
ramificacion de X es finito.

Teorema 1.2.7. Si F': X — Y es un mapeo holomorfo no constante entre superficies de
Riemann compactas, entonces el mapeo
degp:Y 2 Z:iymrdy(F)= Y myF
PEF~1(y)

es constante. Llamemos a esta constante el grado de F y denotaremos por deg F'.

Demostracion. Ver [MIR, pag. 47]. O

Un corolario directo de este resultado a partir de la definicién 1.2.5 es:

Corolario 1.2.8. $i F: X — C holomorfa (meromorfa), no constante y con X compacta,
entonces el numero de ceros de F' es igual a su numero de polos contando multiplicidades,

es decir
Z ord,F' = — Z ord,F
peEF—1(0) pEF~1(c0)

Definicion 1.2.9. Sea S una variedad real diferenciable 2-dimensional. Una triangula-
cion de S es una descomposicion de S en subconjuntos cerrados, cada uno homeomorfo
a un tridngulo, de modo que cada par de triangulos puede ocurrir que sean disjuntos, se
intersectan en un vértice o en una arista. St S puede ser triangularizada, denotemos por
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V,A y C al nimero de vértices, aristas y caras de esta triangulacion respectivamente,
entonces el nimero de Euler de S es definido por x(S)=V — A+ C.

Es un hecho que el nimero de Euler es un invariante topoldgico cuando S es compacta, es
decir, no depende de la eleccién de la triangulacién (ver primeros capitulos de [MASS]).
No es dificil ver que toda superficie de Riemann tiene una estructura natural de variedad
real diferenciable 2-dimensional y por ello podemos definir este invariante topolégico x en
cada superficie de Riemann compacta. Otro hecho importante es que toda variedad real
diferenciable y compacta es homeomorfa a la suma conexa de g-toros con g > 0, donde
X(S) = 2 — 2g. Este invariante g es llamado el género de S y nuevamente toda superficie
de Riemann compacta estd dotada con este invariante.

Teorema 1.2.10. (Férmula de Hurwitz) Si F : X — Y es un mapeo holomorfo no
constante entre superficies de Riemann compactas de género gx y gy respectivamente,
entonces se cumple la relacion

2gx —2=deg F(2gy —2) + Y _(mpF — 1)
peX

Demostracion. Ver en [MIR, pag. 52]

Ejemplo 1.2.11. Del ejemplo 1.1.16, consideremos el mapeo holomorfo

k
~ T
T Ck’()\ly "~7)\n—2) — (C, [ZE17 ,:En+1] — — (;)

Sea p € Cr(A1, ..., A\n—2) de modo que todas sus coordenadas sean no nulas. Dado que la
matriz Jacobiana de la curva es

Y o N | 0 0 - 0
Mkah™t k2bt 0 kY 0 0 -0
Xokah™t kbt 0 0 kaft 0 0

An_okzt™1 Eab™l 0 0 0 0 - kafj

entonces todas sus entradas son no nulas en p. Lo que implica que el mapeo w = xa/x1 €s
localmente una carta con inversa w — [1,w, gs(w), ..., gn+1(w)] con g; holomorfas. Consi-
deremos la carta centrada z — z — w(p) en C y notamos que la forma local de w en estas
cartas es

w — —m(p) + w

Dado que 7(p) es no nulo, entonces p no es un punto de ramificacion. Luego los puntos de
ramificacion deben tener coordenadas nulas, pero dada la estructura del sistema se tiene
que para cada p € Ci(\1, ..., A\n—2), solo una coordenada de este elemento puede ser nula.

Sea entonces p = [p1, ..., Diy ooy Pnt1), con p; =0 para i > 4. Es claro desde las ecuaciones
que

m(p) = A

Dado que las demds coordenadas son no nulas, entonces (x;/x1) serd una carta con inversa
w = [1,92, .oy Gim1, W,y Git1s -y Gnt1] Y considerando una carta centrada en w(p) dada por
z = z — N\, obtenemos que la forma local de 7 es

w — —go(w)* — N



1.3. ACCIONES DE GRUPOS EN SUPERFICIES DE RIEMANN. 11

sin embargo de las ecuaciones notamos que
Ai + gg(w)k +w* =0

obteniendo que m localmente se ve como w*. Para los casos x1 = 0,29 = 0 y 23 = 0 se sigue
de forma casi similar, obteniendo finalmente que los puntos ramas de w son el conjunto
de n+ 1 elementos {00,0,1, A1, ..., A\n—2} y cada uno de orden k.

No es dificil ver que el grado de m es k™ y que hay (n + 1)k"~! puntos de ramificacion
cada uno de orden k. Usando el hecho de que g = 0, aplicamos la formula de Hurwitz
onteniendo

200k Mn2) — 2= —2k" + kK" (n+1)(k — 1)
= k"N (=2k+ (n+1)(k - 1))
=k (n—1)(k—-1)-2)

luego se tiene
24+ k" (n—1)(k—1)—2)
gck()\lw-,/\n—Q) - 2

para k,n > 2.

Ejemplo 1.2.12. Notamos que los ejemplos anteriores recaen sobre el caso de las curvas
de Fermat Fy, : zF + y* + 2% = 0 del ejemplo 1.1.13 obteniendo

(k—1)(k—2)

gr, = gk2 = 9

1.3. Acciones de grupos en superficies de Riemann.

Definicion 1.3.1. Sea G un grupo abstracto. Una acciéon de G como un grupo de auto-
morfismos holomorfos de una superficie de Riemann X, es un mapeo

GxX—=X, (g9,p)— 9

con las siguientes propiedades
1. Para cada g € G, g: X — X : p— g(p) es un automorfismo holomorfo de X.
2. (gh)(p) = g(h(p)), para todo g,h € G yp € X.
3. e(p) = p, para todo p € X donde e es la identidad de G.
Si para cada g € G — {e} tenemos que el automorfismo holomorfo inducido por g no es la

identidad, entonces diremos que la accion anterior es fiel o efectiva.

Sea G un grupo actuando como grupo de automorpfismos holomorfos de una superficie de
Riemann X. Para cada p € X tenemos dos conjuntos importantes, la rbita de p definido
por Gp = {g(p) : Vg € G} y el estabilizador de p dado por G, = {g € G : g(p) = p}.
Consideremos el conjunto de orbitas X/G = {Gp : p € X} y el mapeo sobreyectivo

Q:X—X/G, p—Gp

Dado que X es un espacio topoldgico, dotamos a X/G de la topologia cociente inducida
por Q.
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Definicion 1.3.2. Sea G un grupo actuando efectivamente como un grupo de automorfis-
mos de una superficie de Riemann X. Diremos que G acttia propiamente discontinua
en X si las siguientes propiedades valen.

1. Para cada p € X, G es finito;
2. Para cada p € X existe un abierto U, p € U, tal que g(U)NU =0, para g € G—G,,.

Notemos que si G es un grupo finito de automorfismos holomorfos de una superficie de
Riemann, entonces esta actia propiamente discontinua en ella.

Teorema 1.3.3. Sea G un grupo actuando efectivamente como un grupo de automorfismos
de una superficie de Riemann X.

1. Si G actia propiamente discontinua sobre X, entonces X/G es un superficie de
Riemann. Ademds el mapeo Q : X — X/G es holomorfo y m,Q = |G| para todo
peX

2. En particular, si G es un grupo finito de automorfismos de una superficie de Riemann
X, entonces X/G es una superficie de Riemann y @ : X — X/G es una funcion
holomorfa de grado |G)|.

Demostracion. Ver [MIR, pag. 76-79]. O

Ejemplo 1.3.4. Consideremos los automorfismos de la curva generalizada de Fermat
X = Ck(M, ..., \n—2) del ejemplo 1.1.16 dados por

ajlzi, ., 1] = [21, ., (T4 ooy Tpga], 1 <i<n+1,

2mi/k

con(=ce . Entonces es fdcil ver que any1 = (a1a2...a,)~ ' y que

H = (a1,...,an) = 7L}

Consideremos el mapeo Q : X — X/H dado por Q(p) = Hp. Entonces los puntos de
ramificacion de Q son aquellos cuyo estabilizador tiene orden mayor a 1, es decir si p es

de ramificacion entonces
mpQ = [Hp| > 2.

Luego, por definicion H, = {a € H : a(p) = p} no trivial. Cada a € H distinto de
la identidad es de la forma alxy,...,Tni1] = [(P1x1,..., (I 12, 1] con j; enteros y mo
todos nulos, por ello si a(p) = p para p = [1, ..., Tnt+1], entonces desde las ecuaciones de
Cr(A1, ... An—2) se deduce que x; = 0 para algin i y x; # 0 para j # i. Por lo tanto los
puntos de ramificacion son la union de los conjuntos

Fiz(a;) =={z; =0} N Cr(A1,...; A\p—2) 1<i<n-+1,
donde Fix(a;) es el conjunto de puntos fijos de a;.

Si ahora X es compacto (como resulta ser en el ejemplo anterior), se tiene desde el mapeo
cociente que X/G es compacto. Podemos decir un poco més respecto al género de un
cociente usando el hecho de que los puntos ramas de @, son aquellos cuyas preimagenes
tienen estabilizador no trivial. Aplicando la férmula de Hurwitz obtenemos el siguiente
hecho.
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Teorema 1.3.5. Sea G un grupo finito actuando como grupo de automorfismos holomorfos
y de manera efectiva (fiel) sobre una superficie de Riemann compacta X. SeaN yi, ...,y €
X/G los puntos ramas del mapeo Q. Sir; es la multiplicidad de cada elemento de Q™' (y;),
entonces se cumple

k
1
QQX—2:|G‘ <2gx/G—2+Z<1—r>>

i=1

Demostracion. Ver [MIR, pag. 80]

Ejemplo 1.3.6. Recordemos el mapeo w del ejemplo 1.2.11 el cual induce un mapeo ho-
lomorfo

Z2

I:X/H —C, T(H[z1,..,Tn41]) = — <$
1

k
> = T[T1,y ey Tnt]
Notamos que moa; = m para todo 1 < 1 < n, lo que implica la biyectividad de 11 y por lo
tanto tenemos el biholomorfismo

Cr( A1y An_2)/H = C

1.4. Topologia algebraica en superficies

La topologia algebraica es una teoria que nos permite estudiar desde un punto de vista
algebraico un espacio topoldgico, es decir, a cada espacio topolégico se le puede asociar
un objeto con estructura algebraica (grupo, anillo, médulo,etc...) y que se preserve ba-
jo homeomorfismos. Utilizando las propiedades algebraicas de estos invariantes, podemos
extraer informacién sobre el espacio en cuestion. En particular veremos como se aplica
esta teoria a las superficies suaves o variedades diferenciables de dimensién 2, pues to-
da superficie de Riemann tiene una estructura diferenciable inducida por la estructura
analitica.

1.4.1. El grupo fundamental

Definicién 1.4.1. Sean W, X espacios topoldgicos y sea S C W (tal subconjunto puede
ser el subconjunto vacio).

1. Dos mapeos continuos v12 : W — X, que coinciden sobre el conjunto S, se dicen
que son homotopicos relativos a S si existe un mapeo continuo

L:Wx[0,1] - X

de modo que T'(w,0) = y1(w), T'(w,1) = y2(w) y T'(s,t) = 71(s) = 12(s) para cada
seS.

2. Consideremos ahora W = [0, 1], S = {0, 1} y fijemos un punto xy € X. Sea w1 (X, xo)
el conjunto de todos los caminos ( mapeos continuos v : [0,1] — X ) de inicio y final
en o (loops) médulo homotopia relativo a {0,1}, es decir, si y1 ~ v2 en m (X, zo)
st y solo si y1 y 2 son homotopicas relativos al conjunto {0,1}. El producto

1
(71 % 72)(t) = {%(%) Z i&i i

<
7202t-1) 5 <
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induce una estructura de grupo a m (X, xo), llamado el grupo fundamental de X.
Notamos que si y(t) € (X, x0), entonces v~ 1(t) = v(1 — t). Ademds la identidad
en w1 (X, xo) viene dado por la clase de equivalencia del loop constante ey, (t) = .

Si la superficie es conexa por caminos se tiene que w(X,z9) = 7w(X,z1), para todo
xo,r1 € X. En nuestro caso asumiremos siempre que las superfiies son conexas por caminos
(toda superfiie de Riemann lo es) por ello simplemente denotaremos al grupo fundamental
de X por m(X).

Sea ahora f : X — Y un mapeo continuo entre superficies, entonces existe un homo-
morfismo inducido entre grupos fundamentales dado por

foim(X) = (YY), W] —=[fon]

se tiene entonces que el grupo fundamental es un invariante topoldgico.

Proposiciéon 1.4.2. .

1. Si f: X =Y es un homeomofismo entre superficies conexas por caminos, entonces
m(X) = x((Y).

2. Respecto a la topologia producto, se tiene
T(X xY)=n(X)xn(Y)

Demostracion. Ver en [MASS, pég. 52]. O

Ejemplo 1.4.3. Para el circulo unitario S* es posible probar (ver [MASS, pdg. 47]) que su
grupo fundamental es ciclico y generado por y(t) = (cos(t),sin(t)), por lo tanto w1 (S') = 7Z.
FEsto nos permite probar que el toro T = S' x S! tiene grupo fundamental

Notamos que 71(S*) y m1(T) son abelianos. De lo comentado al final de la seccion 1.2,
toda superficie de Riemann compacta es homeomorfo a la suma conexa de g > 0 toros, sin
embargo para g > 2 el grupo fundamental del g-toro no es abeliano, de hecho es isomorfo
(ver [MASS, pdg. 99]) al grupo libre de rango 2g

<041, "'agaﬁb "'76_9 : [alaﬁl]“‘[agaﬁg] = 1>

donde tenemos el commutador definido por (o, B;] = aiﬁiai_lﬁi_l .

Definicion 1.4.4. Un subconjunto A C X es un retracto de deformacion de X si
existe un mapeo continuo r : X — A (retraccion) y una homotopia f : X x I — X entre
la identidad idx y el retracto r(x), de modo que

fla,t)=a, a€Ajtel

Teorema 1.4.5. Si A es un retracto de deformacion de X, entonces para a € A el mapeo
inclusion i : A — X induce un isomorfismo entre m1(A,a) y m1(X,a).
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Demostracion. Del hecho que roi: A — A es la identidad, obtenemos que i, : m1(A,a) —
m1(X,a) es inyectivo. Del hecho que i or : X — X es homotdpico a la identidad de X,
relativo a cualquier punto a € A, obtenemos la sobreyectividad de la anterior. [J

Ejemplo 1.4.6. Sea vy € C fijo y definamos el espacio topolégico X = C — {ro}. Sea
c:[0,1] = C tal que c(t) = r + ¥ y denotemos A = ¢([0,1]) N X. Definimos una
retraccion r : X — A mediante

& — () = ro + e2 -0

donde 0y, es el argumento principal de x — ro. Definimos f : X x I — X mediante

f(z,t) =19+ <(1—t)+

1
|z —
entonces podemos observamos que A es un retracto de deformacion de X. Dado que A es
homeomorfo a S' se tiene que

m(C—{ro}) = m(S") =72

Ejemplo 1.4.7. De forma mds general, podemos considerar el plano pinchado X =
C— R, donde R = {r1,--- ,rn} CC, r; # rj . Se puede probar que si (A;, a;)i=1,..n SON
las circuferencias (de radio pequeno) rodeando a cada r; con un punto base a;, entonces al
identificar a; ~ a;j para todo 1 < i,j < n y mediante un retracto de deformacion se tiene

el isomorfismo
() )
i=1

Definicion 1.4.8. Si X es una superficie, diremos que es simplemente conexa si
m(X) = {e}.

Recordamos que si G y H son grupos, entonces su producto libre G x H es el grupo
formado por las cadenas finitas de la forma

g1hig2ha - - - gnhy

con g; € Gy h; € H. Un corolario del teorema de Seifert-van Kampen (ver [MASS, pag.
87]) nos dice:

Corolario 1.4.9. (Seifert-van Kampen) Sea X = U UV, donde U y V son abiertos
conezos por caminos. Si U NV es simplemente conexo y no vacio, entonces se tiene el
isomorfismo de grupos

w1 (U, xo) * w1 (V, 20) = m1 (X, x0)

conxg e UNV.

Ejemplo 1.4.10. Continuando el ejemplo 1.4.7, notamos que en (17—, A;)/ ~ los sub-
conjuntos A; son abiertos y ademds de la identificacion se tiene (), A; = {a}. Aplicando el
corolario anterior obtenemos que el grupo fundamental de X = C — R es el producto libre

ﬂ_l(Xaa)277_1(141,@)*"'*7'(1(14”701)gZ*...*Z

n veces

en otras palabras m1(C — R) es un grupo libre de rango n.
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1.4.2. Cubrimientos de espacios topolégicos

Definicién 1.4.11. Un mapeo continuo p : X — X entre espacios topoldgicos conexos por
caminos es un cubrimiento si para todo x € X, existe una vecindad V; C X de x tal que
p~ Y (Vi) es la unién disjunta de abiertos U; C X y ply, : U; — Vi es un homeomorfismo.

Si X es una superficie de Riemann entonces a X se le puede dotar de una tnica estructura
analitica heredada de X y de modo que p : X — X sea holomorfa. La estructura analitica
de X estd dada por el atlas conformado por las cartas (Uj,v; o p) donde (Vj,1);) es carta
de X y Vj = p(Us).

Ejemplo 1.4.12. Consideremos el mapeo desde la espiral a la circunferencia

p: X = {(cos(2nt),sin(2mt),t) : t e R} CR® — St
(cos(2mt), sin(27t), t) —  (cos(2mt),sin(27t))

es un cubrimiento de S'. Ademds el mapeo p x p: X x X — T nos da un cubrimiento del
toro.

Proposiciéon 1.4.13. Sea f: X — Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies
de Riemann compactas y sea R el conjunto de puntos ramas de f. Entonces la restrinccion

f:X-fYR)-Y-R

es un cubrimiento.

Demostracion. De la proposicién 1.2.6 se tiene que X es compacto, luego f(X) es com-
pacto, sin embargo f(X) es abierto y como Y es conexo se tiene f(X) = Y. Para cada
y € Y — R, al no haber ramificacién se tiene |f~!(y)| = deg(f) finito e independiente
de y. Como f~!(y) es discreto, entonces existen deg(f) vecindades U; que aislan a cada
z; € f~(y) y las cuales podemos asumir de modo que cada f|y, sea un homeomorfismo.

0

Ejemplo 1.4.14. Del ejemplo 1.2.11, recordemos que el mapeo w : Cx(A1, ..., A\p—2) — C
es holomorfo con puntos ramas dados por R = {ry = 0,70 = 1,713 = A1, ...,Tp41 =
An—2} U {00} y se tiene ademds

7T_1(7“Z') = {[$1, ...,:L’n+1] S Ck()\la ey )\nfg) X = O}
Ya que C-R~C- {0,1, A1, ..., \n—2}. Junto a la proposicion anterior la restriccion

n+1
T Ck()\la-- — U T ’I”Z —>C {0 1 Al,...,)\n_g}

es un cubrimiento.

Definicién 1.4.15. Sea f : Z — X continua. Sip: X — X es un cubrimiento, entonces
una funcion continua f Z — X es un levantamiento de f, si se cumple p o f f-
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)

Shra

Z

Proposicién 1.4.16. Seap : X — X un cubrimiento, v+ I = X un camino con ~7(0) = xg
y o € p~ (o), entonces existe un tnico camino 7 : I — X el cual es un levantamiento
de v con 5(0) = 2p.

Demostracion. Ver [MASS, pag. 123]. O

Definicion 1.4.17. Sea p: ):( — X cubrimiento. Una transformacion recubridora de
p es un homeomorfismo ¢ : X — X que cumple con po ¢ = p.

El grupo recubridor o grupo Deck del cubrimiento p : X = X es el grupo de todas
sus transformaciones recubridoras y lo denotamos por Deck(p). En otras palabras, ¢ €
Deck(p) si y sdlo si el siguiente diagrama commuta.

X

L o
N
X

Si X es una superficie de Riemann, entonces todo ¢ € Deck(p) es un mapeo holomorfo,

de hecho, en forma local para cartas compatibles 1); j o p de X se tiene

(iop)odo(ihjop) t =thio(pod)o(jop) = (iop)o(hjop) !
lo cual es holomorfo.

Definicién 1.4.18. A un cubrimiento p : X — X, de modo que X es simplemente conezo
le diremos que es un cubrimiento universal de X.

Teorema 1.4.19. Sip: X — X es un cubrimiento universal, entonces
Deck(p) = m(X)

Demostracion. Seau € X y consideremos l4 como el camino que conecta u con ¢(u). Como
X es simplemente conexo, entonces cualquier otro camino entre u y ¢(u) es homotdpico
a lg. Consideremos entonces la proyeccién de 4 mediante p, es decir p o ly, y notamos
que es cerrada y simple. Si escogemos u = p~!(z¢), entonces polys € m (X, ). Definimos
entonces el homomorfismo

U : Deck(p) — m1(X,x0), ¢— ¥(p) =poly

De la proposicién 1.4.16, la curva [4 es el tnico levantamiento de la curva p ol y por
esto W es inyectivo. Sea v € m (X, o) y consideremos su unico levantamiento 4 en X con
7(0) = u y (1) € p~(xg). Es posible probar que Deck(p) actia transitivamente sobre
p~(xo) (ver [MASS, pag. 136]), por ello existe ¢ € Deck(p) de modo que ¢(u) = (1) y
luego 4 = 7. Por lo tanto ¥ es un isomorfismo. [
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Teorema 1.4.20. Si X es una superficie conexa, entonces existe un cubrimiento universal
p: X — X 1unico salvo transformaciones recubridoras .

Demostracion. Ver [MASS, pag 142]. O

Definicion 1.4.21. Sea G un subgrupo de homeomorfismos de X y consideremos la accion
(9,2) € G x X = g(x) € X. Diremos que G actia en X

1. Libremente si ningun elemento de G fija puntos a excepcion de la identidad.

2. Propiamente discontinua si para cada x € X existe una cantidad finita de trans-
formaciones g1, ..., gr € G que fijan a x y un abierto U, de x tal que g(U,) NU, para
todo g € G —{q1,..., 9}

Ejemplo 1.4.22. El subgrupo de homeomorfismos G = (z — z+m +in : m,n € 7Z)
de C actia de forma libre y propiamente discontinua. Luego C/G es homeomorfo al toro
St x St.

Teorema 1.4.23. Sea X una superficie y p : X = X su cubridor universal.

1. La accion de Deck(p) en X es libre y propiamente discontinua, ademds es transitiva.
Luego el espacio de orbitas X /Deck(p) es una superficie homeomorfa a X mediante

Q: X/Deck(p) = X, [2] — p(&)

2. Todo cubrimiento (Y,q) de X con q:Y — X, es homeomorfo a un cociente X /H
con H < Deck(p) y de modo que el siguiente diagrama conmute

Y/X\X/H
~

X = X /Deck(p)

3. S5t X es una superficie de Riemann, entonces todo elemento de Deck(p) es un mapeo
holomorfo. Ademds se tiene que X /Deck(p) y X son biholomorfas.

Demostracion. Ver [GG, pag 65 -69]

Al considerar el producto de dos caminos en 71 (X)), este puede ser no abeliano, sin embargo
geométricamente el producto independiente del orden sigue describiendo la misma figura.
Por ello para mirar desde un punto de vista méas geométrico a X junto con su grupo
fundamental hacemos equivalentes los productos no abelianos en 7y (X).

1.4.3. El grupo de homologia

Definicion 1.4.24. FEl primer grupo de homologia de una superficie X es la abeliani-
zacion de w1 (X), es decir

Hi(X,Z) = m(X)/[m (X), m (X)]

donde [m(X),m1(X)] es el subgrupo commutador de 71(X).
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Ejemplo 1.4.25. Dado que m(C) = 0, entonces H;(C) = 0. Ya que w1 (T) = Z2, notamos
que este ya es abeliano y por ello Hi(T) = Z?. Si X es una superficie (de Riemann)
compacta de género g > 2, entonces esta es homeomorfa a un g-toro y por lo tanto

m(X) = (a1, ...ay, B1, ..., By : [a1, B1]...[ag, Bg] =1) = F/N

donde F' es el grupo libre generado por 2g elementos a, ..., g, B, ..., Bg y N el menor grupo
normal conteniendo a (a1, B1]...[ag, By]. Luego no es dificil probar el siguiente isomorfismo

F/N _ F

[F/N,F/N]  [F,F]

por lo tanto
H\(X,Z) = 7.

Proposicion 1.4.26. Sea X una superficie compacta de género g >0 y .S C X conjunto
finito. Entonces la inclusion i : X — S — X induce un mapeo sobreyectivo i* : Hy(X —
S,Z) — H{(X,Z).

Demostracion. Dado que el grupo fundamental de X es m1(X) = (o, ...aq,B1,..., g :
[a1, B1]...[ag, Bg] = 1) donde los «y, B; son los bordes del poligono fundamental de X, en-
tonces los puntos S estan en el interior del poligono. Desde un vertice el poligono tomemos
las curvas que rodean los puntos de S sin intersectarse, llamemosle a estas ci, ..., ¢;,. Se
sabe entonces que

T (X = 5) = (o, ...aq, 1, ..., Bgs €1, ooy Cm 01, P1]...[ag, Bglct...om = 1)

y por lo tanto el mapeo inducido por la inclusién es sobreyectivo.

1.5. Uniformizacién y grupos Fuchsianos

Comenzamos con uno de los resultados méas importantes de la teoria de superficies de
Riemann, el cual nos clasifica todas las que son simplemente conexas.

Teorema 1.5.1. (Uniformizacion de Klein-Koebe-Poincaré) Toda superficie de Riemann
simplemente conexa es biholomorfa a una de los siguientes espacios

1. La esfera de Riemann C.
2. El plano complejo C.

3. El semiplano superior H.

Demostracion. Ver [DON, cap. 10]. O

Si X es una superficie de Riemann simplemente conexa, entonces nos podemos preguntar
por su grupo de automorfismos holomorfos Aut(X). Del teorema anterior existe un biho-
lomorfismo F' : X — U donde U € {C, C,H} y por lo tanto tenemos un isomorfismo de
grupos

Aut(X) — Aut(U), g€ Aut(X)— FogoF~! e Aut(U)

Por lo tanto para estudiar el grupo de automorfismos de una superficie de Riemann sim-
plemente conexa, sélo necesitamos asumir que X € {C,C, H}.
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Teorema 1.5.2. Se tienen los siguiente grupos de automorfismos.

- az+b -
Aut(C) = {z—> 1 d .a,b,c,deC,ad—bc;ﬁO} =PGL(2,C)
Aut(C) ={z —az+b:a,b e C,a # 0}

b
Aut(H) = {z LD b d e R, ad— be = 1} ~ PGL(2,R)
cz+d

Demostracion. Ver [GG, pag. 14]

Sea X superficie de Riemann y consideremos su cubridor universal p : U — X con U €
{@, C,H}. Como U es simplemente conexo, entonces del teorema 1.4.23 se tiene que X es
isomorfo a U/Deck(p) donde Deck(p) < Aut(U). A partir de esta observacién podemos
dar un teorema de clasificacién para superficies de Riemann compactas. Primero hagamos
la siguiente observacién.

Lema 1.5.3. No existen subgrupos de Aut(H) actuando libre y propiamente discontinua
sobre H isomorfos a 7% .

Demostracion. Ver en |GG, pag. 82]. O

Teorema 1.5.4. (Uniformizacion de superficies de Riemann compactas) Sea X superficie
de Riemann compacta y consideremos su cubrimiento universal p : U — X, con U €
{C,H, C}. Si gx denota al género de X, se tiene:

1. Sigx =0, entonces X es biholomorfa a la esfera de Riemann C.

2. Sigx =1, entonces X es biholomorfa a un toro C/A con A un reticulado en C, es
decir A = w1 Z & waZ con wi,wy € C— {0} tal que wi/we € R y actuando sobre C
como un subgrupo de traslaciones por wy y wa.

3. Sigx > 2, entonces X es biholomorfa a un cociente de la forma H/K, donde K <
Aut(H) actuando libre y propiamente discontinua sobre H. En este caso diremos que
X es hiperbolica.

Demostracion. La demostracién la haremos en los siguientes pasos:

1. Si gx = 0, entonces se tiene un homeomorfismo X = ® y luego X es simplemente
conexo. Del teorema de uniformizacion la dnica superficie de Riemann compacta
simplemente conexa es C y por lo tanto se tiene el biholomorfismo X =2 C.

2. Si gx > 1y tuviese como cubridor universal a U = C, entonces Deck(p) < Aut(C).
No es dificil ver que todo elemento diferente de la identidad de Aut(C), tiene uno o
dos puntos fijos y por lo tanto no hay una accién libre, sin embargo Deck(p) actia
libremente en X. Contradiccion.

3. Si gx = 1, entonces se tiene un homeomorfismo al toro X = T. Como m;(T) = Z?
abeliano, entonces 71 (X) es abeliano. Si Z? = Deck(p) < Aut(H), entonces del lema
1.5.3 se tiene una contradiccién. Luego U = C. Como Aut(C) consiste de traslaciones
y Deck(p) = 72, entonces Deck(p) estd definido por un reticulado A.

4. Si gx > 2y tuvieramos U 2 C, entonces 71 (X) = Deck(p) seria abeliano, pues los
elementos de Aut(C) que no tienen puntos fijos son traslaciones. Sin embargo de lo
visto en el ejemplo 1.4.3, m1(X) es no abeliano para gx > 2 y por lo tanto se tiene
U = H. Finalmente I' = Deck(p) < Aut(H).
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En el Teorema 1.4.23, se muestra que si p : U — X es el cubrimiento universal de una su-
perficie de Riemann X, entonces U/Deck(p) es isomorfo a X . Para obtener el isomorfismo
se hace uso de que la accién es libre y propiamente discontinua. Sin embargo si la accién
no es libre, U/Deck(p) sigue siendo una superficie de Riemann, pero no biholomorfa a
X. Entonces es interesante construir mas superficies de Riemann a partir de subgrupos
I' < Aut(H) tal que actien de forma propiamente discontinua en H.

Definicién 1.5.5. Un grupo Fuchsiano es un subgrupo I' < Aut(H) que actia de forma
propiamente discontinua en H.

Si I' es un grupo Fuchsiano, podemos establecer un anédlogo al teorema 1.3.3 considerando
el mapeo cociente @ : H — H/T' definido por Q(p) =Tp = {y(p) : v € T'}.

Proposiciéon 1.5.6. Si I' es un grupo Fuchsiano, entonces:

1. H/T es una superficie de Riemann

2. El mapeo cociente Q : H — H/T' es holomorfo y mp@Q = |I'y|, donde I'y, denota el
estabilizador de p.

Demostracion. Ver [GG, pag. 110]. O

Proposiciéon 1.5.7. Un grupo Fuchsiano I' actia libremente en H si y solo si I' es libre
de torsion.

Demostracion. Ver [GG, pag. 110]. O

Proposicién 1.5.8. Sean S1 = H/I'y y So = H/I'y superficies de Riemann uniformizadas
por grupos Fuchsianos I'y y 'y actuando libremente. Entonces S1 y So son isomorfas si y
sélo si existe T € Aut(H) de modo que T oT'y o T~ =Ty.

Demostracion. SeaT € Aut(H) de modo que Tol'1oT~! = I'y. Notamos que si y(p) € I'1p,
entonces T'(y(p)) € 2T (p), pues T oy o T~ € I'y. Luego definimos un mapeo inducido
por T'

T : H/Fl — H/FQ, Plp — T(Flp) = FgT(p)

Como T es holomorfo, entonces T es holomorfo. Ademas inyectivo, pues I'sT'(p) = I'2T(q)
implica la existencia de algiin v € I's tal que T'(p) = v(T(q)) y por esto p = T~ 14T(q), ob-
teniendo I'1p = T'1q. Sea T'sh € H/Ty y consideremos p = T~ (h), luego T(p) = [T (p) =
I'sh. Por lo tanto se tiene el isomorfismo.

Si tenemos un isomorfismo ¢ : S; — So2, dado que los mapeos cocientes @; : H — H/I';
son cubrimientos universales, existe un levantamiento ¢ de ¢ o @)1 e modo que el siguiente
diagrama conmute.

H—? -~ @

o o

H/T: —~H/T,

si definimos T' = ¢, se completa la demostracién. [J
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Definicion 1.5.9. Sea X una superficie de Riemann compacta de género gx > 2 y G un
subgrupo de automorfismos holomorfos de X. Si el mapeo cociente Q : X — X/G tiene r
puntos ramas, cada uno con multiplicidad m; para 1 < i <r y X/G tiene género g > 0,
entonces diremos que la firma de la accion de G es [g;my,---m,].

Teorema 1.5.10. Sea X una superficie de Riemann compacta de género gx > 2 y sea
G un subgrupo de automorfismos holomorfos de X. Entonces existen grupos Fuchsianos
A>T < Aut(H), A actuando libremente en H, de modo que G = I'/A, X = H/A y
X/G = H/T. Ademads si G tiene firma [g;mq,--- ,m,]|, entonces I tiene presentacion

g T
<a1,51, s Qg By, Cly ey Cp i = = =1 = H[Oéi,ﬁi] H cj>
i=1

i=1

Demostracion. Ver [BRE, Teorema 3.2]. O

1.6. Integracion
1.6.1. 1-formas holomorfas

Definicion 1.6.1. Sea X superficie de Riemann.

1. Una 1-forma holomorfa (meromorfa) sobre un abierto no vacio V.C C es una
expresion de la forma
w= f(2)dz

donde f es holomorfa (meromorfa) en V. Decimos que w es una 1-forma holomorfa
(meromorfa) en la coordenada z.

2. Sean wy = f(2)dz,ws = g(w)dw dos 1-formas holomorfas (meromorfas) sobre abier-
tos V1, Va, respectivamente. Decimos que wy se transforma en ws bajo un mapeo
holomorfo T : Vo — V1 si g(w) = f(T'(w))T'(w) (también se dice que wy es pull-back
de wy por T).

3. Sea X superficie de Riemann. Una 1-forma holomorfa (meromorfa) sobre X
es la asignacion a cada carta analitica (U,¢) de una 1-forma holomorfa (mero-
morfa) w4 en el abierto ¢(U) C C con la condicion de compatibilidad que si
(U1, ¢1), (Uz, ¢2) son dos cartas tales que Uy N Uz # (), entonces wy, ¢,y se trans-
forma en wy, ¢,) bajo el cambio de corrdendas T' = ¢; o ¢51 (También se pueden
mirar como secciones globales de ciertos fibrados lineales de X )

4. Al conjunto de 1-formas holomorfas (meromorfa) sobre X lo denotaremos por H'(X)

(MH(X)).

El siguiente resultado nos dice que si queremos definir una 1-forma holomorfa (meromorfa)
sobre una superficie de Riemann X, es suficiente dar una 1-forma holomorfa (meromorfa)
sobre las cartas de algin atlas, en vez de hacerlo sobre el atlas maximal de X.

Proposicién 1.6.2. Sea X superficie de Riemann y A un atlas (estructura analitica) de
X. Supongamos que para un subatlas de A existe una 1-forma holomorfa (meromorfa) de
modo que haya compatibilidad en las intersecciones de dominio. Entonces existe una unica
1-forma holomorfa (meromorfa) sobre X extendiendo a todas las 1-formas en cada carta

de A.
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Demostracion. Ver en [MIR, pag. 106-107]. O

De forma natural podemos dar estructura de espacio vectorial complejo a H'(X) y M*(X).
Si wy y wa son 1-formas de modo que en una coordenada z de X se vean como f(z)dz y
g(z)dz respetivamente, entonces para ¢ € C definimos cw; + wy tal que en la coordenada
z se vea como (cf(z) + g(z))dz. Del mismo modo es posible para F : X — C meromorfa
podemos definir el producto Fw, de modo que localmente se ve F(z;)fi(zi)dz; para cada
coordenada z;.

Ejemplo 1.6.3. Consideremos la esfera de Riemann @ Y sea w € Hl(C) Supongamos
que w se ve como f(z)dz en la carta (C,id). Si consideramos la carta en el infinito (C —
{0},1/z) de modo que w se vea como g(w)dw en esta, entonces T(w) = 1/w y de la
definicion se debe cumplir que

)

g [=

f(

w

g(w) = f(T(w))T"(w) = - w e C—{0}

2

Andlogamente se tiene

o) =15 e g

Notamos que f(z) estd definida en C y que cerca de z = 0 se tiene g(1/z) es holomorfa.
Por lo tanto f(z) tiene un polo en z = 0 y no es holomorfa en todo C. Luego H'(C) = {0}.

Ejemplo 1.6.4. Sea A C C un reticulado. Consideremos la 1-forma w sobre el toro
C/A de modo que para cada coordenadas locales z y w, w se ve como f(z)dz y g(w)dw
respectivamente. Supongamos que los dominios de estas coordenadas tienen interseccion
no vacia y dado que lo mapeos transicion entre cartas son traslaciones por un elemento
de A, entonces por compatibilidad sobre dicha interseccion se tiene

gw)=flw+X) ,AeA

con X fijo. Luego como la interseccion de los dominios es un abierto, por el teorema
de la identidad se tiene g(w) = f(w + A) en todo el dominio de la coordenada w. Por la
periodicidad respecto a A, se tiene que g(w) = f(w). Luego w = f(2)dz en toda coordenada
z y f es una funcion holomorfa sobre todo el toro, por teorema de Liouville para superficies
de Riemann se tiene f constante. Y por lo tanto

HY(C/A) = (dz)c = C

De los ejemplos anteriores observamos que dim¢ H 1(@) = g¢ = 0y que dimc H LC/A) =
gc/a = 1. De hecho, en el caso de superficies de Riemann compactas la dimensién (sobre C)
del espacio de formas holomorfas coincide con el género de esta, sin embargo este resultado
no es facil de probar y se debe hacer en varios pasos.

Teorema 1.6.5. Sea X superficie de Riemann compacta y de género gx > 0, entonces

dime H(X) = gx

Demostracion. Ver en [DON, pag. 114]. O
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Definicién 1.6.6. Sea f : U C X — C funcidn holomorfa (meromorfa) de modo que en la
coordenada local z = x + iy se vea de forma f(z) = f(x,y). Entonces podemos defininir el
operador desde las funciones holomorfas en un abierto U C X a H'(X), definido como

_of _1r9f . .Of
df := &dz =3 <31:(Z) Zay (z)) dz

Este operador cumple con la siguiente propiedad que lo caracteriza

d(fg) = gdf + fdg
para f,g funciones holomorfas (meromorfas).

Definicion 1.6.7. Sea F : X — Y mapeo holomorfo entre superficies de Riemann. Sea
w € HY(Y) y w coordenada local en una vecindad U’ C'Y de modo que w = g(w)dw. Sea
tambien z carta local para una vecindad U C X con F(U) C U’ , entonces si en estas
coordenadas f(z) es la forma local de F' definimos una 1—forma holomorfa

Fr(w) = g(f(2))f'(z)dz
al operador F* : HY(Y) — HY(X) lo llamamos el pull-back inducido por F.

Ejemplo 1.6.8. Para k > 3 entero positivo sea Fy, = {[x1, 29, 23] € P?: 2} + 25 + 25 = 0}
la curva de Fermat de orden k. Se tiene que las proyecciones x1,x2,x3 : Fi, — C satisfacen

¥ 4ok k=0

entonces sea U un abierto de Fy al rededor de un punto p = [1,pe,ps], de modo que las
funciones y; = x;/x1 para i = 2,3 sean holomorfas. Luego podemos aplicar el operador d
a la identidad

1+y5+y5 =0

de donde se obtiene

dyp _ dys
T i

Siys = 0, entonces y3 # 0 y por esto tiene que

dys

E—1
Ys

es una 1-forma holomorfa en U. Sip = [0, p2, ps], entonces al aplicar un cambio de cartas
t =1/ys se tiene

dy2 _ dt

Ent =0 tenemos que y3 tiene un polo de orden 1, lo que implica que tzyéf*l tiene un polo
de orden k — 3 y dado que k > 3, se tiene que la 1-forma

dys

E—1
Ys

define una 1-forma holomorfa sobre todo Fy. Se puede probar que siguen siendo holomorfas
las siguientes 1-formas
0. . Yadye
o T o
Y3
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con0<r<a—-2y0<a<k-—1 enteros. Ademdas consideremos el conjunto
Ii={(r,a):0<r<a-20<a<k-1}

el cual tiene cardinalidad

(k—1)(k—2)

#1, = 5

Ademds no es dificil ver que el conjunto
{0y : (r,a) € It}

es C-linealmente independiente, obteniendo una base para H(Fy).

= gr,

Ejemplo 1.6.9. Recordemos la curva proyectiva no singular Cy (A1, ..., An—2) para k,n > 2
enteros definida en el ejemplo 1,1,16 definida por la interseccion completa

ob + ok + ok = 0
Mah + 2k + af = 0

Cr(A1, oy Apz) = Aoxh + zk + of = 0 cP'C
An—ozh+ak+ak,, = 0

para \; € C —{0,1} y distintos entre si. En [RH, pdg. 8] se encuentra una base para el
espacio de 1-formas holomorfas de Ci(A1, ..., \n—2) dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.6.10. Sean y; = x;/x1 para i = 2,--- ,n+ 1, los mapeos coordenadas local-
mente holomorfos sobre Ci(A1, ..., \n—2) y consideremos el conjunto
n+1
I = {(r08,..;om1) :0< a; Sk —1,0< 7 <) oy —2,r €7}
j=3

1. Si(r,as,...,0n41) € Igpn, entonces

y5dy2
An41

9T7a37-~~7an+1 = as o
y3 yn+1

es una 1—forma holomorfa sobre Ci(\1, ..., Ap—2)

2. #Ik,n = Gk
3. La familia

{07',0637...,()én+1 }(T7a37"'7an+1)elk,n

es una base para el espacio H* (Cj(A1, ..., \n_2)) de 1-formas holomorfas de Cy, (A1, ..., \n_2)
1.6.2. Integracion

Definicion 1.6.11. Sea X superficie de Riemann. Una curva suave a trozos en X es
un mapeo continuo vy : [0,1] — X de modo que para toda carta (U, ¢) con UN~([0,1]) # 0,
se tiene que ¢ o(t), donde t € v~1({U N~([0,1])), es suave a trozos en el sentido cldsico.

0,1 L= X

‘750% l¢

C
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Como [0, 1] es compacto y v es continua, se tiene ([0, 1]) compacto en X. Luego si consi-
deramos una familia de cartas {(Uy, ¢o)} cubriendo a «([0,1]), entonces por compacidad
existe una coleccién finita {(U;, ¢;)}!'_, de estas cartas cubriendo a ([0, 1]). Entonces es
posible encontrar una particién finita de [0,1] dada por 0 = t; < ta < ... < t, = 1 de
modo que cada y([t;, t;+1]) esté contenido en su respectivo U;. A partir de esta observacién
tenemos

Definicién 1.6.12. Sea w € H'(X) de modo que para cada 1 <1i < n, w se ve localmente
como fi(z)dz; sobre cada carta (U;, ¢;), entonces la integral de w sobre la curva vy es
definida por

n—1

/w = Z/ h fi(@i o (t))(¢i o) (t)dt

i=1 vt

Supongamos que existe otra coleccién finita de cartas {(V},4;)} cubriendo a [0, 1] y sea
0=s1 <+ < 8y, =1laparticién de [0, 1] asociada. Supongamos que para cada i se tiene
[tistiva] C [s5,8541] U+ U [sjph—1,85+k) con 85 < t; < 8541 Y Sjpk-1 < tig1 < Sjpk. S
w € HY(X) se ve localmente como f;dz; en ¥([t;, t;+1]), por compatibilidad en interseccién
de dominios se tiene

tit1
Yltistiya] t;

%

Sj+1 k=2 rsiii
—/ ﬂ@wv@ﬂ@0%ﬂﬁﬁ+§:/ Fildi 0 1(0) (1 0 7 (2))'dt
t 1=2 75

Sj+l

+/”1ﬁwwvwX@owMUt

Sj+k—1

:/ w—i—/ w—i—/ w
Y[tis541] Y8542, j+k—1] YISj4k—15tit1]

A partir de esto ultimo, concantenando todas las integrales sobre los intervalos [t;, t;11] se
tiene que la definicién anterior es independiente de la eleccién de la particién de ([0, 1])
por cartas, por lo tanto el operador integracion sobre una superficie de Riemann estd bien
definido.

Recordemos de la seccion 1.4 que el grupo fundamental 7 (X) esté constituido por caminos
cerrados moédulo homotopia. Localmente en una superficie de Riemann X un camino
cerrado v € m1(X) se ve como un camino continuo compacto en C, el cual es homotépico
a una linea (suave). Al considerar el camino poligonal formado por estas deformaciones,
se puede probar que v es homotépico a un camino suave a trozos y por lo tanto podemos
integrar sobre 71(X) al notar (ver teorema siguiente) que la integral es invariante por
deformaciones homotodpicas.

Resumimos en el siguiente teorema las propiedades de la integral.

Teorema 1.6.13. Sean w € HY(X) y v :[0,1] = X curva suave a trozos en X.

1. El operador [ - HY(X) — C es C-lineal.
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2. i f: X = C es holomorfa en un dominio conteniendo a vy, entonces

/ df = F(4(1)) — F((0))

3. Siy~! es la curva obtenida al invertir la orientacion de v se tiene

[o=m ]

4. Sea F : X — Y un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann, entonces se
tiene que F o~y sigue siendo una curva suave a trozos en Y y ademds si 6 € H(Y)

entonces
/ 6= / 70
Foy Y

5. Sean y1,72 1 [0,1] = X curvas suaves a trozos con iguales punto de inicio y de fin.
Si son homotdpicos sobre X, entonces

7 72

6. Sean y1,72 : [0,1] = X curvas suaves a trozos en X tal que v1(1) = ~2(0), entonces

/ w:/ w—i—/ w
Y1*Y2 71 Y2

Demostracion. Ver en [MIR, pag. 120]. O

Como H;(X,Z) es la abelianizacién de 71 (X), entonces para cada par [y1], [12] € Hi(X,Z)
podemos definir sin problemas para m,n € Z :

/ w = m/ w +n/ w
m[y1]4+n[yz] jol! Y2

A partir de esto, es posible probar (se ve de forma implicita en lo que sigue del capitulo)
que el mapeo Z-bilineal

H((X,Z) x HY(X) — C, (’y,w)r—>/w
Y

es no degenerado.

1.6.3. 1-formas suaves

Todo numero complejo z = x + iy € C tiene también una representacion como un par
(z,y) € R2. Luego todo mapeo holomorfo f : U C C — C puede ser pensado como un
mapeo suave desde f: U C R? — R? dado por (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) de modo que

f(z +iy) = u(x,y) +iv(x,y)

Luego si X es una superficie de Riemann y z = x 4 iy una coordenada local, podemos
definir su coordenada conjugada por z = = — iy.
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Definicion 1.6.14. Sea X superficie de Riemann. Una 1-forma suave es un objeto w
de modo que para cada carta (Uy, z;), w se ve como

fi(zi, Z)dz + gi(2i, %) dZ

donde f;, g; : U; — R son mapeos suaves, junto con la condicion de compatibilidad:

FEE) TE) G2 = 13
T TED G2 = y(21.39)

donde T'(zj) = z; es el mapeo transicion entre las cartas. Al espacio de 1-formas suaves lo
denotaremos por Q' (X).

Notamos ademéds que si w € Q'(X), podemos definir su conjugado @ al definirlo localmente
como B

fidzi + gidz;
En particular tenemos un analogo de la proposiciéon 1.6.2, es decir, si defino una 1-forma

suave sobre un abierto U C X, entonces la puedo extender a una forma suave sobre todo
X.

Definicién 1.6.15. Si denotamos por C*(U) a las funciones suaves sobre un abierto
U C X, entonces definimos un operador d : C*°(U) — QY(X) mediante la extension de

0 0
d(f):df:a—‘idz%—a—gdz
donde
o (2% _20)
0z \ Oz dy
of _(of .of
af(ax“ay)

Observacion 1.6.16. Notamos que si f es holomorfa, entonces
0f/0z =0

por lo tanto podemos ver a d como una extension del anterior operador d definido sobre
HY(X) en 1.6.6.

Definicién 1.6.17. Sea X superficie de Riemann. Si«y : [0,1] — X es una curva suave
a trozos con un particion 0 =ty < ... < t, = 1 dada por cartas (Uj, z;) parai € 1,...,n de
X | entonces la integral de w € QY (X) estd definida por

n—1

tit1
Jo=3 [ éror@).8en )@ 00) (@) + (s 01(0). 5o ) @ o 7 (2

i=1 7t

Proposicién 1.6.18. Sea X superficie de Riemann compacta y {ai,b1,....,aq,bs} una
base de H\(X,Z).
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1. Sea w € QY(X). Si se cumple

/w:/wzo
a; b;

para cada i, entonces existe una funcion f € C*(X) de modo que w = df .
2. Sean wy,wy € HY(X). Si eziste f € C®(X) de modo que
wi +ws =df

entonces, wy = wg = 0.

Demostracion. Ver en [GRIFF, pag. 107-108]. O

Proposicion 1.6.19. Sea X superficie de Riemann compacta de género g > 0. Sea
Wi,y Wy € HY(X) es una base para el espacio de 1-formas holomorfas. Si para v €

H\(X,Z) se tiene
/wi =0
.

para cada i € {1,...,g}, entonces v =0 en homologia .

Demostracion. Si ci, ..., cog es una base para Hi(X,Z), entonces v = micy + ... + magCaqg
para algunos m; € Z. Se tiene

/wi:ml/ wi+---+m2g/ w; =0 Vi
v Cc1 C2g
y si consideramos el conjugado
/wi:ml/ wi—i—--.-i-ng/ w, =0 Wt
v Cc1 C2g

entonces la matriz

Pagay = ( [ [ [ o wg>
Cj Cj Cj Cj

tiene kernel no nulo. En la seccién 1.7 (proposicién 1.7.3) probaremos que P es no singular
ocupando la proposicién anterior, lo que implica m; = ... = mgy = 0 y luego v = 0 en
homologia.[]

1<j<2g

1.6.4. Teoria de la interseccion.

Sea L una curva cerrada suave a trozos no homotdépica a un punto en X superficie de

Riemann compacta. Dado que L es compacta, entonces tenemos un cubrimiento finito

que define una region anular G. Escogiendo orientacion, L divide a G en dos regiones

G~ y GT. Consideremos una regién anular Go C Int(G) conteniendo a L y denotemos
o = GoNG™, elegimos un mapeo suave sobre X — L de modo que

_J 1 en Gy oo
fL'_{O en X -G~ fL € C%(X)
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G L G"

A partir de esto definimos un diferencial (real) asociado a L por

_[dft zeG-L
=99 0 2eLUuX-G

Definicion 1.6.20. Sean c1,co curvas cerradas suaves a trozos sobre X, definimos su
numero de interseccion por
C1-C = / Ney
ca

Notamos que si 7, es otro diferencial asociado a la curva c¢; y construido de la misma
manera, entonces 7)., — 1., = df para alguna f : X — R suave, lo que implica

/ 7701 = / 77(/31
) co

Por lo tanto desde esta construccién, el niimero de interseccién estd bien definido.

Proposicién 1.6.21. Sicy,ca son curvas cerradas suaves a trozos sobre X y no homotopi-
cas a un punto. Entonces el nimero de interseccion satisface las siguientes propiedades.

1. Cl-Cy = —C2-(C1
2. c1 - ca no depende de la eleccion de representante de la clase de homologia.
3. c1-c0 €L
ademds c1 - ca cuenta el numero de veces que ¢y y co Se intersectan.
Demostracion. Ver en [FK, pag. 52-54]. O

Definicién 1.6.22. Una base {a1,b1,...,aq,by} de Hi(X,Z) tal que

a; - bj = (57;]'

ai-aj:bi'bz-zo

(con & el delta de Kronecker), es decir, con matriz de interseccion

es llamada una base candnica.

En particular siempre es posible encontrar una base canonica para una superficie de Rie-
mann compacta.
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Teorema 1.6.23. Si X es una superficie de Riemann compacta de género g y {a1,b1, ..., aq, by}
es una base candnica de Hi(M,Z), entonces existe una tinica base dual {wr,...,wy} de

HY(X) tal que
/ wj = 0ij

con 0;; el delta de Kronecker y ademds la matriz

(/=)

es simétrica con parte imaginaria positiva definida.

Demostracion. Ver en [FK, pag. 61]. O

1.6.5. Logaritmos en el plano pinchado.

Consideremos R ¢ C un subconjunto finito con 0,00 € R. Podemos considerar el cubridor
universal de C — R dado por

p:U—H@—R

con U simplemente conexo (para |R| = 2 se tiene U = C y en general U = H). Para cada
r; € R — {00} consideremos los mapeos p; = p —r; que no se anulan en U, por esto ultimo
existe una funcion log p; holomorfa en todo U de modo que

exp(log p;) = p;

Sea ¢ € Deck(p), luego expolog(p;) o ¢ = p; o ¢ = p; = expolog(p;), por lo tanto los
mapeos

u — log(p;) o ¢(u) — log(p;)(u)

son constantes en U. Ademads si u € U, entonces

dz

zZ—1T;

o(u)
log(p) 0 6(u) ~ og(p)(w) = [ dlog(p) = /

donde 7 es la proyeccién de la curva que va desde u a ¢(u) mediante p;. Luego existe un
entero L(p;, ¢) de modo que

log(pi) o ¢(u) —log(p;)(u) = 2miL(p;, §)

Proposicién 1.6.24. Si ¢,¢ € Deck(p), entonces el simbolo L(p;, ¢) satisface la relacion

L(pi, ¢ o) = L(pi, ¢) + L(pi, )

para cada f que tenga todos sus ceros y polos en R.

Demostracion. Consideremos el camino 8 que va desde u a 1(u) y dado que U es simple-
mente conexo, se tiene que todo camino desde ¢(u) a ¢ o ¥ (u) es homotdpico al camino
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¢(B). Luego

dY(u) o(u) Pp(u)
/ dlog p; = / dlogpi + / dlog p;
u u d)(u)

@ (u) P(u)
/ dlog p; +/ o*dlog p;
o(u) P (u)
— [ dogpi+ [ diogpios

#(u) P(u)
dlog p; +/ dlog p;

obteniendo el resultado. OJ

Definiciéon 1.6.25. Sea h holomorfa definida en U y no nula. Dado un entero k > 2,
diremos que h es una k-raiz de p; si se cumple que

1
exp <k logpi) = exp(logh)
es decir, h* = p;.

Recordemos que la existencia de k-raices para cada k es equivalente a la existencia de
logaritmos, lo cual es se cumple en este caso.

Proposicién 1.6.26. Si h es una k-raiz de p; y ¢ = exp(2mi/k), entonces hop = (L@,
para cada ¢ € Deck(p).

Demostracion. Notamos que

ho¢  exp(logho ¢)

h  exp(logh)
<1ngi °op— 10gpz>
= exp
k
<27TiL(pz‘, ¢)>
=exp | ———~2~
k
— CL(szd)) ]

Sabemos que ] (@ — R) es un grupo libre finitamente generado por |R| — 1 elementos
Y15+ V|R|—1, donde cada ~; es homotopico a una circunferencia centrada en r; € R — {00}
de radio pequeno y de indice uno. Del teorema 1.4.19 podemos considerar los generadores
¢; € Deck(p) asociados a cada generador v; y luego se tiene

1 dz
Lipi, 6;) = / s,
Y.

21 ;2T

donde §;; es el delta de Kronecker.
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1.7. Periodos y variedad Jacobiana

Sea X una superficie de Riemann compacta. Sea w una 1-forma y tomamos un par de
caminos 71, y2 de modo que 71 (0) = v2(0) y 71 (1) = 72(1), luego del teorema 1.6.13 se nos

asegura que
/")/ /7/
1 2

Por lo tanto para cada clase de homotopia [y] € 71 (X) podemos definir

/w::/w
(] v

y que por lo anterior esta bien definido.

Recordamos que si [71], ..., [yn] € H1(X,Z) podemos definir sin problemas para my, ..., m,, €

7 :
/ w::ml/w+...+mn/w
m1[71}++mn["/n] 71 n

Luego para cada clase [y] € Hi(X,Z), podemos definir un funcional en el dual H'(X)*

dado por
/-:Hl(X)—>(C, uﬂ—)/w
(] (]

Definicién 1.7.1. Un funcional A € H'(X)* es un periodo, si existe un [y] € Hi(X,Z)

tal que
= [
gl

De la proposiciéon 1.6.19, se tiene la inclusién

i:H(X,Z) — HY(X)*, h]'—)/u-
)

de hecho, si i([y1]) = i([y2]), entonces

/ w=20
vyt

para todo w € H*(X), lo que implica [y1] = [y2].

Definicion 1.7.2. La variedad Jacobiana de una superficie de Riemann compacta X,
viene dada por el cociente

o Hl(X)*
T0elX) = X 2y

En el ejemplo 1.4.25 vimos que si X tiene género g > 1, entonces H;(X,Z) es de rango
2g con generadores ay, b, ,ag4,by. Del teorema 1.6.5 se tiene que dimg HY(X) = g.
Sea {w1, -+ ,wy} una base de H'(X). Ademds H'(X)* = CY y por ello podemos ver a
i(H1(X,Z)) como el generado por la familia de vectores periodos
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para cada 1 <17 < g.

Proposicién 1.7.3. La familia Ay, B1,--- , Ay, By es R-linealmente independiente.

Demostracion. Probaremos por contradiccion. Supongamos los vectores {A;, Bi}i—1,. 4
son R-dependientes, es decir existen cy, ..., cog € R de modo que

ClAl + ...+ CgAg + Cg+1Bl + ...+ ngBg =0
Tomando conjugados tenemos

1AL+ ...+ cg/Tg + cg+1F1+ e CQQE =0

Consideremos ahora la matrix

Ay Ay
| A A
b= B B
By By

2g%x2g

De las igualdades anteriores, se tiene que P tiene kernel no nulo y por ello el rango complejo
de P es menor que 2g. Por lo tanto existen A1, ..., Ay, 11, ..., 1)y complejos y no nulos de modo
que resuelvan el sistema

A1
P Ag =0
m
Mg
es decir,
g g
/ > Awi+ Y ni@wi =0
@i =1 i=1
g g
/ Z)\iwi +Z77iw7= 0
bi =1 i=1
para todo 7. Si denotamos @1 = Y 7_; \iw; ¥ g2 = Y _7_, niwj, de la primera parte del lema

1.6.18, se tiene que existe f € C*°(X) de modo que ¢ + Pz = df y luego ocupando la
segunda parte, se tiene @1 = @2 = 0. Como wy, ...,w, es una base del C-espacio vectorial
H'(X) se tiene \; = 7; = 0 para todo i. 0
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De esta tultima proposicién obtenemos que i(H;(X,Z)) estd generado por 2g elementos
R-linealmente independientes, dentro de un espacio con dimensién compleja g. Sea A el
conjunto generado sobre Z por los vectores periodos {A;, B;}i=1,. 4, es decir,

A= {mlAl+"‘+mgAg+n1B1+"‘+nng Tmy,n; € Z} ~ 729
En particular A es un reticulado en C?9, luego se tiene que
Jac(X) = HY(X)*/i(H,(X,Z)) = C% /A

y por lo tanto podemos ver a Jac(X) como un toro complejo g-dimensional.

Definicién 1.7.4. Una variedad abeliana (compleja) de dimension g > 0, es un toro
complejo g-dimensional que admite un embebimiento holomorfo a algun espacio proyectivo
P"C, es decir, un mapeo holomorfo e inyectivo que preserve la estructura de grupo abeliano.
De otro modo, una variedad abeliana compleja es una variedad proyectiva compleja que
admite una estructura de grupo abeliano de modo que las operaciones sean holomorfas.

Recordamos que un toro complejo g-dimensional en general, es un cociente V/A donde V
es un espacio vectorial con dim¢cV = g y A es un reticulado, es decir, un grupo abeliano
libre generado por 2g elementos R-linealmente independientes de V. Sea vy,--- ,v, base
para V y ly,--- ,lz4 base de A, entonces si consideremos las escrituras tinicas

vj =71l + .+ Tegley, 1< <yg
con m;; € C. Definimos la matriz de perfodos del toro V//A por

Tl ot T12g

7T971 U 7Tg72g g><2g

Teorema 1.7.5. (Relaciones de Riemann) Un toro complejo g-dimensional V/A es una
variedad abeliana si y sélo si existe una matriz J € Magyog(Z) tal que

1. IJ'If =0
2. LT T es definida positiva.
En particular si det(J) = 1, decimos que la variedad abeliana es principalmente pola-

rizada por J.

Demostracion. Ver en [BL, pag. 73]. O

Teorema 1.7.6. Si X es una superficie de Riemann compacta de género g, entonces su
variedad Jacobiana Jac(X) es una variedad abeliana principalmente polarizada de dimen-
s10m g.

Demostracion. Consideremos una base canénica {a1, b1, ..., aq, by} para Hi(X,Z). Del teo-
rema 1.6.23 existe una base {wi, ...,wy} de modo que

/'wj=5z'j

7
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con ¢;; el delta de Kronecker y la matriz

(/)

es simétrica con parte imaginaria positiva definida. Luego la matriz de periodos del toro
complejo g-dimensional H'(X)*/i(H1(X,Z)) viene dada por

I = (1y,Z)
si consideramos la matriz de interseccion de la base candnica
_ 0 I
=( 5 0)

entonces se tiene que

Iyt = (1,,Z) < 0~ ) (I;,2)=Z—-Z=0
I, O
y
dLT T =i(1,, Z) ( IO _Ofg ) (I,,Z) = i(Z — Z) = 2Im(Z)
g

la cual es definida positiva. Por lo tanto del teorema anterior se tiene que Jac(X) es una
variedad abeliana principalmente polarizada. [

Finalizaremos este capitulo con el teorema de Torelli. Sea M, el conjunto de todas las
superficies de Riemann compactas de género g > 0 médulo biholomorfismo y A, es conjun-
to de todas las variedades abelianas g-dimensionales principalmente polarizadas moédulo
isomorfismos.

Teorema 1.7.7. (Torelli) El mapeo
T:Mg— Ay, X = Jac(X)
es 1nyectivo.

El teorema anterior nos dice que la Jacobiana de una superficie de Riemann compac-
ta determina completamente a la superficie modulo biholomorfismos. Por lo tanto nos
podemos hacer la siguiente pregunta, ;Cudndo una variedad abeliana principalmente po-
larizada determina a una superficie de Riemann?. Esto es conocido como el problema de
Schottky.



Capitulo 2

Curvas generalizadas de Fermat

En este capitulo estudiaremos las curvas generalizadas de Fermat, objetos que generalizan
a las curvas de Fermat clésicas y que fueron estudiados en primera instancia en [GHL]. Con
referencia en el trabajo mencionado, veremos que nuestra curva ejemplo Ck(\1, ..., \p—2)
es un modelo para las curvas generalizadas de Fermat. Al final de este capitulo presen-
taremos un método para encontrar un conjunto finito de generadores para el reticulado
i(H1(Cr(A1, ..y Ap—2), Z)) definido en la seccién 1.7.

2.1. Definiciones

Definiciéon 2.1.1. Sean k,n > 2 enteros. Una curva generalizada de Fermat de
tipo (k,n) es una superficie de Riemann compacta S admitiendo un grupo H = Zj de
automorfismos holomorfos, de modo que S/H sea biholomorfa a la esfera de Riemann C Y
tenga exactamente n+ 1 puntos ramas cada uno de orden k. Es decir, que la accion de H
tenga firma [0;k,"+1 k]. En este caso, H se llama un grupo generalizado de Fermat
de tipo (k,n) y el par (S, H) un par generalizado de Fermat de tipo (k,n).

De la definicion, ocupando la formula de Hurwitz podemos obtener el género de una curva
generalizada de Fermat de tipo (k,n) dado por

24k ((n—1)(k—1) - 2)
B 2

9k.n

Ejemplo 2.1.2. . Consideremos la curva de Fermat de orden k dada por Fy, = {[x1, x2, x3] €
P2C : % + 25 + x§ =0}. Si¢= e2mi/k entonces tenemos los siguientes automorfismos
(21, 22, 73] = [(21, T2, 3]

(21, 2, x3) — [21, (2, 23]

que generan un subgrupo Hy isomorfo a Zz. Del ejemplo 1.2.11 tenemos que Fy/Hy, tiene
precisamente 3 puntos ramas. Recordamos que gr, = (k —1)(k —2)/2 y de la formula de
Hurwitz para acciones de grupo tenemos

k
k(k—3) =k? <2gpk/Hk —2+) (1- 1/n)> =k’m
=1

Luego si gg, /m, > 1, se tiene k(k —3) > k? lo cual es absurdo y por lo tanto 9r,/H, = 0.
De esta manera, Fy, es una curva generalizada de Fermat de tipo (k,?2).

37
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Ejemplo 2.1.3. En vista de lo hecho en los ejemplos 1.1.16, 1.2.11 y 1.5.6, nos resulta
sencillo probar que el par (Cy(A1, ..., \n—2), Hp), donde Hy es subgrupo de automorfismos
generado por los

aj[$la ceey $n+1] - [$17 "'7$j—1a ijvxj-i-l) ~-"xn+1}

para 1 < j < n- Por lo tanto el par (Cg(A1, ..., An—2), Hy) es una curva generalizada de
Fermat de tipo (k,n) para todo k,n > 2 enteros.

Definicién 2.1.4. Diremos que dos curvas generalizadas de Fermat (S1, H1) y (S2, Ha)
son holomarficamente equivalentes, si existe un biholomorfismo f : S1 — Sy de modo
que foHiof™!' = H,.

2.2. Modelo algebraico

Notamos que si g, < 1, entonces (n—1)(k—1) < 2. Por lo tanto los casos no hiperbdélicos
son:

1. (kyn) =(2,2): S=Cy H=(A(z2) = —2,B(2) = 1/2).

- (
2. (k,n) = (3,2): S = C/A2ris3, donde A oriss = (z — 2+ 1,2 = 24+ ¥/3) y H =
(A(z) = 2™/32, B(z) = z+ (2 + €2™/3) /3). Notamos que esta superficie corresponde
la curva de Fermat de grado 3 con ecuacién 23 4+ y3 + 23 = 0

3. (k,n)=1(2,3): S=C/A;,donde 7 € Ccon Im(r) >0, Ay =(z = 2z+1,2 = 2+7)
y H=(A(z) = —2,B(z) = —2+1/2,C(z) = —z + 7/2). Este caso corresponde a la
curva algebraica dado por {22+ y? + 22 = A\x? + 4%+ 22 = 0}, donde X € C — {0,1}.

De aqui en adelante trabajaremos con el caso de curvas generalizadas de Fermat de tipo
(k,n) hiberbdlicas, es decir (n — 1)(k — 1) > 2.

Teorema 2.2.1. Sea (S, H) una curva de Fermat generalizada de tipo (k,n) y T el grupo
Fuchsiano que uniformiza a S/H. Entonces (S, H) es holomorficamente equivalente al par
(H/T',T/T"), donde I es el subgrupo commutador de T'.

Demostracion. Teorema 1.5.10 nos asegura que existen grupos Fuchsianos I'aL < Aut(H),
de modo que I'/L = H con S =H/L y S/H = H/T'. Sea I'' = [I",T'] el commutador de T".
Como I' es un grupo libre finitamente generado por n elementos y cada uno de orden k,
se tiene

H =T/ =7}

Dado que I" es el menor grupo que abelianiza a I', se tiene entonces que I' < L < Ty de
este modo [L : IV] = 1, luego L = I" obteniendo S = H/I". Considerando la accién de
['/T" = H' se tiene que (S’, H') es una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n). Sea
f:S — H/T' el biholomorfismo obtenido y supongamos que I'g es un grupo Fuchsiano
uniformizando S’/(T'/T"), entonces tenemos el isomorfismo

H/T = H/T,

de la proposicién 1.5.8 se tiene que existe T € Aut(H) de modo que ToT oT~! =Tq y
por lo tanto
Tol/T'oT ' =Ty/T
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De lo anterior se deduce que fo Ho f~' =T oI'/T' o T~! para algin T € Aut(H) y por
lo tanto (S, H) y (S’, H') son holomérficamente equivalentes. [J

Sea (S, H) una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n) y sean R = {rg, 71,72, -+ ,rn} C
C los puntos ramas de S — S/H, entonces existe una transformaciéon de Moebius 1" que
envia R a {00,0,1,A1,..., \p_2} C C con T(r;) = A\i—2 para i > 3. Por el teorema anterior
tenemos que toda curva generalizada de Fermat estda determinada por el grupo Fuchsiano
que uniformiza a S/H, usando el hecho de que Ck(\1, ..., A\p—2)/Hy tiene grupo Fuchsiano
isomorfo al de S/H se concluye:

Teorema 2.2.2. Sea (S, H) curva generalizada de Fermat de tipo (k,n) y salvo transfor-
maciones de Moebius, sean

{OO, 0, 1, /\1, ceey )\n_g}

los puntos ramas de S — S/H, entonces (S,H) y (Cr(\1, ..., Au—2), Ho) son holomorfica-
mente equivalentes. Decimos que (S, H) es modelado por Ci (A1, ..., \n—2).

Demostracion. Para mas detalles ver [GHL]. O

Una curva generalizada de Fermat de tipo (k,n), donde (k —1)(n — 1) < 2 (es decir, las
que no son hiperbdlicas), tienen diferentes grupos generalizados de Fermat de tal tipo.
Pero todos esos grupos son conjugados en el grupo total de automorfismos holomorfos de
la curva. En [HKLP] se probé que en el caso hiperbdlico tenemos unicidad.

Teorema 2.2.3. Sean k,n > 2 enteros tales que (k —1)(n —1) > 2. Entonces cada curva

generalizada de Fermat de tipo (k,n) tiene un inico grupo generalizado de Fermat de tipo
(k,n).

Observacion 2.2.4. Es importante notar que existen superficies de Riemann de género
g > 2 que pueden admitir dos grupos generalizados de Fermat de tipos diferentes.

2.3. Periodos

En esta seccién encontraremos la matriz de periodos para la curva generalizada de Fermat
de tipo (k,n) dada por

ab + ok + 2k = 0
Mz + 2k + ok = 0

Cr( M, oy Ap2) == Aozh + ok + of = 0 cpP”
An—oah+ak+ak,, = 0

con \; € C—{0,1} y A\; # \j para i # j. Tenemos su grupo generalizado de Fermat
H = Zj; generado por los automorfismos a; : [Z1, ..o, Tn1] = [21, ..., (Tj, ..., Tpy1] donde
¢ = ¥k Por simplicidad en la escritura la denotaremos a Cj(\i, ..., \y_2) por Chon-
Recordemos ademas que los puntos ramas del mapeo 7 : Cj,,, = Cj, n/H = C son

R = {Tl =0,r9=1,r3= A1, ..., 7T, = )\n_g} U {OO}



40 CAPITULO 2. CURVAS GENERALIZADAS DE FERMAT

2.3.1. Generadores para H;(Cj,,Z)

Consideremos el cubrimiento universal del plano pinchado
p:U— C-R

con p holomorfa y no nula en U. Apartir de esto, notamos que los mapeos holomorfos
—p,p—1,p— A1,...,p — Ap—2 no se anulan en U, entonces por lo hecho en 1.6.5 existen
k-raices respectivas denotadas por s, 23, ..., Tny1 ¥ que cumplen

To0 P = CL(*p,cb)xA?’ £30¢ = CL(p*ch)xA?” £io0¢p= gL(prfz,(b)agi 4<i<n+1

para cada ¢ € Deck(p). Luego no es dificil ver que

Lema 2.3.1. El subgrupo de Deck(p) que deja invariante a todos los &; es

Deck(p)y, := {¢ € Deck(p) : L(—p, ¢) = L(p—ra,¢) = L(p—7r3,¢) = ... = L(p—rn,») =0 mdbd k}

Consideremos ahora la superficie de Riemann pinchada C},,, = C,, — 7~ 1(R), entonces se
tiene

Proposiciéon 2.3.2. El mapeo
qg:U— Cl/w u— q(u) = [1,22(u), -+, Tpy1(u)]

es el cubrimiento universal de C , con Deck(q) = Deck(p)y.

Demostracién. Dado que 7; + 22" + 2% = r; — p+ (p — r;) = 0, se tiene que ¢(U) C Chn

Sea a € C},, como C), = Cr, — U, {zi = 0} N Ck,) podemos asumir que a =
1, ag, ...,an+71] con a; # 0. Si q(u) = a, entonces z;(u) = a; para cada i y en particular
Z2(u)¥ = —p(u) = a§. Como p es sobreyectiva, entonces existe u € U de modo que
p(u) = —ak y luego 25 (u) = (72ay para algiin j2 entero. Notamos que si a € C}..n» entonces
a¥ = —ak — r; para i > 2 y luego

f,k(u) =pu) —r; = —ai —r; = af, 1> 2

lo que implica 7;(u) = (’ia; con los j; enteros para todo i > 2. Luego podemos escojer un
¢ € Deck(p) de modo que

L(p —ri,¢) = —Ji
lo que implica ¢(¢(u)) = a, por lo tanto g es sobreyectiva.

Finalmente si u,v € ¢~ 1(p) para p € C.n» se tiene p(u) = p(v) lo que implica v = ¢(u)
para algin ¢ € Deck(p). Luego

Q(u) = [17 :%Q(U)v ey '@n+1(u)] = [17 CL(_p7¢)i2 (u)7 ey CL(p_quﬁ)»%n—i-l(u)] = Q(v)

implica ¢ € Deck(p)y. Concluyendo O

Lema 2.3.3. Se tiene el siguiente isomorfismo

Deck(p)/Deck(q) = Zy,
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Demostracion. Consideremos el homomorfismo sobreyectivo

v DEC]{?(p) - ZZ’ \I’((]S) = (L(_p7 qb),L(p—rg,gb),L(p—rg,d)), T 7L(p_rna¢)) mdd k

con kernel Deck(q), luego
Deck(p)/Deck(q) = Zi,

concluyendo. [

m1(C — R) es un grupo libre finitamente generado por n

12

Recordemos que Deck(p)
elementos.

Lema 2.3.4. Si ¢1, ..., ¢, son los generadores de Deck(p), entonces Deck(q) es generado
por
(b? para cada 1 <i<n y [Deck(p),Deck(p)]

donde [Deck(p), Deck(p)] denota el conmutador de Deck(p).
Demostracion. Sea K = (¢¥, ..., ¢% [Deck(p), Deck(p)]). Del lema anterior W(K) = 0,

entonces se tiene
[Deck(p), Deck(p)] < K < Deck(q) < Deck(p)

No es dificil probar que
Deck(p)/K = Zj,

Luego de la identidad [Deck(p) : K] = [Deck(p) : Deck(q)|[Deck(q) : K], se tiene
[Deck(q) : K] =1 completando la demostracién. [J

Por otro lado tenemos ahora el isomorfimo Deck(p) = m(C},,,) y recordemos que tenemos
una dualidad entre las funciones p — r; y una base de Deck(p) construida en 1.6.5.

Teorema 2.3.5. Si ¢1, ..., ¢ son una base para Deck(p) de modo que
entonces el primer grupo de homologia de Cj,

Deck(q)
[Deck(q), Deck(q)]

Hy(Cy L) =

estd generado por las clases de los elementos
P 1<i<n
n n -1
(H ¢>§d> (651 (H ¢§d>
d=1 d=1

conl <j<l<nygq>0 enteros.

Demostracién. Como Deck(q) esté generado por ¢¥ y [Deck(p), Deck(p)], se tiene entonces
que
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con v € Deck(p) y 1 < j <1 < n generan a Deck(q). Tenemos Deck(p)/Deck(q) = Z,
por lo tanto existen k™ clases Deck(q)p con p € Deck(p) y por ello cada 7 serd igual a un
producto op con p € Deck(p) un represetante de clase y o € Deck(q).

Ahora notemos que una coleccién de k™ clases viene dada por

n

D%M@(fﬁﬁﬁ 0<gi<k—1

d=1

Por lo tanto al considerar

Y[oj, iyt = a(plds, drlp ot

como un producto de elementos en Deck(q) y al cocientar por [Deck(q), Deck(q)], se tiene
que el producto commuta y elimina a los . [J

Corolario 2.3.6. Un conjunto generador de Hi(Cyp,Z) es la imagen de los generadores
de Hi(Cy ., Z) mediante la inclusion i : Cy . — Cip.

Demostracion. En 1.4.26 se tiene que la inclusién induce un homomorfismo sobreyectivo

de m(Cy,,,) sobre 1 (Cy,).00 O

Escojamos u € U con p(u) = zg € C — R de modo que la familia de segmentos {Zg7; : 1 <
i < n} no se intersecten entre si a excepcién de en zy. Consideremos entonces las curvas
cerradas simple v; al rededor de r; para 1 < ¢ < n con base en zy. Es un hecho de que

~

esta familia de curvas genera a w1 (C — R) = Deck(p) y por lo tanto existe un conjunto
generador @1, ..., ¢, € Deck(p) que cumplen con las hipétesis del teorema 2.3.5.

Resumimos los mapeos ocupados mediante el siguiente diagrama

U

lq
P C,’“n — Crn
C-R-—+—=C

2.3.2. Calculo de periodos

Sean {:ﬁl}?:gl las k-raices de —p,p —ri,p—rpconry =0,79 =1y r; = N2 sii >3, de
lo hecho en la seccién anterior podemos ver que

& = (xi/x1) 0q
donde x;/z1 es la funcién i-ésima coordenada en C’,’w.
En el ejemplo 1.6.9 mostramos una base para el espacio de 1-formas H 1(C’;m) dada por

Yady2
6T7a37~~7an+1 = a3 _an;1 °con (7’, asg, ---704n+1) €lpn
Y3© Ynt

donde Iy, = {(r, 03, ...,ap41) 1 0< 0; <k —1,0<7r < Z?i; a; —2,r € Z}.
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Sea ¢ € Deck(p) y fijemos u € U donde (U,p) es el cubrimiento universal de C} .
Denotaremos por [y a la curva que va desde u a ¢(u). De lo hecho al final de la seccién
anterior, se tiene que los generadores de H1(C},,Z) son las curvas i o q o ly donde ¢ €
Deck(p) es de la forma

P 1<i<n

1

(H ¢>§d> [, 1] (H ¢>Zd)

d=1 d=1

Por lo tanto un conjunto de generadores finito para los periodos de Cj,, estaria dado al
resolver las integrales

#(u)
_ * ok _ * _ *
/ 0T,a37~~-,an+1 = qt 07'70‘37~~~:an+1 = q 9T70‘37~~~:an+1 = q 97’,043,~~~,04n+1
i0qoly lo lo u

Lema 2.3.7. Tenemos las siguientes relaciones por pullbacks inducidos sobre los genera-
dores de H'(Cy )
T day

*
G Oras,...a = T =
Y X35 An+1 xsad . $n+1

On417
¢*q*0r,a3,...,an+1 = C(T+1)L(7P’¢)i Zi; adL(pdeihd))adq*e

TyQ3y. s 41

para cada ¢ € Deck(p). Donde ¢ = e*™/F.

Demostracion. Dado que Z; = (x;/x1) o q, entonces es inmediato el primer resultado.
Explicitamente tenemos

qoo:U = Cr(My .y An2) — 7 H(R), [1,%2,....zpi1] = [1,4200,..., 2711 0 0]

y recordamos que en la seccién 1.6.5 se probé que #; o ¢ = ¢LP—i:0)z; obteniendo la
segunda relacién. [J

Si consideramos los generadores ¢1, ..., ¢, de Deck(p) con L(p — r;,¢;) = &;j, entonces
denotaremos por M; al valor (r + 1)L(—p, ¢;) — ZI; agL(p —r4-1,¢;). Notamos que

1 =1
Mi:{r+ i

— 41 QSZSTL

Por lo tanto hemos reducido el problema de integrar sobre Cj , a un problema de inte-
gracién en el cubrimiento universal U de Cj, . Antes de seguir necesitaremos el siguiente
lema.

Lema 2.3.8. Sean ¢, € Deck(p) yw € H'(U), entonces

d(Y(w)) b (u) P(u)
/ w :/ w +/ o*w

Demostracion. Dado que U es simplemente conexo, es directo al observar desde la imégen

B((u)) du B(w) P(u)
/ w :/ w—|—/ w :/ w—i—/ o*w
u u #(B) u u
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Py

Yu

(1

O

A partir del lema anterior podemos empezar a calcular integrales sobre Cf, .

Lema 2.3.9. Para todo i € {1,2,...,n} se tiene

/ Or,ag,..,,anJrl =0
toqol

o

Demostracion. De hecho, se tiene

PFu
. *
Oras,.ani = 4 Or.as,....ani1
io0qol u

o

I
M=

piu .
J AT -
1 u

diu

3
I

k
G Oras,onin ) (TN

w m=1

I
o

g

Luego los todos los periodos para las clases de qﬁf con i € {1,...,n} son nulos en homologia,
lo que nos reduce el conjunto de generadores de Hi(Cyr,,Z) a las clases de

n n -1
(H¢§d)[¢j,¢z]<n¢§d> 1<j<li<ny0<gs<k-—1
d=1 d=1

Recordamos que My =r+ 1y M; = —a;11 con i € {2,...,n}.

Lema 2.3.10. Para las clases de o = p[¢j, ¢ilp~"' con p=TI}_; ¢% se tiene

n
— —19dMq
/ er,a3,..A,an+1 = CZd ! / 67”7013,~-:an+1
10qoly zoqol[%yd,l]

Demostracidn. Aplicando los lemas 2.3.7 y 2.3.8, y notando que [¢;, ¢;] € Deck(q) dejando
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invariante a g se tiene

/ 9T,a37~--,0¢n+1
10qol s

plvisle

7"0437--'70¢n+1

1

p%m]ﬂ u
/ 7”0637~-~706n+1
pp~tu
/p

[Virvile™ 1u

07‘70‘37---70477.+1

1y

[vivsle™tu
n_ M, *
= CZd*lgd d/ q QT,CXS,‘..,CXR+1
o

. u [vivs]u vivile™tu
= CZd:l 9aMa / -+ / -+ / : q*er,a3,~~~,an+1
plu u [vivjlu

[vivilu

n
— —19dMa *
- C2d71 / q 97",&3,‘..,an+1
u

O
Lema 2.3.11. Para cada j,1 € {1,...,n} se tiene

M, ek * M ouu *
/ 97”7043:--~7an+1 = (1 —C l)/ q 97”70437~-~704n+1 - (1 —C ])/ q 97”70437--~70¢n+1
togol[y ] u u

Demostracion. Ocupando nuevamente los lemas 2.3.7 y 2.3.8 obtenemos

ORI biu ooyl
/ q 97’,013,...,0(,L+1 = / q 9T,a3,..4,an+1 +/ ¢]q 07‘70137~~~7an+1
u u u

diu a [0
= / q*6T70‘37~~~70¢n+1 +C ’ / q*9T7a37~~~7an+1
u u

dju
- (1 B C]\Jl)/ q*erva?n---yanﬂLl B (1 o CM])/ q*er7a37"-7an+l
u u

O

Por lo tanto sélo resta encontrar las integrales

Py
/ 4 Oras,...ans, Paral <i<n
u

Lema 2.3.12. Si fijamos zg = p(u), entonces para cada i € {1,...,n} se tiene

diu 1 T ”
/ q*gr,ag,.,.,an+1 = 7%(1 - CMZ)/ (7w)%_1(w - TZ)_ag/k"‘(w - Tn)_an+1/kdw

0

Considerando w — w'* en la rama principal.

Demostracion. Del lema 2.3.7 tenemos

/(biu v Piu 2" diy
q VUrasz,..,« +1 = ~Q e
u n ” T3 3 ... anrl n+1

45
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Notando que —#* = p y haciendo un cambio de variable w = —25", se tiene

Piu 1 -

/ q*977a3,-~~,an+1 = _/ (_w) Zl—l(w - r2)_a3/k"'(w - Tn)_am—l/kdw
u k Vi

donde ; es la proyeccién mediante p de la curva que va desde u a ¢;(u), es decir, ~; es un

elemento de 71 (C — R, ) con indice uno y rodeando a r;.

Si 71 es la curva cerrada que encierra a r; = 0. Si tg € [0,1) es tal que 29 = e*™l0,
consideremos la circunferencia centrada en 0 y de radio € > 0 pequenio dada por S¢(t) =
eemi(t+t0) Sea S la recta que va desde zp a z. € B¢ N 2o, 0. Luego tenemos que v; es
homotépica a la curva 8 + B — 2™, donde el factor €*™ se debe a la continuacién del
argumento a través de (—oo, 0], como se ve en la figura.

Luego

¢iu Ze r
_k/ q*i*er,ag,...,an+1 = (1 - CrJrl)/ (_w) :1—1(w - 7’2)7063/@”(“) - rn)iaywl/kdw

0

+/ (—w)%_ (w—rg)_a?’/k...(w—rn)_a"“/kdw

Notamos que existe una constante positiva C' tal que

i _ _
‘/ * —3) a3/k"'(w — ) an+1/kdw'
27r7,('r+1)(t+t0)
= dt
6627”, t+t0) )a¢+1/k

< QWGTC’

dado que para € pequeno las funciones (ee?™(t+t0) — ) =@it1/k son continuas en [0, 1] y por
ello acotadas. Tomando limite ¢ — 0 se obtiene

P1u 1— r+1 0 ”
/ TV Or a1 = _(lf) / (—w)%_l(w — 1) Tk (w — 1) O Ry

Finalmente para ~; con ¢ > 2 (la curva encerrando a r;), hacemos un cambio de variables
llevando r; al 0 y luego el resultado se obtiene de forma andloga que en el caso r1 = 0.

Junto con el lema 2.3.11 obtenemos que
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[V il
*
q 9T,a37~~~,an+1
u
r+1

=My -ty (—w) " dw
|, w=

k w —rg)oa/k  (w — ry,)omi1/k

J

Finalmente para cada generador o = p[d;, ¢ilp~t € H1(Ckp,Z) con p = [[j_, ¢, se tiene

/ 0T,O¢3,...,Ocn+1
10qol s
r4+1

e, A= (A= M (—w) " ~tdw
— C 9 /T (wa‘Q)a?’/k(

k w —r3)ea/k (w — ry)ontr/k

j
para (r,aq,...;n41) € Ipp, 1 <j<l<ny0<gqg<k-—1.
Si denotamos por

r+1

o (—w) * tdw
W(R, 7,03, ..., 0nq1) (W) := — (w — 12) 3/ (w — r3)a1/k.(w — 1y )an1/k

se tiene

Teorema 2.3.13. El reticulado i(H1(Cyr,Z)) estd generado por los vectores periodos

M; _ M, T
<...,(23194Md(1_c J(1=¢ )/ W(R,r,ag,...,an+1)dw,...>

k

(rya3,..,0n 1) €Il p

para cada generador L,y 41,1 € Hy(Crp,Z) con p=1[7_, 05 y0<gqg<k—1.

2.3.3. Convergencia de integrales

Fijemos 0 o5, .. .a,4; ¥ consideremos

I—/” (—w)+ ~dw
= . (w— Dyas/k(w — Ap)oa/k .o (w — Ay )on+1/k

podemos asumir sin perdida de generalidad que dentro de la recta desde r; a r; no hay
ninguin otro r;. Notamos ademas que M;/k € (—1,1) para cada i. Denotemos por rj al
punto medio entre r; y r;, entonces observamos que sobre 77 las funciones |w — ri]M"
con i # j estan bien definidas , son continuas y por esto acotadas. Luego sobre 7;7;; se
tiene la cota .

[T 1w = ri ™% < Cjlw — vy M/%

i=1

de forma andloga obtenemos sobre 777 la cota

n
H |lw — ri]M"/k < Cilw — rl]Ml/k
i=1

para C}, C; constantes positivas y luego para j,1 # 0 obtenemos (el caso j =001 =0 es
andalogo)
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rp 1
LHES AN | (TRl

J =1

T4l Tl
goj/J |w—rj|Mf/k]dw1/k|+Cl/ w — | M1/E|de /R |
T

T4l

le Tl
gc;/ |w—rj|Mj/k]dw]—|—Cl// lw — | M/®| |
' '

J gl

Haciendo en el primer sumando un cambio de variables z = w — r; obtenemos

Tjl LT
/ o — 15[ Mi/¥| duo| = / 2[5/
r 0

J
1
= ‘Tﬂ —Tj’Mj/k/ th/kdt
0
L M/
(M;/k) +1

t=1

= Jrjo — M/

t=0
g | Mk
_ =
(M;/k) +1
Andlogo con la otra integral, se tiene f:_ll |w — rl\Ml/k]dw] < o0, por lo que obtenemos la
J
convergencia de
/Tl (—w)F ~Ldw
r; (w — 1)s/k(w — N\ )ea/k . () — Ny )+ /R




Capitulo 3

Observaciones y posibles trabajos
futuros.

En el capitulo anterior encontramos un conjunto generador para el primer grupo de ho-
mologia del modelo algebraico C}, de una curva generalizada de Fermat y junto con la
base encontrada por Rubén Hidalgo en [RH] para el espacio de 1-formas holomorfas, en-
contramos un conjunto generador para el reticulado asociado a la Jacobiana de C}, ;,, dado
por las entradas de los vectores periodos

(—w)%_ldw
w — )\1)&4/k e (w — )\n+1)an+1/k

! Sd=19aMa (1 _ sMiy(1 _ M "
g0 [

Algunas observaciones y posibles ideas para trabajos a futuro se dejan en este capitulo.
1. Del lema 2.3.7 notamos que para cada ¢ € Deck(p), la 1-forma

NEEION

q*@ . X9 dxg
Q3,..,0n4+1 — A« ~

n x3 3 ... wn+1

Qn+41
puede ser vista como un vector propio del pull-back ¢* con valor propio dado

por
CrHDL(=p9)- "L agL(p—r4-1,0)

2. Para las curvas de Fermat clasicas C 2 con R = {r; = 0,7 = 1,00}, las integrales
a desarrollar son de la forma

1 r+l_q 1

_ d .

—( w) v —prastl w%*l(l - w)*%/kdw
o (w—1)as/k 0

donde 17 = (—1)/*. Si recordamos la funcién Beta

1
B(z,y) = /0 t* 11 —¢t)»"1, Re(z),Re(y) >0

se tiene

/1 (_w)r%—ldw _ et r+1 ]
0 (w — 1)0‘3/k k7 k

obteniendo un resultado andlogo al de David Rohrlich en [GR] para la curva X* +
Y* = Z*. La funcién Beta estd ampliamente estudiada y cumple con propiedades

49
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que facilitan encontrar sus evaluaciones sobre los niimeros racionales, como es en
nuestro caso.

FEn el caso general, nos encontramos con el problema de evaluar las integrales

/Tl (_w)%_ldw
- (w — 1)a3/k(w _ )\1)0‘4/k o (w — )\n+1)an+1/k

las que podriamos ver como una generalizacién de las funciones Beta. Un posible
trabajo a futuro se trataria sobre investigar integrales, sus propiedades y en cuanto
se parecen a las funciones Beta, de modo que hagan mas facil su evaluacion.

. Sea ¢ = [¢;,¢1] € Deck(p) con j <1 € {1,...,n} y denotemos por k. a la curva

J
asociada ioqoly € H1(Cyp,Z). Consideremos los siguientes automorfismos de Cj, ,,

ai[X1y ey Tpg1] = [21, oo, CTy oy y], 1€ {1, ...,n+ 1}

Recordemos que H = (a; : i € {1,...,n+1}) = Z} y tomemos como base generadora

los automorfismos ag, ..., a,+1. Consideremos ahora la accién sobre cada né dada por
amé = ai*(ﬂé) =aq;o0 /ﬁg para cada i > 2. Por lo hecho en el capitulo anterior no es
dificil ver que

. * _ Mi
0T70‘37~~~:an+1 = a; 97‘7a37--~7an+1 = 07’:0{3>~~~:an+1
1 . 1
aik; K5 K5

Por lo tanto si consideramos el algebra de grupo Z[H] (grupo abeliano libre generado
por H junto con la operacién producto definida por la composicién de autormofis-
mos y producto usual de enteros), entonces podemos reescribir lo hecho para los
generadores de H1(Cjp,Z).

Teorema 3.0.1. Para una curva generalizada de Fermat Cyp, su primer grupo
de homologia H1(Clp,Z) es un Z[H]-mdédulo generado por los elementos né- para
j<le{l,..,n} y H=Z} el grupo de automorfismos generado por los as, ..., any1.

. En particular nos interesa estudiar Jac(C} ;) como una variedad Abeliana, para ello

debemos encontrar una base canénica de Hy(C p, Z). Como posible trabajo a futuro,
se podria intentar reducir el conjunto generador a una base con 2g;,, generadores,
para comenzar a estudiar su matriz de interseccion. Un punto de partida para esta
reduccién es considerar las siguientes relaciones para (2-d=194Ma:

a)

k—1

Z CZZ:1 9aMa _

9i=0
para cada tupla fija (g1, ..., gi—1, git1, -, gn) ¥y Para cada 1 <i < mn.

b)
k—1
Z CZZzl(Hmd)Md =0
1=0
con 0 <mg <k—1fijosy para cada 1 < d < n.

Las cuales nos entregan las siguientes relaciones en homologia



b)

g1 9 L _
E (ay'...ap 1)<k =0
9:=0

para cada tupla fija (g1, ..., §i—1, Gi+1, ---»gn) ¥ para cada 1 <1i < n.

k—

—

+m1 _i+mso i+m l
(ay ™™t ay " a1 )k =0
i=0

~

con 0 <mg < k—1"fijosy paracadal <d <n.

o1
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