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Resumen

Sean k, n ≥ 2 enteros. Una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n) es una superficie de
Riemann compacta S que admite un subgrupo de automorfismos conformales H ≤ Aut(S)
isomorfo a Znk , tal que la superficie cociente S/H tiene n+ 1 puntos ramas y cada uno de
orden k. Se conoce un modelo algebraico para estos objetos, el cual los hace más sencillo
de estudiar. Ocupando herramientas de la topoloǵıa algebraica e integración sobre super-
ficies de Riemann, encontramos un conjunto generador para el primer grupo de homoloǵıa
de una curva generalizada de Fermat. Finalmente, con esta información, encontramos un
conjunto generador para el reticulado de peŕıodos de la variedad Jacobiana asociada.

Palabras clave: Geometŕıa Compleja, Superficies de Riemann, Variedad Jacobiana, Cur-
vas Generalizadas de Fermat.
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Abstract

Let k, n ≥ 2 be integers. A generalized Fermat curve of type (k, n) is a compact Riemann
surface S that admits a subgroup of conformal automorphisms H ≤ Aut(S) isomorphic
to Znk , such that the quotient surface S/H has n+ 1 branch points and each one of order
k. It is known an algebraic model for these objects, which make them easier to study.
Using tools from algebraic topology and integration theory on Riemann surfaces, we find
a generating set for the first homology group of a generalized Fermat curve. Finally, with
this information, we find a generating set of the period lattice for the asociated Jacobian
variety.

Keywords: Complex Geometry, Riemann Surfaces, Jacobian Variety, Generalized Fermat
Curve.
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Índice general

Agradecimientos I

Resumen II

Abstract III

Introducción 1

1. Preliminares 3
1.1. Superficies de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
1.2. Mapeos entre superficies de Riemann . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3. Acciones de grupos en superficies de Riemann. . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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INTRODUCCIÓN 1

Introducción

Es un hecho que toda superficie de Riemann compacta de género 1 es biholomorfa a un
toro complejo C/Λ, donde Λ ⊂ C es un reticulado, el cual determina a la superficie. A cada
superficie de Riemann compacta de género g ≥ 2, le es posible asociar un toro complejo
g-dimesional de la forma Cg/Λ llamado su variedad Jacobiana y donde el reticulado Λ ⊂
Cg, depende tanto de la estructura anaĺıtica como de la estructura topológica-algebraica
de la superficie.

La variedad Jacobiana puede ser estudiada como una variedad Abeliana principalmente
polarizada. Uno de los grandes avances se debe a Ruggiero Torelli, quien probó, desde
este punto de vista, que la Jacobiana determina a la superficie, es decir, el reticulado
de peŕıodos que describe al toro complejo g-dimensional. Lo que es de gran interés para
diferenciar entre superficies de mismo género, pero con estructura anaĺıtica distinta, es
decir, para el estudio de los espacios de Móduli. Por otra parte tenemos el problema de
Schottky, el cual trata de buscar respuesta a la siguiente pregunta: ¿Cuándo una variedad
Abeliana principalmente polarizada determina a una superficie de Riemann compacta?.

Sin embargo, encontrar de forma expĺıcita el reticulado de peŕıodos asociado a la variedad
Jacobiana de una superficie de Riemann compacta en particular, es una tarea algo com-
plicada y no existe un método estándar para determinarlo. Cabe mencionar que existen
pocos trabajos al respecto y son para superficies (curvas) espećıficas.

Por otro lado, para k, n ≥ 2 enteros una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n) es
una superficie de Riemann compacta que admite un subgrupo de automorfismos isomorfo
a Znk cuya firma es [0; k, n+1. . . , k]. En esta tesis encontraremos un conjunto generador para
el reticulado de peŕıodos asociado a la variedad Jacobiana de una curva generalizada de
Fermat, basandonos en los trabajos de David Rohrlich [GR] quien encontró un conjunto
generador para las curvas de Fermat clásicas xk + yk = zk.

En el Caṕıtulo 1 recordamos la estructura anaĺıtica y topológica-algebraica de las superfi-
cies de Riemann, para entender el concepto de variedad Jacobiana, orientando los ejemplos
a lo hecho en el siguiente caṕıtulo. En el Caṕıtulo 2 recordamos un modelo algebraico para
las curvas de Fermat generalizadas. Luego, generalizando las ideas de Rohrlich para el caso
particular de curvas de Fermat clásicas, encontramos un conjunto generador para el primer
grupo de homoloǵıa. Con lo anterior se da un conjunto generador para el reticulado de
peŕıodos. Finalmente en el Caṕıtulo 3 dejo algunas observaciones para posibles trabajos
futuros.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

A través de este caṕıtulo veremos los conceptos y proposiciones necesarias para el desa-
rrollo de los resultados finales obtenidos en esta tesis. En las secciones 1.1, 1.2 y 1.3 desa-
rrollaremos la idea de superficie de Riemann, los morfismos entre ellas y como construir
ejemplos clásicos de estas. En la sección 1.4 revisaremos resultados clásicos de la topoloǵıa
algebraica aplicada a las superficies de Riemann, mientras que en la sección 1.5 veremos
como los anteriores resultados pueden ser aplicados para clasificar a todas las superficies de
Riemann compactas. Finalmente en la sección 1.6 definimos el concepto de integral sobre
una superficie de Riemann y a partir de esto, en 1.7 construimos el invariante Jacobiana
asociado cada superficie de Riemann compacta, el cual es de especial interés para obtener
otra clasificación a partir de las diferentes estructuras anaĺıticas que se pueden construir.

1.1. Superficies de Riemann

Definición 1.1.1. Sea X un espacio topológico conexo y Hausdorff.

1. Un atlas anaĺıtico para X es una colección A = {(φα, Uα)}α∈I de modo que:

a) Uα es abierto de X para todo α ∈ I.

b) La colección {Uα}α∈I es un cubrimiento por abiertos de X.

c) Para cada α ∈ I, φα : Uα ⊂ X → φ(Uα) ⊂ C es un homeomorfismo.

d) Si Uα ∩ Uβ 6= ∅, α, β ∈ I, entonces los cambios de coordenadas φα ◦ φ−1
β :

φβ(Uα ∩ Uβ)→ C es un mapeo anaĺıtico.

Cada par (φα, Uα) ∈ A se llama una carta o coordenada local (anaĺıtica) de X
y, si además φ(p) = 0, entonces tal carta se dirá centrada en p ∈ X.

2. Una estructura de superficie de Riemann en X es un atlas anaĺıtco maximal. En
este caso, las restricciones de cartas anaĺıticas siguen siendo cartas anaĺıticas y, por
ejemplo, para cada p ∈ X, existe una carta centrada en tal punto.

3. Diremos que una superficie de Riemann es compacta si esta como espacio topológico
es compacto.

Observación 1.1.2. Dado una atlas anaĺıtico para X, siempre existe (y es único) un
atlas anaĺıtico maximal que le contiene. Luego, para dotar a un espacio topológico de una
estructura de superficie de Riemann, basta con encontrar un atlas anaĺıtico cualquiera. De

3



4 CAPÍTULO 1. PRELIMINARES

ahora en adelante hablaremos de atlas y cartas sin el apellido anaĺıtico, salvo sea necesario
explicitarlo.

Ejemplo 1.1.3. Para la esfera de Riemann Ĉ = C ∪ {∞}, consideremos la colección
A = {(φi, Ui)}i∈I={1,2}, donde U1 = C, U2 = Ĉ− {0},

φ1 : U1 → C : z 7→ z,

φ2 : U2 → C : z 7→

{ 1

z
, z ∈ C− {0}

0, z =∞

Las cambios de coordenadas en este ejemplo son la misma función anaĺıtica

z ∈ C− {0} 7→ 1

z
∈ C− {0}.

De esta manera, obtenemos un atlas anaĺıtico, dotando a Ĉ con estructura de superficie
de Riemann compacta.

Definición 1.1.4. Una curva plana af́ın Cf es el conjunto de ceros en C2 de un polinomio
f(x, y) ∈ C[x, y]. Un polinomio f(x, y) se dice no singular si el conjunto {p ∈ C2 :
∂f/∂x(p) = ∂f/∂y(p) = f(p) = 0} es vaćıo. Decimos también que f es irreducible si no
existen polinomios g, h ∈ C[x, y] no constantes de modo que f = gh.

De esta definición es posible construir una gran cantidad de superficies de Riemann no
triviales.

Ejemplo 1.1.5. Sea Cf una curva plana af́ın con f ∈ C[x, y] no singular e irreducible. Es
sabido que si dotamos a Cf de la topoloǵıa subespacio en C2 entonces f al ser irreducible
se tiene Cf conexo, lo cual no es algo fácil de probar [SHAF, pág 77]. Aprovechando
este resultado, f al ser no singular es posible dotar a Cf con estructura de superficie de
Riemann construyendo cartas sobre cada punto p = (x0, y0) ∈ Cf :

1. Si ∂f
∂y |p 6= 0, por el teorema de la función implicita existe un mapeo holomorfo g(x)

definido en una vecindad no vaćıa Vx0 de x0 en C de modo que

a) g(x0) = y0

b) f(x, g(x)) = 0 y g′(x) = −∂xf
∂yf

para todo x ∈ Vx0.

Por lo tanto existe una vecindad no vaćıa V 1
p = {(x, g(x)) : x ∈ Vx0} ⊂ Cf de p tal

que (prx, V
1
p ) es una carta, donde prx es la proyección en la primera coordenada.

2. Si ∂f
∂x |p 6= 0, por el teorema de la función implicita existe un mapeo holomorfo h(y)

definido en una vecindad no vaćıa Vy0 de y0 en C de modo que

a) h(y0) = x0

b) f(h(y), y) = 0 y h′(y) = −∂yf
∂xf

para todo y ∈ Vy0.

Por lo tanto existe una vecindad no vaćıa V 2
p = {(h(y), y) : y ∈ Vy0} ⊂ Cf de p tal

que (pry, V
2
p ) es una carta, donde prx es la proyección en la primera coordenada.

Notamos que requerimos compatibilidad de cartas cuando ∂f
∂x |p 6= 0 y ∂f

∂y |p 6= 0. De lo

anterior existen (prx, V
1
p ), (pry, V

2
p ) y suponiendo que Vp := V 1

p ∩ V 2
p es no vaćıo como

vecindad de p tenemos que

pry ◦ pr−1
x = g(x), prx ◦ pr−1

y = h(x)
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que son holomorfas.

Ejemplo 1.1.6. Notamos que la curva plana af́ın CFk dada por el polinomio Fk(x, y) =
xk + yk + 1 para k ≥ 3 define una superficie de Riemann, pues al observar que

∂xFk = kxk−1 = ∂yFk = kyk−1 = 0

sólo cuando (x, y) = (0, 0), el cual no es un punto de CFk .

Las superficies de Riemann obtenidas a partir de curvas afines planas son necesariamente
no compactas (una consecuencia del Teorema de Liouville). Ahora veremos como modificar
esto para obtener superficies de Riemann compactas. Primero necesitamos recordar una
compactificación natural del espacio Cn.

Definición 1.1.7. Sea n ≥ 0 entero y consideremos la siguiente relación de equivalencia
en Cn+1: Diremos que dos vectores no nulos son equivalente (x1, . . . , xn+1) ∼ (y1, . . . , yn+1)
si y sólo si existe λ ∈ C − {0} tal que (x1, . . . , xn+1) = λ(y1, . . . , yn+1). El conjunto de
clases de equivalenciasde puntos (x1, . . . , xn+1) ∈ Cn+1 − {0}, denotadas por el śımbolo
[x1, . . . , xn+1], es conocido como el espacio proyectivo complejo de dimensión n y lo
denotamos por PnC

Dado que el espacio Cn+1 − 0 es Hausdorff y conexo, entonces mediante la aplicación
cociente se puede probar que PnC es también Hausdorff y conexo. Es posible probar que
la restricción del mapeo cociente a la esfera

S2n+1 = {(x1, · · · , xn+1) :
n+1∑
i=1

|xi|2 = 1}

es una sobreyección a PnC. Por el teorema de Heine-Borel S2n+1 es compacto y luego PnC
es compacto.

Ejemplo 1.1.8. En particular la linea proyectiva P1C es una superficie de Riemann com-
pacta. Como P1C cumple con los requisitos topológicos de una superficie de Riemann, se
tiene que la colección A = {(φi, Ui)}i∈I={1,2}, donde

φ1 : U1 = {[x1, x2] : x1 6= 0} → C : [x1, x2] 7→ x2

x1
,

φ2 : U2{[x1, x2] : x2 6= 0} → C : [x1, x2] 7→ x1

x2
.

es un atlas anaĺıtico, que dota a P1C con estructura de una superficie de Riemann com-
pacta.

Definición 1.1.9. Un polinomio f(x1, · · · , xn+1) ∈ C[x1, · · · , xn+1] de grado d es ho-
mogéneo si f(λx1, · · · , λxn+1) = λdf(x1, · · · , xn+1) para cada λ ∈ C− {0}

De la definición anterior no es dificil ver que si f ∈ C[x1, · · · , xn+1] es homogéneo entonces
el conjunto

Xf = {[x1, · · · , xn+1] ∈ PnC : f(x1, · · · , xn+1) = 0}
está bien definido y es llamado una hipersuperficie de grado d de PnC. Si n = 2, en-
tonces cada Xf será llamado una curva proyectiva plana. Si denotamos ahora Ui =
{[x1, · · · , xn+1] : xi 6= 0} entonces

Xi := Xf ∩ Ui =

{[x1, . . . xi−1, 1, xi+1, . . . , xn+1] ∈ PnC : f(x1, . . . , xi−1, 1, xi+1, . . . , xn+1) = 0}
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Nos restringimos ahora a P2C.

Definición 1.1.10. Un polinomio homogéneo f ∈ C[x, y, z] es no singular si el sistema
de ecuaciones

f =
∂f

∂x
=
∂f

∂y
=
∂f

∂z
= 0

no tiene soluciones en Xf .

Lema 1.1.11. Un polinomio f ∈ C[x, y, z] homogéneo es no singular si y sólo si cada Xi

asociado a Xf es una curva plana af́ın no singular.

Demostración. Ver en [MIR, pág 15] �.

No es dificil probar que si f ∈ C[x, y, z] es homogéneo e irreducible, entonces su desho-
mogenización en cada coordenada (hacer tal coordenada igual a la unidad) también es un
polinomio irreducible. Un hecho mas profundo nos dice que todo polinomio homogéneo no
singular es irreducible [SHAF].

Ejemplo 1.1.12. De lo dicho anteriormente podemos probar que toda curva proyecti-
va plana no singular Xf con f ∈ C[x, y, z] homogéneo, puede ser dotada de estructura
de superficie de Riemann compacta construyendo cartas sobre cada punto p ∈ Xf : Cada
Xi = Xf ∩ {xi 6= 0} es una curva plana af́ın no singular dada por la deshomogenización
de f en la coordenada i-ésima, llamemosle fi. Como f es no singular, entonces es irredu-
cible lo que implica fi irreducible y por ello cada Xi es conexo con

⋂
iXi no vaćıo, luego

Xf = ∪Xi es conexo. Como Xf es cerrado en P2C entonces es compacto.

Para cada p = [1, y0, z0] ∈ X1 se tiene:

1. X1 es abierto de Xf y es homeomorfo a una curva plana af́ın no singular irreducible
dada por Cf1 mediante un mapeo φ1.

2. Sea φ1(p) = (y0, z0).

3. Si ∂zf1|φ1(p) 6= 0, entonces existe una función holomorfa g(y) definida en una ve-
cindad Vy0 de y0 en C tal que g(y0) = z0 y f1(y, g(y)) = 0 para todo y ∈ Vy0.
Definimos una vecindad de φ1(p) en Cf1 dada por V 1

p = {(y, g(y)), y ∈ Vy0}.Luego

(ϕ1, φ
−1
1 (V 1

p )) es una carta en p, donde ϕ1 = pry ◦ φ1.

4. Si ∂yf1|φ1(p) 6= 0, entonces existe una función holomorfa h(z) definida en una ve-
cindad Vz0 de z0 en C tal que g(z0) = y0 y f1(h(z), z) = 0 para todo z ∈ Vz0.
Definimos una vecindad de φ1(p) en Cf1 dada por V 2

p = {(h(z), z), z ∈ Vz0}.Luego

(ϕ2, φ
−1
1 (V 2

p )) es una carta en p, donde ϕ2 = prz ◦ φ1.

Haciendo lo mismo para los Xi restantes, obtenemos que Xf es una superficie de Riemann
compacta. En general a las de este tipo les llamamos curvas proyectivas plana suaves
o no singulares.

Ejemplo 1.1.13. (Curvas de Fermat clásicas) Consideremos la curva de Fermat de grado

k ≥ 3 dada por el polinomio homogeneo Fk(x, y, z) = xk + yk + zk. Se tiene que la única
solución al sistema

Fk = ∂xFk = ∂yFk = ∂zFk = 0

es cuando x = y = z = 0 lo cual no está definido en P2C. Por lo tanto XFk es una curva
proyectiva plana no singular y por ello una superficie de Riemann compacta.
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Hasta ahora hemos construido ejemplos de superficies de Riemann en espacios de dimen-
siones bajas, podŕıamos pensar en superficies de Riemann dentro de Cn o en PnC dado
que tambien cuentan con cierta estructura anaĺıtica. Un ejemplo nace al tratar de ver
superficies de Riemann como una intersección de hipersuperficies.

Definición 1.1.14. Sean f1, · · · , fn−1 ∈ C[x1, · · · , xn+1] polinomios homogéneos y consi-
deremos el conjunto de ceros

X := {f1 = · · · = fn−1 = 0} ⊂ PnC

Si X es no vaćıo, diremos que X es una intersección completa. Si además la matriz
de orden (n− 1)× (n+ 1) con entradas ∂xjfi es de rango maximal n− 1 en todo punto de
X, entonces diremos que X es suave.

Análogo a lo hecho con las curvas proyectivas suaves, se tiene el siguiente resultado.

Proposición 1.1.15. Una intersección completa suave X es una superficie de Riemann
compacta. Además, en cada punto de X uno puede tomar la razón xi/xj como una carta
en coordenadas. homogéneas

Demostración. Ver en [MIR, pág 17]

Ejemplo 1.1.16. (Curvas de Fermat generalizadas [GHL]) Para k, n ≥ 2 enteros, consi-
deremos la intersección completa definida por el siguiente sistema

Ck(λ1, ..., λn−2) :=


xk1 + xk2 + xk3 = 0
λ1x

k
1 + xk2 + xk4 = 0

λ2x
k
1 + xk2 + xk5 = 0

· · ·
λn−2x

k
1 + xk2 + xkn+1 = 0

⊂ PnC

con λi ∈ C − {0, 1} y λi 6= λj para i 6= j. Notamos que su matriz de derivadas parciales
está dada por

kxk−1
1 kxk−1

2 kxk−1
3 0 0 0 · · · 0

λ1kx
k−1
1 kxk−1

2 0 kxk−1
4 0 0 · · · 0

λ2kx
k−1
1 kxk−1

2 0 0 kxk−1
5 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
λn−2kx

k−1
1 kxk−1

2 0 0 0 0 · · · kxk−1
n+1


Con las hipotesis hechas sobre los λ′is tenemos que esta matriz es de rango maximal n− 1
y por ello una intersección completa suave, es decir Ck(λ1, ..., λn−2) es una superficie de
Riemann compacta.

1.2. Mapeos entre superficies de Riemann

Definición 1.2.1. Sean X e Y dos superficies de Riemann y F : X → Y un mapeo
continuo.

1. Diremos que F : X → Y es holomorfo si para cualquier par de cartas (φ,U) para
X y (ψ,W ) para Y , con F (U) ⊂ W ,se tiene que la forma local de F dada por
f := ψ ◦ F ◦ φ−1 : φ(U)→ ψ(W ) es holomorfa.
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U

φ
��

F //W

ψ
��

φ(U)
f // ψ(W )

2. Si F es holomorfa y biyectiva, entonces diremos que es un isomorfismo (o biho-
lomorfismo), y que X e Y son superficies de Riemann isomorfas (o biholomorfas),
lo cual denotaremos por el śımbolo X ∼= Y .

3. Si F : X → X un isomorfismo, entonces diremos que F es un automorfismo de
X.

4. Si F : X → Ĉ es holomorfa, entonces diremos que F es meromorfa y cada z ∈ X
que cumpla F (z) = 0 (respectivamente, F (z) =∞) se le llamará un cero (respecti-
vamente, un polo) de F .

Ejemplo 1.2.2. Consideremos el mapeo F : P1C → Ĉ dado por F ([x, y]) = x/y con
F ([1, 0]) =∞, entonces de 1.1.3 y 1.1.8 se tiene:

1. Para p ∈ U1 = {[x, y] : x 6= 0} se tiene el diagrama

U1

φ1=y/x
��

F // C− {0}

1/z
��

C f // C

dado que φ−1
1 (w) = [1, w], se tiene que f(w) = w holomorfa.

2. Para p ∈ U2 = {[x, y] : y 6= 0} se tiene el diagrama

U2

φ2=x/y
��

F // C− {0}

id
��

C f // C

dado que φ−1
2 (w) = [w, 1], se tiene que f(w) = w holomorfa.

Luego F es holomorfa. No es dif́ıcil ver que tambien es biyectiva, por lo tanto se tiene el
biholomorfismo P1C ∼= Ĉ.

Ejemplo 1.2.3. Si el mapeo F : X → Ĉ es localmente la restricción de una carta de X,
entonces F es holomorfa. A partir de esto notamos que sobre una intersección completa
X ⊂ PnC los mapeos coordenadas xi/xj : X → Ĉ son holomorfos. Lo mismo ocurre para
los mapeos coordenadas prxi en las curvas planas afines de 1.1.5.

Teorema 1.2.4. (Forma local normal) Si F : X → Y es un mapeo holomorfo no constan-
te, entonces para todo p ∈ X existe un entero mpF ≥ 1 único de modo que existen cartas
de X e Y centradas en p y F (p) respectivamente tal que la forma local de F cumple con
f(z) = zmpF . Al entero mpF se le llamará la multiplicidad de F en p.

Demostración. Ver [MIR, pág. 44] �.

Definición 1.2.5. ’
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1. Si mpF ≥ 2 entonces a p se le llamará un punto de ramificación o punto cŕıti-
co.A cada q ∈ F (X) cuya preimagen sea un punto de ramificación, se le dirá un
punto rama o valor cŕıtico.

2. Si F : X → Ĉ es meromorfa y p es un cero o polo, diremos que el orden de F en p
es ordp(F ) = mpF o ordp(F ) = −mpF respectivamente.

Proposición 1.2.6. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies
de Riemann, entonces:

1. F es una aplicación abierta.

2. Cada preimagen F−1(y) de y ∈ Y es un conjunto discreto en X.

3. El conjunto de puntos de ramificación de F es discreto.

Demostración. Sea W ⊂ X abierto. Podemos asumir que W y F (W ) son parte de cartas
(ϕ,W ) y (ψ, F (W )) de X e Y respectivamente. Entonces, como la representación local
de F , f : ψ ◦ F ◦ ϕ−1 : ϕ(W ) → C es holomorfa no-constante y ϕ(W ) es un abierto de
C, tenemos que f(ϕ(W )) = ψ(F (W )) es abierto en C. Luego F (W ) = ψ−1(f(ϕ(W ))) es
abierto en Y probando (1).

Sea x ∈ F−1(y), localmente en x la forma local f es holomorfa en el sentido clásico por lo
tanto tenemos que todas sus fibras son discretas de donde se sigue el resultado para (2).

Si x es un punto de ramificación de multiplicidad m ≥ 2, del teorema 1.2.4 localmente
F se ve como f(w) = wm en una carta centrada en x. No es dif́ıcil ver que todo punto
distinto de cero en esta vecindad no es la imagen de un punto de ramificación. Por lo tanto
podemos aislar a x por una vecindad, probando (3). �

Como corolarios directos de la proposición anterior se tiene que, si F es biyectiva, entonces
es un biholomorfismo. Por otro lado si X es compacto, entonces el conjunto de puntos
ramificación de X es finito.

Teorema 1.2.7. Si F : X → Y es un mapeo holomorfo no constante entre superficies de
Riemann compactas, entonces el mapeo

degF : Y → Z : y 7→ dy(F ) =
∑

p∈F−1(y)

mpF

es constante. Llamemos a esta constante el grado de F y denotaremos por degF .

Demostración. Ver [MIR, pág. 47]. �

Un corolario directo de este resultado a partir de la definición 1.2.5 es:

Corolario 1.2.8. Si F : X → Ĉ holomorfa (meromorfa), no constante y con X compacta,
entonces el número de ceros de F es igual a su número de polos contando multiplicidades,
es decir ∑

p∈F−1(0)

ordpF = −
∑

p∈F−1(∞)

ordpF

Definición 1.2.9. Sea S una variedad real diferenciable 2-dimensional. Una triangula-
ción de S es una descomposición de S en subconjuntos cerrados, cada uno homeomorfo
a un triángulo, de modo que cada par de triángulos puede ocurrir que sean disjuntos, se
intersectan en un vértice o en una arista. Si S puede ser triangularizada, denotemos por
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V,A y C al número de vértices, aristas y caras de esta triangulación respectivamente,
entonces el número de Euler de S es definido por χ(S) = V −A+ C.

Es un hecho que el número de Euler es un invariante topológico cuando S es compacta, es
decir, no depende de la elección de la triangulación (ver primeros caṕıtulos de [MASS]).
No es dificil ver que toda superficie de Riemann tiene una estructura natural de variedad
real diferenciable 2-dimensional y por ello podemos definir este invariante topológico χ en
cada superficie de Riemann compacta. Otro hecho importante es que toda variedad real
diferenciable y compacta es homeomorfa a la suma conexa de g-toros con g ≥ 0, donde
χ(S) = 2− 2g. Este invariante g es llamado el género de S y nuevamente toda superficie
de Riemann compacta está dotada con este invariante.

Teorema 1.2.10. (Fórmula de Hurwitz) Si F : X → Y es un mapeo holomorfo no
constante entre superficies de Riemann compactas de género gX y gY respectivamente,
entonces se cumple la relación

2gX − 2 = degF (2gY − 2) +
∑
p∈X

(mpF − 1)

Demostración. Ver en [MIR, pág. 52]

Ejemplo 1.2.11. Del ejemplo 1.1.16, consideremos el mapeo holomorfo

π : Ck(λ1, ..., λn−2)→ Ĉ, [x1, ..., xn+1]→ −
(
x2

x1

)k
Sea p ∈ Ck(λ1, ..., λn−2) de modo que todas sus coordenadas sean no nulas. Dado que la
matriz Jacobiana de la curva es

kxk−1
1 kxk−1

2 kxk−1
3 0 0 0 · · · 0

λ1kx
k−1
1 kxk−1

2 0 kxk−1
4 0 0 · · · 0

λ2kx
k−1
1 kxk−1

2 0 0 kxk−1
5 0 · · · 0

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
λn−2kx

k−1
1 kxk−1

2 0 0 0 0 · · · kxk−1
n+1


entonces todas sus entradas son no nulas en p. Lo que implica que el mapeo w = x2/x1 es
localmente una carta con inversa w → [1, w, g3(w), ..., gn+1(w)] con gi holomorfas. Consi-
deremos la carta centrada z → z − π(p) en Ĉ y notamos que la forma local de π en estas
cartas es

w → −π(p) + wk

Dado que π(p) es no nulo, entonces p no es un punto de ramificación. Luego los puntos de
ramificación deben tener coordenadas nulas, pero dada la estructura del sistema se tiene
que para cada p ∈ Ck(λ1, ..., λn−2), sólo una coordenada de este elemento puede ser nula.

Sea entonces p = [p1, ..., pi, ..., pn+1], con pi = 0 para i ≥ 4. Es claro desde las ecuaciones
que

π(p) = λi

Dado que las demás coordenadas son no nulas, entonces (xi/x1) será una carta con inversa
w → [1, g2, ..., gi−1, w, gi+1, ..., gn+1] y considerando una carta centrada en π(p) dada por
z → z − λi, obtenemos que la forma local de π es

w → −g2(w)k − λi
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sin embargo de las ecuaciones notamos que

λi + g2(w)k + wk = 0

obteniendo que π localmente se ve como wk. Para los casos x1 = 0,x2 = 0 y x3 = 0 se sigue
de forma casi similar, obteniendo finalmente que los puntos ramas de π son el conjunto
de n+ 1 elementos {∞, 0, 1, λ1, ..., λn−2} y cada uno de orden k.

No es dif́ıcil ver que el grado de π es kn y que hay (n + 1)kn−1 puntos de ramificación
cada uno de orden k. Usando el hecho de que gĈ = 0, aplicamos la formula de Hurwitz
onteniendo

2gCk(λ1,...,λn−2) − 2 = −2kn + kn−1(n+ 1)(k − 1)

= kn−1(−2k + (n+ 1)(k − 1))

= kn−1((n− 1)(k − 1)− 2)

luego se tiene

gCk(λ1,...,λn−2) =
2 + kn−1((n− 1)(k − 1)− 2)

2

para k, n ≥ 2.

Ejemplo 1.2.12. Notamos que los ejemplos anteriores recaen sobre el caso de las curvas
de Fermat Fk : xk + yk + zk = 0 del ejemplo 1.1.13 obteniendo

gFk = gk,2 =
(k − 1)(k − 2)

2

1.3. Acciones de grupos en superficies de Riemann.

Definición 1.3.1. Sea G un grupo abstracto. Una acción de G como un grupo de auto-
morfismos holomorfos de una superficie de Riemann X, es un mapeo

G×X → X, (g, p)→ g(p)

con las siguientes propiedades

1. Para cada g ∈ G, g : X → X : p 7→ g(p) es un automorfismo holomorfo de X.

2. (gh)(p) = g(h(p)), para todo g, h ∈ G y p ∈ X.

3. e(p) = p, para todo p ∈ X donde e es la identidad de G.

Si para cada g ∈ G− {e} tenemos que el automorfismo holomorfo inducido por g no es la
identidad, entonces diremos que la acción anterior es fiel o efectiva.

Sea G un grupo actuando como grupo de automorpfismos holomorfos de una superficie de
Riemann X. Para cada p ∈ X tenemos dos conjuntos importantes, la órbita de p definido
por Gp = {g(p) : ∀g ∈ G} y el estabilizador de p dado por Gp = {g ∈ G : g(p) = p}.
Consideremos el conjunto de orbitas X/G = {Gp : p ∈ X} y el mapeo sobreyectivo

Q : X → X/G, p→ Gp

Dado que X es un espacio topológico, dotamos a X/G de la topoloǵıa cociente inducida
por Q.
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Definición 1.3.2. Sea G un grupo actuando efectivamente como un grupo de automorfis-
mos de una superficie de Riemann X. Diremos que G actúa propiamente discontinua
en X si las siguientes propiedades valen.

1. Para cada p ∈ X, Gp es finito;

2. Para cada p ∈ X existe un abierto U , p ∈ U , tal que g(U)∩U = ∅, para g ∈ G−Gp.

Notemos que si G es un grupo finito de automorfismos holomorfos de una superficie de
Riemann, entonces esta actúa propiamente discontinua en ella.

Teorema 1.3.3. Sea G un grupo actuando efectivamente como un grupo de automorfismos
de una superficie de Riemann X.

1. Si G actúa propiamente discontinua sobre X, entonces X/G es un superficie de
Riemann. Además el mapeo Q : X → X/G es holomorfo y mpQ = |Gp| para todo
p ∈ X

2. En particular, si G es un grupo finito de automorfismos de una superficie de Riemann
X, entonces X/G es una superficie de Riemann y Q : X → X/G es una función
holomorfa de grado |G|.

Demostración. Ver [MIR, pág. 76-79]. �

Ejemplo 1.3.4. Consideremos los automorfismos de la curva generalizada de Fermat
X = Ck(λ1, ..., λn−2) del ejemplo 1.1.16 dados por

aj [x1, ..., xn+1] = [x1, ..., ζxi, ..., xn+1], 1 ≤ i ≤ n+ 1,

con ζ = e2πi/k. Entonces es fácil ver que an+1 = (a1a2...an)−1 y que

H := 〈a1, ..., an〉 ∼= Znk

Consideremos el mapeo Q : X → X/H dado por Q(p) = Hp. Entonces los puntos de
ramificación de Q son aquellos cuyo estabilizador tiene orden mayor a 1, es decir si p es
de ramificación entonces

mpQ = |Hp| ≥ 2.

Luego, por definición Hp = {a ∈ H : a(p) = p} no trivial. Cada a ∈ H distinto de
la identidad es de la forma a[x1, ..., xn+1] = [ζj1x1, ..., ζ

jn+1xn+1] con ji enteros y no
todos nulos, por ello si a(p) = p para p = [x1, ..., xn+1], entonces desde las ecuaciones de
Ck(λ1, ..., λn−2) se deduce que xi = 0 para algún i y xj 6= 0 para j 6= i. Por lo tanto los
puntos de ramificación son la unión de los conjuntos

Fix(ai) := {xi = 0} ∩ Ck(λ1, ..., λn−2) 1 ≤ i ≤ n+ 1,

donde Fix(ai) es el conjunto de puntos fijos de ai.

Si ahora X es compacto (como resulta ser en el ejemplo anterior), se tiene desde el mapeo
cociente que X/G es compacto. Podemos decir un poco más respecto al género de un
cociente usando el hecho de que los puntos ramas de Q, son aquellos cuyas preimagenes
tienen estabilizador no trivial. Aplicando la fórmula de Hurwitz obtenemos el siguiente
hecho.
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Teorema 1.3.5. Sea G un grupo finito actuando como grupo de automorfismos holomorfos
y de manera efectiva (fiel) sobre una superficie de Riemann compacta X. SeaN y1, ..., yk ∈
X/G los puntos ramas del mapeo Q. Si ri es la multiplicidad de cada elemento de Q−1(yi),
entonces se cumple

2gX − 2 = |G|

(
2gX/G − 2 +

k∑
i=1

(
1− 1

ri

))

Demostración. Ver [MIR, pág. 80]

Ejemplo 1.3.6. Recordemos el mapeo π del ejemplo 1.2.11 el cual induce un mapeo ho-
lomorfo

Π : X/H → Ĉ, Π(H[x1, ..., xn+1])→ −
(
x2

x1

)k
= π[x1, ..., xn+1]

Notamos que π ◦ ai = π para todo 1 ≤ i ≤ n, lo que implica la biyectividad de Π y por lo
tanto tenemos el biholomorfismo

Ck(λ1, ..., λn−2)/H ∼= Ĉ

1.4. Topoloǵıa algebraica en superficies

La topoloǵıa algebraica es una teoŕıa que nos permite estudiar desde un punto de vista
algebraico un espacio topológico, es decir, a cada espacio topológico se le puede asociar
un objeto con estructura algebraica (grupo, anillo, módulo,etc...) y que se preserve ba-
jo homeomorfismos. Utilizando las propiedades algebraicas de estos invariantes, podemos
extraer información sobre el espacio en cuestión. En particular veremos como se aplica
esta teoŕıa a las superficies suaves o variedades diferenciables de dimensión 2, pues to-
da superficie de Riemann tiene una estructura diferenciable inducida por la estructura
anaĺıtica.

1.4.1. El grupo fundamental

Definición 1.4.1. Sean W,X espacios topológicos y sea S ⊂ W (tal subconjunto puede
ser el subconjunto vaćıo).

1. Dos mapeos continuos γ1,2 : W → X, que coinciden sobre el conjunto S, se dicen
que son homotópicos relativos a S si existe un mapeo continuo

Γ : W × [0, 1]→ X

de modo que Γ(w, 0) = γ1(w), Γ(w, 1) = γ2(w) y Γ(s, t) = γ1(s) = γ2(s) para cada
s ∈ S.

2. Consideremos ahora W = [0, 1], S = {0, 1} y fijemos un punto x0 ∈ X. Sea π1(X,x0)
el conjunto de todos los caminos ( mapeos continuos γ : [0, 1]→ X) de inicio y final
en x0 (loops) módulo homotoṕıa relativo a {0, 1}, es decir, si γ1 ∼ γ2 en π1(X,x0)
si y sólo si γ1 y γ2 son homotopicas relativos al conjunto {0, 1}. El producto

(γ1 ∗ γ2)(t) =

{
γ1(2t) 0 ≤ t ≤ 1

2

γ2(2t− 1) 1
2 ≤ t ≤ 1
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induce una estructura de grupo a π1(X,x0), llamado el grupo fundamental de X.
Notamos que si γ(t) ∈ π1(X,x0), entonces γ−1(t) = γ(1 − t). Además la identidad
en π1(X,x0) viene dado por la clase de equivalencia del loop constante ex0(t) = x0.

Si la superficie es conexa por caminos se tiene que π(X,x0) ∼= π(X,x1), para todo
x0, x1 ∈ X. En nuestro caso asumiremos siempre que las superfiies son conexas por caminos
(toda superfiie de Riemann lo es) por ello simplemente denotaremos al grupo fundamental
de X por π(X).

Sea ahora f : X → Y un mapeo continuo entre superficies, entonces existe un homo-
morfismo inducido entre grupos fundamentales dado por

f∗ : π(X)→ π(Y ), [γ]→ [f ◦ γ]

se tiene entonces que el grupo fundamental es un invariante topológico.

Proposición 1.4.2. .

1. Si f : X → Y es un homeomofismo entre superficies conexas por caminos, entonces
π(X) ∼= π(Y ).

2. Respecto a la topoloǵıa producto, se tiene

π(X × Y ) = π(X)× π(Y )

Demostración. Ver en [MASS, pág. 52]. �

Ejemplo 1.4.3. Para el ćırculo unitario S1 es posible probar (ver [MASS, pág. 47]) que su
grupo fundamental es ćıclico y generado por γ(t) = (cos(t), sin(t)), por lo tanto π1(S1) ∼= Z.
Esto nos permite probar que el toro T = S1 × S1 tiene grupo fundamental

π(T) ∼= Z2

Notamos que π1(S1) y π1(T) son abelianos. De lo comentado al final de la sección 1.2,
toda superficie de Riemann compacta es homeomorfo a la suma conexa de g ≥ 0 toros, sin
embargo para g ≥ 2 el grupo fundamental del g-toro no es abeliano, de hecho es isomorfo
(ver [MASS, pág. 99]) al grupo libre de rango 2g

〈α1, ...αg, β1, ..., βg : [α1, β1]...[αg, βg] = 1〉

donde tenemos el commutador definido por [αi, βi] = αiβiα
−1
i β−1

i .

Definición 1.4.4. Un subconjunto A ⊂ X es un retracto de deformación de X si
existe un mapeo continuo r : X → A (retracción) y una homotoṕıa f : X × I → X entre
la identidad idX y el retracto r(x), de modo que

f(x, 0) = x
f(x, 1) = r(x)

}
x ∈ X

f(a, t) = a, a ∈ A, t ∈ I

Teorema 1.4.5. Si A es un retracto de deformación de X, entonces para a ∈ A el mapeo
inclusion i : A→ X induce un isomorfismo entre π1(A, a) y π1(X, a).
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Demostración. Del hecho que r ◦ i : A→ A es la identidad, obtenemos que i∗ : π1(A, a)→
π1(X, a) es inyectivo. Del hecho que i ◦ r : X → X es homotópico a la identidad de X,
relativo a cualquier punto a ∈ A, obtenemos la sobreyectividad de la anterior. �

Ejemplo 1.4.6. Sea r0 ∈ C fijo y definamos el espacio topológico X = C − {r0}. Sea
c : [0, 1] → C tal que c(t) = r + e2πit y denotemos A = c([0, 1]) ∩ X. Definimos una
retracción r : X → A mediante

x→ r(x) = r0 + e2πiθx−r0

donde θx−r0 es el argumento principal de x− r0. Definimos f : X × I → X mediante

f(x, t) = r0 +

(
(1− t) +

1

|x− r0|
t

)
|x− r0|e2πiθx−r0

entonces podemos observamos que A es un retracto de deformación de X. Dado que A es
homeomorfo a S1 se tiene que

π1(C− {r0}) ∼= π1(S1) ∼= Z

Ejemplo 1.4.7. De forma más general, podemos considerar el plano pinchado X =
C − R, donde R = {r1, · · · , rn} ⊂ C, ri 6= rj . Se puede probar que si (Ai, ai)i=1,...,n son
las circuferencias (de radio pequeño) rodeando a cada ri con un punto base ai, entonces al
identificar ai ∼ aj para todo 1 ≤ i, j ≤ n y mediante un retracto de deformación se tiene
el isomorfismo

π1(X) ∼= π

((
n∐
i=1

Ai

)
/ ∼

)

Definición 1.4.8. Si X es una superficie, diremos que es simplemente conexa si
π1(X) ∼= {e}.

Recordamos que si G y H son grupos, entonces su producto libre G ∗ H es el grupo
formado por las cadenas finitas de la forma

g1h1g2h2 · · · gnhn

con gi ∈ G y hi ∈ H. Un corolario del teorema de Seifert-van Kampen (ver [MASS, pág.
87]) nos dice:

Corolario 1.4.9. (Seifert-van Kampen) Sea X = U ∪ V , donde U y V son abiertos
conexos por caminos. Si U ∩ V es simplemente conexo y no vaćıo, entonces se tiene el
isomorfismo de grupos

π1(U, x0) ∗ π1(V, x0) ∼= π1(X,x0)

con x0 ∈ U ∩ V .

Ejemplo 1.4.10. Continuando el ejemplo 1.4.7, notamos que en (
∐n
i=1Ai) / ∼ los sub-

conjuntos Ai son abiertos y además de la identificación se tiene
⋂
iAi = {a}. Aplicando el

corolario anterior obtenemos que el grupo fundamental de X = C−R es el producto libre

π1(X, a) ∼= π1(A1, a) ∗ · · · ∗ π1(An, a) ∼= Z ∗ · · · ∗ Z︸ ︷︷ ︸
n veces

en otras palabras π1(C−R) es un grupo libre de rango n.
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1.4.2. Cubrimientos de espacios topológicos

Definición 1.4.11. Un mapeo continuo p : X̃ → X entre espacios topológicos conexos por
caminos es un cubrimiento si para todo x ∈ X, existe una vecindad Vx ⊂ X de x tal que
p−1(Vx) es la unión disjunta de abiertos Ui ⊂ X̃ y p|Ui : Ui → Vx es un homeomorfismo.

Si X es una superficie de Riemann entonces a X̃ se le puede dotar de una única estructura
anaĺıtica heredada de X y de modo que p : X̃ → X sea holomorfa. La estructura anaĺıtica
de X̃ está dada por el atlas conformado por las cartas (Ui, ψj ◦ p) donde (Vj , ψj) es carta
de X y Vj = p(Ui).

Ejemplo 1.4.12. Consideremos el mapeo desde la espiral a la circunferencia

p : X = {(cos(2πt), sin(2πt), t) : t ∈ R} ⊂ R3 → S1

(cos(2πt), sin(2πt), t) → (cos(2πt), sin(2πt))

es un cubrimiento de S1. Además el mapeo p× p : X ×X → T nos da un cubrimiento del
toro.

Proposición 1.4.13. Sea f : X → Y un mapeo holomorfo no constante entre superficies
de Riemann compactas y sea R el conjunto de puntos ramas de f . Entonces la restrincción

f : X − f−1(R)→ Y −R

es un cubrimiento.

Demostración. De la proposición 1.2.6 se tiene que X es compacto, luego f(X) es com-
pacto, sin embargo f(X) es abierto y como Y es conexo se tiene f(X) = Y . Para cada
y ∈ Y − R, al no haber ramificación se tiene |f−1(y)| = deg(f) finito e independiente
de y. Como f−1(y) es discreto, entonces existen deg(f) vecindades Ui que aislan a cada
xi ∈ f−1(y) y las cuales podemos asumir de modo que cada f |Ui sea un homeomorfismo.
�

Ejemplo 1.4.14. Del ejemplo 1.2.11, recordemos que el mapeo π : Ck(λ1, ..., λn−2) → Ĉ
es holomorfo con puntos ramas dados por R = {r1 = 0, r2 = 1, r3 = λ1, ..., rn+1 =
λn−2} ∪ {∞} y se tiene además

π−1(ri) = {[x1, ..., xn+1] ∈ Ck(λ1, ..., λn−2) : xi = 0}

Ya que Ĉ−R ∼= C− {0, 1, λ1, ..., λn−2}. Junto a la proposición anterior la restricción

π : Ck(λ1, ...λn−2)−
n+1⋃
i=1

π−1(ri)→ C− {0, 1, λ1, ..., λn−2}

es un cubrimiento.

Definición 1.4.15. Sea f : Z → X continua. Si p : X̃ → X es un cubrimiento, entonces
una función continua f̃ : Z → X̃ es un levantamiento de f , si se cumple p ◦ f̂ = f .
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X̃

p

��
Z

f̃
??

f // X

Proposición 1.4.16. Sea p : X̃ → X un cubrimiento, γ : I → X un camino con γ(0) = x0

y x̃0 ∈ p−1(x0), entonces existe un único camino γ̃ : I → X̃ el cual es un levantamiento
de γ con γ̃(0) = x̃0.

Demostración. Ver [MASS, pág. 123]. �

Definición 1.4.17. Sea p : X̃ → X cubrimiento. Una transformación recubridora de
p es un homeomorfismo φ : X̃ → X̃ que cumple con p ◦ φ = p.

El grupo recubridor o grupo Deck del cubrimiento p : X̃ → X es el grupo de todas
sus transformaciones recubridoras y lo denotamos por Deck(p). En otras palabras, φ ∈
Deck(p) si y sólo si el siguiente diagrama commuta.

X̃

p ��

φ // X̃

p◦φ��

oo

X

Si X es una superficie de Riemann, entonces todo φ ∈ Deck(p) es un mapeo holomorfo,
de hecho, en forma local para cartas compatibles ψi,j ◦ p de X̃ se tiene

(ψi ◦ p) ◦ φ ◦ (ψj ◦ p)−1 = ψi ◦ (p ◦ φ) ◦ (ψj ◦ p)−1 = (ψi ◦ p) ◦ (ψj ◦ p)−1

lo cual es holomorfo.

Definición 1.4.18. A un cubrimiento p : X̃ → X, de modo que X̃ es simplemente conexo
le diremos que es un cubrimiento universal de X.

Teorema 1.4.19. Si p : X̃ → X es un cubrimiento universal, entonces

Deck(p) ∼= π1(X)

Demostración. Sea u ∈ X̃ y consideremos lφ como el camino que conecta u con φ(u). Como
X̃ es simplemente conexo, entonces cualquier otro camino entre u y φ(u) es homotópico
a lφ. Consideremos entonces la proyección de lφ mediante p, es decir p ◦ lφ, y notamos
que es cerrada y simple. Si escogemos u = p−1(x0), entonces p ◦ lφ ∈ π1(X,x0). Definimos
entonces el homomorfismo

Ψ : Deck(p)→ π1(X,x0), φ 7→ Ψ(φ) = p ◦ lφ

De la proposición 1.4.16, la curva lφ es el único levantamiento de la curva p ◦ lφ y por
esto Ψ es inyectivo. Sea γ ∈ π1(X,x0) y consideremos su único levantamiento γ̃ en X̃ con
γ̃(0) = u y γ̃(1) ∈ p−1(x0). Es posible probar que Deck(p) actúa transitivamente sobre
p−1(x0) (ver [MASS, pág. 136]), por ello existe φ ∈ Deck(p) de modo que φ(u) = γ̃(1) y
luego lφ = γ̃. Por lo tanto Ψ es un isomorfismo. �
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Teorema 1.4.20. Si X es una superficie conexa, entonces existe un cubrimiento universal
p : X̃ → X único salvo transformaciones recubridoras .

Demostración. Ver [MASS, pág 142]. �

Definición 1.4.21. Sea G un subgrupo de homeomorfismos de X y consideremos la acción
(g, x) ∈ G×X → g(x) ∈ X. Diremos que G actúa en X

1. Libremente si ningún elemento de G fija puntos a excepción de la identidad.

2. Propiamente discontinua si para cada x ∈ X existe una cantidad finita de trans-
formaciones g1, ..., gr ∈ G que fijan a x y un abierto Ux de x tal que g(Ux)∩Ux para
todo g ∈ G− {g1, ..., gr}.

Ejemplo 1.4.22. El subgrupo de homeomorfismos G = 〈z → z + m + in : m,n ∈ Z〉
de C actúa de forma libre y propiamente discontinua. Luego C/G es homeomorfo al toro
S1 × S1.

Teorema 1.4.23. Sea X una superficie y p : X̃ → X su cubridor universal.

1. La acción de Deck(p) en X̃ es libre y propiamente discontinua, además es transitiva.
Luego el espacio de orbitas X̃/Deck(p) es una superficie homeomorfa a X mediante

Q : X̃/Deck(p)→ X, [x̃] 7→ p(x̃)

2. Todo cubrimiento (Y, q) de X con q : Y → X, es homeomorfo a un cociente X̃/H
con H ≤ Deck(p) y de modo que el siguiente diagrama conmute

X̃

xx ''
Y

&&

// X̃/H

ww

oo

X ∼= X̃/Deck(p)

3. Si X es una superficie de Riemann, entonces todo elemento de Deck(p) es un mapeo
holomorfo. Además se tiene que X̃/Deck(p) y X son biholomorfas.

Demostración. Ver [GG, pág 65 -69]

Al considerar el producto de dos caminos en π1(X), este puede ser no abeliano, sin embargo
geométricamente el producto independiente del orden sigue describiendo la misma figura.
Por ello para mirar desde un punto de vista más geométrico a X junto con su grupo
fundamental hacemos equivalentes los productos no abelianos en π1(X).

1.4.3. El grupo de homoloǵıa

Definición 1.4.24. El primer grupo de homoloǵıa de una superficie X es la abeliani-
zación de π1(X), es decir

H1(X,Z) := π1(X)/[π1(X), π1(X)]

donde [π1(X), π1(X)] es el subgrupo commutador de π1(X).
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Ejemplo 1.4.25. Dado que π1(Ĉ) = 0, entonces H1(Ĉ) = 0. Ya que π1(T) = Z2, notamos
que este ya es abeliano y por ello H1(T) = Z2. Si X es una superficie (de Riemann)
compacta de género g ≥ 2, entonces esta es homeomorfa a un g-toro y por lo tanto

π1(X) = 〈α1, ...αg, β1, ..., βg : [α1, β1]...[αg, βg] = 1〉 = F/N

donde F es el grupo libre generado por 2g elementos α1, ..., αg, β1, ..., βg y N el menor grupo
normal conteniendo a [α1, β1]...[αg, βg]. Luego no es dif́ıcil probar el siguiente isomorfismo

F/N

[F/N,F/N ]
∼=

F

[F, F ]

por lo tanto

H1(X,Z) ∼= Z2g.

Proposición 1.4.26. Sea X una superficie compacta de género g ≥ 0 y S ⊂ X conjunto
finito. Entonces la inclusión i : X − S → X induce un mapeo sobreyectivo i∗ : H1(X −
S,Z)→ H1(X,Z).

Demostración. Dado que el grupo fundamental de X es π1(X) = 〈α1, ...αg, β1, ..., βg :
[α1, β1]...[αg, βg] = 1〉 donde los αi, βi son los bordes del poligono fundamental de X, en-
tonces los puntos S est́an en el interior del poĺıgono. Desde un vertice el poĺıgono tomemos
las curvas que rodean los puntos de S sin intersectarse, llamemosle a estas c1, ..., cm. Se
sabe entonces que

π1(X − S) = 〈α1, ...αg, β1, ..., βg, c1, ..., cm : [α1, β1]...[αg, βg]c1...cm = 1〉

y por lo tanto el mapeo inducido por la inclusión es sobreyectivo.

1.5. Uniformización y grupos Fuchsianos

Comenzamos con uno de los resultados más importantes de la teoŕıa de superficies de
Riemann, el cual nos clasifica todas las que son simplemente conexas.

Teorema 1.5.1. (Uniformización de Klein-Koebe-Poincaré) Toda superficie de Riemann
simplemente conexa es biholomorfa a una de los siguientes espacios

1. La esfera de Riemann Ĉ.

2. El plano complejo C.

3. El semiplano superior H.

Demostración. Ver [DON, cap. 10]. �

Si X es una superficie de Riemann simplemente conexa, entonces nos podemos preguntar
por su grupo de automorfismos holomorfos Aut(X). Del teorema anterior existe un biho-
lomorfismo F : X → U donde U ∈ {Ĉ,C,H} y por lo tanto tenemos un isomorfismo de
grupos

Aut(X)→ Aut(U), g ∈ Aut(X) 7→ F ◦ g ◦ F−1 ∈ Aut(U)

Por lo tanto para estudiar el grupo de automorfismos de una superficie de Riemann sim-
plemente conexa, sólo necesitamos asumir que X ∈ {Ĉ,C,H}.
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Teorema 1.5.2. Se tienen los siguiente grupos de automorfismos.

Aut(Ĉ) =

{
z → az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ C, ad− bc 6= 0

}
∼= PGL(2,C)

Aut(C) = {z → az + b : a, b ∈ C, a 6= 0}

Aut(H) =

{
z → az + b

cz + d
: a, b, c, d ∈ R, ad− bc = 1

}
∼= PGL(2,R)

Demostración. Ver [GG, pág. 14]

Sea X superficie de Riemann y consideremos su cubridor universal p : U → X con U ∈
{Ĉ,C,H}. Como U es simplemente conexo, entonces del teorema 1.4.23 se tiene que X es
isomorfo a U/Deck(p) donde Deck(p) ≤ Aut(U). A partir de esta observación podemos
dar un teorema de clasificación para superficies de Riemann compactas. Primero hagamos
la siguiente observación.

Lema 1.5.3. No existen subgrupos de Aut(H) actuando libre y propiamente discontinua
sobre H isomorfos a Z2 .

Demostración. Ver en [GG, pág. 82]. �

Teorema 1.5.4. (Uniformización de superficies de Riemann compactas) Sea X superficie
de Riemann compacta y consideremos su cubrimiento universal p : U → X, con U ∈
{C,H, Ĉ}. Si gX denota al género de X, se tiene:

1. Si gX = 0, entonces X es biholomorfa a la esfera de Riemann Ĉ.

2. Si gX = 1, entonces X es biholomorfa a un toro C/Λ con Λ un reticulado en C, es
decir Λ = w1Z⊕ w2Z con w1, w2 ∈ C− {0} tal que w1/w2 6∈ R y actuando sobre C
como un subgrupo de traslaciones por w1 y w2.

3. Si gX ≥ 2, entonces X es biholomorfa a un cociente de la forma H/K, donde K ≤
Aut(H) actuando libre y propiamente discontinua sobre H. En este caso diremos que
X es hiperboĺica.

Demostración. La demostración la haremos en los siguientes pasos:

1. Si gX = 0, entonces se tiene un homeomorfismo X ∼= Ĉ y luego X es simplemente
conexo. Del teorema de uniformización la única superficie de Riemann compacta
simplemente conexa es Ĉ y por lo tanto se tiene el biholomorfismo X ∼= Ĉ.

2. Si gX ≥ 1 y tuviese como cubridor universal a U = Ĉ, entonces Deck(p) ≤ Aut(Ĉ).
No es dif́ıcil ver que todo elemento diferente de la identidad de Aut(Ĉ), tiene uno o
dos puntos fijos y por lo tanto no hay una acción libre, sin embargo Deck(p) actúa
libremente en X. Contradicción.

3. Si gX = 1, entonces se tiene un homeomorfismo al toro X ∼= T. Como π1(T) ∼= Z2

abeliano, entonces π1(X) es abeliano. Si Z2 ∼= Deck(p) ≤ Aut(H), entonces del lema
1.5.3 se tiene una contradicción. Luego U ∼= C. Como Aut(C) consiste de traslaciones
y Deck(p) ∼= Z2, entonces Deck(p) está definido por un reticulado Λ.

4. Si gX ≥ 2 y tuvieramos U ∼= C, entonces π1(X) ∼= Deck(p) seŕıa abeliano, pues los
elementos de Aut(C) que no tienen puntos fijos son traslaciones. Sin embargo de lo
visto en el ejemplo 1.4.3, π1(X) es no abeliano para gX ≥ 2 y por lo tanto se tiene
U ∼= H. Finalmente Γ = Deck(p) ≤ Aut(H).
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�

En el Teorema 1.4.23, se muestra que si p : U → X es el cubrimiento universal de una su-
perficie de Riemann X, entonces U/Deck(p) es isomorfo a X. Para obtener el isomorfismo
se hace uso de que la acción es libre y propiamente discontinua. Sin embargo si la acción
no es libre, U/Deck(p) sigue siendo una superficie de Riemann, pero no biholomorfa a
X. Entonces es interesante construir más superficies de Riemann a partir de subgrupos
Γ ≤ Aut(H) tal que actúen de forma propiamente discontinua en H.

Definición 1.5.5. Un grupo Fuchsiano es un subgrupo Γ ≤ Aut(H) que actúa de forma
propiamente discontinua en H.

Si Γ es un grupo Fuchsiano, podemos establecer un análogo al teorema 1.3.3 considerando
el mapeo cociente Q : H→ H/Γ definido por Q(p) = Γp = {γ(p) : γ ∈ Γ}.

Proposición 1.5.6. Si Γ es un grupo Fuchsiano, entonces:

1. H/Γ es una superficie de Riemann

2. El mapeo cociente Q : H → H/Γ es holomorfo y mpQ = |Γp|, donde Γp denota el
estabilizador de p.

Demostración. Ver [GG, pág. 110]. �

Proposición 1.5.7. Un grupo Fuchsiano Γ actúa libremente en H si y sólo si Γ es libre
de torsión.

Demostración. Ver [GG, pág. 110]. �

Proposición 1.5.8. Sean S1 = H/Γ1 y S2 = H/Γ2 superficies de Riemann uniformizadas
por grupos Fuchsianos Γ1 y Γ2 actuando libremente. Entonces S1 y S2 son isomorfas si y
sólo si existe T ∈ Aut(H) de modo que T ◦ Γ1 ◦ T−1 = Γ2.

Demostración. Sea T ∈ Aut(H) de modo que T ◦Γ1◦T−1 = Γ2. Notamos que si γ(p) ∈ Γ1p,
entonces T (γ(p)) ∈ Γ2T (p), pues T ◦ γ ◦ T−1 ∈ Γ2. Luego definimos un mapeo inducido
por T

T : H/Γ1 → H/Γ2, Γ1p→ T (Γ1p) = Γ2T (p)

Como T es holomorfo, entonces T es holomorfo. Además inyectivo, pues Γ2T (p) = Γ2T (q)
implica la existencia de algún γ ∈ Γ2 tal que T (p) = γ(T (q)) y por esto p = T−1γT (q), ob-
teniendo Γ1p = Γ1q. Sea Γ2h ∈ H/Γ2 y consideremos p = T−1(h), luego T (p) = Γ2T (p) =
Γ2h. Por lo tanto se tiene el isomorfismo.

Si tenemos un isomorfismo φ : S1 → S2, dado que los mapeos cocientes Qi : H → H/Γi
son cubrimientos universales, existe un levantamiento φ de φ ◦Q1 e modo que el siguiente
diagrama conmute.

H

Q1

��

φ // H

Q2

��
H/Γ1

φ // H/Γ2

si definimos T = φ, se completa la demostración. �
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Definición 1.5.9. Sea X una superficie de Riemann compacta de género gX ≥ 2 y G un
subgrupo de automorfismos holomorfos de X. Si el mapeo cociente Q : X → X/G tiene r
puntos ramas, cada uno con multiplicidad mi para 1 ≤ i ≤ r y X/G tiene género g ≥ 0,
entonces diremos que la firma de la acción de G es [g;m1, · · ·mr].

Teorema 1.5.10. Sea X una superficie de Riemann compacta de género gX ≥ 2 y sea
G un subgrupo de automorfismos holomorfos de X. Entonces existen grupos Fuchsianos
Λ . Γ ≤ Aut(H), Λ actuando libremente en H, de modo que G ∼= Γ/Λ, X ∼= H/Λ y
X/G ∼= H/Γ. Además si G tiene firma [g;m1, · · · ,mr], entonces Γ tiene presentación

〈
α1, β1, ..., αg, βg, c1, ..., cn : cm1

1 = ... = cmrr = 1 =

g∏
i=1

[αi, βi]
r∏
j=1

cj

〉

Demostración. Ver [BRE, Teorema 3.2]. �

1.6. Integración

1.6.1. 1-formas holomorfas

Definición 1.6.1. Sea X superficie de Riemann.

1. Una 1-forma holomorfa (meromorfa) sobre un abierto no vaćıo V ⊂ C es una
expresión de la forma

ω = f(z)dz

donde f es holomorfa (meromorfa) en V . Decimos que ω es una 1-forma holomorfa
(meromorfa) en la coordenada z.

2. Sean ω1 = f(z)dz, ω2 = g(w)dw dos 1-formas holomorfas (meromorfas) sobre abier-
tos V1, V2, respectivamente. Decimos que ω1 se transforma en ω2 bajo un mapeo
holomorfo T : V2 → V1 si g(w) = f(T (w))T ′(w) (también se dice que ω2 es pull-back
de ω1 por T ).

3. Sea X superficie de Riemann. Una 1-forma holomorfa (meromorfa) sobre X
es la asignación a cada carta anaĺıtica (U, φ) de una 1-forma holomorfa (mero-
morfa) ω(U,φ) en el abierto φ(U) ⊂ C con la condición de compatibilidad que si
(U1, φ1), (U2, φ2) son dos cartas tales que U1 ∩ U2 6= ∅, entonces ω(U1,φ1) se trans-

forma en ω(U2,φ2) bajo el cambio de corrdendas T = φ1 ◦ φ−1
2 . (También se pueden

mirar como secciones globales de ciertos fibrados lineales de X)

4. Al conjunto de 1-formas holomorfas (meromorfa) sobre X lo denotaremos por H1(X)
(M1(X)).

El siguiente resultado nos dice que si queremos definir una 1-forma holomorfa (meromorfa)
sobre una superficie de Riemann X, es suficiente dar una 1-forma holomorfa (meromorfa)
sobre las cartas de algún atlas, en vez de hacerlo sobre el atlas maximal de X.

Proposición 1.6.2. Sea X superficie de Riemann y A un atlas (estructura anaĺıtica) de
X. Supongamos que para un subatlas de A existe una 1-forma holomorfa (meromorfa) de
modo que haya compatibilidad en las intersecciones de dominio. Entonces existe una única
1-forma holomorfa (meromorfa) sobre X extendiendo a todas las 1-formas en cada carta
de A.
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Demostración. Ver en [MIR, pág. 106-107]. �

De forma natural podemos dar estructura de espacio vectorial complejo aH1(X) yM1(X).
Si ω1 y ω2 son 1-formas de modo que en una coordenada z de X se vean como f(z)dz y
g(z)dz respetivamente, entonces para c ∈ C definimos cω1 + ω2 tal que en la coordenada
z se vea como (cf(z) + g(z))dz. Del mismo modo es posible para F : X → Ĉ meromorfa
podemos definir el producto Fω, de modo que localmente se ve F (zi)fi(zi)dzi para cada
coordenada zi.

Ejemplo 1.6.3. Consideremos la esfera de Riemann Ĉ y sea ω ∈ H1(Ĉ). Supongamos
que ω se ve como f(z)dz en la carta (C, id). Si consideramos la carta en el infinito (Ĉ−
{0}, 1/z) de modo que ω se vea como g(w)dw en esta, entonces T (w) = 1/w y de la
definición se debe cumplir que

g(w) = f(T (w))T ′(w) = −
f
(

1
w

)
w2

w ∈ C− {0}

Análogamente se tiene

f(z) = −g(1/z)

z2
, z ∈ C− {0}

Notamos que f(z) está definida en C y que cerca de z = 0 se tiene g(1/z) es holomorfa.
Por lo tanto f(z) tiene un polo en z = 0 y no es holomorfa en todo C. Luego H1(Ĉ) = {0}.

Ejemplo 1.6.4. Sea Λ ⊂ C un reticulado. Consideremos la 1-forma ω sobre el toro
C/Λ de modo que para cada coordenadas locales z y w, ω se ve como f(z)dz y g(w)dw
respectivamente. Supongamos que los dominios de estas coordenadas tienen intersección
no vaćıa y dado que lo mapeos transición entre cartas son traslaciones por un elemento
de Λ, entonces por compatibilidad sobre dicha intersección se tiene

g(w) = f(w + λ) , λ ∈ Λ

con λ fijo. Luego como la intersección de los dominios es un abierto, por el teorema
de la identidad se tiene g(w) = f(w + λ) en todo el dominio de la coordenada w. Por la
periodicidad respecto a Λ, se tiene que g(w) = f(w). Luego ω = f(z)dz en toda coordenada
z y f es una función holomorfa sobre todo el toro, por teorema de Liouville para superficies
de Riemann se tiene f constante. Y por lo tanto

H1(C/Λ) = 〈dz〉C ∼= C

De los ejemplos anteriores observamos que dimCH
1(Ĉ) = gĈ = 0 y que dimCH

1(C/Λ) =
gC/Λ = 1. De hecho, en el caso de superficies de Riemann compactas la dimensión (sobre C)
del espacio de formas holomorfas coincide con el género de esta, sin embargo este resultado
no es fácil de probar y se debe hacer en varios pasos.

Teorema 1.6.5. Sea X superficie de Riemann compacta y de género gX ≥ 0, entonces

dimCH
1(X) = gX

Demostración. Ver en [DON, pág. 114]. �
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Definición 1.6.6. Sea f : U ⊂ X → C función holomorfa (meromorfa) de modo que en la
coordenada local z = x+ iy se vea de forma f(z) = f(x, y). Entonces podemos defininir el
operador desde las funciones holomorfas en un abierto U ⊂ X a H1(X), definido como

df :=
∂f

∂z
dz =

1

2

(
∂f

∂x
(z)− i∂f

∂y
(z)

)
dz

Este operador cumple con la siguiente propiedad que lo caracteriza

d(fg) = gdf + fdg

para f, g funciones holomorfas (meromorfas).

Definición 1.6.7. Sea F : X → Y mapeo holomorfo entre superficies de Riemann. Sea
ω ∈ H1(Y ) y w coordenada local en una vecindad U ′ ⊂ Y de modo que ω = g(w)dw. Sea
tambien z carta local para una vecindad U ⊂ X con F (U) ⊂ U ′ , entonces si en estas
coordenadas f(z) es la forma local de F definimos una 1−forma holomorfa

F ∗(ω) = g(f(z))f ′(z)dz

al operador F ∗ : H1(Y )→ H1(X) lo llamamos el pull-back inducido por F .

Ejemplo 1.6.8. Para k ≥ 3 entero positivo sea Fk = {[x1, x2, x3] ∈ P2 : xk1 +xk2 +xk3 = 0}
la curva de Fermat de orden k. Se tiene que las proyecciones x1, x2, x3 : Fk → C satisfacen

xk1 + xk2 + xk3 = 0

entonces sea U un abierto de Fk al rededor de un punto p = [1, p2, p3], de modo que las
funciones yi = xi/x1 para i = 2, 3 sean holomorfas. Luego podemos aplicar el operador d
a la identidad

1 + yk2 + yk3 = 0

de donde se obtiene
dy2

yk−1
3

= − dy3

yk−1
2

Si y2 = 0, entonces y3 6= 0 y por esto tiene que

dy2

yk−1
3

es una 1-forma holomorfa en U . Si p = [0, p2, p3], entonces al aplicar un cambio de cartas
t = 1/y2 se tiene

dy2

yk−1
3

= − dt

t2yk−1
3

En t = 0 tenemos que y3 tiene un polo de orden 1, lo que implica que t2yk−1
3 tiene un polo

de orden k − 3 y dado que k ≥ 3, se tiene que la 1-forma

dy2

yk−1
3

define una 1-forma holomorfa sobre todo Fk. Se puede probar que siguen siendo holomorfas
las siguientes 1-formas

θr,α :=
yr2dy2

yα3
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con 0 ≤ r ≤ α− 2 y 0 ≤ α ≤ k − 1 enteros. Además consideremos el conjunto

Ik = {(r, α) : 0 ≤ r ≤ α− 2, 0 ≤ α ≤ k − 1}

el cual tiene cardinalidad

#Ik =
(k − 1)(k − 2)

2
= gFk

Además no es dif́ıcil ver que el conjunto

{θr,α : (r, α) ∈ Ik}

es C-linealmente independiente, obteniendo una base para H1(Fk).

Ejemplo 1.6.9. Recordemos la curva proyectiva no singular Ck(λ1, ..., λn−2) para k, n ≥ 2
enteros definida en el ejemplo 1,1,16 definida por la intersección completa

Ck(λ1, ..., λn−2) :=


xk1 + xk2 + xk3 = 0
λ1x

k
1 + xk2 + xk4 = 0

λ2x
k
1 + xk2 + xk5 = 0

· · ·
λn−2x

k
1 + xk2 + xkn+1 = 0

⊂ PnC

para λi ∈ C − {0, 1} y distintos entre si. En [RH, pág. 8] se encuentra una base para el
espacio de 1-formas holomorfas de Ck(λ1, ..., λn−2) dada en el siguiente teorema.

Teorema 1.6.10. Sean yi = xi/x1 para i = 2, · · · , n + 1, los mapeos coordenadas local-
mente holomorfos sobre Ck(λ1, ..., λn−2) y consideremos el conjunto

Ik,n = {(r, α3, ..., αn+1) : 0 ≤ αj ≤ k − 1, 0 ≤ r ≤
n+1∑
j=3

αj − 2, r ∈ Z}

1. Si (r, α3, ..., αn+1) ∈ Ik,n, entonces

θr,α3,...,αn+1 =
yr2dy2

yα3
3 · · · y

αn+1

n+1

es una 1−forma holomorfa sobre Ck(λ1, ..., λn−2)

2. #Ik,n = gk,n

3. La familia
{θr,α3,...,αn+1}(r,α3,...,αn+1)∈Ik,n

es una base para el espacio H1(Ck(λ1, ..., λn−2)) de 1-formas holomorfas de Ck(λ1, ..., λn−2)

1.6.2. Integración

Definición 1.6.11. Sea X superficie de Riemann. Una curva suave a trozos en X es
un mapeo continuo γ : [0, 1]→ X de modo que para toda carta (U, φ) con U ∩γ([0, 1]) 6= ∅,
se tiene que φ ◦ γ(t), donde t ∈ γ−1(U ∩ γ([0, 1])), es suave a trozos en el sentido clásico.

[0, 1]

φ◦γ(t) !!

γ // X

φ
��
C
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Como [0, 1] es compacto y γ es continua, se tiene γ([0, 1]) compacto en X. Luego si consi-
deramos una familia de cartas {(Uα, φα)} cubriendo a γ([0, 1]), entonces por compacidad
existe una colección finita {(Ui, φi)}ni=1 de estas cartas cubriendo a γ([0, 1]). Entonces es
posible encontrar una partición finita de [0, 1] dada por 0 = t1 < t2 < ... < tn = 1 de
modo que cada γ([ti, ti+1]) esté contenido en su respectivo Ui. A partir de esta observación
tenemos

Definición 1.6.12. Sea ω ∈ H1(X) de modo que para cada 1 ≤ i ≤ n, ω se ve localmente
como fi(zi)dzi sobre cada carta (Ui, φi), entonces la integral de ω sobre la curva γ es
definida por

∫
γ
ω :=

n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

fi(φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ)′(t)dt

Supongamos que existe otra colección finita de cartas {(Vj , ψj)} cubriendo a γ[0, 1] y sea
0 = s1 < · · · < sm = 1 la partición de [0, 1] asociada. Supongamos que para cada i se tiene
[ti, ti+1] ⊂ [sj , sj+1] ∪ · · · ∪ [sj+k−1, sj+k] con sj ≤ ti ≤ sj+1 y sj+k−1 ≤ ti+1 ≤ sj+k. Si
ω ∈ H1(X) se ve localmente como fidzi en γ([ti, ti+1]), por compatibilidad en intersección
de dominios se tiene

∫
γ[ti,ti+1]

ω =

∫ ti+1

ti

fi(φi ◦ γ(t))γ′(t)dzi

=

∫ sj+1

ti

fi(φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ(t))′dt+

k−2∑
l=2

∫ sj+l+1

sj+l

fi(φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ(t))′dt

+

∫ ti+1

sj+k−1

fi(φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ(t))′dt

=

∫
γ[ti,sj+1]

ω +

∫
γ[sj+2,sj+k−1]

ω +

∫
γ[sj+k−1,ti+1]

ω

A partir de esto ultimo, concantenando todas las integrales sobre los intervalos [ti, ti+1] se
tiene que la definición anterior es independiente de la elección de la partición de γ([0, 1])
por cartas, por lo tanto el operador integración sobre una superficie de Riemann está bien
definido.

Recordemos de la sección 1.4 que el grupo fundamental π1(X) está constituido por caminos
cerrados módulo homotoṕıa. Localmente en una superficie de Riemann X un camino
cerrado γ ∈ π1(X) se ve como un camino continuo compacto en C, el cual es homotópico
a una ĺınea (suave). Al considerar el camino poligonal formado por estas deformaciones,
se puede probar que γ es homotópico a un camino suave a trozos y por lo tanto podemos
integrar sobre π1(X) al notar (ver teorema siguiente) que la integral es invariante por
deformaciones homotópicas.

Resumimos en el siguiente teorema las propiedades de la integral.

Teorema 1.6.13. Sean ω ∈ H1(X) y γ : [0, 1]→ X curva suave a trozos en X.

1. El operador
∫
γ · : H

1(X)→ C es C-lineal.
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2. Si f : X → C es holomorfa en un dominio conteniendo a γ, entonces∫
γ
df = f(γ(1))− f(γ(0))

3. Si γ−1 es la curva obtenida al invertir la orientación de γ se tiene∫
γ−1

ω = −
∫
γ
ω

4. Sea F : X → Y un mapeo holomorfo entre superficies de Riemann, entonces se
tiene que F ◦ γ sigue siendo una curva suave a trozos en Y y además si θ ∈ H1(Y )
entonces ∫

F◦γ
θ =

∫
γ
F ∗θ

5. Sean γ1, γ2 : [0, 1] → X curvas suaves a trozos con iguales punto de inicio y de fin.
Si son homotópicos sobre X, entonces∫

γ1

ω =

∫
γ2

ω

6. Sean γ1, γ2 : [0, 1]→ X curvas suaves a trozos en X tal que γ1(1) = γ2(0), entonces∫
γ1∗γ2

ω =

∫
γ1

ω +

∫
γ2

ω

Demostración. Ver en [MIR, pág. 120]. �

Como H1(X,Z) es la abelianización de π1(X), entonces para cada par [γ1], [γ2] ∈ H1(X,Z)
podemos definir sin problemas para m,n ∈ Z :∫

m[γ1]+n[γ2]
ω := m

∫
γ1

ω + n

∫
γ2

ω

A partir de esto, es posible probar (se ve de forma impĺıcita en lo que sigue del caṕıtulo)
que el mapeo Z-bilineal

H1(X,Z)×H1(X)→ C, (γ, ω) 7→
∫
γ
ω

es no degenerado.

1.6.3. 1-formas suaves

Todo número complejo z = x + iy ∈ C tiene también una representación como un par
(x, y) ∈ R2. Luego todo mapeo holomorfo f : U ⊂ C → C puede ser pensado como un
mapeo suave desde f : U ⊂ R2 → R2 dado por (x, y)→ (u(x, y), v(x, y)) de modo que

f(x+ iy) = u(x, y) + iv(x, y)

Luego si X es una superficie de Riemann y z = x + iy una coordenada local, podemos
definir su coordenada conjugada por z = x− iy.
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Definición 1.6.14. Sea X superficie de Riemann. Una 1-forma suave es un objeto ω
de modo que para cada carta (Ui, zi), ω se ve como

fi(zi, zi)dz + gi(zi, zi)dzi

donde fi, gi : Ui → R son mapeos suaves, junto con la condición de compatibilidad:

fi(T (zj), T (zj))
dT (zj)

dzj
= fj(zj , zj)

gi(T (zj), T (zj))
dT (zj)

dzj
= fj(zj , zj)

donde T (zj) = zi es el mapeo transición entre las cartas. Al espacio de 1-formas suaves lo
denotaremos por Ω1(X).

Notamos además que si ω ∈ Ω1(X), podemos definir su conjugado ω al definirlo localmente
como

fidzi + gidzi

En particular tenemos un análogo de la proposición 1.6.2, es decir, si defino una 1-forma
suave sobre un abierto U ⊂ X, entonces la puedo extender a una forma suave sobre todo
X.

Definición 1.6.15. Si denotamos por C∞(U) a las funciones suaves sobre un abierto
U ⊂ X, entonces definimos un operador d : C∞(U)→ Ω1(X) mediante la extensión de

d(f) = df =
∂f

∂z
dz +

∂f

∂z
dz

donde
∂f

∂z
=

(
∂f

∂x
− i∂f

∂y

)
∂f

∂z
=

(
∂f

∂x
+ i

∂f

∂y

)

Observación 1.6.16. Notamos que si f es holomorfa, entonces

∂f/∂z = 0

por lo tanto podemos ver a d como una extensión del anterior operador d definido sobre
H1(X) en 1.6.6.

Definición 1.6.17. Sea X superficie de Riemann. Si γ : [0, 1] → X es una curva suave
a trozos con un partición 0 = t1 < ... < tn = 1 dada por cartas (Ui, zi) para i ∈ 1, ..., n de
X , entonces la integral de ω ∈ Ω1(X) está definida por∫

γ
ω :=

n−1∑
i=1

∫ ti+1

ti

fi(φi ◦ γ(t), φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ)′(t) + gi(φi ◦ γ(t), φi ◦ γ(t))(φi ◦ γ)′(t)dt

Proposición 1.6.18. Sea X superficie de Riemann compacta y {a1, b1, ...., ag, bg} una
base de H1(X,Z).
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1. Sea ω ∈ Ω1(X). Si se cumple ∫
ai

ω =

∫
bi

ω = 0

para cada i, entonces existe una función f ∈ C∞(X) de modo que ω = df .

2. Sean ω1, ω2 ∈ H1(X). Si existe f ∈ C∞(X) de modo que

ω1 + ω2 = df

entonces, ω1 = ω2 = 0.

Demostración. Ver en [GRIFF, pág. 107-108]. �

Proposición 1.6.19. Sea X superficie de Riemann compacta de género g ≥ 0. Sea
ω1, ..., ωg ∈ H1(X) es una base para el espacio de 1-formas holomorfas. Si para γ ∈
H1(X,Z) se tiene ∫

γ
ωi = 0

para cada i ∈ {1, ..., g}, entonces γ = 0 en homoloǵıa .

Demostración. Si c1, ..., c2g es una base para H1(X,Z), entonces γ = m1c1 + ...+m2gc2g

para algunos mi ∈ Z. Se tiene∫
γ
ωi = m1

∫
c1

ωi + ...+m2g

∫
c2g

ωi = 0 ∀i

y si consideramos el conjugado∫
γ
ωi = m1

∫
c1

ωi + ...+m2g

∫
c2g

ωi = 0 ∀i

entonces la matriz

P2g×2g =

(∫
cj

ω1, ...,

∫
cj

ωg,

∫
cj

ω1, ...,

∫
cj

ωg

)
1≤j≤2g

tiene kernel no nulo. En la sección 1.7 (proposición 1.7.3) probaremos que P es no singular
ocupando la proposición anterior, lo que implica m1 = ... = m2g = 0 y luego γ = 0 en
homoloǵıa.�

1.6.4. Teoŕıa de la intersección.

Sea L una curva cerrada suave a trozos no homotópica a un punto en X superficie de
Riemann compacta. Dado que L es compacta, entonces tenemos un cubrimiento finito
que define una region anular G. Escogiendo orientación, L divide a G en dos regiones
G− y G+. Consideremos una región anular G0 ⊂ Int(G) conteniendo a L y denotemos
G−0 = G0 ∩G−, elegimos un mapeo suave sobre X − L de modo que

fL :=

{
1 en G−0
0 en X −G− fL ∈ C∞(X)
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A partir de esto definimos un diferencial (real) asociado a L por

ηL :=

{
dfL z ∈ G− L
0 z ∈ L ∪X −G

Definición 1.6.20. Sean c1, c2 curvas cerradas suaves a trozos sobre X, definimos su
número de intersección por

c1 · c2 =

∫
c2

ηc1

Notamos que si η′c1 es otro diferencial asociado a la curva c1 y construido de la misma
manera, entonces ηc1 − η′c1 = df para alguna f : X → R suave, lo que implica∫

c2

ηc1 =

∫
c2

η′c1

Por lo tanto desde esta construcción, el número de intersección está bien definido.

Proposición 1.6.21. Si c1, c2 son curvas cerradas suaves a trozos sobre X y no homotópi-
cas a un punto. Entonces el número de intersección satisface las siguientes propiedades.

1. c1 · c2 = −c2 · c1

2. c1 · c2 no depende de la elección de representante de la clase de homoloǵıa.

3. c1 · c2 ∈ Z

además c1 · c2 cuenta el número de veces que c1 y c2 se intersectan.

Demostración. Ver en [FK, pág. 52-54]. �

Definición 1.6.22. Una base {a1, b1, ..., ag, bg} de H1(X,Z) tal que

ai · bj = δij

ai · aj = bi · bi = 0

(con δij el delta de Kronecker), es decir, con matriz de intersección

J =

(
0 Ig
−Ig 0

)
es llamada una base canónica.

En particular siempre es posible encontrar una base canonica para una superficie de Rie-
mann compacta.
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Teorema 1.6.23. Si X es una superficie de Riemann compacta de género g y {a1, b1, ..., ag, bg}
es una base canónica de H1(M,Z), entonces existe una única base dual {ω1, ..., ωg} de
H1(X) tal que ∫

ai

ωj = δij

con δij el delta de Kronecker y además la matriz

Z =

(∫
bj

ωk

)

es simétrica con parte imaginaria positiva definida.

Demostración. Ver en [FK, pág. 61]. �

1.6.5. Logaritmos en el plano pinchado.

Consideremos R ⊂ Ĉ un subconjunto finito con 0,∞ ∈ R. Podemos considerar el cubridor
universal de C−R dado por

p : U → Ĉ−R

con U simplemente conexo (para |R| = 2 se tiene U = C y en general U = H). Para cada
ri ∈ R−{∞} consideremos los mapeos pi = p− ri que no se anulan en U , por esto último
existe una función log pi holomorfa en todo U de modo que

exp(log pi) = pi

Sea φ ∈ Deck(p), luego exp ◦ log(pi) ◦ φ = pi ◦ φ = pi = exp ◦ log(pi), por lo tanto los
mapeos

u→ log(pi) ◦ φ(u)− log(pi)(u)

son constantes en U . Además si u ∈ U , entonces

log(pi) ◦ φ(u)− log(pi)(u) =

∫ φ(u)

u
d log(pi) =

∫
γ

dz

z − ri

donde γ es la proyección de la curva que va desde u a φ(u) mediante pi. Luego existe un
entero L(pi, φ) de modo que

log(pi) ◦ φ(u)− log(pi)(u) = 2πiL(pi, φ)

Proposición 1.6.24. Si φ, ψ ∈ Deck(p), entonces el simbolo L(pi, φ) satisface la relación

L(pi, φ ◦ ψ) = L(pi, φ) + L(pi, ψ)

para cada f que tenga todos sus ceros y polos en R.

Demostración. Consideremos el camino β que va desde u a ψ(u) y dado que U es simple-
mente conexo, se tiene que todo camino desde φ(u) a φ ◦ ψ(u) es homotópico al camino
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φ(β). Luego

∫ φψ(u)

u
d log pi =

∫ φ(u)

u
d log pi +

∫ φψ(u)

φ(u)
d log pi

=

∫ φ(u)

u
d log pi +

∫ ψ(u)

u
φ∗d log pi

=

∫ φ(u)

u
d log pi +

∫ ψ(u)

u
d log pi ◦ φ

=

∫ φ(u)

u
d log pi +

∫ ψ(u)

u
d log pi

obteniendo el resultado. �

Definición 1.6.25. Sea h holomorfa definida en U y no nula. Dado un entero k ≥ 2,
diremos que h es una k-ráız de pi si se cumple que

exp

(
1

k
log pi

)
= exp(log h)

es decir, hk = pi.

Recordemos que la existencia de k-raices para cada k es equivalente a la existencia de
logaritmos, lo cual es se cumple en este caso.

Proposición 1.6.26. Si h es una k-ráız de pi y ζ = exp(2πi/k), entonces h◦φ = ζL(pi,σ)h
para cada φ ∈ Deck(p).

Demostración. Notamos que

h ◦ φ
h

=
exp(log h ◦ φ)

exp(log h)

= exp

(
log pi ◦ φ− log pi

k

)
= exp

(
2πiL(pi, φ)

k

)
= ζL(pi,φ) �

Sabemos que π1(Ĉ − R) es un grupo libre finitamente generado por |R| − 1 elementos
γ1, ..., γ|R|−1, donde cada γi es homotopico a una circunferencia centrada en ri ∈ R−{∞}
de radio pequeño y de ı́ndice uno. Del teorema 1.4.19 podemos considerar los generadores
φi ∈ Deck(p) asociados a cada generador γi y luego se tiene

L(pi, φj) =
1

2πi

∫
γj

dz

z − ri
= δij

donde δij es el delta de Kronecker.
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1.7. Peŕıodos y variedad Jacobiana

Sea X una superficie de Riemann compacta. Sea ω una 1-forma y tomamos un par de
caminos γ1, γ2 de modo que γ1(0) = γ2(0) y γ1(1) = γ2(1), luego del teorema 1.6.13 se nos
asegura que ∫

γ1

ω =

∫
γ2

ω

Por lo tanto para cada clase de homotoṕıa [γ] ∈ π1(X) podemos definir∫
[γ]
ω :=

∫
γ
ω

y que por lo anterior está bien definido.

Recordamos que si [γ1], ..., [γn] ∈ H1(X,Z) podemos definir sin problemas param1, ...,mn ∈
Z : ∫

m1[γ1]+...+mn[γn]
ω := m1

∫
γ1

ω + ...+mn

∫
γn

ω

Luego para cada clase [γ] ∈ H1(X,Z), podemos definir un funcional en el dual H1(X)∗

dado por ∫
[γ]
· : H1(X)→ C, ω 7→

∫
[γ]
ω

Definición 1.7.1. Un funcional λ ∈ H1(X)∗ es un peŕıodo, si existe un [γ] ∈ H1(X,Z)
tal que

λ =

∫
γ
·

De la proposición 1.6.19, se tiene la inclusión

i : H1(X,Z)→ H1(X)∗, [γ] 7→
∫

[γ]
·

de hecho, si i([γ1]) = i([γ2]), entonces ∫
γ1∗γ−1

2

ω = 0

para todo ω ∈ H1(X), lo que implica [γ1] = [γ2].

Definición 1.7.2. La variedad Jacobiana de una superficie de Riemann compacta X,
viene dada por el cociente

Jac(X) :=
H1(X)∗

i(H1(X,Z))

En el ejemplo 1.4.25 vimos que si X tiene género g ≥ 1, entonces H1(X,Z) es de rango
2g con generadores a1, b1, · · · , ag, bg. Del teorema 1.6.5 se tiene que dimCH

1(X) = g.
Sea {ω1, · · · , ωg} una base de H1(X). Además H1(X)∗ ∼= Cg y por ello podemos ver a
i(H1(X,Z)) como el generado por la familia de vectores peŕıodos
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Ai :=

(∫
ai

ω1, · · · ,
∫
ai

ωg

)

Bi :=

(∫
bi

ω1, · · · ,
∫
bi

ωg

)

para cada 1 ≤ i ≤ g.

Proposición 1.7.3. La familia A1, B1, · · · , Ag, Bg es R-linealmente independiente.

Demostración. Probaremos por contradicción. Supongamos los vectores {Ai, Bi}i=1,...,g

son R-dependientes, es decir existen c1, ..., c2g ∈ R de modo que

c1A1 + ...+ cgAg + cg+1B1 + ...+ c2gBg = 0

Tomando conjugados tenemos

c1A1 + ...+ cgAg + cg+1B1 + ...+ c2gBg = 0

Consideremos ahora la matrix

P =



A1 A1

· · · · · ·
Ag Ag
B1 B1

· · · · · ·
Bg Bg


2g×2g

De las igualdades anteriores, se tiene que P tiene kernel no nulo y por ello el rango complejo
de P es menor que 2g. Por lo tanto existen λ1, ..., λg, η1, ..., ηg complejos y no nulos de modo
que resuelvan el sistema

P



λ1

· · ·
λg
η1

· · ·
ηg

 = 0

es decir, ∫
ai

g∑
i=1

λiωi +

g∑
i=1

ηiωi = 0

∫
bi

g∑
i=1

λiωi +

g∑
i=1

ηiωi = 0

para todo i. Si denotamos ϕ1 =
∑g

i=1 λiωi y ϕ2 =
∑g

i=1 ηiωi, de la primera parte del lema
1.6.18, se tiene que existe f ∈ C∞(X) de modo que ϕ1 + ϕ2 = df y luego ocupando la
segunda parte, se tiene ϕ1 = ϕ2 = 0. Como ω1, ..., ωg es una base del C-espacio vectorial
H1(X) se tiene λi = ηi = 0 para todo i. �
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De esta última proposición obtenemos que i(H1(X,Z)) está generado por 2g elementos
R-linealmente independientes, dentro de un espacio con dimensión compleja g. Sea Λ el
conjunto generado sobre Z por los vectores peŕıodos {Ai, Bi}i=1,...,g, es decir,

Λ = {m1A1 + · · ·+mgAg + n1B1 + · · ·+ ngBg : mi, ni ∈ Z} ∼= Z2g

En particular Λ es un reticulado en C2g, luego se tiene que

Jac(X) = H1(X)∗/i(H1(X,Z)) ∼= C2g/Λ

y por lo tanto podemos ver a Jac(X) como un toro complejo g-dimensional.

Definición 1.7.4. Una variedad abeliana (compleja) de dimensión g ≥ 0, es un toro
complejo g-dimensional que admite un embebimiento holomorfo a algún espacio proyectivo
PnC, es decir, un mapeo holomorfo e inyectivo que preserve la estructura de grupo abeliano.
De otro modo, una variedad abeliana compleja es una variedad proyectiva compleja que
admite una estructura de grupo abeliano de modo que las operaciones sean holomorfas.

Recordamos que un toro complejo g-dimensional en general, es un cociente V/Λ donde V
es un espacio vectorial con dimC V = g y Λ es un reticulado, es decir, un grupo abeliano
libre generado por 2g elementos R-linealmente independientes de V . Sea v1, · · · , vg base
para V y l1, · · · , l2g base de Λ, entonces si consideremos las escrituras únicas

vj = πj,1l1 + ...+ πj,2gl2g, 1 ≤ j ≤ g

con πij ∈ C. Definimos la matriz de peŕıodos del toro V/Λ por

Π :=

 π1,1 · · · π1,2g
...

. . .
...

πg,1 · · · πg,2g


g×2g

Teorema 1.7.5. (Relaciones de Riemann) Un toro complejo g-dimensional V/Λ es una
variedad abeliana si y sólo si existe una matriz J ∈M2g×2g(Z) tal que

1. ΠJ−1Πt = 0

2. iΠJ−1Π
t

es definida positiva.

En particular si det(J) = 1, decimos que la variedad abeliana es principalmente pola-
rizada por J .

Demostración. Ver en [BL, pág. 73]. �

Teorema 1.7.6. Si X es una superficie de Riemann compacta de género g, entonces su
variedad Jacobiana Jac(X) es una variedad abeliana principalmente polarizada de dimen-
sión g.

Demostración. Consideremos una base canónica {a1, b1, ..., ag, bg} para H1(X,Z). Del teo-
rema 1.6.23 existe una base {ω1, ..., ωg} de modo que∫

ai

ωj = δij
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con δij el delta de Kronecker y la matriz

Z =

(∫
bj

ωk

)

es simétrica con parte imaginaria positiva definida. Luego la matriz de peŕıodos del toro
complejo g-dimensional H1(X)∗/i(H1(X,Z)) viene dada por

Π = (Ig,Z)

si consideramos la matriz de intersección de la base canónica

J =

(
0 Ig
−Ig 0

)
entonces se tiene que

ΠJ−1Πt = (Ig,Z)

(
0 −Ig
Ig 0

)
(Ig,Z)t = Z− Z = 0

y

iΠJ−1Π
t

= i(Ig,Z)

(
0 −Ig
Ig 0

)
(Ig,Z)t = i(Z − Z) = 2Im(Z)

la cual es definida positiva. Por lo tanto del teorema anterior se tiene que Jac(X) es una
variedad abeliana principalmente polarizada. �

Finalizaremos este caṕıtulo con el teorema de Torelli. Sea Mg el conjunto de todas las
superficies de Riemann compactas de género g ≥ 0 módulo biholomorfismo y Ag es conjun-
to de todas las variedades abelianas g-dimensionales principalmente polarizadas módulo
isomorfismos.

Teorema 1.7.7. (Torelli) El mapeo

T :Mg → Ag, X 7→ Jac(X)

es inyectivo.

El teorema anterior nos dice que la Jacobiana de una superficie de Riemann compac-
ta determina completamente a la superficie modulo biholomorfismos. Por lo tanto nos
podemos hacer la siguiente pregunta, ¿Cuándo una variedad abeliana principalmente po-
larizada determina a una superficie de Riemann?. Esto es conocido como el problema de
Schottky.



Caṕıtulo 2

Curvas generalizadas de Fermat

En este caṕıtulo estudiaremos las curvas generalizadas de Fermat, objetos que generalizan
a las curvas de Fermat clásicas y que fueron estudiados en primera instancia en [GHL]. Con
referencia en el trabajo mencionado, veremos que nuestra curva ejemplo Ck(λ1, ..., λn−2)
es un modelo para las curvas generalizadas de Fermat. Al final de este caṕıtulo presen-
taremos un método para encontrar un conjunto finito de generadores para el reticulado
i(H1(Ck(λ1, ..., λn−2),Z)) definido en la sección 1.7.

2.1. Definiciones

Definición 2.1.1. Sean k, n ≥ 2 enteros. Una curva generalizada de Fermat de
tipo (k, n) es una superficie de Riemann compacta S admitiendo un grupo H ∼= Znk de

automorfismos holomorfos, de modo que S/H sea biholomorfa a la esfera de Riemann Ĉ y
tenga exactamente n+ 1 puntos ramas cada uno de orden k. Es decir, que la acción de H
tenga firma [0; k, n+1. . . , k]. En este caso, H se llama un grupo generalizado de Fermat
de tipo (k, n) y el par (S,H) un par generalizado de Fermat de tipo (k, n).

De la definición, ocupando la formula de Hurwitz podemos obtener el género de una curva
generalizada de Fermat de tipo (k, n) dado por

gk,n =
2 + kn−1((n− 1)(k − 1)− 2)

2

Ejemplo 2.1.2. . Consideremos la curva de Fermat de orden k dada por Fk = {[x1, x2, x3] ∈
P2C : xk1 + xk2 + xk3 = 0}. Si ζ = e2πi/k, entonces tenemos los siguientes automorfismos

[x1, x2, x3] 7→ [ζx1, x2, x3]

[x1, x2, x3] 7→ [x1, ζx2, x3]

que generan un subgrupo Hk isomorfo a Z2
k. Del ejemplo 1.2.11 tenemos que Fk/Hk tiene

precisamente 3 puntos ramas. Recordamos que gFk = (k − 1)(k − 2)/2 y de la formula de
Hurwitz para acciones de grupo tenemos

k(k − 3) = k2

(
2gFk/Hk − 2 +

k∑
i=1

(1− 1/ri)

)
= k2m

Luego si gFk/Hk ≥ 1, se tiene k(k − 3) ≥ k2 lo cual es absurdo y por lo tanto gFk/Hk = 0.
De esta manera, Fk es una curva generalizada de Fermat de tipo (k, 2).

37
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Ejemplo 2.1.3. En vista de lo hecho en los ejemplos 1.1.16, 1.2.11 y 1.3.6, nos resulta
sencillo probar que el par (Ck(λ1, ..., λn−2), H0), donde H0 es subgrupo de automorfismos
generado por los

aj [x1, ..., xn+1] = [x1, ..., xj−1, ζxj , xj+1, ..., xn+1]

para 1 ≤ j ≤ n- Por lo tanto el par (Ck(λ1, ..., λn−2), H0) es una curva generalizada de
Fermat de tipo (k, n) para todo k, n ≥ 2 enteros.

Definición 2.1.4. Diremos que dos curvas generalizadas de Fermat (S1, H1) y (S2, H2)
son holomórficamente equivalentes, si existe un biholomorfismo f : S1 → S2 de modo
que f ◦H1 ◦ f−1 = H2.

2.2. Modelo algebraico

Notamos que si gk,n ≤ 1, entonces (n−1)(k−1) ≤ 2. Por lo tanto los casos no hiperbólicos
son:

1. (k, n) = (2, 2): S = Ĉ y H = 〈A(z) = −z,B(z) = 1/z〉.

2. (k, n) = (3, 2): S = C/Λe2πi/3 , donde Λe2πi/3 = 〈z → z + 1, z → z + e2πi/3〉 y H =
〈A(z) = e2πi/3z,B(z) = z+ (2 + e2πi/3)/3〉. Notamos que esta superficie corresponde
la curva de Fermat de grado 3 con ecuación x3 + y3 + z3 = 0

3. (k, n) = (2, 3): S = C/Λτ , donde τ ∈ C con Im(τ) > 0, Λτ = 〈z → z + 1, z → z + τ〉
y H = 〈A(z) = −z,B(z) = −z + 1/2, C(z) = −z + τ/2〉. Este caso corresponde a la
curva algebraica dado por {x2 + y2 + z2 = λx2 + y2 + z2 = 0}, donde λ ∈ C−{0, 1}.

De aqúı en adelante trabajaremos con el caso de curvas generalizadas de Fermat de tipo
(k, n) hiberbólicas, es decir (n− 1)(k − 1) > 2.

Teorema 2.2.1. Sea (S,H) una curva de Fermat generalizada de tipo (k, n) y Γ el grupo
Fuchsiano que uniformiza a S/H. Entonces (S,H) es holomorficamente equivalente al par
(H/Γ′,Γ/Γ′), donde Γ′ es el subgrupo commutador de Γ.

Demostración. Teorema 1.5.10 nos asegura que existen grupos Fuchsianos Γ/L ≤ Aut(H),
de modo que Γ/L ∼= H con S = H/L y S/H = H/Γ. Sea Γ′ = [Γ,Γ] el commutador de Γ.
Como Γ es un grupo libre finitamente generado por n elementos y cada uno de orden k,
se tiene

H ′ = Γ/Γ′ ∼= Znk

Dado que Γ′ es el menor grupo que abelianiza a Γ, se tiene entonces que Γ′ / L / Γ y de
este modo [L : Γ′] = 1, luego L = Γ′ obteniendo S ∼= H/Γ′. Considerando la acción de
Γ/Γ′ ∼= H ′ se tiene que (S′, H ′) es una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n). Sea
f : S → H/Γ′ el biholomorfismo obtenido y supongamos que Γ0 es un grupo Fuchsiano
uniformizando S′/(Γ/Γ′), entonces tenemos el isomorfismo

H/Γ ∼= H/Γ0

de la proposición 1.5.8 se tiene que existe T ∈ Aut(H) de modo que T ◦ Γ ◦ T−1 = Γ0 y
por lo tanto

T ◦ Γ/Γ′ ◦ T−1 = Γ0/Γ
′
0
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De lo anterior se deduce que f ◦H ◦ f−1 = T ◦ Γ/Γ′ ◦ T−1 para algún T ∈ Aut(H) y por
lo tanto (S,H) y (S′, H ′) son holomórficamente equivalentes. �

Sea (S,H) una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n) y seanR = {r0, r1, r2, · · · , rn} ⊂
Ĉ los puntos ramas de S → S/H, entonces existe una transformación de Moebius T que
env́ıa R a {∞, 0, 1, λ1, ..., λn−2} ⊂ Ĉ con T (ri) = λi−2 para i ≥ 3. Por el teorema anterior
tenemos que toda curva generalizada de Fermat está determinada por el grupo Fuchsiano
que uniformiza a S/H, usando el hecho de que Ck(λ1, ..., λn−2)/H0 tiene grupo Fuchsiano
isomorfo al de S/H se concluye:

Teorema 2.2.2. Sea (S,H) curva generalizada de Fermat de tipo (k, n) y salvo transfor-
maciones de Moebius, sean

{∞, 0, 1, λ1, ..., λn−2}

los puntos ramas de S → S/H, entonces (S,H) y (Ck(λ1, ..., λn−2), H0) son holomorfica-
mente equivalentes. Decimos que (S,H) es modelado por Ck(λ1, ..., λn−2).

Demostración. Para más detalles ver [GHL]. �

Una curva generalizada de Fermat de tipo (k, n), donde (k − 1)(n − 1) ≤ 2 (es decir, las
que no son hiperbólicas), tienen diferentes grupos generalizados de Fermat de tal tipo.
Pero todos esos grupos son conjugados en el grupo total de automorfismos holomorfos de
la curva. En [HKLP] se probó que en el caso hiperbólico tenemos unicidad.

Teorema 2.2.3. Sean k, n ≥ 2 enteros tales que (k− 1)(n− 1) > 2. Entonces cada curva
generalizada de Fermat de tipo (k, n) tiene un único grupo generalizado de Fermat de tipo
(k, n).

Observación 2.2.4. Es importante notar que existen superficies de Riemann de género
g ≥ 2 que pueden admitir dos grupos generalizados de Fermat de tipos diferentes.

2.3. Peŕıodos

En esta sección encontraremos la matriz de peŕıodos para la curva generalizada de Fermat
de tipo (k, n) dada por

Ck(λ1, ..., λn−2) :=


xk1 + xk2 + xk3 = 0
λ1x

k
1 + xk2 + xk4 = 0

λ2x
k
1 + xk2 + xk5 = 0

· · ·
λn−2x

k
1 + xk2 + xkn+1 = 0

⊂ Pn

con λi ∈ C − {0, 1} y λi 6= λj para i 6= j. Tenemos su grupo generalizado de Fermat
H ∼= Znk generado por los automorfismos aj : [x1, ..., xn+1] 7→ [x1, ..., ζxj , ..., xn+1] donde
ζ = e2πi/k. Por simplicidad en la escritura la denotaremos a Ck(λ1, ..., λn−2) por Ck,n.

Recordemos además que los puntos ramas del mapeo π : Ck,n → Ck,n/H ∼= Ĉ son

R = {r1 = 0, r2 = 1, r3 = λ1, ..., rn = λn−2} ∪ {∞}



40 CAPÍTULO 2. CURVAS GENERALIZADAS DE FERMAT

2.3.1. Generadores para H1(Ck,n,Z)

Consideremos el cubrimiento universal del plano pinchado

p : U → Ĉ−R

con p holomorfa y no nula en U . Apartir de esto, notamos que los mapeos holomorfos
−p, p − 1, p − λ1, ..., p − λn−2 no se anulan en U , entonces por lo hecho en 1.6.5 existen
k-raices respectivas denotadas por x̂2, x̂3, ..., x̂n+1 y que cumplen

x̂2 ◦ φ = ζL(−p,φ)x̂2, x̂3 ◦ φ = ζL(p−1,φ)x̂3, x̂i ◦ φ = ζL(p−λi−2,φ)x̂i 4 ≤ i ≤ n+ 1

para cada φ ∈ Deck(p). Luego no es dif́ıcil ver que

Lema 2.3.1. El subgrupo de Deck(p) que deja invariante a todos los x̂i es

Deck(p)k := {φ ∈ Deck(p) : L(−p, φ) ≡ L(p−r2, φ) ≡ L(p−r3, φ) ≡ ... ≡ L(p−rn, φ) ≡ 0 mód k}

Consideremos ahora la superficie de Riemann pinchada C ′k.n = Ck,n−π−1(R), entonces se
tiene

Proposición 2.3.2. El mapeo

q : U → C ′k,n u→ q(u) = [1, x̂2(u), · · · , x̂n+1(u)]

es el cubrimiento universal de C ′k,n con Deck(q) = Deck(p)k.

Demostración. Dado que ri + x̂2
k + x̂i

k = ri − p+ (p− ri) = 0, se tiene que q(U) ⊂ C ′k,n.

Sea a ∈ C ′k,n, como C ′k,n = Ck,n −
⋃n
i=1({xi = 0} ∩ Ck,n) podemos asumir que a =

[1, a2, ..., an+1] con ai 6= 0. Si q(u) = a, entonces x̂i(u) = ai para cada i y en particular
x̂2(u)k = −p(u) = ak2. Como p es sobreyectiva, entonces existe u ∈ U de modo que
p(u) = −ak2 y luego x̂2(u) = ζj2a2 para algún j2 entero. Notamos que si a ∈ C ′k,n, entonces

aki = −ak2 − ri para i > 2 y luego

x̂i
k(u) = p(u)− ri = −a2

k − ri = aki , i > 2

lo que implica x̂i(u) = ζjiai con los ji enteros para todo i ≥ 2. Luego podemos escojer un
φ ∈ Deck(p) de modo que

L(p− ri, φ) = −ji

lo que implica q(φ(u)) = a, por lo tanto q es sobreyectiva.

Finalmente si u, v ∈ q−1(p) para p ∈ C ′k,n, se tiene p(u) = p(v) lo que implica v = φ(u)
para algún φ ∈ Deck(p). Luego

q(u) = [1, x̂2(u), ..., x̂n+1(u)] = [1, ζL(−p,φ)x̂2(u), ..., ζL(p−rn,φ)x̂n+1(u)] = q(v)

implica φ ∈ Deck(p)k. Concluyendo �

Lema 2.3.3. Se tiene el siguiente isomorfismo

Deck(p)/Deck(q) ∼= Znk
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Demostración. Consideremos el homomorfismo sobreyectivo

Ψ : Deck(p)→ Znk , Ψ(φ) = (L(−p, φ), L(p−r2, φ), L(p−r3, φ), · · · , L(p−rn, φ)) mód k

con kernel Deck(q), luego

Deck(p)/Deck(q) ∼= Znk
concluyendo. �

Recordemos que Deck(p) ∼= π1(Ĉ − R) es un grupo libre finitamente generado por n
elementos.

Lema 2.3.4. Si φ1, ..., φn son los generadores de Deck(p), entonces Deck(q) es generado
por

φki para cada 1 ≤ i ≤ n y [Deck(p), Deck(p)]

donde [Deck(p), Deck(p)] denota el conmutador de Deck(p).

Demostración. Sea K = 〈φk1, ..., φkn, [Deck(p), Deck(p)]〉. Del lema anterior Ψ(K) = 0,
entonces se tiene

[Deck(p), Deck(p)] E K E Deck(q) E Deck(p)

No es dif́ıcil probar que

Deck(p)/K ∼= Znk
Luego de la identidad [Deck(p) : K] = [Deck(p) : Deck(q)][Deck(q) : K], se tiene
[Deck(q) : K] = 1 completando la demostración. �

Por otro lado tenemos ahora el isomorfimo Deck(p) ∼= π1(C ′k,n) y recordemos que tenemos
una dualidad entre las funciones p− ri y una base de Deck(p) construida en 1.6.5.

Teorema 2.3.5. Si φ1, ..., φn son una base para Deck(p) de modo que

L(p− ri, φj) = δij 1 ≤ i, j ≤ n

entonces el primer grupo de homoloǵıa de C ′k,n

H1(C ′k,n,Z) ∼=
Deck(q)

[Deck(q), Deck(q)]

está generado por las clases de los elementos

φki 1 ≤ i ≤ n(
n∏
d=1

φgdd

)
[φj , φl]

(
n∏
d=1

φgdd

)−1

con 1 ≤ j < l ≤ n y gd ≥ 0 enteros.

Demostración. ComoDeck(q) está generado por φki y [Deck(p), Deck(p)], se tiene entonces
que

φki 1 ≤ i ≤ n

γ[φj , φl]γ
−1
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con γ ∈ Deck(p) y 1 ≤ j < l ≤ n generan a Deck(q). Tenemos Deck(p)/Deck(q) = Znk ,
por lo tanto existen kn clases Deck(q)ρ con ρ ∈ Deck(p) y por ello cada γ será igual a un
producto σρ con ρ ∈ Deck(p) un represetante de clase y σ ∈ Deck(q).

Ahora notemos que una colección de kn clases viene dada por

Deck(q)

(
n∏
d=1

φgdd

)
0 ≤ gd ≤ k − 1

Por lo tanto al considerar

γ[φj , φl]γ
−1 = σ(ρ[φj , φk]ρ

−1)σ−1

como un producto de elementos en Deck(q) y al cocientar por [Deck(q), Deck(q)], se tiene
que el producto commuta y elimina a los σ. �

Corolario 2.3.6. Un conjunto generador de H1(Ck,n,Z) es la imagen de los generadores
de H1(C ′k,n,Z) mediante la inclusión i : C ′k,n → Ck,n.

Demostración. En 1.4.26 se tiene que la inclusión induce un homomorfismo sobreyectivo
de π1(C ′k,n) sobre π1(Ck,n).�

Escojamos u ∈ U con p(u) = z0 ∈ Ĉ−R de modo que la familia de segmentos {z0ri : 1 ≤
i ≤ n} no se intersecten entre si a excepción de en z0. Consideremos entonces las curvas
cerradas simple γi al rededor de ri para 1 ≤ i ≤ n con base en z0. Es un hecho de que
esta familia de curvas genera a π1(Ĉ − R) ∼= Deck(p) y por lo tanto existe un conjunto
generador φ1, ..., φn ∈ Deck(p) que cumplen con las hipótesis del teorema 2.3.5.

Resumimos los mapeos ocupados mediante el siguiente diagrama

U

p

��

q

��
C ′k,n

π
��

i // Ck,n

π
��

Ĉ−R i // Ĉ

2.3.2. Cálculo de peŕıodos

Sean {x̂i}n+1
i=2 las k-raices de −p, p − r1, p − rn con r1 = 0, r2 = 1 y ri = λi−2 si i ≥ 3, de

lo hecho en la sección anterior podemos ver que

x̂i = (xi/x1) ◦ q

donde xi/x1 es la función i-ésima coordenada en C ′k,n.

En el ejemplo 1.6.9 mostramos una base para el espacio de 1-formas H1(Ck,n) dada por

θr,α3,...,αn+1 =
yr2dy2

yα3
3 · · · y

αn+1

n+1

con (r, α3, ..., αn+1) ∈ Ik,n

donde Ik,n = {(r, α3, ..., αn+1) : 0 ≤ αj ≤ k − 1, 0 ≤ r ≤
∑n+1

j=3 αj − 2, r ∈ Z}.
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Sea φ ∈ Deck(p) y fijemos u ∈ U donde (U, p) es el cubrimiento universal de C ′k,n.
Denotaremos por lφ a la curva que va desde u a φ(u). De lo hecho al final de la sección
anterior, se tiene que los generadores de H1(Ck,n,Z) son las curvas i ◦ q ◦ lφ donde φ ∈
Deck(p) es de la forma

φki 1 ≤ i ≤ n(
n∏
d=1

φgdd

)
[φj , φl]

(
n∏
d=1

φgdd

)−1

Por lo tanto un conjunto de generadores finito para los peŕıodos de Ck,n estaŕıa dado al
resolver las integrales

∫
i◦q◦lσ

θr,α3,...,αn+1 =

∫
lσ

q∗i∗θr,α3,...,αn+1 =

∫
lσ

q∗θr,α3,...,αn+1 =

∫ φ(u)

u
q∗θr,α3,...,αn+1

Lema 2.3.7. Tenemos las siguientes relaciones por pullbacks inducidos sobre los genera-
dores de H1(Ck,n)

q∗θr,α3,...,αn+1 =
x̂2
rdx̂2

x̂3
α3 · · · ˆxn+1

αn+1
,

φ∗q∗θr,α3,...,αn+1 = ζ(r+1)L(−p,φ)−
∑n+1
d=3 αdL(p−rd−1,φ)αdq∗θr,α3,...,αn+1

para cada φ ∈ Deck(p). Donde ζ = e2πi/k.

Demostración. Dado que x̂i = (xi/x1) ◦ q, entonces es inmediato el primer resultado.
Expĺıcitamente tenemos

q ◦ σ : U → Ck(λ1, .., λn−2)− π−1(R), [1, x̂2, ..., ˆxn+1]→ [1, x̂2 ◦ σ, ..., ˆxn+1 ◦ σ]

y recordamos que en la sección 1.6.5 se probó que x̂i ◦ φ = ζL(p−ri,φ)x̂i obteniendo la
segunda relación. �

Si consideramos los generadores φ1, ..., φn de Deck(p) con L(p − ri, φj) = δij , entonces
denotaremos por Mi al valor (r + 1)L(−p, φi)−

∑n+1
d=3 αdL(p− rd−1, φi). Notamos que

Mi =

{
r + 1 i = 1
−αi+1 2 ≤ i ≤ n

Por lo tanto hemos reducido el problema de integrar sobre Ck,n a un problema de inte-
gración en el cubrimiento universal U de C ′k,n. Antes de seguir necesitaremos el siguiente
lema.

Lema 2.3.8. Sean φ, ψ ∈ Deck(p) y ω ∈ H1(U), entonces∫ φ(ψ(u))

u
ω =

∫ φ(u)

u
ω +

∫ ψ(u)

u
φ∗ω

Demostración. Dado que U es simplemente conexo, es directo al observar desde la imágen∫ φ(ψ(u))

u
ω =

∫ φu

u
ω +

∫
φ(β)

ω =

∫ φ(u)

u
ω +

∫ ψ(u)

u
φ∗ω
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�

A partir del lema anterior podemos empezar a calcular integrales sobre Ck,n.

Lema 2.3.9. Para todo i ∈ {1, 2, ..., n} se tiene∫
i◦q◦l

φk
i

θr,α3,...,αn+1 = 0

Demostración. De hecho, se tiene

∫
i◦q◦l

φk
i

θr,α3,...,αn+1 =

∫ φki u

u
q∗θr,α3,...,αn+1

=

k∑
m=1

∫ φiu

u
(φm−1
i )∗q∗θr,α3,...,αn+1

=

∫ φiu

u
q∗θr,α3,...,αn+1

k∑
m=1

ζ(m−1)Mi

= 0

�

Luego los todos los peŕıodos para las clases de φki con i ∈ {1, ..., n} son nulos en homoloǵıa,
lo que nos reduce el conjunto de generadores de H1(Ck,n,Z) a las clases de

(
n∏
d=1

φgdd

)
[φj , φl]

(
n∏
d=1

φgdd

)−1

1 ≤ j < l ≤ n y 0 ≤ gd ≤ k − 1

Recordamos que M1 = r + 1 y Mi = −αi+1 con i ∈ {2, ..., n}.

Lema 2.3.10. Para las clases de σ = ρ[φj , φl]ρ
−1 con ρ =

∏n
d=1 φ

gd
d se tiene∫

i◦q◦lσ
θr,α3,...,αn+1 = ζ

∑n
d=1 gdMd

∫
i◦q◦l[φj,φl]

θr,α3,...,αn+1

Demostración. Aplicando los lemas 2.3.7 y 2.3.8, y notando que [φj , φl] ∈ Deck(q) dejando
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invariante a q se tiene∫
i◦q◦lσ

θr,α3,...,αn+1 =

∫ ρ[γi,γj ]ρ
−1u

u
q∗θr,α3,...,αn+1

=

∫ ρ[γi,γj ]ρ
−1u

ρρ−1u
q∗θr,α3,...,αn+1

=

∫ [γi,γj ]ρ
−1u

ρ−1u
ρ∗q∗θr,α3,...,αn+1

= ζ
∑n
d=1 gdMd

∫ [γi,γj ]ρ
−1u

ρ−1u
q∗θr,α3,...,αn+1

= ζ
∑n
d=1 gdMd

(∫ u

ρ−1u
·+
∫ [γi,γj ]u

u
·+
∫ [γi,γj ]ρ

−1u

[γi,γj ]u
·

)
q∗θr,α3,...,αn+1

= ζ
∑n
d=1 gdMd

∫ [γi,γj ]u

u
q∗θr,α3,...,αn+1

�

Lema 2.3.11. Para cada j, l ∈ {1, ..., n} se tiene∫
i◦q◦l[φj,φl]

θr,α3,...,αn+1 = (1− ζMl)

∫ φju

u
q∗θr,α3,...,αn+1 − (1− ζMj )

∫ φlu

u
q∗θr,α3,...,αn+1

Demostración. Ocupando nuevamente los lemas 2.3.7 y 2.3.8 obtenemos∫ [φj ,φl]u

u
q∗θr,α3,...,αn+1 =

∫ φju

u
q∗θr,α3,...,αn+1 +

∫ φlφ
−1
j φ−1

l u

u
φ∗jq
∗θr,α3,...,αn+1

=

∫ φju

u
q∗θr,α3,...,αn+1 + ζMj

∫ φlφ
−1
j φ−1

l u

u
q∗θr,α3,...,αn+1

= · · ·

= (1− ζMl)

∫ φju

u
q∗θr,α3,...,αn+1 − (1− ζMj )

∫ φlu

u
q∗θr,α3,...,αn+1

�

Por lo tanto sólo resta encontrar las integrales

∫ φiu

u
q∗θr,α3,...,αn+1 para 1 ≤ i ≤ n

Lema 2.3.12. Si fijamos z0 = p(u), entonces para cada i ∈ {1, ..., n} se tiene∫ φiu

u
q∗θr,α3,...,αn+1 = −1

k
(1− ζMi)

∫ ri

z0

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

Considerando w → w1/k en la rama principal.

Demostración. Del lema 2.3.7 tenemos∫ φiu

u
q∗θr,α3,...,αn+1 =

∫ φiu

u

x̂2
rdx̂2

x̂3
α3 · · · ˆxn+1

αn+1
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Notando que −x̂2
k = p y haciendo un cambio de variable w = −x̂2

k, se tiene∫ φiu

u
q∗θr,α3,...,αn+1 = −1

k

∫
γi

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

donde γi es la proyección mediante p de la curva que va desde u a φi(u), es decir, γi es un
elemento de π1(Ĉ−R, z0) con ı́ndice uno y rodeando a ri.

Si γ1 es la curva cerrada que encierra a r1 = 0. Si t0 ∈ [0, 1) es tal que z0 = e2πt0 ,
consideremos la circunferencia centrada en 0 y de radio ε > 0 pequeño dada por βε(t) =
εe2πi(t+t0). Sea β la recta que va desde z0 a zε ∈ βε ∩ z0, 0. Luego tenemos que γ1 es
homotópica a la curva β + βε − e2πiβ, donde el factor e2πi se debe a la continuación del
argumento a través de (−∞, 0], como se ve en la figura.

Luego

−k
∫ φiu

u
q∗i∗θr,α3,...,αn+1 = (1− ζr+1)

∫ zε

z0

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

+

∫
βε

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

Notamos que existe una constante positiva C tal que∣∣∣∣∫
βε

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

∣∣∣∣
=

∣∣∣∣∣2π(−ε)
r+1
k

∫ 1

0

e
2πi(r+1)(t+t0)

k∏n
j=2(εe2πi(t+t0) − ri)αi+1/k

dt

∣∣∣∣∣
≤ 2πε

r+1
k C

dado que para ε pequeño las funciones (εe2πi(t+t0)−ri)−αi+1/k son continuas en [0, 1] y por
ello acotadas. Tomando limite ε→ 0 se obtiene∫ φ1u

u
q∗i∗θr,α3,...,αn+1 = −(1− ζr+1)

k

∫ 0

z0

(−w)
r+1
k
−1(w − r2)−α3/k...(w − rn)−αn+1/kdw

Finalmente para γi con i ≥ 2 (la curva encerrando a ri), hacemos un cambio de variables
llevando ri al 0 y luego el resultado se obtiene de forma análoga que en el caso r1 = 0. �

Junto con el lema 2.3.11 obtenemos que
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∫ [γj ,γl]u

u
q∗θr,α3,...,αn+1

= −(1− ζMj )(1− ζMl)

k

∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − r2)α3/k(w − r3)α4/k...(w − rn)αn+1/k

Finalmente para cada generador σ = ρ[φj , φl]ρ
−1 ∈ H1(Ck,n,Z) con ρ =

∏n
d=1 φ

gd
d , se tiene

∫
i◦q◦lσ

θr,α3,...,αn+1

= −ζ
∑n
d=1 gdMd

(1− ζMj )(1− ζMl)

k

∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − r2)α3/k(w − r3)α4/k...(w − rn)αn+1/k

para (r, α1, ..., αn+1) ∈ Ik,n, 1 ≤ j < l ≤ n y 0 ≤ gd ≤ k − 1.

Si denotamos por

W (R, r, α3, ..., αn+1)(w) := − (−w)
r+1
k
−1dw

(w − r2)α3/k(w − r3)α4/k...(w − rn)αn+1/k

se tiene

Teorema 2.3.13. El reticulado i(H1(Ck,n,Z)) está generado por los vectores peŕıodos(
..., ζ

∑n
d=1 gdMd

(1− ζMj )(1− ζMl)

k

∫ rl

rj

W (R, r, α3, ..., αn+1)dw, ...

)
(r,α3,...,αn+1)∈Ik,n

para cada generador lρ[φj ,φl]ρ−1 ∈ H1(Ck,n,Z) con ρ =
∏n
d=1 φ

gd
d y 0 ≤ gd ≤ k − 1.

2.3.3. Convergencia de integrales

Fijemos θr,α3,...,αn+1 y consideremos

I =

∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k(w − λ1)α4/k · · · (w − λn+1)αn+1/k

podemos asumir sin perdida de generalidad que dentro de la recta desde rj a rl no hay
ningún otro ri. Notamos además que Mi/k ∈ (−1, 1) para cada i. Denotemos por rjl al
punto medio entre rj y rl, entonces observamos que sobre rjrjl las funciones |w − ri|Mi

con i 6= j están bien definidas , son continuas y por esto acotadas. Luego sobre rjrjl se
tiene la cota

n∏
i=1

|w − ri|Mi/k ≤ Cj |w − rj |Mj/k

de forma análoga obtenemos sobre rjlrl la cota

n∏
i=1

|w − ri|Mi/k ≤ Cl|w − rl|Ml/k

para Cj , Cl constantes positivas y luego para j, l 6= 0 obtenemos (el caso j = 0 o l = 0 es
análogo)
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|I| ≤
∫ rl

rj

n∏
i=1

|w − ri|Mi/k|dw1/k|

≤ Cj
∫ rjl

rj

|w − rj |Mj/k|dw1/k|+ Cl

∫ rl

rjl

|w − rl|Ml/k|dw1/k|

≤ C ′j
∫ rjl

rj

|w − rj |Mj/k|dw|+ C ′l

∫ rl

rjl

|w − rl|Ml/k|dw|

Haciendo en el primer sumando un cambio de variables z = w − rj obtenemos

∫ rjl

rj

|w − rj |Mj/k|dw| =
∫ rjl−rj

0
|z|Mj/k|dz|

= |rjl − rj |Mj/k

∫ 1

0
tMj/kdt

= |rjl − rj |Mj/k
t(Mj/k)+1

(Mj/k) + 1

∣∣∣∣∣
t=1

t=0

=
|rjl − rj |Mj/k

(Mj/k) + 1
<∞

Análogo con la otra integral, se tiene
∫ rl
rjl
|w − rl|Ml/k|dw| < ∞, por lo que obtenemos la

convergencia de

∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k(w − λ1)α4/k · · · (w − λn+1)αn+1/k



Caṕıtulo 3

Observaciones y posibles trabajos
futuros.

En el caṕıtulo anterior encontramos un conjunto generador para el primer grupo de ho-
moloǵıa del modelo algebraico Ck,n de una curva generalizada de Fermat y junto con la
base encontrada por Rubén Hidalgo en [RH] para el espacio de 1-formas holomorfas, en-
contramos un conjunto generador para el reticulado asociado a la Jacobiana de Ck,n dado
por las entradas de los vectores peŕıodos

−1

k
ζ
∑n
d=1 gdMd(1− ζMj )(1− ζMl)

∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k(w − λ1)α4/k · · · (w − λn+1)αn+1/k

Algunas observaciones y posibles ideas para trabajos a futuro se dejan en este caṕıtulo.

1. Del lema 2.3.7 notamos que para cada φ ∈ Deck(p), la 1-forma

q∗θr,α3,...,αn+1 =
x̂2
rdx̂2

x̂3
α3 · · · ˆxn+1

αn+1

puede ser vista como un vector propio del pull-back φ∗ con valor propio dado
por

ζ(r+1)L(−p,φ)−
∑n+1
d=3 αdL(p−rd−1,φ)

2. Para las curvas de Fermat clásicas Ck,2 con R = {r1 = 0, r2 = 1,∞}, las integrales
a desarrollar son de la forma∫ 1

0

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k
= −ηr−α3+1

∫ 1

0
w
r+1
k
−1(1− w)−α3/kdw

donde η = (−1)1/k. Si recordamos la función Beta

B(x, y) =

∫ 1

0
tx−1(1− t)y−1, Re(x),Re(y) > 0

se tiene ∫ 1

0

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k
= −ηr−α3+1B

(
r + 1

k
, 1− α3

k

)
obteniendo un resultado análogo al de David Rohrlich en [GR] para la curva Xk +
Y k = Zk. La función Beta está ampliamente estudiada y cumple con propiedades

49
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que facilitan encontrar sus evaluaciones sobre los números racionales, como es en
nuestro caso.

En el caso general, nos encontramos con el problema de evaluar las integrales∫ rl

rj

(−w)
r+1
k
−1dw

(w − 1)α3/k(w − λ1)α4/k · · · (w − λn+1)αn+1/k

las que podŕıamos ver como una generalización de las funciones Beta. Un posible
trabajo a futuro se trataŕıa sobre investigar integrales, sus propiedades y en cuanto
se parecen a las funciones Beta, de modo que hagan más fácil su evaluación.

3. Sea φ = [φj , φl] ∈ Deck(p) con j < l ∈ {1, ..., n} y denotemos por κlj a la curva
asociada i ◦ q ◦ lφ ∈ H1(Ck,n,Z). Consideremos los siguientes automorfismos de Ck,n

ai[x1, ..., xn+1] = [x1, ..., ζxi, ..., xn], i ∈ {1, ..., n+ 1}

Recordemos que H = 〈ai : i ∈ {1, ..., n+ 1}〉 ∼= Znk y tomemos como base generadora
los automorfismos a2, ..., an+1. Consideremos ahora la acción sobre cada κlj dada por

aiκ
l
j := ai∗(κ

l
j) = ai ◦ κlj para cada i ≥ 2. Por lo hecho en el caṕıtulo anterior no es

dif́ıcil ver que∫
aiκlj

θr,α3,...,αn+1 =

∫
κlj

a∗i θr,α3,...,αn+1 = ζMi

∫
κlj

θr,α3,...,αn+1

Por lo tanto si consideramos el algebra de grupo Z[H] (grupo abeliano libre generado
por H junto con la operación producto definida por la composición de autormofis-
mos y producto usual de enteros), entonces podemos reescribir lo hecho para los
generadores de H1(Ck,n,Z).

Teorema 3.0.1. Para una curva generalizada de Fermat Ck,n, su primer grupo
de homoloǵıa H1(Ck,n,Z) es un Z[H]-módulo generado por los elementos κlj para
j < l ∈ {1, ..., n} y H ∼= Znk el grupo de automorfismos generado por los a2, ..., an+1.

4. En particular nos interesa estudiar Jac(Ck,n) como una variedad Abeliana, para ello
debemos encontrar una base canónica de H1(Ck,n,Z). Como posible trabajo a futuro,
se podŕıa intentar reducir el conjunto generador a una base con 2gk,n generadores,
para comenzar a estudiar su matriz de intersección. Un punto de partida para esta
reducción es considerar las siguientes relaciones para ζ

∑n
d=1 gdMd :

a)
k−1∑
gi=0

ζ
∑n
d=1 gdMd = 0

para cada tupla fija (g1, ..., gi−1, gi+1, ..., gn) y para cada 1 ≤ i ≤ n.

b)
k−1∑
i=0

ζ
∑n
d=1(i+md)Md = 0

con 0 ≤ md ≤ k − 1 fijos y para cada 1 ≤ d ≤ n.

Las cuales nos entregan las siguientes relaciones en homoloǵıa
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a)
k−1∑
gi=0

(ag12 ...a
gn
n+1)∗κ

l
j = 0

para cada tupla fija (g1, ..., gi−1, gi+1, ..., gn) y para cada 1 ≤ i ≤ n.

b)
k−1∑
i=0

(ai+m1
2 ai+m2

2 ..ai+mnn+1 )∗κ
l
j = 0

con 0 ≤ md ≤ k − 1 fijos y para cada 1 ≤ d ≤ n.
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