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Resumen

En esta tesis se presenta el desarrollo de técnicas de reducciéon de modelos y su parametrizacién
para resolver de manera eficiente problemas de simulaciéon complejos basado en re-andlisis para
modelos de alta dimensionalidad. La modelacién de estos sistemas requiere de un alto costo compu-
tacional para distintos tipos de aplicaciones, tales como, andlisis de incertidumbre, actualizacion
de modelos de elementos finitos, sensibilidad de la confiabilidad, entre otros. Es por esto, que el

desarrollo y aplicacion de herramientas para optimizar estos calculos es fundamental.

En investigaciones anteriores se ha avanzado en el desarrollo de técnicas de sintesis modal con
el fin de resolver eficientemente los problemas antes mencionados. Estas técnicas estdn basadas
en subestructuracién del modelo con reduccién de los modos internos a las subestructuras (fized -
interface modes). En este trabajo se aborda con mayor profundidad la sintesis modal, considerando
adicionalmente la reduccién de grados de libertad de borde utilizando modos caracteristicos (cha-
racteristic normal modes). Se propone una técnica de interpolacién de los modos caracteristicos
enfocada a la parametrizacién del modelo reducido, con lo cual se busca disminuir los tiempos de

céalculo sin perder la calidad de los resultados obtenidos.

Adicionalmente, se incorpora el efecto de los modos internos residuales (residual fized-interface
normal modes) como una correccién a las reducciones antes mencionadas. La consideracién de los
modos residuales, en conjunto con la interpolaciéon de interfaz, generan una metodologia bastante

eficiente para la resolucion de los problemas de simulacién basados en re-analisis.

El desempeno de estas técnicas es evaluado en varios ejemplos de aplicacion, los cuales correspon-
den a modelos de elementos finitos lineales y con no linealidades localizadas, sometidos a acciones
ambientales modeladas como procesos estocasticos. Estos modelos corresponden a problemas de al-
ta dimensionalidad debido a la gran cantidad de grados de libertad y parametros involucrados. Por
otro lado, se consideran la incertidumbre en las propiedades de los modelos mediante la utilizacién
de campos aleatorios, los cuales entregan una estrategia de modelacion realista del comportamiento

de las incertidumbre en los sistemas estructurales.

Palabras Clave: Técnicas de Reduccion, Parametrizacion, Interpolacion de Interfaz, Modelos de

Elementos Finitos, Simulaciones Basadas en Re-andlisis, Campos Aleatorios.
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Abstract

This thesis presents the development of an effective model reduction and parameterization tech-
nique to solve simulation problems based on analysis of high dimensional models, which involve a
high computational cost. Some examples of these types of analysis include: uncertainty analysis,
finite element models updating, reliability-based design, among others. The development of appli-

cation and tools to improve the efficiency of this process is fundamental.

In previous research, progress has been made based on modal synthesis techniques in order to
efficiently solve the aforementioned problems. These techniques are based on the substructuring
of the model with the reduction of the internal modes, also called fixed - interface normal modes.
In this work, the interface reduction based on the characteristic normal modes is considered in a
deeper way. An interpolation scheme for approximating the interface mode is proposed in order
to improve the parameterization efficiency. With this technique the computational cost is reduced

without losing the quality of the results.

Additionally, the effect of the residual normal modes is incorporated as a correction to the afo-
rementioned reductions. The residual effects in addition with the interpolation scheme conform a

efficient methodology for the resolution of re-analysis based problems.

The performance of these techniques is evaluated in several application examples, which corres-
pond to linear and localized non-linear finite element models, under environmental actions modeled
as stochastic processes. These models correspond to problems of high dimensionality due to the
large number of degrees of freedom and parameters involved. On the other hand, the uncertainty
in the properties of the models is considered through the use of random fields, which provide a

realistic modeling strategy of the behavior of the uncertainty in the structural systems.

keywords: Reduction Techniques, Parametrization, Interpolation Schemes, Finite Element Mo-

dels, re-analysis based problems, Random Fields.
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Glosario

10.

. Método de elementos finitos: Método numeérico general utilizado para la aproximacion de

soluciones de ecuaciones diferenciales parciales asociadas a diversos problemas de ingenieria

y fisica.

Modelo de elementos finitos: Modelo computacional que permite analizar el comporta-

miento de un sistema determinado.

Métodos de simulacién: Métodos que proporcionan soluciones aproximadas de una gran
variedad de problemas matematicos posibilitando la realizaciéon de experimentos con muestreo

de nimeros pseudoaleatorios en una computadora.

Probabilidad de primera excursién: Probabilidad de que cierta cantidad estocastica

sobrepase un valor umbral dado dentro de un intervalo de tiempo determinado.

Probabilidad de falla: Probabilidad de que ciertas respuestas de interés superen un valor
umbral predefinido. El concepto de falla no implica necesariamente el colapso del sistema

analizado, s6lo que un umbral determinado se excede.

Confiabilidad estructural: Probabilidad de que dentro de un periodo de referencia se

satisfagan las condiciones de desempeno preestablecidas.

Propagacién de incertidumbre: Efecto de la incertidumbre en propiedades de un sistema

sobre la respuesta de éste al estar sometido a una excitacién.

Post-procesamiento: Accién de reutilizar la informacién obtenida mediante un andlisis de
confiabilidad.

Costo computacional: Tiempo necesario para realizar un determinado proceso en un compu-

tador.

Campo Aleatorio: Distribucion espacial aleatorio de las propiedades de un sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

La solucién de muchos problemas complejos de simulacion que involucran modelos de elementos
finitos requiere de un alto ntimero de andlisis. Este tipo de problemas incluye una serie de problemas
de importancia practica tales como identificacién bayesiana, andlisis de confiabilidad, optimizacién
estructural, entre otras [1-6]. Estos problemas tienen un amplio espectro de aplicacién en dreas
tales como ingenierfa sismica, ingenieria nuclear, ciencia de materiales, ingenieria de costas afue-
ra, entre otros. Los costos computacionales correspondientes, cuando modelos de elementos finitos

de alta dimensionalidad estan involucrados, pueden ser prohibitivos desde el punto de vista préctico.

Con el fin de resolver este tipo de problemas se han desarrollado técnicas de reduccién de mode-
los de elementos finitos. En particular, se tienen como base para este trabajo las técnicas de sintesis
modal [7,8], las cuales han sido abordadas en trabajos anteriores [1,9]. Esta técnica involucra di-
vidir la estructura en un nimero de subestructuras seleccionadas de manera apropiada, lo cual es
conveniente para el andlisis y diseno de sistemas complejos cuyas componentes usualmente se tra-
bajan en forma independiente. Posterior a la subestructuracion, para cada subestructura se genera
un modelo reducido, los cuales son ensamblados para obtener un modelo reducido global de la es-

tructura. Lo anterior, se logra mediante los llamados fized-interface normal modes e interface modes.

La técnica estandar para definir los modelos reducidos se basa, en general, en la consideracién
de solo algunos fized-interface normal modes y la totalidad de los interface constraint modes. A
pesar que una importante reduccién se puede realizar individualmente en cada subestructura, dicha
reduccién no afecta a la interfaz. Esto podria ser un problema por ejemplo para mallas de elemen-
tos finitos muy finas en las zonas de interfaz, o cuando se tienen muchas subestructuras. En esos
casos la dimensién del modelo reducido puede estar dominada por el niimero de grados de libertad
de interfaz. Para reducir dicho nimero de grados de libertad, una serie de aproximaciones estan

sugeridas en la literatura [10-14].

En particular, un metodo basado en modos caracteristicos (characteristic constraint modes) es
bastante atractivo conceptual y computacionalmente [14]. Los characteristic constraint modes son

generados en términos de los interface constraint modes y de los vectores propios obtenidos de un
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analisis de valores y vectores propios de una particion de la matriz de masa y rigidez asociadas a
la interfaz en el modelo reducido que considera todos los grados de libertad de interfaz. La base
de vectores propios resultantes pueden ser truncada, obteniendo un modelo mucho mas reducido.
Dichos modos tienen gran significaciéon en el movimiento de la interfaz y en la transferencia de

vibracién entre las subestructuras [14,15].

En conjunto a la reducciéon basada en modos dominantes para el interior de las subestructuras
y en modos caracteristicos para la interfaz, se incorporan explicitamente la contribucién de los resi-
dual fized-interface normal modes [16,24], en la técnica que se denomina correccidn estatica [17,18].
Al incorporar esta técnica se logra una importante mejora en la estimacion de valores y vectores

propios [16,19].

Las técnicas de reduccién desarrolladas en este trabajo son complementadas con una para-
metrizacién eficiente del modelo de elementos finitos [20]. Aunque las subestructuras se modelen
dependiendo de solo un pardmetro, las interfaces dependen del conjunto de ellos, por lo que las
parametrizaciones utilizadas para los modos interiores no son aplicables. En consecuencia, el pro-
blema de valores y vectores propios de la interfaz para el calculo de los characteristic constraint
modes debe ser incorporado en los andlisis, lo que requiere de un esfuerzo computacional adicio-
nal. En este trabajo se aborda esta problemédtica proponiendo la utilizacién de bases de modos
caracteristicos que permitan aproximar estos vectores en los nuevos puntos de andlisis mediante
interpolaciones. Este esquema esta basado en algunas ideas de [21]. Con lo anterior, se espera aliviar
el costo computacional del problema de interfaz, obteniendo modelos reducidos parametrizados que
pueden ser utilizados para aproximar la respuesta estructural sin perder la exactitud de los resul-
tados. La efectividad de las técnicas de interpolacion incorporadas a la reducciéon de modelos de
elementos finitos es evaluada en una serie de problemas de simulaciéon compleja con modelos de alta

dimensionalidad, tanto lineales como con no-linealidades localizadas.
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1.1. Estructura del trabajo de tesis

La presente tesis esta constituida por 8 capitulos, los cuales fueron organizados de acuerdo a
una secuencia légica que va desde la formulacién del problema hasta los resultados y conclusiones.

La disposicion de los capitulos es la siguiente:

= Capitulo 1: Presentaciéon de los detalles y la importancia del tipo de problema abordado en

esta tesis. Se indican los objetivos generales y especificos.

= Capitulo 2: Se revisan los esquemas de sintesis modal mediante los cuales es posible generar

un modelo reducido del sistema estructural.

= Capitulo 3: Se desarrollan las parametrizaciones a las distintas variantes de modelos redu-

cidos para su aplicacién a problemas de re-analisis.

= Capitulo 4: Se presenta una técnica de interpolaciéon a nivel de interfaz para mejorar la

eficiencia de la parametrizaciéon de los modelos reducidos con reduccién de interfaz.

= Capitulo 5: Se presentan las aplicaciones en que serdn evaluadas las técnicas de interpolacién

incorporadas a la parametrizaciéon de los modelos reducidos.

= Capitulo 6, 7, 8, 9 y 10: Se desarrollan cinco ejemplos numéricos que demuestran la

aplicabilidad del método propuesto.

= Capitulo 11: Se exponen las conclusiones del trabajo desarrollado y se plantean problemas

a abordar en el futuro.

1.2. Objetivos Generales

1. Generalizacion del método de sintesis modal considerando condensacion de grados de libertad

de borde e interfaz.
2. Desarrollo de técnicas de aproximacién para los modos caracteristicos de interfaz.

3. Parametrizacion y aproximacion de subestructuras dependientes de parametros correlaciona-

dos, los cuales son caracterizados mediante campos aleatorios.

4. Aplicacion de técnicas eficientes de sintesis modal a problemas complejos de simulacion.
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4 Capitulo 1. Introduccién

1.3. Objetivos Especificos

1. Implementacién de técnicas de aproximacién para los modos caracteristicos de interfaz.

2. Modelar la incertidumbre de los parametros del sistema estructural a través de funciones de

distribucién probabilisticas.

3. Obtener la respuesta dindamica de sistemas estructurales lineales y con no-linealidades singu-

lares utilizando modelos reducidos.

4. Adaptar la implementacién computacional de simulaciones de tipo Subset Simulation para la

evaluar la eficacia de las técnicas de reduccién de modelos propuestas.

5. Implementar computacionalmente simulaciones de propagacién de incertidumbre para evaluar

la eficacia de las técnicas de reduccién de modelos propuestas.
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1.4. Formulacién del problema

En el contexto de los problemas de simulacién mencionados anteriormente, se deben realizan
un alto nimero de analisis dindmicos para distintas combinaciones de los pardametros que definen
el modelo de elementos finitos. Para un grupo bastante general de sistemas estructurales dindmicos

se puede describir su comportamiento por la siguiente ecuacién de movimiento
M(0)&(t) + C(0)x(t) + K(0)x(t) = Ryu(0,x(t),&(t), 2(t)) + F(t,w) (1.1)

donde x(t) es el vector de desplazamiento de dimensién n, &(t) es el vector de velocidad, &(t) es
el vector de aceleracién, R, es el vector de fuerzas restitutivas de los dispositivos no lineales, z(t)
es una variable adimensional que describe el estado de las componentes no lineales y F' es el vector
de fuerzas externas. Las matrices M, C' y K describen la masa, amortiguamiento y rigidez del
sistema, respectivamente. Estas matrices y los dispositivos no lineales son funcién de la variable 6
que representa los pardmetros que describen el modelo. El vector de fuerzas externas F', depende
de las incertidumbre en la solicitaciéon w. La solucién del sistema depende de los parametros que
describen el modelo y de la incertidumbre asociada a las solicitaciones. La evolucién del conjunto

de variables z(t) esta definida por la ecuacién diferencial de primer orden
2(t,0) = k(0,z(t), z(t), z(t)) (1.2)

donde K representa un vector funcién no lineal. De esta forma se pueden modelar diferentes tipos
de no linealidades incluyendo histéresis y degradacién [22,23]. De la ecuacién (1.2) se observa que
el conjunto de variables z(t) es funcién de los desplazamientos x(t) y velocidades @(t) ademds de
los pardmetros del sistema 6. Por lo tanto, las ecuaciones (1.1) y (1.2) constituyen un sistema de
ecuaciones diferenciales no lineales acopladas para x(t) y z(t). Esta formulacién es adecuada para
problemas en los que la mayor parte de las componentes se comportan de manera lineal y solo
algunas de manera no-lineal. Este tipo de problemas incluye sistemas con dispositivos de control

de vibraciones tales como disipadores, aisladores, entre otros.

Si se divide el modelo estructural en Ny subestructuras y reescribiendo las coordenadas del
sistema x(t) en coordenadas interiores a las subestructuras x;(t) y de interfaz x;(t), las matrices

de masa M (0) y rigidez K (@) pueden ser reescritas como

M) (Y MY
e . i (1.3)
T 1 . 7 1 S17F
T [M’Lb v’“sz'b" ] T [Mbb"'”Mbb ]T

(K}, .. KN (K, K02
K — " ’ ’ (1.4)
~T T T, ~T o
T K ,..KN"] T [Kp,...Ky T

donde i y b contienen los grados de libertad internos y de interfaz (o borde) de la subestructura
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s respectivamente. Las matrices M3, M3, M;, K, K} y Ky, con s = 1,..., N, representan
las particiones de la matrices de masa y rigidez de la subestructura s asociadas a los grados de
libertidad internos i y de interfaz b. Por otro lado la matriz T es una matriz de transformacién que
mapea las coordenadas de borde de cada subestructura al conjunto de coordenadas de borde del

modelo ensamblado.

El conjunto de coordenadas puede ser expresado en términos de las coordenadas modales in-
ternas ¢q,; y las coordenadas modales de interfaz m; [7,14], como se presenta en las ecuaciones
(1.5) y (1.6). Es importante mencionar, que el desarrollo y explicacién detallado de las ecuaciones

expuestas a continuacién es presentado en el capitulo (2).

zi(t) = (@i, BN Qua(t) + (R, o, ORI (2) (1.5)
xp(t) = X (t)

donde [®}y, ..., 8] corresponden a los fived-interface normal modes dominantes, [¥},, ..., ¥l
son los interface constraint modes y Y son los modos de interfaz. Al utilizar estas coordenadas
es posible realizar la reduccién del modelo, dejando algunos de los fixed-interface normal modes
y algunos de los modos de interfaz. Para cada muestra 8 en un problema de re-anélisis, se debe

resolver el problema de valores y vectores propios de interfaz
K (0%)Y(6%) — M (6")Y;(6")Q;(6%) =0 (1.7)

donde Ky M corresponden a la particién de la matriz de masa y rigidez asociada a la interfaz.

Q7 son los valores propios del problema.

En este trabajo se desarrolla una técnica para obtener de manera eficiente los modos de inter-
faz y modos caracteristicos de la ecuacién (1.7), aliviando el costo computacional del problema de
valores y vectores propios. De esta forma la reduccion de interfaz resulta una herramienta eficiente

para simulaciones complejas.
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Capitulo 2

Sintesis Modal

En este capitulo se describen las técnicas de reduccion utilizadas en este trabajo. En particular, se
utilizan técnicas de Sintesis Modal, utilizando como base el método conocido como Craig-Bampton
[7], mediante el cual es posible llevar el modelo completo de elementos finitos a un modelo reducido
con un nimero mucho menor de grados de libertad. A esta metodologia, se incluye la reduccién
de interfaz global. Posteriormente se considera el aporte explicito de los modos normales residua-
les. La ventaja de aplicar estas metodologias es que permite reducir considerablemente los costos
computacionales asociados al andlisis de la estructura, esto sin afectar la exactitud de los resul-
tados. Ademads, debido a las caracteristicas de las matrices involucradas en la transformacion, es
posible definir, bajo ciertas condiciones, un esquema de parametrizacion el cual permite controlar
las propiedades de la estructura de manera eficiente, lo cual es muy ventajoso para los problemas

de simulacién.
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2.1. Subestructuracion

Para presentar el desarrollo de las técnicas de reduccion de modelos en base a la sintesis modal,
considere la figura (2.1), en la cual se esquematiza un sistema estructural compuesto por marcos y

un dispositivo de disipacién de energia con comportamiento no-lineal.

Sistema Estructural Modelo Idealizado

NI
7\

Figura 2.1: Marco con disipador

Elemento no-lineal
localizado

El sistema estructural es caracterizado por la ecuacién de movimiento:
Mi(t)+ Cx(t) + (K, + K.)x(t) = Ry(u(t), u(t), z(t) + Kex(t) + F(t) (2.1)

donde x(t) representa el vector de desplazamiento de dimensién n, &(t) es el vector de velocidad,
&(t) es el vector de aceleracién, R, es el vector de fuerzas restitutivas de los dispositivos no
lineales, z(t) es una variable adimensional que describe el estado de las componentes no lineales y
F es el vector de fuerzas externas. Las matrices M y C representan la masa y amortiguamiento
del sistema. La matriz K; representa la rigidez de las componentes lineales, mientras que la matriz
K, representa la rigidez efectiva de las componentes no-lineales. De esta forma la ecuacién de

movimiento puede reescribirse como [25]
Mi(t) + C(t) + Kz(t) = R(t) (2.2)

donde K = K; + K es la rigidez eldstica del sistema y R(t) es la carga externa efectiva. Debido a
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la no-linealidad de las cargas, este problema se resuelve en forma iterativa, lo cual se detalla en [25].

La evolucién del conjunto de variables z(t) esta definida por la ecuacién diferencial de primer

orden

2(t) = rk(x(t), z(t), z(t)) (2.3)

donde K representa un vector funcién no lineal. De esta forma se pueden modelar diferentes tipos
de no linealidades incluyendo histéresis y degradacién [22,23]. De la ecuacién (1.2) se observa que
el conjunto de variables z(t) es funcién de los desplazamientos x(t) y velocidades @(t). Por lo tanto,
las ecuaciones (2.2) y (2.3) constituyen un sistema de ecuaciones diferenciales no lineales acopladas
para x(t) y z(t).

Para reducir el tamano de las matrices correspondientes al modelo estructural, se requiere reali-
zar una subestructuracion. La idea basica de esta, es generar una particién de la estructura original
en un numero determinado Ny de subestructuras, como se presenta en la figura (2.2), donde se

divide el sistema estructural de ejemplo en Ny = 7 subestructuras.

q%
o

L

T
:
(=)
v

$

®="p
o

v
¢ £l>—>+

==t CH;
™

E[
-

I}_:cz

* Nodos de borde Li'—»xb

- s 1.
= ¢ .ﬁ
® 4

o Nodos Interiores

—l

==
o G
- G

Figura 2.2: Subestructuracién Figura 2.3: Esquema grados de libertad

En la figura (2.3) se esquematizan los grados de libertad interiores @{,s = 1,...,7 correspon-
dientes a los nodos interiores, representados con circulos blancos. Ademds, se esquematizan los
grados de libertad de interfaz xj,s = 1,...,7, correspondientes a los nodos de borde, los cuales
son representados con circulos negros. Los grados de libertad de interfaz x; € R™ incluyen los
grados de libertad que son comunes entre subestructuras adyacentes, mientras que los grados de
libertad internos x; € R™ no son compartidos con ninguna subestructura adyacente. El vector de

coordenadas fisicas de todas las subestructuras &(t) queda expresado como

z(t)! = (2.4)
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10 Capitulo 2. Sintesis Modal

donde ;(t)T =< =} ()T, ..., 2" ()T >€ R™, n; = BN n? es el vector de coordenadas fisicas de los
grados de libertad internos de todas las subestructuras y zy(t)7 =< x} ()7, ...,mév‘”‘ )T >e R™,
ny, = Ef\i’lné es el vector de coordenadas fisicas de los grados de libertad de las N, interfaces
independientes, donde né es el numero de grados de libertad para la interfaz [, notar que n;+n, = n,
con n el numero total de grados de libertad.

Las coordenadas de interfaz independientes x; ()7 se relacionan con las coordenadas de interfaz
de todas las subestructuras @pa(t)” =< xp, ()7, ..., s ()7 >€ R™4 nyg = BN+ 02 por medio de

la matriz de transformacién T, esto es
.’Bbd(t) = T.’Bb(t) (25)

Es importante mencionar que las coordenadas de interfaz de cada subestructura :cf)d(t)T pueden

contener una o mas coordenadas de interfaz independientes :L'é(t) , =1, Np.

Para relacionar el vector de coordenadas fisicas de todas las subestructuras Z(¢) con el vector

de coordenadas fisicas de la estructura x(t) se utiliza la matriz de transformacién L, esto es

z(t) = La(t) (2.6)

Para cada subestructura lineal s, s = 1, ..., Ny la siguiente particién a la matriz de masa M® €

R™*"" vy matriz de rigidez K°® € R™ *™ es considerada

S S S S
bi bb bi bb
donde ¢ y b contienen los grados de libertad internos y de interfaz (o borde) de la subestructura s

respectivamente.

Acoplando las matrices de masa y rigidez de todas las subestructuras y utilizando la matriz
de transformacién T de la ecuacién (2.5), se obtienen las matrices de masa y rigidez de todo el

sistema.

(M}, ..., MY (M}, ..., M})°]
Me: T T NT T N (28)
e 1 s T 1 17T
T M} ..M T [Mi,.. My T

(K}, .., KN (K, ., K2
K, — i ’ (2.9)
~T T ~T ~
T (K, KN T (K}, .. KNT

1

donde la notacién [M;, ..., M g] es equivalente a un acople diagonal por bloques como el repre-
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sentado por

ML .. o0

(23

(MG, M= | L (2.10)

(X3l
N
0o .. M}

Con estas matrices es posible calcular las propiedades dinamicas del sistema al resolver el pro-

blema de valores y vectores propios
K.p,—M.p ,Q2.=0 (2.11)

donde (£2.)'/? son las frecuencias de la estructura y los modos de la estructura ¢, son obtenidos
de

¢.= Lo, (2.12)

Para la generacién de los modelos reducidos, el anélisis dindmico de la estructura se desarrolla
en base a los fized-interface normal modes y los interface constraint modes. Los primeros, describen
el comportamiento dindmico interno a la subestructura y son calculados restringiendo los grados

de libertad de borde de la subestructura y resolviendo el siguiente problema:
Kfz‘I’fz - Mfzq)szfz =0 (2.13)

donde ®;; contiene todos los ni fized-interface normal modes, y A, corresponde a la matriz de
los valores propios. Los interface constraint modes son calculados estaticamente imponiendo un
desplazamiento unitario a los grados de libertad de interfaz zj uno a la vez mientras el resto de los
grados de libertad de borde se mantienen fijos. Ademds, se asume que no hay fuerzas externas en

los grados de libertad internos. Lo cual queda expresado por:

ki K| e o o1
s T S S Rs
ib bb bb bb

donde la parte interior de los interface constraint mode queda expresado por W5, = —K?3, ' K3, €

s s . .

R™*™ [7] y Ry, representa las reacciones en la interfaz. Los modos de las subestructuras se usan
. " i6n Ty . v , .

ara definir la matriz de transformacién Ty que relaciona el vector de coordenadas fisicas de todas

las subestructuras &(t) con el vector de coordenadas modales internas gq;(t), esta es

E(t) = Top %) (2.15)

(L'b(ﬁ)

donde ¢;(t)T =< q}(t)T, ..., g~ (t)T >€ R™, notar que n; + n, = n. La matriz de transformacién
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12 Capitulo 2. Sintesis Modal

T, queda de la forma [9,24]

(@}, ..., ®N°] [P, ..., ON]T

T = (2.16)

donde I es la matriz identidad.

Como ejemplo de fized-interface normal modes se presenta la deformacion asociada a < ‘I'hT, 0>,
correspondiente a uno de los modos internos de la subestructura S;. Ademaés, como ejemplo de in-
terface constraint modes se presenta la deformada asociada a < \IIhTT, [1,...,0] >, correspondiente
a uno de los modos asociados a la deformacién de uno de los grados de libertad de la interfaz entre

las subestructuras S7 y So.

3 ! ZL% I

Figura 2.4: fized-interface normal mode Figura 2.5: interface constraint mode

2.2. Modelo reducido basado en modos dominantes

De las ecuaciones (2.15) y (2.16) el vector de coordenadas fisicas de los grados de libertad internos
de todas las subestructuras x;(t) es desarrollado en términos de los fized-interface normal modes y
los interfaces constraint modes. Los fized-interface normal modes pueden ser descompuestos en los

modos dominantes y residuales. Con lo anterior el vector x;(t) se puede reescribir como:
(1) = [®ig, s B 1Qia(t) + (@], oo @115, (1) + [Wi, oo, Uiy | T (2) (2.17)

donde ®5; € R4 son los fized-interface normal modes dominantes, ®. € R son los fired-
interface normal modes residuales (nf;+nj,. = nj), qz;l =< q%dT, . qf\!fT >yql =< qilTT, e qﬁXsT >
son los correspondientes fized-interface normal modes dominantes y fized-interface normal modes
residuales de todas las subestructuras. En la formulacion estandar la utilizacién de los fized-interface

normal modes dominantes define la reduccién del modelo. Entonces, el vector de desplazamientos
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global Z(t) queda aproximado por:

q;q(t) (@4, @1y ] (Wi, oo, UL IT
() ~Tpd o Tp=| " 4 ”’ ’ (2.18)

xy(t) 0 I

donde T'p es la matriz de transformacién reducida denominada matriz de transformacién Craig-
Bampton [1,27]. Usando esta matriz de transformacién y normalizando los fized-interface normal
modes dominantes de cada subestructura por la matriz de masa M, correspondiente, de forma que
&3, M3, = I,y 65, K55, = AS,, las matriz de masa reducida M p = THM T € R"0*np

y la matriz de rigidez reducida Kp = TgKeTD € R"pX"D np = Ei\élnfd + ny tienen la forma
[14,21]:

~ 1 ~ Ny, ~
A I,..1 ) [Mib,...,MibJ]VT Ky [Abg, s AL 0 )
~T 1 ~ N, ~T 1 ~ N, ~ ~T -1 o N, ~
T [MibT7~~7Mib T] T [Mbbw‘wab }T 0 T [Kbbv"'vab ]T
(2.19)

Crs s T s s s T s -5 S T'\TsS s Cré s T s s s
donde M, = ®;;" M7;W5, + ®;" M3, Ky, = K37 W5, + Ky, y My, = (95," M3, + M3,) %5, +
M, + My, Las dimensiones de las matrices reducidas puede ser sustancialmente menores que

las dimensiones de matrices no reducidas np < n.

Utilizando las matrices reducidas M p yv K p se pueden obtener aproximaciones para las fre-

cuencias y modos de la estructura, al resolver
KDC,OD*MDQODQDZO (220)

donde (€2 D)l/ 2 es la aproximacién de las frecuencias del sistema estructural y la aproximacién de
los modos ¢, esta dada por
vsp =LTpyp (2.21)
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14 Capitulo 2. Sintesis Modal

2.3. Reduccion de Interfaz

El numero de grados de libertad de interfaz en el modelo de elementos finitos es determinado por
el mallado que se realice. Si la malla es fina en las regiones de interfaz, especialmente en aplicaciones
en las que se utilizan lineas y superficies que se acoplan, o si hay muchas subestructuras, puede
generar matrices de interfaz relativamente grandes. Consecuentemente, seria deseable reducir el
nimero de grados de libertad de interfaz. En este campo hay varias aproximaciones propuestas.
Entre éstas, las que se basan en los characteristic constraint modes han probado tener mayor
precisién y se adoptan en este trabajo [14,20]. La aproximacién corresponde a un problema de

valores y vectores propios sobre la particién de interfaz de las matrices de Masa y Rigidez, de forma

K[T[—M]TIQI:O (222)

donde
T 1 . N -~ ~T 1 Ny~

M; =T [My, ..My, |T, K;=T [Ky, ... Ky, |T (2.23)
la matriz Y ; contiene los n; modos de interfaz y € es la matriz diagonal que contiene los corres-
pondiente valores propios. Dejando los modos de interfaz normalizados respecto de M se tiene
que T?MITI = I, donde I es la matriz identidad, y T?KITI = ;. Es importante mencionar
que el numero de modos de interfaz seleccionados puede ser bastante pequeno respecto al total de
grados de libertad de interfaz, n; < np. Dejando un grupo de modos de interfaz para representar

el vector de coordenadas fisicas en las N, interfaces independientes @y (t) se tiene
xp(t) = Y m;(t) (2.24)

donde n;(¢) son las coordenadas modales de interfaz. Usando la representacion de la ecuacién (2.18)

se tiene
qzd(t) [(I’ldaai’f\[b] [\Illb77\Ilbe]TTI
(1) ~ Tpr , Tpr=| o ’ (2.25)
1 (t) 0 Y,

donde la correspondiente matriz de masa reducida M p; = TgIMeTDI € R"pIxXnoI v la matriz

de rigidez reducida K py = TgIKeTDI € R"RIX™DI = Zivzslnfd + ny estan dadas por

~ 1 ~ Ng. ~
[I,..1I] [M,, ..., M, |TY; ALy, ., AN:] 0
Mp; = o N , Kpr=
YT [M,T . My, ] I; 0 Q
(2.26)

Las matrices de masa y rigidez son diagonales con términos fuera de la diagonal solo en la matriz
de masa. La matriz X7 = [\Il%b, ey \IIZI.XS]TTI € R"*" dentro de la matriz de transformacién T py
puede ser interpretada como una combinacién lineal de los interface contraint modes ponderada

por los modos de interfaz y referida a los grados de libertad internos de todas las subestructuras
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(z;(t)). La columna formada por X 1y Yy

Y., = (2.27)
Y

corresponde a los denominados characteristic constrint modes los cuales entregan una aproximacién
de los modos de deformacién principales para la interfaz. En forma ilustrativa en las figuras (2.6)
y (2.7) se presentan las deformaciones correspondientes a los 2 primeros modos caracteristicos de

la estructura ejemplo.

z z
X X
Figura 2.6: Y. Figura 2.7: Yo

Utilizando las matrices reducidas Mp; v Kpy se pueden obtener aproximaciones para las fre-

cuencias y modos de la estructura, al resolver

Kprepr —MprepQpr =0 (2.28)

donde (2p 1)1/ 2 es la aproximacién de las frecuencias del sistema estructural y la aproximacién de
los modos ¢, esta dada por

vspr = LT prepr (2.29)

En resumen, dependiendo del tipo de respuesta y el rango de frecuencia de interés, los fized-
interface normal modes dominantes y los characteristic constraint modes pueden definir un modelo
reducido con una gran reducciéon de grados de libertad, esto es np; < n. La seleccién del niimero
de coordenadas modales depende del problema en particular. Como una guia general los modos
normales con una frecuencia natural menor a un multiplo de una frecuencia de corte (mayor a la
frecuencia de interés) son una potencial forma de seleccionar los modos a ser retenidos. Valores

especificos son entregados en los ejemplos de aplicacién.
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16 Capitulo 2. Sintesis Modal

2.4. Contribucién de los modos residuales

De la Eq. (2.17) se observa que el vector de coordenadas fisica de los grados de libertad inter-
nos de todas las subestructuras x;(t) es expresado en términos de los fized-interface normal modes
dominantes y residuales en conjunto a los interface contraint modes. Recordar que la formulacion
estandar considera solo la contribucion de los modos dominantes. Claramente, si se considera la
contribucién de los modos residuales en el andlisis, se espera que la aproximacién en la respuesta

sea mejorada.

2.4.1 Correccién Estatica

En la presente formulacién la contribucién de los fixed-interface normal modes residuales en la
respuesta de los grados de libertad interna de cada subestructura x(t), s =1, ..., N, es aproxima-
da utilizando la llamada correccién estatica. En esta direccion, el problema de vibraciones libres
sin amortiguamiento es considerado, referido a las coordenadas modales < g;,(t)T,n(t)T >. La

correspondiente ecuacion de movimiento esta dada por

q;q(t) q;4(t)
Mp; + Kpg =0 (230)

77 (t) n(t)

de la primer fila de esta ecuacién se observa que el vector de las coordenadas internas de todas las

subestructuras g,,(t) satisface la ecuacién

.. ~ 1 ~ N, ~ .

q;q(t) + [A}lda -~'7Afi\iis]qid(t) =—[M, ... My, |TY7,(t) (2.31)
utilizando la definicién de M jb, s = 1,..., Ny y la definicién de la matriz de los interface constraint
modes W3, s = 1,...,Ng, la ecuacién (2.31) se puede reescribir como

Gia(t) + [Aday - AL 1Qia(t) = = (@557, .o, @1 TIM T i (1) (2.32)
donde
My = (MY — MLKL ™ MY — MNKN-T (2.33)

Combinando las ecuaciones (2.5) y (2.24) se tiene @pq = TY1;(t), y por lo tanto la ecuacién

de movimiento anterior, a nivel de subestructura, se transforma en
@a(t) + Ajadia(t) = —®5" My dd(t) , s = 1,..,N; (2.34)

donde M, = M3, — M3 K3 ', La contribucién de los modos altos de las subestructuras (residual

fixed-interface normal modes) a la respuesta de los grados de libertad internos es por medio de la
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Capitulo 2. Sintesis Modal 17

carga M j@;d(t), la cual es aproximada por la correccién estitica [17,18]. Esto es razonable en
el sentido que los modos de alta frecuencia responden esencialmente en forma estética cuando son
excitados por bajas frecuencias. La correccién estitica toma la forma —F° M, &5 ;(t) donde F°
es la flexibilidad residual correspondiente al problema de los fized-interface normal modes de la
subestructura s dado por

F° = Kfi_l - fdAde_l‘I’de (2.35)

Usando la contribucién de los residual fized-interface normal modes y las ecuaciones de (2.18) es
claro que el vector de coordenadas fisicas de los grados de libertad internos de cada subestructura
puede ser expresado mediante

3 (t) = B35, + Whai,(t) — F°Myid(t) , s = 1,..,N; (2.36)

desde aqui el vector de coordenadas fisicas de los grados de libertad de todas las subestructuras

puede ser escrito como
xi(t) ~ [®ry, o, @) @i () + [Bhyy o, ONIT Y (t) — FM T 1ij(t) (2.37)

donde F' es una matriz diagonal por bloques que contiene las flexibilidades residuales de todas las

subestructuras, de la forma [Fl, s FNS].

2.4.2 Matriz de transformacion mejorada

Usando la aproximacién para x;(t) el vector de coordenadas fisicas de todas las subestructuras

Z(t) puede ser expresada como

B x;i(t) q;q(t) 0 —FMuTY| |d;4t)

xp(t) n;(t) 0 0 7 (t)

Luego, la relacién entre el vector de coordenadas modales < q;;(t)”,n;(t)T > y las segundas

derivadas es aproximada considerando (2.30). Esto es

qiq(t) qiq(t)
’ = —Mp,'Kp{ " (2.39)

77 (t) n(t)

v la ecuacién (2.38) puede ser escrita de la forma

(¢
z(t) ~ [Tp; + Tg %ialt) (2.40)

n(t)
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18 Capitulo 2. Sintesis Modal

donde
0 FM,TY;| . .
Tr= Mp;'Kp; (2.41)
0 0

es la matriz de transformacién que aparece de la contribucién de los fized-interface normal modes

residuales. Considerando la particién de la masa reducida M p; se tiene

I+MT(I[ — MTTMT)_lMTT —MT(I[ — MTTMT)_l
Mp, = (2.42)

—(I; — M~xTM~y) ' M~T (It — M~xTM~y)™!

-1 - N,
donde My = [My, ... M,

(2.41) y la matriz M p 1 'K pr, la matriz de transformacién T queda expresada de la forma

JTY ;. Realizando el producto entre la matriz particionada de 2 x 2 en

Tri Tro
Th— (2.43)

0 0

con
Tr = —FMpTY (I - MyM~y) "MyA , Tgy = FMTY (I - MYM~y)'Q;  (2.44)

donde A = [A}ld, ...,Ag’;}. La matriz Tprr = Tpr + T r queda dada por

(@), ®0] (O, .., ONTY
Tprr =
0 Y;
(2.45)

—FMuTY (I - MXM~y)""MyA FMyTY (I - MIMy)'Q;
_|_
0 0

La matriz Tprr representa una matriz de transformacién mejorada, la cual incorpora la con-
tribucion de los modos residuales en forma explicita en el andlisis. Es importante mencionar que
todas las matrices involucradas en la definicién de T'r estan disponibles previamente en la formu-
lacién basada en los modos dominantes y en la reduccién de interfaz (matriz de transformacién
Tpr). Ademds, es importante mencionar que el termino I — M ?M v que aparece en la matriz de
transformacién T' i y la cual es invertida, es de dimensién ny X ny, donde n es el niimero de modos
de interfaz seleccionada (n; << np). Esto es, si el nimero seleccionado de modos de interfaz es

pequeno, el costo computacional de invertir esta matriz no sera alto.

En esta seccién se presenta el desarrollo para el caso con reduccion de interfaz, siguiendo los

mismos pasos es posible obtener la correccién para el modelo sin reduccién de interfaz [9,24].
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2.4.3 Matrices Reducidas

Usando la matriz de transformacién mejorada la correspondiente matriz de masa reducida

Mprr € R"2I*"D1 v la matriz de rigidez reducida Kprg € R"PI*"PI queda definida como

Mprr = (Tpr+Tr)"M.(Tp; +Tr)

2.46
=Mp;+TEM Tpr+ (TEM . Tpr)' + TEM, Tr (2.46)

Kpir= (Tpr +Tr)"K.(Tpr +Tr)

2.47
=Kp+TEK . Tp; + (THK. Tp)T + THK. Tr (2.47)

Utilizando las matrices reducidas Mprr v Kprr se pueden obtener aproximaciones para las

frecuencias y modos de la estructura, al resolver

Kpireprir = MpireprrStoir =0 (2.48)

donde (2p; R)l/ 2 es la aproximacién de las frecuencias del sistema estructural y la aproximacién

de los modos ¢ p;p esta dada por
vspir = LTDIr®DIR (2.49)

Es importante mencionar que al considerar la contribucién residual de los modos de las subes-
tructuras en la matriz de transformacion T g, se espera que las matrices del modelo reducido sean
mas precisas que las obtenidas con la formulacién basada solo en los modos dominantes de las

subestructuras. Esto sera verificado en los ejemplos de aplicacién.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



20 Capitulo 2. Sintesis Modal

En el esquema de la figura (2.8) se presenta a modo de resumen los pasos que se deben realizar

para la construccién de los modelos reducidos para un valor nominal.

| Modelo Estructural |

Subestructuracion
Y
[ Componentes S; ,j=1,..,N, |
l Ensamble
| M°y K° s€S5; | Reordenamiento
' Interfaz l
Interlor l v | xbd(t) _ i—vxb(t) |
Frecuencias y Modos Modos | - > Sistema Global
D5y A3, oS, Acoplamiento M,y K,
(fized-interface modes) (interface constraint modes)
\4
Matrices Base Reduccién . | Reduccion Interior
M, Mg, y K, Acoplamiento Mpy Kp
L
Interfaz
Interior
Frecuencias y Modos Reduccién Interfaz
Try S Acoplamiento Mpry Kpr
Flexibilidad Residual
Fs
Matrices Correccién
Tr1y Thro
Matrices Base Correccién
Reduccién Corregida
TrMTpr, TRM.Tr > M % &
Acoplamient DIR Y ADIR
TRKeTDb TrK.Tr coplamiento

Figura 2.8: Esquema Generaciéon Modelo Reducido Nominal
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Capitulo 3

Parametrizacion Estructural

En este capitulo se formulan las parametrizaciones para los modelos reducidos presentados en
el capitulo (2), para asf tener disponible estas técnicas para los problemas de re-anélisis. Con este
fin, se considera un modelo de elementos finitos parametrizado por un conjunto de parametros
0 € R™. En los problemas de re-andlisis, la reiterada generacién de modelos reducidos para los
diferentes valores de los parametros del modelo puede ser muy costoso computacionalmente, debido
a que se requiere un trabajo considerable a nivel de subestructura y de interfaz. Para solucionar
esta dificultad, un efectivo esquema de parametrizacion es considerado en el presente trabajo. La
divisién de la estructura original es guiada por el esquema de parametrizacién, considerando que
cada subestructura depende solo de uno de los pardmetros del modelo. Es importante mencionar que
este tipo de dependencia es encontrada en numerosas aplicaciones practicas, donde los pardmetros

del modelo pueden representar alguna propiedad geométrica o de los materiales [1,2,21,24, 26].
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22 Capitulo 3. Parametrizacién Estructural

3.1. Modos Dominantes

Se considera el conjunto S; de subestructuras que depende del pardmetro del modelo §; ,j =
1,...,n9. La dependencia de las matrices de rigidez y masa de la subestructura, se asume de la
forma K° = K°h/(6;) y M® = M’g7(0;), con s € S;. Las matrices de referencia K° y M" son
independientes de 6;. Ademas, las funciones h? y ¢7 son funciones generales de los pardmetros del
modelo ;. Entonces, los valores propios y vectores propios asociados con los fized-interface normal

modes dominates de la subestructura s € S; quedan expresados como [2,24,28].

Ay = AZdM = (i’éd# (3.1)
gi0;) " V9 (0;)

donde las matrices A, y ®;, son la solucién del problema de valores propios K;;®;,— M, ®;,A5, =
S S

0 para las matrices de referencia K, y M;, las cuales son independientes del pardmetro ;. Debido

a que los fived-interface mormal modes estan normalizados por la matriz de masa M, es ficil
mostrar que los modos ®;, satisfacen ®;," M, ®;, = I,y ®;,"K;;®., = A, . Adicionalmente,
los interface constraint modes son también independientes de 6;, debido a que ¥3, = — K3, 'K}, =
—KG W (0;) T K0 (0;) = K K, = P,

De esta forma, es posible expresar las matrices de masa M p(0) y rigidez K p(0) del modelo

reducido basado en modos dominantes como

Mp ZMD0+ZH(MD1J\/9J(TJ)+MD2jgj(9j)) (3.2)

j=1
_ S R0 _ .
Kp=Kpo+ Z(nga‘éej; + K po;hi (6;) (3.3)
j=1 J

donde 6; es la j-ésima componente del vector de pardmetros del modelo 8, y

_ I [M%bislo,...,Mgs(sto]T
M po = ) (3.4)

TT[lebT(Sl(), . MgST(SNso] TT[MébTélo, . M{,\ZZSTaNSO]T

) 0 (ML5y;, ... M6y T
Mpy; = (3.5)

TT (ML 61,0 MY TN ] 0

i} 0 0
M py; = (3.6)

0 TT My 61, ... Moy Ton. ;1T
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_ [A;dfslo, ey 1_\;\:;5&0] 0
Kpo = (3.7)

0 TTK}, 610, Ky Ton.0]T

=1 ~ Ny
_ [Agqd1jy s Mg On.j] O
Kpij = (3.8)
0 0

_ 0 0
Kpoj = (3.9)

0 TT[KZI)bT51j,...,K[J)\{)ST(SNSJ']T
con ds9 = 1 si la subestructura s no depende de ningin parametro del modelo y §,0 = 0 en otro
caso. Ademas, d5; = 1 si s € §j y d5; = 0 en otro caso. Es importante mencionar que las matrices
de referencia, las cuales son independientes de los parametros del modelo, son evaluadas en algiun

valor nominal 0".
3.2. Modos de Interfaz

Para la obtencién de los modos de interfaz Y(0) se considera la particién de las matrices de

masa M ;(0) y rigidez K;(0) de la interfaz, las cuales pueden ser parametrizadas como

~ ~ ~ 9 ~ S o ~ .
M (0) = T"[M}y610, ..., My on,0lT + Y TT Moy, ..., My on ;1T (0;) (3.10)
j=1
~ o o ~ ne ~ o o ~ .
K(0) =T [Kyb0, ... Ky on,olT + > TT[Kpyo1j, ... Kpyon 1 TH (6;) (3.11)
j=1

donde 659 y d5; fueron definidos previamente. Con estas matrices se calcula el problema de valores

y vectores propios de interfaz
K(0)Y(0) — M;(6)Y(0)2:(6) =0 (3.12)

obteniendo las frecuencias ©;(0) y modos de interfaz Y ;(0) en funcién del pardmetro 6. Se ob-
serva que el problema de valores y vectores propios debe ser resuelto para cada realizacién de los

parametros 6.

3.3. Contribucion de Modos Residuales

En este caso se considera la parametrizacién para los modelos reducidos basados en los mo-
dos dominantes y residuales con reduccién de interfaz. De las ecuaciones (2.46) y (2.47) es claro

que la parametrizacion de M prr v Kprr depende de la parametrizacion de las matrices M py,
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24 Capitulo 3. Parametrizacién Estructural

TgMeTDI, TgMeTR7 Kpy, TEKGTDI y TgKeTR. Primero, es posible demostrar que las ma-
trices reducidas, M p; y K py, obtenidas desde los modos internos dominantes y de la reduccién

de interfaz global pueden ser expresados como [20,24]

0 ) hi 0;
MDIZMDIO(0)+ZMDIlj(0) g7 (0;) , KDI—KDIO+ZKD11]gJEG §+KDI2(0) (3.13)
i=1
donde
I []f/[}bélm ...7Mg55N50}TT1(0)]
Mpo = A (3.14)
T (G)TTT[ BT 01050, MY TN 0] I
0 (ML, ..., M55 1T (6)]
Mpp; = o ) (3.15)
T](G)TTT[M%I)T(SU, ...,M%STdNSj] 0
- =N -1 =N
. [ALsbr0, o Abson o] O [Aygb1j,- Adidn.,] O
Kpro = , Kprnij = (3.16)
0 0 0 0
0 0
Kpro = (317)
0 ©,(0)

donde 59 y 0s; fueron definidos previamente.

Dado que el uso de los modos de orden superior a nivel de subestructura puede ser considerado
como un efecto de segundo orden comparado con el de los modos dominantes, se propone considerar
las componentes de la matriz de transformacion T r constante y evaluadas en el valor nominal de
los pardmetros del modelo ™. Claramente, esta es una aproximacién debido a que las diferentes
matrices involucradas en la generacién de la matriz T'r dependen de los parametros del modelo. No
obstante, la experiencia numérica sugiere que esta aproximacion genera resultados suficientemente
exactos [20]. La validacién de este supuesto es revisada en los ejemplos numéricos. Considerando el

supuesto previo, las matrices TﬂM IRy TﬁK T r admiten la parametrizacién
TEMETR = Mggro + ZMRleg] (QJ) , T%KGTR = Kgrpo + Z KRleh] (QJ) (3.18)
j=1 j=1
donde

_ 1 — N, =1 Vs
_ R1[M 610, M0N0l TRy Thy[My;610, ..., My 6n,0] T o
Mo = (3.19)

_ 1 ~ N, _ 1 ~ N,
ng[MiiT(SlO, ...,Mii‘T(SNSo]TRl T%Q[Miiélo’ ...,M“- 5N50]TR2
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— ~ N, —rl o Vs
M T£1 [M;i51j7 »Mu 5st]TR1 TEJ [Mii51j7 7Mu 5st]TR2 (3 20)
RRj = .
v Vs v Vs
TgQ[MiliT(Slj?"'vMii T5st]TR1 TgQ[Mili(slja'“aMii 5st]TR2

) TL K610, K onolTrr T [K 010, K On.0]T e
Krpo = L . ) . (3.21)
TH K 610, Kii" Ton.0| TR TholK 010, K3y *On.0]T R2

& T K b1 Koy o8l Trt T [K b1, Koy 0,51 T (3.22)
fefis = T -1 T i~ NsT T -1 — N, ’
TRz[Kn' 015y o Ky 5st]TR1 TR2[Kii51jv~-vKn' 5st}TR2

con T'ry y T ro las componentes de matriz T'g definidas en el capitulo (2).

De forma similar, las matrices TEM eI'Dry TEK I pr pueden ser expandidas como

ne neg
TEM.Tpr = Mppro(6) + ) Mrpnjy/g/(6;) + Y Mrpi2;(8)g’ (6;) (3.23)
i=1 i=1
_ o hi(6.
TLK Tpr=Krpro+ Y KRDIle (3.24)
=1 g’ (0])
donde
) T5, [ML®. 610,.... Mo &7 5n.0] O
Mrpi0;(0) = _ 1 =1 _ N, =N i
Tho[M;®,4010, ..., M3 @, 0x,0] O
(3.25)
0 T, [(lez‘ilzlb + M;b)éloﬂ e (lez'i’zlb + M;b)(SNSO]TTI(e)
0 ng[(M;"i’;b + M;b)(gl()a . (lez‘i’zlb + Mgb)(stO]TTI(H)
_ T [M ;@01 ... M, @5 0x,;] 0
Mprpri;(0) = L IV (3.26)
ng[Mii‘I)iddljv~~~»Miis‘1)ids5st] 0

0 Th (M5, + My)dyj, .. (M5, + Mo, ;1T 1(6)
M rpi2i(0) = I B i (3.27)
0 Tho[(M;; Wy, + Moy, ..., (M %y, + M,)on ;1T (6)

1l 1 =Ny x Ng
_ TH K ®;4010, -, K;;" ®;7 6n.0] O
Krpio = L . (3.28)
Thy K ®,4010, ... K3 @5 6n.0] 0
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=1 =1 = N, = N,
_ T£1 [Kii‘I’id‘sljvvan (I)id 5st] 0
KRD]lj: L NN (329)
ng [Kii{)idaljv ey Kiis(ﬁids 5st] 0

Es importante mencionar que las matrices involucradas en la expansién de las matrices redu-
cidas M prr v Kprg son independientes de los pardmetros del modelo, exceptuando M pjo(0),
Mpri;(0), Kpr2(0), Mrpro(0) y M rpr2;(0). La dependencia de 8 de estas matrices estd dada
por el término correspondiente a los modos de interfaz Y;(0). Asi, la caracterizacién del modelo
reducido para diferentes valores de los parametros del modelo involucra la suma de un nimero de
matrices evaluadas en algin valor nominal junto al recalculo de los modos de interfaz. Es impor-
tante mencionar que el tamano de las matrices de interfaz es mucho méas pequeno que las matrices
del modelo de elementos finitos completo, por lo tanto obtener los modos de interfaz se realiza
en una manera bastante eficiente. Entonces, se puede ver que incorporar el aporte de los modos
residuales en forma constante, simplifica el esquema de parametrizacién del modelo reducido con-
siderablemente. También es importante desde el punto de vista numérico, debido a que el costo de

actualizar la matriz T’ puede ser bastante importante en algunos casos.
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En el esquema de la figura (3.1) se presentan, a modo de resumen, los pasos que se deben realizar

para la parametrizacién de los modelos reducidos desde las matrices nominales.

Modelo Nominal

A, @5, Mg, Mg, Mg, K;,

910 410 1)

A

A4

Reduccion Modos Dominantes
Mpo, Mp1j, Mpa;
Kpo, Kp1j, Kpaj

Reduccién Interior

M,

Matrices Base Reduccién
Mg, Kpy

Interior

A

Parametrizacion Mp (9) y Kp (9)

l Parametrizacién

15,(0), Mg, (0), K3, (6)

A
Matrices Base Correccién
MRRro, MRR;j
KRrro, KrRj

|

\ Kpro, Kprij, Kprj

Reduccién Modos Interfaz
Mpro, Mpr1j

Frecuencias y Modos

i Interfaz i

>»

T:(0) y u(0)

|

y

Matrices Base Correccién
Mgpio, Mrprjs Mrpi2;(0)| ——————— >
KRDIO? KRDIlj Parametrizacion

Parametrizacién

Reduccién Interfaz
]\/[D[(e) y KD[(H)

Reduccién Corregida
Mprr(0) y Kpir(0)

Figura 3.1: Esquema de Parametrizaciéon
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Capitulo 4

Interpolacion de Interfaz

La divisién de la estructura en subestructuras y la reducciéon del niimero de coordenadas fisicas
a un nimero mucho menor de coordenadas modales, ciertamente alivia el esfuerzo computacional
en la resolucion del andlisis del modelo de elementos finitos durante los procesos de simulacién
basados en re-analisis. Pese a esto, la repetitiva generacién de modelos reducidos para los diferentes
valores de los pardametros del modelo @, requeridos durante el proceso de simulacién, puede ser
computacionalmente muy costoso debido a los gastos generales a nivel de subestructura y de in-
terfaz. Para lidiar con el problema a nivel de subestructura, se utilizan las parametrizaciones antes
presentadas. Por otro lado, con el propédsito de evitar el re-andlisis a nivel de interfaz, un esquema
de interpolacién puede ser incorporado, aproximando los modos de interfaz para varios valores de
los parametros del modelo en términos de una familia de modelos en un ntmero de puntos de
soporte [20,21]. Es importante mencionar que una aproximacién similar puede ser considerada a
nivel de subestructura en el caso que las matrices de las subestructuras dependan de més de un
parametro del modelo.
En este capitulo, se desarrollan las técnicas de interpolacién presentando la forma en que se utilizan
para aproximar los modos de interfaz en los distintos puntos de andlisis de la simulacién. Ademads,

se presentan posibles metodologias para seleccionar los puntos de soporte.
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4.1. Metamodelo para Modos de Interfaz

El supuesto que las matrices de las subestructuras depende de solo uno de los parametros del
modelo no es valida para las matrices de interfaz K; y M ;. De hecho, estas matrices dependen
de todos los parametros del modelo 8. A nivel local, las matrices K3y My, | = 1,..., N,
pueden depender de varios parametros dependiendo del nimero de subestructuras a las cuales esta
conectada la interfaz. Por lo tanto, el esquema de parametrizacién presentado previamente no es
aplicable y las matrices de interfaz deben ser ensambladas para cada uno de los nuevos valores del

vector de pardmetros del modelo durante el proceso de simulacién.

Para visualizar que las matrices de interfaz dependen de mas de un parametro, en la figura
(4.1) se presenta un esquema que explica la forma en que estdn conectadas varias subestructuras
por medio de una interfaz. Este esquema esta basado en el modelo estructural ejemplo previamente
definido. Las subestructuras S;,7 = 5,6,7 depende de un solo pardmetro 6;,j = 5,6,7 y por lo
tanto sus respectivas matrices quedan parametrizadas por un solo parametro. Por otro lado, para
la interfaz entre estas subestructuras [ = 3, sus correspondientes matrices de masa M ; y rigidez

K ; dependerén de la combinacién de los parametros asociados a cada subestructura.

o N

Figura 4.1: Interfaz subestructuras 5 a 7

Las correspondientes matrices de masa M j; y rigidez K j; quedan expresadas por

M (65,06, 07) = My9°(05) + My, g°(05) + My g (67) (4.1)

K 11(05, 06, 07) = Kyyh®(05) + Ky h(06) + My, h7 (07) (4.2)
donde M7y, v Kj;,, corresponden a la particién de la matriz de masa y rigidez de interfaz de la
subestructura s asociada a la interfaz .

Debido a que las matrices de interfaz deben ser ensambladas para cada punto de simulacién el
correspondiente problema de valores y vectores propios de interfaz de la ecuacién (2.22) debe ser

resuelto. Para evitar la evaluacién directa de este problema de interfaz para diferentes muestras,
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un esquema de interpolacién aproximando los modos de interfaz en términos de los pardmetros del
modelo es considerado. Esta aproximacién se basa en algunas ideas presentadas por [21], aproxi-

mando la matriz de vectores propios usando puntos de informacién conocida o puntos de soporte.

4.2. Puntos de Soporte

Se considera que el célculo de las matrices K(67) y M (0%) en los P+ 1 puntos de soporte en

el espacio de parametros del modelo, asociados al problema de valores propios
K (6°)Y;(6°) — M (6°)Y;(67)02;(6°) =0 (4.3)

esta resuelto, por lo que se posee modos de interfaz Y ;(6”) en los P + 1 puntos de soporte. Los
puntos de soporte 87 ;p =1, ..., P estdn distribuidos entorno al punto nominal 8" (punto P + 1),

lo cual se presenta esquemdticamente con P = 4 en las figuras (4.2) y (4.3).

93 T1(63)
0> M T1(6? v
v . Y Y7 (6)

(o] 0 (o]

Q
o° Y1)

e Y1)
gt v T1(6%

Figura 4.2: Puntos de soporte 87, p = 1,...,4 Figura 4.3: Modos de soporte X;(07),p=1,....4

En la figura (4.2) se presentan los pardmetros 67 entorno al valor nominal, mientras que en
la figura (4.3) se presentan los correspondiente modos de interfaz Y;(8”). Los parametros 8" en
los cuales se busca realizar el andlisis son conocidos, mientras que los correspondientes modos
asociados a ese punto Y I(Bk) no se conocen, y seran aproximados utilizando una interpolacién de
los X;(67), p=1,..,P+1.

Es importante mencionar que las matrices M ; y K ; evaluadas en el punto de soporte 87 pueden

ser expresadas como

M[(ap) = TT[M;b(Slo, ...,Mli\gs(sto]T + ZTT[M;balﬁ ey Mlj)vbs(SNbJ]ng(eéj) (44)

=1
A ~ ~ 9 ~ 2~ fay ~
K (6") =T Ko, .. Ky onolT + > T [Kyoyj, ..., Ky on, ;] T (6) (4.5)
j=1
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donde 05.’ es la j-esima componente del punto de soporte 87. Ademéds d59 = 1 si la subestructura s
no depende de ningin parametro y dso = 0 en otro caso. Por otro lado d5; = 1 si la subestructura

s depende del parametro 6;, y d,; = 0 en otro caso.

4.3. Aproximacién de los Modos de Interfaz

Para derivar la aproximacién de los modos de interfaz en el punto de anélisis 8, se consideran
las coordenadas relativas al punto nominal 8”. Considerando solo el punto 8 en una representacién

lineal se tiene el esquema presentado en la figura (4.4).

Figura 4.4: Coordenadas relativas

En estas coordenadas se observa que es posible escribir el vector (% — ™) como una fraccién

del punto se soporte relativo 82 — 8" de forma

(0% —07) = k(o7 — 0" (4.6)
donde 0 < f;f < 1. Reordenando esta ecuacién se obtiene

0" =(1—-¢or +¢kor (4.7)

donde las funciones (1 —¢&,) y £, son funciones que permiten construir una funcién lineal entre los

puntos 8" y 6. Estas funciones son representadas por el esquema de la figura (4.5).

P
1 Dl "o §p: 1 Hﬁ%le
0 N 1 &% o0 e 1 ¢,

Figura 4.5: Aproximacién Lineal 0

Extendiendo esta idea al espacio de los modos de interfaz se tiene que
Y(£567) = (1 &)Y (") + 01 (67) (4.8)

donde T 1(5};9” ) es la aproximacién de Y ;(0%). Esta aproximacién lineal es representada en forma

grafica en la figura (4.6).
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Ty L) i)

0 e 1 ¢

Figura 4.6: Aproximacién Lineal Y

Generalizando la expansién previa para el caso donde se tiene P + 1 puntos de soporte, 67, p =

0, ..., P, la matriz Y en el punto de simulacién o* puede aproximarse por la expresion
P P
Y(6%) = (1= )Xr(0") + ) &Y 1(67) (4.9)
p=1 p=1

donde los coeficientes 5;; representan la contribucién del punto de soporte 6% a la simulacién del
punto @*. Se debe considerar interpolacién de los puntos 8% de forma que se tenga una regién
convexa al seleccionar los puntos de soporte. La caracterizacion de los coeficientes 51’; es presentada
en la siguiente seccién. La aproximacion previa no es usada directamente para aproximar los modos
de interfaz ya que no son obtenidos como la solucién del problema de valores y vectores propios.
En otras palabras, el vector de aproximacién de los vectores propios Y IC(Bk) esta definido como la

combinacién lineal de los vectores componentes de la matriz Y I(Ok) de la forma
Y.(0) = Y;(6")T;(6) (4.10)

donde T';(0") € R™4*"1d eg una matriz auxiliar. Basado en la transformacién previa, la matriz

auxiliar puede ser obtenida desde la solucién del problema reducido de valores y vectores propios
T - - T - .
(X7 (0°)K (%)X 1(6")]T1(6%) = [X; (6°)M(6")Y (6")]T1(6")62:(6") (4.11)

donde €; (Ok) entrega una aproximacién de los valores propios correspondientes a los modos de
interfaz Y ;(8"%). Las matrices de interfaz M ;(8%) y K(0*) que aparecen en el problema reducido
de valores y vectores propios pueden ser evaluadas directamente segiin las ecuaciones (4.3). De esta

forma se cumple que

Y 1.(6%) K 1(8%)T 1(6")] = €2,(6") (4.12)
¥7.(0")M ()Y 1.(6")] = I (4.13)

lo cual permite utilizar la aproximacién de los modos de interfaz Y?C directamente en las expresiones
de los modelos reducidos presentadas en los capitulos anteriores. Es importante mencionar que
las matrices T (0°)K 1(0°)Y1(6%) v T, (8")M;1(6)Y1(6%) son de dimensién nrq x nrg donde
nrq < ny, con lo que este problema de valores y vectores propios es de dimensién bastante menor

que la cantidad de grados de libertad de interfaz.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



34 Capitulo 4. Interpolacién de Interfaz

4.4. Determinacion de los Coeficientes de Interpolacion
Para determinar los coeficientes de interpolaciéon primero se obtiene la minima distancia entre

el punto de simulacién 8% y los puntos de soporte 87 ,p = 1, ..., P. En el esquema de la figura (4.7)

se utiliza P = 4 para ejemplificar la busqueda del punto de soporte mas cercano.

0°= 0"

Figura 4.7: Punto mas cercano o'

Si el punto de soporte 0' = 6% es el punto mas cercano al punto Hk, entonces el coeficiente §f es
obtenido como la proyeccién de (8% — 0™) sobre (8" — 8™) en coordenadas relativas a 8", de forma
que
(ek _ OH)T(Gl _ 07’7,)

k:
ST ITE

(4.14)

La componente perpendicular a (' — 8™) esta dada por y* = (8% — 8™) — £F(0' — 6™). Esta

componente, es esquematizada en la figura (4.8).

03
&3
Yl
0" [\ &1
&4 0

Figura 4.8: Puntos de soporte

Este vector es entonces representado como una combinacién lineal de los restantes puntos de
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soporte 8 .p=1,..., P, p # 1 como

(6" — 8™, ..., —8™), (0" —8m),..., (07 — ™))¢" = y* (4.15)
donde las componentes del vector £* estén dadas por & =< & llfl, llH, &€ > T El sistema

previo es resuelto utilizando descomposicién de valores singulares (SVD), técnica que tiene la ven-
taja de ser aplicable a problemas de sistemas sobre determinados [29]. Es importante mencionar
que el esquema de interpolacién asegura que la aproximacion sea exacta en los puntos de soporte.
De hecho, si 8% = 67 donde 6” es uno de los puntos de soporte, entonces f;f =1yy*=0,yporlo

tanto £* = 0. Consecuentemente,

T(0") =167 (4.16)

de esta forma se mejora la aproximacién en puntos de simulacién cercanos a los puntos de soporte.

4.5. Aproximacién de Segundo Orden

Si la dependencia de los modos de interfaz es altamente no-lineal con respecto a los parametros
del modelo un esquema de interpolacion lineal puede no ser suficientemente exacto. Para mejorar la
exactitud de la aproximacion se utilizan esquemas de interpolaciéon de alto orden. Por ejemplo, un
esquema de interpolacién cuadritico requiere los siguientes puntos de soporte {0", 67, 0P p=
1,...,P}. Los puntos 8P son generados con una simetria puntual de los puntos 6P respecto al

punto nominal 8" como se presenta en el esquema de la figura (4.9), donde se considera P = 4.

9(*4)

93

9(-3)

Figura 4.9: Puntos de soporte 67 y )

En forma andloga a la interpolacion lineal, las funciones de interpolacién de segundo orden son

presentadas en la figura (4.10).
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gp(gp_l) 1 —512) fp(prrl)
2 2

"1 0 1 &

Figura 4.10: Funciones interpolacién cuadrética

De las funciones de la figura (4.10), la interpolacién en el eje formado por 87 y 8(°P) es repre-

sentada en el esquema de la figura (4.11).

T (9(—;, )) Yr@) i T (6"

1 0 & 1 &

Figura 4.11: Aproximacién cuadrética

La ecuaciéon asociada a esta aproximacion esta dada por
. n 1 1 _
Y1(0%) = (1- ()°)X1(0") + &5 (€5 + )X 1(67) + 56565 — )Y 1(677) (4.17)

Generalizando la aproximacién cuadratica de los modos de interfaz en el punto de simulacién

0" utilizando 2P + 1 puntos de soporte se tiene

P P P
100 = (1= D2(E T + 3 SERER +1)Th(67) + Y ek (e~ X6CP) (418)

p=1 p=1 p=1

donde el coeficiente 51’; representa la contribucién del punto de soporte 6 y 6(~?) a la simulacién del
punto 8. Los coeficientes f;f , p=1,...P son obtenidos de la forma descrita en (4.4), exceptuando
el célculo para obtener el punto mas cercano a 0". En este caso, la minina distancia se calcula entre
el punto de simulacién o* y los 2P puntos de soporte {0’”,0(_”) ,p = 1,..., P}. Si el punto més
cercano corresponde a uno del grupo {0(71’ ), p =1,..., P}, el correspondiente coeficiente debe ser
multiplicado por —1. El resto de coeficientes debe ser obtenido segiin (4.15). Como se describié en
la seccién (4.3) los vectores componentes de la matriz X ;(6%) son usados como un subespacio para
extender la aproximacién de los modos de interfaz Y I(Bk). Resolviendo el problema de valores y
vectores propios reducido de la ecuacién (4.11) se obtiene la aproximacién final de los modos de
interfaz Y ;.(0%).
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4.6. Puntos de Soporte

Dependiendo de la aplicacién en la que se utilicen los modelos reducidos con interpolacién de
interfaz, se tienen diversas metodologias de seleccién de los puntos de soporte correspondientes.
Estas metodologias pueden ser clasificadas mediante puntos de soporte fijos y puntos de soporte
adaptativos. Las técnicas con puntos fijos buscan seleccionar inicialmente los puntos de soporte
de forma que puedan ser utilizados durante toda la simulacién sin problemas. Las técnicas con
puntos adaptativos buscan actualizar los puntos de soporte a medida que los puntos muestreo van

evolucionando durante la simulacion.

4.6.1 Puntos de Soporte Fijos

Como fue previamente mencionado los puntos de soporte estan distribuidos en torno al punto
nominal ". Diferentes enfoques pueden ser considerados para elegir el punto nominal y sus co-
rrespondientes puntos de soporte. Por ejemplo, el valor nominal puede ser seleccionado como el
valor esperado de los parametros inciertos del modelo. Entonces, los puntos de soporte pueden ser
generados por métodos de muestreo como, muestreo aleatorio, Latin Hypercube Sampling, muestreo
ortogonal, entre otros [30]. En los siguientes esquemas se presentan ejemplos de los puntos de so-
porte generados entorno al punto nominal para el caso de dos dimensiones. Los puntos de soporte

estan representados por tridngulos, mientras que el punto nominal esta representado por una cruz.

1.2 1.2 v 1.2

v v
v vV v v vv v
v v v v v
Yoy v v v v
v v v v \ vy v
v’ v v w Vv G
v v M v M Yy v v MR MR
0211, vaV v O 1 v v>~(', J 021 Y X%
v v
M v v v Yy Vv Tov % Yy
o, v v M
v M v 7 v ; v
v v vy
v v v v v v v v
v . v, v' v ¥
0.8 M v 0.8 v 0.8 v
0.8 1 1.2 0.8 1 1.2 0.8 1 1.2
61 b 0h
(a) LHS (b) LHS-normal (¢) Correlacionado

Figura 4.12: Muestreo puntos de soporte

En la figura (4.12 a) los puntos de soporte fueron seleccionados mediante la técnica Latin
Hypercube sampling (LHS), con lo cual se distribuyen en forma uniforme en un cierto rango de
interés (0.8 a 1.2 en este ejemplo). En la figura (4.12 b) se distribuyen mendiante LHS normal,
con lo cual los puntos quedan distribuidos en forma normal con un cierto valor medio p y matriz
de covarianza X. Por dltimo en la figura (4.12 ¢) se utilizan una combinacién del algoritmo LHS
normal con el campo aleatorio correlacionado que sera desarrollado en el siguiente capitulo. En
todas estas técnicas se debe intentar seleccionar aquella que cubra de mejor forma los puntos de
muestreo de la simulacién para realizar la correspondiente interpolacién en base a los puntos de

soporte.
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4.6.2 Puntos de Soporte Adaptivos

Dependiendo en como van evolucionando los puntos de muestreo de la simulacién, puede ocurrir
que una base fija de puntos de soporte no logre cubrir la zona en que estan ubicados los puntos de
analisis, o si el espacio de andlisis es muy grande, los efectos de la correccién estatica en base al punto
nominal pueden perder efecto. Por estos motivos, se propone la utilizacion de puntos de soporte
adaptivos, para de esta forma mantener una zona convexa respecto a los puntos de interpolacién y
ademads para mantener los puntos de andlisis en una zona cercana al punto nominal, con lo cual no

se pierden los efectos de la correccion estatica en base al punto nominal.

Por ejemplo para una simulacién de tipo Subset, en la etapa (r) el punto nominal 8" puede ser
definido como el valor medio de las muestras condicionales generadas en la etapa anterior (r — 1),
y los puntos de soporte pueden ser seleccionados entre las muestras condicionales situadas en el
evento de falla intermedio F,._;. Por ejemplo, los puntos de soporte pueden ser seleccionados en
la vecindad de 8™ con respecto a la distancia Eucludiana o la distancia de Mahalanobis [30, 31],
basado en la escala de la matriz de covarianza de las muestras condicionales. El uso de los puntos
de soporte situados en eventos de falla intermedios genera un incremento en la exactitud de la

aproximacion durante el proceso de simulacién. En los siguientes esquemas se presenta esta idea

02 . : ' 02 ¢ Vv . v
. .,
v
o ® v
.o, ¢ e
o, .
o3 & v E
.-o ¢ v ¢ v
. ., 0
. Muestras Simulacién 1 0 1

© Muestras en Falla ¥ Soporte etapa (r —1)
e Centroide Muestras de Falla ¢ Soporte etapa (r)

Figura 4.13: Muestreo Figura 4.14: Soporte

En la figura (4.13) los puntos de muestreo estdn representados por puntos negros, mientras que
los puntos encerrados en un circulo son los correspondientes puntos de falla correspondientes a la
etapa (r — 1) de la simulacién. En torno al valor medio de estos puntos de falla, representado por
un punto morado, se grafica una elipse que representa la matriz de covarianza ¥ de estos puntos de
falla. En la figura (4.14) se presentan los puntos de soporte, con tridngulos los asociados a la etapa
(r — 1) y con diamantes los que se generan entorno al valor medio con proporciones asociadas a la

matriz de covarianza ¥ y que serdn utilizados en la etapa (r) de simulacién.

El ntimero de puntos de soporte depende del problema en anélisis y esta basado en una serie de

factores como lo son el nivel de exactitud buscado, la dimension del espacio de parametros inciertos,
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y el rango de variabilidad de los parametros del modelo. La eficiencia computacional y exactitud

de las aproximaciones es analizada en los ejemplos de aplicacion.

En el esquema de la figura (4.15) se presenta la incorporacién de las técnicas de interpolacién

en la parametrizaciéon de modelos reducidos desde las matrices nominales.

Modelo Nominal

AS HS \[S ATS \ TS [ S
A @; 1; ib? Mbb’ Kbb

910 a9 12)

A

Reduccién Modos Dominantes — i
Mpo, Mp1j, Mpo; o Reduccién Interior

Kpo, Kp 1 KDQj Parametrizacién | Mp (9) y KD(Q)

Y
Matrices Base Reduccién
My, My, Ky,

Y

l Parametrizacion

Interior Reduccién Modos Interfaz
M;,(0), My, (0), K3, (0) _ Mpro, Mpr;
| Kpro, Kprij, Kpraj
Matrices Base Correccion llntorfnz

Mprro, MRrr; i Aty l
KRrro, KrRj | |Frecuencias y Modos l »| Reduccion Interfaz

| TIC(Q) y QIC(G) I Parametrizacion MDI(G) Y KDI(G)

Interpolacién

A,
‘Matrices Base Correccién Redooaon @ =
Mgpro, Mgprij, Mrprz;j(0) »| educcion Lorregida
I < ’ Parametrizacién JVIDIR(Q) y KDIR(Q)

Krpro, Krprij

Figura 4.15: Incorporacién Interpolaciéon en Parametrizacion
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En el esquema de la figura (4.16) se resumen los procesos involucrados en la interpolacién de
los modos de interfaz Y ;. para un punto de simulacién 0". El esquema se desarrolla suponiendo

que los puntos de soporte ya fueron seleccionados con alguna de las técnicas presentadas.

Matrices Base Reduccién QTLPU%E?OS SOp(irte p
Mg, My, Ky Yoo P e

v
M3, (), My, (), K (6)

!

Modos Soporte
T;(G") y TI(GP), p= 17...,P

Simulacion en 6%

v
Soporte mas cercano

9}’51

Coeﬁ(:lenltes (l:o? SVD
<g,..& Vg g >

l

Aproximacién
v Y,(6%)

15,(6%), K3,(6%) — Interpolacion

Correccion

Problema Reducido
Ty (0%) y Qu(6%)

Aproxmla(:lon Modo
T1.(6%)

Figura 4.16: Esquema Interpolacién
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Capitulo 5

Confiabilidad y Propagacion de

Incertidumbre

En este capitulo se explican los tipos de problemas de simulacién que se consideran en los
ejemplos de aplicacién. En estos problemas, se pondran a prueba las técnicas de reduccién y pa-
rametrizacién de modelos presentadas en los capitulos anteriores. Se comienza con el problema de
evaluacién de la confiabilidad, entregando detalles de como estimar numéricamente este proble-
ma y de las consideraciones en la solicitacion utilizadas. Posteriormente se describe el problema
de propagacién de incertidumbre, entregando detalles de como considerar la incertidumbre en los
parametros del modelo utilizando campos aleatorios. Modelos especificos y sus correspondientes
resultados de simulacién son presentados en los capitulos posteriores de aplicacién. Es importante

mencionar que estas simulaciones corresponden a problemas de re-anélisis de alta dimensionalidad.
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5.1. Evaluacién de la Confiabilidad

Considerando un sistema estructural sujeto a una excitacion estocastica caracterizada por la
variable aleatoria w € ,, C R™, el cual es definido en términos de la funcién de densidad de
probabilidad p(w). Sin una pérdida de generalidad, se asume que las componentes de w son inde-
pendientes, esto es, p(w) = H?L pj(w;) donde para cada j, p; es una distribucién unidimensional
para wj. Adicionalmente, considerar un vector 8 € Qy C R™® de pardmetros inciertos del modelo,
los cuales estan caracterizados de manera probabilistica por la funcién de densidad de probabilidad
q(0).

El desempeno del sistema estructural debido a la excitacién es caracterizado mediante n, res-
puestas de interés r;(¢t,w,0), i = 1,...,n,, t € [0,T], donde T es la duracién de la excitacién.
Claramente, la respuesta r; es funcién del tiempo (debido a la naturaleza dindmica de la carga),
pero ademas es funcién de los parametros que caracterizan el modelo 8 y el vector de variable alea-
toria w que caracteriza la excitacién. La funcién de respuesta r;(t,w, ), i = 1,...,n, es obtenida
desde la solucién de la ecuacién de movimiento que caracteriza al modelo estructural presentada

en el capitulo (2).

Con propésitos de confiabilidad, la probabilidad de primera excursion es utilizada para carac-
terizar el nivel de seguridad de la estructura [33]. Esta probabilidad mide las posibilidades que
tiene una respuesta de superar un cierto umbral preestablecido en un intervalo de tiempo espe-
cifico. En otras palabras, esta probabilidad mide la posibilidad de ocurrencia del evento de falla
F =d(w,0) > 1, donde d(w, 0) es la llamada funcién normalizada de demanda. El correspondiente

dominio de falla es definido como

En la figura (5.1) se presenta esquemadticamente la regién de falla en el espacio de pardmetros
inciertos del modelo 6 y de variables aleatorias que caracterizan la excitacion w. Se observa que la

regién segura queda separada de la regién de falla por la curva correspondiente a d(w, ) = 1).
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A
E Regidon de Falla
d(w,0) > 1
IF(wﬁ) =1
Regién Segura
d(w,0) <1
IF(W,Q) =0
d(w,0) =1
0 " w

Figura 5.1: Dominio de Falla

La funcién de demanda normalizada es definida como el maximo cuociente entre la respuesta

estructural de interés y el correspondiente nivel umbral, esto es

WD) (5.2)

T

d(w,0) = méx <méx (

t€[0,T

donde r}

7

i =1,...,n, son los niveles de respuesta aceptados (nivel umbral). El cuociente r; (¢, w, 8) /r}
puede ser interpretado como la razén entre demanda y capacidad al comparar el valor de la respuesta

;i (¢, w, 0) con el maximo valor de 7.

La probabilidad de ocurrencia del evento de falla Py puede ser expresada en términos de la

integral de probabilidad

Py :/ p(w)q(0)dwdo :/ Ip(w, 0)p(w)q(0)dwdo (5.3)
Qp weN,,,060

donde I'r(w, @) es la funcién indicatriz la cual es 1 en caso que la funcién de demanda normalizada

es igual o mayor que 1 y 0 en otro caso. En general, la integral de probabilidad (5.3) involucra una

gran cantidad de variables aleatorias (cientos o miles) en el contexto de sistemas dindmicos bajo

solicitaciones estocdasticas. Por lo tanto, esta integral representa un problema de confiabilidad de

alta dimensionalidad.

5.1.1 Estimacion de la Confiabilidad

Como se indicé anteriormente, la integral de probabilidad (5.3) representa un problema de
confiabilidad de alta dimensionalidad. Adicionalmente, la estimacién de la funcién de demanda

normalizada necesita la evaluacion de la funcién indicatriz, lo que usualmente implica la solucién
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44 Capitulo 5. Confiabilidad y Propagacién de Incertidumbre

del modelo de elementos finitos una gran cantidad de veces. Estas observaciones muestran que
es fundamental la aplicacién de técnicas avanzadas de simulacién para hacer frente a la integral
de probabilidad [34]. En particular, un método general aplicable, llamado Subset Simulation, es
utilizado en la presente formulacién [35]. La generalidad de este método se debe al hecho que no se
basa en ningin supuesto geométrico de la topologia de falla. Actualmente, cdlculos de validacién
muestran que la técnica Subset Simulation es aplicada eficientemente en un amplio rango de sistemas
dindmicos [36, 37]. Algunos aspectos fundamentales de Subset Simulation son revisados en esta

seccidn.

La idea basica de la simulacién Subset es descomponer el evento de falla F' en secuencias anidadas
de eventos de falla F' = F,,, C Fj,_1 C ... C F} esto es F' = N, F,.. Por definicién de probabilidad

condicional

P(F) = P(F,,) = P(N"™_, F, H Fr1/F)) (5.4)

La idea de los eventos de falla intermedios F;. se esquematiza en la figura (5.2) donde se tiene un
conjunto de muestras iniciales o no condicionadas y luego de la definicién del primer evento de falla
F1, las muestras siguientes son generadas mediante cadenas de markov para cada evento sucesivo
F. [38].

0
4 dw.0) =1 pagion de Falla
d(w,0) > 1

Cadenas de Markov

Regién Segura N
d(w,0) <1 SN
o
o ° o o
° o
. F,=F
o ° 0l o N W
. -
° ° o ° o o Fl
muestras semilla
o o o

o Muestras no condicionadas
e Muestras condicionadas

Figura 5.2: Simulacion Subset

Entonces, la probabilidad de falla queda expresada como un producto de P(F}) y las proba-
bilidades de falla condicionadas {P(F,4+1/F;), » = 1,...,m — 1}. Se observa incluso que si P(F)
es pequeno, seleccionando m y F,., r = 1,...,m — 1 apropiadamente, la probabilidad condicional
puede ser aun suficientemente grande, y por lo tanto puede ser evaluada de manera eficiente por

simulacién directa porque los eventos de falla son maés frecuentes. Para la implementacién uti-
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lizada, los eventos de falla intermedios son elegidos en forma adaptativa usando la informacién
de las muestras simuladas, las cuales corresponden a algiin evento condicional de probabilidad de
falla. Para ser méds especificos, la secuencia de eventos de falla intermedios estd definida como
F. =d(w,0) > d,,r =1,....,m donde 0 < 01 < ... < d,, = 1 es una secuencia de valores umbrales
intermedios. Durante la simulacién Subset los valores umbrales intermedios son generados adap-
tativamente, esto es, las probabilidades de falla condicionales son seleccionadas iguales a un valor
preestablecido, por ejemplo pg. Asi, se puede ver que los valores de la funcién de demanda d1, ..., Opp,
a un nivel de probabilidad especifico, son estimados. Por esto, la simulacion Subset esencialmente
genera muestras mientras los valores de la funcién de demanda correspondan a los niveles de pro-
babilidad preestablecidos. Por lo tanto, la probabilidad condicional es automaticamente igual a pg
excepto en la ultima etapa de simulacién en la cual es P(F,,/F,,—1). La probabilidad de falla es

entonces estimada como
1
Py~ pgl_lN—m z; Ip, (Wm—1,i,0m—1.) (5.5)
i=

donde {(wm—1,,0m—-1,,7 = 1,..., Ny, } es el conjunto de muestras generadas en la ultima etapa
de la simulacién Subset (etapa m — 1). Para la implementacién actual de la simulacién Subset
basada en [9,39], se asume que los pardmetros inciertos del sistema 6 no son independientes y estdn

caracterizados mediante un campo aleatorio que sera desarrollado en una de las secciones siguientes.

5.1.2 Solicitacién Sismica

La excitacién sismica es modelada como un proceso estocastico no estacionario. En particular,
un modelo estocdstico que combina un modelo Point Source con un pulso de velocidad [40]. El
modelo es caracterizado por los parametros M que representa la magnitud de momento, d, que
representa la distancia epicentral, T que representa la duracién de la excitacion y At que representa
el tamano del intervalo de muestreo [9,41,42]. En la figura (5.3) se esquematizada la representacién

fisica de la generacién de la excitacién sismica.

Figura 5.3: Esquema Point Source
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46 Capitulo 5. Confiabilidad y Propagacién de Incertidumbre

Para ser mas especificos, para un evento dado de magnitud M y epicentro a una distancia d,,
el movimiento del suelo es obtenido de la siguiente forma. Primero, una secuencia discreta de ruido

blanco es generada como

wl =< \/1/Atw; >, j=1,..,nr (5.6)

donde wj, j = 1,...,n;, son variables aleatorias gausianas estdndar independientes, idénticamente
distribuidas, At es el intervalo de muestreo, y ny es el numero de intervalos iguales que compone a
la duracién de la excitacion T' dividido por el intervalo de muestreo. La secuencia de ruido blanco es
modulada por una funcién envolvente. Se aplica la transformada de Fourier a la secuencia modulada
de ruido blanco y el espectro resultante es multiplicado por el espectro del movimiento del suelo.
Después, con la transformada de Fourier inversa, se devuelve al dominio del tiempo, para obtener
la aceleracién del suelo como un registro tiempo historia. Detalles de este procedimiento asi como
de la caracterizacién de la funcién envolvente y del espectro del movimiento del suelo pueden ser
encontrados en [9,42-44].

0.5

a[m/s 3]
o

-0.5

15 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 5 10 15 20 25 30
t[s]

Figura 5.4: Aceleracion Basal

En la figura (5.4) se presenta un registro tiempo historia tipico generado sintéticamente con el
método presentado, utilizando una magnitud de momento M = 7.0 y distancia de ruptura igual a
d, = 25Km. La duracién de la excitacién es tomada igual a T = 30[s] con un intervalo de muestreo
At = 0.01[s]. Asf, la secuencia de ruido blanco contiene ny = 3001 variables aleatorias y por lo

tanto el vector de pardametros inciertos w involucra un problema de alta dimensionalidad.

5.2. Propagacion de Incertidumbre

La importancia de manejar racionalmente la incertidumbre en los modelos mateméaticos de los
sistemas dindmicos es ampliamente reconocida en el sentido de predecir de manera mas precisa
las respuestas estructurales de interés [45,46]. El campo de la probabilidad y estadistica entrega

las herramientas para tomar en cuenta la incertidumbre en los parametros estructurales y en las
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cargas. En esta seccién se otorga especial énfasis a la incertidumbre en los pardametros del modelo
estructural € y como éstas se trasmiten a propiedades o respuestas de interés. Algunas de estas
pueden ser las propiedades espectrales, respuesta en el dominio del tiempo o respuesta en el dominio

de la frecuencia, entre otras.

En este trabajo se considera algin elemento principal del sistema estructural y se genera un
campo aleatorio para modelar el comportamiento de las incertezas en alguno de los pardametros de
interés como por ejemplo el médulo de elasticidad. Es importante mencionar que se han desarrollado
técnicas que intentan aproximar el mecanismo de transmision de las incertezas desde los pardmetros

del modelo a las respuestas de interés, las cuales se pueden revisar en [21,47-53].

De manera ilustrativa, para guiar la exposiciéon de los campos aleatorios que se utilizaran,
considere el sistema estructural de la figura (5.5) de el cual se separa como elemento principal el

ntcleo central de muras de harmicdn

Figura 5.5: Campo Aleatorio

La rigidez del nicleo de hormigén, representada mediante el médulo de elasticidad, es conside-
rada incierta. Especificamente, el modulo de elasticidad de los elementos de muro es agrupado cada
dos pisos y es modelada mediante un campo aleatorio Log-normal homogéneo e isotrépico E con

valor medio pgl, desviacién estandar o y funcion de correlacién dada por
R(A) = exp (~BA2) (5.7)

donde A representa una distancia caracteristica y § es un pardmetro que permite ajustar el grado
de correlacién. La correspondiente matriz de covarianza del proceso esta dada por ¥p = o% R,
donde R es la matriz de correlacién con coeficientes R;; = R(A;;) ,4,7 = 1,...,ng, donde A;; es la
distancia entre el centroide de los grupos de elementos de muro ¢ y j normalizada por el largo de

correlacion . Para el sistema estructural de la figura (5.5) se considera ny = 8 y a modo de ejempo
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48 Capitulo 5. Confiabilidad y Propagacién de Incertidumbre

se presenta la distancia Ass que representa la distancia entre los grupos de elementos de muro 2 y

3 asociadas a los parametros 05 y 5.

El campo aleatorio Log-Normal correspondiente al nicleo de hormigén puede ser expresado
como
E = exp (un1 + ®AY%2) (5.8)

donde pn1 representa el valor medio del campo aleatorio gaussiano con

1 o
1N zln(uE)—gln(l—F—g) (5.9)
HE

® y A son los vectores y valores propios de la matriz de covarianza Y5 del campo aleatorio gaussiano
v son obtenidos desde
Sy =®TAd (5.10)

los correspondiente coeficientes de la matriz de covarianza estan dados por

2 .
opRij
2

2Nij :1n(1+ ‘LLE

) ij=1,.. ng (5.11)

por otro lado z es un vector de variables aleatorias normales independientes asociado a la respectiva

simulacion con que se este trabajando.

Para llevar el campo aleatorio a la notacién utilizada en los capitulos anteriores en que los

parametros del modelo esta representados por 6, se tiene que
0=E./E (5.12)

donde ./ representa la divisién componente a componente y E corresponde al valor nominal del

modulo de elasticidad de cada componente del campo aleatorio.

16—
N T ——3=0.01
N 8=
08 1 3=5
U N | 3 =20
06 I |
= \
o Y
0.4 f \
\.
\.
\«
0.2 f N
0 . . Nimeme

0 5 10 15’ 20 25 36 3‘5 46 45
Distancia [m]

Figura 5.6: Funcién de Correlacién
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En la figura (5.6) se presentan valores tipicos de los elementos de la matriz de correlacién R;;
respecto a los valores de distancia entre el grupo 1 y el grupo j ,7 = 1,...,8. Se grafican los
valores correspondientes para varios valores del parametro 3. Si el pardmetro 8 es muy pequeno la
funcién de correlacion tiende a 1 en forma independiente a la distancia, lo cual representa un campo
aleatorio fuerte o completamente correlacionado, lo cual en términos fisicos esto significa que los
muros de todos los grupos tienen la misma rigidez o modulo de elasticidad. Por otro lado cuando
el pardmetro 8 es muy grande, los valores de la funcién de correlacién tienden a ser 1 solo para la
distancia 0 que corresponde a los muros del primer grupo, lo cual en términos fisicos representa que
la rigidez o modulo de elasticidad de cada piso es completamente independiente a la de los otros

grupos.

En las distintas aplicaciones se utiliza un valor intermedio del pardmetro 8, debido a que por
motivos constructivos en general se tiene una cierta dependencia entre las propiedades de elementos
adyacentes. La correcta seleccién de este pardmetro mejora la representatividad que tiene el modelo

del sistema estructural en la realidad.

Una de las formas en que se puede analizar la influencia o propagacién de las incertezas en
los parametros estructurales es generar un numero N,, de muestras gobernadas por el campo
aleatorio como se ilustra en la figura (5.7), en la cual se presenta un campo aleatorio bidimensional
con un valor del pardmetro 5 intermedio. Se generan las N, muestras en el espacio de variables
independientes z y por medio de las ecuaciones (5.8) y (5.12) las muestran son transformadas
al espacio de parametros del modelo estructural 6. Posteriormente, diversos andlisis pueden ser
realizados sobre estas muestras y con los resultados obtenidos se realizan estadisticas que permiten

entender como se propagan la incertidumbre.

Espacio Normal Espacio Parametros
Z2 92
Np,
N\ 11 X
. o
0L : Z1 0 1 01
Muestras

X Valor Medio

Figura 5.7: Muestras Campo Aleatorio

Para el caso de las frecuencias de vibracién del modelo estructural, tomando cada una de las

muestras 67 | j = 1,..., N, se realiza un histograma de las frecuencias mas importante (w; a ws).
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De la variabilidad que tiene cada una se desprende como se ven influenciadas por la incertidumbre
en los pardmetros estructurales. En la figura (5.8) se ilustra esta idea. Se observa en este caso que
las primeras frecuencias (w; y ws) se ven poco afectadas por la incertidumbre en los pardmetros
estructurales, teniendo baja variabilidad. Por otro lado las frecuencias altas (wy y ws) se ven muy

afectadas teniendo una gran variabilidad.

200 T T T T T T

180

160

140

120

100 -

N° Muestras

w1 w2 w3 Wy ws
Frecuencias

Figura 5.8: Histograma Frecuencias

Otra posible forma de analizar la propagacion de la incertidumbre, es analizar la respuesta
estructural para cada una de las m