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Resumen

En el presente trabajo, se realiza una adaptacién del método de Lattice Boltzmann para la reso-
lucién de las ecuaciones de shallow water. Se propone una variante hibrida del método, en la cual se
utilizan dos funciones de distribucién de equilibrio en distintas zonas del dominio con el objetivo de
obtener un método “well-balanced” que soporte condiciones de borde abiertas. Se validan dichas pro-
piedades mediante la simulaciéon de un lago en reposo y un levantamiento central de agua cuyas ondas
generadas atraviesan las fronteras de la simulacién respectivamente. Adicionalmente, se comprueba la
conservacion de masa mediante la experimentacion con condiciones de borde de tipo Bounce-Back.
Finalmente, se implementa un codigo paralelizado en GPU, estudiando el aumento en la eficiencia
computacional obtenido al disminuir los tiempos de ejecucién del algoritmo.

Palabras clave: simulacion numérica de tsunamis, ecuaciones de shallow water, método de Lattice
Boltzmann, condiciones de borde abiertas, “well-balanced”, GPU



Abstract

In the present work, an adaptation of the Lattice Boltzmann method is performed for the resolution
of the shallow water equations. A hybrid variant of the method is proposed, in which two equilibrium
distribution functions are used in different areas of the domain in order to obtain a well-balanced
method that supports open boundary conditions. These properties are validated by the simulation of
a lake at rest and a central water lifting which generated waves cross the boundaries of the simu-
lation respectively. Additionally, mass conservation is proved by experimentation with Bounce-Back
boundary conditions. Finally, a code parallelized in GPU is implemented, studying the increase in the
computational efficiency obtained by decreasing the execution times of the algorithm.

Keywords: numerical simulation of tsunamis, shallow water equations, Lattice Boltzmann method,
open boundary conditions, well-balanced, GPU



Glosario

Siglas

CFL: Courant—Friedrichs—Lewy.

CPU: Unidad de Procesamiento Central.

CUDA: Arquitectura Unificada de Dispositivos de Cémputo.
FLOPS: Operaciones de punto flotante por segundo.

GPU: Unidad de Procesamiento Gréfico.

NOAA: Administraciéon Nacional Ocednica y Atmosférica.
PCI: Interconexién de Componentes Periféricos.

RAM: Memoria de Acceso Aleatorio.

WENO: Esencialmente No Oscilatorio Ponderado.

Términos

Bounce-Back: Tipo de condiciones de borde que simulan la presencia de un muro.

Colision: Paso fundamental del método de Lattice Boltzmann. Representa interaccién entre
particulas.

D2Q9: Configuracién del método de Lattice Boltzmann que representa dos dimensiones y nueve
velocidades.

Dam-break: Rotura de presa.

Kernel: Subrutina que se ejecuta en GPU.

Lake at rest: Lago en reposo.

Lattice Boltzmann: Método para resolver ecuaciones diferenciales parciales.

Lattice gas cellular automata: Autémata celular Lattice-Gas. Método para simulacién de flujo de
fluido.

Lattice unit (lu): Unidad de medida para el espacio discretizado en el método de Lattice Boltz-
mann.

Shallow water: Aguas someras o aguas poco profundas.



VII

Streaming: Paso fundamental del método de Lattice Boltzmann. Representa propagacion de

particulas.

Time step (ts): Unidad de medida para el tiempo discretizado en el método de Lattice Boltzmann.

Upwind central scheme: Esquema upwind (contra el viento) central.

Well-balanced: Propiedad de un método que mantiene el estado inicial de altura de agua cons-

tante.

Variables

b: Batimetria, altura del nivel del suelo.

e: Vector de velocidad direccional.

F: Término de fuerza.

f: Funcion de distribucion.

f(€®: Funcién de distribucién de equilibrio.

g: Funcién de distribucion.

¢'°?: Funcién de distribucién de equilibrio.

g: Aceleracion de gravedad.

h: Altura de agua desde la batimetria (h = w — b).
i: Componente genérica de un vector.

j: Componente genérica de un vector.

L,: Dimensién (nimero de nodos) del dominio discretizado a lo largo del eje x.

L,: Dimensién (nimero de nodos) del dominio discretizado a lo largo del eje y.

p: Presion.

S: Término fuente.

t: Tiempo.

u: Velocidad.

v: Velocidad.

V': Volumen.

w: Altura de agua.

x: Componente espacial.
y: Componente espacial.

: Componente que representa una de las nueve direcciones del modelo D2Q9.

e

e: Variable que representa un valor pequeno en el estudio de perturbaciones.
p: Densidad.

: Viscosidad cinematica.

S

7: Tiempo de relajacion para el paso de colision.
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Simbolos y Notaciones

. @ Derivada parcial de (-) respecto a .

Ox

= V(-): Gradiente de (-), vector de sus derivadas parciales.

m (-).: *-ésima componente del vector (-).
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Capitulo 1

Introduccion

La simulacién numérica corresponde a una de las principales aplicaciones del area de la computacién
cientifica, teniendo como principales objetivos la reconstruccién de eventos y la prediccién de sucesos
futuros. Generalmente, los problemas de este tipo suponen el modelado de un sistema de ecuaciones
diferenciales y la posterior resolucién de éstas mediante la aplicacion de un método numérico, reque-
riendo una gran capacidad de computo la mayoria de las veces. Dentro de este contexto, es posible
encontrar los problemas de simulacién de desastres naturales como tsunamis, sismos de gran intensidad
y otros, siendo el primer ejemplo mencionado el foco de atencién del presente trabajo de memoria.

Al simular tsunamis, existen diversas decisiones que deben ser tomadas para enfrentar correcta-
mente el problema, destacando entre ellas la eleccién del sistema de ecuaciones a resolver, la seleccién
del método numérico a implementar y la definicién de la configuraciéon que se utilizara, contemplando
esta tltima la construccién de la malla mediante la cual se efectuara la discretizacion del problema, el
tratamiento de variables y la determinacién de parametros. Teniendo esto en cuenta, para el desarrollo
de este trabajo se ha decidido modelar el problema mediante las denominadas ecuaciones de shallow
water, las cuales corresponden a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas que des-
criben el flujo en la superficie de un fluido, siendo de gran utilidad al intentar reproducir una onda de
agua. Por otro lado, entre los distintos métodos usualmente utilizados para la resolucién de este siste-
ma, se ha elegido el método de Lattice Boltzmann dado que es un gran candidato a la paralelizacién
algoritmica con el fin de disminuir de forma drastica los tiempos de ejecucién.

Asi, el objetivo general de esta memoria es implementar el método de Lattice Boltzmann para la
resolucion de las ecuaciones de shallow water dentro del marco de la simulaciéon de tsunamis. Para
lograrlo, se han definido tres objetivos especificos a cumplir, siendo el primero de ellos codificar en
un lenguaje de programacién de alto nivel (Python) un algoritmo encargado de aplicar el método
mencionado al problema a modo de prueba de concepto, permitiendo la obtenciéon de resultados y
posterior comparacién con un algoritmo optimizado. En segundo lugar, ya habiendo obtenido una im-
plementacion funcional, se define como objetivo paralelizar el algoritmo mediante el uso de dispositivos
graficos (GPU) utilizando la arquitectura de célculo paralelo CUDA en los lenguajes de programacién
C/C++. Finalmente, el tercer y tltimo objetivo especifico consiste en realizar simulaciones que permi-
tan asegurar el cumplimiento de las propiedades fundamentales del problema y comparar el aumento
de eficiencia computacional entre ambas versiones implementadas.

En cuanto a la estructura del presente documento, en el Capitulo [2] se presenta la definicién del
problema, contextualizando la importancia de la simulacién numérica de tsunamis y describiendo el
modelo elegido para la representacién. A continuacién, el Capitulo [3] corresponde al estado del arte,
mencionando los principales trabajos relacionados presentes en la literatura. En el Capitulo [4] se expone
un marco tedrico para el método de Lattice Boltzmann, analizando sus aspectos mas importantes. Los
Capitulos [5] y [6] exhiben respectivamente, la solucién propuesta al problema y el algoritmo implemen-
tado, incluyendo las decisiones tomadas ante la presencia de los obstaculos enfrentados. Luego, en el
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Capitulo [7] se describen los experimentos realizados y se muestran sus resultados, mientras que en el
Capitulo [8] se comparan las versiones secuencial y paralelizada del algoritmo, estudiando el efecto de
la optimizacién. Finalmente, en los capitulos finales se concluye sobre el trabajo realizado y se senalan
las referencias bibliograficas consultadas.



Capitulo 2

Definicion del Problema

2.1. Simulacion de Tsunamis

La simulacién de tsunamis es un tema de bastante relevancia debido a que su uso estd destinado a
la evaluacion de riesgos ante una catastrofe de esta indole. No cabe duda de que su importancia es aun
mayor en un pais tan sismico como Chile. Es por esto que ya han surgido proyectos multidisciplinarios
a gran escala para lograr avances importantes en el tema.

Chile siempre ha sido un foco de atencién mundial debido al gran niimero de sismos que han afectado
al pais. El mas recordado de ellos corresponde al megaterremoto ocurrido en Valdivia en el afio 1960
[11, el cual registré una magnitud de 9,5 en escala Richter, siendo el méas potente a lo largo de todo el
mundo en la historia de la humanidad. Este desastre natural no solo se limit6 al movimiento teldrico
que de por si produjo danios inmesurables, sino también dio pie a otras catastrofes como la erupcién
del volcan Puyehue y un devastador tsunami que azoto las costas del oceano Pacifico, afectando tanto
a Chile como a territorios tan lejanos como son Hawdi y Japén (su alcance puede ser apreciado en
la Figura . Este evento costé la vida de cerca de dos mil personas y dejé mas de dos millones de
damnificados [2].

Si bien dicho evento se considera impactante, no corresponde a un suceso aislado, pues han ocurrido
una gran cantidad de desastres naturales de este tipo a lo largo de la historia del pais, contemplando
més de 84 tsunamis en los tultimos 100 anos, de los cuales 4 han acontecido entre el ano 2010 y el
presente. En este contexto, la gran importancia de la investigacién dedicada a esta drea se vuelve
evidente, siendo realmente necesario el desarrollo de herramientas que permitan reducir los riesgos y
adquirir una mejor capacidad de reaccién ante una catédstrofe similar.

Otorgandole aun maés relevancia al area, considerar solo a Chile al analizar la utilidad de ésta es
ser demasiado localista, pues son muchos los paises que se encuentran en situaciones similares, como
Indonesia [3] o el ya mencionado Japén [4], siendo en realidad un tema de gran importancia e interés
a escala mundial. Tan solo basta con remontarse al pasado 13 de Noviembre, donde un intenso sismo
produjo un tsunami en las costas de Nueva Zelanda [5].

Las simulaciones numéricas se realizan con el objetivo de almacenar informacién relevante de even-
tos con distintas caracteristicas, para luego, en el escenario de ocurrir un desastre real, relacionar los
datos que se tienen en el momento con uno de los casos simulados y asi tener un punto de comparacién
en base al cual tomar decisiones en el menor tiempo posible. De este modo, es posible obtener una
gran cantidad de datos tutiles sobre el tsunami que se avecina, como lo son la altura con la que llegara
a la costa, la distancia de tierra que serd cubierta por agua, la intensidad, velocidad o fuerza con la
cual viene la ola, la estimacién de zonas donde el dano puede ser mayor, entre otros.

Por otro lado, las simulaciones también son ttiles para estudiar el fenémeno, permitiendo analizar
y poner a prueba determinadas decisiones, como por ejemplo, la eleccion de terrenos destinados a la
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Eyewitness/
Survey Obs.

May 22, 1960 Chile Tsunami
‘Water height observations and

k) computed tsunami travel times in hours
NOAA National Geophysical Data Center

Figura 2.1: Altura de agua del tsunami provocado por el megaterremoto de Valdivia en el ano 1960.
Fuente: NOAA National Geophysical Data Center.

edificacion, asi como también evaluar y establecer politicas gubernamentales o estrategias de mitigacion
de efectos de tsunamis, como el levantamiento de terrenos o la construccién de muros con el fin de
detener una posible inundacion.

Para lograr estas simulaciones se utilizan métodos ampliamente validados. Entre los distintos en-
foques y modelos que buscan representar el comportamiento de un tsunami, destacan las conocidas
ecuaciones de shallow water, las cuales, en palabras simples, describen el flujo de la superficie de un
fluido. Para resolverlas existen diversos métodos que utilizan determinados esquemas y representa-
ciones. El problema radica en que este sistema no posee validez al representar la inundacién de una
zona seca, que es el elemento principal de un tsunami. A pesar de aquello, es posible obtener datos
relevantes de una simulacién que carezca de este elemento e incluso se puede implementar un método
de inundacién externo que se acople a la simulacién, aunque esto tltimo esté considerado como trabajo
futuro.

En este contexto, el problema atacado en esta memoria es la resolucién de las ecuaciones de sha-
llow water mediante el uso del método de Lattice Boltzmann, el cual ha adquirido gran relevancia

recientemente [0 [7, [8] [@].
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2.2. Representacion del Problema:
Ecuaciones de shallow water
Las ecuaciones de shallow water, también llamadas ecuaciones de aguas poco profundas y ecuaciones

de aguas someras, son un sistema de ecuaciones diferenciales parciales hiperbdlicas que describen el
flujo de la superficie de un fluido. Su formulacién es la siguiente:

oh  O(hu) = I(hv)

(hu) 0 2 1 5 d(huv) b

o + 9 (hu + 2gh + 3y ghax (2.2)
I(hv) | O(hw) O o 1 o\ _ . 0b

o T or oy \" T8 ) =gy (2

donde h(zx,y,t) es la altura del fluido, u(z,y,t) vy v(z,y,t) corresponden a las componentes z e y de
la velocidad respectivamente, b(x,y) representa la elevacién de la batimetria y g es la constante de
aceleracion de gravedad. Esta corresponde a una formulacién simple de las ecuaciones, pues el modelo
puede ser complementado agregando términos adicionales, como la fuerza Coriolis, entre otros.

Las ecuaciones de shallow water se obtienen de las ecuaciones de Navier-Stokes, llamadas asi por
sus autores Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes. Estas ecuaciones describen el movimiento
de fluidos viscosos. La primera de ellas es la ecuacién de conservacién de masa:

ap
Liv. =0
ot + (pu)
donde p es la densidad y w es la velocidad del fluido. Es a partir de esta ecuacién desde donde se deriva

2.

La segunda ecuacion corresponde a la conservacion de momento y su formulacion es:

0
a(pu) +pu-Vu = —-Vp+ pViu+ F

donde p es la presién, u es la viscosidad dindmica y F es el término de fuerzas externas. Las ecuaciones
y se derivan de esta ecuacién.

En palabras simples, la derivaciéon de las ecuaciones de shallow water se consigue al establecer
una escala de longitud horizontal mucho mas grande que la vertical, condicién bajo la cual, segin
la conservacién de masa, la velocidad vertical del fluido es muy pequefia y puede ser eliminada del
modelo mediante integracién. Lo mismo ocurre con el término de presion, ya que bajo estas condiciones,
gracias a la ecuacion de conservacion de momento, es posible demostrar que los gradientes verticales de
presién son asintoticamente hidrostaticos y los horizontales se deben al desplazamiento de la superficie,
implicando que las velocidades en las profundidades del fluido son constantes.

Para resolver este sistema numéricamente, es necesaria una discretizacion del dominio mediante
alguno de los métodos que seran presentados en la Seccién Una caracteristica en comin que
deben presentar todos estos métodos es la propiedad de ser “well-balanced”. Esto supone modelar
correctamente una de las soluciones de estado estacionario més importantes, correspondiente a la de
“lake at rest” | o lago en reposo en espanol, que se define por:

u=0, v=0, w=h+ b= constante

Esto significa que mientras no hayan fuerzas externas, si la altura del agua es constante a lo largo
del dominio al tiempo t = 0, entonces deberia mantenerse constante a medida que avanza el tiempo.
Si bien esto suena logico y algo simple de lograr, en realidad corresponde a un gran desafio, pues la
mayoria de los métodos estan sujetos a la generacién de perturbaciones pequenas que no permiten
un nivel constante de agua. Los métodos que cumplen el estado estacionario y no generan dichas
perturbaciones erréneas, son llamados “well-balanced” .



Capitulo 3

Estado del Arte

3.1. Ecuaciones de shallow water

En la presente seccién se discutird sobre los principales enfoques utilizados para resolver el sistema
conformado por las ecuaciones de shallow water. Como se mencioné en la Seccion [2.2] para hallar
una solucién de este sistema, se hace necesaria la implementacién de métodos numéricos que permi-
tan generar una discretizacién del problema. De esta manera, es posible identificar en la literatura
el establecimiento de tres corrientes principales, correspondientes a los métodos de diferencias fini-
tas, volumenes finitos y Lattice Boltzmann, adquiriendo esta tiltima una relevancia considerable en la
actualidad, lo cual serd analizado en la Seccién (3.2

Comenzando por el primero de los métodos mencionados, el método de las diferencias finitas consiste
en la estimacion de la soluciéon de una ecuacién diferencial mediante la aproximacién de derivadas por
medio de diferencias finitas. Estas son expresiones matematicas en las que se reemplaza el término
infinitesimal del cuociente que define una derivada por un valor finito.

Segin su definicién, la derivada de una funcién f(x) es:

fl(.%') :]}Lg% f($+hf)b_f($)

En un dominio discretizado de forma equidistante, en donde el valor h corresponde a la distancia
entre dos puntos consecutivos x; y 2;11, la aproximacién de la derivada de una funcién f(x) puede
estimarse de tres formas segin el tipo de diferencias finitas utilizado:

flx+h)—flz)  flzizs) — f(xi)

/ ~ - . . .
fi(x) ~ h = Ar Diferencia Progresiva
f'(z) %f(x) — z(x —h) = ACD) _Ai(xl_l) Diferencia Regresiva

oy f@+h) = flx=h)  f(wi) = f@io1) . )
fi(x) = o = AL Diferencia Centrada

En la literatura es posible encontrar articulos no muy recientes en donde se aplica este método a la
resolucién de las ecuaciones de shallow water, siendo efectivamente éste uno de los primeros enfoques
utilizados para afrontar el problema. Entre los méds antiguos, destaca el trabajo de Sadourny [10] en el
ano 1975, en donde el autor estudia las propiedades de conservaciéon de dos modelos numéricos basados
en diferencias finitas. Es importante también mencionar el articulo de los autores Casulli y Cattani
[11] del afio 1994, en donde se realiza un andlisis de estabilidad, eficiencia y precisién de un esquema
semi-implicito en la resolucion de las ecuaciones de shallow water de tres dimensiones.
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Avanzando a la década del 2000, es posible encontrar el trabajo de Israeli et. al [I2], en el cual se
presenta un método incondicionalmente estable, eliminando la restricciéon producida por la condicién
CFL. También el trabajo de Rasulov et. al [I3], en donde se aplica el método de diferencias finitas
para resolver las ecuaciones de shallow water representadas mediante funciones discontinuas en una
dimesién. Por su parte, los autores Delis y Katsaounis [I4] emplean métodos de relajacién como una
generalizacién del método poniendo especial énfasis en el manejo del término fuente que representa
el efecto de la batimetria. Se destaca adicionalmente, el articulo de Skiba y Filatov [I5], en el cual
se propone un método para construir distintos esquemas conservativos basados en diferencias finitas,
considerando el modelo clasico de las ecuaciones de shallow water.

Ya en el afio 2011, los autores Lu y Qiu [16] estudian la aplicacién del método Lax-Wendroff en la
discretizacién del tiempo a un esquema de diferencias finitas esencialmente no oscilatorio ponderado
(WENO, por su sigla en inglés). Entre las principales publicaciones recientes se encuentran los trabajos
de Luo y Gao, analizando en uno de ellos [I7] los fenémenos de “dam-break” y de llanura aluvial a
través de un esquema de diferencias finitas, y proponiendo en el otro [I8], junto al autor Zhenghui Xie,
un modelo de extrapolacion de diferencias finitas basado en una descomposicién ortogonal. Destaca
también el trabajo de Li et. al [I9], en donde se presenta un esquema de tipo WENO que mantiene la
propiedad de “well-balanced” ante batimetrias no planas.

Por otra parte, continuando con el segundo método mencionado al comienzo de la seccion, en el
método de volimenes finitos se construyen volimenes de control en torno a los puntos que constituyen
el dominio discretizado sobre el que se trabaja, cuidando que estos volimenes no se traslapen entre si.
De este modo, la suma de los volimenes de control considerados es equivalente al volumen total del
fluido representado.

La metodologia integra las ecuaciones diferenciales en cada volumen de control, obteniendo una
version discretizada de dicha ecuacién. Si bien debe cumplir una consistencia en los flujos, es decir, el
flujo que sale de un volumen de control hacia sus vecinos debe ser igual al que ellos reciben de él, su
principal propiedad es que, de manera independiente al tamano de la malla, el sistema de ecuaciones
discretizadas resultante satisface en forma exacta las ecuaciones de conservacién consideradas.

Haciéndose necesaria una funcién de flujo para determinar la interaccién entre volimenes vecinos
pertenecientes la malla discreta, en el afio 2000, Alexander Kurganov y Eitan Tadmor desarrollaron un
novedoso esquema que ha adquirido bastante protagonismo: el denominado “upwind central scheme”
[20].

Continuando con la labor de Kurganov, quien ha dedicado su trabajo al tema y posee bastantes
publicaciones sobre el mismo, dos anos después de la definicién de la funcién mencionada, junto a Doron
Levy presenté la aplicacién de ésta a la resolucién del sistema de ecuaciones de shallow water [21],
demostrando que el método contaba con preservacion de la positividad de la altura del agua, siendo
capaz de manejar la presencia de zonas secas y simular la inundacién. Ya en el ano 2005, Kurganov
y Guergana Petrova implementan el esquema en mallas triangulares para la resolucién de sistemas de
ecuaciones diferenciales parciales hiperbélicas de leyes de conservacion [22], y tras dos afos, en el 2007,
ambos autores logran obtener un método “well-balanced” que presenta preservacién de la positividad
al mismo tiempo [23], algo no conseguido anteriormente.

Finalmente, en un trabajo conjunto con Steve Bryson, quien ya habia trabajado en el ano 2005 con
las ecuaciones de shallow water en mallas no estructuradas [24], y otros autores, se logran unir todos
los conceptos mencionados, implementando un esquema “upwind central” en un método de volimenes
finitos “well-balanced” y preservando la positividad de la altura del agua para resolver las ecuaciones
de shallow water mediante la utilizacién de mallas triangulares no estructuradas [25]. En el trabajo
mencionado, se presenta la siguiente formulacién:

Considerando la altura de la superficie del agua w = b+ h, y utilizando el vector U = (w, hu, hv),

es posible reescribir (2.1), (2.2) y (2.3) como:
U, + F(U,b), + G(U,b), = S(U, b) (3.1)



CAPITULO 3. ESTADO DEL ARTE 8

donde los flujos F' y G se describen mediante:

F u)? W) (o

(U,b) = (hu, SL_)b + ! (w — b)2, (hw)_(hb))
U U v v)?

G(U,b) = (hv, " )_(hb )» (h_)b *g(w—b)2)

y el término fuente S estda dado por:
S(Ua b) = (07 _g(w - b)bm7 _g(w - b)by)

Considerando una malla triangular no estructurada y el método de volimenes finitos, se define
(x,y;) como las coordenadas del centro de masa del volumen de control T} y para valores de k = 1,2, 3,
Mk = (zk,yjk), Lix y 0 respectivamente como el punto medio, el largo y el dngulo respecto a la
horizontal del vector normal saliente del lado compartido con su k-esimo vecino.

De esta forma, aplicando un esquema semi-discreto a la aproximacién de la solucién de (3.1)), se
obtiene:

U;t) ~ 7, |/U x,y, t)dedy (3.2)

Finalmente, utilizando el esquema “upwind central” en su versién de segundo orden [22] como
funcién de flujo para resolver (3.2)), se llega a:

= 3
W =—|}ZW[ L (U6 (Mjx), b(Mi) + a5 F (U (M) b(M;)]
M g=1 77
1 3 €jksin(9 ) e U o bM out s U b M
fﬁéw[ (U 1(Mje), b(M;e) + a5 G (U (M), b(M;))]

k: 13 =
|T | & Z ik gont J ’ 0oy U ji(Mjr) — U (Mjr)] + S

donde ajk y a$® son las velocidades direccionales locales y U;(Mjx) y U x(M;y) son los valores
evaluados en el punto M, de la reconstruccién lineal por tramos:

Uz,y) =Uj+ (Ua); (w =) + (Uy); (y —y;), (,9) €T;
de U en el tiempo t, esto es:

Ui(Mj) i= o e U@ UMy = i U @0)

Por otro lado, es importante destacar el estudio de reconstrucciones hidrostaticas presentes en la
literatura. Asi, se rescata la labor de Emmanuel Audusse et al. [26], quienes propusieron una recons-
truccién hidostatica con voliimenes finitos en un esquema “well-balanced” para resolver las ecuaciones
de shallow water. Otros autores han presentado diversos enfoques, como una nueva discretizacion de
la topografia en un modelo hidrostatico que es “well-balanced” y maneja zonas secas [27], seguida
de un estudio sobre las limitaciones del método al presentar un comportamiento anormal en ciertas
condiciones [28§].

En la actualidad, el método de volimenes finitos corresponde a la corriente més popular, siendo la
que ha presentado los mejores resultados en la resolucién de las ecuaciones de shallow water. Entre las
publicaciones més recientes sobre el tema destaca el trabajo de Dutykh y Clamond [29], quienes utilizan
una discretizacion de volimenes finitos al modelar una modificacién de las ecuaciones de shallow water
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que presenta batimetrias variantes en el tiempo. Por otro lado, el autor Yulong Xing [30] aplica un
esquema de tipo WENO al método para canales de agua abiertos con geometria irregular. Por iltimo,
es posible encontrar el articulo de Beljadid et. al [31]], en el cual se propone un nuevo enfoque para el
andlisis de estabilidad del método en mallas irregulares mediante la utilizacion de espectro, pseudo-
espectro y descomposicion en valores singulares.

Para finalizar, es sumamente importante mencionar las implementaciones mas famosas en la ac-
tualidad destinadas a modelar las ecuaciones de shallow water. COMCOT [32] corresponde a la més
popular de ellas, consistiendo en la utilizacién de un esquema de diferencias finitas con salto escalona-
do. También se destaca el modelo ANUGA [33], el cual se basa en el método de voliimenes finitos para
simular la propagacion de ondas cerca de la costa, con especial énfasis en el fenémeno de inundacién.

3.2. Meétodo de Lattice Boltzmann

El método de Lattice Boltzmann es una técnica de simulacién relativamente nueva dentro del
contexto de sistemas complejos de fluidos. Al contrario de los otros métodos analizados en la Seccién [31]
que resuelven numéricamente las ecuaciones de conservacion de propiedades macroscdpicas, como masa
o momentum, los métodos de Lattice Boltzmann modelan el fluido sobre una malla discreta, analizando
la propagacién y colision de colecciones ficticias de particulas presentes en él. Una explicaciéon mas
detallada del método serd presentada en el Capitulod] estando la presente seccién dedicada a referenciar
las principales aplicaciones del método presentes en la literatura, tanto a las ecuaciones de shallow water
como a otros problemas de simulacién.

La primera ecuacién de Lattice Boltzmann fue presentada en el ano 1988 por los autores Guy
McNamara y Gianluigi Zanetti [34], en cuyo articulo proponfan una mejora al método LGCA (“Lattice
gas cellular automata”™). La principal idea era eliminar el ruido estadistico presente en el método y
con esto, reducir los tiempos de cémputo requeridos. A partir de entonces, con el articulo del ano
1989 de los espanoles Higuera y Jiménez [35] en donde se aplica la ecuacién de Lattice Boltzmann a
la hidrodindmica de lattices, surge el método de Lattice Boltzmann como una herramienta simple y
eficiente para afrontar problemas de dindmicas de fluido, ganando de inmediato un gran interés. De
esta forma, el primer libro dedicado enteramente al método fue publicado en el ano 2001 a manos del
autor Sauro Succi [36], y en él se tratan sus aspectos mas relevantes.

Asi mismo, han sido publicados otros libros sobre el método de Lattice Boltzmann, destacando entre
ellos los de Jian Guo Zhou [37], Michael Sukop y Daniel Thorne [38] y Abdulmajeed Mohamad [39].
El primero de ellos es el que mas se relaciona con este trabajo, pues en él se propone una adaptacién
del método para resolver las ecuaciones de shallow water. Los dos libros mencionados restantes tratan
los aspectos importantes del método, su derivacién a partir de las ecuaciones de Navier-Stokes y sus
principales aplicaciones.

Aun asi, la propuesta de Zhou no fue la primera, pues Rick Salmon ya habia derivado un método
para resolver el problema en el afio 1999 [40]. A partir de estas dos publicaciones, la resolucién de las
ecuaciones de shallow water mediante la aplicacion del método de Lattice Boltzmann ha ido adqui-
riendo importancia, pero siendo aun un caso de estudio relativamente reciente que cuenta con pocas
publicaciones. En este contexto, es posible encontrar relevantes avances en el tema, como es el caso del
articulo de Thémmes et. al [4I], en donde se presenta una representacién para el término fuente que
permita manejar de forma precisa distintas configuraciones de batimetria. También se destaca el tra-
bajo de Geveler et. al [42], en el cual se resuelven las ecuaciones de shallow water mediante del método
de Lattice Boltzmann incluyendo objetos sélidos moviéndose a través del fluido, todo esto probando la
paralelizacién del método en distintas arquitecturas. Ya en el ano 2010, Zhou [43] propone una mejora
a su trabajo anterior, permitiendo ahora manejar batimetrias no planas al incorporar de una manera
consistente el nivel del suelo en la ecuacién de Lattice Boltzmann.

Entre los trabajos mds actuales sobre el tema, destaca el articulo de Li et. al [6], en el cual se propone
una nueva funcion de equilibrio para resolver las ecuaciones de shallow water, modificando la funcién
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propuesta por Zhou de modo que el término de presién hidrostatica se calcule de manera conjunta a la
inclinacién de la batimetria. Siguiendo esta linea, una de las publicaciones més recientes corresponde a
la de Hedjripour et. al [9] en el presente ano, en donde se implementa un modelo asimétrico de Lattice
Boltzmann en la resolucién unidimensional de las ecuaciones de shallow water.

Es importante mencionar que en la actualidad, el método de Lattice Boltzmann no solo es utili-
zado en problemas de dindmicas de fluido, sino en diversos problemas que involucren la resolucién de
ecuaciones diferenciales parciales. Dentro de las aplicaciones del método es posible encontrar diver-
sas dreas, como la termodindmica, més especificamente problemas de transferencia de calor [44], [45],
electrohidrodindmica [46, [47], aerodindmica [48] [7], acistica [49] [§], entre otras.

Finalmente, es posible encontrar librerias de cédigo abierto basadas en el método de Lattice Bol-
tzmann en el marco de la dindmica de fluidos computacional, destacando entre ellas Palabos [50] y
OpenLB [51]]. Del mismo modo, existe también software privado destinado a este propésito, siendo Po-
werFLOW [52] el m&s popular al ser ampliamente utilizado en la industria automotriz y de transporte,
debido a su aplicacién validada en temas como aerodindmica, aeroacustica, gestién térmica, control
climatico y utilidades para el sistema de tren motriz.



Capitulo 4

Marco Teérico:
El Método de Lattice Boltzmann

4.1. Introduccién al Método

Es posible realizar una clasificacién de los métodos numéricos utilizados en simulaciones de acuerdo
a la escala de dimensién con la que representan el dominio del problema. Por un lado esta la macro-
escala, en la cual el dominio es discretizado en volimenes, celdas, elementos, entre otros, con el fin de
considerar la velocidad, presion, temperatura y las deméds variables a analizar como un valor promedio
dentro del volumen finito analizado. En el otro extremo, podria considerarse la interacciéon de cada
particula (dtomo o molécula) con las demds, lo que corresponde a una microescala. Debido a que en
un extremo se debe lidiar con la imprecisién provocada por la discretizacion y en el otro se necesita un
excesivo nivel de recursos computacionales, se hace necesario encontrar un punto medio. Es aqui donde
surge el método de Lattice Boltzmann, en el cual se consideran las interacciones entre colecciones de
particulas, las cuales estan definidas por una funcién de distribucién. Esto se denomina mesoescala.

En el método de Lattice Boltzmann, la unidad con la que se mide el tiempo en el lattice se denomina
time step (ts) y el espacio es discretizado en lattice units (lu). Las posiciones de las colecciones de
particulas corresponden a nodos de una malla regular equiespaciada. De acuerdo a la configuracion
utilizada en este trabajo, las particulas pueden moverse en 8 direcciones para llegar a otro nodo. Este
modelo se conoce como D2Q9 (ver Figura debido a que representa 2 dimensiones y contiene 9
velocidades.
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Figura 4.1: Modelo D2Q9.

(0,0),

y— 1
cos (@ = r
€n =

-1
1 ,sin (o )ﬂ-) ,

La magnitud de las velocidades e1, es, e3 v e4 es igual a 1 lu ts~!, mientras que la de es, eg, €7 v
es corresponde a v/2 lu ts~'. Asi mismo, es posible apreciar que los vectores e, estan definidos como:

a=0
1 a=1,2,3,4
-1
\/icos(a

-1
1 )W,ﬂsin(a 1 )W>, a=25,6,7,8

(4.1)

Aqui es donde aparece la denominada funcién de distribucién f. En esta configuracién, describir
dicha funcién equivale a pensar en un histograma que representa la frecuencia de ocurrencia con la que
las particulas de un determinado nodo toman una de las 9 velocidades posibles. De este modo, cada

uno de los nueve componentes de la funcién de distribucién corresponde a una densidad del fluido con
una direccién especifica, por lo que la densidad macroscépica p de cada nodo se calcula como:

8
p= Zfoz
a=0

(4.2)

Del mismo modo, la velocidad macroscépica u no es mas que el promedio de las velocidades mi-

12



CAPITULO 4. EL METODO DE LATTICE BOLTZMANN 13

croscopicas e, ponderadas por las densidades direccionales f, obtenidas de la funciéon de distribucion:

8
u = ! Z fa€a (4.3)
P a=0

En lineas generales, el método de Lattice Boltzmann consiste esencialmente en la realizacion de
dos pasos llamados streaming y colision. El primero de ellos corresponde a la etapa que representa el
movimiento de las particulas, desplazando las densidades de un nodo a otro de acuerdo a los valores
de la funcién de distribucién para cada una de las direcciones posibles. Por otra parte, la colision
representa la interaccién entre las particulas, pudiendo cambiar sus velocidades direccionales al llegar
al siguiente nodo.

El enfoque mds simple del método utiliza la aproximacién BGK (Bhatnagar-Gross-Krook) para la
implementacion de la colision, originando la siguiente ecuacion de Lattice Boltzmann:

[fala,t) — £ (@, 1))

fa(x + e At t + At) = fo(x,t) —

streaming

(4.4)

colision

donde 7 es el denominado tiempo de relajacion y f,Sf‘Z) corresponde a la funcién de distribucién de
equilibrio.

4.2. Funcién de Distribucién de Equilibrio

La funcién de distribucién de equilibrio es una parte fundamental del método y su determinacién
juega un rol esencial en su implementacién, pues es ésta quien define qué ecuaciones se estan resol-
viendo. En otras palabras, LBM mantiene su estructura algoritmica general para resolver diversos
problemas como difusién de calor, flujos turbulentos, fluidos compresibles, entre otras simulaciones,
pero lo tunico que debe cambiar para adaptarse de un problema a otro, es su funcién de distribucién
de equilibrio. Es por esto que a continuacién se determinard esta funcién en base al problema que se
intenta resolver, es decir, las ecuaciones de shallow water vistas en la Seccién

4.2.1. Primera Funcién de Distribucién de Equilibrio (f(?)

En la literatura es posible encontrar dos funciones de distribucién de equlibrio que son ttiles para
resolver el problema con el que se esta lidiando y, como se verd mas adelante, en este trabajo se hara
uso de ambas al combinarlas en distintas partes del dominio. La primera de ellas fue propuesta por
Jian Guo Zhou [37] y estd definida como:

h_th2 _2h 9

5 5 Ui a=0
e h? h h
FLe0 = % + g€aitti + S €ai€ajUitlj — guf, a=1,2,3,4 (4.5)
h? h h
g2—4 {5 €aitti + geaiajUittj — ﬂuf, a=5,6,7,8

Para probar que al utilizar esta funcién de distribuciéon de equilibrio las variables macroscépicas
calculadas en las ecuaciones (4.2)) y (4.3) corresponden a la solucién de las ecuaciones de shallow water,
se necesita realizar la expansién de Chapman-Enskog de la ecuacién de Lattice Boltzmann definida en

(4.4) con el ebjetivo de recuperar las ecuaciones (2.1)), (2.2) y (2.3)).

Asumiendo que At es pequeno e igual a e:

At =¢
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y considerando que, debido a que se estd trabajando con las ecuaciones de shallow water, se hace
necesaria la adicién de un término que permita recuperar el término fuente y las demaés fuerzas externas
que pudiesen aplicarse al modelo, es posible reescribir la ecuacién (4.4]) como:

(eq)
[folx,t) = fa " (x,1)] = ¢
=+ —euiF; (4.6)
T N,
donde e,; corresponde a la i-ésima componente del vector de velocidad e,, F; corresponde a la
componente del término de fuerza en la direccién i, y N, es una constante determinada por:

8

2

N, = E e’
a=0

fal®x+eqe,t+¢) = folx,t) —

lo que en el modelo D2Q9 lleva a N, = 6.
Aplicando a la ecuacién (4.6) las siguientes expansiones:

o

E:TL
falx +eqe,t+¢) = Z ﬁfoa(sc, t)

n=0

foz = i €nf((ln)
n=0

con el operador D; definido como D; = (9; + e, - V), se obtiene la siguiente ecuacién:

- E:n n - m m - n n 1 > n n € €
32t (35 engie) = Sensin - L (Sensi - 60 + e
n=0 m=0 n=0 n=0

Fl siguiente paso es tomar los términos que dependen de hasta el segundo orden de €. Asi, consi-
derando solo los términos de O(1) se obtiene:

T S ORI
g g T(fa faq)

Eliminando los términos calcelados se reduce a:

FO = fleo (4.8)

Tomando ahora aquellos términos de hasta O(e) se llega a la siguiente ecuacidn:

1
QTS oD = G4 e s ) 4 SewiF
1 2 1 2 i 3 3 0

Nuevamente, al eliminar los términos cancelados se obtiene:

1 1
Dy f0 = _;fc(yl) + geaiFi (4.9)

Por tltimo, considerando todos los términos que dependan de hasta O(s2), la ecuacién generada

es:
@i—k;ﬁ—ke?’fa 5 +
1 2 3

2
eD fO + 2D, £ + D2 fO) = ST+ T+ 248 +eniF;
2 - 6
1 2 3

1
_Z (1) 4 g2¢2) _
S\ FE et 4 1D - T
4 4



CAPITULO 4. EL METODO DE LATTICE BOLTZMANN 15

Cancelando términos se obtiene:

21, +(1) 4 & 2 ((0) Ly L ope €
DA 42D + DD = gD 20 1 e,

! 1 1

Al aplicar la ecuacién (4.9)):

1 1 1 1
DD + oD (—Tfél) + GeaiFi) = —;fc(f)

Finalmente, lo obtenido puede reescribirse como:

1 1 1 /1
- W —_24@ _2p (Ze..F,
(1 27) Difa —fo” = 5D <6esz> (4.10)

Para continuar con el desarrollo, se hace necesario mencionar las siguientes restricciones:

8
S 0 =n (4.11a)
a=0
8
Z 6aif(§0) = hui (4.11b)
a=0
° 1
Z 6ai6ajf(g0) = §gh2(5ij + huiuj (4.11C)
a=0
8
> M=o, Vn >0 (4.11d)
a=0
8
> eaif =0, Vn > 0 (4.11e)

a=0

y es util recordar que por la simetria representada en la ecuacién (4.1)) es posible obtener las siguientes
igualdades:

8
Z €ni — 0
a=0

8

> eaieaj = 65;;

a=0

8
§ €qi€aj€ak = 0
a=0
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Es asf como al realizar la sumatoria ) [([4.8) + ¢ x [{£.9) + &% x ([£.10)] en torno a «, se obtiene:

Al eliminar los términos cancelados y aquellos cuyo valor es cero, simplificando por € la ecuacién
se convierte en:

8 8
Z;)théO) +e¢€ (1 — 217_) z_;) = —&—< ZDt ( €q; ’L)

Expandiendo los términos se obtiene:

o 8
ot (Z fé”) +
a=0

Al reemplazar los valores correspondientes:

0[S cOF;
()4 2 (s ) -390
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Si se considera precisién de primer orden para el término de fuerza, al aplicar las restricciones
definidas en (4.11a) y (4.11b)) se obtiene:

@ a(hu]) -0
315 a:lij o
lo que corresponde a la ecuacién de shallow water presentada en (2.1).
Del mismo modo, al calcular > eqx l) +ex ([@9) +e2 x 4.10:] se tiene:
8 8
Z (xkf(go) +e Z eathf(gO)‘i‘
a=0 a=0
1
0
1 8 8 138
2(1. — arnDif) = (eq) _ . i fO
£ ( 5 ;}6 kDt fo > “fa €Taz:0 kfa
%,_/
661k
+ 5 F ak€ai — ok f(2)
a O

- 5 5 Zeak)Dt ( eOﬂF’L>

Evaluando los términos, eliminando los cancelados y simplificando por € se obtiene:

Z eathf(O) +e ( ) Z eathf(l) =Fy—e; Z ear Dy < eaze>

Al expandir:

60k

P 8 1|0 i
_ E £(1) _ ) )
Py < eakeajfa >‘| Fy 512 at F; ak€ai

+5Tj sze ajCai
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Finalmente, evaluando se llega a:

9 ( 8
ar Zeakfé0)> +
ot =

0 [ cOF, ¢ 0 [
v § O —p, 29Tk 9y § (1)
awj ( eakeajfa ) k 2 ot 27_( T )awj a:Oeakeajfa

a=0

Con lo que, nuevamente considerando precisién de primer orden para el término de fuerza, al
reemplazar las restricciones (4.11b)) y (4.11c)) se obtiene:

8hui 0 (hui'u,j) 0 h2 0
=— — | ——A;; + F; 4.13
ot + aﬂlj gé)azz 2 0 3 J + ( )
en donde F'; se expresa como:
ab
F;=—gh 4.14
U (4.14)

recuperando las ecuaciones de shallow water presentadas en y . La tnica diferencia visible
respecto a dichas ecuaciones es la presencia del término dependiente de A;;, el cual representa el
efecto de la viscosidad del fluido y puede ser agregado al modelo sin mayores complicaciones. Segun el
desarrollo realizado se tiene:

€

8
o (2T - 1) Z eakeajfo(cl)

a=0

Aij =

Tomando como referencia el trabajo de Zhou [37], este término puede expresarse como:

A”N l/|: 81‘j + 6$l

donde v es la viscosidad cinemdtica y se define de la siguiente manera:

At
V= ?(27 -1
Finalmente, la ecuacién (4.13)) puede reescribirse como:

o i Sk 24
2
8:Bj

ot oa; o, +

2

4.2.2. Segunda Funcién de Distribucién de Equilibrio (¢(°?)

La segunda funcién de equilibrio utilizada fue propuesta por Shaotian Li et al. [6] y se define como:

2h
h— —u?, a=0
h 3 h
gl” =3 Ceaiui + 5 Cai€ajUitlj — 6“127 a=1,234 (4.15)
h h
15 Caithi + 3 CaiCajUitlj — ﬂuf, a=5,6,7,8

Como es posible apreciar, el iinico cambio introducido en esta funcién respecto a la primera anali-
zada es la eliminacion de los términos que dependen de la aceleracién de gravedad g. Esto solo supone
un cambio en la restriccién presentada en (4.11c), modificandola de la siguiente manera:

8
Y eaieajgl) = huu,

a=0
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Como consecuencia de esto, desaparece el primer término del lado derecho en la ecuacién (4.13)),
transformandose en: o o(h ) 5
u; u;U;
1+ 1_7:_71&”_'_171Z
ot ox; Ox;
Es por esto que no se hace necesaria la aplicacién de la expansion de Chapman-Enskog, pues basta
con agregar este término faltante a F'; para que el resultado sea el mismo y nuevamente se recupere

la ecuacién de shallow water correcta. Por lo tanto, el nuevo término de fuerza corresponde a:

d(b+ h)
aa:i

0b hah _

F; = —gh— —
g@zi g@wi

gh (4.16)
Otro cambio que debe introducirse al utilizar esta funcién de distribucion de equilibrio es la apari-

cion del término fuente expresado como:

0, a=0

= 1
Sa 760“‘17(”‘, o= 1,...,8 (417)
6eaieai

donde F',; corresponde a la i-ésima componente del término de fuerza escalada por un peso wg, es
decir:
F,; =w.F;

Esta nueva adicién al modelo hace necesario reescribir la ecuacién de Lattice Boltzmann en (4.06)
de la siguiente manera:

[ga (:l’:, t) - ggeQ) (:B, t)]

Jo(x + eqe,t+¢) = gol(x,t) — + &S, (4.18)

donde g corresponde a la funcién de distribucion del método cuando es utilizada la funcién de equilibrio
¢(¢9, no debiendo confundirse con la aceleracién de gravedad g.

A diferencia de lo ocurrido con la primera funcién de distribuciéon de equilibrio presentada, en
donde N, = 6 para todo valor de «, el término fuente definido en corresponde a %em’Fai para
a=1,....4y %emFai para a =5, ..., 8. Por este motivo, es necesario definir dos nuevas restricciones
para que la expansién de Chapman-Enskog sea totalmente equivalente:

> Sa=0 (4.19a)

8
Z eaiSa = Fz (419b)
a=0

La satisfaccién de dichas restricciones puede lograrse mediante una correcta eleccion de los pesos
w, antes mencionados. De esta forma, se tiene:

8
ZSQ:So+51+52+S3+S4+S5+56+S7+Sg
a=0

1 1
:0+6(W1F1 +w2F27w3F17w4F2)+ﬁ[w5(F1+F2)
+ we(—F1 + F3) + wr(—F1 — Fy) + wg(F, — Fy)]
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Al definir los pesos w, = w] = wy = w3 =Wy y Wy = Wy = Wg = Wy = ws, la anterior ecuacién puede
reescribirse como:

8
Y Sa="C(F\+ Fy— Fy — Fy)
a=0 6
w
+ 15 [(Fy+ Fo) + (< F1 4 Fo) + (~F1 = Fy) + (F1 — F)
=0

Con lo que se cumple (4.19a)). Del mismo modo, se tiene lo siguiente:

8 4 8
Z eaisa =0+ Z eaiSa + Z eaiSa
a=0 a=1 a=5H

4 8
1 1
= éFj aE:1 €0i€ajWa + EFj 3:5 €qi€njWy

2w, 4wy
= 76 Fjél‘j + 712 Fj(Sij
_ Wq + Wy Fz
3

por lo que w, + wp, = 3 para que se satisfaga (4.19b)).

Finalmente, utilizando pesos que cumplan con las restricciones descritas anteriormente, se logra
que la adicién del término fuente al modelo no afecte la expansién de Chapman-Enskog, obteniendo
asi un método que resuelve las ecuaciones de shallow water.

4.3. Condiciones de Borde

Al resolver una ecuacién diferencial, lo que realmente se obtiene es una familia de soluciones que
satisfacen dicha ecuacidn, por lo que se hace necesario especificar condiciones iniciales del problema y/o
condiciones en la frontera del dominio para obtener una solucién unica que se ajuste al caso particular.
Al utilizar el método de Lattice Boltzmann para resolver las ecuaciones de shallow water, las condiciones
iniciales se especifican simplemente por el hecho de otorgarle al algoritmo los datos de altura de agua,
forma de la batimetria y velocidades macroscépicas en todo el dominio al tiempo ¢t = 0. Por otro lado,
como en la mayoria de los problemas de simulacién, las condiciones de borde o de frontera son mucho
mas complicadas de implementar, debido a que dependen tanto de la representacién como del método
utilizado, y a que varian dependiendo del comportamiento que se desea reproducir.

En Lattice Boltzmann, la implementacién de condiciones de borde se reduce a encontrar las tres
componentes faltantes de la funcién de distribucién, ya que no se pueden obtener via streaming debido
a la ausencia de nodos adyacentes. Esta situacién se ve representada en la Figura 4.2) en donde las
componentes faltantes estan simbolizadas por flechas segmentadas.

A continuacion, se presentaran los tres tipos de condiciones de borde més utilizadas para el problema
que se intenta solucionar.
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t=1 t =111
f8 f4
f1 WY
15 f2

Figura 4.2: Componentes faltantes de f.

4.3.1. Condiciones Peridédicas

Este tipo de condiciones de frontera es comtinmente la mas sencilla de implementar. Lo que se
intenta representar con su uso es un dominio infinito, al unir bordes opuestos de manera que el fin
del dominio en uno de ellos signifique el comienzo del mismo en el otro. En el problema que se esta
resolviendo son de gran utilidad al simular canales infinitos cuya forma de la batimetria se repite cada
cierta longitud del dominio, es decir, es periddica.

Un ejemplo bésico para entender el comportamiento deseado de estas condiciones de frontera seria
una onda de fluido que viaja a lo largo del dominio con una determinada direccién. Al llegar al borde,
desaparece a través de éste, pero apareciendo por el extremo opuesto, continuando su viaje con la
misma direccion.

t=1t;
fr /3
< X >
fe 15
=111
/] l/
I5 f6
s h
I8 f7
il |74

Figura 4.3: Condiciones de borde periddicas.

Como en la mayoria de los métodos, la implementacién de condiciones de borde peridédicas supone
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asignar un nodo situado en el borde como nodo adyacente a aquel que se encuentra en el borde opuesto
a la misma altura. Esto puede visualizarse en la Figura 4.3

4.3.2. Condiciones de Tipo Bounce-Back

Las condiciones de borde de tipo Bounce-Back representan la presencia de un muro u objeto sélido
que impide el paso de fluido a través de él. Esto supone una velocidad nula en la frontera del dominio,
por lo que su implementacion se reduce a reflejar las componentes de la funcién de distribucién en
direccién opuesta, como es posible apreciar en la Figura [£.4]

t=t t=1;1 t =111
8 f4“
NV NV L
f3f7 NG f1f5 Vi f6

f5 fQV y

Figura 4.4: Condiciones de borde Bounce-Back.

Es importante mencionar que esta reflexion no se realiza en streaming, sino en un paso intermedio,
por lo que si bien no corresponde a una discretizacién mas fina del tiempo, es 1til la representacion de
un tiempo medio para efectos de visualizacién.

Para este tipo de condiciones de borde, un ejemplo bésico que ayuda a su comprensién seria
nuevamente una onda de fluido que viaja a través del dominio, pero en esta ocasién, al llegar al borde
rebotaria, adquiriendo una direccién de movimiento reflejada respecto a la anterior, siendo el dangulo
de incidencia igual al angulo reflejado.

4.3.3. Condiciones Abiertas

Las condiciones de borde abiertas representan el caso mas comin y necesario de comportamiento
en la frontera. Como su nombre lo dice, este tipo de condiciones de borde significan un dominio abierto,
lo que en palabras simples se puede describir como permitir al fluido seguir su curso como si el dominio
continuara a pesar de que éste no se encuentra representado en la simulacion.

De forma anéloga a los casos anteriormente estudiados, un ejemplo simple que permite comprender
el comportamiento de este tipo de condiciones de frontera seria una onda de fluido que viaja a lo largo
del dominio y al llegar al borde desaparece a través de éste, sin reflejarse o volver a aparecer por algin
otro extremo.

En cuanto al método de Lattice Boltzmann refiere, no se ha llegado aun a un consenso sobre la
implementaciéon de este tipo de condiciones de borde, pues diversos intentos han llevado a inestabi-
lidades numéricas en ciertos casos. De esta forma, se utilizarda la implementacién mas aceptada por
presentar mayor estabilidad. Esta corresponde a una copia de las componentes faltantes de la funcién
de distribucién desde el nodo adyacente interno, lo que puede visualizarse de manera mas clara en la
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t=1 t=1;y1 t=tin
6
6 6
N : ;
f7 f7
f7

Figura 4.5: Condiciones de borde abiertas.

Figura Al igual que las condiciones de tipo Bounce-Back, esto se ejecuta en un paso intermedio,
por lo que se muestra un tiempo medio para efectos de visualizacién.



Capitulo 5

Propuesta de Solucion

Como ya se menciond anteriormente, la solucién propuesta consiste en un nuevo modelo que combi-
na el uso de las funciones de equilibrio definidas en (4.5)) y , las cuales fueron denominadas f(¢%)
y ¢¢9 respectivamente. Si bien no es comin utilizar mas de una funcién de equilibrio en el método
de Lattice Boltzmann, esta decision fue tomada para enfrentar el mayor problema surgido durante la
implementacién de la solucién y la posterior experimentacion.

La principal diferencia entre ambas funciones recae en su comportamiento ante dos situaciones muy
necesarias. Por un lado, el problema con el que se debe lidiar al utilizar f(¢? corresponde a que la
aproximacion de la derivada de h en el término

oh

—gh

se obtiene a partir de los términos presentes en la funcién de distribucién de equilibrio, lo cual no es
equivalente a la aproximacion de la derivada de la batimetria que se calcula en el término de fuerza,
cuya estimacion se realiza mediante diferencias finitas. Esto genera inestabilidades numéricas en caso
de existir batimetria no plana. El caso mdas simple para ejemplificar esta situacién es considerar un
nivel de agua constante con velocidad nula. Como se vio en la Seccién para que el método sea
“well-balanced” se requiere que w = h + b se mantenga constante a lo largo del tiempo.

Debido a que, segun la definicién del caso, todos los nodos poseen inicialmente el mismo valor de
w, es posible afirmar que:

ow  I(h+Db)

= ——— 0

por lo que en realidad, para que se mantenga el estado estacionario, solo se necesita el cumplimiento
de lo siguiente:

oh  0b
proveniendo efectivamente estos valores desde la funcién de distribucién de equilibrio y el término de
fuerza (ver ecuaciones y (4.14)).

Si bien esto es analiticamente correcto, al utilizar distintas aproximaciones numéricas en un dominio
discretizado, esta igualdad no se cumple, generandose pequenas perturbaciones indeseadas como puede
verse en la Figura 5.1

En el otro extremo, al utilizar la funcién ¢(¢?, las estimaciones de las derivadas de b y h se realizan
de forma equivalente, calculandose incluso de manera conjunta dentro de F';, como es posible apreciar
en . Esto es esencial, pues evita la presencia de las perturbaciones generadas al usar f(¢9 y
permite de esta forma obtener un método “well-balanced”.
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. t = 0 ‘ . .t = 16‘ .
0.10} 0.10} e 5
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(a) Altura de agua w constante al inicio de la  (b) Perturbaciones generadas en un tiempo
simulacién maés avanzado

Figura 5.1: Resultados al usar f(°? en tiempos t = 0 y t = 16. La linea azul representa el nivel del
agua w y en verde se visualiza la batimetria b.

A pesar de que esto pareciera solucionar el conflicto, también existe un problema no menor al
decidir utilizar ¢(¢9), el cual corresponde al comportamiento del modelo frente a condiciones de borde
abiertas.

Al utilizar este tipo de condiciones de borde, implementadas segin se explicé en la Seccién [1.3.3]
en conjunto con dicha funcién de distribucién de equilibrio, se generan grandes inestabilidades que no
permiten una correcta simulaciéon. Tales inestabilidades no corresponden a pequenas perturbaciones,
sino a oscilaciones que explotan exponencialmente en amplitud, como es posible visualizar en la Figura
0.2l

Es importante destacar que la funcién f(¢9 soporta totalmente esta implementacién de condiciones
de borde abiertas, no presentando el comportamiento obtenido al utilizar ¢(¢?). En este contexto, en
donde la ventaja de una funcién es la desventaja de la otra, pero ambas caracteristicas son deseables
y requeridas, se hace necesaria una solucién que permita evitar la decisién de optar por una de ellas a
cambio de renunciar a la otra.
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(b) Se generan dos ondas iguales que se
(a) La simulacién comienza con un mueven en direcciones opuestas hacia los
levantamiento de agua al centro del dominio bordes
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(c) Al llegar a los bordes, se comienzan a (d) Pocos time steps después, el tamano de
generar oscilaciones indeseadas las oscilaciones es mucho mayor

Figura 5.2: Comportamiento de g(¢? frente a condiciones de borde abiertas.

Debido a todo esto, como ya se anunci6 en varias ocasiones, es que se decide utilizar ambas funciones
de distribucién de equilibrio. De esta forma, para asegurar el funcionamiento de las condiciones de borde
abiertas, los nodos ubicados en la frontera donde se desea implementar este tipo de condiciéon presentan
la funcién de equilibrio f(¢9), mientras que el resto de los nodos que componen el dominio utilizan la
funcién ¢(¢9). Como se aprecia en la Figura esta modificacién permite manejar las condiciones de
borde deseadas, no presentando las inestabilidades vistas anteriormente, a pesar de ser exactamente
la misma simulacién. Sin embargo, es posible notar que aun con esta implementaciéon se generaran
inestabilidades en la frontera si existe batimetria no plana, siendo este un caso bastante comtn, por
lo que esta opcién solo supone una soluciéon parcial al problema.

La segunda decision adoptada corresponde a la generacién de un dominio fantasma, es decir, la
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(a) Correcto funcionamiento de condiciones
de borde abiertas (b) No se genera ningtn tipo de inestabilidad

Figura 5.3: Condiciones de borde abiertas con f(¢?) solo en los nodos de frontera.
Imégenes correspondientes a y siendo la misma simulacién.

adicién de nodos mas alla de la frontera. El objetivo de este dominio agregado es que en él la batimetria
se suavice hasta llegar a una forma plana, para conseguir el correcto comportamiento de las condiciones
de borde abiertas sin que exista la preocupacién por la existencia de una batimetria con relieve. Un
ejemplo del efecto que produce este dominio fantasma en la batimetria es presentado en la Figura [5.4]

0.030 Ba.tlmetng

0.00( i ‘ i ~ i
L 60 70 30 90 100 110 0

Figura 5.4: Efecto del dominio fantasma (linea verde segmentada) en la batimetria. La linea sélida
corresponde al dominio real.
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Es importante mencionar que, sin importar la forma que presente la batimetria en esta extensién
del dominio, la solucién al problema sigue siendo vélida en el dominio real. La funcién elegida para
suavizar la batimetria corresponde a una sinusoidal al cuadrado (sin(-)2)7 dejando siete nodos iguales
a cero en el extremo del dominio fantasma con el fin de asegurar un vecindario plano a los nodos en la
frontera. Cabe destacar que el método implementado es sensible a derivadas muy altas de la batimetria,
por lo que el largo del dominio anadido depende proporcionalmente de la méxima altura de batimetria
registrada en la frontera del dominio real, evitando asi inclinaciones cercanas a la verticalidad.

En la Figura se muestra un esquema del dominio completo de la simulacién utilizando condi-
ciones de borde abiertas en las fronteras este y oeste.

Y RO Y
AR SR S SR S

Figura 5.5: Dominio completo de la simulacién con condiciones de borde abiertas.
El dominio real se representa mediante lineas solidas, mientras que el dominio fantasma corresponde
a las lineas segmentadas. Nodos azules utilizan f(¢?), mientras que los negros utilizan g(¢%).
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Algoritmo

6.1. Parametros Iniciales

A continuacién se listaran los pardametros que necesita recibir el algoritmo para comenzar la simu-
lacion:

= L,y L,: dimensiones del dominio en el eje horizontal y vertical respectivamente. Los indices de
los nodos (4, j) poseen los rangos i =0,...,L, =1y j=0,...,L, — L.

s Thrax: tiempo méximo por el que se ejecutard la simulacion. Adicionalmente, pueden incluirse
otras condiciones para detener el algoritmo, como la presencia de un estado estacionario, a partir
de la cual, se sabe que la solucién no serda modificada con el paso del tiempo.

= 7: tiempo de relajacién, el cual se utiliza en el paso de streaming-colision como puede verse en

la ecuacion (4.4)).
= g: aceleracién de gravedad que se utilizara en la simulacion.
= b: arreglo bidimensional que contiene la altura de la batimetria en cada nodo del dominio.

= w: arreglo bidimensional con la altura del agua en cada nodo del dominio. Con los valores de w
y b se calcula el valor de h de acuerdo a h;; = w;; — by;.

= u, y u,: arreglos bidimensionales con las velocidades horizontal y vertical respectivamente en
cada nodo del dominio.

= F,y Fy: componentes horizontal y vertical de los términos constantes que forman parte del
vector de fuerza F'. Estos valores solo seran distintos de cero cuando se requiera implementar
fuerzas externas, como la fuerza Coriolis o el efecto de roce del viento, entre otras posibles. De
esta forma, es posible representar el término de fuerza de la ecuacién de Lattice Boltzmann como:
b . O(b+ h)

F,; F;,=—gh
8.’)31‘ + ) © & (9:L‘i

dependiendo de si se est4 utilizando la funcién de distribucién de equilibrio f(¢?) o ¢(¢?) respec-
tivamente.
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6.2. Estructura del Algoritmo

El algoritmo implementado consiste en un bucle principal que realiza llamadas a subrutinas, las
cuales se encargan de ejecutar los pasos presentes en el metodo de Lattice Boltzmann. Es importante
mencionar que algunas funciones no seran mencionadas debido a que son externas al método, como
por ejemplo la lectura de datos y la generacién de graficos, o bien porque su implementacién difiere
de acuerdo al comportamiento deseado, como es el caso de las condiciones de borde, las cuales seran
explicadas en la Seccion (6.3

La estructura medular del algoritmo puede verse en el Algoritmo

Algoritmo 1 Estructura principal.

Entrada: L,, Ly, Thvax,T,8,0,w, uz, uy, Fp, F
Salida:
1:t+0
€, ey, h, 9,9, S < Setup(Ly, Ly, g, b,w7u$,uy,ﬁ’r,1:"y)
mientras t < Th;4x hacer
g < Streaming-Colision(Ly, Ly, T, €4, €y, g, g%, S)
h, g, wy < Solucion(Ly, Ly, €5, €y, g)
geq — FEQ(LI7 Ly7 exv eya ha ua?a uy)
S <= TerminoFuente(L,, Ly, g,b, h, e,, ey, F.,, ﬁ‘y)
: fin mientras

La subrutina Setup corresponde a la inicializacién de todas las variables necesarias para comenzar
el ciclo que no son dadas como parametro. Como se aprecia en el Algoritmo [2] esta funcién se encarga
de generar los vectores e, y e,, calcular h, y determinar los valores de g, g°? y S para la primera
iteracién. Cabe mencionar que, en el comienzo, la funciéon de distribucién g es solo una copia de la
funcién de distribucion de equilibrio g®9.

Algoritmo 2 Subrutina Setup.

Entrada: LI,Ly,g,b,w,ux,uy,Fm,Fy
Salida: e, ey, h,g,9%, S
1. e, < [0,1,0,—-1,0,1,—1,—1,1]

2 e, « [0,0,1,0,—-1,1,1,—1, 1]

3: para todo i en {0,...,L, — 1} hacer

4: para todo j en {0,..., L, — 1} hacer

5: hij — Wi — bij

6: fin para

7: fin para

8: g°1 < FEQ(Ly, Ly, €5, €y, h, uz, uy)

9: g + g*?

10: S < TerminoFuente(L, Ly, g, b, h, ez,ey,FI,Fy)
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La primera funcién llamada desde el ciclo principal del algoritmo es Streaming-Colision. Este pro-
cedimiento, presentado en el Algoritmo [3] se encarga de realizar conjuntamente los pasos de streaming
y colision del método de Lattice Boltzmann.

Algoritmo 3 Subrutina Streaming-Colision.

Entrada: L,,L,,7,e;,e,, 9,999
Salida: g
1: para todo i en {0,...,L, — 1} hacer
2: para todo j en {0,...,L, — 1} hacer
para todo a en {0,...,8} hacer
lo < @+ €34
ja — ] + ey(x
si0<in<L,—1y0<j, <L, —1 entonces
9t Gija — (Gija — G51a) /T + Sija
fin si
fin para
10: fin para
11: fin para
12: g + g'emp

Luego de realizar las etapas de streaming y colision, es necesario calcular las variables macroscépicas
mediante la subrutina Solucion, cuyo funcionamiento se muestra en el Algoritmo 4l Aqui se calculan
los valores de h, u, y u, de acuerdo a las ecuaciones (4.2) y (4.3).

Algoritmo 4 Subrutina Solucion.

Entrada: L,,Ly,e;, ey, g
Salida: h,ug, u,
1: para todo i en {0,...,L, — 1} hacer
2: para todo j en {0,...,L, — 1} hacer

3: hij ~0

4: Ugij < 0

5: Uyij < 0

6: para todo «a en {0,...,8} hacer
T: hij < hij + gija

8: Ugij < Uzij + €zabija
9: Uyij < Uyij T €yabija
10: fin para

11: WUyij < um-j/hij

12: Uyij < uyij/hij

13: fin para

14: fin para

La siguiente funcién invocada corresponde a FEQ, la cual se encarga de calcular la funcién de
distribucién de equilibrio a partir de las variables macroscopicas computadas anteriormente. Como se
explico en el Capitulo [5] se han utilizado dos funciones de distribucién de equilibro distintas, estado la
funcién presentada en , es decir, f(¢9 implementada en la frontera del dominio en aquellos casos
especiales en donde se desee aplicar condiciones de borde abiertas, por lo que en esta subrutina solo se
visualiza el calculo de la funcién de distribucién presente en , es decir, (9. La subrutina FEQ
puede verse en el Algoritmo
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Algoritmo 5 Subrutina FEQ.
Entrada: L,, Ly, e;, ey, h,uz,uy
Salida: ¢°¢
1: k1 < 3,0
2: ko < 4,5
3: k3« 1,5
4: para todo i en {0,...,L, — 1} hacer

5 para todo j en {0,...,L, — 1} hacer
2 2
6 Gijo < hig — 4Akshig(uZ,; +us;;) /9
7: para todo a en {1,...,8} hacer
8 Ul < €ralqgij T €yaly;j
9: Ug — u%
10: Uz < ul;; + Ul
e
11: gij?a — hij(kl’llq + szg — k3U3)/9
12: si a > 5 entonces
. eq eq
13: Gijo < gija/4
14: fin si
15: fin para
16: fin para

17: fin para

Finalmente, la funcién TerminoFuente se encarga de calcular las componentes del término fuente S
segun lo especifica la ecuacién . Nuevamente, debe recordarse que, cuando se tienen condiciones
de borde abiertas, en la frontera se utiliza otra funcién de distribucién de equilibrio, por lo que el
término de fuerza cambia y como consecuencia, también lo hace el término fuente. De todas formas, de
manera andloga a la subrutina anterior, en el Algoritmo [6] solo se muestra el caso en donde se utiliza
la funcién g€,

Para la aproximacién de las derivadas se utiliza diferencias finitas centradas:

a(b(i,7) + h(i,7)) (bit1j + hiv1;) — (bio1j + hiz1j)

o Or 2
Ob(i, j) + 10, 5)) _ (ijr + hijyr) = (bij—1 + hij—1)
Jy 2

excepto en los bordes, debido a la falta de nodos adyacentes, en donde se utilizan diferencias progresivas
o regresivas segin sea el caso:

O(b(i, j) + (i, j))

s = (bit15 + hiv1j) — (bij + hij), i1=0
5@(%]’)@2 h(i,5)) _ (bij + hij) — (biosj + hiery), i=1IL,—1
a(b(l’j)a—; hid)) _ (bijr1 + hijr1) = (bij + hij), j=0
8([)(%1')6; NI _ by hig) = (a4 by 1), G =Ly 1

En el caso de existir condiciones de borde periédicas (ver Seccién [4.3.1), si se utilizan diferencias
centradas en la frontera.
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Algoritmo 6 Subrutina TerminoFuente.

Entrada: L;,L,,g,b,h,e,,e,, Fy, F,
Salida: S
1. para todo i en {0,...,L, — 1} hacer

2:

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

para todo j en {0,...,L, — 1} hacer

si i = 0 entonces

Wg < (hix1; + bit1;) — (hij + bij)
si nosii= L, — 1 entonces

wy 4= (hij + bij) — (hi—1; + bi—1;)
si no

Wy < ((hit1j + biv1j) — (him1j + bi—15))/2
fin si
si j = 0 entonces

wy < (hij41 + bij1) — (hij + bij)
si no si j = L, — 1 entonces

wy <= (hij + bij) — (hij—1 + bij—1)
si no

wy < ((hijp1 + bij1) — (hij—1 + bij-1))/2
fin si .
F, <—Fz—ghijwz
Fy (*Fyfghmwy
SijO ~0
para todo « en {1,...,8} hacer

Sija = 1,5(€zaly + eyaly)/6

si « > 5 entonces

Sija 4 Sija/2

fin si

fin para
fin para

27: fin para
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6.3. Condiciones de Borde

A continuacién, se describirdn los tres tipos de condiciones de borde implementados en el algoritmo
presentado.

6.3.1. Condiciones Periodicas

La inclusién de este tipo de condiciones de borde en el algoritmo se realiza mediante la modificacién
de las subrutinas Streaming-Colision y TerminoFuente. Un ejemplo de como implementar condiciones
de borde periddicas horizontales es presentado en los Algoritmos [§] y[7] en donde las lineas en rojo
corresponden a las modificaciones hechas a las subrutinas originales. Para condiciones verticales, el
ejemplo es analogo, pero trabajado con el indice j en vez de 1.

Algoritmo 7 Subrutina TerminoFuente con condiciones periddicas.

Entrada: L;,L,,g,b,h,e;, ey, 1:7’96, ﬁ’y
Salida: S

1. para todo i en {0,...,L, — 1} hacer

2: para todo j en {0,..., L, — 1} hacer

3: si 7+ = 0 entonces
4: Wy 4= ((hit1j + bit1j) — (hr,—15 + br,—15))/2
5: sinosii= L, — 1 entonces
6: Wy $— ((h()j + b()j) — (hiflj + biflj)>/2
: si no
Wy 4= ((Rit1j + big1;) — (hi-1j + biz1;))/2
: fin si
10: si j = 0 entonces
1L wy 4= (hijr1 + bijy1) = (hij + bij)
12: si no si j = L, — 1 entonces
13: wy < (hij + bij) — (hij—1 + bij—1)
14: si no
15: wy 4 ((hij+1 + bij1) = (hij—1 + bij—1))/2
16: finsi
17: F,«+ F,— gh”wm
18: Fy — Fy — ghijwy
19: SijO +~0
20: para todo a en {1,...,8} hacer
21: Sija — 175(81;an + eyaFy)/G
22: si o > 5 entonces
23: Sija — Sija/Q
24: fin si
25: fin para
26: fin para

27: fin para
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Algoritmo 8 Subrutina Streaming-Colision con condiciones periédicas.

Entrada: L,,L,,T,e;, ey, 9,999
Salida: g
1: para todo i en {0,...,L, — 1} hacer
2: para todo j en {0,...,L, — 1} hacer

3: para todo a en {0,...,8} hacer
4: lo < 1+ €zq

5: Ja < J+ €ya

6: si i, = —1 entonces

bo < Lz —1
: si no si i, = L, entonces

9: 1o < 0

10: fin si
11: si 0 < jo <L, —1 entonces
12: gfirjr,lf:y — Gijo — (giju - gle/q(y)/T + Sija
13: fin si
14: fin para
15: fin para
16: fin para
17: g < gtemp

6.3.2. Condiciones de Tipo Bounce-Back

La implementacién de condiciones de borde de tipo Bounce-Back en el algoritmo requiere de la
llamada a una nueva subrutina que debe ubicarse al final del ciclo, siendo la tltima funcién ejecutada
antes de llamar a Streaming-Colision. Un ejemplo de esta nueva subrutina simulando un muro en el
extremo izquierdo del dominio se encuentra presente en el Algoritmo [9] Por simetria, se hace evidente
la implementacion de esto en las demds fronteras del dominio.

Algoritmo 9 Subrutina BounceBack-Oeste.

Entrada: L, g
Salida: g
1. para todo j en {0,...,L, — 1} hacer

2: 9oj15 9053 < 9053, 9oj1
3 90j25 9oj4 < 9oj4, 9oj2
4 9055, 9057 < 9057, 9035
5: 90565 9ojs < Jojs, 9oj6
6: fin para

6.3.3. Condiciones Abiertas

Implementar este tipo de condiciones de borde en el algoritmo es bastante méas complicado en
comparacion a los otros casos analizados. Debido a la gran cantidad de cambios que sufre el método, su
participacion en el algoritmo no se reduce a un reemplazo de lineas o la creacién de una subrutina que se
encargue de la implementacién. A continuacién, aunque no se mostrard un algoritmo en pseudocédigo,
se listaran los pasos necesarios para lograr que el método soporte condiciones de borde abiertas:

= Primero que todo, se debe agregar una subrutina a la funcién Setup con el objetivo de crear el
dominio fantasma. Este procedimiento debe ampliar los arreglos de batimetria, altura de agua y
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velocidades, aumentando su dimensién para extender el dominio real.

= Se deben modificar las componentes del término fuente S que van a incidir en los nodos de
frontera via streaming. Esto significa calcular solo la derivada de b y eliminar la de h.

= Del mismo modo, se deben modificar aquellas componentes de la funcién de distribucién que van
dirigidas a los nodos de frontera. Este cambio supone utilizar las componentes presentadas en

E3).

= Para los dos pasos anteriores se aplican condiciones de borde periédicas y se especifican las com-
ponentes que van desde una frontera a la otra de manera que se simule la copia de componentes
presentada en la Seccién [£:3.3] Un ejemplo de esto es considerar condiciones de borde abiertas
en la frontera oeste, es decir, x = 0. En este caso, la componente f; de un nodo en x = L, — 1
(borde opuesto) se iguala a la componente f; del nodo que estd a la misma altura en x = 1,
simulando que luego del streaming, el nodo en z = 0 le copié dicha componente a aquel en x = 1.

Realizando estos pasos se logra implementar correctamente este tipo de condiciones de frontera,
permitiendo una correcta combinacién entre ambas funciones de distribucién de equilibrio.



Capitulo 7

Experimentacion Numeérica

En la presente seccion se analizaran cuatro casos de estudio que han sido simulados. Estos son la
simulacion de flujo a través de un canal a modo de experimentacién preliminar, el estado estacionario
de lago en reposo con el fin de comprobar si el método es “well-balanced”, un levantamiento central de
agua con condiciones de tipo periédicas para verificar el cumplimiento de la conservacién de masa, y
propagaciéon de ondas con condiciones de borde abiertas para comprobar el comportamiento de estas
condiciones de frontera de acuerdo a la solucién implementada (ver Capitulo [5]).

7.1. Experimentaciéon Preliminar: Flujo en un Canal

En esta seccién se simula y analiza un importante aunque simple tipo de flujo, el cual corresponde
al que ocurre dentro de un cilindro o entre dos superficies paralelas. La Ley de Poiseuille permite
determinar el flujo laminar estacionario del fluido que pasa a través de este canal, encontrando que
en las paredes o bordes la velocidad es 0 y que el méximo valor de ésta se alcanza en el centro del
dominio.

Si bien este experimento consiste en un problema totalmente distinto al que se intenta resolver en
este trabajo, se considera importante de presentar a modo de experimentacién preliminar, cuyo objetivo
es el entendimiento del método de Lattice Boltzmann en un escenario de menos complejidad. Esto
debido a que, como se mencioné en la Seccién[4.2] la implementacién del método es la misma, cambiando
Unicamente su funcién de distribucién de equilibrio, pero manteniendo su estructura algoritmica y el
uso del modelo D2Q9. De este modo, la principal diferencia es que al resolver este problema se esta
buscando una solucién a las ecuaciones de Navier-Stokes, presentadas en la Seccién obteniendo la
siguiente funcién de distribucién de equilibrio:

9 3
féeq) (x) = wap(x) 14+ 3e, -u—+ 5(604 . u)2 — §u2
donde los pesos w, corresponden a 4/9 para a =0, 1/9 para « = 1,2,3,4 y 1/36 para a« = 5,6,7,8.
En un canal de ancho 2a como el de la Figura la velocidad se calcula como:

G 2
u(r) = —(a* —x
(@) = 5-(a*=a?)
donde u es la viscosidad y G es el gradiente de presion, el cual en este caso se considerara gravitacional
en una tuberia vertical, es decir, G = pg.
A continuacién se analiza el experimento realizado en [38], en donde se simula un fluido con niimero
de Reynolds Re = 4,4 y una velocidad méxima de 0,1 lu ts~!. Para lograr obtener estos valores, y
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Figura 7.1: Perfil de velocidad para el flujo en un canal.

considerando que se utiliza 7 = 1, lo que produce una viscosidad de 1/6 lu? ts~!, se necesita un ancho
del canal de 11 lu y una gravedad g igual a 1,102 X 1073 lu ts~2. En las paredes del canal se utilizé
condiciones de borde de tipo Bounce-Back y en los extremos de éste (entrada y salida de fluido) fueron
implementadas condiciones periddicas. El resultado corresponde al alcance de un estado estacionario
luego de aproximadamente 720 time steps con una velocidad maxima de 0,1 lu ts~!, como se aprecia

en la Figura[7.2]

100 — t =720 —0.12
col //\ 10.10
10.08
601
= 10.06 ;
)
10.04
201

10.02

o o,
0 2 4 6 5 o1z

Figura 7.2: Estado estacionario del flujo en un canal.

7.2. Lago en Reposo

Este conjunto de simulaciones permiten verificar si el método cumple con la propiedad de ser “well-
balanced”. Las pruebas consisten en especificar una altura de agua wg = 0,05 constante en todo el
dominio y luego de algunos time steps se verifica si en nivel de agua se mantuvo en su nivel inicial. Es
importante aclarar que, debido a que el método realiza exactamente los mismos pasos en cada time
step, basta con que no cambie en el primero de ellos para asegurar que no lo hard en el futuro. Aun
asi, se eligié de manera aleatoria el tiempo ¢t = 16 para la comprobacién.

Esta simulacion se ejecuté para distintas configuraciones de batimetria y condiciones de borde, las
cuales son listadas a continuacién.
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Batimetrias:
10 Batimetria 10 Batimetria

35

30

25

=20 =20

15

10

5

0

=

5 10 15 20 25 30 35 40
T

0 5 10 15 20 25 30 35 40
T

(a) Batimetria 1 (b1) (b) Batimetria 2 (b2)

10 Batimetria Batimetria

5 10 15 20 25 30 35 40 5 10 15 20 25 30 35 40
x x

(c) Batimetria 3 (b3) (d) Batimetria 4 (bs)
Figura 7.3: Distintas configuraciones de batimetria para simular el lago en reposo.

Las distintas batimetrias utilizadas son presentadas en la Figura [7.3] A continuacién son listadas
y descritas:

= by: corresponde a una superficie totalmente plana de altura 0,01.

= by: es una rampa a lo largo del eje horizontal cuya altura minima es de 0,01 y la méxima tiene
un valor de 0,03.

= b3: consiste en una funcién sinusoidal al cuadrado en el eje vertical que se mantiene constante a
lo largo del eje horizontal. Su altura maxima es de 0,01.

= b,: idéntica a b3 pero rotada en 90°.

Condiciones de Borde:

Se utilizaron los tres tipos de condiciones de borde analizados en la Seccién Estas fueron
implementadas en las fronteras este y oeste, mientras que las fronteras norte y sur siempre mantuvieron
condiciones de borde periédicas con el fin de representar un dominio infinito a lo largo del eje vertical.
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En la Figura [7.4] es posible apreciar los dominios fantasma anadidos a las batimetrias by, bs, b3 y
bs. Es posible apreciar que, debido a la forma de by no se hace necesario el uso de dominio fantasma
aun con condiciones de borde abiertas.

Batimetria Batimetria 0.030
0.027
0.024
0.021
0.018
=20 0.015
0.012
0.009
0.006
0.003
0.000

0 10 20 30 40
x

50 60 70 80 20 40 60

x

80 100 120

(a) Batimetria 1 (b1) (b) Batimetria 2 (b2)

10 Batimetria 10 Batimetria
30
30
28

=20

3!
30
2
=20

5

10020 30 40 50 60 70 80 1015 20 25 30 35 40

x

(c) Batimetria 3 (b3)

x

(d) Batimetria 4 (bs)

Figura 7.4: Dominios fantasma para cada configuracion de batimetria en simulacién de lago en reposo.
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Resultados
Como se puede apreciar en la Tabla efectivamente se cumple la propiedad de “well-balanced”,

pues todos los valores de w se mantuvieron constantes a después de 16 time steps.

Tabla 7.1: Resultados de simulacién de lago en reposo en ¢ = 16.
P: condiciones periédicas. BB: condiciones Bounce-Back. A: condiciones abiertas.

b1 b2
P BB A P BB A
méx(w) | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05
min(w) | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05
b3 b4
P BB A P BB A
max(w) | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05
min(w) | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05 | 0.05

Algunas imégenes para visualizar los resultados pueden ser vistas en la Figura

=16 =16 =16
0.0 ] 0.10} I 0.10
008+ 0.08F b 0.08}+
J0060 _006f . 0.06}
= : = —— =
0.02F 7 N 0020 0.02}
O'OOO 20 40 60 80 100120 0'000 5 10 15 20 25 30 35 40 0'000 5 10 15 20 25 30 35 40
z x x
(a) b2 con condiciones de borde (b) b3 con condiciones de tipo (c) bsa con condiciones de frontera
abiertas Bounce-Back periédicas

Figura 7.5: Algunos resultados de la simulacién de lago en reposo.
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7.3. Conservacion de Masa

Este experimento corresponde a realizar un levantamiento de agua en el centro del eje x con
condiciones de borde de tipo peridédicas implementadas en las fronteras norte y sur y condiciones de
tipo Bounce-Back en los bordes este y oeste. El objetivo es verificar que el volumen de agua se mantiene
constante a lo largo del tiempo, esto debido a que las condiciones de borde utilizadas no permiten que
el agua escape, entrando al dominio por una frontera a medida que sale por la opuesta, en el caso de
las coniciones periddicas, o rebotando hacia el interior del dominio, en el caso de las de tipo Bounce
Back.

Para esta simulacion, se utilizard una batimetria plana de altura b = 0,01 y una altura inicial de
agua con valor w = 0,05 en un dominio de dimensién 40 x 40 lattice units. El levantamiento de agua
se modelara de acuerdo a la siguiente funcién exponencial:

(z—20)2

w(z,y) = 0,05+ 0,05¢~ 20 (7.1)

alcanzando una altura maxima de 0,1 y siendo invariable a lo largo del eje y.
La mejor manera para comprobar el cumplimiento de la conservacién de masa es sumar todas las
alturas de agua h a lo largo del tiempo y verificar que este valor se vuelva constante. En otras palabras,

lo que se busca es:
40 40

htotal = Z Z h(i,j) = constante

i=0 j=0

lo que efectivamente se cumple, como es posible apreciar en la Figura y la tabla

34.0

Suma de las Alturas de Agua h

hiotal

83.0 200 100 600 800 1000

Figura 7.6: Suma de las alturas de agua h a lo largo de 1000 time steps.
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Tabla 7.2: Resultados de simulacién de conservacién de masa.

t htotal

0 | 83.489641919
150 | 83.489641919
300 | 83.489641919
450 | 83.489641919
600 | 83.489641919
750 | 83.489641919
900 | 83.489641919

Si bien se ha comprobado que la suma de las alturas de agua no se ve modificada con el paso del
tiempo, la aproximacién del volumen de agua es un escenario muy distinto. Con las especificaciones
mencionadas anteriormente, el volumen del agua puede ser calculado como:

40 40
v [ [ wlwy) - bwg)dody
0 0

40 40 (o202

:/ / 0,05+ 0,05¢~ 20 — 0,01dzdy
0 0
40

(z—

20)2
20 dx

= 40/ 0,04 + 0,05¢e™
0

40 (z—20)2
=40 (1,6 + 0,05/ e 2 dm)
0

~ 79,8533

Para aproximar el valor de la integral en el dominio discretizado se utilizard la regla de Simpson,

definida como: . . bt a
[ s = @ ar (M5 50

De esta manera, beneficiandose de la invariabilidad a lo largo del eje y, se fijarda un valor al centro
de dicho eje, se aproximard la integral a lo largo del eje = y se escalard por 40 de la forma:

14

. 2

V=40 § [1(20,20) + 4h(2i +1,20) + h(2i + 2,20)]
=0

7@14
3

=0

[h(2i,20) + 4h(2i + 1,20) + h(2i + 2, 20)]

donde h(i,j) = hsj = wsj — byj.
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Como es posible apreciar en la Figura [7.7] el volumen de agua aproximado tiene un valor inicial
muy cercano al volumen calculado de forma analitica, pero comienza a oscilar en torno a su estado
estacionario (V' & 79,4664236656), el cual difiere del valor mencionado. Esto se debe al efecto de la

discretizacién del dominio.

El mismo efecto es presentado en la Figura [7.8] en donde se grafica el error de la aproximacién

respecto al resultado analitico:

E=[V-V

80.0

Volumen de Agua

79600 (] .
784l

200 100 600 800 1000

Figura 7.7: Aproximacién del volumen de agua Valo largo de 1000 time steps.

Error

0 200 100 600 800 1000

Figura 7.8: Error de aproximacién del volumen de agua a lo largo de 1000 time steps.
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Algunas imédgenes explicativas de la simulacién son presentadas en la Figura[7.9] En ellas es posible
ver la configuracién inicial, el efecto de las condiciones de borde, y el como la onda pierde altura con

el paso del tiempo hasta llegar a un estado estacionario.

t=0 t=24
0.10 - 0.101 S N
0.08 0.08
_0.06 _0.06
0.04L | 0.04L TN SR SR S
0.02L | 0‘02_.._..:. ]
000157550 55 30 35 10 00051515 30 35 30 35 10

I

(a) Altura inicial de agua segin la ecuacién

(7.1} en el tiempo t =0

= 951
=51 B
T T T T T O 10k
0.10¢ 1 I
: 0.08L b
0.08F - :
_ 0.06
.. 0.06
0.04]
: 0025 i
0.02F :
0.00 I 1 1 I 1 1 I
0 5 10 15 20 25 30 35 40 T

xr

r

(b) Al llegar al borde, las ondas rebotan en

direccién opuesta

(d) Al finalizar la simulacién, las ondas se han
disipado totalmente, alcanzando un estado
estacionario

(c) Las ondas vuelven al centro, pero con una
menor altura debido al efecto de la gravedad

Figura 7.9: Simulacion para verificar la conservaciéon de masa.
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7.4. Condiciones de Borde Abiertas

El presente experimento tiene como 1inico objetivo comprobar el correcto funcionamiento del méto-
do ante condiciones de borde abiertas. Con ello, se pondré a prueba la solucién propuesta en este tra-
bajo, contemplando el uso de dos funciones de distribucién de equilibrio distintas y la implementacion
del dominio fantasma. Para lograr esto, se simula la propagacién de ondas esperando que desaparezcan
a través de las fronteras del dominio.

La simulacion se realizé utilizando una batimetria que consiste en una funcion sinusoidal al cuadrado
en el eje vertical que se mantiene constante a lo largo del eje horizontal. Su altura maxima es de 0,01,
siendo idéntica a la batimetria b3 del experimento de lago en reposo en la Seccién Por otro lado,
al igual que en el experimento de conservacién de masa en la Seccion se utilizé una altura inicial
de agua con valor w = 0,05 en un dominio de dimensién 40 x 40 lu, con un levantamiento modelado
de acuerdo a la ecuacion .

Nuevamente se procede a ilustrar en la Figura la suma de las alturas de agua h, debido a
que permite analizar los distintos periodos de tiempo involucrados en la simulacién. De esta forma, es
posible apreciar que:

= En los primeros 40 time steps la suma de las alturas de agua se mantiene constante debido a que
las ondas aun no llegan a las fronteras del dominio.

= Entre los tiempos 40 y 80, la cantidad de agua baja de forma muy acelerada debido a que las
ondas atraviesan los bordes.

= A partir de los 80 time steps y hasta los 300, se generan oscilaciones debido a la anterior propa-
gacion de las ondas.

= Finalmente, en el resto de la simulacién se alcanza un estado estacionario.

Suma de las Alturas de Agua h
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Figura 7.10: Suma de las alturas de agua h a lo largo de 500 time steps.
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Como se puede ver en la Figura [7.11] en donde se ilustran tiempos importantes de la simula-
cién, el resultado de ésta fue exitoso. El modelo soporta totalmente condiciones de frontera abiertas,
permitiendo que las ondas atraviesen el borde del dominio sin generar perturbaciones indeseables. Al
desaparecer, el nivel de agua presenta oscilaciones que disminuyen en amplitud hasta alcanzar el estado
estacionario en donde la altura de agua se iguala a la inicial (w = 0,05), siendo este un comportamiento
normal y esperado y no debiendo confundirse con perturbaciones producidas por la inestabilidad del

método.
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Figura 7.11: Simulacién con condiciones de borde abiertas.



Capitulo 8

GPU

8.1. Introduccién a CUDA

CUDA [53] es una arquitectura de célculo paralelo de NVIDIA que aprovecha la potencia de las
unidades de procesamiento grafico (GPU, por su sigla en inglés) para obtener un mayor rendimiento
computacional. Debido a la necesidad de renderizar graficos tridimensionales de alta definicién en
tiempo real, las GPU se han convertido en dispositivos multinicleo de multiprocesamiento altamente

paralelos, presentando un poder de computo mucho mayor a las unidades de procesamiento central o
CPU (ver Figura 8.1)).

Theoretical GFLOP/s at base clock

—+—NVIDIA GPU Single Precision
—+—NVIDIA GPU Double Precision

—+=Intel CPU Single Precision

“+~Intel CPU Double Precision

2003 2005 2007 2009 2011 2013 2015

Figura 8.1: Operaciones de punto flotante por segundo (FLOPS) en CPU y GPU.
Fuente: CUDA C Programming Guide v8.0

Al contrario de una CPU, la cual corresponde a un gran procesador con un alto nimero de ins-
trucciones optimizadas y una amplia memoria caché, una GPU contiene un gran nimero de pequenos
procesadores con pocas instrucciones trabajando en paralelo, lo que permite procesar una gran can-
tidad de datos al mismo tiempo, pero ejecutando la misma instruccién para cada uno de ellos. En la
Figura[8.2] es posible apreciar grificamente la diferencia anteriormente descrita entre las mencionadas
unidades de procesamiento.

48
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Figura 8.2: Comparacion grafica entre las arquitecturas de CPU y GPU.
Fuente: CUDA C Programming Guide v8.0.

GPU

En este contexto, para obtener la capacidad computacional de las GPU en un determinado software,
NVIDIA provee una extensién de los lenguajes C/C++ gracias a la cual es posible definir funciones
especiales que seran ejecutadas en estos dispositivos. Dichas funciones se denominan “kernels” y su
objetivo es paralelizar las instrucciones que contienen, en un nimero determinado de hebras o “th-
reads”. Estas ultimas se agrupan en bloques que son procesados de forma independiente, lo que hace
surgir la necesidad de sincronizar los cédlculos cuando una determinada férmula requiere del resultado
de otra anterior, debido a que una hebra de algin bloque puede intentar utilizar un valor que aun
no ha sido calculado por otra hebra de un bloque distinto. Afortunadamente, antes de comenzar la
ejecucién de un “kernel” existe una sincronizacién implicita, pues se requiere que hayan terminado de
procesarse todas las hebras del “kernel” anterior, permitiendo afrontar la problemaética previamente
descrita mediante la separacion de las formulas dependientes en distintos “kernels”.

8.2. Implementacién y Resultados

Se implement6 una adaptacién del codigo secuencial en Python al lenguaje C++, manteniendo
la misma estructura algoritmica presentada en De este modo, para obtener una alta eficiencia
computacional en la versién final del cédigo, fueron probadas distintas configuraciones para cada
subrutina o “kernel”, eligiendo en cada caso la que presenté un menor tiempo de ejecucién. Estas
diferencias corresponden a la compensacién entre una alta paralelizacién y el tipo de sentencias que
se deben utilizar para manejar los datos. El ejemplo que ilustra de mejor manera este escenario es el
“kernel” encargado de calcular la funcién de distribucion de equilibrio. Debido a la definicién de esta
funcién presente en , el calculo de sus componentes difiere de acuerdo al valor de «, requeriendo
tres instrucciones distintas (una para a = 0, otra para o = 1,2, 3,4 y una ultima para a = 5,6, 7, 8), las
cuales pueden ser manejadas mediante una sentencia condicional de tipo “if-else if-else”. El problema
radica en que, si bien esto permite paralelilzar el cédigo de manera que cada hebra se encargue de
calcular, para un tnico nodo, una componente en particular de la funcién de equilibrio (Ly x L, x 9
hebras), este tipo de instrucciones son computacionalmente costosas, por lo que debe decidirse si
adoptar esta opcién o buscar una variante que implique un menor tiempo de cémputo. Asi, otra forma
de implementar lo anteriormente descrito corresponde a utilizar una paralelizacién de menor nivel, en
la cual cada hebra tenga que calcular las nueve componentes de la funcién de equilibrio en un nodo
del dominio (L, x L, hebras), lo que significa un mayor niimero de instrucciones, pero limitdndose
a realizar solo operaciones aritméticas. Para este caso en especifico, la segunda opcién resulté ser
mas eficiente, presentando el “kernel” un tiempo promedio de ejecucion de 77,359 microsegundos,
mientras que la implementacién con sentencias condicionales demoré 105,53 microsegundos, habiendo
sido ambos tiempos medidos en una misma simulacién con igual tamano de dominio. Otro factor que
afecta en el rendimiento de la primera opcién es que, al presentar un mayor nivel de paralelizacién y,
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por ende, requerir un mayor nuimero de hebras, para dominios con gran cantidad de nodos, el niimero
de nicleos de la GPU no son suficientes para procesar todas las hebras al mismo tiempo, generandose
una secuencialidad al tener que esperar ciertas hebras que otras finalicen su procesamiento.

Antes de exponer los resultados de esta nueva implementacién, es importante mencionar que todos
los experimentos fueron ejecutados utilizando una tarjeta grafica NVIDIA Tesla K20M con 5GB de
memoria RAM y sistema de comunicacién PCI Express 2.0 x16. Por otra parte, la versién 7.5 de CUDA
fue utilizada en la compilacion.

Se realizaron dos distintas comparaciones entre la implementacién realizada en CUDA respecto
al codigo secuencial en lenguaje Python. La primera de ellas corresponde a la validacién del nuevo
c6digo, buscando probar que los resultados obtenidos entre ambas implementaciones son equivalentes.
Para esto, se ejecuté una simulaciéon simple con un levantamiento central de agua definido por una
funcién exponencial sobre batimetria plana, en un dominio de 40 x 40 lattice units. Para determinar la
equivalencia entre los resultados se utilizé la norma infinita del error, es decir, la mayor diferencia entre
los valores de altura de agua w a lo largo de todos los nodos que componen la malla de la simulacién.
En la Figura [8.3]| se presenta esta comparacién a lo largo de 100 time steps.

FError maximo para cada iteracion
T T

1077 :

Error maximo

10_9 I | | I
0 20 40 60 80 100
Iteracion

Figura 8.3: Comparacién de resultados obtenidos en CUDA y Python.

Es posible verificar que el error no excede el orden de 10~7 para las primeras 100 iteraciones, lo que
corresponde a resultados muy similares, con pequenas diferencias numéricas atribuidas a la precisién
utilizada, pues en Python se usé precision doble, mientras que en CUDA fue usada precisién simple.
De esta forma, se puede afirmar que ambas implementaciones realizan un procesamiento equivalente
y aplican el método de Lattice Boltzmann en la resolucion de las ecuaciones de shallow water.

La siguiente comparacién realizada es respecto a los tiempos de ejecucién de las implementaciones.
Si bien el objetivo de codificar el algoritmo en Python era entender el funcionamiento del método
mediante el uso de un lenguaje de programacion simple y de alto nivel, se consideré injusto comparar
de forma directa ambas implementaciones, debido a que el uso de las estructuras e instrucciones
bésicas, como listas y ciclos “for”, no constituye una buena referencia de lo que un cédigo secuencial
es capaz de realizar. De este modo, también se realizé una mejora al cédigo secuencial de Python
mediante la utilizacién del médulo NumPy [54], el cual provee estructuras y funciones optimizadas
para computacién matemaética y vectorial.

Los tiempos por iteracién fueron calculados como el tiempo promedio de 100 iteraciones del método
para una misma simulacién con distintos tamanos de dominio, teniendo éstos dimensiones de 40 x 40
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lu (1681 nodos), 100 x 100 lu (10201 nodos), 200 x 200 [u (40401 nodos), 500 x 500 lu (251001 nodos) y
1000 x 1000 lu (1002001 nodos). Como es posible apreciar en la Figura la optimizacién realizada al
c6digo secuencial logré reducir el tiempo de ejecucion en casi dos 6rdenes de magnitud, correspondiendo
a una gran mejora en términos de eficiencia computacional. Aun asi, la implementacién paralela en
CUDA es muy superior a ambas versiones secuenciales, disminuyendo el tiempo de cémputo en més
de dos érdenes de magnitud respecto al cédigo secuencial optimizado, confirmando de esta manera que
el método de Lattice Boltzmann posee una gran capacidad de paralelizacion debido a que los calculos
requeridos se realizan de forma local, sin requerir datos provenientes de todo el dominio.
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Tiempo por iteracion versus numero de nodos

e—e Python Bésico
Python NumPy |~
e—e CUDA

,_\
S
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1072

10° 107 107

Numero de nodos del dominio

Figura 8.4: Comparacién de tiempos de ejecucién en CUDA y Python.

También es posible notar una relacién lineal entre el tiempo de ejecucion y el nimero de nodos que
conforman el dominio. Resultados numéricos de la medicién del tiempo son presentados en la Tabla
S 1]

Tabla 8.1: Comparacién de tiempos de ejecuciéon en CUDA y Python.
Tiempo por iteraciéon en milisegundos.

Numero de nodos del dominio
1681 10201 40401 251001 1002001
Python Bésico | 358,3499 | 1838,5399 | 9089,2400 | 48152,7700 | 171548,1200
Python NumPy | 5,0099 30,3900 148,5299 1257,2999 5089,5800
CUDA 0,040 0,060 0,210 1,110 4,390

En ultimo lugar, se presenta un andlisis méas profundo de la implementacién en CUDA, comparando
los tiempos de ejecucién de cada “kernel”. Estos corresponden al tiempo promedio en microsegundos
que demora una llamada a cada “kernel” incluido en la comparacién, la cual es exhibida en la Tabla
La simulacién a partir de la cual se tomaron las mediciones presentadas corresponde a la misma
del estudio anterior en un dominio de 40 x 40 lattice units, manteniéndose la proporcién de los tiempos
para los demas tamanos de éste.
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Tabla 8.2: Comparacion de tiempos de ejecuciéon de cada “kernel”.

“kernel” Tiempo por llamada [us]
Streaming-Colision 5.3780
Solucion 3.8230
FEQ 13.851
TerminoFuente 5.1940
Total 28.2460

Como es posible apreciar, el “kernel” encargado de calcular la funcién de distribucién de equilibrio
es el que demora més tiempo en su ejecucién, debiéndose esto a la complejidad de su cémputo y al gran
nimero de cdlculos requeridos como se explicé al comienzo de esta seccion. Los siguientes “kernels”
que més tardan por cada llamada son los de Streaming-Colision y TerminoFuente, siendo sus tiempos
de ejecucién muy similares. Finalmente, debido a su simplicidad de célculo, el “kernel” en el cual
se calculan las variables macroscépicas del problema es el de mas rapida ejecucién. Cabe destacar
que la diferencia entre la suma de los tiempos de los “kernels” presentes en la Tabla y el tiempo
por iteracion de 40 us presentado en la Tabla se debe a pequenas instrucciones adicionales que
corresponden a copia de variables y también a procesos internos implicitos que realiza CUDA respecto
al manejo de memoria.



Conclusiones

En lineas generales, es posible afirmar que se ha cumplido a cabalidad con el objetivo de este trabajo,
logrando aplicar el método de Lattice Boltzmann a la resolucién de las ecuaciones de shallow water.
En paralelo al proceso de estudio del método, se desarrollé una implementaciéon en lenguaje Python,
permitiendo encontrar el principal problema enfrentado, el cual consistié en que una de las funciones de
distribucién de equilibrio propuestas no permitia obtener un modelo “well-balanced” ante la presencia
de batimetria no plana, mientras que la segunda funciéon propuesta no soportaba condiciones de borde
abiertas. Debido a que cada una de dichas funciones presentaba un buen comportamiento en el escenario
en donde la otra fallaba, se decidié solucionar el problema mediante la combinaciéon de ambas en
distintas zonas del dominio.

Gracias al planteamiento mencionado, se logré obtener un metodo “well-balanced” que soporta con-
diciones de borde abiertas, siendo ambas propiedades muy importantes en el problema que se intenta
resolver. De forma adicional al resultado tedrico, el cumplimiento de estas porpiedades fue validado
mediante diversos experimentos numéricos. En este contexto, se logré verificar que el método fuera
“well-balanced” mediante la simulacién de un lago en reposo, en donde los resultados fueron satisfac-
torios al mantenerse el estado estacionario requerido. Por otro lado, se experimenté con condiciones de
borde abiertas, comprobando que efectivimente el comportamiento fue el deseado, no generando ines-
tabilidades y perturbaciones que estropeasen la simulacién. Finalmente, también se confirmé que se
trata de un método conservativo al evidenciar que la masa total de agua se mantuvo constante durante
la disipaciéon de una onda propagada a través de un dominio cerrado implementado con condiciones
de borde de tipo Bounce-Back.

Finalmente, se implementé una versién paralelizada del algoritmo mediante el uso de GPU con el
objetivo de obtener una mayor eficiencia computacional. Se validé que los resultados de esta nueva
implementacién fueran equivalentes a los presentados por el cédigo secuencial mediante la ejecucion de
una misma simulacién en ambas versiones. Adicionalmente, se optimizo6 la implementacion secuencial
en Python utilizando las herramientas optimizadas del médulo NumPy, con el fin de realizar una
comparacion mas justa de los tiempos de procesamiento. Los resultados fueron bastante satisfactorios,
debido a que la versién secuencial disminuyé considerablemente su tiempo de ejecucién gracias a la
optimizacién realizada, pero aun asi, la implementacién en CUDA alcanzé una eficiencia computacional
mucho mayor, demostrando asi la utilidad y superioridad de la paralelizacién obtenida al ejecutar
instrucciones en dispositivos de procesamiento grafico.

Trabajo Futuro

Teniendo una implementacién funcional del método capaz de resolver las ecuaciones de shallow
water, se necesita continuar el trabajo realizado para poder hacer simulaciones numéricas de tsunamis.
Para lograr esto, se requiere que el método sea capaz de lidiar con la inundacién, la cual consiste en
la caracteristica principal del fenémeno y provee la informacién més importante como es el alcance
del agua o las zonas que seran cubiertas por ella. Dado que el sistema de ecuaciones con el que se
representa el problema deja de ser vélido para las denominadas “zonas secas”, se hace necesaria la
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formulaciéon de un método que maneje esta situacién y se acople al método actual. Este escenario
puede suponer la eleccion de otro sistema de ecuaciones a resolver, la inclusién de nuevos parametros
con el fin de adaptar la representacién al nuevo problema que se quiere solucionar o la modificacién del
método mismo. Debido a la importancia de esto para completar el trabajo realizado, el manejo de la
inundacion serd el principal y més préximo objeto de estudio, pretendiendo obtener un método capaz
de lidiar con esta situacién.

Luego de haber resuelto lo anteriormente mencionado, se pretende aumentar la complejidad de la
experimentacion, validando la solucién propuesta tanto en contextos artificiales como en un escenario
de tsunami real. Para esto, se evaluard el desempeno del método implementado en los casos de referencia
mas conocidos, como lo son los escenarios de “dam break” y “run up”,y también al simular con los datos
de un tsunami real. Adicionalmente, se espera comparar el desempeiio con otras implementaciones que
busquen resolver el mismo problema, siendo COMCOT una de las méas conocidas.

Finalmente, se espera poder seguir realizando optimizaciones de bajo nivel en la implementacién
paralelizada, valiéndose de herramientas mas avanzadas proporcionadas por la arquitectura CUDA,
con el objetivo de reducir aun mas los tiempos computacionales y aumentar la eficiencia del algoritmo.
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