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gracias por todo.

Todo esto fue posible, gracias al apoyo otorgado por la Universidad Técnica Federico Santa
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Resumen

La gravedad af́ın polinomial, es un modelo alternativo a la relatividad general de Einstein,
en el cual la variedada esta dotada de la conexión af́ın como campo fundamental y no está ne-
cesariamente definido el tensor métrico. Como consecuencia inmediata de esto, no es posible en
una primera instancia definir la noción de distancia, transformar vectores en sus respresentacio-
nes duales covectores y vice versa, y no es posible clasificar vectores como tipo tiempo, espacio
y nulo. La acción de la gravedad af́ın se construye con elementos que preserven la invariancia
bajo transformación de coordenadas, para esto se utiliza una técnica tipo análisis dimensional.
Se obtienen las ecuaciones de campo para cada elemento fundamental. Estudiamos el sector
del espaciotiempo sin torsión, esto conduce a una ecuación de campo, conocida como curva-
tura armónica. Para resolver la ecuación de campo construimos ansatzes compatibles con las
simetŕıas del principio cosmlógico: isotroṕıa y homogeneidad, para esto utilizamos la derivada
de Lie, y como campo vectorial usaremos los vectores de Killing asociados a los grupos de
rotaciones y traslaciones espaciales. Con el fin de ejemplificar el procedimiento, encontraremos
un ansatz métrico que nos conduce a la métrica de Friedmann–Robertson–Walker y después
encontramos el ansatz para la conexión af́ın. Una vez construido los ansatz se resuelven las
ecuaciones de campo para la gravedad af́ın, esto conduce a varios tipos de soluciones, solu-
ciones conocidas y no conocidas en relatividad general. Para términar se estudian las curvas
auto paralelas de nuestro modelo y la factibilidad de poder utilizar el tensor de Ricci como
una métrica emergente.
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2.1. Variedades y nociones básicas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2. Objetos en las variedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

2.2.1. Vectores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.2. 1-Formas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.2.3. Tensores y densidades tensoriales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la naturaleza existen cuatro fuerzas fundamentales, la fuerza electromagnética la cual es-
tudia las interaciones eléctricas y magnéticas, la fuerza nuclear fuerte, responsable de mantener
unidos a los nucleones (protones y neutrones) que coexisten en el núcleo atómico, la fuerza nu-
clear débil, responsable de los fenómenos como el decaimiento radiactivo, y finalmente la fuerza
gravitatoria, siendo esta última la encargada de modelar la geometŕıa del espaciotiempo.

La ley de gravitación universal propuesta por Sir Isaac Newton [1], fue la primera teoŕıa
de la gravedad utilizada para describir los efectos del campo gravitatorio como una fuerza.
La validez de esta teoŕıa pudo ser demostrada debido a las exitosas predicciones de esta: fue
posible demostrar la existencia de Neptuno a partir de las variaciones de la órbita de Urano; la
descripción de la órbita de la tierra entonro al Sol. A pesar de los exitos de la teoŕıa newtoniana,
esta presenta dos problemas fundamentales: no es una teoŕıa invariante de Lorentz y la ecuación
de Poisson no contiene derivadas temporales, esta describe un efecto gravitatorio que se propaga
de forma instantánea.

La relatividad general propuesta por Einstein [2–6], es una teoŕıa de gravitación que aborda
los problemas de la teoŕıa newtoniana utilizando elementos de geometŕıa diferencial como
lenguaje natural. Este modelo es una generalización de la relatividad especial y la ley de
gravitación universal, dando una descripción geométrica de la estructura del espaciotiempo. El
fundamento de esta teoŕıa es el principio de equivalencia, este principio afirma que un sistema
inmerso en un campo gravitatorio es puntualmente indistinguible de un sistema de referencia
no inercial acelerado. Las ecuaciones de campo de Einstein describen la interacción gravitatoria
como resultado de la curvatura en el espaciotiempo debido a la presencia de masa y enerǵıa. Las
interacciones gravitacionales son mediadas por el tensor de Einstein, construido usando como
campo fundamental la métrica, mientras que la materia entra en las ecuaciones de campo por
medio del tensor de enerǵıa momento. El tensor métrico, es el objeto matemático que permite
definir la noción de distancia y calcular la distancia entre dos puntos, este también nos permite
transformar vectores en sus representaciones duales, los co-vectores y viceversa, a su vez nos
otorga una manera de clasificar los vectores como tipo tiempo, nulo o espacio. Las ecuaciones
de campo de Einstein, pueden ser obtenidas de distintas formas, siendo una de estas, variar
la acción de Einstein-Hilbert, con respecto a la métrica. Einstein propone tres experimentos
para validar su teoŕıa [7], estos se conocen comos los experimentos clásicos de la relatividad
general:(i) la precesión de la órbita de Mercurio [6]; (ii) la deflexión de la luz causada por el
sol [8–11], (iii) el corrimiento al rojo, en ingles conocido como redshift [12,13]. Un trabajo muy
completo que compara las predicciones téoricas de la relatividad general con los resultados
experimentales se encuentra en [14].

Una de las predicciones más importantes de la relatividad general, es la existencia de las
ondas gravitacionales [15]. En el año 1993 se descubrio un pulsar en un sistema estelar binario,
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1. Introducción

esto entrego la primera evidencia indirecta de la existencia de las ondas gravitacionales [16].
Finalmente, LIGO-Virgo pudieron detectar la existencia de estas ondas [17], debido a la fusión
de dos agujeros negros.

La relatividad general de Einstein, es la teoŕıa más exitosa para predecir las interacciones
gravitacionales. Sin embargo este modelo no es compatible con la teoŕıa cuántica de campos,
a la fecha no es posible establecer una versión cuantica de la gravedad que sea consistente y
renormalizable [18–27]. Además, de acuerdo con el modelo estándar en cosmoloǵıa, la materia
observada por nosotros de forma directa en el universo corresponde a aproximadamente un
4 % del total de materia y/o enerǵıa que contiene el universo. Cerca de un 27 % debeŕıa ser
materia oscura, esta se comporta como materia ordinaria pero solo interactúa de forma debil
con el modelo estándar. El 69 % restante del universo, debeŕıa estar compuesto por la enerǵıa
de vaćıo, llamada enerǵıa oscura. Esta materia y enerǵıa oscura no puede ser explida de forma
apropiada con el modelo estándar de cosmológia.

Para poder resolver los problemas presentados por el modelo uno debe agregar nueva f́ısica,
esto es introduciendo nuevas part́ıculas o cambiando la teoŕıa de la gravitación. Esta última
sugiere que la teoŕıa de la relatividad general es una teoŕıa efectiva de la gravedad y, por lo tanto,
uno debe considerar modelos alternativos o generalizaciones de esta. Un modelo alternativo
es la teoŕıa escalar-tensor de Brans-Dicke [28], en donde las interacciones gravitacionales son
mediadas por un campo escalar junto con el tensor de Einstein, la constante de gravitación
universal es reemplazada por un campo escalar. Algunas de las posibles generalizaciones son:
la teoŕıa Einstein-Cartan, esta se considera una extensión de la relatividad general que supone
conexiones no simétricas, pero utilizando la misma acción [29–32]; T. Kaluza and O. Klein [33–
35] fueron los primeros en proponer modelos con dimensiones extras; los modelos de Lovelock
que consideran generalizaciones del tensor de Einstein [36]; los modelos de métricas-afines, en
estas teoŕıas las condiciones de metricidad y un espaciotiempo sin torsión no son consideradas
[37]; el modelo de Lovelock-Cartan, este es una extensión de los modelos de Lovelock con
una conexión no simétrica [38]; y muchos otros más. Es importante recalcar que en todos los
modelos mencionados, la métrica juega un papel fundamental en las teoŕıas.

Es posible construir modelos afines de gravitación pura, en estos modelos las interacciones
son gobernadas por la conexión af́ın como campo fundamental. El primer intento de un modelo
af́ın fue propuesto Sir A. Eddington, quien considero una acción definida por la raiz cuadrada
del tensor de Ricci [39]; E. Schrödinger utilizó la conexión af́ın como base fundamental para
definir el espaciotiempo [40]. En la actualidad existe una gran cantidad de modelos afines,
donde la conexión af́ın se considera como el campo fundamental y es independiente de la
métrica [41–45].

Nuestro modelo af́ın de la gravedad, utiliza como único fundamental la conexión af́ın, es por
esta razón que el tensor métrico no esta defindo. La conexión af́ın puede ser decompuesta en
sus partes irreducibles, utilizando las partes tanto simétricas como antisimétricas, ver [46–48],
estos elementos son usados para construir la acción más genérica posible y que al mismo tiempo
sea invariante bajo difeomorfismo. La acción de la gravedad af́ın polinomial presenta varias
caracteŕısticas interesantes:(i) no es posible agregar más términos a la acción, esto debido al
análisis dimensional que se utilizó para su construcción; (ii) todos los terminos y sus respectivas
constantes de acoplamiento son adimensionales, esto sugiere que el modelo es conformal; (iii)
en el espaciotiempo sin torsión, es posible obtener una acción efectiva compatible con los
resultados clásicos de relatividad general; (iv) es una serie de potencia renormalizable, es una
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condición necesaria pero no suficiente para garantizar que el modelo sea renormalizable.
Las ecuaciones de campo para la acción af́ın se pueden obtener utilizando el formalismo de

Kijowski [49]. Estas en el espaciotiempo sin torśıon, corresponden a una generalización de las
ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo. Para encontrar las posibles soluciones, utilizamos
un ansatz cosmológico [48], compatible con las simetŕıas del principio cosmológico: isotroṕıa
y homogeneidad. Estas simetŕıas se ven reflejadas en los vectores de Killing, sirviendo como
campo de entrada para el flujo de la derivada de Lie. Existen tres familias de soluciones para las
ecuaciones de movimiento: soluciones tipo: Ricci-plano, Ricci-paralelo y curvatura armónica.

Con el anstaz, se estudiarán las curvas auto-paralelas, estas correspoden a las geodésicas de
relatividad general, definidas en un espacio sin métrica. Será importante ver si las geodésicas
clasicas de los espacios de Friedmann–Robertson–Walker estan contenidas en la gravedad af́ın
y si es posible encontrar nuevas curvas. Cabe mencionar, que al no contar con una métrica, no
nos será posible hacer la distinción entre vectores tipo tiempo, nulo o espacio. Sin embargo, si el
tensor de Ricci obtenido a partir de la conexión af́ın es no degenerado, es posible usar este tensor
como una métrica emergente y, en ese caso part́ıcular, podŕıamos transformar los vectores en
sus respresentaciones duales y viceversa, y lo más importante nos permitiŕıa clasificar vectores
como tipo tiempo, espacio o nulo.

La teśıs se estructura de la siguiente manera: en el caṕıtulo 2 se desarrollan las nociones
básicas de la geometŕıa diferencial, este será el lenguaje utilizado a lo largo de esta tesis. En
el caṕıtulo 3 mostramos los principios y fundamentos de la Relatividad General, junto con la
ecuación que gobierna las interacciones gravitacionales y como elaborar la teoŕıa a nivel de
acción. En el caṕıtulo 4 mostramos como trabajar y construir la acción de la gravedad af́ın
polinomial, utilizando una técnica tipo análisis dimensional. Obtenemos las respectivas ecua-
ciones de movimiento para el espaciotiempo sin torsión, utilizando el formalismo de Kijowski.
En el caṕıtulo 5, encontramos los dos ansatz: métrico y af́ın, compatibles con las simetrás del
principio cosmológico, se presenta en detalle el procedimiento. En el caṕıtulo 6 se buscan y
estudian algunas soluciones anaĺıticas a las ecuaciones de campo. En el caṕıtulo 7 estudiamos
las implicancias de la gravedad af́ın en la cosmoloǵıa, por medio de las curvas auto-paralelas.
Además estudiamos la posibilidad de utilizar el tensor de Ricci como una métrica emergente.
Las conclusiones se encuentran en el caṕıtulo 8. Por completitud se incluyen dos apendices: A
se muestra en detalle como generar la acción de la gravedad af́ın utilizando un metódo tipo
análisis dimensional y en B se muestran todas las ecuaciones de movimiento para cada campo,
sin la restricción del espaciotiempo libre de torsión.
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Caṕıtulo 2

Elementos de geometŕıa diferencial

La geometŕıa diferencial es la rama de las matemáticas encargada de generalizar las nociones
y objetos definidos en un espacio plano Euclideano a un espacio curvo, es por este motivo que
resulta ser el lenguaje natural de la teoŕıa de la Relatividad Generald de Einstein. Este caṕıtulo
explica las ideas y principios básicos de geometŕıa diferencial. El caṕıtulo está basado en las
referencias [40,50–56].

2.1. Variedades y nociones básicas

Una variedad es un espacio topológico que es homeomorfo localmente a Rm, sin embargo
este puede ser globalmente distinto a Rm. El homeomorfismo local nos permite asignar a cada
punto de la variedad un set de coordenadas locales (x1, x2, ..., xm), cuando la variedad no es
homeomorfo globalmente a Rm, debemos introducir varios set de cooredandas locales. Luego,
es posible asignar a un punto más de dos sistemas locales de coordenadas, además requerimos
que la transición de una coordenada a otra sea suave.

De manera formal, M es una variedad diferenciable si

1. M es un espacio topológico.

2. M esta dotado con una familia de pares (Ui, ϕi), donde Ui es una familia de conjuntos
abiertos que cubren M, esto es ∪iUi = M. ϕi es un mapa homeomorfo desde Ui a un
subconjunto abierto U ′i de Rm.

3. Dado Ui y Uj tal que Ui∩Uj 6= ∅, el mapa ψij = ϕi ◦ϕ−1
j desde ϕj (Ui ∩ Uj) a ϕi (Ui ∩ Uj)

es infinitamente diferenciable.

El par (Ui, ϕi) se conoce como carta mientras que la familia completa {(Ui, ϕi)} se llama
atlas. El subset de Ui se llama vencidad coordenada mientras que ϕi son las coordenadas. A
partir de 2, M es localmente Euclideo. En cada vecindad coordenada Ui, M es parecido a un
subset abierto de Rm, cuyos elementos son {x1, x2, ..., xm}. El axioma 3, nos asegura que si
la intersección de Ui con Uj tiene dos o más sistemas de coordenadas asignados a un punto,
entonces la transición entre un sistema de coordenadas a otro será suave. El mapa ϕi asigna
m coordenadas xµ (1 ≤ µ ≤ m) al punto p ∈ Ui∩Uj, mientras que ϕj asigna yν (1 ≤ ν ≤ m) al
mismo punto y la transición desde y a x viene dada por m funciones de m variables xµ = xµ (y).
La transformación de coordenadas es diferenciable si a cada punto xµ (y) es diferenciable con
respecto a cada yν .
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

2.2. Objetos en las variedades
Usando la definición de variedad presentada en la sección anterior, podemos definir objetos

geométricos en esta, para hacer esto generalizaremos el concepto de objetos definidos en Rn a
una variedad.

2.2.1. Vectores
En una variedadM, un vector es definido como el vector tangente a la curva γ enM. Para

definir un vector tangente necesitamos una curva γ : (a, b) → M y la función f : M → R
donde (a, b) es un intervalo abierto que contiene el punto λ = p, donde p ∈ M. Definimos el
vector tangente en γ (p) como la derivada direccional de la función f (γ (λ)) a lo largo de la
curva γ (λ) en λ = p. La razón de cambio de f (γ (λ)) en λ = p a lo largo de la curva es

df (γ (λ))
dλ

∣∣∣∣∣∣
λ=p

= ∂xµ (γ (λ))
∂λ

∂f

∂xµ

∣∣∣∣∣∣
λ=p

= Xµ

(
∂

∂xµ

)
f

∣∣∣∣∣∣
λ=p

, (2.1)

donde xµ representa las coordenadas del punto. Definimos Xµ = ∂xµ(γ(λ))
∂λ

∣∣∣∣
λ=p

como los com-

ponentes del vector X y ∂µ = ∂
∂xµ

corresponde a la base. Esta definición fue construida de
manera independiente de la elección de f , luego para encontrar el vector tangente a una curva
cualquiera en el punto p usamos el operador X

X = Xµ ∂

∂xµ
. (2.2)

El conjunto de curvas que pasan por el punto p ∈ M forman una clase de equivalencia, luego
el conjunto de todas las clases de equivalencias de curvas para el punto p definen un espacio
vectorial llamada espacio tangente deM en p, se denota por TpM. Finalmente la colección de
espacios tangentes asociados a cada punto perteneciente a la variedad M , esto es

TM =
∐
p∈M

TpM, (2.3)

se conoce como fibrado tangente. Para terminar, si existe una segunda carta Uj tal que p ∈
Ui∩Uj y p tiene coordenadas xµ′ en esa carta, entonces las componentes del vector X ′ = Xµ′ ∂

∂xµ′

se relacionan con las primeras por medio de

Xµ′ = ∂xµ
′

∂xν
Xν . (2.4)

Las componentes del vector son invariantes bajo transformaciones de coordenadas.

2.2.2. 1-Formas
Dado que TpM es el espacio vectorial, también existe el espacio vectorial dual a TpM

denotado por T ∗pM llamado espacio cotangente al punto p. Un elemento ω ∈ T ∗pM es un mapa
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2.2. Objetos en las variedades

ω : TpM → R se conoce como vector dual, vector cotangente o, en el contexto de formas
diferenciales, 1-forma. El ejemplo más simple de 1− forma es el diferencial df donde f es una
función escalar. La acción de un vector V sobre f viene dado por V [f ] = V µ ∂f

∂xµ
∈ R. Luego

la acción de df ∈ T ∗pM sobre V ∈ TpM está definido por

〈df, V 〉 ≡ V [f ] = V µ ∂f

∂xµ
∈ R. (2.5)

Usando coordenadas podemos escribir df = ∂f
∂xµ

dxµ, de esta expresión es natural identificar a
los diferenciales dxµ como la base T ∗pM . La base dual satisface〈

dxµ, ∂

∂xµ

〉
= ∂xν

∂xµ
= δvµ. (2.6)

Podemos definir una 1-forma arbitraria como

ω = ωµdx
µ, (2.7)

donde ωµ son los componentes de ω. Dado el vector V = V µ ∂
∂xµ

y la 1-forma ω = ωµdx
µ, el

producto escalar 〈 , 〉 : T ∗pM × TpM → R está definido por

〈ω, V 〉 = ωµV
v

〈
dxµ, ∂

∂xv

〉
= ωµV

vδµv = ωµV
µ, (2.8)

es importante notar, que el producto escalar esta definido entre un vector y un vector dual, no
entre dos vectores o dos vectores duales.

Al igual que los vectores, las 1-formas tienen se definen de manera independiente al sistema
de referencia, para un punto p ∈ Ui ∩ Uj tenemos

ω = ωµdxµ = ω̃vdyv (2.9)

donde x = ϕi (p) y y = ϕj (p). A partir de dyν =
(
∂yν

∂xµ

)
dxµ, podemos encontrar la regla de

transformación para las componentes de ω

ω̃v = ωµ
∂xµ

∂yv
. (2.10)

2.2.3. Tensores y densidades tensoriales
Un tensor tipo (p, q) es un objeto multilineal construido usando el producto tensorial ⊗ de

p espacios tangentes q espacios cotangentes. Es un mapa de p elementos pertenecientes a T ∗pM
y q elementos de TqM a números reales y puede ser escrito como

T = T µ1µ2···µp
ν1ν2···νq∂µ1 ⊗ ∂µ2 ⊗ · · · ⊗ ∂µp ⊗ dxν1 ⊗ dxν2 ⊗ · · · dxνq . (2.11)

Siguiendo las reglas de transformación para vectores y 1-formas, podemos escribir la regla de
transformación para tensores bajo una transformación de coordenadas

T µ
′
1µ
′
2···µ

′
p
ν′1ν
′
2···ν′q = ∂xµ

′
1

∂xµ1

∂xµ
′
2

∂xµ2
· · · ∂x

µ′p

∂xµp
∂xν1

∂xν
′
1

∂xν2

∂xν
′
2
· · · ∂x

νq

∂xν
′
q
T µ1µ2···µp

ν1ν2···νq . (2.12)
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

Un tensor importante a definir, es el tensor métrico, este objeto se denota como gµν , es
simétrico y su determinante es distinto de cero, esto nos dice que es no degenerado. De esta
forma podemos definir la métrica inversa gµν que satisface

gµνgνσ = δµσ . (2.13)

La simetŕıa de gµν implica que gµν también lo es. Alguna de las propiedades más interesantes
de la métrica son: permite subir y bajar ı́ndices, la métrica permite definir la distancia entre
dos puntos, generaliza el producto punto definido en la geometŕıa Euclideana a un espacio
curvo y permite clasificar los vectores como tipo tiempo, espacio y nulo. El elemento de ĺınea
se escribe como

ds2 = gµνdx
µdxν . (2.14)

La métrica en su forma canónica se define como

gµν = diag (−1,−1,−1,−1, ...,+1,+1,+1, · · · ,+1) . (2.15)

En n dimensiones en la variedad, s corresponde al número de +1 en su forma canónica y t al
número de −1, luego s−t es la signatura de la métrica, s+t es el rango de la métrica.1 Si todos
los componentes de la métrica son positivos (t = 0) entonces se llama métrica Euclideana o
Riemanniana, mientras que si existe un−1 (t = 1) entonces se conoce como métrica Lorentziana
o pseudo Riemanniana, para cualquier otro caso es indefinida.

Finalmente definimos el tensor de Levi-Civita εµ1µ2....µn . En el espacio plano el tensor Levi-
Civita se define como

ε̃µ1µ2···µn =


+1 if µ1µ2 · · ·µn permutación par de 01 · · · (n− 1),
−1 if µ1µ2 · · ·µn permutación impar 01 · · · (n− 1),
0 otro caso,

(2.16)

El śımbolo de Levi-Civita se define como ε̃µ1µ2....µn cuyos componentes están definidos para
cualquier sistema de coordenadas. Este objeto no transforma como tensor, está definido para
que no cambie bajo transformación de coordenadas, para ver como transforma este objeto
consideremos una matriz M de n × n, luego el determinante de esta matriz puede ser escrito
como

ε̃µ′1µ′2···µ′n|M | = ε̃µ1µ2···µnM
µ1
µ1′M

µ2
µ2′ · · ·M

µn
µn′
. (2.17)

La matriz Mµ
µ′ viene dada por Mµ

µ′ = ∂xµ

∂xµ′
, reemplazando obtenemos

ε̃µ′1µ′2···µ′n =
∣∣∣∣∣∂xµ

′

∂xµ

∣∣∣∣∣ ε̃µ1µ2···µn
∂xµ1

∂xµ
′
1

∂xµ2

∂xµ
′
2
. . .

∂xµn

∂xµ′n
. (2.18)

Este último resultado es parecido a la regla de transformación de tensores, salvo por el de-
terminante de ∂xµ

′

∂xµ
. Los objetos que transforman de esta forma se conocen como densidades

tensoriales. De manera formal, se define la cantidad T µ1...µk
ν1...νl como una densidad tenso-

rial de peso p y tipo (k, l) en un punto P , si bajo una transformación de coordenadas dichas
componentes transforman según la ley:

T ′µ1...µk
ν1...νl =

∣∣∣ ∂xµ
∂x′ν

∣∣∣p∂x′µ1

∂xq1
...
∂x′µk

∂xqk
∂xm1

∂x′ν1
...
∂xml

∂x′νl
T q1...qk

m1....ml . (2.19)

1El número de valores propios no nulos.
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2.3. Derivada de Lie y simetŕıas

Un ejemplo esta dado por el determinante de la métrica g = |gµν |, bajo una transformación
de coordendas

g′ = |∂x
µ′

∂xµ
|−2g, (2.20)

de esta forma, la métrica transforma también como densidad tensorial de peso −2. Es posible
convertir las densidades tensoriales en tensores si son multiplicadas por |gw/2|, donde w es el
peso de la densidad tensorial. Como ejemplo, podemos definir el tensor Levi-Civita

εµ1µ2···µn =
√
|g|ε̃µ1µ2···µn , (2.21)

y con los ı́ndices arriba, la expresión es

εµ1µ2···µn = sgn(g) 1√
|g|
ε̃µ1µ2···µn , (2.22)

donde sgn(g) es el signo de la métrica.

2.3. Derivada de Lie y simetŕıas

Antes de empezar a calcular la derivada de Lie para un campo vectorial o una conexión,
es importante saber a que nos referimos con simetŕıas, por ejemplo en el espaciotiempo de
Minkowski la métrica, tiene el grupo de simetŕıas de Poincaré, esto corresponde a las trans-
formaciones que dejan la métrica invariante. La derivada de Lie nos permite generalizar esta
idea de simetŕıa a espacios curvos, donde generalmente trabajamos con campos vectoriales,
tensoriales. En esta sección explicaremos solo las nociones básicas.

Sea X un campo vectorial de la variedad M . Una curva integral x(t) de M es una curva en
M , cuyo vector tangente en x(t) es X|x. Consideremos la curva integral definida por xµ (λ) y el
vector tangente a esta curva definido por uµ = dxµ

dλ
. En esta curva definimos el campo vectorial

vµ(x). La derivada de Lie, nos permite comparar como cambia el campo vectorial vµ a lo largo
de la curva xµ. Para comparar, tomamos dos puntos de referencia P (x) y Q(x+dx). El campo
vectorial vµ evaluado en el punto Q, puede ser escrito en términos del mismo campo vectorial
evaluado en el punto P , para esto usamos series de Taylor

vµ (x+ dx) 'vµ (x) + dxν∂νv
µ (x) ,

'vµ (x) + uν∂νv
µ (x) dλ,

'vµ (P ) + uν∂νv
µ (P ) dλ.

(2.23)

En los puntos P y Q, el campo vectorial vive en espacios tangentes diferentes, es por este
motivo que debemos transformar el campo vµ → v′µ. Esta transformación nos permite arrastrar
el vector evaluado en P al punto Q. La transformación de coordenadas viene dada por

x′µ = xµ + dxµ,

= xµ + uµdλ.
(2.24)
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

Usamos ec. (2.4) para definir la transformación de coordendas para un vector

v′µ (x′) = ∂

∂xν

(
xµ + uµdλ

)
vν (x) ,

= (δµν + ∂νu
µdλ) vν (x) ,

= vµ (x) + vν (x) ∂νuµdλ,
= vµ (P ) + vν (P ) ∂νuµdλ.

(2.25)

De esta forma ecs. (2.23) y (2.25) definen dos campos vectoriales evaluados en los puntos P
y Q, pero el punto P es arrastrado al punto Q y ambos viven en el mismo espacio tangente.
Definimos la derivada de Lie como

Luvµ = ĺım
dλ→0

vµ (x+ dx)− v′µ (x′)
dλ

. (2.26)

Reemplazamos ecs. (2.23) y (2.25)

Luvµ = uν∂νv
µ − vν∂νuµ. (2.27)

Es importante mencionar algunos detalles: i) vemos que a partir de ec. (2.27) los ı́ndices ν
estan contráıdos y solo existe un ı́ndice libre µ, ii)no es necesario que la variedad este dotada
de un tensor métrico y/o conexión af́ın para que la derivada de Lie este bien definida.

Dos propiedades de la derivada de Lie son

Lu (T ⊗ S) = (LuT )⊗ S + T ⊗ (LuS) , (2.28)
Lu (ϕ) = uβ∂β (ϕ) , (2.29)

donde S y T son tensores, a y b son constantes y u es un campo vectorial.
Utilizando las propiedades escritas en ecs. (2.29) y (2.28), junto con ec. (2.27) es posible

encontrar la derivada de Lie de cualquier objeto tensorial, veamos como obtener Luwα. Para
esto consideremos la derivada de Lie del siguiente escalar Lu (vαwα), y haremos uso de las
propiedades escritas: a partir de ec. (2.28) obtenemos que

Lu (vαwα) = (Luvα)wα + (Luwα) vα, (2.30)

usando ec. (2.29) encontramos la derivada de Lie de la función escalar

Lu (vαwα) = uµ∂µ (vαwα) . (2.31)

Igualando las definiciones obtenemos

uµ∂µ (vαwα) = (Luvα)wα + (Luwα) vα.

Reemplazamos ec. (2.27) para encontrar (Luvα)wα y desarrollamos la derivada del lado iz-
quierdo

uµ (∂µvα)wα + uµ (∂µwα) vα =
(
uβ∂βv

α − vβ∂βuα
)
wα + vαLuwα,

de esta última ecuación, simplificando y reagrupando los términos podemos encontrar la deri-
vada de Lie que estamos buscando

Luwα = wβ∂αu
β + uµ∂µwα. (2.32)
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2.3. Derivada de Lie y simetŕıas

En el caṕıtulo 5 construiremos los anstaz cosmológicos tanto métrico como de la conexión
af́ın, es por esta razón que presentaremos como obtener las derivadas de Lie para cada ansatz.
El ansatz métrico es un tensor tipo (0, 2), para calcular su derivada de Lie consideremos el
tensor gµνV ν , luego usando ec. (2.32) obtenemos

Lu (gµνV ν) = gβνV
ν∂µu

β + uβ∂β (gµνV ν) . (2.33)

El término del lado izquierdo obede la regla de Leibniz, de esta forma podemos expandir el
paréntesis

(Lugµν)⊗ V ν + gµν ⊗ (LuV ν) = gβνV
ν∂µu

β + uβ∂β (gµνV ν) . (2.34)
Usando ec. (2.27) podemos encontrar una expresión para el segundo término del lado izquierdo,
reemplazando obtenemos

(Lugµν)⊗ V ν + gµν ⊗
(
uβ∂βV

ν − V β∂βu
ν
)

= gβνV
ν∂µu

β + uβ∂β (gµνV ν) . (2.35)

Despejando la cantidad de interés y renombrando los ı́ndices mudos obtenemos la derivada de
Lie que estamos buscando

Lugµν = uβ∂βgµν + gβν∂µu
β + gµβ∂νu

β. (2.36)

La conexión af́ın será introducida en la siguiente sección, es por este motivo que la de-
mostración de como obtener su derivada de Lie se presentara más adelante. Sin embargo por
completitud presentaremos como resultado su derivada de Lie

LuΓµην = uδ∂δΓµην − ∂εuηΓµεν + ∂νu
ρΓµηρ + ∂µu

σΓσην + ∂2uη

∂xµ∂xν
. (2.37)

Como resultado general, la derivada de Lie actuando en un tensor T tipo (k, l) a lo largo del
campo V corresponde a la suma de tres términos: la derivada parcial de T a lo largo del campo
V ; k términos de signo menos que involucran la multiplicación de T∂V , donde la derivada
parcial esta contráıda con T ; l términos de signo positivo que involucran la multiplicación de
T∂V , donde V esta contráıdo con un ı́ndice inferior de T

LV T µ1µ2···µk
ν1ν2···νl =V σ∂σT

µ1µ2···µk
ν1ν2···νl

− (∂λV µ1)T λµ2···µk
ν1ν2···νl − (∂λV µ2)T µ1λ···µk

ν1ν2···νl − · · ·
+
(
∂ν1V

λ
)
T µ1µ2···µk

λν2···νl +
(
∂ν2V

λ
)
T µ1µ2···µk

ν1λ···νl + · · · .
(2.38)

Cuando la derivada de Lie de un objeto es cero, se dice que el objeto es simétrico en
esa dirección, para el caso part́ıcular de la métrica, dicha ecuación se conoce como ecuación
de Killing. Los vectores uβ que resuelven esta ecuación se conocen como vectores de Killing,
estos vectores contienen la simetŕıa de la métrica. El procedimiento estándar es considerar una
métrica y a partir de esta, encontrar las simetŕıas que tiene. Sin embargo nuestro interés es
obtener campos vectoriales que generen simetŕıas y a partir de esto deducir los anstaz métrico
y no métrico, no al revez, es por esta razón que no resolveremos la ecuación de Killing y
buscaremos maneras alternativas de generar estos vectores.

Para obtener estos vectores primero nos preguntamos que simetŕıas estamos buscando,
estamos buscando dos simetŕıas: isotroṕıa y homogéneidad. La isotroṕıa es la propiedad que nos
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

dice que en un punto de la variedad, todas las direcciones lucen de la misma forma, esto significa
que no existe dirección privilegiada. Por esta razón, la isotroṕıa está directamente relacionada
con las rotaciones generadas por el grupo de simetŕıa SO(3), en part́ıcular trabajaremos con 4
dimensiones.

Para esto, consideremos que una rotación en un ángulo 30◦ es equivalente a realizar 30
rotaciones a un ángulo de 1◦ o 3000 rotaciones a un ángulo de 0, 01◦. Rotar un objeto o
un sistema de coordenadas en un ángulo θ equivale a hacer muchas rotaciones de un ángulo
pequeño, de esta forma definimos el operador de rotación como

R (θ) =
(
R

(
θ

N

))N
. (2.39)

Una rotación finita se puede escribir se puede escribir como tomar el objeto inicial (sin rotar)
y agregar una pequeña rotación

R(θ) = (I + A)N , (2.40)
donde I es la matriz identidad y A es una matriz de rotación. Sabemos que las matrices de
rotación deben ser ortogonales, de forma expĺıcita tenemos

RTR = I→ (I + A)T (I + A) = I. (2.41)

Trabajando a primer orden obtenemos

AT = −A. (2.42)

Usando ec. (2.42) podemos escribir la matriz de la siguiente forma

A =
(

0 ε
−ε 0

)
= ε

(
0 1
−1 0

)
= εB, (2.43)

donde ε es muy pequeño. Reemplazamos ec. (2.43) en ec. (2.40)

R(θ) = (I + εB)N . (2.44)

Esta rotación se hace N veces, entonces podemos pensar en ε como un número pequeño que
viene dado por ε = θ/N , reemplazando obtenemos

R(θ) =
(
I + θ

N
B

)N
. (2.45)

Cuando N →∞, ec. (2.45) define el operador de rotaciones como

R(θ) = eθB, (2.46)

donde B es la matriz definda en ec. (2.43) y es el generador del grupo de rotaciones.
Para entender como una función exponencial elevada a una matriz genera las rotaciones,

haremos una expansión en series de Taylor, luego ec. (2.46) se puede escribir como

R(θ) = R (0) + θR′ (0) + 1
2!θ

2R′′ (0) + 1
3!θ

3R′′′ (0) + · · · ,

= I + θB + 1
2!θ

2B2 + 1
3!θ

3B3 + · · · .
(2.47)
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2.3. Derivada de Lie y simetŕıas

Utilizando ec. (2.43) es sencillo determinar los valores de Bn, luego reemplazando en la ecuación
de arriba obtenemos

R(θ) = I + θB − 1
2!θ

2I− 1
3!θ

3B + 1
4!θ

4I + 1
5!θ

5B + · · · , (2.48)

en esta última ecuación se agregaron mas términos a la serie, esto para que el resultado final
sea mas evidente. Separamos los terminos asociados a I de los que estan acoplados con B

R(θ) =
(

1− θ2

2! θ
2 + 1

4!θ
4 + · · ·

)
I +

(
θ − 1

3!θ
3 + 1

5!θ
5 + · · ·

)
B, (2.49)

= cos θI + sin θB. (2.50)

Esta última ecuación corresponde a la matriz de rotación que se puede obtener de forma clásica
por metódos geométricos

R(θ) =
(

cos θ sin θ
sin θ cos θ

)
. (2.51)

Consideremos una función rotada f (x′, y′), esta puede ser escrita como

f (x′, y′) = f

(
R (θ)

(
x
y

))
= f

(
eθB

(
x
y

))
, (2.52)

expandiendo en series de Taylor a primer orden

f (x′, y′) = f

(
(I− θB)

(
x
y

))
= f

((
x
y

)
− θ

(
−y
x

))
, (2.53)

esta última ecuación puede ser escrita como

f (x′, y′) = f (x+ θy, y − θx) , (2.54)

realizando otra expansión de Taylor a primer orden y factorizando obtenemos

f (x′, y′) ' (1 + θy∂x − θx∂y) f (x, y) . (2.55)

En este punto recordemos que una rotación se hab́ıa definido como un conjunto de pequeñas
rotaciones repetidas una cantidad muy grande de veces, luego podemos reescribir esta última
ecuación como

f (x′, y′) '
(

1− θ

N
(x∂y − y∂x)

)N
f (x, y) , (2.56)

en el ĺımite cuando N →∞ obtenemos

f (x′, y′) = e−θ(x∂y−y∂x)f (x, y) . (2.57)

De esta fora el operador de rotaciones es un operador que rota un objeto entorno al eje z y
queda definido por

J3 = x∂y − y∂x. (2.58)
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

De manera similiar, es posible encontrar los otros operadores para las rotaciones entorno a
los ejes x e y. Los operadores de rotaciones son:

J1 = y∂z − z∂y, (2.59)
J2 = z∂x − x∂z, (2.60)
J3 = x∂y − y∂x. (2.61)

Es conveniente trabajar estas relaciones en coordenadas esféricas, para esto transformamos la
base ej′ = ∂xj

∂xj′
ej, luego podemos relacionar la base cartesiana con la esférica de la siguiente

forma

∂x = sin θ cosφ∂r + 1
r

cosφ cos θ∂θ −
1
r

sinφ
sin θ ∂φ, (2.62)

∂y = sin θ sinφ∂r + 1
r

sinφ cos θ∂θ + 1
r

cosφ
sin θ ∂φ, (2.63)

∂z = cos θ∂r −
1
r

sin θ∂θ, (2.64)

reemplazamos estas transformaciones en ecs. (2.59), (2.60) y (2.61), finalmente obtenemos

J1 = − cosφ∂θ + sinφ cot θ∂φ, (2.65)
J2 = sinφ∂θ + cosφ cot θ∂φ, (2.66)
J3 = ∂φ. (2.67)

La siguiente simetŕıa buscada es la homogeneidad, un espacio es homogéneo si para el
espacio de n dimensiones admite n vectores de Killing que generan las simetŕıas de traslación,
dicho de otra manera que el espacio sea homogénoe nos dice que si un observador se encuentra en
un punto y es trasladado a otro punto por lo menos a una distancia de 10 Mpc (transformación
de traslación) entonces este observador debeŕıa encontrar que su entorno se ve de la misma
forma, la misma distribución de galaxias a su alrededor, el mismo tipo de estrellas.

Buscamos los generadores y operadores que generan las simetrás de traslación, definimos
el operador de traslación Ta como el operador que traslada una función una cantidad a, luego

(Taf) f(x) = f (x+ a) , (2.68)

expandiendo en series de Taylor obtenemos

f (x+ a) =
(

1 + a∂x + a2

2! ∂
2
x + · · · a

n

n! ∂
n
x

)
f(x), (2.69)

= ea∂xf(x). (2.70)

Luego podemos definir el operador de traslaciones como

Ta = ea∂x , (2.71)

de igual forma para las otras dos direcciones

Ta = ea∂j , (2.72)
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2.4. La conexión af́ın y la derivada de covariante

Es conveniente escribir ec. (2.72) en coordenadas esféricas

J1′ =
√

1− kr2

(
cosϕ sin θ∂r + cosϕ cos θ

r
∂θ −

sinϕ
r sin θ∂φ

)
, (2.73)

J2′ =
√

1− kr2

(
sinϕ sin θ∂r

sinϕ cos θ
r

∂θ + cosϕ
r sin θ∂φ

)
, (2.74)

J3′ =
√

1− kr2

(
cos θ∂r −

sin θ
r
∂θ

)
, (2.75)

donde κ = −1, 0, 1 define el tipo de curvatura: negativa, plana, positiva.

2.4. La conexión af́ın y la derivada de covariante
La derivada parcial transforma como tensor, sin embargo, la derivada parcial de un tensor

no transforma como tensor. Consideremos el siguiente ejemplo

∂

∂xµ′
Aν
′ = ∂xµ

∂xµ′
∂

∂xµ

(
∂xν

′

∂xν
Aν
)
,

= ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν

(
∂

∂xµ
Aν
)

+ Aν
∂xµ

∂xµ′
∂2xν

′

∂xµ∂xν
.

(2.76)

Debido al término no homogéneo de la ecuación anterior, es que debemos generalizar el concepto
de derivada parcial a derivada covariante. Nos gustaŕıa que la derivada covariante ∇ se defina
como un mapa de un campo tensorial (k, l) a (k, l + 1), que actue de manera lineal en sus
argumentos, obedezca la regla de Leibnz, esto se conoce como conexión af́ın.

De manera formal, una conexión af́ın ∇ es un mapa ∇ : χ (M) × χ (M) → χ (M), esto es
(X, Y )→ ∇XY , la cual satisface las siguientes condiciones

∇X(Y + Z) = ∇XY +∇XZ (2.77)
∇(X+Y )(Z) = ∇XZ +∇YZ (2.78)
∇(fX)Y = f∇XY (2.79)
∇X(fY ) = X[f ]Y + f∇XY (2.80)

Consideremos que significa la derivada covariante para el vector V ν , esta derivada nos dice
que para cada dirección µ la derivada covariante ∇µ vendrá definida por la derivada parcial
∂µ más un término de correción dado por la matriz (Γµ)ρ σ, el conjunto de términos asociado
a esa matriz se conocen como coeficientes de la conexión, de esta forma definimos la derivada
covariante como

∇µV
ν = ∂µV

ν + ΓµνλV λ. (2.81)
Para demostrar que ec.(2.81) es la expresión correcta, debemos ser capaces de determinar como
transforma Γµνλ exigiendo que el lado izquierdo transforme como tensor. Si el lado izquierdo
transforma como tensor entonces, este puede ser escrito como

∇µ′V
ν′ = ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∇µV

ν , (2.82)
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

El lado izquierdo de ec.(2.82) puede ser escrito como

∇µ′V
ν′ = ∂µ′V

ν′ + Γµ′ν
′
λ′V

λ′ ,

= ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∂µV

ν + ∂xµ

∂xµ′
V ν ∂

∂xµ
∂xν

′

∂xν
+ Γµ′ν

′
λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ.

(2.83)

Escribiendo expĺıcitamente el lado derecho de ec. (2.82) obtenemos

∂xµ

∂x′′
∂xν

′

∂xν
∇µV

ν = ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∂µV

ν + ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
ΓµνλV λ. (2.84)

Igualando ecs. (2.83) con (2.84)

∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∂µV

ν + ∂xµ

∂xµ′
V ν ∂

∂xµ
∂xν

′

∂xν
+ Γµ′ν

′
λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ = ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
∂µV

ν + ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
Γµ′ν

′
λ′V

λ.

(2.85)
Simplificando la expresión y cambiando el ı́ndicce ν → λ

Γµ′ν
′
λ′
∂xλ

′

∂xλ
V λ + ∂xµ

∂xµ′
V λ ∂

∂xµ
∂xν

′

∂xλ
= ∂xµ

∂xµ′
∂xν

′

∂xν
ΓµνλV λ, (2.86)

despejamos Γ

Γµ′ν
′
λ′ = ∂xµ

∂xµ′
∂xλ

∂xλ′
∂xν

′

∂xν
Γµνλ −

∂xµ

∂xµ′
∂xλ

∂xλ′
∂2xν

′

∂xµ∂xλ
, (2.87)

nos damos cuenta que Γ no transforma como tensor, pero esto esta constrúıdo de esta forma,
para que ec. (2.81) transforme como tensor, el término extra de esta última ecuación cancela
el término no homogéneo de la derivada parcial.

Ahora que sabemos como transforma la conexión af́ın podemos demostrar como obtener su
derivada de Lie. El procedimiento será similar al utilizado al comienzo de la sección anterior.
Guiandonos por ec.(2.26), la derivada de Lie de la conexión af́ın viene dada por

Luvµ = ĺım
dλ→0

Γµην (x+ dx)− Γµ′η
′
ν′ (x)

dλ
. (2.88)

El primer término del lado derecho se escribe como

Γµην(x+ dx) = Γµην(x) + uδ∂δ (Γµην(x)) . (2.89)

Mientras que el segundo término se escribe usando ec. (2.87)

Γµ′η
′
ν′ = ∂xσ

∂xµ′
∂xη

′

∂xε
∂xρ

∂xν′
Γσερ −

∂xσ

∂xµ′
∂xρ

∂xν′
∂2xη

′

∂xσ∂xρ
. (2.90)

Las reglas de transformación vienen dadas por

∂xµ
′

∂xν
= δµν + ∂νu

µdλ, (2.91)
∂xµ

∂xν′
= δµν − ∂νuµdλ+O(dλ2). (2.92)
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2.4. La conexión af́ın y la derivada de covariante

Reemplazando ecs.(2.91) y (2.92) en ec. (2.90) y trabajando a primer orden obtenemos

∂xσ

∂xµ′
∂xη

′

∂xε
∂xρ

∂xν′
Γσερ =

(
δσµ − ∂µuσdλ

)
(δηε + ∂εu

ηdλ) (δρν − ∂νuρdλ) Γσερ,

' Γµην + (∂εuηΓµεν − ∂νuρΓµηρ − ∂µuσΓσην) dλ.
(2.93)

∂xσ

∂xµ′
∂xρ

∂xν′
∂2xη

′

∂xσ∂xρ
=
(
δσµ − ∂µuσdλ

)
(δρν − ∂νuρdλ) ∂

∂xσ

(
δηρ + ∂ρu

ηdλ
)
.

'
(
δσµδ

ρ
ν − δσµ∂νuρdλ− δρν∂µuσdλ

) ∂2uη

∂xσ∂xρ
dλ,

' ∂2uη

∂xµ∂xν
dλ.

(2.94)

Luego ec. (2.90) puede ser escrita como

Γµ′η
′
ν′ = Γµην + (∂εuηΓµεν − ∂νuρΓµηρ − ∂µuσΓσην) dλ−

∂2uη

∂xµ∂xν
dλ (2.95)

Reemplazando ecs. (2.95) y (2.89) en ec. (2.88) obtenemos la derivada de Lie para la conexión
af́ın

LuΓµην = uδ∂δΓµην − ∂εuηΓµεν + ∂νu
ρΓµηρ + ∂µu

σΓσην + ∂2uη

∂xµ∂xν
. (2.96)

Aún cuando la conexión no transforma como tensor, a partir de ec. (2.87) podemos definir
el tensor de torsión como

Tλ
ρ
µ = 2Γ[λ

ρ
µ] = Γλρµ − Γµρλ. (2.97)

Comentarios sobre la derivada covariante:

1. Cuando la derivada covariante de un objeto es cero, se dice que este se transporta de
forma paralela, esto significa que el transportar un vector a lo largo de una dirección, se
preservará su ángulo y magnitud. Esto será de gran ayuda para encontrar el tensor de
curvatura de Riemann en la siguiente sección.

2. Una propiedad de la derivada covariante es que aplicada a un campo escalar esta se
reduce a la derivada parcial

∇µφ = ∂µφ. (2.98)

A partir de los resultados obtenidos en ecs. (2.81) y (2.98) podemos calcular la derivada cova-
riante de ωλ, consideremos

∇µ

(
ωλV

λ
)

= (∇µωλ)V λ + ωλ
(
∇µV

λ
)

= (∂µωλ)V λ + Γ̃µσλωσV λ + ωλ
(
∂µV

λ
)

+ ωλΓµλρV ρ.
(2.99)

La cantidad ωλV
λ es un escalar por lo tanto, esto es equivalente a la derivada parcial

∇µ

(
ωλV

λ
)

= ∂µ
(
ωλV

λ
)

= (∂µωλ)V λ + ωλ
(
∂µV

λ
)
.

(2.100)
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2. Elementos de geometŕıa diferencial

Igualando ecs. (2.99) con (2.100)

0 = Γ̃µσλωσV λ + ΓµσλωσV λ, (2.101)

pero ωσ y V λ son arbitrarios, luego

Γ̃µσλ = −Γµσλ. (2.102)

De esta forma podemos definir la derivada covariante para la 1-forma como

∇µων = ∂µων − Γµλνωλ. (2.103)

Una de las familias de soluciones de la gravedad af́ın polinomial corresponde a ∇µRνλ, es
por este motivo que obtendremos la derivada covariante de un tensor tipo (0, 2). Consideremos
el tensor gµνV ν , este es un tensor tipo (0, 1), usando ec.(2.103) obtenemos

∇σ (gµνV ν) = ∂σ (gµνV ν)− ΓσλµgµνV ν . (2.104)

El lado izquierdo obedece la regla de Leibniz

∇σ (gµν)V ν + gµν (∇σV
ν) = ∂σ (gµνV ν)− ΓσλµgµνV ν . (2.105)

El segundo término del lado izquierdo puede ser escrito usando ec. (2.81). Luego despejando el
primer término del lado izquierdo y simplifcando la expresión obtenemos la derivada covariante
que estamos buscando

∇σgµν = ∂σgµν − Γσλµgλν − Γσλνgµλ. (2.106)
Siguiente un procedimiento similar, podemos obtener la derivada covariante de cualquier tensor.
Los coeficientes de la conexión contienen la información necesaria para generalizar la derivada
covariante a un tensor de rango arbitrario. Para un tensor tipo (k, l), la derivada covariante
sigue una regla sencilla, por cada ı́ndice superior se introduce +Γ y por cada ı́ndice inferior se
agregan −Γ, de esta forma

∇σT
µ1µ2···µk

ν1ν2···νl =∂σT µ1µ2···µk
ν1ν2···νl

+ Γσµ1
λT

λµ2···µk
ν1ν2···νl + Γσµ2

λT
µ1λ···µk

ν1ν2...νl + · · ·
− Γσλν1T

µ1µ2···µk
λν2...νl − Γσλν2T

µ1µ2···µk
ν1λ···νl − · · · .

(2.107)

Existe una única conexión af́ın que satisface las siguientes propiedades

i) La métrica es covariantemente constante ∇ρgµν = 0.

ii) Trabajamos en un espacio libre de torsión, esto nos dice que la conexión es simétrica en
sus ı́ndices inferiores.

Está conexión se llama conexión Levi-Civita
Es posible calcular los coeficientes de la conexión Levi-Civita partir de la métrica y sus

primeras derivadas, para esto consideramos el lagrangeano de la part́ıcula libre

L = gµν
dxµ

dτ

dxν

dτ
. (2.108)
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2.4. La conexión af́ın y la derivada de covariante

Buscamos sus respectivas ecuaciones de movimiento para el campo métrico

d

dt

(
∂L

∂ẋλ

)
= 2gλν,µẋµẋν + 2gλν ẍν ,

∂L

∂xλ
= gµν,λẋ

µẋν ,

luego, la ecuación de movimiento es

2gλν ẍν + 2gλν,µẋµẋν − gµν,λẋµẋν = 0,
2gλν ẍν + (gλν,µẋµẋν + gλν,µẋ

µẋν)− gµν,λẋµẋν = 0,

gλξgλν ẍ
ν + 1

2g
λξ (gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ) ẋµẋν = 0,

ẍξ + 1
2g

λξ (gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ) ẋµẋν = 0,

ẍξ + Γµξν ẋµẋν = 0.

Los coeficientes de la conexión Levi-Civita en términos de la métrica, su primera derivada e
inversa se calculan como:

Γµξν = 1
2g

λξ (gλµ,ν + gλν,µ − gµν,λ) . (2.109)

Para terminar esta sección podemos relacionar la derivada de Lie con la derivada covariante
usando la conexión, en part́ıcular usaremos la conexión Levi-Civita. Consideremos las derivadas
covariantes de los vectores Bα y Aα

∇βB
α = ∂βB

α + ΓβαγBγ,

∇βA
α = ∂βA

α + ΓβαγAγ.

Multiplicamos por la izquierda: Aβ y Bβ, de la siguiente forma

Aβ∇βB
α = Aβ∂βB

α + ΓβαγAβBγ,

Bβ∇βA
α = Bβ∂βA

α + ΓβαγBβAγ.

Restando ambas expresiones obtenemos

Aβ∇βB
α −Bβ∇βA

α = Aβ∂βB
α −Bβ∂βA

α.

La expresión del lado derecho corresponde a la derivada de Lie, luego podemos definir la
derivada de Lie en términos de la derivada covariante siempre y cuando trabajemos en un
espaciotiempo libre de torsión, de la siguiente forma

LABα = Aβ∇βB
α −Bβ∇βA

α. (2.110)

19



2. Elementos de geometŕıa diferencial

2.5. Curvatura
Con la derivada covariante y la idea de paralelismo ya establecida, estamos listos para

definir el tensor de curvatura. Este juega un rol fundamental en las ecuaciones de campo de
Einstein. En la geometŕıa plana al transportar un vector de forma paralela el resultado no
dependerá del camino, no aśı en un espacio curvo. Se define el tensor de curvatura como la
diferencia entre transportar un vector de forma paralela a lo largo de dos caminos que forman
un loop, esto es equivalente a calcular el conmutador de derivadas covariantes sobre un vector

[∇µ,∇ν ]V ρ = ∇µ∇νV
ρ −∇ν∇µV

ρ

= ∂µ (∇νV
ρ)− Γµλν∇λV

ρ + Γµρσ∇νV
σ − (µ↔ ν),

= ∂µ∂νV
ρ + (∂µΓνρσ)V σ + Γνρσ∂µV σ − Γµλν∂λV ρ − ΓµλνΓλρσV σ

+ Γµρσ∂νV σ + ΓµρσΓνσλV λ − (µ↔ ν),
=
(
∂µΓνρσ − ∂νΓµρσ + ΓµρλΓνλσ − ΓνρλΓµλσ

)
V σ − 2Γ[µ

λ
ν]∇λV

ρ,

(2.111)

donde el último término es el tensor de torsión. Luego

[∇µ,∇ν ]V ρ = Rµν
ρ
σV

σ − Tµλν∇λV
ρ (2.112)

donde definimos el tensor de Riemann como

Rµν
ρ
σ = ∂µΓνρσ − ∂νΓµρσ + ΓµρλΓνλσ − ΓνρλΓµλσ. (2.113)

Algunas cosas importantes por mencionar acerca de esta derivación: el tensor de curvatura
fue construido a partir de la conexión, no requiere una métrica para estar bien definido, esta
compuesto por elementos no tensoriales: derivadas parciales y conexiones. Es anti-simétrico
en los dos primeros ı́ndices, esto es directo a partir de ec. (2.112). Cuando la torsión es cero,
entonces satisface la siguiente identidad

Rµν
ρ
σ +Rνσ

ρ
µ +Rσµ

ρ
ν = 0. (2.114)

Consideremos ∇λRµν
ρ
σ, realizando una permutación ćıclica en los tres primeros ı́ndices obte-

nemos
∇λRµν

ρ
σ +∇µRνλ

ρ
σ +∇νRλµ

ρ
σ = 0. (2.115)

Esta se conoce como la identidad de Bianchi. Si la variedad esta dotada de una métrica entonces
podemos definir Rµνρσ = gλρRµν

λ
σ, luego es posible demostrar que este tensor es anti-simétrico

en los dos últimos ı́ndices Rµνρσ = −Rµνσρ y además, es invariante al intercambio del primer
par de ı́ndices con el segundo par Rµνρσ = Rσρµν .

El tensor de Ricci, se obtiene de la contracción del tensor de curvatura

Rµν = Rλν
λ
µ. (2.116)

Notemos que para encontrar el tensor de Ricci no es necesario tener una métrica. Cuando la
conexión af́ın esta libre de torsión y ademas admite un elemento de volumen g en la variedad
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2.5. Curvatura

M , entonces la conexión af́ın es localmente equi-af́ın y como consecuencia de esto, el tensor de
Ricci es simétrico

Rµν = Rνµ. (2.117)

Podemos usar la métrica para contraer el tensor de Ricci y formar el escalar de curvatura R

R = gµνRµν . (2.118)

Un objeto de gran interés en Relatividad General viene dado por una doble contracción
aplicada a la identidad de Bianchi

gνσgµλ (∇λRµνρσ +∇ρRµνσλ +∇σRµνλρ) = 0. (2.119)

Trabajando con la conexión Levi-Civita, obtenemos

∇µRρµ −∇ρR +∇νRρν = 0, (2.120)

cambiando ν → µ en el último término obtenemos

∇µRρµ = 1
2∇ρR. (2.121)

De esta última expresión podemos definir un tensor conservado

Gµν = Rµν −
1
2Rgµν . (2.122)

El tensor definido en ec. (2.122) se conoce como el tensor de Einstein, donde se cumple que

∇µGµν = 0. (2.123)
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Caṕıtulo 3

Relatividad General

3.1. Principio de equivalencia

Para explicar en que consiste el principio de equivalencia, vale la pena introducir el ejemplo
clásico del elevador

1. Consideremos a una persona dentro de un elevador sellado en el espacio: al no existir
fuerzas externas, el elevador puede estar en reposo o en movimiento con velocidad cons-
tante, en cualquiera de estos dos casos, la persona dentro del elevador estará flotando,
tal como lo haŕıan dos piedras que el soltase a la altura de su cabeza.

2. ¿Qué ocurriŕıa con la persona en el interior del elevador, si alguien aplicase una fuerza
al elevador por fuera, de forma tal que generara en este una aceleración constante? Al
existir una fuerza externa, esta induce una aceleración constante en el elevador, lo que
provocaŕıa que la persona caiga al suelo, junto con sus rocas.

3. Ahora consideremos, el mismo elevador junto con la persona y las piedras, pero inmerso
en un campo gravitacional constante. La persona nuevamente, se vera atráıda al piso del
ascensor debido a la fuerza constante que este experimenta al igual que sus piedras.

4. Consideremos ahora que el mismo ascensor, se encuentra en cáıda libre en un campo
gravitacional, la persona que se encuentra dentro de el junto con sus piedras, permanecerá
flotando en el aire debido a la aceleración que este experimenta.

A partir de 2 y 3 nos damos cuenta que no existe ningun experimento que pueda realizar
la persona dentro del elevador para saber si se encuentra atráıda al piso de este, debido a los
efectos de un campo gravitacional constante o una aceleración constante, de esta forma tenemos
una primera conclusión y es la siguiente: localmente los efectos de la gravedad y aceleración
son indistinguibles.

A partir de 1 y 4 podemos observar que en ambos escenarios la persona permanecerá
flotando en el aire, junto con las piedras, luego no existe experimento alguno que la persona
pueda realizar, para saber si esta flotando debido a que se encuentra en cáıda libre o debido
a algún campo de gravedad, de esta forma tenemos una segunda conclusión y es: localmente
los efectos de la gravedad pueden ser eliminados si cambiamos nuestro sistema de referencia al
sistema en cáıda libre. Esto se puede ver a nivel de ecuaciones de movimiento, en cáıda libre
tenemos

ẍ = g. (3.1)
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En el sistema acelerado, las coordenadas vienen dadas por

ξ (x, t) = x− gt2/2. (3.2)

La ecuación de movimiento es
ξ̈ = 0. (3.3)

Las ecs. (3.1) y (3.3) describen la misma f́ısica.

5. Consideremos el mismo elevador pero en el campo gravitacional de la tierra. Este campo
de gravedad presenta simetŕıa esférica, donde el campo apunta al centro de la tierra. De
esta forma, la persona dentro del ascensor, veŕıa que al soltar las piedras, estas no solo
se moveŕıan hacia abajo, si no que también estas se acercaŕıan a el.

6. Si el ascensor se encuentra en cáıda libre en el campo gravitacional de la tierra, la persona
junto con las dos piedras quedarán suspendidas en el aire, pero debido a la simetŕıa esféri-
ca de este,la persona dentro del ascensor veŕıa que las piedras se acercan a el moviendose
horizontalmente, concluyendo que debe existir alguna fuerza responsable de esto.

A partir de estos dos experimentos mentales, podemos concluir que en un campo gravita-
cional no uniforme, los efectos de la gravedad no se pueden eliminar cuando uno se cambia
al sistema de referencia en cáıda libre. Solo es posible eliminar los efectos de la gravedad
localmente.

De manera formal, el principio de equivalencia nos dice

1. En cada punto del espaciotiempo dentro de un campo de gravedad es posible elegir un
sistema localmente inercial tal que en una región lo suficientemente pequeña, las leyes de
la naturaleza toman la misma forma a las de un sistema de coordenadas cartesiano no
acelerado en la ausencia de gravedad.

2. Los experimentos realizados en el sistema en cáıda libre, durante un peŕıodo corto de
tiempo, son indistinguibles de los experimentos realizados en un sistema inercial en el
vaćıo.

Las consecuencias inmediatas de este principio son: la deflexión de la luz debido al campo
gravitacional y los relojes van más lentos en un campo de gravedad. Para entender la primera
afirmación, imaginemos un haz de luz que entra en un elevador horizontalmente a través de la
ventana por el lado izquierdo y sale por el lado derecho a la misma altura. Ahora consideremos
el mismo escenario, pero el ascensor esta acelerado hacia arriba, el haz de luz entrará por la
izquierda y saldra a una altura menor por la derecha, debido a la aceleración del elevador, por
el principio de equivalencia, uno debeŕıa observar el mismo fenómeno en un campo de gravedad
constante, luego en un campo de gravedad el haz de luz es curvado. Para la segunda afirmación,
consideremos dos observadores uno arriba y otro abajo en el ascensor, ambos tienen relojes
identicos y se envian señales luminosas a intervalos regulares. Una vez que el elevador acelera
hacia arriba, el observador que se encuentra abajo recibirá las señales de luz a una frecuencia
mas alta a las que el las emite y el interpretará esto como si su reloj esta funcionando de forma
mas lenta. Por el principio de equivalencia, la misma conclusión ahora aplica a dos observadores
a diferentes alturas en un campo de gravedad.
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3.2. Ecuaciones de campo de Einstein
La ecuación de Poisson para el potencial Newtoniano viene dado por

∇2Φ = 4πGρ, (3.4)

donde ∇2 = δij∂i∂j es el Laplaciano en el espacio y ρ es la densidad. La ec. (3.4) no sirve
como teoŕıa de gravedad por varias razones, no es invariante de Lorentz, además al no contar
con derivadas temporales nos dice que el campo de gravedad interactúa a distancia de manera
instantánea. De la teoŕıa de la relatividad especial, sabemos que la masa es una forma de
enerǵıa, luego la gravedad se acopla con la materia, en una teoŕıa relativista invariante de
Lorentz, la gravedad se deberá acoplar con la enerǵıa.

Buscamos una ecuación que sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, por esta razón
es que postulamos una ecuación tensorial que reemplace ec. (3.4). Una generalización relativista
de la densidad ρ está dado por el tensor de enerǵıa momento Tµν , el potencial debeŕıa ser
reemplazado por el tensor métrico pero la compatibilidad métrica hace que este postulado sea
cero. Un objeto construido usando segundas derivadas de la métrica es el tensor de curvatura
de Riemann Rρ

µνλ, pero este término no tiene la cantidad de ı́ndices adecuados, por esta
razón contraemos este tensor para formar el tensor de Ricci Rµν . Considerando todos estos
postulados, un ansatz adecuado para describir las interacciones gravitacionales es

Rµν = κTµν . (3.5)

donde κ es una constante. El problema con ec. (3.5) reside en que el lado derecho de la ecuación
corresponde al tensor de enerǵıa momento, de acuerdo al principio de equivalencia, el tensor
de enerǵıa momento debe ser conservado, luego

∇µTµν = 0, (3.6)

esto implica que
∇µRµν = 0. (3.7)

Este último resultado no es cierto para una geometŕıa arbitraria, de manera general se demostró
en la sección anterior que

∇µRµν = 1
2∇νR, (3.8)

esta ecuación nos dice que
∇µT = 0. (3.9)

La derivada covariante de un escalar, es la derivada parcial, esto nos dice que T es constante a
lo largo del espaciotiempo. Esto es poco probable, dado que en el vaćıo T = 0 mientras que con
materia T > 0, por lo tanto ec. (3.5) tiene serios problemas, tantos f́ısicos como matemáticos.

En la sección anterior encontramos un tensor simétrico (0, 2) constuido a partir del tensor
de Ricci que es conservado, este es el tensor de Einstein, luego las ecuaciones de campo de
Einstein acopladas con materia son

Gµν = κTµν . (3.10)
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3. Relatividad General

Podemos ver que ec. (3.10) satisface todas las condiciones, el lado derecho es una expresión
tensorial (0, 2), simétrico y conservado, mientras que el lado izquierdo es un tensor (0, 2) con-
servado y construido a partir de las primeras y segundas derivadas de la métrica.

Veamos si ec. (3.10) contiene ec. (3.4), para esto hacemos una contracción a ec. (3.10), esto
nos entrega

R = −κT, (3.11)
luego reemplazando en ec. (3.10) obtenemos

Rµν = κ
(
Tµν −

1
2Tgµν

)
. (3.12)

Definimos el ĺımite Newtoniano con tres condiciones: las part́ıculas se mueven despacio esto
nos dice que dxi

dτ
� dt

dτ
; el campo gravitacional es debil, esto nos dice que el campo se puede

considerar como una perturbación del espacio plano, en términos matemáticos tenemos

gµν = ηµν + hµν , gµν = ηµν − hµν , (3.13)

y finalmente el campo es estático, esto nos dice que no vaŕıa respecto del tiempo. En este ĺımite
la componente T00 = ρ es más grande que todos los otros componentes del tensor de enerǵıa
momento, por esta razón solo estudiaremos la componente µ = 0 y ν = 0 de ec. (3.12). La
traza del tensor enerǵıa

T = g00T00 = −T00, (3.14)
reemplazamos este resultado en ec.(3.12), obtenemos

R00 = 1
2κT00. (3.15)

Calculamos R00 a partir de R0i
i
0

R0i
i
0 = ∂jΓ0

i
0 − ∂0Γj i0 + Γj iλΓ0

λ
0 − Γ0

i
λΓjλ0. (3.16)

De el lado derecho, el segundo término es cero debido a que trabajamos con un campo estático,
el tercer y cuarto término son de la forma Γ2, las contribuciones provenientes de este tipo de
término se pueden despreciar. Luego

R00 = Ri
0;0,

= ∂i

(1
2g

iλ (∂0gλ0 + ∂0g0λ − ∂λg00)
)
,

= −1
2η

ij∂i∂jh00,

= −1
2∇

2h00,

(3.17)

reemplazamos este resultado en ec.(3.15)

∇2h00 = −κT00, (3.18)

de esta forma, para recuperar el ĺımite Newtoniano

κ = 8πG, (3.19)

luego las ecuaciones de campo de Einstein acopladas con materia contienen la teoŕıa de Newton.
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3.3. La acción de Hilbert y la constante cosmológica
Las ecuaciones de Einstein pueden ser derivadas a partir de la acción de Hilbert, esta acción

es la integral sobre todo el espaciotiempo de la densidad Lagrangeana

S =
∫
dnxLH , (3.20)

la densidad lagrangeana es una densidad tensorial escrita como el producto de √−gφ donde
φ es un escalar. La pregunta es ¿Qué cantidades escalares podemos obtener a partir de la
métrica? Sabemos que la métrica puede ser escrita en su forma canónica y su primera derivada
igualada a cero en cualquier punto, por lo tanto cualquier escalar debe involucrar como mı́nimo
las segundas derivadas de la métrica. El tensor de curvatura esta hecho a partir de segundas
derivadas de la métrica y solo existe un escalar que podemos obtener de él, el escalar de
curvatura R. Es posible demostrar que cualquier tensor no trivial constrúıdo a partir de la
métrica (incluyendo su primera y segunda derivada) puede ser escrito en términos de la métrica
y el tensor de Riemann. Por lo tanto el único escalar independiente que se puede extraer a
partir de la métrica con derivadas no superiores a segundo orden es el escalar de curvatura R,
luego la acción se define como

SH =
∫
dnx
√
−gR, (3.21)

las ecuaciones de movimiento vienen de la variación con respecto a la métrica, para simplificar
los cálculos haremos la variación respecto de la métrica inversa

0 = δSH ,

=
∫
d4xδ

(√
−gR

)
,

=
∫
d4x

(√
−ggσν (δRσν) +

√
−g (δgσν)Rµν +

(
δ
√
−g
)
gσνRσν

)
,

=
∫
d4x (δS1 + δS2 + δS3) ,

(3.22)

a continuación calculamos cada término: para calcular δS1 usamos la definición del tensor de
Riemann

Rρ
σµν = ∂µΓνρσ − ∂νΓµρσ + ΓµρλΓνλσ − ΓνρλΓµλσ, (3.23)

como el tensor de Riemann solo depende de la conexión, una variación de este se puede expresar
como

δRρ
σµν = ∂µδΓνρσ − ∂νδΓµρσ + δΓµρλΓνλσ + ΓµρλδΓνλσ − δΓνρλΓµλσ − ΓνρλδΓµλσ. (3.24)

Ahora, como δΓµρν es la diferencia entre dos conexiones, esto es un tensor y por lo tanto
podemos calcular su derivada covariante

∇µ (δΓνρσ) = ∂µ (δΓνρσ) + ΓµρλδΓνλσ − ΓµλνδΓλρσ − ΓµλσδΓνρλ, (3.25)

es fácil ver que ec. (3.24) puede ser escrita en términos de la derivada covariante de δΓ

δRρ
σµν = ∇µ (δΓνρσ)−∇ν (δΓµρσ) , (3.26)
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3. Relatividad General

a partir de esta última ecuación podemos encontrar la variación del tensor de Ricci, realizando
la contracción de ı́ndices

δRσν ≡ δRρ
σρν = ∇ρ (δΓνρσ)−∇ν (δΓρρσ) , (3.27)

luego, podemos escribir la integral de δS1 de la siguiente forma∫
d4x
√
−g∇ρ (gσνδΓνρσ − gσρδΓµµσ) , (3.28)

en ese punto usamos la compatibilidad de la métrca y cambiamos los ı́ndices mudos. Esta
última integral corresponde a la divergencia de un vector, por el teorema de Stokes, esto es
equivalente a la contribución de los términos en la frontera cuya contribución es nula. Para δS2
la expresión ya esta de la forma que buscamos: algo multiplicado por δgµν , y para calcular δS3
usamos

δS3 = δ
[(
−g−1

)−1/2
]
,

= −1
2
(
−g−1

)−3/2
δ
(
−g−1

)
,

= −1
2
√
−ggµνδgµν

, (3.29)

donde se hizo uso de la siguiente propiedad

δ
(
g−1

)
= 1
g
gµνδg

µν . (3.30)

Reemplazamos ecs. (3.29) en ec. (3.22)

δS =
∫
dnx
√
−g

(
Rµν −

1
2Rgµν

)
δgµν = 0, (3.31)

luego la variación respecto de la métrica inversa, nos entregas ecuaciones de campo de Einstein
en el vaćıo

1√
−g

δS

δgµν
= Rµν −

1
2Rgµν = 0. (3.32)

La constante cosmológica Λ propuesta por Einstein, corresponde a una modificación de la
ecuación original de campo gravitacional y corresponde a la enerǵıa de vaćıo. Esta se agrega
para conseguir una solución que describa un universo estático. Se introduce a nivel de acción

S =
∫
d4x
√
−g (R− 2Λ) , (3.33)

las ecuaciones de movimiento son

Rµν −
1
2gµνR + Λgµν = 0. (3.34)

El valor experimental de la constante cosmológica Λ ∼ 10−52m−2 [57], no concuerda con el valor
predicho por la teoŕıa cuántica de campos. Esta última predice un valor que es 120 órdenes de
magnitud más grande que el valor medido. Esta discrepancia ha sido calificada como la peor
predicción en la historia de la f́ısica.
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3.4. Tensor de enerǵıa-momento
En este punto nos gustaŕıa obtener las ecuaciones de campo de Einstein acopladas con

materia, para esto, agregamos a la acción un nuevo término de materia

S = 1
8πGSH + SM , (3.35)

donde SM es la acción de la materia, y la acción esta normalizada. Siguiendo el mismo pro-
cedimiento de la sección anterior, variamos la acción respecto de la métrica inversa, esto nos
lleva a

1√
−g

δS

δgµν
= 1

8πG

(
Rµν −

1
2gµν

)
+ 1√
−g

δSM
δgµν

= 0, (3.36)

de esta forma, definimos el tensor de enerǵıa momento como

Tµν = − 1√
−g

δSM
δgµν

. (3.37)
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Caṕıtulo 4

Gravedad Af́ın Polinomial

4.1. La acción af́ın

La gravedad af́ın polinomial es una teoŕıa alternativa a la Relatividad General de Einstein,
que busca describir las interacciones gravitacionales utilizando como campo fundamental, la
conexión af́ın, esto excluye el concepto de tensor métrico en nuestro modelo. La conexión af́ın
puede ser decompuesta, en sus partes simétrica y antisimétrica respectivamente:

Γ̂ρµσ = Γ̂(ρ
µ
σ) + Γ̂[ρ

µ
σ], (4.1)

= Γ̂(ρ
µ
σ) + ερσλκΓµ,λκ + A[ρδ

µ
ν]. (4.2)

Donde la parte simétrica corresponde a Γ̂(ρ
µ
σ) = Γ(ρ

µ
σ), mientras que la parte antisimétrica se

compone por el campo Aµ, este corresponde a la traza del tensor de torsión, y Γµ,λκ es el campo
Curtright [58], este campo satisface las propiedades Γκ,µν = −Γκ,νµ y ελκµνΓκ,µν = 0. La relación
entre los epsilons con indices superiores e inferiores, esta dada por εδηλκεµνρσ = 4!δδ [µδ

η
νδ
λ
ρδ
κ
σ].

Los elementos que componen la conexión af́ın son tres: Γµλν , T µ,λκ y Aµ. Sin embargo,
la conexión Γµλν , es un elemento que bajo transformaciones de coordenadas, introduce un
término no homogéneo, esto debido a que no es un tensor. A la hora de construir la acción
de la gravedad af́ın, buscamos que esta sea invariante bajo difeomorfismo, es por esta razón
que este elemento simétrico no puede entrar de forma directa en esta acción. Utilizaremos la
derivada covariante ∇µ para introducir la conexión de forma indirecta. El tensor de curvatura
de Riemann Rνλ

µ
ρ, no entra como uno de los ingredientes para construir la acción, debido

a que es el producto del conmutador de derivadas covariantes, por lo tanto no es un campo
fundamental. Luego los tres elementos para construir la acción son: ∇µ, T µ,λκ y Aµ.

Es importante recalcar, que estamos trabajando en un espaciotiempo, donde no existe el
tensor métrico, por lo tanto la noción de distancia o longitud de arco, no esta definida. Las
consecuencias de esto: no es posible transformar vectores en sus representaciones duales, los
covectores y viceversa, como resultado, no es posible clasificar los vectores como tipo tiempo,
espacio o nulo. Sin embargo, la contracción, es una operación bien definida, y no necesita de
un campo métrico como mediador.

La acción de la gravedad af́ın polinomial fue postulada por primera vez en [46], esta es
construida utilizando un tipo de análisis dimensional. Acá presentamos la acción más genérica,
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invariante bajo difeomorfismo es

S[Γ, T, A] =
∫
d4x

[
B1Rµν

µ
ρT

ν,αβT ρ,γδεαβγδ +B2Rµν
σ
ρT

β,µνT ρ,γδεσβγδ +B3Rµν
µ
ρT

ν,ρσAσ

+B4Rµν
σ
ρT

ρ,µνAσ +B5Rµν
ρ
ρT

σ,µνAσ + C1Rµρ
µ
ν∇σT

ν,ρσ + C2Rµν
ρ
ρ∇σT

σ,µν

+D1 T
α,µνT β,ρσ∇γT

(λ,κ)γεβµνλεαρσκ +D2 T
α,µνT λ,βγ∇λT

δ,ρσεαβγδεµνρσ

+D3 T
µ,αβT λ,νγ∇λT

δ,ρσεαβγδεµνρσ +D4 T
λ,µνT κ,ρσ∇(λAκ)εµνρσ

+D5 T
λ,µν∇[λT

κ,ρσAκ]εµνρσ +D6 T
λ,µνAν∇(λAµ) +D7 T

λ,µνAλ∇[µAν]

+ E1∇(ρT
ρ,µν∇σ)T

σ,λκεµνλκ + E2∇(λT
λ,µν∇µ)Aν

+ Tα,βγT δ,ηκT λ,µνT ρ,στ
(
F1 εβγηκεαρµνεδλστ + F2 εβληκεγρµνεαδστ

)
+ F3 T

ρ,αβT γ,µνT λ,στAτ εαβγλεµνρσ + F4 T
η,αβT κ,γδAηAκεαβγδ

]
.

(4.3)
Donde los términos relacionados por medio de integración parcial, y los invariantes topológicos
son dejados afuera, un ejemplo de este último, es la densidad de Euler cuatro dimensional. Es
posible demostrar, por medio de análisis dimensional que, no es factible agregar más términos
a la acción.

La acción escrita en ec. (4.3) presenta un serie de caracteŕısticas interesantes: (i) todas
las constantes de acoplamiento son adimensionales, esto sugiere la invariancia conformal del
modelo; (ii) las ecuaciones de movimiento, en el espaciotiempo libre de torsión, corresponden a
una generalización de las ecuaciones de campo de Einstein [47]; (iii) la versión no relativista de
la ecuación de la desviación geodésica concuerda con la producida por el potencial Kepleriano
[46]; (iv) es una serie de potencia renormalizable, esta es una condición necesaria pero no
suficiente para garantizar que el modelo sea renormalizable.

La acción presentada en ec. (4.3), puede ser escrita de una forma más económica, utilizando
una parametrización de la densidad tensorial Bµ

λ
ν = εµνρκΓλ,ρκ, donde Bµ

λ
ν se relaciona con

el tensor de torsión sin traza. Luego la conexión af́ın puede ser escrita de la siguiente forma:
Γ̂µλν = Γµλρ +Bµ

λ
ν + A[µδ

λ
ν]. (4.4)

La acción, se construye ahora utilizando los elementos de la ec. (4.4), es importante recordar
que, la parte simétrica de la conexión af́ın, no entra de forma directa, debido a que no es un
tensor. Utilizando análisis dimensional, presentamos la nueva acción:

S =
∫ [

B1Rµν
µ
ρBα

ν
βBγ

ρ
δ +B2Rαβ

µ
ρBγ

ν
δBµ

ρ
ν +B3Rµν

µ
αBβ

ν
γAδ +B4Rαβ

σ
ρBγ

ρ
δAσ+

B5Rαβ
ρ
ρBγ

σ
δAσ + C1Rµα

µ
ν∇βBγ

ν
δ + C2Rαβ

ρ
ρ∇σBγ

σ
δ +D1Bν

µ
λBµ

ν
α∇βRγ

λ
δ+

D2Bα
µ
βBµ

λ
ν∇λBγ

ν
δ +D3Bα

µ
νBβ

λ
γ∇λBµ

ν
δ +D4Bα

λ
βBγ

σ
δ∇λAσ +D5Bα

λ
βAσ∇λBγ

σ
δ+

D6Bα
λ
βAγ∇λAδ +D7Bα

λ
βAλ∇γAδ + E1∇ρBα

ρ
β∇σBγ

σ
δ + E2∇ρBα

ρ
β∇γAδ+

F1Bα
µ
βBγ

σ
δBµ

λ
ρBσ

ρ
λ + F2Bα

µ
βBγ

ν
λBδ

λ
ρBµ

ρ
ν + F3Bν

µ
λBµ

ν
αBβ

λ
γAδ+

F4Bα
µ
βBγ

ν
δAµAν

]
dV αβγδ.

(4.5)
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La ventaja de esta nueva formulación del model, radica en la descomposición usada en ec.
(4.4), los campos utilizados tienen una interpretación geométrica más sencilla. En ec. (4.5),
introducimos la forma de volumen dV αβγδ = f(x)dxα ∧ dxβ ∧ dxγ ∧ dxδ para una función no
nula arbitraria f(x), y al igual que antes, no se incluyen los terminos que se pueden relacionar
por medio de integración parcial, y aquellos que son invariantes topológicos. El análisis dimen-
sional, muestra la imposibilidad de incluir nuevos términos, para más información sobre este
procedimiento y detalles, ver apéndice A.

4.2. Ecuaciones de campos
Las ecuaciones de campos, para la ec.(4.5) se obtienen, utilizando el formalismo de Euler-

Lagrange para el campo Φ

∂µ

(
∂L

∂ (∂µΦ)

)
= ∂L

∂Φ .

A continuación presentaremos una forma alternativa de escribir las ecuaciones de campos de
Euler-Lagrange, esto permite que los cálculos sean más sencillos Ref. [49].1

Para trabajar con las ecuaciones de campo de la parte simétrica de la conexión, introducimos
la notación del momento

ΠΓ
µν
λ
ρ = ∂L

∂Γµνλρ
= ∂L

∂ (∂µΓνλρ)
. (4.6)

Como las derivadas de la conexión entra solo a través de la curvatura, uno puede usar la regla
de la cadena para calcular sus contribuciones

ΠΓ
µν
λ
ρ = ∂L

∂Rαβ
γ
δ

∂Rαβ
γ
δ

∂Γµνλρ
,

= zαβγ
δ ∂Rαβ

γ
δ

∂Γµνλρ
, (4.7)

donde introducimos la variable auxiliar zαβγδ, y el último término puede ser calculado utilizando
la definición del tensor de curvatura

∂Rαβ
γ
δ

∂Γµνλρ
= 4δγλδ

µ
[αδ

[ν
β]δ

ρ]
δ . (4.8)

Sustituyendo esta identidad en ec.(4.7) obtenemos

ΠΓ
µν
λ
ρ = 2z[µν]

λ
ρ + 2z[µρ]

λ
ν . (4.9)

Por otro lado, la derivada del Lagrangeano con respecto de la conexión, puede ser escrita en
términos de sus dos contribuciones, esto depende si viene o no del tensor de curvatura

∂L

∂Γµλν
= ∂L

∂Rαβ
γ
δ

∂Rαβ
γ
δ

∂Γµλν
+ ∂∗L

∂Γµλν
, (4.10)

1Nuestra notación, difiere de la usada en el trabajo citado.
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donde el último término hace referencia a las derivadas con respecto a las conexiones que no
están contenidas en el tensor de curvatura. De la definición del tensor de curvatura tenemos

∂Rαβ
γ
δ

∂Γµλν
= 4

(
δγλδ

(ν
[αΓβ]

ρ)
δ + δρδδ

(ν
[βΓα]

γ)
λ

)
. (4.11)

Reemplazando esta identidad en ec. (4.10) obtenemos

∂L

∂Γµλν
= −ΠΓ

µν
λ
δΓµρδ − ΠΓ

µρ
λ
δΓµνδ + ΠΓ

µν
γ
ρΓµγλ + ∂∗L

∂Γµλν
. (4.12)

Sustituyendo ecs. (4.9) y (4.12) en ec. (4.6), tenemos:

∇µΠΓ
µν
λ
ρ = ∂∗L

∂Γµλν
, (4.13)

donde la derivada covariante de la densidad tensorial viene dada por

∇σΠΓ
µν
λ
ρ = ∂σΠΓ

µν
λ
ρ + ΓσµτΠΓ

τν
λ
ρ + ΓσντΠΓ

µτ
λ
ρ − Γστ λΠΓ

µν
τ
ρ + ΓσρτΠΓ

µν
λ
τ − Γστ τΠΓ

µν
λ
ρ.

(4.14)
Las ecuaciones de campo para Bµ

λ
ν y Aµ siguen el mismo procedimiento, salvo que estos

campos no presentan contribuciones que vienen del tensor de curvatura. De esta forma, las
ecuaciones de campo para los tres campos son:

∇µΠΓ
µν
λ
ρ = ∂∗L

∂Γµλν
, ∇µΠB

µν
λ
ρ = ∂L

∂Bµ
λ
ν

, ∇µΠA
µν = ∂L

∂Aν
. (4.15)

4.3. El sector libre de torsión
Con el fin de simplificar los cálculos, centramos nuestro estudio en el espacio libre de torsión,

esto implica hacer nula las contribuciones asociadas a los campos B,A → 0, esto se debe
hacer a nivel de ecuaciones de campos. Sin embargo, notamos que las unicas contribuciones no
nulas vendran de los términos que son lineales en dichos campos, estos son los términos que
acompañan las constantes C1 y C2. De esta forma podemos obtener una acción efectiva

Sef =
∫ [

C1Rµα
µ
ν∇β + C2Rαβ

ρ
ρ∇ν

]
Bγ

ν
δdV

αβγδ. (4.16)

El momento del campo B para la acción efectiva es:

ΠB
µν
λ
ρ = −2Rσα

σ
λdV

µνρα + 2Rαβ
σ
σdV

νραβ. (4.17)

Las ecuaciones de campo son:

∇µ

(
−2C1Rσα

σ
λdV

µνρα + 2C2Rαβ
σ
σdV

νραβ
)

= 0. (4.18)

En la formulación Riemanniana de la geometŕıa diferencial, el tensor de curvatura es anti-
simétrico en los dos últimos indices, esto nos indica que el segundo término en la ec. (4.18) es
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4.3. El sector libre de torsión

cero. Para conexiones no-Riemannianas el segundo término sigue siendo cero, siempre y cuan-
do la conexión sea compatible con una forma de volumen, estas conexiones se conocen como
conexiones equi-af́ın Ref. [59]. Luego las ecuaciones de movimiento se reducen a la siguiente
expresión

∇[µRν]λ = 0. (4.19)

Usando la segunda identidad de Bianchi

∇λRµν
δ
γ +∇µRνλ

δ
γ +∇νRλµ

δ
γ = 0, (4.20)

podemos escribir ec. (4.19) como:
∇ρRµν

ρ
λ = 0, (4.21)

esta última ecuación se conoce como curvatura armónica. Estas ecuaciones son generalizaciones
conocidas de las ecuaciones de campo de Einstein en el vaćıo [60].

Por completitud, en el apéndice B se presentan las ecuaciones de campo para ec. (4.5), y
uno puede demostrar que el ĺımite mencionado está bien definido.

La ec. (4.21) tambien se puede obtener por medio de la formulación Yang-Mills de la
gravedad, usando el enfoque de palatini, la acción propuesta se conoce como la acción de
Stephenson-Kilmister-Yang (SKY) [61–63]. Viene dada por

SSKY =
∫
d4x
√
ggµνgστRµσ

λ
ρRντ

ρ
λ. (4.22)
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Caṕıtulo 5

Los ansatz

La ecuación de la gravedad af́ın polinomial corresponde a la curvatura armónica. Para
resolver esta ecuación postulamos un ansatz para la conexión af́ın que sea compatible con las
simetŕıas del principio cosmológico: isotroṕıa y homogeneidad. Nos restringiremos a trabajar
en el espaciotiempo libre de torsión.

Con el fin de ilustrar el procedimiento para construir el ansatz de la conexión af́ın, empe-
zaremos con un caso más sencillo, el ansatz métrico. Se estudia el caso métrico debido a la
gran importancia que presenta en Relatividad General. La conexión af́ın ∇ se conoce como
conexión Levi-Civita si satisface las condiciones de

Metricidad ∇g = 0.

Trabajamos en un espaciotiempo sin torsión.

Si la métrica es compatible con las simetŕıas del principio cosmológico entonces la métrica es
la de Friedmann–Robertson–Walker.

Para construir el ansatz (métrico y af́ın) asumiremos la dependencia de las coordenadas de
la forma más general y aplicaremos la derivada de Lie a este tensor. Empezaremos usando los
tres vectores de Killing asociados a la simetŕıa de isotroṕıa, esto nos permite generar un tensor
que no contega direcciones privilegiadas. Luego bastará con utilizar un vector de Killing de
homogeneidad.12

Utilizamos el paquete SageManifolds del software SageMath [64–66].

5.1. Ansatz métrico
Nuestro ansatz métrico asume la dependencia de las coordenadas de la forma más general,

luego definimos el ansatz como
Tµν = Tµν (t, r, θ, ϕ) . (5.1)

5.1.1. Ansatz métrico isotrópico
Aplicamos la derivada de Lie (2.36) al tensor métrico presentado en (5.1), utilizando como

campo vectorial J3 (2.67)

LJ3Tµν = ∂Tµν (t, r, θ, ϕ)
∂ϕ

, (5.2)

1Notación s (ϕ) = sin (ϕ) y c (ϕ) = cos (ϕ).
2Cuando no se incluye la dependencia de la componente en la ecuación, esta estará dada en las soluciones.
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solo será cero si, el tensor Tµν no es función del paramétro ϕ. De esta forma eliminamos la
dependencia de la variable angular ϕ de nuestro tensor Tµν , y ahora este solo dependerá de
tres variables Tµν (t, r, θ).

Ahora usamos el vector J1 (ec. (2.65)) para la derivada de Lie ,y obtenemos un set de 16
ecuaciones diferenciales, de las cuales solo cuatro presentan una solución directa

LJ1Ttt = − cos(ϕ)∂T00 (t, r, θ)
∂θ

, LJ1Ttr = − cos(ϕ)∂T01 (t, r, θ)
∂θ

,

LJ1Trt = − cos(ϕ)∂T10 (t, r, θ)
∂θ

, LJ1Trr = − cos(ϕ)∂T11 (t, r, θ)
∂θ

.

La solución a este set de cuatro ecuaciones, es que las componentes T00,T01,T10 y T11, no pueden
tener una dependencia de la coordenada θ, deben depender de las coordenadas r y t.

En ese punto, si utilizamos el vector J2 (ec. (2.66)), obtendremos un resultado similar
al obtenido usando el vector J1, esto no nos entrega nuevas restricciones. Por esta razón,
utilizaremos combinaciones lineales de la derivada de Lie, usando los campos vectoriales J1 y
J2, en part́ıcular usaremos primero la suma y luego la resta. La suma queda definida por la
siguiente ecuación

LJ1Tνλ sin(ϕ) + LJ2Tνλ cos(ϕ) = 0. (5.3)
A continuación mostramos el set de ecuaciones no nulas para la suma

LJ1T02s(ϕ) + LJ2T02c(ϕ) = − T03

sin2(θ) , LJ1T03s(ϕ) + LJ2T03c(ϕ) = T02,

LJ1T12s(ϕ) + LJ2T12c(ϕ) = − T13

sin2(θ) , LJ1T13s(ϕ) + LJ2T13c(ϕ) = T12,

LJ1T20s(ϕ) + LJ2T20c(ϕ) = − T30

sin2(θ) , LJ1T21s(ϕ) + LJ2T21c(ϕ) = − T31

sin2(θ) ,

LJ1T22s(ϕ) + LJ2T22c(ϕ) = −T23 + T32

sin2(θ) , LJ1T30s(ϕ) + LJ2T30c(ϕ) = T20,

LJ1T23s(ϕ) + LJ2T23c(ϕ) = T22 sin2(θ)− T33

sin2(θ) , LJ1T31s(ϕ) + LJ2T31c(ϕ) = T21.

Las soluciones son directas, las componentes T03, T02, T13, T12, T30, T31, T20, T21 deben ser cero,
mientras que las otras componentes satisfacen las siguientes relaciones

T32 (t, r, θ) = −T23 (t, r, θ) , T33 (t, r, θ) = T22 (t, r, θ) sin2(θ).

Repetimos el mismo procedimiento para la resta

LJ1Tνλ sin(ϕ)− LJ2Tνλ cos(ϕ) = 0. (5.4)

A continuación mostramos el set de ecuaciones no nulas para la resta

LJ1T22 sin(ϕ)− LJ2T22 cos(ϕ) = −2 cos(ϕ) sin(ϕ)∂T22 (t, r, θ)
∂θ

,

LJ1T23 sin(ϕ)− LJ2T23 cos(ϕ) ∼ T23 (t, r, θ) cos(θ)− sin(θ)∂T23 (t, r, θ)
∂θ

.

38



5.1. Ansatz métrico

La primera ecuación será cero, siempre y cuando la componente T22, no dependa de la variable
θ. La segunda ecuación es una ecuación diferencial que nos entrega la dependencia angular de
la componente T33

T22 (t, r, θ) = T22 (t, r) , T23 (t, r, θ) = T23 (t, r) sin θ.
Finalmente el tensor Tµν mas genérico bajo condiciones de isotroṕıa es

Tµν =


T00(t, r) T01(t, r) 0 0
T10(t, r) T11(t, r) 0 0

0 0 T22(t, r) T23(t, r) sin(θ)
0 0 −T23(t, r) sin(θ) T22(t, r) sin2(θ)

 . (5.5)

El ansatz métrico, presentado en ec. (5.5), tiene una estructura que es de gran interés, esto
se debe a que es posible eliminar los términos asociados a la componente T23, siempre y cuando
estemos trabajando en un espaciotiempo libre de torsión

Tµν =


T00(t, r) T10(t, r) 0 0
T10(t, r) T11(t, r) 0 0

0 0 T22(t, r) 0
0 0 0 T22(t, r) sin2(θ)

 .
El elemento de ĺınea es

ds2 = T00(t, r)dΓ2 + 2T10(t, r)dtdr + T11dr
2 + T22dθ

2 + T22 sin2 θdϕ2.

Podemos hacer una redefinición de la coordenada temporal, para elimiar los términos fuera de
la diagonal

T (t, r) = t+ ψ(r),
dT (t, r) = dt+ ψ′(r)dr,
dT 2(t, r) = dt2 + ψ′2(r)dr2 + ψ′(r)drdt.

(5.6)

De esta última ecuación podemos encontrar una expresión para dT 2, y reemplazamos en el
elemento de ĺınea

ds2 = T00dt
2 + (T00ψ

′2(r) + T11)dr2 + (2T00ψ
′(r)drdt+ 2T10(t, r)dtdr) + T22dΩ2,

para poder eliminar los términos fuera de la diagonal, debemos resolver la ecuación
dψ(r)
dr

= −T10(t, r)
T00(t, r) .

Por razones históricas, se elige T10(t, r) = 0 de esta forma ψ(r) = cte ,y reemplazamos este
resultado en el nuevo elemento de ĺıena

ds2 = T00(t, r)dt2 + T11(t, r)dr2 + T22(t, r)dΩ2,

donde dΩ2 = dθ2 + sin2 θdϕ2.
Finalmente encontramos el tensor mas genérico, el cual toma la forma standar

gµν =


T00(t, r) 0 0 0

0 T11(t, r) 0 0
0 0 T22(t, r) 0
0 0 0 T22(t, r) sin2(θ)

 (5.7)
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5.1.2. Ansatz métrico isotrópico y homogéneo
Con el fin de simplificar los cálculos, se utilizará el vector J3′ (ec. (2.75)), como campo

vectorial para la derivada de Lie. Esto entrega un set de 10 ecuaciones independientes

LJ3′Ttt =
√

1− κr2 cos(θ)∂T00

∂r
, LJ3′Ttr ∼

(
κrT01 +

(
κr2 − 1

) ∂T01

∂r

)
,

LJ3′Ttθ = −
√

1− κr2T01(t, r) sin(θ), LJ3′Trt ∼
(
κrT10 +

(
κr2 − 1

) ∂T10

∂r

)
,

LJ3′Trr ∼
(

2κrT11 +
(
κr2 − 1

) ∂T11

∂r

)
, LJ3′Trθ ∼

((
κr4 − r2

)
T11(t, r) + T22(t, r)

)
,

LJ3′Tθϕ ∼
√

1− κr2

(
r
∂T23

∂r
− 2T23(t, r)

)
, LJ3′Tθt = −

√
−1− κr2T10,

LJ3′Tθθ ∼
√

1− κr2

(
r
∂T22

∂r
− 2T22(t, r)

)
, LJ3′Trϕ = T23(t, r) sin2(θ)√

1− κr2r2
.

Este es un sistema de ecuaciones que puede ser reducido, considerando las siguientes restric-
ciones entregadas por el mismo. Las componentes T00, T01, T10, T23, T32 deben ser cero. Como
consecuencia de esto, el sistema se reduce a solo 3 ecuaciones

LJ3′Trr ∼ 2κrT11 +
(
κr2 − 1

) ∂T11

∂r
, LJ3′Trθ ∼

(
κr4 − r2

)
T11(t, r) + T22(t, r),

LJ3′Tθθ ∼ r
∂T22

∂r
− 2T22(t, r)

Las soluciones a este sistema de ecuaciones nos entrega la dependencia radial de las compo-
nentes T11 y T22, y como se relacionan ambas

T11 (t, r) = T11(t)
kr2 − 1 , T22 (t, r) = T11 (t, r) r2(1− κr2).

Finalmente el ansatz métrico es

Tµν =


T00(t) 0 0 0

0 T11(t)
1−κr2 0 0

0 0 r2T11(t) 0
0 0 0 r2T11(t) sin2(θ)

 . (5.8)

En relatividad general, se estudian las ecuaciones de campo de Einstein asociadas a una
métrica con signatura Lorentziana (−,+,+,+), esto es porque presentan un significado f́ısico.
Para obtener una métrica Lorentziana T00 → −T00, luego podemos reescalar la coordenada
temporal de ec. (5.8) y parametrizando la función dependiente del tiempo, obtenemos obtene-
mos

T = −dt⊗ dt+ a2(t)
1− κr2dr ⊗ dr + r2a2(t)dθ ⊗ dθ + r2a2(t) sin2(θ)dϕ⊗ dϕ.

Esta métrica corresponde a la métrica de Friedmann–Roberton–Walker.

40



5.2. Ansatz af́ın

5.2. Ansatz af́ın
Al igual que en la sección anterior, consideramos una conexión af́ın genérica en la depen-

dencia de sus coordenadas, y a cada coeficiente de la conexión se le asigna una función F , de
esta forma el ansatz es de la siguiente forma

Γµλν = Fµλν (t, r, θ, ϕ) . (5.9)

5.2.1. Ansatz af́ın isotrópica
Utilizamos la derivada de Lie presentada en ec. (2.37), para construir el ansatz cosmológico

a partir de ec. (5.9). Empezamos por el vector de Killing J3 (ec. (2.67))

LJ3Γµλν = ∂Fµλν(t, r, θ, ϕ)
∂ϕ

. (5.10)

La ecuación anterior solo sera cero, si no existe dependencia de la variable ϕ en la conexión
af́ın, de esta forma, podemos eliminar dicha dependencia angular, y la conexión se reduce a
Γλµν(t, r, θ).

Continuamos con el vector de Killing J1 (ec. (2.65)), como campo vectorial para la derivada
de Lie, obtenemos un set de 64 ecuaciones diferenciales de las cuales solo 8 presentan una
ecuación, cuya solución es posible conocer

LJ1Γttt = − cosϕ∂F000

∂θ
, LJ1Γttr = − cosϕ∂F001

∂θ
, LJ1Γrtt = − cosϕ∂F100

∂θ
,

LJ1Γrtr = − cosϕ∂F101

∂θ
, LJ1Γtrt = − cosϕ∂F010

∂θ
, LJ1Γtrr = − cosϕ∂F011

∂θ
,

LJ1Γrrt = − cosϕ∂F110

∂θ
, LJ1Γrrr = − cosϕ∂F111

∂θ
.

La solución, consiste en eliminar las respectivas dependencias angulares asociadas a la coorde-
nada θ para cada coeficiente. Luego las funciones F000, F001, F100, F101, F010, F011, F110, F111 solo
dependen de las coordenadas r y t.

Tal como se hizo en la sección anterior para obtener más información, utilizaremos combi-
naciones lineales de la suma y resta de la derivada de Lie

LJ1Γνµλ sin(ϕ) + LJ2Γνµλ cos(ϕ) = 0, (5.11)
LJ1Γνµλ sin(ϕ)− LJ2Γνµλ cos(ϕ) = 0. (5.12)

Dada la gran cantidad de ecuaciones que se deberá resolver, trabajaremos por coeficientes
Coeficientes t→ LJ1Γνµλ sin(ϕ) + LJ2Γνµλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γttθs(ϕ) + LJ2Γtttθc(ϕ) = −F003

sin2 θ
, LJ1Γttϕs(ϕ) + LJ2Γttϕc(ϕ) = F002,

LJ1Γtrθs(ϕ) + LJ2Γrtθc(ϕ) = −F103

sin2 θ
, LJ1Γrtϕs(ϕ) + LJ2Γrtϕc(ϕ) = F102,

LJ1Γθtts(ϕ) + LJ2Γθttc(ϕ) = −F300

sin2 θ
, LJ1Γθtrs(ϕ) + LJ2Γθtrc(ϕ) = −F301

sin2 θ
,
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LJ1Γθtθs(ϕ) + LJ2Γθtθc(ϕ) = −F203 + F302

sin2 θ
, LJ1Γϕtrs(ϕ) + LJ2Γϕtrc(ϕ) = F201,

LJ1Γθtϕs(ϕ) + LJ2Γθtϕc(ϕ) = F202 sin2 θ − F303

sin2 θ
, LJ1Γtϕts(ϕ) + LJ2Γtϕtc(ϕ) = F200.

Las soluciones a este set de ecuaciones son directas, las funciones F002, F003, F103,
F102, F300, F301, F201, F200 deben ser cero, mientras que

F302(t, r, θ) = −F203(t, r, θ), F303(t, r, θ) = F202(t, r, θ) sin2 θ.

Coeficientes t→ LJ1Γνµλ sin(ϕ)− LJ2Γνµλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γθtθ sin(ϕ)− LJ2Γθtθ cos(ϕ) = −2 cosϕ sinϕ∂F202(t, r, θ)
∂θ

,

LJ1Γθtϕ sin(ϕ)− LJ2Γθtϕ cos(ϕ) ∼ 2F203(t, r, θ) cos θ − sin θ∂F203(t, r, θ)
∂θ

.

La primera ecuación elimina la dependencia angular de la función en análisis, y la segunda
es una ecuación diferencial ordinaria, nos dice como se comporta la variable θ para dicho
coeficiente

F202(t, r, θ) = F202(t, r), F203(t, r, θ) = F203(t, r) sin θ.

Coeficientes r → LJ1Γνrλ sin(ϕ) + LJ2Γνrλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γθrrs(ϕ) + LJ2Γθrrc(ϕ) = F311

sin2 θ
, LJ1Γtrϕs(ϕ) + LJ2Γtrϕc(ϕ) = F012,

LJ1Γrrθs(ϕ) + LJ2Γrrθc(ϕ) = F113

sin2 θ
, LJ1Γrrϕs(ϕ) + LJ2Γrrϕc(ϕ) = F112,

LJ1Γθrts(ϕ) + LJ2Γθrtc(ϕ) = F310

sin2 θ
, LJ1Γtrθs(ϕ) + LJ2Γtrθc(ϕ) = F013

sin2 θ
,

LJ1Γθrθs(ϕ) + LJ2Γθrθc(ϕ) = F213 + F312

sin2 θ
, LJ1Γrϕts(ϕ) + LJ2Γϕrtc(ϕ) = F210,

LJ1Γθrϕs(ϕ) + LJ2Γθrϕc(ϕ) = F212 sin2 θ − F313

sin2 θ
, LJ1Γϕrrs(ϕ) + LJ2Γϕrrc(ϕ) = F211.

Todas las ecuaciones presentan una solución directa, las funciones F013, F012, F113, F112,
F310, F311, F210, F211 deben ser cero, mientras que

F312(t, r, θ) = −F213(t, r, θ), F313(t, r, θ) = F212(t, r, θ) sin2 θ.

Coeficientes r → LJ1Γνrλ sin(ϕ)− LJ2Γνrλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γθrθ sin(ϕ)− LJ2Γθrθ cos(ϕ) = −2 cosϕ sinϕ∂F212(t, r, θ)
∂θ

,

LJ1Γθrϕ sin(ϕ)− LJ2Γθrϕ cos(ϕ) ∼ 2F213(t, r, θ) cos θ − sin θ∂F213(t, r, θ)
∂θ

.
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La primera ecuación elimina la dependencia angular de la función, mientras que la segunda
ecuación, es una ecuación diferencial ordinaria cuya solución entrega como se comporta la
variable θ para esa función

F212(t, r, θ) = F212(t, r), F213(t, r, θ) = F213(t, r) sin θ.

Coeficientes θ → LJ1Γνθλ sin(ϕ) + LJ2Γνθλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γtθϕs(ϕ) + LJ2Γtθϕc(ϕ) = F022 − F033, LJ1Γtθrs(ϕ) + LJ2Γtθrc(ϕ) = F031,

LJ1Γtθθs(ϕ) + LJ2Γtθθc(ϕ) = F032 sin2 θ + F023

sin2 θ
, LJ1Γtθts(ϕ) + LJ2Γtθtc(ϕ) = F030,

LJ1Γrθϕs(ϕ) + LJ2Γrθϕc(ϕ) = F122 − F133, LJ1Γrθrs(ϕ) + LJ2Γrθrc(ϕ) = F131,

LJ1Γrθθs(ϕ) + LJ2Γrθθc(ϕ) = F132 sin2 θ + F123

sin2 θ
, LJ1Γrθts(ϕ) + LJ2Γrθtc(ϕ) = F130,

LJ1Γθθts(ϕ) + LJ2Γθθtc(ϕ) = F230 sin2 θ + F320

sin2 θ
, LJ1Γϕθts(ϕ) + LJ2Γϕθtc(ϕ) = F220 − F330,

LJ1Γθθrs(ϕ) + LJ2Γθθrc(ϕ) = −F231 sin2 θ + F321

sin2 θ
, LJ1Γϕθrs(ϕ) + LJ2Γϕθrc(ϕ) = F221 − F331.

Las soluciones son directas, las funciones F031, F131, F030, F130 deben ser cero, mientras que las
restantes satisfacen las siguientes relaciones

F023(t, r, θ) = −F032(t, r, θ) sin2 θ, F220(t, r, θ) = F330(t, r, θ),
F320(t, r, θ) = −F230(t, r, θ) sin2 θ, F221(t, r, θ) = F331(t, r, θ),
F123(t, r, θ) = −F132(t, r, θ) sin2 θ, F122(t, r, θ) = F133(t, r, θ),
F321(t, r, θ) = −F231(t, r, θ) sin2 θ, F220(t, r, θ) = F330(t, r, θ),
F333(t, r, θ) = −F232(t, r, θ) sin2 θ, F233(t, r, θ) = F332(t, r, θ).

Sin embargo, este no es el set completo de ecuaciones, a continuación se muestran las ecuaciones
faltantes

LJ1Γθθθ sin(ϕ) + LJ2Γθθθ cos(ϕ) = −F232(t, r, θ) sin2 θ + F223(t, r, θ) + F322(t, r, θ)
sin2 θ

,

LJ1Γθθϕ sin(ϕ) + LJ2Γθθϕ cos(ϕ) = −(F222(t, r, θ)− F233(t, r, θ)) sin2 θ + F323(t, r, θ)
sin2 θ

,

LJ1Γϕθθ sin(ϕ) + LJ2Γϕθθ cos(ϕ) = −(F222(t, r, θ)− F233(t, r, θ)) sin2 θ + F323(t, r, θ)
sin2 θ

,

LJ1Γϕθϕ sin(ϕ) + LJ2Γϕθϕ cos(ϕ) = F223(t, r, θ) + F322(t, r, θ)− F333(t, r, θ),

(5.13)

más adelante, se explicará el porque se hace esta separación.
Coeficientes θ → LJ1Γνθλ sin(ϕ)− LJ2Γνθλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γtθts(ϕ)− LJ2Γtθtc(ϕ) = A
∂F020(t, r, θ)

∂θ
, LJ1Γtθrs(ϕ)− LJ2Γtθrc(ϕ) = A

∂F021(t, r, θ)
∂θ

,

LJ1Γtθθs(ϕ)− LJ2Γtθθc(ϕ) = A
∂F333(t, r, θ)

∂θ
, LJ1Γrθts(ϕ)− LJ2Γrθtc(ϕ) = A

∂F120(t, r, θ)
∂θ

,
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LJ1Γrθrs(ϕ)− LJ2Γrθrc(ϕ) = A
∂F121(t, r, θ)

∂θ
, LJ1Γrθθs(ϕ)− LJ2Γrθθc(ϕ) = A

∂F133(t, r, θ)
∂θ

,

LJ1Γθθts(ϕ)− LJ2Γθθtc(ϕ) = A
∂F330(t, r, θ)

∂θ
, LJ1Γθθrs(ϕ)− LJ2Γθθrc(ϕ) = A

∂F331(t, r, θ)
∂θ

,

donde A = −2 cosϕ sinϕ. La solución a este set de ecuaciones es directa, las funciones
F020, F021, F033, F120, F121, F133, F330, F331 solo deben depender de las coordenadas r y t.

El siguiente set de ecuaciones son

LJ1Γtθϕ sin(ϕ)− LJ2Γtθϕ cos(ϕ) = F032(t, r, θ) cos θ + sin θ∂F032

∂θ
,

LJ1Γrθϕ sin(ϕ)− LJ2Γrθϕ cos(ϕ) = F132(t, r, θ) cos θ + sin θ∂F132

∂θ
,

LJ1Γϕθt sin(ϕ)− LJ2Γϕθt cos(ϕ) = F230(t, r, θ) cos θ + sin θ∂F230

∂θ
,

LJ1Γϕθr sin(ϕ)− LJ2Γϕθr cos(ϕ) = F321(t, r, θ) cos θ + sin θ∂F321

∂θ
.

La solución de la ecuación diferencial, entrega como se modela la variable θ para cada función

F032(t, r, θ) = F032(t, r)
sin θ , F132(t, r, θ) = F132(t, r)

sin θ ,

F230(t, r, θ) = F230(t, r)
sin θ , F231(t, r, θ) = F231(t, r)

sin θ .

Existen otras 4 ecuaciones que no se presentaron, esto debido a que no sera necesario resolveras.
Coeficientes ϕ→ LJ1Γνϕλ sin(ϕ) + LJ2Γνϕλ cos(ϕ) = 0

LJ1Γtϕts(ϕ) + LJ2Γtϕtc(ϕ) = F020(t, r)
sin2 θ

, LJ1Γtϕrs(ϕ) + LJ2Γtϕrc(ϕ) = F021(t, r)
sin2 θ

,

LJ1Γrϕts(ϕ) + LJ2Γrϕtc(ϕ) = F120(t, r)
sin2 θ

, LJ1Γrϕrs(ϕ) + LJ2Γrϕrc(ϕ) = F121(t, r)
sin2 θ

.

Las soluciones son directa, las funciones F020, F021, F120, F121 deben ser cero.
El resto de ecuaciones no nulas, son

LJ1Γθϕθ sin(ϕ) + LJ2Γθϕθ cos(ϕ) = (F222(t, r, θ)− 2F332(t, r, θ)) sin θ + 2 cos θ
sin3 θ

,

LJ1Γθϕϕ sin(ϕ) + LJ2Γθϕϕ cos(ϕ) = 2F232(t, r, θ) sin2 θ + F223(t, r, θ))
sin2 θ

,

LJ1Γϕϕθ sin(ϕ) + LJ2Γϕϕθ cos(ϕ) = 2F232(t, r, θ) sin2 θ + F322(t, r, θ))
sin2 θ

,

LJ1Γϕϕϕ sin(ϕ) + LJ2Γϕϕϕ cos(ϕ) = 2F332(t, r, θ) sin2 θ − cos θ sin θ + F323(t, r, θ))
sin2 θ

.

(5.14)

Es posible extraer información de la segunda y tercera ecuación

F223(t, r, θ) = F322(t, r, θ).
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5.2. Ansatz af́ın

Coeficientes ϕ → LJ1Γνϕλ sin(ϕ) − LJ2Γνϕλ cos(ϕ) = 0, no será necesaria de calcular, bas-
tará con resolver los sistemas de ecuaciones presentados en (5.13) y (5.14) para encontrar las
restricciones faltantes a imponer.

Los dos conjuntos de ecuaciones presentados en ecs. (5.13) y (5.14) presentan las condicio-
nes finales a imponer a las funciones. Resolviendo el sistema se encuentra que las funciones
F232, F333, F322, F223, F222 deben ser cero, mientras que las restante deben satisfacer las siguien-
tes relaciones

F332(t, r, θ) = cos θ
sin θ , F233(t, r, θ) = F332(t, r, θ), F323(t, r, θ) = − cos θ sin θ.

Los coeficientes del ansatz cosmológico isotropico se encuentran en tabla 5.1, al final de la
sección.

Es posible reducir aún más, la cantidad de coeficientes de la conexión af́ın, si consideramos
las restricciones que impone el hecho de trabajar en un espaciotiempo libre de torsión. Las
funciones F203, F213, F302, F312 deben ser cero, mientras que el resto satisface las siguientes
relaciones

F100 = F001, F110 = F011, F220 = F022, F221 = F021,

F320 = F023, F321 = F123, F230 = F032, F231 = F132,

F330 = F033, F331 = F133, F332 = F233.

Los coeficientes de la conexión af́ın sin torsión se pueden encontrar en la tabla 5.2, al final
de la sección.

Coeficientes t Coeficientes r Coeficientes θ Coeficientes ϕ
Γttt = F000(t, r) Γtrt = F010(t, r) Γtθθ = F033(t, r) Γtϕθ = F032(t,r)

sin θ
Γttr = F001(t, r) Γtrr = F011(t, r) Γtθϕ = −F032(t, r) sin θ Γtϕϕ = F033(t, r)
Γrtt = F001(t, r) Γrrt = F011(t, r) Γrθθ = F133(t, r) Γrϕθ = F132(t,r)

sin θ
Γrtr = F101(t, r) Γrrr = F111(t, r) Γrθϕ = −F132(t, r) sin θ Γrϕϕ = F133(t, r)
Γθtθ = F202(t, r) Γθrθ = F212(t, r) Γθθt = F330(t, r) Γθϕt = F230(t,r)

sin θ
Γθtϕ = F203(t, r) sin θ Γθrϕ = F213(t, r) sin θ Γθθr = F331(t, r) Γθϕr = F231(t,r)

sin θ
Γϕtθ = −F203(t, r) sin θ Γϕrθ = −F213(t, r) sin θ Γϕθt = −F230(t, r) sin θ Γθϕϕ = cos θ

sin θ
Γϕtϕ = F202(t, r) sin2 θ Γϕrϕ = F212(t, r) sin2 θ Γϕθr = −F231(t, r) sin θ Γϕϕt = F330(t, r)
−−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕθϕ = − cos θ sin θ Γϕϕr = F331(t, r)
−−−−−−−−− −−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕϕθ = cos θ

sin θ

Cuadro 5.1: Coeficientes de la conexión isotrópica con torsión
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5. Los ansatz

Coeficientes t Coeficientes r Coeficientes θ Coeficientes ϕ
Γttt = F000(t, r) Γtrt = F010(t, r) Γtθθ = F033(t, r) Γtϕθ = F032(t,r)

sin θ
Γttr = F001(t, r) Γtrr = F011(t, r) Γtθϕ = −F032(t, r) sin θ Γtϕϕ = F033(t, r)
Γrtt = F001(t, r) Γrrt = F011(t, r) Γrθθ = F133(t, r) Γrϕθ = F132(t,r)

sin θ
Γrtr = F101(t, r) Γrrr = F111(t, r) Γrθϕ = −F132(t, r) sin θ Γrϕϕ = F133(t, r)
Γθtθ = F202(t, r) Γθrθ = F212(t, r) Γθθt = F033(t, r) Γθϕt = F032(t,r)

sin θ
Γϕtϕ = F202(t, r) sin2 θ Γϕrϕ = F212(t, r) sin2 θ Γθθr = F133(t, r) Γθϕr = F132(t,r)

sin θ
−−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕθt = −F032(t, r) sin θ Γϕϕt = F033(t, r)
−−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕθr = −F132(t, r) sin θ Γϕϕr = F133(t, r)
−−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕθϕ = − cos θ sin θ Γϕϕθ = cos θ

sin θ

Cuadro 5.2: Coeficientes de la conexión isotrópica sin torsión

5.2.2. Ansatz af́ın isotrópica y homogénea
Con el fin de simplificar los cálculos, usamos J ′3 como campo vectorial para la derivada de

Lie
Coeficientes t→ LJ3′Γν

t
λ = 0

LJ3Γttt ∼
∂F000(t, r)

∂r
, LJ3Γttr ∼ κrF001(t, r) + (κr2 − 1)∂F001(t, r)

∂r
,

LJ3Γttθ ∼ −
√

1− κr2F001(t, r) sin θ, LJ3Γrtt ∼ κrF100(t, r) + (κr2 − 1)∂F100(t, r)
∂r

,

LJ3Γrtr ∼ 2κrF101(t, r) + (κr2 − 1)∂F101(t, r)
∂r

, LJ3Γrtθ ∼
(
κr4 − r2

)
F101(t, r) + F303(t, r),

LJ3Γrtϕ ∼ F203(t, r) sin θ2, LJ3Γθtt ∼ −
√

1− κr2F001(t, r) sin θ,

LJ3Γθtr ∼
(
κr4 − r2

)
F101(t, r) + F303(t, r), LJ3Γθtθ ∼ r

∂F303

∂r
− 2F303(t, r),

LJ3Γθtϕ ∼ r
∂F203

∂r
− 2F203(t, r).

Las soluciones directas, imponen que las funciones F001, F100, F203 deben ser cero, mientras que

F000(t, r) = F000(t), F303(t, r) = F101(t)r2(1− κr2).

Las ecuaciones diferenciales establecen la dependencia de la variable r del coeficiente F101, y
como se relaciona este con F303

F101(t, r) = 1
1− κr2 F303(t, r) = F101(t)r2(1− κr2).

Coeficientes ϕ→ LJ3′Γν
ϕ
λ = 0

LJ3Γtϕr ∼ F032 (t, r) , LJ3Γtϕθ ∼
√

1− κr2 cos (θ) ∂F032

∂r
,

LJ3Γtϕϕ ∼
√

1− κr2 cos θ∂F033

∂r
, LJ3Γrϕt ∼ F032(t, r),
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5.2. Ansatz af́ın

LJ3Γrϕr ∼ F132(t, r) + F231(t, r), LJ3Γrϕθ ∼ κrF132(t, r) +
(
κr2 − 1

) ∂F132

∂r
,

LJ3Γrϕϕ ∼ κr3F133(t, r) + (κr4 − r2)∂F133

∂r
− 1, LJ3Γθϕt ∼

√
1− κr2 cos θ∂F230

∂r
,

LJ3Γθϕr ∼ κrF231(t, r) + (kr2 − 1)∂F231

∂r
, LJ3Γθϕθ ∼ F132(t, r) + F231(t, r),

LJ3Γθϕϕ ∼ rF133(t, r) sin2 θ + cos2 θ − 1, LJ3Γϕϕt ∼
√

1− κr2 cos θ∂F330

∂r
,

LJ3Γϕϕr ∼ κr3F331(t, r) + (κr4 − r2)∂F331

∂r
− 1, LJ3Γϕϕθ ∼ rF331(t, r) sin2 θ + cos2 θ − 1.

Las soluciones son directas, las funciones F032, F230 deben ser cero, mientras que el resto satis-
face las siguientes relaciones

F033(t, r) = F033(t), F231(t, r) = −F132(t, r), F133(t, r) = 1/r,
F331(t, r) = 1/r, F330(t, r) = F330(t).

La ecuación diferencial para el coeficiente F132(t, r), entrega la dependencia radial

F132(t, r) = F132(t)/
√

1− κr2.

Coeficientes θ → LJ3′Γν
θ
λ = 0

LJ3Γtθt ∼ F010(t, r) sin θ, LJ3Γtθr ∼ F011(t, r)− F033,

LJ3Γrθt ∼ F110(t, r)− F330, LJ3Γrθr ∼ κr +
(
κr2 − 1

)
F111(t, r),

LJ3Γθθθ ∼ κr3 − r − F313(t, r), LJ3Γθθϕ ∼
√

1− κr2r2F132(t) sin2 θ − F213(t, r),
LJ3Γϕθϕ ∼ κr3 − r − F313(t, r), LJ3Γϕθθ ∼

√
1− κr2r2F132(t) sin2 θ − F213(t, r),

Las soluciones son directas, la función F010 debe ser cero, mientras que el resto satisface las
siguientes relaciones

F011(t, r) = F033(t), F110(t, r) = F330(t), F111(t, r) = κr/(1− kr2),
F313(t, r) = κr3 − r, F213(t, r) = F132(t)r2√1− κr2.

No es necesario calcular LJ3′Γν
r
λ, porque las restricciones encontradas anteriormente re-

suelven de forma completa la derivada de Lie para todas las coordenadas.
Los coeficientes de la conexión af́ın compatible con las simetŕıas del principio cosmológico

con torsión se encuentran en la tabla 5.3, al final de la sección.
Es posible reducir aún más, la cantidad de coeficientes, si consideramos el espaciotiempo

libre de torsión. Las funciones F213, F312, F321, F123, F132, F231 deben ser cero y el resto satisface
las siguientes relaciones

F110 = F011, F221 = −F122, F220 = F011, F330 = F033.

Los coeficientes de la conexión en un espaciotiempo libre de torsión compatible con las
simetŕıas del principio cosmológico se encuentran en la tabla 5.4, al final de la sección.
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Coeficientes t Coeficientes r Coeficientes θ Coeficientes ϕ
Γttt = F000(t) Γtrr = F033(t) Γtθθ = F033(t) Γtϕϕ = F033(t)
Γrtr = F101(t)

1−kr2 Γrrt = F033(t, r) Γrθθ = 1/r Γrϕθ = F132(t)√
1−κr2 sin θ

Γθtθ = r2F101(t) Γrrr = κr
1−κr2 Γrθϕ = −F132(t) sin θ√

1−κr2 Γrϕϕ = 1/r
Γϕtϕ = r2F101(t) sin2 θ Γθrθ = κr3 − r Γθθt = F033(t) Γθϕr = − F132(t)√

1−κr2 sin θ
−−−−−−−−− Γθrϕ =

√
1− κr2r2F132(t) sin θ Γθθr = 1/r Γθϕϕ = cos θ/ sin θ

−−−−−−−−− Γϕrθ = −
√

1− κr2r2F132(t) sin θ Γϕθr = −F132(t) sin θ√
1−κr2 Γϕϕt = F033(t)

−−−−−−−−− Γϕrϕ = (κr3 − r) sin2 θ Γϕθϕ = − cos θ sin θ Γϕϕr = 1/r
−−−−−−−−− −−−−−−−−− −−−−−−−−− Γϕϕϕ = cos θ/ sin θ

Cuadro 5.3: Coeficientes de la conexión isotrópica y homogénea con torsión

Coeficientes t Coeficientes r Coeficientes θ Coeficientes ϕ
Γttt = F000(t) Γtrr = F033(t) Γtθθ = F033(t, r) Γtϕθ = F033(t)
Γrtr = F101(t)

1−κr2 Γrrr = kr
1−κr2 Γrθθ = 1/r Γrϕϕ = 1/r

Γθtθ = r2F101(t) Γθrθ = κr3 − r Γϕθϕ = − cos θ sin θ Γθϕϕ = cos θ/ sin θ
Γϕtϕ = r2F101(t) sin2 θ Γϕrϕ = (κr3 − r) sin2 θ −−−−−−−−− Γϕϕϕ = cos θ/ sin θ

Cuadro 5.4: Coeficientes de la conexión isotrópica y homogénea sin torsión
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Caṕıtulo 6

Soluciones Cosmológicas

Una vez construidos los ansatz cosmológicos para el tensor métrico y la conexión af́ın,
buscamos el tensor de Ricci para cada uno de estos. El tensor de Ricci es un tensor simétrico
obtenido a partir de la contracción del tensor de curvatura de Riemann, esta contracción esta
bien definida para cualquier variedad dotada de una conexión.

Existen tres familia de soluciones para la ecuación de movimiento de la gravedad af́ın

1. El tensor de Ricci nulo Rµν = 0.

2. El tensor de Ricci es covariantemente constante ∇ρRµν = 0.

3. La curvatura armónica ∇λRµν
λ
ρ = 0.

Estudiaremos las tres familias de soluciones para cada ansatz.

6.1. Soluciones métricas
A partir del ansatz métrico presentado en ec. 5.8, presentamos el tensor de Ricci

Rtt = −3
a
ä, (6.1)

Rrr = 1
1− kr2

(
ȧ2 + aä+ 2k

)
, (6.2)

las componentes Rθθ y Rϕϕ, pueden ser escritas en términos de Rrr

Rθθ = Rrrr
2
(
1− kr2

)
, Rϕϕ = Rrrr

2
(
1− kr2

)
sin2 θ.

6.1.1. Ricci plano
Las ecuaciones a resolver son ecs. (6.1) y (6.2) igualadas a cero. La primera de estas,

presenta una solución del tipo lineal

a(t) = At+B. (6.3)

Usando ec. (6.2) se encuentran las restricciones a las constantes A y B.

A2 + 2k = 0, (6.4)

de esta última ecuación, podemos encontrar tres distintos casos:
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6. Soluciones Cosmológicas

k = 1 No existe solución real.

k = 0 entonces A = 0→ a(t) = B.

k = −1 se encuentra el valor númerico de una constante A =
√

2→ a(t) =
√

2t+B.

6.1.2. Ricci paralelo
Calculamos la derivada covariante del tensor de Ricci, esta entrega un set de 10 ecuaciones

de las cuales solo 3 son independientes, a continuación mostramos dichas ecuaciones

∇tRtt '
3
a2 (ȧä− a...

a ) , (6.5)

∇iRti ' ȧ3 − aȧä+ κȧ, (6.6)
∇tRij ' 4ȧ3 − 3aȧä− a2...

a + 4κȧ. (6.7)

La ec. (6.5) puede ser escrita como una derivada total

ä+ aω2 = 0,

donde ω2 = C1 y C1 es la constante de integración. Esta última ecuación tiene distintas
soluciones dependiendo del valor de la constante ω:

1. Si ω2 > 0, las soluciones son funciones trigonométricas

a(t) = A cosωt+B sinωt. (6.8)

Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constates A y B

ω2
(
A2 +B2

)
= −k,

tenemos tres posibles casos:

a) Si k = 1, no existe solución real.
b) Si k = 0, no existe solución real.
c) Si k = −1, podemos dejar una constante en función de la otra

B2 = 1
ω2 − A

2 → a(t) = A cosωt+
( 1
ω2 − A

2
)1/2

sinωt. (6.9)

2. Si ω2 = 0, la solución es una función lineal

a(t) = At+B. (6.10)

Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constantes A y B

A
(
A2 + κ

)
= 0,

tenemos tres posibles casos
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6.1. Soluciones métricas

a) Si κ = 1, no existe solución real.
b) Si κ = 0, entonces A = 0 y a(t) = B.
c) Si κ = −1, entonces A = ±1 y a(t) = ±1 +B.

3. Si ω2 < 0, las soluciones son funciones hiperbólicas

a(t) = Aeωt +Be−ωt. (6.11)

Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constantes A y B(
κ− 4ABω2

) (
Ae2ωt +B

)
= 0,

estudiamos el primer paréntesis

a) k = 1, podemos despejar una constante en función de otra constante

B = κ

4Aω2 → a(t) = Aeωt + κ

4Aω2 e
−ωt. (6.12)

b) k = 0, una de las constante debe ser cero y se presentan dos soluciones posibles:

A = 0→ a(t) = Be−ωt, B = 0→ a(t) = Aeωt. (6.13)

c) k = −1, despejamos una constante en función de otra

B = − k

4Aω2 → a(t) = Aeωt − k

4Aω2 e
−ωt. (6.14)

No es posible extraer información del segundo paréntesis, debido a que al despejar una
constante en función de otra, se agrega un factor temporal, esto induce una dependencia
de la coordenada t, generando una contradicción.
Es importante mencionar que en todo este desarrollo no se hizo uso de la ec. (6.7), esto
debido a que todas las soluciones encontradas, ya la satisfacen.

6.1.3. Curvatura armónica
Obtenemos solo una ecuación para la curvatura armónica

∇[tRi]j '
2ȧ3 − aȧä− a2ä+ 2κȧ

a
= 0.

Esta ecuación puede ser escrita como una derivada total
ä

a
+
(
ȧ

a

)2
+ κ

a2 = −C. (6.15)

Definimos el siguiente cambio de variable

f = a2 + κ

C
,

reemplazando en ec. (6.15) obtenemos

f̈ + ω2f = 0

donde ω2 = 2C. La solución depende del signo de ω2
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6. Soluciones Cosmológicas

1. Si ω2 > 0, las soluciones son funciones trigonométricas

f(t) = F1 sinωt+ F2 cosωt. (6.16)

La función a viene dada por

a(t) =
√
F1 sinωt+ F2 cosωt− k

C
. (6.17)

Para cada valor de κ

a(t) =



√
F1 sinωt+ F2 cosωt− 1

C
si k = 1

√
F1 sinωt+ F2 cosωt si k = 0

√
F1 sinωt+ F2 cosωt+ 1

C
si k = −1

.

2. Si ω2 = 0, la solución es un polinomio de orden dos

f(t) = F1t+ F2 (6.18)

La función a viene dada por

a(t) =
√
F1t+ F2 −

κ

C
. (6.19)

Para cada valor κ

a(t) =



√
F1t+ F2 − 1

C
si k = 1

√
F1t+ F2 si k = 0

√
F1t+ F2 + 1

C
si k = −1

.

3. Si ω2 < 0, las soluciones son funciones hiperbólicas

f(t) = F1e
ωt + F2e

−ωt. (6.20)

La función a viene dada por

a(t) =
√
F1eωt + F2e−ωt + κ

C
. (6.21)

Para cada valor de κ

a(t) =



√
F1eωt + F2e−ωt + 1

C
si k = 1

√
F1eωt + F2e−ωt si k = 0

√
F1eωt + F2e−ωt − 1

C
si k = −1

.
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6.2. Soluciones afines

6.2. Soluciones afines
A partir de la conexión af́ın presentada en la tabla 5.4 e introduciendo la notación

F000 = f, F101 = g, F011 = h, (6.22)

calculamos el tensor de Ricci

Rtt = 3
(
fh− h2 − ḣ

)
, (6.23)

Rrr = 1
1− kr2

(
ġ + g (f + h) + 2κ

)
. (6.24)

Las componentes Rθθ y Rϕϕ son proporcionales a Rrr

Rθθ = Rrrr
2(1− κr2) Rϕϕ = Rrrr

2(1− κr2) sin2 θ.

6.2.1. Ricci plano
Contamos con dos ecuaciones y tres incognitas f , g y h. Dado que no existe derivadas

temporales de la función f , podemos encontrar soluciones para las funciones g y h en términos
de esta. La solucion para ec. (6.23), se obtiene con el cambio de variable

h = 1
H
→ ḣ = − Ḣ

H2 ,

reemplazamos este cambio en ec. (6.23)

Ḣ + fH = 1.

La solución para esta ecuación viene dada por la suma de la solución homogénea y part́ıcular

H(t) = e−F
(
Ch +

∫
eFdt

)
,

donde Ch es una constante y F =
∫
fdt. A partir de esta solución podemos determinar la

función h

h(t) = eF

Ch +
∫
eFdt

. (6.25)

La ec. (6.24) presenta una estructura similar, la solución es la suma de la solución homogénea
y part́ıcular

g(t) = e−G
(
Cg − 2κ

∫
eGdt

)
, (6.26)

donde Cg es una constante y G =
∫

(f + h) dt.
Existe un conjunto de soluciones que no se pueden obtener a partir de (6.25) y (6.26), dado

que pertenecen al espacio de moduli:

Caso f = h: ec. (6.23) queda de forma lineal, las nuevas soluciones son

f (t) = Ch, h (t) = Ch, g (t) = Cge
−2Ct − κ

Ch
. (6.27)
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Caso h = −f : las ecs. (6.23) y (6.24) se desacoplan, las soluciones vienen dada por

f (t) = − 1
2t+ Ch

, h (t) = − 1
2t+ Ch

, g (t) = Cg − 2κt. (6.28)

Caso h = 0: ec. (6.23) es una identidad y g puede ser encontrada como función de f

g (t) = e−F
(
Cg − 2κ

(∫
eF
))

. (6.29)

6.2.2. Parametrización del Ricci: emular materia
En Relatividad General, los efectos de materia entran mediados por el tensor de enerǵıa

momento, en part́ıcular se estudia un fluido perfecto. Este tensor es un tensor simétrico diagonal
que trabaja con las variables de estado presión p y densidad ρ

Tµν = 8πG


ρ 0 0 0
0 pa2

1−kr2 0 0
0 0 pa2r2 0
0 0 0 pa2r2 sin2 θ

 .
Las variables p y ρ se relacionan por medio de la ecuación de estado

p = ωρ.

A partir del tensor enerǵıa-momento podemos encontrar las ecuaciones de Einstein para un
fluido perfecto

RGR
µν −

1
2Rgµν + Λgµν = 8πGTµν , (6.30)

donde RGR
µν hace referencia al tensor de Ricci definido en Relatividad General usando la cone-

xión Levi-Civita. La ec. (6.30) puede ser escrita usando la traza de cada tensor

RGR
µν − Λgµν = 8πG

(
Tµν −

1
2Tgµν

)
. (6.31)

Usando ec. (6.31) podemos definir el tensor Mµν como

MGR
µν = RGR

µν − Λgµν − 8πG
(
Tµν −

1
2Tgµν

)
. (6.32)

Estas ecuaciones de forma expĺıcita son

Mtt = −12πGap+ 4πGaρ− Λa+ 3ä
a

, (6.33)

Mrr = 4πGa2p− 4πGa2ρ− Λa2 + 2ȧ2 + aä+ 2κ
1− kr2 , (6.34)

Buscamos emular estas ecuaciones a partir de las ecs. (6.23) y (6.24), para esto consideramos
la siguiente parametrización

h = ȧ+ x, f = x, g = aȧ+ y, (6.35)
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donde x e y son funciones desconocidas. Para saber cuales deben ser estas funciones, reempla-
zamos estas parametrizaciones en ec. (6.23)

ä+ ẋ+ ȧ2 + ȧx = 0. (6.36)

Escribimos ecs. (6.36) y (6.33) juntas, para facilitar la comparación

ä+ ẋ+ ȧ2 + ȧx = 0, (6.37)

ä+ a

3 (4πG (3p+ ρ)− Λ) = 0. (6.38)

Para que ambas ecuaciones sean compatibles, la variable x debe satisfacer la siguiente ecuación

ẋ+ ȧx = F1(t), (6.39)

donde F1(t) = a
3 (4πG (3p+ ρ)− Λ) − ȧ2. De esta forma resolviendo esta última ecuación,

encontramos su dependencia respecto de variables conocidas

x(t) = e−a
(
Cx +

∫
F1e

adt
)
. (6.40)

Una vez encontrada la función x, reemplazamos la parametrización en (6.24), esto conduce
a

2axȧ+ aȧ2 + 2yx+ yȧ+ ȧ2 + aä+ 2κ+ ẏ = 0. (6.41)
Al igual que antes comparamos ec. (6.41) con ec. (6.34), de forma expĺıcita tenemos

aä+ 2κ+ 2axȧ+ aȧ2 + 2yx+ yȧ+ ȧ2 + ẏ = 0,
aä+ 2κ+ 4πGa2p− 4πGa2ρ− Λa2 + 2ȧ2 = 0.

Para que ambas ecuaciones sean compatibles, la variable y debe satisfacer la siguiente ecuación

ẏ + yF2(t) = F3(t), (6.42)

donde F2 = ȧ + 2x y F3 = a2 (4πG (p− ρ)− Λ) − 2axȧ − aȧ2 + ȧ2, resolviendo esta última
ecuación se puede conocer la función y(t)

y(t) = e−
∫
F2dt

(
Cy +

∫
F3e

∫
F2dt′dt

)
. (6.43)

De esta forma, utilizando las soluciones encontradas para las funciones x e y es posible emular
todos los resultados de Relativida General que incluyen los efectos de materia, espećıficamente
los efectos de un fluido perfecto.

6.2.3. Ricci paralelo
Calculamos la derivada covariante del tensor de Ricci, presentamos las ecuaciones que son

independientes

∇tRtt = 6f 2h− 6fh2 − 3hḟ − 3 (3f − 2h) ḣ+ 3ḧ, (6.44)
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∇iRtj ' 2gh2 − 2 (2fg + κ)h− hġ + 3gḣ, (6.45)
∇tRij ' 2gh2 + 2 (fg + 2κ)h− gḟ − (f − h) ġ − gḣ− g̈. (6.46)

El resto de ecuaciones son proporcionales a estas tres. La estrategia para abordar este sistema
de ecuaciones es proponer ansatz para el tensor de Ricci, resolver para las funciones f , g y h
e imponer condiciones de autoconsistencia:

i) La parametrización f = 0, g = aȧ y h = ȧ
a

permite encontrar las variedades de Einstein,
estos son los espacios ya conocidos en relatividad general, donde a es el factor de escala.

ii) Tensor de Ricci independiente del tiempo es de la forma

Rtt = R1, Rrr = R2

1− κr2 , (6.47)

el resto de las componentes del tensor de Ricci son proporcionales a Rrr. Para este anzats
las ecs. (6.44), (6.45) y (6.46) nos entregan las siguientes restricciones

∇tRtt = 0→ f = 0 ∨R1 = 0, (6.48)
∇tRij = 0→ h = 0 ∨R2 = 0, (6.49)
∇iRtj = 0→ h = 0 ∨ (g = 0 ∨ κ = 0) . (6.50)

Notemos que si h = 0 entonces R1 = 0, y g = 0∨ κ = 0 implica que R2 = 0. Por lo tanto
no existen soluciones no degeneradas para el tensor de Ricci independiente del tiempo.
Dada las restricciones de las ecuaciones existen solo dos soluciones degeneradas con el
tensor de Ricci no nulo. La primera, se encuentra para h = 0, la función f queda sin
determinar, mientras que la función g viene dada por

g(t) = e−F
(
Cg + (R2 − 2κ)

∫
eFdt

)
,

donde F =
∫
fdt. La segunda solución, se encuentra usando g = 0 ∨ κ = 0 ∨ f = 0, la

función h viene dada por

h(t) =
√
R1

3 tanh
√R1

3 (t− t0)
 . (6.51)

iii) Tensor de Ricci con factor de escala es de la forma

Rtt = −R1, Rrr = A(t)
1− κr2 , (6.52)

el resto de las componentes son proporcionales a Rrr. Las ecuaciones asociadas al tensor
de Ricci paralelo son

∇tRtt = 2fR1 → f = 0 ∨R1 = 0, (6.53)

∇tRrr = Ȧ− 2hA
1− κr2 → A = CAe

2H , (6.54)
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∇rRtr = −hA−R1g

1− κr2 → g = hA

R1
; (R1 6= 0) . (6.55)

A diferencia del caso anterior, el tensor de Ricci con factor de escala acepta una solución
no degenerada con f = 0

h =
√
R1

3 tanh
√R1

3 (t− t∗)
 , g = 1√

12R1
sinh

√R1

3 (t− t∗)
 ,

A = CA cosh2

√R1

3 (t− t∗)
 .

Las soluciones degeneradas con R1 = 0, requieren que la constante CA = 0 o, A = CA
cuando h = 0.

6.2.4. Curvatura armónica
La ecuación de curvatura armónica es solo una para tres incógnitas

∇[tRi]j ' g̈ + gḟ + fġ − 2gḣ+ 2gh (f − 2h)− 2κh, (6.56)

el resto de las ecuaciones son proporcionales a esta. Dada la estructura de esta ecuación, no es
posible encontrar una solución anaĺıtica, sin embargo podemos postular dos ansatz asociados
al tensor de Ricci para resolver ec. (6.56): el primero será el tensor de Ricci independiente del
tiempo y el segundo el tensor de Ricci acoplado con el factor de escala a (t).

Tensor de Ricci independiente del tiempo

El ansatz para este tensor es

−R1dt⊗ dt+
(

R2

1− κr2

)
dr ⊗ dr +R2r

2dθ ⊗ dθ +R2r
2 sin (θ)2 dφ⊗ dφ, (6.57)

donde R1 y R2 son constantes. Por completitud incluiremos las ecuaciones asociadas al Ricci
paralelo

∇tRtt = 2R1f, (6.58)
∇iRtj ' R1g −R2h, (6.59)
∇tRij ' R2h, (6.60)

el resto de las ecuaciones son proporcionales a estas. La ecuación asociada a la curvatura
armónica es

∇[tRi]j ' R1g +R2h. (6.61)

La solución nos permite encontrar una expresión algebraica para g

g (t) = −R2

R1
h. (6.62)
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Reemplazando la función g en ecs. (6.23) y (6.24) obtenemos

Rtt = 3
(
fh− h2 − ḣ

)
, (6.63)

Rrr =
(
R2fh+R2h

2 − 2R1κ+R2ḣ
) (
R1
(
κr2 − 1

))−1
. (6.64)

El sistema de ecuaciones a resolver es:
−R1 = 3

(
fh− h2 − ḣ

)
(6.65)

− R2

κr2 − 1 = R2fh+R2h
2 − 2R1κ+R2ḣ

R1 (κr2 − 1) , (6.66)

este se puede reducir a

ḣ+ h2 − fh = R1

3 , (6.67)

ḣ+ h2 + fh = 2R1κ

R2
−R1. (6.68)

Sumando las dos ecuaciones obtenemos una sola ecuación para la función h

ḣ+ h2 = β1, (6.69)
donde

β1 = R1

3R2
(3κ−R2) .

La solución de ec. (6.69) depende del signo de β1

h (t) =


√
β1 tanh

(√
β1 (t− α1)

)
si β1 > 0,

−
√
β1 tan

(√
β1 (t− α1)

)
si β1 < 0,

1
t−α1

si β1 = 0,
(6.70)

donde α1 es la constante de integración que viene de resolver la ecuación diferencial. Una
vez encontrado la función h podemos encontrar la función f , para esto restamos ec. (6.67) y
obtenemos una expresión para f

f (t) = β2

h (t) ,

donde
β2 = R1

3R2
(3κ− 2R2) .

Luego la función f se define como

f (t) =



β2√
β1 tanh

(√
β1(t−α1)

) si β1 > 0,

− β2√
β1 tan

(√
β1(t−α1)

) si β1 < 0

β2 (t− α1) si β1 = 0.

(6.71)

A partir de ec. (6.62) podemos encontrar una expresión para la función g

g (t) =


−R2
R1

√
β1 tanh

(√
β1 (t− α1)

)
si β1 > 0,

R2
3R1

√
β1 tan

(√
β1 (t− α1)

)
si β1 < 0

− R2
3R1

1
t−α1

si β1 = 0.
(6.72)
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Tensor de Ricci con factor de escala

El ansatz para este tensor es

−R1dt⊗ dt+
(

A (t)
1− κr2

)
dr ⊗ dr + r2A (t) dθ ⊗ dθ + r2A (t) sin (θ)2 dφ⊗ dφ, (6.73)

donde R1 es una constante y A (t) es el factor de escala dependiente del tiempo. La derivada
covariante es

∇tRtt ' 2R1f, (6.74)
∇iRtj ' R1g − Ah, (6.75)
∇tRij ' −2ah+ Ȧ. (6.76)

La ecuación de la curvatura armónica es

∇[tRi]j ' R1g + Ah− Ȧ. (6.77)

Al igual que antes encontramos una expresión para g

g = Ȧ− Ah
R1

. (6.78)

Reemplazando la función g en ecs. (6.23) y (6.24) obtenemos

Rtt = 3
(
fh− h2 − ḣ

)
Rtr = −

(
Afh+ Ah2 − 2R1κ− fȦ+ Aḣ− Ä

)
(R1 (1− κr2))−1

.
(6.79)

El sistema de ecuaciones a resolver es

−R1 = 3
(
fh− h2 − ḣ

)
, (6.80)

−aR1 = afh+ ah2 − 2R1κ− fȧ+ aḣ− ä. (6.81)

Cuando R1 = 0 entonces podemos determinar la función h en términos de f , esta corresponde
a una solución degenerada. La ec. (6.80) presenta una solución exacta cuando f = Cf , por este
motivo abordaremos solo este caso

Restricción f = Cf , el sistema de ecuaciones se reduce a

−R1 = 3
(
Cfh− h2 − ḣ

)
, (6.82)

−aR1 = aCfh+ ah2 − 2R1κ− Cf ȧ+ aḣ− ä. (6.83)

Notamos que ec. (6.82) puede ser escrita como

ḣ+
(
h− Cf

2

)2
= β3, β3 = 1

12
(
3C2

f + 4R1
)
. (6.84)
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La solución dependerá del signo de β3

h (t) =


ω tanh (ω (t− t∗)) si ω2 = β3 > 0,
−ω tanh (ω (t− t∗)) si −ω2 = β3 < 0,

1
t−t∗ + Cf

2 si β3 = 0,
±ω + Cf

2 si β3 > 0

(6.85)

La última solución escrita supone que la función h es constante.
A partir de ec. (6.83), podemos obtener una ecuación para la función a

ä+ ȧCf − aCα = −2R1κ, (6.86)

donde Cα = 4
3R1 +2CfCh. Es posible encontrar una solución solo si los términos acoplados con

la función a son constante, es por esta razón que asumiremos que la función h esta dada por:
h = Ch = ±ω +Cf/2 es la constante que viene de ec. (6.85). Luego, la solución exacta para el
factor de escala es

a = a1e
(2Ch−Cf)t + a2e

−2Cht + 2κR1

Cα
. (6.87)

Adicionalmente, otra solución para ec. (6.86) se obtiene cuando β3 = 0, en cuyo caso R1 es una
constante determinada por el valor de Cf , y la función h = 1/t+ Cf/2. La solución para a es

a = t (Cf + 2) [a1 + a2CfΓ (0, Cf t)]− a2e
−Cf t (Cf t+ 1) + 3

4κC
2
f t

2, (6.88)

donde Γ (0, Cf t) es la función gamma incompleta definida por

Γ (0, Cf t) =
∫ ∞

1
dx
e−xCf t

x
. (6.89)

El factor de factor de escala puede ser obtenido para otras elecciones de h, cuando se fija
Cf = 0, en cuyo caso las soluciones a ec. (6.86) viene dada por

a = a1e

√
4R1
r
t + a2e

−
√

4R1
r
t + 3κ

2 , (6.90)

donde el signo de las funciones exponenciales viene dado por el signo de la constante R1.
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Caṕıtulo 7

Cosmoloǵıa en gravedad af́ın

7.1. Curvas auto paralelas
En la gravedad af́ın uno se encuentra con tensores y campos tensoriales definidos en todo el

espaciotiempo, sin embargo uno frecuentemente se encuentra con tensores definidos a lo largo
de una curva, como por ejemplo el momentum de una part́ıcula definido a lo largo de su ĺınea
de mundo. Consideremos la curva xµ (τ) donde τ es un parámetro af́ın y el campo vectorial
tangente Xµ (x (τ)) = ẋµ (τ), definimos la derivada covariante Dτ a lo largo de la curva

d

dτ
= ẋµ∂µ → Dτ = Xµ∇µ = ẋµ∇µ, (7.1)

luego, aplicamos esta definición a un vector V µ

DτV
µ = ẋν∂νV

µ + ẋνΓνµλV λ,

= d

dτ
V µ (x (τ)) + Γνµλẋν (τ)V λ (x (τ)) .

Es importante recordar que el vector V µ necesita solo estar definido a lo largo de la curva y
no necesariamente en todo el espaciotiempo.

La derivada covariante a lo largo de una curva nos permite, en part́ıcular, definir la ace-
leración aµ a lo largo de la curva xµ (τ), como la derivada covariante del vector velocidad
uµ = ẋµ

aµ = Dτ ẋ
µ = ẍµ + Γνµλẋν ẋλ = uν∇νu

µ, (7.2)

de esta forma podemos caracterizar las curvas auto paralelas, como las curvas con aceleración
cero o nula

ẍµ + Γνµλẋν ẋλ = 0, (7.3)

donde Γνλµ son los componentes de la conexión af́ın, las derivadas son con respecto a un
parámetro af́ın τ . Para más información revisar [40,51,52,67].

La ec. (7.3) no es invariante bajo parametrizaciones, consideremos la siguiente parametri-
zación τ → σ (τ) = f (τ), entonces

dxµ

dτ
= df

dτ

dxµ

dσ
,

luego ec. (7.3), puede ser escrita en términos de la variable sigma

d2xµ

dσ2 + Γµνλ
dxν

dσ

dxλ

dσ
= − f̈

ḟ 2
dxµ

dσ
. (7.4)
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Las curvas auto paralelas mantienen su estructura solo si, la transformación es del tipo ĺıneal

σ = f (τ) f (τ) = aτ + b,

estas transformaciones se conocen como transformaciones afines [68], en este trabajo nos limi-
taremos al estudio de las auto paralelas que tienen una parametrización af́ın.

Las curvas auto paralelas, para las componentes presentadas en la tabla 5.4 son:

ẗ+ f ṫ2 + g

1− κr2 ṙ
2 + gr2θ̇2 + gr2 sin2 θφ̇2 = 0,

r̈ + 2hṫṙ + kr

1− kr2 ṙ
2 +

(
kr3 − r

)
θ̇2 +

(
kr3 − r

)
φ̇2 = 0,

θ̈ + 2hṫθ̇ + 21
r
ṙθ̇ − 2 cos θ sin θφ̇2 = 0,

φ̈+ 2hṫφ̇+ 2 ṙφ̇
r

+ 2cos θ
sin θ θ̇φ̇ = 0.

Como el momento angular es una cantidad conservada, fijamos θ = π/2, luego las ecuaciones
se reducen a:

ẗ+ f ṫ2 + g

1− κr2 ṙ
2 + gr2φ̇2 = 0, (7.5)

r̈ + 2hṫṙ + kr

1− kr2 ṙ
2 +

(
kr3 − r

)
φ̇2 = 0, (7.6)

φ̈+ 2hṫφ̇+ 2 ṙφ̇
r

= 0. (7.7)

Recordemos, la gravedad af́ın es un modelo alternativo a la relatividad general donde el campo
fundamental es la conexión af́ın y no esta defindo el tensor métrico, dicho esto, para que
nuestro modelo tenga sentido, debe contener las curvas geodésicas de Friedmann–Robertson–
Walker [69–71].

Centrando nuestro estudio en la forma de la orbita en el plano (r, φ) y no en su evolución
temporal e inspirados en el trabajo [69], nos gustaŕıa encontrar una transformación para el
parámetro af́ın, que nos permita eliminar los terminos tipo 2hṫṙ y 2hṫφ̇ de sus respectivas ecs.
(7.6) y (7.7). Elegimos una función arbitraria A(t) para la transformación:

d

dλ
= 1
A

d

dl
,

d2

dλ2 = − 1
A3

dA

dt

dt

dl

d

dl
+ 1
A2

d2

dl2
.

(7.8)

Reemplazamos en ec. (7.6), esto nos lleva a

− 1
A3

dA

dt

dt

dl

dr

dl
+ 1
A2

d2r

dl2
+ 2h
A2

(
dt

dl

dr

dl

)
+ kr

1− κr2

(
1
A

dr

dl

)2

+
(
κr3 − r

)( 1
A

dφ

dl

)2

= 0.

Como buscamos eliminar la dependencia del parámetro t, la función A debe resolver la siguiente
ecuación

− 1
A3

dA

dt

dt

dl

dr

dl
+ 2h
A

dt

dl

dr

dl
= 0.
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La solución, nos permite relacionar la función h con A

A(t) = CAe
2H , (7.9)

donde H =
∫
hdt. Reemplazando la expresión de A en ecs. (7.6) y (7.7), podemos encontrar

las nuevas expresiones para las componentes r y φ

d2r

dl2
+ κr

1− κr2

(
dr

dl

)2

+
(
κr3 − r

)(dφ
dl

)2

= 0, (7.10)

d2φ

dl2
+ 2
r

dr

dl

dφ

dl
= 0. (7.11)

Este resultado corresponde a las expresiones clásicas de las curvas geódesicas en Relatividad
Reneral en el universo Friedmann-Robertson-Walker, por lo tanto las geódesicas estan conteni-
das en las auto paralelas de la gravedad af́ın. Las soluciones de las ec. (7.10) y (7.11) se pueden
obtener de diversas formas: de forma anaĺıtica [69,70], por metódos computacionales [72], o en
los libros estándar de relatividad general [53,73–77]. Acá no mostraremos en detalle sobre como
obtener las soluciones, solo mencionaremos los dos tipos de soluciones: el primer tipo se puede
obtener igualando φ a una constante, estas curvas son radiales y son de especial interés en el
efecto Sunyaev-Zeldovich [78], o en el estudio de la ecuación cosmológica de Boltzmann [79,80].
Las orbitas radiales son:

r(l)(κ=1) = sin l, r(l)(κ=0) = l, r(l)(κ=−1) = sinh l. (7.12)

El segundo tipo de solución, se encuentra resolviendo las ecuaciones sin niguna restricción para
las variables r y φ

r(φ) = 1√
κ+ 2B2 cos2 (φ+ β)

, (7.13)

para κ = 1 el resultado geométrico es la orbita de una elipse en coordenadas polares, mientras
κ = 0 es el espacio plano y la curva es una ĺınea recta en coordenadas polares.

Esta parametrización, no entrega una expresión anaĺıtica para B, pero si nos dice la relación
entre las funciones A y h, y al mismo tiempo nos permite eliminar los términos tipo 2hṫṙ y
2hṫφ̇ de las ecs. (7.6) y (7.7), dejando como nuevo parámetro l. Esto nos permite generar las
ecuaciones de las geodésicas contenidas en el espacio de Friedmann–Robertson–Walker. Además
la parametrizaación nos permite asegurar que no existen nuevas curvas en el plano (r, φ) en la
gravedad af́ın polinomial, esto se debe a que nos permite reducir el sistema de ecuaciones a las
ya conocidas en el espaciotiempo de Friedmann–Robertson–Walker, es por esta razón que en
nuestro modelo no pueden existir nuevas formas de orbitas en el plano (r, φ).

7.2. Ricci como una métrica emergente
Una variedad pseudo Riemanniana, es una variedad diferenciable M equipada con un tensor

métrico gµν diferenciable, simétrico, no degenerado en cada punto de la variedad. En este
tipo de variedad, la estructura fundamental es el tensor métrico, cuando este está definido
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7. Cosmoloǵıa en gravedad af́ın

de forma positiva entonces es una variedad Riemaniana. Un caso especial es la variedad de
Lorentz, donde el tensor métrico, tiene una signatura (1, n− 1) para n dimensiones, esta es
una variedad pseudo-Riemanniana. En Relatividad General, el espaciotiempo es una variedad
diferenciable, de dimensión cuatro, dotada de un tensor métrico de signatura (1, 3), que resuelve
las ecuaciones de campo de Einstein. Siempre es posible definir la conexión Levi-Civita, pero si
esta satisface las condiciones de metricidad y además estamos trabajando en un espaciotiempo
sin torsión, este esta conexión viene dada por las derivadas parciales del tensor métrico. Con la
conexión, podemos encontrar el tensor de curvatura de Riemann, y su respectiva contracción
el tensor de Ricci. Existe una variedad especial, en las que el tensor de Ricci, es proporcional a
la métrica, estas se conocen como variedades de Einstein [81], esto permite que las cantidades
derivadas a partir del tensor métrico formen una cadena cerrada, tal como se muestra en fig.
7.1. Es posible contraer el tensor de Ricci, usando la métrica, para encontrar el escalar de
curvatura.

gµν

Γµλν

Rρµ
λ
ν

Rµν

Figura 7.1: Cadena cerrada para can-
tidades, usando el tensor
métrico.

Γµλν

Rρµ
λ
ν

Rµν

Figura 7.2: Cadena cerrada para canti-
dades, usando la conexión
af́ın.

En nuestro modelo, la variedad esta dotada de una conexión af́ın y no necesariamente cuenta
con un tensor métrico (M,Γ). A partir de la conexión af́ın podemos encontrar el tensor de
curvatura de Riemann, y su respectiva contracción, el tensor de Ricci. Esta última operación,
esta bien definida en nuestro espacio, debido a que el tensor de curvatura, tiene un ı́ndice
superior de forma natural, y por lo tanto es posible contraerlo con algún ı́ndice inferior. Si
el tensor de Ricci actúa como una métrica emergente entonces podemos cerrar la cadena de
cantidades definidas en la gravedad af́ın polinomial, ver fig. 7.2.

Definición Sea M una variedad diferenciable de dimensión m. Una métrica pseudo-Riemanniana

en M es un campo tensorial
(

0
2

)
g en M , que satisface

1. g es un tensor simétrico.

2. g es no degenerado, esta condición nos asegura que es invertible.

Consideremos R̃µν como el tensor Ricci-métrico obtenido a partir de la conexión af́ın (no
necesariamente la conexión de nuestro modelo) y exigimos que este tensor sea covariantemente.
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7.2. Ricci como una métrica emergente

Escribiendo expĺıcitamente la derivada covariante y permutando los ı́ndices obtenemos

∇σR̃µν = ∂σR̃µν − Γ̃σρµR̃ρν − Γ̃σρνR̃ρµ = 0,
∇µR̃σν = ∂µR̃σν − Γ̃µρσR̃ρν − Γ̃νρµR̃ρσ = 0,
∇νR̃σµ = ∂νR̃σµ − Γ̃νρσR̃ρµ − Γ̃µρνR̃ρσ = 0,

donde Γ̃νρσ es la conexión obtenida a partir de R̃µν . Sumando las dos primeras expresiones y
restando la última obtenemos

Γ̃σνµ = 1
2R̃

ρν
(
∂σR̃µν + ∂µR̃σν − ∂νR̃σµ

)
. (7.14)

Queremos demostrar la siguiente identidad

Γ̃σνµ(R̃) = Γσνµ(R),

sujeto a la siguiente restricción

R̃µν = Rµν , (7.15)
∇σRµν = 0, (7.16)

donde Rµν es el tensor de Ricci obtenido a partir de los coeficientes de la conexión af́ın.
Escribiendo de forma expĺıcita ec. (7.16) y permutando los ı́ndices obtenemos

∇σRµν = ∂σRµν − ΓσρµRρν − ΓσρνRρµ = 0, (7.17)
∇µRσν = ∂µRσν − ΓµρσRρν − ΓνρµRρσ = 0, (7.18)
∇νRσµ = ∂νRσµ − ΓνρσRρµ − ΓµρνRρσ = 0. (7.19)

Despejando las derivadas parciales y usando (7.15), reemplazamos en ec. (7.14)

Γ̃σνµ = 1
2R̃

ρν (ΓσρµRρν + ΓσρνRρµ + ΓµρσRρν + ΓνρµRρσ − ΓνρσRρµ − ΓµρνRρσ) , (7.20)

= 1
2R̃

ρν (ΓσρµRρν + ΓµρσRρν) , (7.21)

= Γσνµ. (7.22)

Este es el resultado que estamos buscando, con la conexión af́ın encontramos el tensor de
curvatura y su contracción el tensor de Ricci. Si el tensor de Ricci, actua como una métrica
emergente, entonces genera una conexión af́ın equivalente a la original, siempre y cuando el
tensor de Ricci sea covariantemente constante. Estos espacios se conocen como los espacios o
variedades de Einstein.

Como consecuencia directa, con el tensor de Ricci actuando como una métrica emergente,
podemos distinguir los distintos tipos de curvas auto-paralelas tipo: tiempo, espacio o nulo.
Podemos definir las curvas auto-paralelas nulas, por el siguiente conjunto de ecuaciones

ẍµ + Γλµρẋλẋρ = 0, (7.23)
R̃µν ẋ

µẋν = 0. (7.24)
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7. Cosmoloǵıa en gravedad af́ın

Analizando la dirección radial para el haz de luz

dt = ±

√√√√R̃rr

R̃tt

dr√
1− κr2

, (7.25)

renombrando las variables temporales como

a(t) =

√√√√R̃rr

R̃tt

, (7.26)

podemos recuperar el efecto redshift definido en cosmoloǵıa.
De esta forma la gravedad af́ın polonimoial, aún cuando se define utilizando la conexión af́ın

como campo fundamental, contiene un tensor métrico que emerge de forma natural a partir del
tensor de Ricci, en ese sentido, podemos obtener cantidades cosmológicas en nuestro modelo.
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Caṕıtulo 8

Conclusión

En esta tesis se ha presentado y estudiado el modelo de la gravedad af́ın polinomial, este
es un modelo alternativo a la Relatividad General, construido para describir las interaccio-
nes gravitacionales, utilizando la conexión como campo único y fundamental, la métrica no
entra como mediador de las interacciones. La acción af́ın polinomial se construye utilizando
términos que sean invariante bajo transformación de coordenadas por lo tanto es invariante
bajo difeomorfismo. La acción cuenta con una gran cantidad términos, estos se configuran de
acuerdo a las restricciones que impone el análisis dimensional a la hora de construir densidades
escalares. Las ecuaciones de campo obtenidas son complicadas de resolver, por esta razón nos
enfocaremos en el sector del espaciotiempo libre de torsión, esta simplificación debe ser hecha a
nivel de ecuación de movimiento, sin embargo es posible construir una acción efectiva notando
que las únicas contribuciones no nulas, vendrán de los términos que son lineales en los campos
Aµ, Bµ

λ
ν para ec. (4.5), que representan la torsión. Finalmente la ecuación de campo en el

espaciotiempo sin torsión corresponde a una generalización de las ecuaciones de campo de la
relatividad general en el vaćıo.

Nuestro ansatz cosmológico es constrúıdo utilizando los vectores de Killing como genera-
dores de las simetŕıas impuestas por el principio cosmológico: isotroṕıa y homogeneidad. Estos
vectores entran como campo vectorial a la derivada de Lie, y nos permite encontrar las res-
tricciones geométricas a nuestros ansatz tanto métrico como af́ın. Para el ansatz métrico, la
dependencia final de las componentes del tensor quedan en función de las coordenadas (t, r, θ),
esta métrica corresponde a la métrica de Friedmann–Robertson–Walker. Para el ansatz af́ın, los
coeficientes finales dependerán de las coordenadas (t, r, θ), sin embargo quedan tres coeficientes
definidos por distintas funciones dependientes del tiempo, a estos coeficientes los llamamos f ,
g y h.

Cuando la conexión es la conexión Levi-Civita para el ansatz métrico, es posible demostrar
que las soluciones encontradas para Ricci plano son las mismas que se encuentran descritas por
la conexión en el espaciotiempo de Minkowski. Para el caso Ricci paralelo, como era de esperar-
se, uno puede recuperar las soluciones cosmológicas de vaćıo que se encuentran en Relatividad
General, donde la constante cosmológica entra como una constante de integración. La tercera
familia de soluciones vienen dadas por la ecuación curvatura armónica, al realizar el cambio
de variable a2 a f esta permite reproducir soluciones de vaćıo ya existentes en Relatividad
General pero estas no presentan ninguna restricción geométrica, dado que el paramétro κ se
encuentra libre, sin embargo, al volver al espaciotiempo dado por el factor de escala a, el factor
κ está presente dentro de una ráız lo que supondrá cierta restricción sobre su valor y el valor
de las constantes asociadas a cada tipo de solución.

Cuando la conexión utilizada es la conexión af́ın, las ecuaciones asociadas a Ricci plano son
dos ecuaciones independientes, esto nos dice de forma inmediata que no es posible encontrar de
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8. Conclusión

forma anaĺıtica cada una de las funciones definidas en la conexión af́ın, sin embargo la variable
f no es una variable dinámica dado que no presenta ninguna derivada temporal, por lo tanto
sirve para parametrizar las funciones g y h, de esta forma es posible encontrar expresiones para
dichas funciones en términos de f . Estas soluciones no presentan restricciones geométricas, en
este sentido el paramétro κ puede tomar cualquiera de los tres valores. Como contamos con
más incognitas que ecuaciones podemos suponer la estructura de alguna función, esto conduce
a varios casos interesantes, en part́ıcular tenemos: i) podemos elegir la funciones f , g y h de
forma tal que podemos obtener el tensor de Ricci de la métrica de Friedmann–Robertson–
Walker, ii) es posible elegir una parametrización de las funciones f , g y h de forma tal que
podemos emular los resultados de Relatividad General acoplado con materia, en part́ıcular un
fluido perfecto, en este sentido la gravedad af́ın polinomial presenta resultados que se pueden
interpretan como efectos de materia en Relatividad General. Este último punto, resulta de
gran interés porque el modelo af́ın hace una descripción geométrica del espacio-tiempo y no
hace referencia al tensor de enerǵıa-momento.

Las ecuaciones afines para el caso Ricci paralelo son tres y contamos con tres incognitas,
pero dada la estructura de las ecuaciones es imposible encontrar una solución anaĺıtica para
cada función. Sin embargo podemos considerar un anstaz para el tensor de Ricci que sea no
nulo y resolver las ecuaciones para el Ricci paralelo: i) para el ansatz independiente del tiempo,
no existen soluciones no degeneradas, sin embargo se encontraron dos soluciones degeneradas:
la primera solución degenerada, considera la componente temporal del tensor de Ricci como
nulo, esto permite encontrar una expresión para la función g en términos de f ; la segunda
solución degenerada, considera la parte espacial del tensor de Ricci como cero, esto permite
encontrar de forma anaĺıtica la función h.

El último caso, corresponde a curvatura armónica nos entrega solo una ecuación para las
tres variables, por lo tanto no es posible resolver el sistema. Postulamos dos tipos de ansatz para
el tensor de Ricci que sean no nulos y no degenerados: i) Cuando el ansatz es independiente
del tiempo, en la ecuación de la curvatura armónica la función f no está presente, esto permite
encontrar una relación entre las funciones g y h que resuelvan dicha ecuación. Luego volvemos
al tensor de Ricci igualado al ansatz, esto genera dos ecuaciones, una para la función h y otra
para la función f . Las soluciones dependerán de los signos de las constantes. ii) Cuando el
ansatz es el factor de escala, la ecuación de la curvatura armónica queda en términos de las
funciones g, h, a y ȧ. Es posible dejar la función g en término de las otras funciones y resolver
dicha ecuación. Luego volvemos al tensor de Ricci igualado al ansatz, esto genera un sistema
de dos ecuaciones. Este solo será posible de resolver cuando la función f sea una constante Cf ,
luego es posible encontrar la función h de forma anaĺıtica y además encontrar una ecuación
para el factor de escala. Esta ecuación puede ser resuelta siempre y cuando h sea una constante.
Es interesante que la conexión asociada a la curvatura armónica puede entregar una métrica
emergente (el tensor de Ricci) correspondiente a la métrica del espaciotiempo de Minkowski,
aún cuando la curvatura no es cero.

Con la conexión af́ın estudiamos las curvas auto-paralelas en cosmoloǵıa, esto conduce a
cuatro ecuaciones (una para cada coordenada). Centramos nuestro interés en la forma de las
órbitas en el plano r − φ para θ = π/2. Las ecuaciones para las componentes r y φ, dependen
de las coordenadas r, φ, t y sus primeras, segundas derivadas. Dado que estamos interesados
solo en la forma de la órbita y no en como evoluciona temporalmente, buscamos eliminar la
dependencia de la coordenada t. Para esto consideramos una transformación o parametrización
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de las coordenadas. Esto permite eliminar la dependencia de la coordenada t y reducir el sistema
de ecuaciones al ya conocido en Friedmann–Robertson–Walker, es por este motivo que estas
geodésicas están contenidas en las curvas auto paralelas de la gravedad af́ın polinomial. Cabe
mencionar que solo la función h esta acoplada con el término ṫ en ambas ecuaciones, por este
motivo cuando eliminamos la dependencia de la coordenada t, estamos eliminando la función
af́ın. Luego no es posible tener nuevas curvas en el plano r− φ en la gravedad af́ın polinomial.

El tensor de Ricci, bajo las condiciones de paralelismo y no degenerancia actúa como una
métrica emergente y en este caso particular, podemos utilizar este tensor para: definir la lon-
gitud de arco, transformar vectores en sus representaciones duales los covectores y viceversa,
subir/bajar ı́ndices, esto último nos permite generar contracciones en tensores y obtener can-
tidades que solo estan definidas en una variedad dotada de un tensor métrico. Como ya vimos
antes, no es posible resolver las ecuaciones para el Ricci paralelo, pero cuando utilizamos un
ansatz para el tensor de Ricci, podemos encontrar parametrizaciones que resuelven las ecua-
ciones de Ricci paralelo, estas soluciones generan los espacios de Einstein ya conocidos. De esta
forma, el tensor de Ricci actúa como una métrica emergente, sin embargo este nuevo tensor
adopta la forma de métricas ya conocidas en Relatividad General. Si uno estudia las curvas
geodésicas, es posible demostrar que no existen nuevas curvas, esto se debe a que aún conocida
las parametrizaciones de las funciones f , g y h que componen este nuevo tensor de Ricci, al
estudiar la forma de las curvas solo entra en juego la función h acoplada con los términos ṫṙ y
ṫφ̇, al igual que antes debemos eliminar la dependencia temporal de las curvas, lo que lleva a
eliminar los términos que contienen la función h, reduciendo el sistema de ecuaciones a las ya
conocidas en los espacios de Friedmann–Robertson–Walker. Esto nos dice que a un nivel más
fundamental, en un espaciotiempo que presenta las simetŕıas de isotroṕıa y homogeneidad, las
curvas son las ya conocidas y no pueden existir nuevas curvas en el plano r − φ.

El segundo resultado, cuando el tensor de Ricci actua como una métrica emergente, podemos
clasificar vectores y trayectorias como tipo: tiempo, espacio o nulo. En este contexto, podemos
distinguir la trayectoria de objetos con masas (tal como planetas) de los sin masa (fotones).
En este último caso, surge de manera natural el efecto redshift en nuestro modelo de gravedad
af́ın polinomial.
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Apéndice A

Análisis Dimensional

El procedimiento para construir la acción de la gravedad af́ın polinomial, utiliza un tipo de
análisis dimensional, tal como se muestra en Ref. [47]. Construimos el modelo utilizando los
elementos que componen la conexión af́ın presentados en ec. (4.4), donde los campos indepen-
dientes son: Aµ es proporcional a la traza de la torsión, Bµ

λ
ν el tensor de torsión sin traza,

y Γρµσ como la parte simétrica, sin embargo este campo no transforma como tensor, por este
motivmo introducimos la derivada covariante ∇µ.

Nuestro interés, es construir densidades escalares, para esto debemos contar el número de
ı́ndices libres. Se define el operador N (Φ) para contar el número y la posición de los ı́ndices
del campo Φ, siendo positivo(negativa) para ı́ndices que se encuentran arriba(abajo). De esta
forma tenemos

N(Aµ) = −1, N(Bµ
λ
ν) = −1, N(∇µ) = −1, N(dV αβγδ) = 4.

De la misma forma y usando el mismo convenio, definimos el operador W (Φ), para contar el
peso

W (Aµ) = 0, W (Bµ
λ
ν) = 0, W (∇µ) = 0, W (dV αβγδ) = 1.

La expresión genérica (G) que podemos construir usando los elementos Aµ, Bµ
λ
ν , ∇µ,

dV αβγδ es
G = AaBb∇cdV d, (A.01)

donde la potencia representa el número de veces que aparece el campo. Aplicando los operadores
N (Φ) y W (Φ) a G obtenemos

N(G) = 4d− a− b− c = n, (A.02)
W (G) = d = w. (A.03)

Para construir densidades escalares, debemos fijar las restricciones adecuadas, esto es res-
tringir n = 0 y w = 1. Esta última condićıon, fija de forma inmediata el valor de d = 1, de
esta forma tenemos solo una ecuación por resolver:

a+ b+ c = 4. (A.04)

A continuación, presentamos una tabla resumen, con todas las configuraciones posibles, que
resuelven esta última ecuación.
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Cuadro A.1: Posibles términos contribuyentes a la densidad lagrangeana.

a b c Terms
4 0 0 AAAA
3 1 0 AAAB
3 0 1 AAA∇
2 2 0 AABB
2 0 2 AA∇∇
2 1 1 AAB∇
1 2 1 ABB∇
1 1 2 AB∇∇
1 3 0 ABBB
1 0 3 A∇∇∇
0 4 0 BBBB
0 3 1 BBB∇
0 2 2 BB∇∇
0 1 3 B∇∇∇
0 0 4 ∇∇∇∇

Estudiemos como construir algunos términos de la acción, en part́ıcular trabajaremos con
B∇∇∇. La expresión asociada a esta configuración corresponde a

∇�∇�∇�B�
�
�dV

����, (A.05)

donde cada cuadrado será completado con un ı́ndice griego. El diferencial de volumen debe
estar contráıdo, por lo tanto tenemos solo dos opciones

∇α∇β∇µBγ
µ
δdV

αβγδ, ∇α∇β∇γBδ
µ
µdV

αβγδ. (A.06)

El primer término presenta la estructura que se debe satisfacer mientras que el segundo término
es cero, esto debido a que la expresión Bδ

µ
µ es cero, porque este término no tiene traza. A

partir del conmutador de las derivadas covariantes podemos obtener el tensor de curvatura, de
esta forma podemos reescribir el primer término como

Rαβ
σ
ρ∇µBγ

µ
δdV

αβγδ. (A.07)

En esta última expresión tenemos dos nuevos ı́ndices que deben ser contráıdos

Rαβ
ρ
ρ∇µBγ

µ
δdV

αβγδ, Rσα
σ
β∇µBγ

µ
δdV

αβγδ. (A.08)

Estas dos expresiones corresponden a los términos C1 y C2. Un procedimiento similar entrega
todos los términos de la acción (4.5).

De la tabla A.1, las configuraciones no nulas son

AABB → F4 AB∇∇ → B3, B4, B5, E2 BBB∇ → D1, D2, D3

AAB∇ → D6, D7 ABBB → F3 BB∇∇ → B1, B2, E1

ABB∇ → D4, D5 BBBB → F1, F2 B∇∇∇ → C1, C2
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Apéndice B

Ecuaciones de campos

En este apéndice, se muestran las contribuciones de cada término presente en la acción
ec. (4.5) para las ecuaciones de campos. Esta separación nos facilita ver la dependencia de los
campos y comprobar de forma directa, la acción efectiva del modelo.

Ecuaciones de campos para Γµλν

B1 : ∇µ

([
2δ[µ
λ Bα

ν]
βBγ

ρ
δ + 2δ[µ

λ Bα
ρ]
βBγ

ν
δ

]
dV αβγδ

)
= 0 (B.01)

B2 : ∇µ

(
2Bγ

σ
δBσ

(ρ
λ dV ν)µγδ

)
= 0 (B.02)

B3 : ∇µ

(
2δ[µ
λ Bβ

ν]
γAδ dV ρβγδ +2δ[µ

λ Bβ
ρ]
γAδ dV νβγδ

)
= 0 (B.03)

B4 : ∇µ

(
−2Bγ

(ρ
δAλ dV ν)µγδ

)
= 0 (B.04)

B5 : ∇µ

(
−2Bγ

σ
δAσδ

(ρ
λ dV ν)µγδ

)
= 0 (B.05)

C1 : ∇µ

(
2∇βBγ

ρ
δδ

[µ
λ dV ν]βγδ +2∇βBγ

ν
δδ

[µ
λ dV ρ]βγδ

)
= 2Rµλ

µ
αBγ

(ρ
δ dV ν)αγδ (B.06)

C2 : ∇µ

(
−2∇σBγ

σ
δδ

(ρ
λ dV ν)µγδ

)
= 2Rαβ

σ
σ

[
2Bλ

(ν
δ dV ρ)αβδ −δ(ν

λ Bγ
ρ)
δ dV αβγδ

]
(B.07)

D1 : 2Bτ
σ
λBσ

τ
αBγ

(ρ
δ dV ν)αγδ = 0 (B.08)

D2 : 2Bα
σ
βBσ

(ν
τ

[
2Bλ

τ
δ dV |ρ)αβδ −δτλBγ

ρ)
δ dV αβγδ

]
= 0 (B.09)

D3 : 2Bα
σ
τBβ

(ν
γ

[
δρ)
σ Bλ

τ
δ + δ

ρ)
δ Bσ

τ
λ − δτλBσ

|ρ)
δ

]
dV αβγδ = 0 (B.010)

D4 : − 2Bα
ν
βBγ

ρ
δAλ dV αβγδ = 0 (B.011)

D5 : 2Bα
(ν
βAσ

[
2Bλ

σ
δ dV ρ)αβδ −δσλBγ

ρ)
δ dV αβγδ

]
= 0 (B.012)

D6 : 2Bα
(ν
βAγAλ dV ρ)αβγ = 0 (B.013)

E1 : 4∇σBα
σ
β

[
2Bλ

(ρ
δ dV ν)αβδ −δ(ν

λ Bγ
ρ)
δ dV αβγδ

]
= 0 (B.014)

E2 : 2Fαβ
[
2Bλ

(ρ
δ dV ν)αβδ −δ(ν

λ Bγ
ρ)
δ dV αβγδ

]
= 0 (B.015)
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B. Ecuaciones de campos

Ecuaciones de campos para Bµ
λ
ν

B1 : 4Rµ(σ
µ
λ)Bγ

σ
δ dV νργδ = 0 (B.016)

B2 : 2Rαβ
µ
σBµ

σ
λ dV νραβ +2Rαβ

[ν
λBγ

ρ]
δ dV αβγδ = 0 (B.017)

B3 : 2Rµλ
µ
αAβ dV νραβ = 0 (B.018)

B4 : 2Rαβ
σ
λAσ dV νραβ = 0 (B.019)

B5 : 2Rαβ
τ
τAλ dV νραβ = 0 (B.020)

C1 : ∇µ (−2Rσα
σ
λ dV µνρα) = 0 (B.021)

C2 : ∇µ

(
2Rαβ

σ
σδ

µ
λ dV νραβ

)
= 0 (B.022)

D1 : ∇µ

(
−2Bσ

θ
λBθ

σ
α dV µνρα

)
= 0 (B.023)

D2 : ∇µ

(
2Bα

σ
βBσ

µ
λ dV νραβ

)
= 2Bλ

µ
σ∇µBα

σ
β dV νραβ +2Bα

[ν
β∇λBγ

ρ]
δ dV αβγδ (B.024)

D3 : ∇µ

(
−2Bα

ν
λBβ

µ
γ dV ραβγ

)
= 2Bβ

µ
γ∇µBλ

[ρ
δ dV ν]βγδ +2Bγ

µ
σ∇λBµ

σ
δ dV νργδ (B.025)

D4 : 4Bα
σ
β∇(λAσ) dV νραβ = 0 (B.026)

D5 : ∇µ

(
2Bα

µ
βAλ dV νραβ

)
= 2∇λBα

σ
βAσ dV νραβ (B.027)

D6 : 2Aγ∇λAδ dV νργδ = 0 (B.028)
D7 : 2AλFγδ dV νργδ = 0 (B.029)
E1 : ∇µ

(
4δµλ∇σBα

σ
β dV νραβ

)
= 0 (B.030)

E2 : ∇µ

(
2δµλFαβ dV νραβ

)
= 0 (B.031)

F1 : 4Bα
µ
βBµ

σ
τBλ

τ
σ dV νραβ +4Bα

µ
βBγ

[ν
δBµ

ρ]
λ dV αβγδ = 0 (B.032)

F2 : 2Bα
µ
σBβ

σ
τBλ

τ
µ dV νραβ +2Bα

µ
βBµ

σ
λBγ

[ρ
σ dV ν]αβγ

− 2Bα
µ
βBγ

σ
λBµ

[ρ
σ dV ν]αβγ +2Bα

[ν
βBγ

ρ]
σBδ

σ
λ dV αβγδ = 0 (B.033)

F3 : 2Bλ
[ν
αBβ

ρ]
γAδ dV αβγδ +2Bα

σ
βAγBλ

[ν
σ dV ρ]αβγ +2Bσ

µ
λBµ

σ
αAβ dV νραβ = 0 (B.034)

F4 : 4Bα
µ
βAµAλ dV νραβ = 0 (B.035)

Ecuaciones de campos para Aµ

B3 : Rστ
σ
αBβ

τ
γ dV αβγδ = 0 (B.036)

B4 : Rαβ
ν
σBγ

σ
δ dV αβγδ = 0 (B.037)

B5 : Rαβ
σ
σBγ

ν
δ dV αβγδ = 0 (B.038)

D4 : ∇µ

[
Bα

µ
βBγ

ν
δ dV αβγδ

]
= 0 (B.039)

D6 : ∇µ

[
Bα

µ
βAγ dV αβγν

]
+Bα

µ
β∇µAγ dV αβγν = 0 (B.040)
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D5 : Bα
σ
β∇σBγ

ν
δ dV αβγδ = 0 (B.041)

D7 : ∇µ

[
Bα

σ
βAσ dV αβµν

]
+Bα

ν
βFγδ dV αβγδ = 0 (B.042)

E2 : ∇µ

[
∇σBα

σ
β dV αβµν

]
= 0 (B.043)

F3 : Bσ
τ
λBτ

σ
αBβ

λ
γ dV αβγν = 0 (B.044)

F4 : 2Bα
σ
βBγ

ν
δAσ dV αβγδ = 0 (B.045)
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(deuxième partie),” Ann. Ec. Norm. Super. 42 (1925) 17.
http://www.numdam.org/numdam-bin/item?id=ASENS_1925_3_42__17_0.
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