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Resumen

La gravedad afin polinomial, es un modelo alternativo a la relatividad general de Einstein,
en el cual la variedada esta dotada de la conexién afin como campo fundamental y no esté ne-
cesariamente definido el tensor métrico. Como consecuencia inmediata de esto, no es posible en
una primera instancia definir la nociéon de distancia, transformar vectores en sus respresentacio-
nes duales covectores y vice versa, y no es posible clasificar vectores como tipo tiempo, espacio
y nulo. La accién de la gravedad afin se construye con elementos que preserven la invariancia
bajo transformacién de coordenadas, para esto se utiliza una técnica tipo andlisis dimensional.
Se obtienen las ecuaciones de campo para cada elemento fundamental. Estudiamos el sector
del espaciotiempo sin torsion, esto conduce a una ecuacion de campo, conocida como curva-
tura armonica. Para resolver la ecuaciéon de campo construimos ansatzes compatibles con las
simetrias del principio cosmlogico: isotropia y homogeneidad, para esto utilizamos la derivada
de Lie, y como campo vectorial usaremos los vectores de Killing asociados a los grupos de
rotaciones y traslaciones espaciales. Con el fin de ejemplificar el procedimiento, encontraremos
un ansatz métrico que nos conduce a la métrica de Friedmann—Robertson-Walker y después
encontramos el ansatz para la conexion afin. Una vez construido los ansatz se resuelven las
ecuaciones de campo para la gravedad afin, esto conduce a varios tipos de soluciones, solu-
ciones conocidas y no conocidas en relatividad general. Para términar se estudian las curvas
auto paralelas de nuestro modelo y la factibilidad de poder utilizar el tensor de Ricci como
una métrica emergente.
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Capitulo 1

Introduccion

En la naturaleza existen cuatro fuerzas fundamentales, la fuerza electromagnética la cual es-
tudia las interaciones eléctricas y magnéticas, la fuerza nuclear fuerte, responsable de mantener
unidos a los nucleones (protones y neutrones) que coexisten en el nicleo atémico, la fuerza nu-
clear débil, responsable de los fenémenos como el decaimiento radiactivo, y finalmente la fuerza
gravitatoria, siendo esta ultima la encargada de modelar la geometria del espaciotiempo.

La ley de gravitacién universal propuesta por Sir Isaac Newton [1], fue la primera teoria
de la gravedad utilizada para describir los efectos del campo gravitatorio como una fuerza.
La validez de esta teoria pudo ser demostrada debido a las exitosas predicciones de esta: fue
posible demostrar la existencia de Neptuno a partir de las variaciones de la 6rbita de Urano; la
descripcion de la orbita de la tierra entonro al Sol. A pesar de los exitos de la teoria newtoniana,
esta presenta dos problemas fundamentales: no es una teoria invariante de Lorentz y la ecuacion
de Poisson no contiene derivadas temporales, esta describe un efecto gravitatorio que se propaga
de forma instantanea.

La relatividad general propuesta por Einstein [2-6], es una teoria de gravitacién que aborda
los problemas de la teoria newtoniana utilizando elementos de geometria diferencial como
lenguaje natural. Este modelo es una generalizacion de la relatividad especial y la ley de
gravitacién universal, dando una descripcién geométrica de la estructura del espaciotiempo. El
fundamento de esta teoria es el principio de equivalencia, este principio afirma que un sistema
inmerso en un campo gravitatorio es puntualmente indistinguible de un sistema de referencia
no inercial acelerado. Las ecuaciones de campo de Einstein describen la interaccion gravitatoria
como resultado de la curvatura en el espaciotiempo debido a la presencia de masa y energia. Las
interacciones gravitacionales son mediadas por el tensor de Einstein, construido usando como
campo fundamental la métrica, mientras que la materia entra en las ecuaciones de campo por
medio del tensor de energia momento. El tensor métrico, es el objeto matematico que permite
definir la nocion de distancia y calcular la distancia entre dos puntos, este también nos permite
transformar vectores en sus representaciones duales, los co-vectores y viceversa, a su vez nos
otorga una manera de clasificar los vectores como tipo tiempo, nulo o espacio. Las ecuaciones
de campo de Einstein, pueden ser obtenidas de distintas formas, siendo una de estas, variar
la accion de Einstein-Hilbert, con respecto a la métrica. Einstein propone tres experimentos
para validar su teorfa [7], estos se conocen comos los experimentos cldsicos de la relatividad
general:(7) la precesién de la érbita de Mercurio [6]; (i) la deflexion de la luz causada por el
sol [8-11], (#7i) el corrimiento al rojo, en ingles conocido como redshift [12,13]. Un trabajo muy
completo que compara las predicciones téoricas de la relatividad general con los resultados
experimentales se encuentra en [14].

Una de las predicciones mas importantes de la relatividad general, es la existencia de las
ondas gravitacionales [15]. En el afio 1993 se descubrio un pulsar en un sistema estelar binario,
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1. INTRODUCCION

esto entrego la primera evidencia indirecta de la existencia de las ondas gravitacionales [16].
Finalmente, LIGO-Virgo pudieron detectar la existencia de estas ondas [17], debido a la fusién
de dos agujeros negros.

La relatividad general de Einstein, es la teoria mas exitosa para predecir las interacciones
gravitacionales. Sin embargo este modelo no es compatible con la teoria cuantica de campos,
a la fecha no es posible establecer una version cuantica de la gravedad que sea consistente y
renormalizable [18-27]. Ademads, de acuerdo con el modelo estandar en cosmologia, la materia
observada por nosotros de forma directa en el universo corresponde a aproximadamente un
4% del total de materia y/o energia que contiene el universo. Cerca de un 27 % deberia ser
materia oscura, esta se comporta como materia ordinaria pero solo interactia de forma debil
con el modelo estandar. El 69 % restante del universo, deberfa estar compuesto por la energia
de vacio, llamada energia oscura. Esta materia y energia oscura no puede ser explida de forma
apropiada con el modelo estandar de cosmolégia.

Para poder resolver los problemas presentados por el modelo uno debe agregar nueva fisica,
esto es introduciendo nuevas particulas o cambiando la teoria de la gravitacion. Esta ultima
sugiere que la teoria de la relatividad general es una teoria efectiva de la gravedad y, por lo tanto,
uno debe considerar modelos alternativos o generalizaciones de esta. Un modelo alternativo
es la teoria escalar-tensor de Brans-Dicke [28], en donde las interacciones gravitacionales son
mediadas por un campo escalar junto con el tensor de Einstein, la constante de gravitacion
universal es reemplazada por un campo escalar. Algunas de las posibles generalizaciones son:
la teoria Einstein-Cartan, esta se considera una extension de la relatividad general que supone
conexiones no simétricas, pero utilizando la misma accién [29-32]; T. Kaluza and O. Klein [33—
35] fueron los primeros en proponer modelos con dimensiones extras; los modelos de Lovelock
que consideran generalizaciones del tensor de Einstein [36]; los modelos de métricas-afines, en
estas teorias las condiciones de metricidad y un espaciotiempo sin torsiéon no son consideradas
[37]; el modelo de Lovelock-Cartan, este es una extensién de los modelos de Lovelock con
una conexion no simétrica [38]; y muchos otros més. Es importante recalcar que en todos los
modelos mencionados, la métrica juega un papel fundamental en las teorias.

Es posible construir modelos afines de gravitacién pura, en estos modelos las interacciones
son gobernadas por la conexiéon afin como campo fundamental. El primer intento de un modelo
afin fue propuesto Sir A. Eddington, quien considero una accién definida por la raiz cuadrada
del tensor de Ricci [39]; E. Schrodinger utilizé la conexién afin como base fundamental para
definir el espaciotiempo [40]. En la actualidad existe una gran cantidad de modelos afines,
donde la conexion afin se considera como el campo fundamental y es independiente de la
métrica [41-45].

Nuestro modelo afin de la gravedad, utiliza como tinico fundamental la conexién afin, es por
esta razéon que el tensor métrico no esta defindo. La conexién afin puede ser decompuesta en
sus partes irreducibles, utilizando las partes tanto simétricas como antisimétricas, ver [46-48],
estos elementos son usados para construir la accién mas genérica posible y que al mismo tiempo
sea invariante bajo difeomorfismo. La accién de la gravedad afin polinomial presenta varias
caracteristicas interesantes:(i) no es posible agregar més términos a la accién, esto debido al
andlisis dimensional que se utilizé para su construccion; (i7) todos los terminos y sus respectivas
constantes de acoplamiento son adimensionales, esto sugiere que el modelo es conformal; (7i7)
en el espaciotiempo sin torsiéon, es posible obtener una accion efectiva compatible con los
resultados clasicos de relatividad general; (iv) es una serie de potencia renormalizable, es una




condicién necesaria pero no suficiente para garantizar que el modelo sea renormalizable.

Las ecuaciones de campo para la accion afin se pueden obtener utilizando el formalismo de
Kijowski [49]. Estas en el espaciotiempo sin torsion, corresponden a una generalizacién de las
ecuaciones de campo de Einstein en el vacio. Para encontrar las posibles soluciones, utilizamos
un ansatz cosmoldgico [48], compatible con las simetrias del principio cosmoldgico: isotropia
y homogeneidad. Estas simetrias se ven reflejadas en los vectores de Killing, sirviendo como
campo de entrada para el flujo de la derivada de Lie. Existen tres familias de soluciones para las
ecuaciones de movimiento: soluciones tipo: Ricci-plano, Ricci-paralelo y curvatura armonica.

Con el anstaz, se estudiaran las curvas auto-paralelas, estas correspoden a las geodésicas de
relatividad general, definidas en un espacio sin métrica. Sera importante ver si las geodésicas
clasicas de los espacios de Friedmann—Robertson-Walker estan contenidas en la gravedad afin
y si es posible encontrar nuevas curvas. Cabe mencionar, que al no contar con una métrica, no
nos sera posible hacer la distincion entre vectores tipo tiempo, nulo o espacio. Sin embargo, si el
tensor de Ricci obtenido a partir de la conexion afin es no degenerado, es posible usar este tensor
como una métrica emergente y, en ese caso particular, podriamos transformar los vectores en
sus respresentaciones duales y viceversa, y lo mas importante nos permitiria clasificar vectores
como tipo tiempo, espacio o nulo.

La tesis se estructura de la siguiente manera: en el capitulo 2 se desarrollan las nociones
bésicas de la geometria diferencial, este sera el lenguaje utilizado a lo largo de esta tesis. En
el capitulo 3 mostramos los principios y fundamentos de la Relatividad General, junto con la
ecuacion que gobierna las interacciones gravitacionales y como elaborar la teoria a nivel de
acciéon. En el capitulo 4 mostramos como trabajar y construir la accién de la gravedad afin
polinomial, utilizando una técnica tipo andlisis dimensional. Obtenemos las respectivas ecua-
ciones de movimiento para el espaciotiempo sin torsion, utilizando el formalismo de Kijowski.
En el capitulo 5, encontramos los dos ansatz: métrico y afin, compatibles con las simetras del
principio cosmolodgico, se presenta en detalle el procedimiento. En el capitulo 6 se buscan y
estudian algunas soluciones analiticas a las ecuaciones de campo. En el capitulo 7 estudiamos
las implicancias de la gravedad afin en la cosmologia, por medio de las curvas auto-paralelas.
Ademas estudiamos la posibilidad de utilizar el tensor de Ricci como una métrica emergente.
Las conclusiones se encuentran en el capitulo 8. Por completitud se incluyen dos apendices: A
se muestra en detalle como generar la accién de la gravedad afin utilizando un metédo tipo
andlisis dimensional y en B se muestran todas las ecuaciones de movimiento para cada campo,
sin la restriccion del espaciotiempo libre de torsion.
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Capitulo 2

Elementos de geometria diferencial

La geometria diferencial es la rama de las matematicas encargada de generalizar las nociones
y objetos definidos en un espacio plano Euclideano a un espacio curvo, es por este motivo que
resulta ser el lenguaje natural de la teoria de la Relatividad Generald de Einstein. Este capitulo
explica las ideas y principios basicos de geometria diferencial. El capitulo estd basado en las
referencias [40, 50-56].

2.1. Variedades y nociones basicas

Una variedad es un espacio topologico que es homeomorfo localmente a R™, sin embargo
este puede ser globalmente distinto a R™. El homeomorfismo local nos permite asignar a cada
punto de la variedad un set de coordenadas locales (x!, 2?2, ...,2™), cuando la variedad no es
homeomorfo globalmente a R™, debemos introducir varios set de cooredandas locales. Luego,
es posible asignar a un punto mas de dos sistemas locales de coordenadas, ademas requerimos
que la transicion de una coordenada a otra sea suave.

De manera formal, M es una variedad diferenciable si
1. M es un espacio topoldgico.

2. M esta dotado con una familia de pares (U;, ¢;), donde U; es una familia de conjuntos
abiertos que cubren M, esto es U;U; = M. ¢; es un mapa homeomorfo desde U; a un
subconjunto abierto U] de R™.

3. Dado U; y U; tal que U;NU; # 0, el mapa 1;; = gol-osp;l desde ¢; (U;NU;) a ¢; (U;NU;)
es infinitamente diferenciable.

El par (U;, ;) se conoce como carta mientras que la familia completa {(U;, p;)} se llama
atlas. El subset de U; se llama vencidad coordenada mientras que ; son las coordenadas. A
partir de 2, M es localmente Euclideo. En cada vecindad coordenada U;, M es parecido a un
subset abierto de R™, cuyos elementos son {z', 2% ...,.2™}. El axioma 3, nos asegura que si
la interseccion de U; con Uj tiene dos o mas sistemas de coordenadas asignados a un punto,
entonces la transicion entre un sistema de coordenadas a otro serd suave. El mapa ¢; asigna
m coordenadas z# (1 < p < m) al punto p € U;NU;, mientras que ¢; asigna y” (1 <v <m) al
mismo punto y la transicién desde y a x viene dada por m funciones de m variables z* = z# (y).
La transformacién de coordenadas es diferenciable si a cada punto z* (y) es diferenciable con
respecto a cada y".
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2. ELEMENTOS DE GEOMETR{A DIFERENCIAL

2.2. Objetos en las variedades

Usando la definicion de variedad presentada en la seccion anterior, podemos definir objetos
geométricos en esta, para hacer esto generalizaremos el concepto de objetos definidos en R™ a
una variedad.

2.2.1. Vectores

En una variedad M, un vector es definido como el vector tangente a la curva v en M. Para
definir un vector tangente necesitamos una curva 7 : (a,b) — M y la funcién f : M — R
donde (a,b) es un intervalo abierto que contiene el punto A = p, donde p € M. Definimos el
vector tangente en 7y (p) como la derivada direccional de la funcién f (v (A)) a lo largo de la
curva 7 (A\) en A = p. La razén de cambio de f (7 (\)) en A = p a lo largo de la curva es

df (v () Oz (v (A)) Of 0
L AT = = X*| — 2.1
d\ o\ oxH oxH U (21)
donde x* representa las coordenadas del punto. Definimos X# = W como los com-
A=p
ponentes del vector X y 0, = a% corresponde a la base. Esta definiciéon fue construida de

manera independiente de la eleccion de f, luego para encontrar el vector tangente a una curva
cualquiera en el punto p usamos el operador X

0
X =Xtr—. 2.2
ozt (22)
El conjunto de curvas que pasan por el punto p € M forman una clase de equivalencia, luego
el conjunto de todas las clases de equivalencias de curvas para el punto p definen un espacio
vectorial llamada espacio tangente de M en p, se denota por T, M. Finalmente la coleccion de
espacios tangentes asociados a cada punto perteneciente a la variedad M , esto es

™ = [] T,M, (2.3)
pEM

se conoce como fibrado tangente. Para terminar, si existe una segunda carta U; tal que p €

. !/ !
U;NU; y p tiene coordenadas z* en esa carta, entonces las componentes del vector X' = X* 63,
se relacionan con las primeras por medio de
Ozt
x
JT— v
X = D X", (2.4)

Las componentes del vector son invariantes bajo transformaciones de coordenadas.

2.2.2. 1-Formas

Dado que T,M es el espacio vectorial, también existe el espacio vectorial dual a T,M
denotado por T7M llamado espacio cotangente al punto p. Un elemento w € Ty M es un mapa

6



2.2. OBJETOS EN LAS VARIEDADES

w : T,M — R se conoce como vector dual, vector cotangente o, en el contexto de formas
diferenciales, 1-forma. El ejemplo méas simple de 1 — forma es el diferencial df donde f es una

funcién escalar. La accién de un vector V' sobre f viene dado por V [f] = V# 887’; € R. Luego
la accion de df € Ty M sobre V' € T, M estd definido por

af

(@f,V) = VIfl = Vit

€ R. (2.5)

Usando coordenadas podemos escribir df = (%;dx“, de esta expresion es natural identificar a
los diferenciales dz* como la base T M. La base dual satisface

0 ox”
2 _ _ ()
<dx ’8x“> = = . (2.6)

Podemos definir una 1-forma arbitraria como

w = wydzh, (2.7)
donde w, son los componentes de w. Dado el vector V' = V“% y la 1-forma w = w,dz*, el
producto escalar ( , ) :TyM x T,M — R estd definido por

0
(w, V) =w, V" <dx“, > =w, V' =w, V", (2.8)

ox?
es importante notar, que el producto escalar esta definido entre un vector y un vector dual, no
entre dos vectores o dos vectores duales.

Al igual que los vectores, las 1-formas tienen se definen de manera independiente al sistema
de referencia, para un punto p € U; N U; tenemos

w = wydet = 0,dy" (2.9)
donde x = ¢; (p) y ¥y = ¢; (p). A partir de dy” = (g%) dz", podemos encontrar la regla de
transformacién para las componentes de w

ox#
"=y

@ (2.10)

2.2.3. Tensores y densidades tensoriales

Un tensor tipo (p, q) es un objeto multilineal construido usando el producto tensorial ® de
p espacios tangentes ¢ espacios cotangentes. Es un mapa de p elementos pertenecientes a 1.7 M
y ¢ elementos de T, M a ntmeros reales y puede ser escrito como

T =T, Oy @0 @ -+ @0, ®de”" @da”? @ - - - dz*. (2.11)

Siguiendo las reglas de transformacién para vectores y 1-formas, podemos escribir la regla de
transformacion para tensores bajo una transformacion de coordenadas
Oz Ot dxte r*t D™ Ox"

= . . 1 a2 . ‘
@ Qg Qxk2  Oxte QxV1 Ox¥:  Oxta T vive Vg (2.12)

Il
THibk2Bp
1/11/2"'V




2. ELEMENTOS DE GEOMETR{A DIFERENCIAL

Un tensor importante a definir, es el tensor métrico, este objeto se denota como g,,, es
simétrico y su determinante es distinto de cero, esto nos dice que es no degenerado. De esta
forma podemos definir la métrica inversa g"” que satisface

9" guo = 0. (2.13)

La simetria de g,, implica que g"” también lo es. Alguna de las propiedades més interesantes
de la métrica son: permite subir y bajar indices, la métrica permite definir la distancia entre
dos puntos, generaliza el producto punto definido en la geometria Euclideana a un espacio
curvo y permite clasificar los vectores como tipo tiempo, espacio y nulo. El elemento de linea
se escribe como

ds* = g, dz"dz”. (2.14)
La métrica en su forma candnica se define como
G = diag (—1,—1,—1,—1, .., +1,+1,4+1,--- ,+1). (2.15)

En n dimensiones en la variedad, s corresponde al niimero de +1 en su forma candnica y t al
ntimero de —1, luego s —t es la signatura de la métrica, s+t es el rango de la métrica.! Si todos
los componentes de la métrica son positivos (¢t = 0) entonces se llama métrica Euclideana o
Riemanniana, mientras que si existe un —1 (¢ = 1) entonces se conoce como métrica Lorentziana
o pseudo Riemanniana, para cualquier otro caso es indefinida.

Finalmente definimos el tensor de Levi-Civita €, ,,....,. En el espacio plano el tensor Levi-
Civita se define como

+1 if pype - - -, permutacion par de 01--- (n — 1),
€prpopn = § —1  if pypo - -+, permutacion impar 01--- (n — 1), (2.16)

0 otro caso,

El simbolo de Levi-Civita se define como €,,,,...,, cuyos componentes estdn definidos para
cualquier sistema de coordenadas. Este objeto no transforma como tensor, esta definido para
que no cambie bajo transformacién de coordenadas, para ver como transforma este objeto
consideremos una matriz M de n x n, luego el determinante de esta matriz puede ser escrito
como

: _ ) E R Vi
Eu’lu’2~-ug|M| = €prpgepn MM M2, M, . (2.17)
. . m
La matriz M* , viene dada por M*,, = 22 teemplazando obtenemos
K H OxH'?
!
- oz oxH OxH? oxkn (2.18)
€ syt = |—=——| € 1y . )
My gy 81,'“ K12 fn 83’1‘“/1 ax“é axu%

Este ultimo resultado es parecido a la regla de transformacion de tensores, salvo por el de-
terminante de %ﬁi. Los objetos que transforman de esta forma se conocen como densidades
tensoriales. De manera formal, se define la cantidad 7*#*#*, , como una densidad tenso-
rial de peso p y tipo (k,l) en un punto P, si bajo una transformacién de coordenadas dichas

componentes transforman segin la ley:
oxt pox™  QJx'Mx Jx™  Jx™
Y gal Qra  Qxar Qavr T Qv

'El ntimero de valores propios no nulos.

T’Ml---ﬂlc qumqkm1....ml' (219)
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Un ejemplo esta dado por el determinante de la métrica g = |g,,|, bajo una transformacién
de coordendas

/

ozt
oxH

g =519 (2.20)

de esta forma, la métrica transforma también como densidad tensorial de peso —2. Es posible
convertir las densidades tensoriales en tensores si son multiplicadas por |g*/2|, donde w es el
peso de la densidad tensorial. Como ejemplo, podemos definir el tensor Levi-Civita

€rpzin = V191 €rpepin (2.21)

y con los indices arriba, la expresion es

1
hLpain sgn(g) | |€N1M2-.-,un7 (2'22)
9

donde sgn(g) es el signo de la métrica.

2.3. Derivada de Lie y simetrias

Antes de empezar a calcular la derivada de Lie para un campo vectorial o una conexién,
es importante saber a que nos referimos con simetrias, por ejemplo en el espaciotiempo de
Minkowski la métrica, tiene el grupo de simetrias de Poincaré, esto corresponde a las trans-
formaciones que dejan la métrica invariante. La derivada de Lie nos permite generalizar esta
idea de simetria a espacios curvos, donde generalmente trabajamos con campos vectoriales,
tensoriales. En esta seccién explicaremos solo las nociones basicas.

Sea X un campo vectorial de la variedad M. Una curva integral z(¢) de M es una curva en
M, cuyo vector tangente en z(t) es X|,. Consideremos la curva integral definida por z* (X\) y el
vector tangente a esta curva definido por u* = %. En esta curva definimos el campo vectorial
v#(x). La derivada de Lie, nos permite comparar como cambia el campo vectorial v a lo largo
de la curva z#. Para comparar, tomamos dos puntos de referencia P(z) y Q(x + dx). El campo
vectorial v* evaluado en el punto @), puede ser escrito en términos del mismo campo vectorial
evaluado en el punto P, para esto usamos series de Taylor

v (z + dx) ~o* (x) + dz¥ o, 0" (x) ,
~ot (x) + uo,ut () dA, (2.23)
~ovH (P) + u”0,0" (P) dA.

En los puntos P y @, el campo vectorial vive en espacios tangentes diferentes, es por este
motivo que debemos transformar el campo v* — v'*. Esta transformacion nos permite arrastrar
el vector evaluado en P al punto (). La transformacién de coordenadas viene dada por

/
ot =zt 4 dxt,

(2.24)
= " + urdA.
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Usamos ec. (2.4) para definir la transformacién de coordendas para un vector

o™ (2)) = aiy(x” + u“dA)v” (x),

= (6 + OutdA) v” (z) (2.25)
= vt (z) + 0" (z) O utdA,
= v (P)+v" (P) 0, utdA.

De esta forma ecs. (2.23) y (2.25) definen dos campos vectoriales evaluados en los puntos P

y @, pero el punto P es arrastrado al punto () y ambos viven en el mismo espacio tangente.
Definimos la derivada de Lie como

v (x4 dx) — o™ (x’)

Y
L, _dl,{glo o (2.26)

Reemplazamos ecs. (2.23) y (2.25)
L,o" =u"0,u" —v0,ut. (2.27)

Es importante mencionar algunos detalles: ) vemos que a partir de ec. (2.27) los indices v
estan contraidos y solo existe un indice libre u, ii)no es necesario que la variedad este dotada
de un tensor métrico y/o conexién afin para que la derivada de Lie este bien definida.

Dos propiedades de la derivada de Lie son

L T®S) = (LT)®S+T@(L,S), (2.28)
Ly (p) =15 (¢), (2.29)

donde S y T son tensores, a y b son constantes y u es un campo vectorial.

Utilizando las propiedades escritas en ecs. (2.29) y (2.28), junto con ec. (2.27) es posible
encontrar la derivada de Lie de cualquier objeto tensorial, veamos como obtener L,w,. Para
esto consideremos la derivada de Lie del siguiente escalar £, (v*w,), y haremos uso de las
propiedades escritas: a partir de ec. (2.28) obtenemos que

L, (v*wq) = (L,v%) we + (Lywy) v7, (2.30)
usando ec. (2.29) encontramos la derivada de Lie de la funcién escalar
L, (vw,) = u"0, (vw,) . (2.31)
Igualando las definiciones obtenemos
0, (Viwe) = (L) wa + (Lywe) v7.

Reemplazamos ec. (2.27) para encontrar (L£,v%)w, y desarrollamos la derivada del lado iz-
quierdo
ut (0,0%) wo + vt (0,wy) V¥ = (uﬁagva — U’B(?gua) Wo + V' LyWe,

de esta tultima ecuacién, simplificando y reagrupando los términos podemos encontrar la deri-
vada de Lie que estamos buscando

L, W, = wgaauﬁ + ut 0w (2.32)

10
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En el capitulo 5 construiremos los anstaz cosmoldgicos tanto métrico como de la conexiéon
afin, es por esta razon que presentaremos como obtener las derivadas de Lie para cada ansatz.
El ansatz métrico es un tensor tipo (0,2), para calcular su derivada de Lie consideremos el
tensor g, V¥, luego usando ec. (2.32) obtenemos

;Cu (Q,WVV) = gﬁyvyaﬂuﬁ + uﬁa/j (gm,VV) . (233)

El término del lado izquierdo obede la regla de Leibniz, de esta forma podemos expandir el
paréntesis

(L) @V + g @ (LVY) = g,V O + 0’05 (9, V") . (2.34)
Usando ec. (2.27) podemos encontrar una expresioén para el segundo término del lado izquierdo,
reemplazando obtenemos

(Louguw) VY + g ® (uﬁag‘/” — V”B(()gu”> = g@VV”ﬁﬂuﬁ + uﬂag (9 V"). (2.35)

Despejando la cantidad de interés y renombrando los indices mudos obtenemos la derivada de
Lie que estamos buscando

Eug;w = U’Bagg/“, + gﬁua,uuﬁ + g,uﬁauuﬂ- (236)

La conexién afin sera introducida en la siguiente seccion, es por este motivo que la de-
mostracion de como obtener su derivada de Lie se presentara mas adelante. Sin embargo por
completitud presentaremos como resultado su derivada de Lie

o*u"

Ozxroxv’

Como resultado general, la derivada de Lie actuando en un tensor 7" tipo (k,[) a lo largo del
campo V corresponde a la suma de tres términos: la derivada parcial de T" a lo largo del campo
V' k términos de signo menos que involucran la multiplicacién de T'QV, donde la derivada
parcial esta contraida con T'; [ términos de signo positivo que involucran la multiplicacion de
T0V, donde V esta contraido con un indice inferior de T’

L., =u’0;T,", — 0u"T,5, + 0,uT,", + 9,u°T,", + (2.37)

'CVTMIM?.“MQWVQ--'W :VUaJTMIMQWMkVIVQ...W
— (a/\VMl) TAMQ"'M/@VWQMVZ _ (8)\V#2) Tm)\---ukywzmyl . (238)
+ <8V1VA> Tltlu?muk}\VQ'“Vl + (61/2‘/)\) TMl'uQmukm)\--.ul + -

Cuando la derivada de Lie de un objeto es cero, se dice que el objeto es simétrico en
esa direccion, para el caso particular de la métrica, dicha ecuacién se conoce como ecuacion
de Killing. Los vectores u” que resuelven esta ecuacion se conocen como vectores de Killing,
estos vectores contienen la simetria de la métrica. El procedimiento estandar es considerar una
métrica y a partir de esta, encontrar las simetrias que tiene. Sin embargo nuestro interés es
obtener campos vectoriales que generen simetrias y a partir de esto deducir los anstaz métrico
y no métrico, no al revez, es por esta razén que no resolveremos la ecuacién de Killing y
buscaremos maneras alternativas de generar estos vectores.

Para obtener estos vectores primero nos preguntamos que simetrias estamos buscando,
estamos buscando dos simetrias: isotropia y homogéneidad. La isotropia es la propiedad que nos

11
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dice que en un punto de la variedad, todas las direcciones lucen de la misma forma, esto significa
que no existe direccion privilegiada. Por esta razon, la isotropia estd directamente relacionada
con las rotaciones generadas por el grupo de simetria SO(3), en particular trabajaremos con 4
dimensiones.

Para esto, consideremos que una rotacion en un angulo 30° es equivalente a realizar 30
rotaciones a un angulo de 1° o 3000 rotaciones a un angulo de 0,01°. Rotar un objeto o
un sistema de coordenadas en un angulo 6 equivale a hacer muchas rotaciones de un angulo
pequeno, de esta forma definimos el operador de rotacién como

wo- (n(2))" -

Una rotacion finita se puede escribir se puede escribir como tomar el objeto inicial (sin rotar)
y agregar una pequena rotacion
R(H) = (I+ A, (2.40)

donde I es la matriz identidad y A es una matriz de rotacién. Sabemos que las matrices de
rotacién deben ser ortogonales, de forma explicita tenemos

RTR=1— (I+A)" I+ A4) =1 (2.41)
Trabajando a primer orden obtenemos
AT = —A (2.42)

Usando ec. (2.42) podemos escribir la matriz de la siguiente forma

A:<(i6 8>:e<0_1 [1)>:€B, (2.43)

donde € es muy pequeno. Reemplazamos ec. (2.43) en ec. (2.40)
R(A) = (I+€eB)"N. (2.44)

Esta rotacion se hace N veces, entonces podemos pensar en € como un nimero pequeno que
viene dado por € = /N, reemplazando obtenemos

R(0) = <H+ ;B> . (2.45)

Cuando N — o0, ec. (2.45) define el operador de rotaciones como
R(6) = €5, (2.46)

donde B es la matriz definda en ec. (2.43) y es el generador del grupo de rotaciones.
Para entender como una funcién exponencial elevada a una matriz genera las rotaciones,
haremos una expansion en series de Taylor, luego ec. (2.46) se puede escribir como
1
3!
L oo | 13
=1+ 0B+ 078 + 50°B° + -

R(0) = R(0) +6R (0) + 21!921%” 0)+ —FR"(0)+---,

(2.47)

12
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Utilizando ec. (2.43) es sencillo determinar los valores de B, luego reemplazando en la ecuacién
de arriba obtenemos

_ 1 2 1 3 1 4 1 5
R(O) =1+ 0B — 6’1 — 56° B+ 6'T+ 6" B+ (2.48)

en esta tltima ecuacién se agregaron mas términos a la serie, esto para que el resultado final
sea mas evidente. Separamos los terminos asociados a I de los que estan acoplados con B

0?5 1, Lo 1os
R(@):<1—2!9 —i—IH +--->]I+<9—3!9 +§9 —i—---)B, (2.49)
= cos Ol + sin OB. (2.50)

Esta tltima ecuacion corresponde a la matriz de rotacién que se puede obtener de forma clasica

por metédos geométricos
cosf sinf
R(9) = ( sinf cosf ) ' (2.51)

Consideremos una funcién rotada f (z’,y'), esta puede ser escrita como

en=sfum(;))=r((3))

expandiendo en series de Taylor a primer orden

s () -(()H(7) e

esta ultima ecuacion puede ser escrita como

f (xla y/) = f (LL’ + gya Y= 9‘7") ) (254)

—~

2.52)

realizando otra expansion de Taylor a primer orden y factorizando obtenemos

[ y) ~ 1+ 0yd, — 020,) f (x,y). (2.55)

En este punto recordemos que una rotacion se habia definido como un conjunto de pequenas
rotaciones repetidas una cantidad muy grande de veces, luego podemos reescribir esta tltima
ecuacion como

0 N
en el limite cuando N — oo obtenemos

f@y) = e teOvo f (zy). (2.57)

De esta fora el operador de rotaciones es un operador que rota un objeto entorno al eje z y
queda definido por
J3 = 20y — y0,. (2.58)

13



2. ELEMENTOS DE GEOMETR{A DIFERENCIAL

De manera similiar, es posible encontrar los otros operadores para las rotaciones entorno a
los ejes x e y. Los operadores de rotaciones son:

J1 = y0, — 20,, (2.59)
Jo = 20, — x0,, (2.60)
J3 = 20y — y0,. (2.61)
Es conveniente trabajar estas relaciones en coordenadas esféricas, para esto transformamos la
base e;; = %ej, luego podemos relacionar la base cartesiana con la esférica de la siguiente
forma
1 1 si
0, = sin @ cos ¢p0, + — cos ¢ cos 00y — 751.n¢8¢7 (2.62)
r r sinf
1 1
0y = sin 0sin @0, + — sin ¢ cos 00y + 70(.)s¢8¢7 (2.63)
r r sin 6
1
0, = cos 00, — — sin 00y, (2.64)
r

reemplazamos estas transformaciones en ecs. (2.59), (2.60) y (2.61), finalmente obtenemos

J1 = — cos ¢y + sin ¢ cot 00, (2.65)
Jo = sin @0y + cos ¢ cot 00, (2.66)
Jy = 0. (2.67)

La siguiente simetria buscada es la homogeneidad, un espacio es homogéneo si para el
espacio de n dimensiones admite n vectores de Killing que generan las simetrias de traslacion,
dicho de otra manera que el espacio sea homogénoe nos dice que si un observador se encuentra en
un punto y es trasladado a otro punto por lo menos a una distancia de 10 Mpc (transformacion
de traslacién) entonces este observador deberia encontrar que su entorno se ve de la misma
forma, la misma distribucién de galaxias a su alrededor, el mismo tipo de estrellas.

Buscamos los generadores y operadores que generan las simetras de traslacion, definimos
el operador de traslacién T, como el operador que traslada una funciéon una cantidad a, luego

(Tuf) f(z) = f(z+a), (2.68)

expandiendo en series de Taylor obtenemos

flo+a)= (1 +ad, + ‘;ag .. ﬁag) (@), (2.69)
= %" f (). (2.70)
Luego podemos definir el operador de traslaciones como
T, = %=, (2.71)
de igual forma para las otras dos direcciones
T, = e, (2.72)

14
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Es conveniente escribir ec. (2.72) en coordenadas esféricas

0 .
Jy=vV1—kr? (cos wsin 00, + L8 o8 Oy — SH.MP 5¢> ; (2.73)
r rsin @
i 0
Jy =1 —kr? (sin sin 00, PP o8 Oy + Cz.s %(%) ; (2.74)
r 7 sin

Jy = V1 — kr? (cos 00, — 812039> : (2.75)

donde k = —1,0, 1 define el tipo de curvatura: negativa, plana, positiva.

2.4. La conexion afin y la derivada de covariante

La derivada parcial transforma como tensor, sin embargo, la derivada parcial de un tensor
no transforma como tensor. Consideremos el siguiente ejemplo

/ H v/
O v _ Oat 0 <8x Ay>7

v

oz T Oz 9zr \ Ox¥
) , (2.76)
Ozt ox” [ 0 Ay oxt *a”
Ozt Oxv \ Ozt Ozt dxrdx”

Debido al término no homogéneo de la ecuacién anterior, es que debemos generalizar el concepto
de derivada parcial a derivada covariante. Nos gustaria que la derivada covariante V se defina
como un mapa de un campo tensorial (k,[) a (k,l+ 1), que actue de manera lineal en sus
argumentos, obedezca la regla de Leibnz, esto se conoce como conexién afin.

De manera formal, una conexién afin V es un mapa V : x (M) x x (M) — x (M), esto es
(X,Y) — VxY, la cual satisface las siguientes condiciones

Vx(Y+Z2)=VxY +VxZ (2.77)
Vixv)(Z) =VxZ +VyZ (2.78)
Vix)Y = fVxY (2.79)
Vx(fY) = X[fIY + fVxY (2.80)

Consideremos que significa la derivada covariante para el vector V”, esta derivada nos dice
que para cada direccion p la derivada covariante V,, vendrd definida por la derivada parcial
d,, més un término de correcién dado por la matriz (I',)”,, el conjunto de términos asociado
a esa matriz se conocen como coeficientes de la conexion, de esta forma definimos la derivada
covariante como

vV, VY =9, V¥ + T,V 2.81
iz iz Iz

Para demostrar que ec.(2.81) es la expresién correcta, debemos ser capaces de determinar como
transforma I',” exigiendo que el lado izquierdo transforme como tensor. Si el lado izquierdo
transforma como tensor entonces, este puede ser escrito como

’ ® v
_ OO0 g (2.82)

A
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El lado izquierdo de ec.(2.82) puede ser escrito como

VoV =0,V + T WV,

ozt 9z Ozt 9 Oz oz (2.83)
DR DG e s T

Escribiendo explicitamente el lado derecho de ec. (2.82) obtenemos

Ozt Oz ozt Oz’ Ozt Oxv'
Sl v/ VA Qs W VA R N AN VA 2.84
ox! Oxv Vi oxt Oav M + ozt dxv M (2.84)

Igualando ecs. (2.83) con (2.84)

ozt Oz’ oz 9 oz” , Oz ozt Oz’ ozt O’ /
0,V % | VR e e\ —— T WV
o e T a0y T F Yoy T auw oo T uw oz A(2 85)
Simplificando la expresion y cambiando el indicce v — A
;oY Ox 9 oz Ozt OxV
.Y A V/\ — r.v A 2.
WA DA Vot oz~ OQxr Ox Oz Oxv AWV (2.86)
despejamos I’
, n A v n A 2.0
oo Oz Ox* Ox Dov Ox* Ox* 0O°x (2.87)

WA Jul 9aN 9 M AT Oal O DxhOr™
nos damos cuenta que I' no transforma como tensor, pero esto esta construido de esta forma,
para que ec. (2.81) transforme como tensor, el término extra de esta tltima ecuacién cancela
el término no homogéneo de la derivada parcial.

Ahora que sabemos como transforma la conexion afin podemos demostrar como obtener su
derivada de Lie. El procedimiento sera similar al utilizado al comienzo de la secciéon anterior.
Guiandonos por ec.(2.26), la derivada de Lie de la conexién afin viene dada por

07, (2 + de) ~ Ty ()

nwo__ ’
Lot = Jim, A (2.88)
El primer término del lado derecho se escribe como
U7, (x4 dr) =T,",(x) +u’05 (T, (x)). (2.89)
Mientras que el segundo término se escribe usando ec. (2.87)
: 0x7 dx" OxP 0x® dxr %
r,7,. = ———-I,%, — - — : 2.90
a dxr' Oze Ozv' " 7" Ozt Oxv Dx°Oxr (2.90)
Las reglas de transformacién vienen dadas por
Ozt
=0 + g utd\, 291
axu v + u ( )
Oxt 9
:L-l/
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Reemplazando ecs.(2.91) y (2.92) en ec. (2.90) y trabajando a primer orden obtenemos

Ox° 0z" Oz’
il e (570 u° n 1 P _ 9l €
o o 5 Lo = (07 = OuuTdA) (57 + Oeu"d)) (37 — D uPdN) TS, (2.93)
~I," + (0u"T,* ", —ouTl,", —0,u’l,",)dA.
0x° Ozf %" 9,
— (57— 9’ P _ 9wl 1 1
i 7 B = (O — Ouu”dN) (3 — DyuPdX) o (37 + Opud)N).
TS50 _ 599 P P 1,0 O (2.94)
~ (0700 = 0p0,uPdN — 8L0,u”dN) oo, :
O*u
- OxtOz
Luego ec. (2.90) puede ser escrita como
/ 02u77
T, =T, + (0T, — 0,u’T,", — 8,u°T,",) dX — d\ (2.95)

oxroxY

Reemplazando ecs. (2.95) y (2.89) en ec. (2.88) obtenemos la derivada de Lie para la conexién
afin
0%u
Oxrdxr
Atn cuando la conexién no transforma como tensor, a partir de ec. (2.87) podemos definir
el tensor de torsion como

L., = u‘s&;F,ﬂy — 0u"l ) + OuT ", + 0,u’l,", + (2.96)

T3Py = 20"y = TP = TP (2.97)
Comentarios sobre la derivada covariante:

1. Cuando la derivada covariante de un objeto es cero, se dice que este se transporta de
forma paralela, esto significa que el transportar un vector a lo largo de una direccién, se
preservara su angulo y magnitud. Esto sera de gran ayuda para encontrar el tensor de
curvatura de Riemann en la siguiente seccién.

2. Una propiedad de la derivada covariante es que aplicada a un campo escalar esta se
reduce a la derivada parcial
V¢ = 0,0. (2.98)

A partir de los resultados obtenidos en ecs. (2.81) y (2.98) podemos calcular la derivada cova-
riante de w), consideremos

Vi (@) = (Von) VA 4wy (V1)

- (2.99)
= (0u0x) V* + T, 5w,V 4wy (0,V7) + il V7.
La cantidad wyV* es un escalar por lo tanto, esto es equivalente a la derivada parcial
\Y OJ)\V)\ =0 U.)AVA
o (217) = 00 (V) (2.100)

= (Duw) V4 wy (9,V7).
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Igualando ecs. (2.99) con (2.100)
0 =T, woV 4+ T, 3w, V?, (2.101)

pero w, y V* son arbitrarios, luego

pa ==L, (2.102)
De esta forma podemos definir la derivada covariante para la 1-forma como
V,w, = uw, — T2 w). (2.103)

Una de las familias de soluciones de la gravedad afin polinomial corresponde a V,R,,, es
por este motivo que obtendremos la derivada covariante de un tensor tipo (0, 2). Consideremos
el tensor g, V", este es un tensor tipo (0, 1), usando ec.(2.103) obtenemos

Vo (V") = 05 (9 V") = To g, V" (2.104)
El lado izquierdo obedece la regla de Leibniz
Vo (9u) V" + g (Vo V") = 05 (9, V") = T g, V" (2.105)

El segundo término del lado izquierdo puede ser escrito usando ec. (2.81). Luego despejando el
primer término del lado izquierdo y simplifcando la expresion obtenemos la derivada covariante
que estamos buscando

Vaguu = aagw/ - Fa/\ug)\u - FUAVQMA- (2106)

Siguiente un procedimiento similar, podemos obtener la derivada covariante de cualquier tensor.
Los coeficientes de la conexion contienen la informacion necesaria para generalizar la derivada
covariante a un tensor de rango arbitrario. Para un tensor tipo (k,[), la derivada covariante
sigue una regla sencilla, por cada indice superior se introduce +1I" y por cada indice inferior se
agregan —I', de esta forma

12 — 12k
VO'T,u a . Vv _aO'Tu a a viva g

LD TR FUWAT“M"'”"VM..M 4. (2.107)

ViV Y
A H1p2 A 12
~TAT sy — DA T S —

Existe una tnica conexién afin que satisface las siguientes propiedades
i) La métrica es covariantemente constante V,g,, = 0.

i1) Trabajamos en un espacio libre de torsién, esto nos dice que la conexién es simétrica en
sus indices inferiores.

Esta conexién se llama conexion Levi-Civita
Es posible calcular los coeficientes de la conexion Levi-Civita partir de la métrica y sus
primeras derivadas, para esto consideramos el lagrangeano de la particula libre

dz* dx¥

L=gqg,————. 2.108
I dr dr ( )
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2.4. LA CONEXION AFIN Y LA DERIVADA DE COVARIANTE

Buscamos sus respectivas ecuaciones de movimiento para el campo métrico

ey o oL e
) = QQAWLx“x + 2g)\yl’ , @ = gyu,kx'ul‘ s

d (0L
dt \ 0i
luego, la ecuacion de movimiento es

2g)\yjy + 29)\1,’#.%."“1.‘” — g#,ﬁ)\x'“x'” = 0,

2008" + (Grvu' 3" + Grv ") = Guyaihi” = 0,

~v 1 ey
g/\gg)\l/x + ig)\g (g/\u,u + Dw,p — guu,)\) aha? = 0,

e 1 . UV
i + Eg)\g (g/\u,v + Py — guy)\) iz’ =0,

i€+ 1,5, d"" = 0.

Los coeficientes de la conexion Levi-Civita en términos de la métrica, su primera derivada e
inversa se calculan como:

1
FMEV = ig)\g (g/\u,u + I, — guu,)\) . (2109)

Para terminar esta seccién podemos relacionar la derivada de Lie con la derivada covariante
usando la conexion, en particular usaremos la conexién Levi-Civita. Consideremos las derivadas
covariantes de los vectores B® y A®

V3B® = 03B* + 3, B,
VA% = 03A% + T4 A7,

Multiplicamos por la izquierda: A% y B?, de la siguiente forma

APV 5B = AP9sB™ + 15> AP B,
BPV3A* = BP9z A* + T B AV

Restando ambas expresiones obtenemos
APV 3B — B°V3A” = AP93B* — BP0z A°.

La expresion del lado derecho corresponde a la derivada de Lie, luego podemos definir la
derivada de Lie en términos de la derivada covariante siempre y cuando trabajemos en un
espaciotiempo libre de torsion, de la siguiente forma

LAB* = APV 3B* — BV A~ (2.110)
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2.5. Curvatura

Con la derivada covariante y la idea de paralelismo ya establecida, estamos listos para
definir el tensor de curvatura. Este juega un rol fundamental en las ecuaciones de campo de
Einstein. En la geometria plana al transportar un vector de forma paralela el resultado no
dependera del camino, no asi en un espacio curvo. Se define el tensor de curvatura como la
diferencia entre transportar un vector de forma paralela a lo largo de dos caminos que forman
un loop, esto es equivalente a calcular el conmutador de derivadas covariantes sobre un vector

V.,V V=V, V, V-V, V,V°
=0, (V,V?) =T NVaV? + T,/ V,V — (uv),
= 0,0,V° +(0,1.,°,) V7 +T,0,0,V° =T, oVP —T T\, V° (2.111)
+ 1,0,V + T, 0,0V — (1 v),
_ (aﬂmg — 8,0, 5 + T,/ — FI/’AFuAU) VT — 20, VAV,

donde el ultimo término es el tensor de torsion. Luego
Vs VI VP = R,V =T, VaVP (2.112)
donde definimos el tensor de Riemann como
R.'s =00 — 0T, 5 + T,/ — T, . (2.113)

Algunas cosas importantes por mencionar acerca de esta derivacion: el tensor de curvatura
fue construido a partir de la conexion, no requiere una métrica para estar bien definido, esta
compuesto por elementos no tensoriales: derivadas parciales y conexiones. Es anti-simétrico
en los dos primeros indices, esto es directo a partir de ec. (2.112). Cuando la torsion es cero,
entonces satisface la siguiente identidad

Ru’s + Ryo?y + Roy’y = 0. (2.114)

Consideremos VyR,,”,, realizando una permutacion ciclica en los tres primeros indices obte-
nemos

v)\R,ul/po' =+ V,uRZ//\pa + VVR)\ypU =0. (2115)

Esta se conoce como la identidad de Bianchi. Si la variedad esta dotada de una métrica entonces
podemos definir R, = gr, R, luego es posible demostrar que este tensor es anti-simétrico
en los dos tltimos indices R0 = —R,uu0p ¥ ademds, es invariante al intercambio del primer
par de indices con el segundo par R0 = Roppuw-

El tensor de Ricci, se obtiene de la contraccién del tensor de curvatura

Ry = Ry’ (2.116)

Notemos que para encontrar el tensor de Ricci no es necesario tener una métrica. Cuando la
conexion afin esta libre de torsiéon y ademas admite un elemento de volumen ¢ en la variedad
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2.5. CURVATURA

M, entonces la conexién afin es localmente equi-afin y como consecuencia de esto, el tensor de
Ricci es simétrico

RMV = Ruu‘ (2117)

Podemos usar la métrica para contraer el tensor de Ricci y formar el escalar de curvatura R
R=g"R,,. (2.118)

Un objeto de gran interés en Relatividad General viene dado por una doble contraccién
aplicada a la identidad de Bianchi

97" (VaRuwpo + Vo Ruvor + Vo Run,) = 0. (2.119)
Trabajando con la conexion Levi-Civita, obtenemos
V*R,, —V,R+V'R,, =0, (2.120)
cambiando v — p en el Ultimo término obtenemos
VIR, = ;VpR. (2.121)
De esta ultima expresion podemos definir un tensor conservado
G = R — 3R (2.122)

El tensor definido en ec. (2.122) se conoce como el tensor de Einstein, donde se cumple que

VIG,, = 0. (2.123)
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Capitulo 3

Relatividad General

3.1. Principio de equivalencia

Para explicar en que consiste el principio de equivalencia, vale la pena introducir el ejemplo
clasico del elevador

1. Consideremos a una persona dentro de un elevador sellado en el espacio: al no existir
fuerzas externas, el elevador puede estar en reposo o en movimiento con velocidad cons-
tante, en cualquiera de estos dos casos, la persona dentro del elevador estara flotando,
tal como lo harian dos piedras que el soltase a la altura de su cabeza.

2. ;Qué ocurriria con la persona en el interior del elevador, si alguien aplicase una fuerza
al elevador por fuera, de forma tal que generara en este una aceleracion constante? Al
existir una fuerza externa, esta induce una aceleracién constante en el elevador, lo que
provocaria que la persona caiga al suelo, junto con sus rocas.

3. Ahora consideremos, el mismo elevador junto con la persona y las piedras, pero inmerso
en un campo gravitacional constante. La persona nuevamente, se vera atraida al piso del
ascensor debido a la fuerza constante que este experimenta al igual que sus piedras.

4. Consideremos ahora que el mismo ascensor, se encuentra en caida libre en un campo
gravitacional, la persona que se encuentra dentro de el junto con sus piedras, permanecera
flotando en el aire debido a la aceleracién que este experimenta.

A partir de 2 y 3 nos damos cuenta que no existe ningun experimento que pueda realizar
la persona dentro del elevador para saber si se encuentra atraida al piso de este, debido a los
efectos de un campo gravitacional constante o una aceleracién constante, de esta forma tenemos
una primera conclusion y es la siguiente: localmente los efectos de la gravedad y aceleracion
son indistinguibles.

A partir de 1 y 4 podemos observar que en ambos escenarios la persona permanecera
flotando en el aire, junto con las piedras, luego no existe experimento alguno que la persona
pueda realizar, para saber si esta flotando debido a que se encuentra en caida libre o debido
a algin campo de gravedad, de esta forma tenemos una segunda conclusion y es: localmente
los efectos de la gravedad pueden ser eliminados si cambiamos nuestro sistema de referencia al
sistema en caida libre. Esto se puede ver a nivel de ecuaciones de movimiento, en caida libre
tenemos

T=g. (3.1)
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En el sistema acelerado, las coordenadas vienen dadas por

£ (z,t) =2 — gt?/2. (3.2)

La ecuacién de movimiento es

£=0. (3.3)

Las ecs. (3.1) y (3.3) describen la misma fisica.

5. Consideremos el mismo elevador pero en el campo gravitacional de la tierra. Este campo
de gravedad presenta simetria esférica, donde el campo apunta al centro de la tierra. De
esta forma, la persona dentro del ascensor, veria que al soltar las piedras, estas no solo
se moverian hacia abajo, si no que también estas se acercarian a el.

6. Si el ascensor se encuentra en caida libre en el campo gravitacional de la tierra, la persona
junto con las dos piedras quedaran suspendidas en el aire, pero debido a la simetria esféri-
ca de este,la persona dentro del ascensor veria que las piedras se acercan a el moviendose
horizontalmente, concluyendo que debe existir alguna fuerza responsable de esto.

A partir de estos dos experimentos mentales, podemos concluir que en un campo gravita-
ctonal no uniforme, los efectos de la gravedad no se pueden eliminar cuando uno se cambia
al sistema de referencia en caida libre. Solo es posible eliminar los efectos de la gravedad
localmente.

De manera formal, el principio de equivalencia nos dice

1. En cada punto del espaciotiempo dentro de un campo de gravedad es posible elegir un
sistema localmente inercial tal que en una region lo suficientemente pequena, las leyes de
la naturaleza toman la misma forma a las de un sistema de coordenadas cartesiano no
acelerado en la ausencia de gravedad.

2. Los experimentos realizados en el sistema en caida libre, durante un periodo corto de
tiempo, son indistinguibles de los experimentos realizados en un sistema inercial en el
vacio.

Las consecuencias inmediatas de este principio son: la deflexion de la luz debido al campo
gravitacional y los relojes van mdas lentos en un campo de gravedad. Para entender la primera
afirmacién, imaginemos un haz de luz que entra en un elevador horizontalmente a través de la
ventana por el lado izquierdo y sale por el lado derecho a la misma altura. Ahora consideremos
el mismo escenario, pero el ascensor esta acelerado hacia arriba, el haz de luz entrara por la
izquierda y saldra a una altura menor por la derecha, debido a la aceleracion del elevador, por
el principio de equivalencia, uno deberia observar el mismo fenémeno en un campo de gravedad
constante, luego en un campo de gravedad el haz de luz es curvado. Para la segunda afirmacion,
consideremos dos observadores uno arriba y otro abajo en el ascensor, ambos tienen relojes
identicos y se envian sefiales luminosas a intervalos regulares. Una vez que el elevador acelera
hacia arriba, el observador que se encuentra abajo recibird las senales de luz a una frecuencia
mas alta a las que el las emite y el interpretara esto como si su reloj esta funcionando de forma
mas lenta. Por el principio de equivalencia, la misma conclusion ahora aplica a dos observadores
a diferentes alturas en un campo de gravedad.
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3.2. ECUACIONES DE CAMPO DE EINSTEIN

3.2. Ecuaciones de campo de Einstein
La ecuacion de Poisson para el potencial Newtoniano viene dado por
V20 = 471G, (3.4)

donde V? = §79,0; es el Laplaciano en el espacio y p es la densidad. La ec. (3.4) no sirve
como teoria de gravedad por varias razones, no es invariante de Lorentz, ademés al no contar
con derivadas temporales nos dice que el campo de gravedad interactia a distancia de manera
instantanea. De la teoria de la relatividad especial, sabemos que la masa es una forma de
energia, luego la gravedad se acopla con la materia, en una teoria relativista invariante de
Lorentz, la gravedad se debera acoplar con la energia.

Buscamos una ecuacién que sea invariante bajo transformaciones de Lorentz, por esta razén
es que postulamos una ecuacién tensorial que reemplace ec. (3.4). Una generalizacién relativista
de la densidad p estd dado por el tensor de energia momento 7}, el potencial deberia ser
reemplazado por el tensor métrico pero la compatibilidad métrica hace que este postulado sea
cero. Un objeto construido usando segundas derivadas de la métrica es el tensor de curvatura
de Riemann R’,,,, pero este término no tiene la cantidad de indices adecuados, por esta
razén contraemos este tensor para formar el tensor de Ricci R,,. Considerando todos estos
postulados, un ansatz adecuado para describir las interacciones gravitacionales es

Ruu - ,{/TH,V' (35)

donde & es una constante. El problema con ec. (3.5) reside en que el lado derecho de la ecuacién
corresponde al tensor de energia momento, de acuerdo al principio de equivalencia, el tensor
de energia momento debe ser conservado, luego

VAT, = 0, (3.6)

esto implica que

V*R,, = 0. (3.7)

Este ultimo resultado no es cierto para una geometria arbitraria, de manera general se demostro
en la seccion anterior que

1
V*Ru = 5V, R, (3.8)

esta ecuacion nos dice que
Vv, T =0. (3.9)

La derivada covariante de un escalar, es la derivada parcial, esto nos dice que T" es constante a

lo largo del espaciotiempo. Esto es poco probable, dado que en el vacio 7' = 0 mientras que con

materia 7' > 0, por lo tanto ec. (3.5) tiene serios problemas, tantos fisicos como mateméticos.

En la seccién anterior encontramos un tensor simétrico (0, 2) constuido a partir del tensor

de Ricci que es conservado, este es el tensor de Einstein, luego las ecuaciones de campo de
Einstein acopladas con materia son

G = KT),. (3.10)
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Podemos ver que ec. (3.10) satisface todas las condiciones, el lado derecho es una expresién
tensorial (0,2), simétrico y conservado, mientras que el lado izquierdo es un tensor (0,2) con-
servado y construido a partir de las primeras y segundas derivadas de la métrica.

Veamos si ec. (3.10) contiene ec. (3.4), para esto hacemos una contraccién a ec. (3.10), esto
nos entrega

R=—«T, (3.11)
luego reemplazando en ec. (3.10) obtenemos
1
R,uu =k (Tuu - 2Tg,u1/> . (312)

Definimos el limite Newtoniano con tres condiciones: las particulas se mueven despacio esto
. dzt dt . . . . .

nos dice que %= < £-; el campo gravitacional es debil, esto nos dice que el campo se puede

considerar como una perturbacion del espacio plano, en términos matematicos tenemos

G = Mpw + Py, g =nt" — ", (3.13)

y finalmente el campo es estatico, esto nos dice que no varia respecto del tiempo. En este limite
la componente Ty = p es mas grande que todos los otros componentes del tensor de energia
momento, por esta razén solo estudiaremos la componente = 0y v = 0 de ec. (3.12). La
traza del tensor energia

T = ¢"Ty = —Tpo, (3.14)
reemplazamos este resultado en ec.(3.12), obtenemos
Ry = ;KTQO. (3.15)
Calculamos Ry a partir de Ry’
Roi'o = 9;T0'0 — Qol'j"0 + T;"aTo™0 — To'al' 0. (3.16)

De el lado derecho, el segundo término es cero debido a que trabajamos con un campo estatico,
el tercer y cuarto término son de la forma I'?, las contribuciones provenientes de este tipo de
término se pueden despreciar. Luego

_ %
ROO - ROyO )

1 .
=0 (29M (Gogxo + Dogor — 3,\900)) ,

1 .. 3.17
= —577”37;33'71007 ( )

1
= —§V2h00,

reemplazamos este resultado en ec.(3.15)
V2hoo = —KTho, (3.18)
de esta forma, para recuperar el limite Newtoniano
Kk = 81G, (3.19)

luego las ecuaciones de campo de Einstein acopladas con materia contienen la teoria de Newton.
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3.3. La accién de Hilbert y la constante cosmolégica

Las ecuaciones de Einstein pueden ser derivadas a partir de la accion de Hilbert, esta accion
es la integral sobre todo el espaciotiempo de la densidad Lagrangeana

S = / d"z Ly, (3.20)

la densidad lagrangeana es una densidad tensorial escrita como el producto de /—g¢ donde
¢ es un escalar. La pregunta es ;Qué cantidades escalares podemos obtener a partir de la
métrica? Sabemos que la métrica puede ser escrita en su forma canodnica y su primera derivada
igualada a cero en cualquier punto, por lo tanto cualquier escalar debe involucrar como minimo
las segundas derivadas de la métrica. El tensor de curvatura esta hecho a partir de segundas
derivadas de la métrica y solo existe un escalar que podemos obtener de él, el escalar de
curvatura R. Es posible demostrar que cualquier tensor no trivial construido a partir de la
métrica (incluyendo su primera y segunda derivada) puede ser escrito en términos de la métrica
y el tensor de Riemann. Por lo tanto el tinico escalar independiente que se puede extraer a
partir de la métrica con derivadas no superiores a segundo orden es el escalar de curvatura R,
luego la accion se define como

Sy — /d"a:\/—_gR, (3.21)

las ecuaciones de movimiento vienen de la variacion con respecto a la métrica, para simplificar
los calculos haremos la variacion respecto de la métrica inversa

0 =05y,
_ / d'zs (V=gR),
= / d'z (V=99 (0Rw) + V=9 (59°) Ry + (5v/=3) 9" Rov)
— / d'z (651 + 85, + 655) ,

(3.22)

a continuacion calculamos cada término: para calcular §.5; usamos la definicién del tensor de

Riemann
Rpauy = a,urypa - ayrupa + Fup)\ru)\a - Fupz\FMAaa (323)

como el tensor de Riemann solo depende de la conexién, una variacion de este se puede expresar
como

SR’ 5 = 0,077 — 0,01, 5 + 0T ,P30, %, + T,°\00, Y, — 61,50, — T,2560, . (3.24)

Ahora, como 0I',”, es la diferencia entre dos conexiones, esto es un tensor y por lo tanto
podemos calcular su derivada covariante

Vu(00,5) = 8, (6T, 5) + TP 200, s — [, 005 0 — T, 01,7, (3.25)
es facil ver que ec. (3.24) puede ser escrita en términos de la derivada covariante de oI'

SRy =V, (6T,°,) =V, (6T ") , (3.26)
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a partir de esta ultima ecuaciéon podemos encontrar la variacién del tensor de Ricci, realizando
la contraccion de indices

5RO’I/ = 5Rpapl/ = vp (5rupa) - vl/ (51"/)/)0) s (327)

luego, podemos escribir la integral de .57 de la siguiente forma

/ d*ar/—=gV , (§776T, P — ¢7P8T 1) | (3.28)

en ese punto usamos la compatibilidad de la métrca y cambiamos los indices mudos. Esta
ultima integral corresponde a la divergencia de un vector, por el teorema de Stokes, esto es
equivalente a la contribucion de los términos en la frontera cuya contribucion es nula. Para 6.9,
la expresion ya esta de la forma que buscamos: algo multiplicado por dg"”, y para calcular 653

usamaos
55 =0 |(~57) .

b)),

1
=5V — 99 09"

donde se hizo uso de la siguiente propiedad
_ 1 y

Reemplazamos ecs. (3.29) en ec. (3.22)
1
0S = /d"x\/—g (RW - —

2ng,> g =0, (3.31)

luego la variacion respecto de la métrica inversa, nos entregas ecuaciones de campo de Einstein
en el vacio
1 &S

V=g g
La constante cosmologica A propuesta por Einstein, corresponde a una modificacién de la

ecuacion original de campo gravitacional y corresponde a la energia de vacio. Esta se agrega
para conseguir una soluciéon que describa un universo estatico. Se introduce a nivel de accién

S = / d'z/=g (R — 21), (3.33)

1
= Ry — 3Ry = 0. (3.32)

las ecuaciones de movimiento son
1
R, — ig,wR + Ag,, = 0. (3.34)

El valor experimental de la constante cosmolégica A ~ 107°?m~2 [57], no concuerda con el valor
predicho por la teoria cudntica de campos. Esta tltima predice un valor que es 120 6rdenes de
magnitud mas grande que el valor medido. Esta discrepancia ha sido calificada como la peor
prediccion en la historia de la fisica.
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3.4. Tensor de energia-momento

En este punto nos gustaria obtener las ecuaciones de campo de Einstein acopladas con
materia, para esto, agregamos a la accién un nuevo término de materia

S Sy + Sar, (3.35)

8rG
donde Sy, es la accion de la materia, y la accién esta normalizada. Siguiendo el mismo pro-
cedimiento de la secciéon anterior, variamos la accion respecto de la métrica inversa, esto nos
lleva a

1 4S 1 1 1 6Su
_ R, —+ V) oM 3.36
v—gog*  8rnG < a 29n + v —g og* ( )
de esta forma, definimos el tensor de energia momento como
1 6S
Ty = M (3.37)

V=989
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Capitulo 4

Gravedad Afin Polinomial

4.1. La accion afin

La gravedad afin polinomial es una teoria alternativa a la Relatividad General de Einstein,
que busca describir las interacciones gravitacionales utilizando como campo fundamental, la
conexion afin, esto excluye el concepto de tensor métrico en nuestro modelo. La conexion afin
puede ser decompuesta, en sus partes simétrica y antisimétrica respectivamente:

Il
—

e =T ) + T, (4.1

A )

Donde la parte simétrica corresponde a f(p“a) = I'(,!'s), mientras que la parte antisimétrica se
compone por el campo A, este corresponde a la traza del tensor de torsion, y I'*»* es el campo
Curtright [58], este campo satisface las propiedades ['""* = —I"""# y €y, I"* = 0. La relaciéon
entre los epsilons con indices superiores e inferiores, esta dada por eank"eu,,pg = 4!55[H5’7,,5)‘ p0% o]

Los elementos que componen la conexién afin son tres: I',%,, T y A,. Sin embargo,

la conexion F#’\,,, es un elemento que bajo transformaciones de coordenadas, introduce un
término no homogéneo, esto debido a que no es un tensor. A la hora de construir la acciéon
de la gravedad afin, buscamos que esta sea invariante bajo difeomorfismo, es por esta razon
que este elemento simétrico no puede entrar de forma directa en esta accién. Utilizaremos la
derivada covariante V,, para introducir la conexién de forma indirecta. El tensor de curvatura
de Riemann R,)*,, no entra como uno de los ingredientes para construir la accion, debido
a que es el producto del conmutador de derivadas covariantes, por lo tanto no es un campo
fundamental. Luego los tres elementos para construir la accion son: V,,, T y A,

Es importante recalcar, que estamos trabajando en un espaciotiempo, donde no existe el
tensor métrico, por lo tanto la nocién de distancia o longitud de arco, no esta definida. Las
consecuencias de esto: no es posible transformar vectores en sus representaciones duales, los
covectores y viceversa, como resultado, no es posible clasificar los vectores como tipo tiempo,
espacio o nulo. Sin embargo, la contraccién, es una operacién bien definida, y no necesita de
un campo métrico como mediador.

La accién de la gravedad afin polinomial fue postulada por primera vez en [46], esta es
construida utilizando un tipo de andlisis dimensional. Aca presentamos la accién méas genérica,
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invariante bajo difeomorfismo es
ST, T, A :/d4x [Bl RW“pTl’faﬁTPﬁ%aﬂw + B, RWUPTL?,WTP,%EJB% + By Ry, T A,

+ By R, TP Ay + Bs Ry, T7" Ay + C1 R, N o TV + Co Ry, )NV o T
+ Dy Ta”“’Tﬁ’p”VYT(’\’“)VEBW)\EQ,,M + Dy To"’“’T’\’ﬁ“’V,\T‘S’p"eagw;ew,pg

+ Dy TP TA N\ T €4 505€ 00 + Da T TN (3 Ay €po

+ D5 TN 3T Ao + Ds TV ANV WAy + D TV ANV, A

+ By VTN T € prn + B2 VTV ) A,

«, O, MK\, WV rp,0T
+T /B’YT ke <F1 €Bynr€apuv€iror + FZ E,BAnne'yp;weaéaT>

1 Iy Tp,ozBT%,ul/T)\,aTATEQB’YAEMW)J + Fy TU7Q5T57’Y5AUA,{606575‘| .
(4.3)

Donde los términos relacionados por medio de integracion parcial, y los invariantes topolégicos
son dejados afuera, un ejemplo de este ultimo, es la densidad de Euler cuatro dimensional. Es
posible demostrar, por medio de andlisis dimensional que, no es factible agregar mas términos
a la accion.

La accién escrita en ec. (4.3) presenta un serie de caracteristicas interesantes: (i) todas
las constantes de acoplamiento son adimensionales, esto sugiere la invariancia conformal del
modelo; (i7) las ecuaciones de movimiento, en el espaciotiempo libre de torsion, corresponden a
una generalizacién de las ecuaciones de campo de Einstein [47]; (7i7) la versién no relativista de
la ecuacion de la desviacion geodésica concuerda con la producida por el potencial Kepleriano
[46]; (iv) es una serie de potencia renormalizable, esta es una condiciéon necesaria pero no
suficiente para garantizar que el modelo sea renormalizable.

La accién presentada en ec. (4.3), puede ser escrita de una forma méas econémica, utilizando
una parametrizacion de la densidad tensorial B,f,, = eWp,iFA*p”, donde BN’\V se relaciona con
el tensor de torsion sin traza. Luego la conexién afin puede ser escrita de la siguiente forma:

A =T2,+B>, + Apdyy. (4.4)

La accién, se construye ahora utilizando los elementos de la ec. (4.4), es importante recordar
que, la parte simétrica de la conexion afin, no entra de forma directa, debido a que no es un
tensor. Utilizando andlisis dimensional, presentamos la nueva accion:

S :/ [BlRW“pBa”ngpg + ByR,g",B,"sB,", + B3R, o« Bg"vAs + B4Rg° , B, s As+

BsRas’ yB, 5 A + C1 R,V 3B, s + CyRup’ )N o B, %5 + D1 B,M\ B, oV s R, s+
Dy B/ 3B, VB, s + D3Bu",Bs* V1B,"s + DiB. 3B, sV \Ay + D5 B, A, VB, 5+
DB, 5A NV \As + D1 B, s A\, As + E\V ,B," 5V, B, s + B2V ,B," 5V, As+
FiB,"3B.7 5B, ,Bs"x + FaBo"3B."\Bs* ,B,", + F3B,"*\B," o B As+
F4Ba“/3B,Y”5AMA,,1 dv e,

(4.5)
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La ventaja de esta nueva formulacion del model, radica en la descomposicién usada en ec.
(4.4), los campos utilizados tienen una interpretacion geométrica més sencilla. En ec. (4.5),
introducimos la forma de volumen dV " = f(z)dx® A da” A dz” A dz’ para una funcién no
nula arbitraria f(x), y al igual que antes, no se incluyen los terminos que se pueden relacionar
por medio de integracion parcial, y aquellos que son invariantes topolégicos. El andlisis dimen-
sional, muestra la imposibilidad de incluir nuevos términos, para mas informacién sobre este
procedimiento y detalles, ver apéndice A.

4.2. FEcuaciones de campos

Las ecuaciones de campos, para la ec.(4.5) se obtienen, utilizando el formalismo de Euler-
Lagrange para el campo ®
oL OL
ol 3| = 55
0(0,P) 0P

A continuacion presentaremos una forma alternativa de escribir las ecuaciones de campos de
Euler-Lagrange, esto permite que los célculos sean méas sencillos Ref. [49].!

Para trabajar con las ecuaciones de campo de la parte simétrica de la conexién, introducimos
la notacién del momento

oL oL
[P = = : 4.
S TER N o

Como las derivadas de la conexion entra solo a través de la curvatura, uno puede usar la regla
de la cadena para calcular sus contribuciones
”
[IAv P — OL 0OR.37s
9
8Ra575 8F/W)‘p

(4.7)

donde introducimos la variable auxiliar 2“575, y el iltimo término puede ser calculado utilizando
la definicién del tensor de curvatura

6Ra575
or >,

= 4830131y 65 (4.8)

Sustituyendo esta identidad en ec.(4.7) obtenemos
[\ = QZ[MV}AP + QZ[MP])\V_ (4.9)

Por otro lado, la derivada del Lagrangeano con respecto de la conexion, puede ser escrita en
términos de sus dos contribuciones, esto depende si viene o no del tensor de curvatura
oL OL ORu.p"s 0*L
LN, OR.gs 0T, ~ OU,2,)

(4.10)

' Nuestra notacién, difiere de la usada en el trabajo citado.

33



4. GRAVEDAD AFIN POLINOMIAL

donde el ultimo término hace referencia a las derivadas con respecto a las conexiones que no

estan contenidas en el tensor de curvatura. De la definicion del tensor de curvatura tenemos
aRaﬂvé o
or,A,

4 (800" 5 + 0§55 T g™, ) (4.11)

Reemplazando esta identidad en ec. (4.10) obtenemos

0L O*L

——— = ")\ T, 5 — Ip?,°T s + ™ T, 7 + . (4.12)
aFIJ/)\V H 123 v M aI—\HAV
Sustituyendo ecs. (4.9) y (4.12) en ec. (4.6), tenemos:
o*L
[ \r = 4.13
v T al—\'u)\l/7 ( )

donde la derivada covariante de la densidad tensorial viene dada por

VI P = O, 1" \P + T, D™ P + Ty IpHT P — T T\ P+ T P I T — Ty 7 IR 5P

(4.14)

Las ecuaciones de campo para BMAV y A, siguen el mismo procedimiento, salvo que estos

campos no presentan contribuciones que vienen del tensor de curvatura. De esta forma, las
ecuaciones de campo para los tres campos son:

oL oL oL
TI" \F = M = =
ar,A,’ Vulls 9B, Vil =54,

VI P = (4.15)

4.3. El sector libre de torsion

Con el fin de simplificar los calculos, centramos nuestro estudio en el espacio libre de torsion,
esto implica hacer nula las contribuciones asociadas a los campos B, A — 0, esto se debe
hacer a nivel de ecuaciones de campos. Sin embargo, notamos que las unicas contribuciones no
nulas vendran de los términos que son lineales en dichos campos, estos son los términos que
acompanan las constantes C7 y Cy. De esta forma podemos obtener una accién efectiva

Sep = / lClRW“VVg + C’gRagple,] Bw”gdvaﬁ“";. (4.16)
El momento del campo B para la acciéon efectiva es:
"\ = =2Ruo 2 dVHP* + 2R, 57 LAV, (4.17)
Las ecuaciones de campo son:
Vi (=201 Roa”xdVH* 4 205 Ros”ydV"*) = 0. (4.18)

En la formulacién Riemanniana de la geometria diferencial, el tensor de curvatura es anti-
simétrico en los dos tltimos indices, esto nos indica que el segundo término en la ec. (4.18) es
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4.3. EL SECTOR LIBRE DE TORSION

cero. Para conexiones no-Riemannianas el segundo término sigue siendo cero, siempre y cuan-
do la conexién sea compatible con una forma de volumen, estas conexiones se conocen como
conexiones equi-afin Ref. [59]. Luego las ecuaciones de movimiento se reducen a la siguiente
expresion

ViR = 0. (4.19)
Usando la segunda identidad de Bianchi

v)\R,uué'y + v,uRu)\(s'y + VI/R)\;LJ'\/ =0, (42())

podemos escribir ec. (4.19) como:
VR’ =0, (4.21)

esta 1ltima ecuacién se conoce como curvatura armonica. Estas ecuaciones son generalizaciones
conocidas de las ecuaciones de campo de Einstein en el vacio [60].

Por completitud, en el apéndice B se presentan las ecuaciones de campo para ec. (4.5), y
uno puede demostrar que el limite mencionado esta bien definido.

La ec. (4.21) tambien se puede obtener por medio de la formulacién Yang-Mills de la
gravedad, usando el enfoque de palatini, la acciéon propuesta se conoce como la accion de
Stephenson-Kilmister-Yang (SKY) [61-63]. Viene dada por

SSKY = /d4x\/§glngTRuJ)\pRqu/\' (422)
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Capitulo 5

Los ansatz

La ecuacion de la gravedad afin polinomial corresponde a la curvatura armdnica. Para
resolver esta ecuacion postulamos un ansatz para la conexion afin que sea compatible con las
simetrias del principio cosmoldgico: isotropia y homogeneidad. Nos restringiremos a trabajar
en el espaciotiempo libre de torsién.

Con el fin de ilustrar el procedimiento para construir el ansatz de la conexiéon afin, empe-
zaremos con un caso mas sencillo, el ansatz métrico. Se estudia el caso métrico debido a la
gran importancia que presenta en Relatividad General. La conexiéon afin V se conoce como
conexion Levi-Civita si satisface las condiciones de

= Metricidad Vg = 0.
= Trabajamos en un espaciotiempo sin torsion.

Si la métrica es compatible con las simetrias del principio cosmoldgico entonces la métrica es
la de Friedmann—-Robertson—Walker.

Para construir el ansatz (métrico y afin) asumiremos la dependencia de las coordenadas de
la forma mas general y aplicaremos la derivada de Lie a este tensor. Empezaremos usando los
tres vectores de Killing asociados a la simetria de isotropia, esto nos permite generar un tensor
que no contega direcciones privilegiadas. Luego bastara con utilizar un vector de Killing de
homogeneidad.'?

Utilizamos el paquete SageManifolds del software SageMath [64-66].

5.1. Ansatz métrico

Nuestro ansatz métrico asume la dependencia de las coordenadas de la forma mas general,
luego definimos el ansatz como

T;ux = Tul/ (t7 r, 9) 90) : (51)

5.1.1. Ansatz métrico isotrépico

Aplicamos la derivada de Lie (2.36) al tensor métrico presentado en (5.1), utilizando como

campo vectorial J; (2.67)
T, (t,1,0, )
£,T,, = 2B e) 5.2
Jstu 84,0 ( )

!'Notacién s (p) = sin (¢) y ¢ (¢) = cos (¢).
2Cuando no se incluye la dependencia de la componente en la ecuacién, esta estard dada en las soluciones.
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solo serd cero si, el tensor 7, no es funcion del paramétro ¢. De esta forma eliminamos la
dependencia de la variable angular ¢ de nuestro tensor 7),,, y ahora este solo dependerd de
tres variables T}, (t,r,0).

Ahora usamos el vector J; (ec. (2.65)) para la derivada de Lie ,y obtenemos un set de 16
ecuaciones diferenciales, de las cuales solo cuatro presentan una solucién directa

0Ty (t,r, 0 OTo (t,r, 0
LTy = —cos(gp)ooée), LT, =— cos(go)mée>,

dTyg (t,r,0 ol (t,r, 0
LT =— cos(gp)loée), LT, =— cos(gp)née).

La solucion a este set de cuatro ecuaciones, es que las componentes Tog,701,110 v 111, no pueden
tener una dependencia de la coordenada #, deben depender de las coordenadas r y t.

En ese punto, si utilizamos el vector Jy (ec. (2.66)), obtendremos un resultado similar
al obtenido usando el vector Ji, esto no nos entrega nuevas restricciones. Por esta razon,
utilizaremos combinaciones lineales de la derivada de Lie, usando los campos vectoriales .J; y
Jo, en particular usaremos primero la suma y luego la resta. La suma queda definida por la
siguiente ecuacion

L, T,xsin(p) + L,T,x cos(p) = 0. (5.3)
A continuacién mostramos el set de ecuaciones no nulas para la suma

Ti
L5, Tozs(p) + Ly, Toac(p) = —Sin;)?e), L5, Tozs(p) + Ly, Tosc(p) = Toe,

T
Ly Tias(p) + Ly Tiac(p) = _singzﬁ)’ Ly Tizs(p) + Ly Tizc(p) = Tha,
£ Ts(0) + L Tooelp) = ——2 L1 Tns(9) + L Toncl(ip) = ——3

' : sin?(f)’ ! : sin?(6)’
Tos + T
Ly Tos(p) + Ly Toc(p) = _:;)T(H)SQ’ L5, Ts08(0) + Ly Ta0c() = Too,
Thy sin?(0) — T

L, Togs(ip) + L, Tasc(ip) = —= sing()e) = LaTus(e) + LuTuely) = Tor

Las soluciones son directas, las componentes Ty3, T2, 113, Th2, T30, 131, 159, 151 deben ser cero,
mientras que las otras componentes satisfacen las siguientes relaciones

Tso (t,7,0) = =Tos (t,7,0), Tss (t,r,0) = Ty (t,7,0)sin’(0).
Repetimos el mismo procedimiento para la resta
Ly, T nsin(p) — L, T, cos(p) =0. (5.4)
A continuacion mostramos el set de ecuaciones no nulas para la resta

(9T22 (t, r, 9)
00 ’

T
L ;, Togsin(p) — L, 1o cos(p) ~ Tag (t,r,0) cos(d) — sin(@)a%ge’r"g).

L5, Togsin(p) — L5, Tog cos(p) = —2cos(ip) sin(yp)
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La primera ecuacién sera cero, siempre y cuando la componente T, no dependa de la variable
. La segunda ecuacion es una ecuacion diferencial que nos entrega la dependencia angular de
la componente 133

TQQ (t, T, 9) = T22 (t, 7”) s T23 (t, T, 09) = T23 (t, T’) sin 6.
Finalmente el tensor 7T}, mas genérico bajo condiciones de isotropia es
Too(t, 7”) T()l(t, 7’) 0 0
. Tlo(t,’l") Tn(t,?") 0 0
N 29 t,T 23 t,?“ sin ’
L 0 0 T T 0 (5:5)
0 0 —To3(t,r)sin() Tho(t,r)sin*(0)

El ansatz métrico, presentado en ec. (5.5), tiene una estructura que es de gran interés, esto
se debe a que es posible eliminar los términos asociados a la componente 753, siempre y cuando
estemos trabajando en un espaciotiempo libre de torsién

T()Q(t, 7") Tl()(t, ’l“) 0 0

Tm(t, 7") Tll(t, T) 0 0

T = ( 0
) .

0 0
0 0
El elemento de linea es

ds® = Too(t, r)dU? + 2Ty (¢, r)dtdr + Tyydr® + Taed? + Tog sin® Odip®.

Podemos hacer una redefinicion de la coordenada temporal, para elimiar los términos fuera de
la diagonal

T(t,r)=t+(r),
dT(t,r) = dt +'(r)dr, (5.6)
dT?(t,r) = dt* + " (r)dr® + ' (r)drdt.

De esta tltima ecuacién podemos encontrar una expresion para d1'?, y reemplazamos en el
elemento de linea

ds® = Toodt?* + (Toot*(r) + Ti1)dr? + (2Toot) (r)drdt + 2Tho(t, r)dtdr) + ThedQ?,
para poder eliminar los términos fuera de la diagonal, debemos resolver la ecuacion

di(r) _ Tio(t,r)
dr Too(t, )

Por razones histéricas, se elige Tio(t,7) = 0 de esta forma ¢ (r) = cte ,y reemplazamos este
resultado en el nuevo elemento de liena

d82 = TO()(t, T’)dtZ + Tn(t, T)d?”2 + TQQ(t, T)dQ2,
donde dQ? = df? + sin® 0dp>.

Finalmente encontramos el tensor mas genérico, el cual toma la forma standar

TO()(t, T’) 0 0 0
- 0 T11 (t, 7") 0 0
G = | g 0 Twlt,r) 0 (5.7)
0 0 0 Ty (t, ) sin?(0)
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5.1.2. Ansatz métrico isotrépico y homogéneo

Con el fin de simplificar los célculos, se utilizard el vector Jy (ec. (2.75)), como campo
vectorial para la derivada de Lie. Esto entrega un set de 10 ecuaciones independientes

T T
EJ/Et:\/l_KTQCOS(Q)a 00, Ly, T ~ HTT01+(HT2—1> 0Ty ,
3 or 3 or
. 2 aTlO
Ly, Ty =—V1—rr?Ty(t,r)sin(0), Ly, T ~ | kT + (m“ — 1) 5 |
£J Trr ~ 2/€7’T11 -+ (Kﬂ’z — 1) aTH EJ Trg ~ ((/ﬁ)?" —-T ) Tll(t T) + ng(t 7”))
3/ 8']" 7 3/

oT:
Ly, Top ~ V1 — kr? (7“ 2 (tﬂ”)> ;o Ly Toy = —V—=1— rr?T,

05y  Ths(t,r)sin’*(0)
Ly, Tog ~ V1 — kr? — 2T5s(t Ly, T, :
Jy 160 Kr (7“ or 2 (1, 7”)) ’ Jy fre = V1 — kr2r2

Este es un sistema de ecuaciones que puede ser reducido, considerando las siguientes restric-
ciones entregadas por el mismo. Las componentes Ty, To1, 110, To3, T52 deben ser cero. Como
consecuencia de esto, el sistema se reduce a solo 3 ecuaciones

(9T11

5 L, Ty~ (m“ —r )Tll(t )+ Too(t, ),

Ly, Ty~ 2krT + (/47"2 — 1)

aTQQ

£J3/T99 ~T — 2T22<t, 7’)

Las soluciones a este sistema de ecuaciones nos entrega la dependencia radial de las compo-
nentes 111 v T, y como se relacionan ambas

T,
Ty (t,7) = krl;(—)l Too (t,7) = Thy (t,7) r2(1 — kr?).

Finalmente el ansatz métrico es

Too(t) 0 0 0
0o g0 0
T = 1—rr? . 5.8
K 0 0 T2T11<t> 0 ( )
0 0 0 72Ty (t) sin(0)

En relatividad general, se estudian las ecuaciones de campo de Einstein asociadas a una
métrica con signatura Lorentziana (—, 4, +,+), esto es porque presentan un significado fisico.
Para obtener una métrica Lorentziana Thy — —Tog, luego podemos reescalar la coordenada
temporal de ec. (5.8) y parametrizando la funcién dependiente del tiempo, obtenemos obtene-

mos

a2
t
T=—-dt@dt+ ] ®) dr @ dr + r?a®(t)df @ df + r*a®(t) sin®(0)dy @ dep.

— Kkr2

Esta métrica corresponde a la métrica de Friedmann—Roberton—Walker.
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5.2. Ansatz afin

Al igual que en la seccion anterior, consideramos una conexién afin genérica en la depen-
dencia de sus coordenadas, y a cada coeficiente de la conexién se le asigna una funcion F', de
esta forma el ansatz es de la siguiente forma

F,u,)\zl = Ludw (t7 r, 07 90) . (59)

5.2.1. Ansatz afin isotrdpica

Utilizamos la derivada de Lie presentada en ec. (2.37), para construir el ansatz cosmol6gico
a partir de ec. (5.9). Empezamos por el vector de Killing J5 (ec. (2.67))
_ 8FH)\V(t> T, 07 90)
= i

L0, : (5.10)
La ecuacion anterior solo sera cero, si no existe dependencia de la variable ¢ en la conexién
afin, de esta forma, podemos eliminar dicha dependencia angular, y la conexién se reduce a
(T, 0).

Continuamos con el vector de Killing J; (ec. (2.65)), como campo vectorial para la derivada
de Lie, obtenemos un set de 64 ecuaciones diferenciales de las cuales solo 8 presentan una
ecuacion, cuya solucién es posible conocer

OF oF OF
ﬁJlFttt = —Cosp (90600 ) £J1 Fttr = —COsp 8;01 ’ ‘CJl Frtt = —COsS Y (9;00 )
OF; OF OF
EJl Frtr = —Cosp ag)l ) £J1 Ftrt = —Cos 82107 EJI FtTT = —COsS Y 8211 ’
0F10 OFin
L FTT == ) [’1F7‘T7‘:_ .
Jitrot COSP—ag J cos P

La solucién, consiste en eliminar las respectivas dependencias angulares asociadas a la coorde-
nada # para cada coeficiente. Luego las funciones Fooo, Foo1, Fioo, Fio1, Foio, Fo11, F110, F111 solo
dependen de las coordenadas r y t.

Tal como se hizo en la seccién anterior para obtener mas informacién, utilizaremos combi-
naciones lineales de la suma y resta de la derivada de Lie

LT ysin(p) + LT, cos(p) =0, (5.11)
Ejlf,,“,\ SiIl(gO) - EJQFV'LL)\ COS(QO) =0. (512)

Dada la gran cantidad de ecuaciones que se debera resolver, trabajaremos por coeficientes
Coeficientes t — L, I',*ysin(p) + L, cos(¢) =0

—F
‘CJlrtt@s(Sp) + ‘CJQFtttec«O) = Sin§(§7 £J1Fttgos(90) + ACJQFttgpc(SO) = F0027
—F
LiTh05(0) + L2,T acl9) = =57 LT es(9) + LuTrpele) = Fion,
—F: —F:
t t _ 300 t t _ 301
‘CJ1F9 tS(QD) + 'CJ2F9 tC(SO) - Sin2 9’ ‘CJ1F9 TS(SO) + ‘CJ2F9 TC(QO) - sin2 0’
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F5os + F-
L Toles(0) + L1,To'ec(p) = —wa EJlrgotrS(@) + ﬁersotrC(SO) = Iy,
Fyposin?6 — F.
LaTo'5(0) + LuToloelo) = =g Lallusl(e) + LaTliele) = Fan

Las soluciones a este set de ecuaciones son directas, las funciones Foygo, Foosz, Fios,
Fl(]g, Fgog, F301, FQOl, F200 deben ser cero, mientras que

F302(t, T, 9) = —Fggg(t, T, 6), Fgog(t, T, 9) = Fgog(t, T, 9) Sin2 0.
Coeficientes t — L, I',*ysin(p) — LT, H\ cos(p) =0

8F202 (t, r, 6)
00 ’

Foos(t,r, 0
LJlretgo sin(p) — thefw cos(p) ~ 2Fy3(t, 7, 0) cos @ — sin 98203(;8’7"7)-

L, Te'gsin(p) — L1,T6'g cos(p) = —2 cos psin ¢

La primera ecuacién elimina la dependencia angular de la funcién en analisis, y la segunda
es una ecuacion diferencial ordinaria, nos dice como se comporta la variable # para dicho
coeficiente

Fgog(t, r, 9) = Fgog(t, 7”), F203(t,7”, 9) = FQQg(t,’f’) sin 6.

Coeficientes r — L5, T,"\sin(p) + L,,T,7\ cos(¢) =0

F
LoTo"rs(9) + LuToselp) = 25, LT e5(9) + LuT/ pele) = Foro,
F
[,Jll_‘TTQS(QO) + ,CJQFTTQC(QO) = siriéBH’ ‘CJlrrrgos(SO) + ‘CJQFTTL,OC(SO) = F1127
, , Fi19 , , Fois
L Lo es(p) + Li,Te (@) = 20 LT 9s() + L, gc(p) = T
T T F + F T T
L5,Lo"os(¢) + LiLo"9c(0) = w> L5, Tois(p) + Ll 1c(e) = Fao,
Fy9sin?0 — F.
['J1F0rw3(90) + EJQFGTwC(SO) == sin2 6 313’ £J1F90TT5(90) + EercprrC(SO) = Fo1.

Todas las ecuaciones presentan una solucion directa, las funciones Fpyi3, Foi2, Fi13, Fiio,
F310, F311, Fo19, Fo11 deben ser cero, mientras que

F312(t7 T, 9) = _F213(t7 T, 9)7 F313 (ta r, 9) = F212(t, r, 9) Sin2 0.
Coeficientes r — L5 T,"\sin(p) — L;,T,"x cos(p) =0

8F212 (t, r, 6)
ol ’

Foi3(t,r, 0
LTy ,sin(p) — LT, cos(p) ~ 2Fy3(t,7,0) cos — sin 96’2138(0’T7)

LTy gsin(p) — L,Tg"gcos(p) = —2cos psing
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La primera ecuacién elimina la dependencia angular de la funcién, mientras que la segunda
ecuacion, es una ecuacion diferencial ordinaria cuya solucién entrega como se comporta la
variable 6 para esa funcion

Fglg(t, T, 0) = F212<t, T'), Fglg(t,r, 6) = Fglg(t, ’I") sin 9

Coeficientes 6 — ﬁJIFl,H)\ sin(yp) + £J2Fu9>\ cos(p) =0

LT os(0) + L1140 5c(p) = Foza — Foss, LT s(0) + LT ve(p) = Foa,
['Jlrtaes(‘ﬁ) + L0 oc(p) = L 51;19; F023’ £J1Ft9t3(90) + EJQFt 1c(p) = Foao,
L5100 s(0) + L,1,0 c(p) = Flag — Fiss, L;0,05(0) + L1, c(p) = Fia,
L5 T,0s(0) + L1, c(p) = Fisn Sl;ﬂf; F1237 L5100 s(0) + L1, c(0) = Fiso,
L5.T%s(p) + L,To%c(p) = Fazo 5181;190—{— F3207 LT s(0) + LT " b,c(p) = Faap — Fiao,
L To" () + LTl ve(g) = P Slsri;@g—l— F:3217 lergaars(sp) n £J2F¢GTC(SD) — Fyyy — Fiyyy.

Las soluciones son directas, las funciones Fyz1, Fis1, Fozo, Fi30 deben ser cero, mientras que las
restantes satisfacen las siguientes relaciones

Fogs(t,r,0) = —Fyso(t, 7, 0) sin? 6, Fooo(t,r,0) = Fs30(t,7,6),
Fyoo(t,7,0) = —Faso(t,r,0) sin? 6, Foor(t,r,0) = Fs31(¢,7,0),
Fios(t,r,0) = —Fiss(t, 7, 0) sin? 6, Fioo(t,r,0) = Fiss(t,r,0),
Fyo(t,r,0) = —Fhg(t,7,0) sin? 6, Foo(t,r,0) = Fs30(t,1,0),
Fyss(t,r,0) = —Fago(t,r,0) sin? 6, Foss(t,r,0) = F335(t,7,0)

Sin embargo, este no es el set completo de ecuaciones, a continuacion se muestran las ecuaciones
faltantes

F232<t, T, 9) SiIl2 9 -+ F223(t, T, 9) + Fggg(t, T, 9)

EJl Fg% sin(gp) + £J2F999 COS(SO) ==

sin? @ ’
9 . 0 . _(Fggg(t,?”, 9) — FQgg(t,’f’, 6)) Sin28+ F323(t,7’, 9)
‘CJ1F9 © SIH(QO) + ‘CJQFG © COS(SO) - sin2 0 ) (513)
_ 102
LT, psin(p) + LT, % cos(p) = —2zz2(t:120) F233(t;.r’292) oin 0+ Fesltir,9)
11

EJIRP% sin(p) + £J2]._‘@0(p cos(p) = Foos(t,r,0) + Fzao(t,r,0) — Fs33(t,7,0),

mas adelante, se explicard el porque se hace esta separacion.
Coeficientes 0 — L5, T,%\sin(¢) — L5,T,% cos(p) =0

(9F020(t,r, 8) 8F021(t r, 6)

ﬁJlrtetS(SO) - EJQFtetC(SO) =A EJlrtarS( ) ﬁJQFt rC(90> A

o0 ) 06 ’
OF333(t,r, 0 OF15(t, 7,0
L1 Ti%s(0) — LiTi oc(p) =A3338<9)» LaT:us(p) = LT re(p) = Ama<9>’
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OFu(t,r,0) OFz(t,r,0)

£J1Fr0frs(90) - ['JQFTQTC<90) =A 3 [’J1PT09S(§D) - EJZPT090(90> =A

00 00 ’

OF330(t,r,0 OF33(t,r, 0
£aTs(e) — L) = AZIETO) 1o (o) — 0 el) = AZTEAERO)
donde A = —2cospsing. La solucién a este set de ecuaciones es directa, las funciones

Fooo, Foor, Foss, Fioo, Fio1, Fiss, F330, F331 solo deben depender de las coordenadas r y t.
El siguiente set de ecuaciones son

EJlrtaso sin(p) — EJQFtaso cos(p) = Foga(t,7,0) cosf + sin@agg‘”,
LT,%,sin(p) — LT, cos(p) = Fisa(t, 1, 0) cos 6 + sin&a§;32,
LT sin(p) — L5,1,% cos(p) = Fyso(t, 7, 0) cos 0 + sin 6827230,
LT, sin(p) — L,T,° cos() = Fin(t,r,6) cosd + sin Hag‘:l _

La solucién de la ecuacion diferencial, entrega como se modela la variable 6 para cada funcion

F t,T' F t,?”
Foso(t,7,0) = OziQI(16>’ Figo(t,r,0) = H;i(le)>

E t,?“ F: t,T’
F23O(tar7 0) = 22[1:;(10) Fle(t,T, 9) = 22;59)

Existen otras 4 ecuaciones que no se presentaron, esto debido a que no sera necesario resolveras.
Coeficientes p — L5, 1',%5sin(p) + L5,1,%) cos(p) =0

Fooo(t,r Foor(t,r
L T#s(p) + LT 1e(p) = n(9> LyT%s(0) + Lo, Tire(p) = 0;;2 ; 3

Fioo(t,r Fio(t,r
£J1Fr<pt3(<p) + ‘CJQFT’LptC(QO> = 18231(20)’ ‘CJ1FT§DT’S(90> + £J2F7“<p7“c(90) = 1821111(2 0 )

Las soluciones son directa, las funciones Fyag, Foo1, Fi20, Fi21 deben ser cero.
El resto de ecuaciones no nulas, son

(Fogo(t,r,0) — 2F335(t, r,0)) sin + 2 cos 0

L Te%gsin(p) + L,T9%gcos(p) =

sin® 0 ’

2Fy30(t, 7, 0)sin? 0 + Faos(t,r,0

L5 Te?,sin(p) + L,T9%, cos(p) = 232(L, 7, )Slsljlrﬂ 9+ bo3(t, 7, ))’
. (5.14)

2Fy50(t, 7, 0)sin? 0 + Fyoo(t, 7,0
LT %gsin(p) + LI ,% cos(p) = 23 (1,7 )SISI;DQ 9+ 322(t, 1, )),

2F335(t,7,0)sin? 0 — cos 0 sin 6 + Fso3(t, 7,0
L% ,sin(p) + L;,I,%, cos(p) = 3a2(1, 7, 0) sin oy 1 s23(t, 7 ))

Es posible extraer informacion de la segunda y tercera ecuacion

ngg(t, T, 6) = F322(t7 r, 9)
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5.2. ANSATZ AFIN

Coeficientes ¢ — L5, T,%ysin(p) — L;,1,%5 cos(¢) = 0, no seré necesaria de calcular, bas-

tard con resolver los sistemas de ecuaciones presentados en (5.13) y (5.14) para encontrar las
restricciones faltantes a imponer.

Los dos conjuntos de ecuaciones presentados en ecs. (5.13) y (5.14) presentan las condicio-
nes finales a imponer a las funciones. Resolviendo el sistema se encuentra que las funciones

Fo39, F333, F3o9, Fhog, Fooo deben ser cero, mientras que las restante deben satisfacer las siguien-
tes relaciones

cos 0

F332(t,7", 0) = m, F233(t77“, 9) = F332(t,7“, 9), F323(t77“, ‘9) = —COSQSiH 0

Los coeficientes del ansatz cosmoldgico isotropico se encuentran en tabla 5.1, al final de la
seccion.

Es posible reducir ain mas, la cantidad de coeficientes de la conexion afin, si consideramos
las restricciones que impone el hecho de trabajar en un espaciotiempo libre de torsion. Las

funciones Fyg3, Fb13, F302, F312 deben ser cero, mientras que el resto satisface las siguientes
relaciones

Fioo = Foon, Fi10 = Fou, Fao0 = Fooo, Fyo1 = Foo,
Fso0 = Foas, F301 = Flag, Fysg = Fose, Fy31 = Fig,
Fs30 = Foss, F331 = I3, Fy39 = Foss.

Los coeficientes de la conexion afin sin torsiéon se pueden encontrar en la tabla 5.2, al final
de la seccion.

Coeficientes t Coeficientes r Coeficientes 6 Coeficientes ¢
It = Foool(t, ) Iy = Fouwol(t, ) [0y = Foss(t,7) ' = %(gr)
Tyt = Foou(t,r) I = Fou(t,r) [0, = —Fosa(t,r)sing | T2, = Foss(t,r)
Frtt = FOOl(ta 7") I, = Fon(t, 7") Free = F133(t7 T) [')%9 = FI;QT(Z’T)
Tt = Fioi(t,r) I, = Fi(t,r) [0, = —Fisa(t,r)sing | I,%9, = Fia3(t,7)
Loty = Fooa(t, ) o' = Foia(t, 1) Lo’y = Fago(t,7) Lg?e = %(ZT)
Loty = Fags(tr)sing | Ty’ = Fops(tr)sing | Tgf, = Fygy(t,7) Ty#, = G
Lylo = —Fas(t,r)sing | Ty = —Fys(t,r)sin€ | T,0y = —Fygo(t, r)sin6 | Tp%, = <7
Flpt@ = F202 (t, 7”) SiH2 9 Ftprtp = Fglg (t, 7”) SiH2 9 Fwer = —F231 (t, 7’) sin 9 Fgowt = F330(t, T’)
__________________ r,%, = —cosfsinf % = Fa31(t,7)
——————————————————————————— L% = 5

CUADRO 5.1: Coeficientes de la conexién isotrépica con torsién
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Coeficientes ¢ Coeficientes r

Coeficientes 0 Coeficientes ¢

[ty = Fooolt, ) L'y = Foiolt,r) [0y = Foss(t,r) ['y%g = FOSiQn(te’T)
Iyt = Foou(t, 1) Iy = Fou(t,r) [0, = —Fosa(t,r)sing | [',%, = Foas(t,r)
[t = Foor(t, ) I = Fou(t,r) [0 = Fiss(t, ) I = Ffﬁfte’r)

Frecp = —Flgg(t, 7") sin 0
Ty?y = Foss(t,r)

Ty’ = Fiss(t,r) sin@
Fipet = —F032<t,7”) sin 6 I SOt = F033(t, T)
Pwer = —Flgg(t, 7’) sin 6 FQOQD = F133<t, T’)
[0, =—cosfsind [Py = cosb

[,%, = Fiss(t,r)
Ty%, = Fosa(t.r)

sin 0
_ Fras(tr)
Fe“jr —

r
© 9= Sine

CUADRO 5.2: Coeficientes de la conexion isotrépica sin torsién

Con el fin de simplificar los célculos, usamos J5 como campo vectorial para la derivada de

5.2.2. Ansatz afin isotréopica y homogénea
Lie
Coeficientes t — L, T,'x =0
OFpoo(t
2,0y~ Ponltr)

or ’
L5, T ~ —V1 — kr2Fy(t,7) sin 6,

,C.]3F7atr ~ 2/{TF101 (t, 7") + (/f?“2 — 1) 9
r

/Cng—‘rtgo ~ F203 (ta T) sin 927

£J3F9tr ~ (/{7"4 — 7”2> F101 (t, ’l“) + Fgog(t, T‘),

8F203

Ll ~ or

— 2F203(t, ’f’).

8F101 (t, T)

OFpo1(t

£J3Ftt7« ~ KJTFOOl(t’T) + (HTQ . 1)0081(77")7
r
OF00(t

£J3Frtt ~ RTFlOO(t,T) + (/€7°2 . 1)1(290(,7’)’
r

LT,y ~ (/ﬂ“ -7 )F101( r) + Fso3(t, 1),
L5,To" ~ —V1 — kr2Fy(t,7) sin 6,
OF:

B 2F503(t, 1),

t
£J3F99NT

Las soluciones directas, imponen que las funciones Fyo1, Figo, F203 deben ser cero, mientras que

Fooo(t, ) = Fooo(t),

F303(t; T) - F101(t)7“2(1 — /ﬂ”z).

Las ecuaciones diferenciales establecen la dependencia de la variable r del coeficiente Fig1, y

como se relaciona este con Fsp3

Fioi(t,r) = 1= 02

Coeficientes ¢ — L, I',9y =0

LpT% ~ Fose (t,7)

OF
V1 — Kkr?cos——= 033

LagTi% o~ or

Fgog(t,T) = Fl()l(t)TQ(l — I{)Tz).

OF,
L,1% ~ V1 —kr2cos () 6(;32’

Ly,1.% ~ Foga(t, 1),
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OF
EJgrrSOr ~ F132(t,7“) + F231(t, 7‘)7 ﬁJgrrwe ~ WF132(15, 7") + (/47"2 - 1) 8;“32’
OF OF.
LT, ~ kr®Fias(t,r) + (kr* —1?) 6133 —1, LzTy% ~ V1 —kr?cos 078230’
r r
OF.
,CJ3F9L'OT ~ /{T’Fggl (t, 7") + (]{?7“2 — 1)%, ﬁJBFQSOQ ~ Flgg(t, 7") + F231 (t, ’l“),
OF:
Ly,T9%, ~rFiss(t,r) sin? 0 + cos® 0 — 1, LT ~V1—kr?cost 8330’
-
L, T.¢ 3 4 2 8F331 © ) 2
JsLoPr ~ ko Fagy (t,1) + (k1 — %) 5 1, LI',%9~ rFss(t,r)sin®0 4 cos® — 1.

Las soluciones son directas, las funciones Fys3a, Fh3g deben ser cero, mientras que el resto satis-
face las siguientes relaciones
Foss(t, ) = Foss(t), Fogi(t,r) = —Fiza(t, 1), Figs(t,r) =1/,
Fygi(t,7) =1/, Fyao(t, ) = Fia0(t).

La ecuacién diferencial para el coeficiente Fi35(t,7), entrega la dependencia radial
F132<7f, 7“) = Flgg(t)/\/ 1 — kr2.
Coeficientes 6 — £J3/F,,9,\ =0

L, 0,0 ~ Fyo(t,r)sind, L, T8 ~ Fou(t,r) — Foss,

L5,T.% ~ Fu(t,r) — Faa, L, T.0 ~ kr+ (/17’2 — 1) Fi(t,r),

£J3F90,9 ~ I<u"/’3 — 7T — Fglg(t, 7‘), EJBFQGQO ~ \ 1 — I€T2T2F132(t) sin2 6 — Fglg(t, 7’),
LJSF@GLP ~ /€7’3 - T — F313(t, 7’), LJSF@QQ ~ 1-— /<L7’27’2F132(t) Sil’l2 6 — F213(t, 7”),

Las soluciones son directas, la funcién Fjy¢ debe ser cero, mientras que el resto satisface las
siguientes relaciones

Fou(t,r) = Foss(t), Fuo(t,r) = Fiz0(t), Fi(t,r) = kr/(1 — kr?),
Fys(t,r) = kr® —r, Fous(t,7) = Fiso(t)r*V1 — kr2.

No es necesario calcular £;,I',"s, porque las restricciones encontradas anteriormente re-
suelven de forma completa la derivada de Lie para todas las coordenadas.

Los coeficientes de la conexion afin compatible con las simetrias del principio cosmolédgico
con torsién se encuentran en la tabla 5.3, al final de la seccién.

Es posible reducir atin mas, la cantidad de coeficientes, si consideramos el espaciotiempo
libre de torsion. Las funciones Fyi3, F319, F321, Fl23, Fi32, Fb31 deben ser cero y el resto satisface
las siguientes relaciones

Fiio = Fou, Foyo1 = —Flog, Fa0 = Fon, F330 = Foss.

Los coeficientes de la conexiéon en un espaciotiempo libre de torsién compatible con las
simetrias del principio cosmoldgico se encuentran en la tabla 5.4, al final de la seccion.
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Coeficientes ¢

Coeficientes r

Coeficientes ¢

[yt = Fooo(t)

t _ Fioi(t)
FT T 1—kr?

Loty = r2Fio1(t)

Iy = Foss(t)
I" = Foss(t, )

.7 — &
LA )

Ly = k13 — 7

Lo, = V1 — kr?2r?Fiss(t) sin g
F@TQ = —V 1-— K,?”27"2F132(t) sin 6

o' = (kr® —r)sin®6

Coeficientes 6

[0 = Foas(t)

Freg = 1/7"

o0 — _ Fisa()sing
Y V1—kr?

['g”s = Foss(t)

Fger = 1/7‘

F 0 — _F132(t)sin0
o V—rr?

I,%, =—cosfsinf

['%, = Foss(t)

., — Fi32(t)

r 0 V1—kr?sinf
%, =1/r
% — Fi32(t)

o r V1—kr2sin 6

['g¥, = cosf/sinb
I',% = Foss(t)
ry,e, =1/r

I',¢, =cosf/sinf

CuUADRO 5.3: Coeficientes de la conexion isotrépica y homogénea con torsion

Coeficientes ¢

Coeficientes r

Coeficientes 6

Coeficientes ¢

Iyt = Fooolt)
Frtr _ Fio1(t)

1—kr2

Loty = r*Fio1(t)
Fgotgo = 7“2F101 (t) Sin2 0

Iy = Foss(t)

r _ _kr
FT T 1—kr2
3—T

Fgrg = RT
L, = (kr® —r)sin?6

[0 = Foss(t,r)
Freg = 1/7"
F@% = —cosfsind

['%9 = Foss(t)
I.%,=1/r

[y, = cosf/sinb
I',¢, =cosf/sinb

CUADRO 5.4: Coeficientes de la conexion isotrépica y homogénea sin torsion
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Capitulo 6

Soluciones Cosmoldgicas

Una vez construidos los ansatz cosmologicos para el tensor métrico y la conexion afin,
buscamos el tensor de Ricci para cada uno de estos. El tensor de Ricci es un tensor simétrico
obtenido a partir de la contraccion del tensor de curvatura de Riemann, esta contraccién esta
bien definida para cualquier variedad dotada de una conexién.

Existen tres familia de soluciones para la ecuacién de movimiento de la gravedad afin

1. El tensor de Ricci nulo R, = 0.
2. El tensor de Ricci es covariantemente constante V,R,,, = 0.
3. La curvatura arménica V\R,,*, = 0.

Estudiaremos las tres familias de soluciones para cada ansatz.

6.1. Soluciones métricas

A partir del ansatz métrico presentado en ec. 5.8, presentamos el tensor de Ricci

_ S 1
Rtt aa, (6 )
1

Rrr =
1— kr?

(a* + ad + 2k), (6.2)
las componentes Rgg y Ry, pueden ser escritas en términos de R,

Rgg = R, 12 (1 — k;rQ) , R,, = R, (1 — k;rQ) sin? 6.

6.1.1. Ricci plano

Las ecuaciones a resolver son ecs. (6.1) y (6.2) igualadas a cero. La primera de estas,
presenta una solucion del tipo lineal

a(t) = At + B. (6.3)
Usando ec. (6.2) se encuentran las restricciones a las constantes A y B.
A? 42k =0, (6.4)

de esta ultima ecuacién, podemos encontrar tres distintos casos:

JoSE PERDIGUERO 49



6. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

s k=1 No existe solucion real.
» k=0 entonces A =0— a(t) = B.

= k = —1 se encuentra el valor ntimerico de una constante A = /2 — a(t) = V2t + B.

6.1.2. Ricci paralelo

Calculamos la derivada covariante del tensor de Ricci, esta entrega un set de 10 ecuaciones
de las cuales solo 3 son independientes, a continuaciéon mostramos dichas ecuaciones

3 ... .
ViR ~ s (ad —a'@), (6.5)
V.Ri ~ a® — aad + ka, (6.6)
ViR ~ 4a* — 3aad — a®'@ + 4ka. (6.7)

La ec. (6.5) puede ser escrita como una derivada total
. 2
a4+ aw” =0,

donde w? = O] y C) es la constante de integracién. Esta tltima ecuacién tiene distintas
soluciones dependiendo del valor de la constante w:

1. Si w? > 0, las soluciones son funciones trigonométricas
a(t) = Acoswt + Bsinwt. (6.8)
Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constates Ay B
(A7 1 BY) =k,
tenemos tres posibles casos:

a) Si k=1, no existe solucién real.

b) Si k =0, no existe solucién real.

¢) Si k = —1, podemos dejar una constante en funcién de la otra
1 1 1/2
B?=— —A* = a(t) = Acoswt + (2 — A2> sin wt. (6.9)
w w

2. Si w? =0, la solucién es una funcién lineal
a(t) = At + B. (6.10)
Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constantes A y B
A (A2 + /4;) =0,

tenemos tres posibles casos
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a) Si k =1, no existe solucién real.
b) Si k=0, entonces A =0y a(t) = B.
c) Si k= —1, entonces A ==+1ya(t)==+1+ B.

3. Si w? < 0, las soluciones son funciones hiperbdlicas
a(t) = Ae** + Be™". (6.11)
Usando ec. (6.6) encontramos restricciones para las constantes A y B
(/@ — 4ABw2) (AeQ“’t + B) =0,
estudiamos el primer paréntesis

a) k=1, podemos despejar una constante en funcién de otra constante

— k _ wt K —wt
B = 1Az a(t) = Ae*" + A2t (6.12)
b) k =0, una de las constante debe ser cero y se presentan dos soluciones posibles:
A=0—a(t)=Be ™, B =0 —a(t) = Ae*". (6.13)
c) k= —1, despejamos una constante en funcién de otra
k
-— — wt _ —wt
B = Az a(t) = Ae A2t (6.14)

No es posible extraer informacién del segundo paréntesis, debido a que al despejar una
constante en funcion de otra, se agrega un factor temporal, esto induce una dependencia
de la coordenada t, generando una contradiccion.

Es importante mencionar que en todo este desarrollo no se hizo uso de la ec. (6.7), esto
debido a que todas las soluciones encontradas, ya la satisfacen.

6.1.3. Curvatura armodnica

Obtenemos solo una ecuacién para la curvatura armoénica

Vo Ry 2a° — aad — a%a + 2ka o
[tLi]; a

Esta ecuacién puede ser escrita como una derivada total
. . 2
a a K
e <> +h - (6.15)
a a a

Definimos el siguiente cambio de variable

_ 2, K
f_a+cn

reemplazando en ec. (6.15) obtenemos
f+w?f=0

donde w? = 2C. La solucién depende del signo de w?
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1. Si w? > 0, las soluciones son funciones trigonométricas
f(t) = Fysinwt + F5 coswt. (6.16)

La funcién a viene dada por

k
a(t) = \/F1 sinwt + F, cos wt — Yok (6.17)

Para cada valor de &

\/Fl sinwt—l—Fgcoswt—% sik=1

a(t) = VFisinwt + Fycoswt  sik=0

\/Fl sinwt + F5 coswt + % sik=-1

2. Si w? =0, la solucién es un polinomio de orden dos

F(t) = Fit + By (6.18)

a(t) = | Fyt + Fy — g (6.19)
\/Flt—{—FQ—% sik=1

a(t) = \/F1t+F2 sik=0

\/Flt—l-Fg—}—% Slk,’:—l

3. Si w? < 0, las soluciones son funciones hiperbélicas

La funcién a viene dada por

Para cada valor &

f(t) = Fie" + Fye ™" (6.20)

La funcién a viene dada por

a(t) = \/Flewt + Pyt + (6.21)

Para cada valor de &

VRt + Feet + L sik=1

a(t) = VFiet + Foevt  sik=0

\/Fle“)t + Fge_“)t — % sik=-1
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6.2. Soluciones afines

A partir de la conexién afin presentada en la tabla 5.4 e introduciendo la notacion
Fooo = 1, Fio1 = g, Foi1 = h, (6.22)
calculamos el tensor de Ricci
Ry =3(fh—h*—h), (6.23)

R, = (9+9(f+h)+2x). (6.24)

1
1— kr?
Las componentes [Rpg y R, son proporcionales a R,,

Rog = Ryor*(1 — kr?) R,, = R.r?(1 — kr?) sin? 6.

6.2.1. Ricci plano

Contamos con dos ecuaciones y tres incognitas f, g y h. Dado que no existe derivadas
temporales de la funcién f, podemos encontrar soluciones para las funciones g y A en términos
de esta. La solucion para ec. (6.23), se obtiene con el cambio de variable

1. H
h=——h=——
H H?’
reemplazamos este cambio en ec. (6.23)
H+fH=1.

La solucion para esta ecuacién viene dada por la suma de la solucién homogénea y particular
H(t)=e" (Ch - /eth) :

donde C} es una constante y F' = [ fdt. A partir de esta solucion podemos determinar la

funcién h

6F

T Ch o [eFdt

La ec. (6.24) presenta una estructura similar, la solucién es la suma de la solucién homogénea
y particular

h(t) (6.25)

g(t) =e¢ (C’g - QK/GGdt> , (6.26)

donde C; es una constante y G = [ (f + h) dt.
Existe un conjunto de soluciones que no se pueden obtener a partir de (6.25) y (6.26), dado
que pertenecen al espacio de moduli:

Caso f = h: ec. (6.23) queda de forma lineal, las nuevas soluciones son

R

f(t) = C, h(t) = Cy, g(t)=Cue 2t — . (6.27)
Ch,
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Caso h = —f: las ecs. (6.23) y (6.24) se desacoplan, las soluciones vienen dada por
1 1
1) = ——— h(t)=———+ t) =C, — 2kt. 6.28
[0 =5 M=y 90=C-mt (629

Caso h = 0: ec. (6.23) es una identidad y g puede ser encontrada como funcién de f

gt)y=e" (C’g — 25K (/ eF>> : (6.29)

6.2.2. Parametrizacion del Ricci: emular materia

En Relatividad General, los efectos de materia entran mediados por el tensor de energia
momento, en particular se estudia un fluido perfecto. Este tensor es un tensor simétrico diagonal
que trabaja con las variables de estado presién p y densidad p

)00 0
0 22, 0 0
T L = 1—kr2
p = 87 0 0 pa*r? 0
0 O 0  pa’r?sin?6

Las variables p y p se relacionan por medio de la ecuacién de estado

p = wp.

A partir del tensor energia-momento podemos encontrar las ecuaciones de Einstein para un
fluido perfecto

1
R,L(l,;lf{ - §R9MV + Ag[u/ = 87TGTMV7 (630)

donde RSVR hace referencia al tensor de Ricci definido en Relatividad General usando la cone-
xi6n Levi-Civita. La ec. (6.30) puede ser escrita usando la traza de cada tensor

1
R;(L;VR - Aguu =81 (T;w - 2Tg,w) . (631)
Usando ec. (6.31) podemos definir el tensor M, como
1
MGT = RO — Agy,, — 8nG (TW — 2Tg,w) : (6.32)

Estas ecuaciones de forma explicita son

12 4 —A i
M, = — mGap + ArGap a+ 3a, (6.33)
a

M., = ArGa’p — 47rGa2§ — ;\aj +2a? + ad + 2I£’ (6.34)
— kr

Buscamos emular estas ecuaciones a partir de las ecs. (6.23) y (6.24), para esto consideramos
la siguiente parametrizacion

h=a+ =, f=ux, g =aa+y, (6.35)
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donde x e y son funciones desconocidas. Para saber cuales deben ser estas funciones, reempla-
zamos estas parametrizaciones en ec. (6.23)

i+ &4 a* 4 ar = 0. (6.36)

Escribimos ecs. (6.36) y (6.33) juntas, para facilitar la comparacién
i+ +a*+ar =0, (6.37)
a+ % (4G (3p+p) —A) =0. (6.38)
Para que ambas ecuaciones sean compatibles, la variable x debe satisfacer la siguiente ecuacion
T+ axr = Fi(t), (6.39)

donde Fy(t) = & (4nG (3p+ p) — A) — @*. De esta forma resolviendo esta tltima ecuacion,
encontramos su dependencia respecto de variables conocidas

z(t)=e* <Cx + /Fle“dt> . (6.40)
Una vez encontrada la funcién x, reemplazamos la parametrizacion en (6.24), esto conduce
2axa + ad® + 2yx + ya + a* + ai + 25 + 7 = 0. (6.41)

Al igual que antes comparamos ec. (6.41) con ec. (6.34), de forma explicita tenemos

ai + 2k + 2axa + ad® + 2yr +ya + a* + 1 = 0,
ai 4 2k + 4nGa’p — 4rGa*p — Aa® + 2a* = 0.

Para que ambas ecuaciones sean compatibles, la variable y debe satisfacer la siguiente ecuacion
Y+ yba(t) = F3(1), (6.42)

donde Fy = a+2xy F3 = a® (47G (p — p) — A) — 2azxa — aa® + a?, resolviendo esta ultima
ecuacién se puede conocer la funcion y(t)

y(t) = e~ J Pt <C’y + /Fg@f Fth/dt) : (6.43)

De esta forma, utilizando las soluciones encontradas para las funciones x e y es posible emular
todos los resultados de Relativida General que incluyen los efectos de materia, especificamente
los efectos de un fluido perfecto.

6.2.3. Ricci paralelo

Calculamos la derivada covariante del tensor de Ricci, presentamos las ecuaciones que son
independientes

ViRy = 6f2h —6fh> —3hf — 3 (3f — 2h) h + 3h, (6.44)

55



6. SOLUCIONES COSMOLOGICAS

ViR ~ 2gh* — 2 (2fg + &) h — hg + 3gh, (6.45)
ViR ~2gh* +2(fg+2k)h—gf — (f —h)g—gh—§. (6.46)
El resto de ecuaciones son proporcionales a estas tres. La estrategia para abordar este sistema

de ecuaciones es proponer ansatz para el tensor de Ricci, resolver para las funciones f, g y h
e imponer condiciones de autoconsistencia:

i) La parametrizacion f = 0, g = aa y h = & permite encontrar las variedades de Einstein,
estos son los espacios ya conocidos en relatividad general, donde a es el factor de escala.

ii) Tensor de Ricci independiente del tiempo es de la forma

Ry

1 — kr?’

Rtt == Rl, Rrr == (647)

el resto de las componentes del tensor de Ricci son proporcionales a R,... Para este anzats
las ecs. (6.44), (6.45) y (6.46) nos entregan las siguientes restricciones

VthtZO%fZO\/Rl :0, (648)
VtRZ»j =0—>h=0V R, =0, (649)
ViR;=0—h=0V(g=0Vk=0). (6.50)

Notemos que si h = 0 entonces Ry =0,y g =0V sk = 0 implica que Ry = 0. Por lo tanto
no existen soluciones no degeneradas para el tensor de Ricci independiente del tiempo.

Dada las restricciones de las ecuaciones existen solo dos soluciones degeneradas con el
tensor de Ricci no nulo. La primera, se encuentra para h = 0, la funcién f queda sin
determinar, mientras que la funcién g viene dada por

gty =e* (C’g + (Ry — 2k) /eth) :

donde F' = [ fdt. La segunda solucién, se encuentra usando g =0V kK =0V f =0, la

funcion h viene dada por
ht) = ,/f;ltanh (,/f;l (t t0)> | (6.51)

iii) Tensor de Ricci con factor de escala es de la forma

A(t)

Rtt = _Rla Rr‘r = 1_71%7_27

(6.52)

el resto de las componentes son proporcionales a R,... Las ecuaciones asociadas al tensor
de Ricci paralelo son

ViRy =2fR1 — f=0V R, =0, (6.53)
A—2hA

ViR, = ——— — A= (s, (6.54)
1— kr?
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 hA-Ryg  hA
ViR =3 = (R £0). (6.55)

A diferencia del caso anterior, el tensor de Ricci con factor de escala acepta una solucién
no degenerada con f =0

1 1 1 . 1
N e - n (B ),
h 3 tan ( 3 (t t)) g P 1sm ( 3 (t t))
A = Oy cosh® (\/31 (t — t*)> .

Las soluciones degeneradas con R; = 0, requieren que la constante Cy = 0 0, A = Cy
cuando h = 0.

6.2.4. Curvatura armodnica

La ecuaciéon de curvatura armoénica es solo una para tres incognitas
ViR = §+gf + fg— 2gh+ 2gh (f — 2h) — 2#h, (6.56)

el resto de las ecuaciones son proporcionales a esta. Dada la estructura de esta ecuacion, no es
posible encontrar una soluciéon analitica, sin embargo podemos postular dos ansatz asociados
al tensor de Ricci para resolver ec. (6.56): el primero serd el tensor de Ricci independiente del
tiempo y el segundo el tensor de Ricci acoplado con el factor de escala a ().

Tensor de Ricci independiente del tiempo

El ansatz para este tensor es

Ry

~ Rydt®dt + (1 ) dr @ dr + Ryr?d0 @ df + Ryr?sin (0)* dé ® do, (6.57)

— Kkr2

donde Ry y Rs son constantes. Por completitud incluiremos las ecuaciones asociadas al Ricci
paralelo

Vtht = 2 le, (658)
ViRtj ~ ng — R2h7 (659)
vtRij ~ Rgh, (660)

el resto de las ecuaciones son proporcionales a estas. La ecuacion asociada a la curvatura
armonica es

La soluciéon nos permite encontrar una expresion algebraica para g
Ry
t) = ——h. 6.62
§(0)= 3 (6:62)
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Reemplazando la funcién g en ecs. (6.23) y (6.24) obtenemos

Ry =3(fh—h*—h), (6.63)
Ryy = (Rofh+ Roh? = 2Ryk + Roh) (Ry (kr? — 1))*1 . (6.64)
El sistema de ecuaciones a resolver es:
—Ry =3 (fh—h*—h) (6.65)
Ry Rofh+ Rol® — 2Rk + Rgh’ (6.66)
kr? —1 Ry (k2 —1)
este se puede reducir a
h+h*— fh= 121, (6.67)
. 2R
hah?t fh="2"_R. (6.68)
2
Sumando las dos ecuaciones obtenemos una sola ecuacion para la funcion h
h+h? =0, (6.69)
donde R
1
= — 3k —Ry).
B 3R, (3r 2)

La solucién de ec. (6.69) depende del signo de (3,

VBitanh (VB (t — 1)) si By >0,
h(t) ={ —+/Pitan (\/E(t — al)) si 1 <0, (6.70)
L si 61 = O,
donde a7 es la constante de integracion que viene de resolver la ecuacion diferencial. Una

vez encontrado la funcién h podemos encontrar la funciéon f, para esto restamos ec. (6.67) y
obtenemos una expresién para f
Ba

h(t)’

t—an

f(t) =

donde

R
= L (3k — 2R,).
fo =g (36 = 2R2)

Luego la funcién f se define como
= si B >0,

\/Etanh(\/ﬁ(t—al))
— _ B2 :
f (@) \/Etan(\/ﬁ_l(t—al)) si 1 <0 (6.71)

52 (t—Oq) si 61 :0

A partir de ec. (6.62) podemos encontrar una expresion para la funcién g

— /B tanh (VB (t— 1)) si B >0,

g() =1 f2vBitan (VB (t—a1)) si p1<0 (6.72)
_BRTitflal Si 61 = O
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Tensor de Ricci con factor de escala

El ansatz para este tensor es

— k72

— Ridt @ dt + <1A ®) ) dr @ dr 4+ r2A (t)d6 @ df + r2 A (t) sin (0)* d¢ @ do, (6.73)

donde R; es una constante y A (t) es el factor de escala dependiente del tiempo. La derivada
covariante es

Vtht ~ 2R1f, (674)
VZRtj >~ ng — Ah, (675)

La ecuacién de la curvatura armoénica es
ViR ~ Rig+ Ah — A. (6.77)

Al igual que antes encontramos una expresion para g

A— Ah
= . 6.78
9="g (6.78)
Reemplazando la funcién g en ecs. (6.23) y (6.24) obtenemos
Ry = 3(fh—h?—h) (679
Ry = —(Afh+ Ah? = 2Rk — fA+ Ah— A) (Ry (1 - kr?) ™" ‘
El sistema de ecuaciones a resolver es
~Ry =3(fh—h>—h), (6.80)
—aRy = afh + ah® — 2Rk — fa + ah — a. (6.81)

Cuando R; = 0 entonces podemos determinar la funciéon h en términos de f, esta corresponde
a una solucién degenerada. La ec. (6.80) presenta una solucién exacta cuando f = Cf, por este
motivo abordaremos solo este caso

Restriccién f = CYy, el sistema de ecuaciones se reduce a

—Ry =3(Csh—h* = h), (6.82)
—aRy = aCih + ah® — 2Rk — Cya + ah — . (6.83)

Notamos que ec. (6.82) puede ser escrita como

. O\ 2 1
b+ <h - 2f) — B, B = (303 +4R,) (6.84)
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La soluciéon dependerd del signo de (3

wtanh (w (t —t,)) si w? =35>0,
—wtanh (w (t —t,)) si —w?=F3<0,

h(t) = 1 c . (6.85)
T CTf si f33=0,
tw+ si B3>0
La ultima solucién escrita supone que la funcién A es constante.
A partir de ec. (6.83), podemos obtener una ecuacién para la funcién a
i+ aCy —aCy = —2R;K, (6.86)

donde C, = %Rl +2CC}. Es posible encontrar una solucién solo si los términos acoplados con

la funcién a son constante, es por esta razén que asumiremos que la funcién h esta dada por:

h = Cj, = £w + Cf/2 es la constante que viene de ec. (6.85). Luego, la solucién exacta para el

factor de escala es

2I£R1
Co

Adicionalmente, otra solucién para ec. (6.86) se obtiene cuando 3 = 0, en cuyo caso R es una
constante determinada por el valor de Cf, y la funcién h = 1/t + Cy/2. La solucién para a es

a= ale(m’“cf)t + age2nt 4 (6.87)

a=t(Cs+2) a1 + aaCsT (0, Cpt)] — age " (Ot + 1) + i/{CJ%tQ, (6.88)

donde I' (0, Ct) es la funcién gamma incompleta definida por

e—:ECft

T (0,C5t) = /1 S da (6.89)

pat
El factor de factor de escala puede ser obtenido para otras elecciones de h, cuando se fija
Cy =0, en cuyo caso las soluciones a ec. (6.86) viene dada por

4R _ 4R 3
a=aeV ’“1t—|—age v Tlt—l—g, (6.90)

donde el signo de las funciones exponenciales viene dado por el signo de la constante R;.
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Capitulo 7

Cosmologia en gravedad afin

7.1. Curvas auto paralelas

En la gravedad afin uno se encuentra con tensores y campos tensoriales definidos en todo el
espaciotiempo, sin embargo uno frecuentemente se encuentra con tensores definidos a lo largo
de una curva, como por ejemplo el momentum de una particula definido a lo largo de su linea
de mundo. Consideremos la curva z* (7) donde 7 es un parametro afin y el campo vectorial
tangente X* (z (7)) = @* (7), definimos la derivada covariante D, a lo largo de la curva

d
T =0, = D, = X'V, =iV, (7.1)

luego, aplicamos esta definiciéon a un vector V#
D.VF = "9, V* 4+ &'T V2,

d
— %V“ (z (1)) + T, M5 (1) V(2 (1))
Es importante recordar que el vector V* necesita solo estar definido a lo largo de la curva y
no necesariamente en todo el espaciotiempo.

La derivada covariante a lo largo de una curva nos permite, en particular, definir la ace-
leracién a* a lo largo de la curva z* (1), como la derivada covariante del vector velocidad
ut = g

a' = D" = @' + T, M\a" i = u’'V,u, (7.2)

de esta forma podemos caracterizar las curvas auto paralelas, como las curvas con aceleracion
cero o nula
i+ T it = 0, (7.3)

donde I',*, son los componentes de la conexién afin, las derivadas son con respecto a un
pardmetro afin 7. Para mas informacion revisar [40,51,52,67].
La ec. (7.3) no es invariante bajo parametrizaciones, consideremos la siguiente parametri-
zaciébn 7 — o (1) = f (1), entonces
dz*  df dx*
dr — dr do’
luego ec. (7.3), puede ser escrita en términos de la variable sigma
Az dx¥ da? f dar

T, _— = 4
do? + Ydo do f2 do (74)
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Las curvas auto paralelas mantienen su estructura solo si, la transformacion es del tipo lineal

o=f(r) f(r)=ar +b,

estas transformaciones se conocen como transformaciones afines [68], en este trabajo nos limi-
taremos al estudio de las auto paralelas que tienen una parametrizacién afin.
Las curvas auto paralelas, para las componentes presentadas en la tabla 5.4 son:

P2+ — 9524 gr202 + gr?sin® 0% = 0,
1— kr?
. ;. kr ., 3 42 3 12
T+2htr+1_kr2r —|—<kr —r>9 +(kr —r>q5 =0,

. . 1 . .
0 + 2htf 4+ 2=70 — 2 cosfsin Hp* = 0,
T

b+ 2hid+ 272 4 9080
r sin 6

0¢ = 0.

Como el momento angular es una cantidad conservada, fijamos 6 = 7/2, luego las ecuaciones
se reducen a:

P4 fi2+ T gr?d? =0, (7.5)
1 — kr?
. ;. kr ., 3 12
it 2 + (b —7)¢* =0, (7.6)
g'zi+2fu£<z}+27;fZS = 0. (7.7)

Recordemos, la gravedad afin es un modelo alternativo a la relatividad general donde el campo
fundamental es la conexion afin y no esta defindo el tensor métrico, dicho esto, para que
nuestro modelo tenga sentido, debe contener las curvas geodésicas de Friedmann—Robertson—
Walker [69-71].

Centrando nuestro estudio en la forma de la orbita en el plano (7, ¢) y no en su evolucién
temporal e inspirados en el trabajo [69], nos gustaria encontrar una transformacién para el
pardmetro afin, que nos permita eliminar los terminos tipo 2hér y 2hi¢ de sus respectivas ecs.
(7.6) y (7.7). Elegimos una funcién arbitraria A(t) para la transformacion:

d 1d
d\  Adl’
d? 1 dAdtd 1 &2 (7.8)

. Badd  Aear

Reemplazamos en ec. (7.6), esto nos lleva a

L dAdedr & o (ddr) ke (LA ey (LAY
Bardd  Aada a2\aa) 1 \Aa T\ Aw) T

Como buscamos eliminar la dependencia del parametro ¢, la funcion A debe resolver la siguiente
ecuacion

1 dAdtdr 2hdtdr

“wadda  Aaaa”"
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La soluciéon, nos permite relacionar la funcién h con A
A(t) = Cype?H, (7.9)

donde H = [ hdt. Reemplazando la expresién de A en ecs. (7.6) y (7.7), podemos encontrar
las nuevas expresiones para las componentes r y ¢

d*r ke (dr\’ 5 o\’

- — ] = 1
dz2+1—m2<dz> + (sr T><dl> 0 (7.10)
d*¢  2drdo
00, 20000 _y, 11
a2t rarar = (7.11)

Este resultado corresponde a las expresiones clasicas de las curvas geddesicas en Relatividad
Reneral en el universo Friedmann-Robertson-Walker, por lo tanto las geddesicas estan conteni-
das en las auto paralelas de la gravedad afin. Las soluciones de las ec. (7.10) y (7.11) se pueden
obtener de diversas formas: de forma analitica [69,70], por metédos computacionales [72], o en
los libros estandar de relatividad general [53,73-77]. Aca no mostraremos en detalle sobre como
obtener las soluciones, solo mencionaremos los dos tipos de soluciones: el primer tipo se puede
obtener igualando ¢ a una constante, estas curvas son radiales y son de especial interés en el
efecto Sunyaev-Zeldovich [78], o en el estudio de la ecuacién cosmolégica de Boltzmann [79,80].
Las orbitas radiales son:

(1) (k=1) = sinl, (1) (k=0) = 1, 7(1)(k=—1) = sinh [. (7.12)

El segundo tipo de solucién, se encuentra resolviendo las ecuaciones sin niguna restriccion para
las variables r y ¢

1
B \/K+232COS2 (6+0)

r(®) (7.13)

para k = 1 el resultado geométrico es la orbita de una elipse en coordenadas polares, mientras
x = 0 es el espacio plano y la curva es una linea recta en coordenadas polares.

Esta parametrizacion, no entrega una expresion analitica para B, pero si nos dice la relacién
entre las funciones A y h, y al mismo tiempo nos permite eliminar los términos tipo 2htr y
2hi¢ de las ecs. (7.6) y (7.7), dejando como nuevo pardmetro [. Esto nos permite generar las
ecuaciones de las geodésicas contenidas en el espacio de Friedmann—Robertson—Walker. Ademas
la parametrizaacién nos permite asegurar que no existen nuevas curvas en el plano (r, ¢) en la
gravedad afin polinomial, esto se debe a que nos permite reducir el sistema de ecuaciones a las
ya conocidas en el espaciotiempo de Friedmann—Robertson—Walker, es por esta razon que en
nuestro modelo no pueden existir nuevas formas de orbitas en el plano (7, ¢).

7.2. Ricci como una métrica emergente

Una variedad pseudo Riemanniana, es una variedad diferenciable M equipada con un tensor
métrico g, diferenciable, simétrico, no degenerado en cada punto de la variedad. En este
tipo de variedad, la estructura fundamental es el tensor métrico, cuando este esta definido
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de forma positiva entonces es una variedad Riemaniana. Un caso especial es la variedad de
Lorentz, donde el tensor métrico, tiene una signatura (1,n — 1) para n dimensiones, esta es
una variedad pseudo-Riemanniana. En Relatividad General, el espaciotiempo es una variedad
diferenciable, de dimension cuatro, dotada de un tensor métrico de signatura (1, 3), que resuelve
las ecuaciones de campo de Einstein. Siempre es posible definir la conexién Levi-Civita, pero si
esta satisface las condiciones de metricidad y ademas estamos trabajando en un espaciotiempo
sin torsion, este esta conexién viene dada por las derivadas parciales del tensor métrico. Con la
conexion, podemos encontrar el tensor de curvatura de Riemann, y su respectiva contraccion
el tensor de Ricci. Existe una variedad especial, en las que el tensor de Ricci, es proporcional a
la métrica, estas se conocen como variedades de Einstein [81], esto permite que las cantidades
derivadas a partir del tensor métrico formen una cadena cerrada, tal como se muestra en fig.
7.1. Es posible contraer el tensor de Ricci, usando la métrica, para encontrar el escalar de

curvatura.

FiGURA 7.1: Cadena cerrada para can- F1GURA 7.2: Cadena cerrada para canti-
tidades, usando el tensor dades, usando la conexién
métrico. afin.

En nuestro modelo, la variedad esta dotada de una conexién afin y no necesariamente cuenta
con un tensor métrico (M,I"). A partir de la conexién afin podemos encontrar el tensor de
curvatura de Riemann, y su respectiva contraccion, el tensor de Ricci. Esta tltima operacion,
esta bien definida en nuestro espacio, debido a que el tensor de curvatura, tiene un indice
superior de forma natural, y por lo tanto es posible contraerlo con algin indice inferior. Si
el tensor de Ricci actiia como una métrica emergente entonces podemos cerrar la cadena de
cantidades definidas en la gravedad afin polinomial, ver fig. 7.2.

Definicién Sea M una variedad diferenciable de dimension m. Una métrica pseudo-Riemanniana

en M es un campo tensorial g en M, que satisface

0
2
1. g es un tensor simétrico.

2. g es no degenerado, esta condicion nos asegura que es invertible.

Consideremos R,,, como el tensor Ricci-métrico obtenido a partir de la conexién afin (no
necesariamente la conexion de nuestro modelo) y exigimos que este tensor sea covariantemente.

64



7.2. RICCI COMO UNA METRICA EMERGENTE

Escribiendo explicitamente la derivada covariante y permutando los indices obtenemos

donde I',?, es la conexién obtenida a partir de R,,. Sumando las dos primeras expresiones y
restando la dltima obtenemos

I, = R”” (0o Ry + 0u Ry — 0y Ry ) - (7.14)
Queremos demostrar la siguiente identidad
FUVM(R) = FUVH(R)’
sujeto a la siguiente restriccion

R, = R, (7.15)
VO'R/U/ = 07 (716)

donde R,, es el tensor de Ricci obtenido a partir de los coeficientes de la conexién afin.
Escribiendo de forma explicita ec. (7.16) y permutando los indices obtenemos

VJR;U/ = 8UR;UJ - FapuRpV - FO'pVRpM = 07 (717)
V/J,Ro'l/ = a,uRm/ - F,upaRpu - Fuppra = 07 (718)
vuRau = auRau - FupoRpu - F,upuRpa = 0. (719)

Despejando las derivadas parciales y usando (7.15), reemplazamos en ec. (7.14)

v 1~ v
Fo’ - §RP (Fo'pupr —'I_ Fo-pVRpu + F,upO'Rpl/ + pr'uRpo- - FupaRpu - F/LPI/RpO') 9 (720)

R (FapuRpV + FupURpu) ) (721)

1
T2
=17, (7.22)
Este es el resultado que estamos buscando, con la conexion afin encontramos el tensor de
curvatura y su contraccion el tensor de Ricci. Si el tensor de Ricci, actua como una métrica
emergente, entonces genera una conexion afin equivalente a la original, siempre y cuando el
tensor de Ricci sea covariantemente constante. Estos espacios se conocen como los espacios o
variedades de Einstein.

Como consecuencia directa, con el tensor de Ricci actuando como una métrica emergente,
podemos distinguir los distintos tipos de curvas auto-paralelas tipo: tiempo, espacio o nulo.
Podemos definir las curvas auto-paralelas nulas, por el siguiente conjunto de ecuaciones

it 4 Tyt ,iti? =0, (7.23)
R, i = 0. (7.24)
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Analizando la direccién radial para el haz de luz

R, dr

T N e —
Ry VT—rr?

(7.25)

renombrando las variables temporales como

alt) = @ , (7.26)

podemos recuperar el efecto redshift definido en cosmologia.

De esta forma la gravedad afin polonimoial, atiin cuando se define utilizando la conexién afin
como campo fundamental, contiene un tensor métrico que emerge de forma natural a partir del
tensor de Ricci, en ese sentido, podemos obtener cantidades cosmoldgicas en nuestro modelo.
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Capitulo 8

Conclusion

En esta tesis se ha presentado y estudiado el modelo de la gravedad afin polinomial, este
es un modelo alternativo a la Relatividad General, construido para describir las interaccio-
nes gravitacionales, utilizando la conexién como campo tnico y fundamental, la métrica no
entra como mediador de las interacciones. La acciéon afin polinomial se construye utilizando
términos que sean invariante bajo transformacion de coordenadas por lo tanto es invariante
bajo difeomorfismo. La accién cuenta con una gran cantidad términos, estos se configuran de
acuerdo a las restricciones que impone el andlisis dimensional a la hora de construir densidades
escalares. Las ecuaciones de campo obtenidas son complicadas de resolver, por esta razén nos
enfocaremos en el sector del espaciotiempo libre de torsion, esta simplificacién debe ser hecha a
nivel de ecuacién de movimiento, sin embargo es posible construir una accion efectiva notando
que las tnicas contribuciones no nulas, vendran de los términos que son lineales en los campos
A,, B,*, para ec. (4.5), que representan la torsién. Finalmente la ecuacién de campo en el
espaciotiempo sin torsion corresponde a una generalizacion de las ecuaciones de campo de la
relatividad general en el vacio.

Nuestro ansatz cosmolégico es construido utilizando los vectores de Killing como genera-
dores de las simetrias impuestas por el principio cosmolégico: isotropia y homogeneidad. Estos
vectores entran como campo vectorial a la derivada de Lie, y nos permite encontrar las res-
tricciones geométricas a nuestros ansatz tanto métrico como afin. Para el ansatz métrico, la
dependencia final de las componentes del tensor quedan en funcién de las coordenadas (¢, r,6),
esta métrica corresponde a la métrica de Friedmann—Robertson—Walker. Para el ansatz afin, los
coeficientes finales dependeran de las coordenadas (t,r, @), sin embargo quedan tres coeficientes
definidos por distintas funciones dependientes del tiempo, a estos coeficientes los llamamos f,
gy h.

Cuando la conexion es la conexion Levi-Civita para el ansatz métrico, es posible demostrar
que las soluciones encontradas para Ricci plano son las mismas que se encuentran descritas por
la conexién en el espaciotiempo de Minkowski. Para el caso Ricci paralelo, como era de esperar-
se, uno puede recuperar las soluciones cosmolégicas de vacio que se encuentran en Relatividad
General, donde la constante cosmoldgica entra como una constante de integracion. La tercera
familia de soluciones vienen dadas por la ecuacién curvatura armdnica, al realizar el cambio
de variable a? a f esta permite reproducir soluciones de vacio ya existentes en Relatividad
General pero estas no presentan ninguna restriccion geométrica, dado que el paramétro  se
encuentra libre, sin embargo, al volver al espaciotiempo dado por el factor de escala a, el factor
k esta presente dentro de una raiz lo que supondra cierta restriccién sobre su valor y el valor
de las constantes asociadas a cada tipo de solucion.

Cuando la conexién utilizada es la conexién afin, las ecuaciones asociadas a Ricci plano son
dos ecuaciones independientes, esto nos dice de forma inmediata que no es posible encontrar de

JoSE PERDIGUERO 67



8. CONCLUSION

forma analitica cada una de las funciones definidas en la conexion afin, sin embargo la variable
f no es una variable dinamica dado que no presenta ninguna derivada temporal, por lo tanto
sirve para parametrizar las funciones g y h, de esta forma es posible encontrar expresiones para
dichas funciones en términos de f. Estas soluciones no presentan restricciones geométricas, en
este sentido el paramétro x puede tomar cualquiera de los tres valores. Como contamos con
mas incognitas que ecuaciones podemos suponer la estructura de alguna funcién, esto conduce
a varios casos interesantes, en particular tenemos: i) podemos elegir la funciones f, g y h de
forma tal que podemos obtener el tensor de Ricci de la métrica de Friedmann—Robertson—
Walker, ii) es posible elegir una parametrizacién de las funciones f, g y h de forma tal que
podemos emular los resultados de Relatividad General acoplado con materia, en particular un
fluido perfecto, en este sentido la gravedad afin polinomial presenta resultados que se pueden
interpretan como efectos de materia en Relatividad General. Este ultimo punto, resulta de
gran interés porque el modelo afin hace una descripcion geométrica del espacio-tiempo y no
hace referencia al tensor de energia-momento.

Las ecuaciones afines para el caso Ricci paralelo son tres y contamos con tres incognitas,
pero dada la estructura de las ecuaciones es imposible encontrar una soluciéon analitica para
cada funcién. Sin embargo podemos considerar un anstaz para el tensor de Ricci que sea no
nulo y resolver las ecuaciones para el Ricci paralelo: i) para el ansatz independiente del tiempo,
no existen soluciones no degeneradas, sin embargo se encontraron dos soluciones degeneradas:
la primera solucién degenerada, considera la componente temporal del tensor de Ricci como
nulo, esto permite encontrar una expresion para la funciéon g en términos de f; la segunda
solucion degenerada, considera la parte espacial del tensor de Ricci como cero, esto permite
encontrar de forma analitica la funcién h.

El ultimo caso, corresponde a curvatura armonica nos entrega solo una ecuacion para las
tres variables, por lo tanto no es posible resolver el sistema. Postulamos dos tipos de ansatz para
el tensor de Ricci que sean no nulos y no degenerados: i) Cuando el ansatz es independiente
del tiempo, en la ecuacion de la curvatura armonica la funcion f no esta presente, esto permite
encontrar una relacion entre las funciones g y h que resuelvan dicha ecuacion. Luego volvemos
al tensor de Ricci igualado al ansatz, esto genera dos ecuaciones, una para la funcién h y otra
para la funcién f. Las soluciones dependeran de los signos de las constantes. i) Cuando el
ansatz es el factor de escala, la ecuacién de la curvatura armonica queda en términos de las
funciones g, h, a y a. Es posible dejar la funcién g en término de las otras funciones y resolver
dicha ecuacién. Luego volvemos al tensor de Ricci igualado al ansatz, esto genera un sistema
de dos ecuaciones. Este solo sera posible de resolver cuando la funcién f sea una constante C,
luego es posible encontrar la funcién h de forma analitica y ademéas encontrar una ecuacién
para el factor de escala. Esta ecuacién puede ser resuelta siempre y cuando h sea una constante.
Es interesante que la conexion asociada a la curvatura armoénica puede entregar una métrica
emergente (el tensor de Ricci) correspondiente a la métrica del espaciotiempo de Minkowski,
ain cuando la curvatura no es cero.

Con la conexién afin estudiamos las curvas auto-paralelas en cosmologia, esto conduce a
cuatro ecuaciones (una para cada coordenada). Centramos nuestro interés en la forma de las
6rbitas en el plano r — ¢ para § = 7/2. Las ecuaciones para las componentes r y ¢, dependen
de las coordenadas r, ¢,t y sus primeras, segundas derivadas. Dado que estamos interesados
solo en la forma de la 6rbita y no en como evoluciona temporalmente, buscamos eliminar la
dependencia de la coordenada t. Para esto consideramos una transformacién o parametrizacién
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de las coordenadas. Esto permite eliminar la dependencia de la coordenada t y reducir el sistema
de ecuaciones al ya conocido en Friedmann—Robertson—-Walker, es por este motivo que estas
geodésicas estan contenidas en las curvas auto paralelas de la gravedad afin polinomial. Cabe
mencionar que solo la funcién h esta acoplada con el término # en ambas ecuaciones, por este
motivo cuando eliminamos la dependencia de la coordenada ¢, estamos eliminando la funcién
afin. Luego no es posible tener nuevas curvas en el plano r — ¢ en la gravedad afin polinomial.

El tensor de Ricci, bajo las condiciones de paralelismo y no degenerancia actiia como una
métrica emergente y en este caso particular, podemos utilizar este tensor para: definir la lon-
gitud de arco, transformar vectores en sus representaciones duales los covectores y viceversa,
subir /bajar indices, esto dltimo nos permite generar contracciones en tensores y obtener can-
tidades que solo estan definidas en una variedad dotada de un tensor métrico. Como ya vimos
antes, no es posible resolver las ecuaciones para el Ricci paralelo, pero cuando utilizamos un
ansatz para el tensor de Ricci, podemos encontrar parametrizaciones que resuelven las ecua-
ciones de Ricci paralelo, estas soluciones generan los espacios de Einstein ya conocidos. De esta
forma, el tensor de Ricci actia como una métrica emergente, sin embargo este nuevo tensor
adopta la forma de métricas ya conocidas en Relatividad General. Si uno estudia las curvas
geodésicas, es posible demostrar que no existen nuevas curvas, esto se debe a que aun conocida
las parametrizaciones de las funciones f, g y h que componen este nuevo tensor de Ricci, al
estudiar la forma de las curvas solo entra en juego la funciéon h acoplada con los términos 7 y
i¢, al igual que antes debemos eliminar la dependencia temporal de las curvas, lo que lleva a
eliminar los términos que contienen la funcién A, reduciendo el sistema de ecuaciones a las ya
conocidas en los espacios de Friedmann—Robertson—-Walker. Esto nos dice que a un nivel mas
fundamental, en un espaciotiempo que presenta las simetrias de isotropia y homogeneidad, las
curvas son las ya conocidas y no pueden existir nuevas curvas en el plano r — ¢.

El segundo resultado, cuando el tensor de Ricci actua como una métrica emergente, podemos
clasificar vectores y trayectorias como tipo: tiempo, espacio o nulo. En este contexto, podemos
distinguir la trayectoria de objetos con masas (tal como planetas) de los sin masa (fotones).
En este ultimo caso, surge de manera natural el efecto redshift en nuestro modelo de gravedad
afin polinomial.
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Apéndice A

Analisis Dimensional

El procedimiento para construir la accién de la gravedad afin polinomial, utiliza un tipo de
andlisis dimensional, tal como se muestra en Ref. [47]. Construimos el modelo utilizando los
elementos que componen la conexién afin presentados en ec. (4.4), donde los campos indepen-
dientes son: A, es proporcional a la traza de la torsién, B,*, el tensor de torsién sin traza,
y I',!'o como la parte simétrica, sin embargo este campo no transforma como tensor, por este
motivmo introducimos la derivada covariante V.

Nuestro interés, es construir densidades escalares, para esto debemos contar el niimero de
indices libres. Se define el operador N (®) para contar el nimero y la posicién de los indices
del campo @, siendo positivo(negativa) para indices que se encuentran arriba(abajo). De esta
forma tenemos

N(A,) = —1, N(B>,) = —1, N(V,) = -1, N(dV*P0) = 4.

De la misma forma y usando el mismo convenio, definimos el operador W (®), para contar el
peso

W(A,) =0, W(B,,) =0, W(V,) =0, W(dVeP?) = 1.

La expresién genérica (G) que podemos construir usando los elementos A4,, B,*,, V,,
dV P es

G = A*B*'VedV*, (A.01)

donde la potencia representa el nimero de veces que aparece el campo. Aplicando los operadores
N (®) y W (@) a G obtenemos

N(G)=4d—a—-b—c=n, (A.02)
W(G)=d=w. (A.03)

Para construir densidades escalares, debemos fijar las restricciones adecuadas, esto es res-

tringir n = 0 y w = 1. Esta tdltima condicion, fija de forma inmediata el valor de d = 1, de
esta forma tenemos solo una ecuacién por resolver:

a+b+c=4. (A.04)

A continuacién, presentamos una tabla resumen, con todas las configuraciones posibles, que
resuelven esta ultima ecuacion.
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A. ANALISIS DIMENSIONAL

CuADRO A.1: Posibles términos contribuyentes a la densidad lagrangeana.

a b c Terms

4 0 0 AAAA
3 1 0 AAAB
3 0 1 AAAV
2 2 0 AABB
2 0 2 AAVV
2 1 1 AABV
1 2 1 ABBYV
1 1 2 ABVYV
1 3 0 ABBB
1 0 3 AVVV
0 4 0 BBBB
0 3 1 BBBYV
0 2 2 BBVYV
0 1 3 BVVYV
0 0 4 VVVV

Estudiemos como construir algunos términos de la accién, en particular trabajaremos con
BVVV. La expresion asociada a esta configuracion corresponde a

VoVoVoBy ndV-=E, (A.05)

donde cada cuadrado serd completado con un indice griego. El diferencial de volumen debe
estar contraido, por lo tanto tenemos solo dos opciones

VoVsV, Bl sdV P, VoVsV, Bt dVer, (A.06)

El primer término presenta la estructura que se debe satisfacer mientras que el segundo término
es cero, esto debido a que la expresién Bs", es cero, porque este término no tiene traza. A
partir del conmutador de las derivadas covariantes podemos obtener el tensor de curvatura, de
esta forma podemos reescribir el primer término como

Rog® )V, BF sdV . (A.07)
En esta tultima expresion tenemos dos nuevos indices que deben ser contraidos
Rug’ )V B FsdV P R0’ 5V, B sdV P, (A.08)

Estas dos expresiones corresponden a los términos C; y C5. Un procedimiento similar entrega
todos los términos de la accion (4.5).
De la tabla A.1, las configuraciones no nulas son

AABB — Fy ABVV — Bs, By, By, Es BBBY — Dy, Dy, Dg
AABV — D67 D7 ABBB — F3 BBVV — Bl, BQ, El
ABBYV — D4,D5 BBBB — Flv F BVVV — 01,02
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Apéndice B

Ecuaciones de campos

En este apéndice, se muestran las contribuciones de cada término presente en la accién
ec. (4.5) para las ecuaciones de campos. Esta separacién nos facilita ver la dependencia de los
campos y comprobar de forma directa, la accion efectiva del modelo.

Ecuaciones de campos para FMA,/

B :V, ([25[“344 3B.75 + 260 B, 537“5] dVa675> —0 (B.01)
By : V, (2B,75B, %, dV"7) =0 (B.02)
Bs;:V, (25“‘3/3”1 A5 VPP 126 By As dV) = 0 (B.03)
By :V, (~2B,17A,dV°) =0 (B.04)
Bs : V, (=2B,75A,6{ dV"?) = 0 (B.05)
Cy 1V, (2V5B, 7508 AVID° 42V 5B, Y 508 AVAP®) = 2R, B, 25 V07 (B.06)
Cy: Y, (~2V,B,750¥ dVI"P) = 2R, {23&; AVPess s poquess|(B.oT)
Dy : 2B,%\B, o B, Ps AV = () (B.08)
Dy : 2B." 5B, ", [23;5 dVIPess _stp ) dvaW] ~0 (B.09)

Ds : 2B, Bs", [5?3{5 + 09 B,y — 5;Bop>5] dvedr — g (B.010)
Dy — 2B, 3B, s A\ AV =0 (B.011)
D5 : 2B, 3 A, [23& AVPeR 57 B P s AV } =0 (B.012)
Dg : 2B, 5A, Ay dVP% = 0 (B.013)
Ey 4V, B, {23595 Aves _slv g el qyesn } =0 (B.014)
Ey:2F,, {2BA(”5 dvMes _slvp o), dvaﬂﬂ —0 (B.015)
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B. ECUACIONES DE CAMPOS

Ecuaciones de campos para B,fy

B,

Bs
Ci

D, :
D5 -
1 4B, sV (3 Agy dVPP = 0

:V,u (2Ba”5Ax V) = 2V, B, 75 A, AV
24, V3 As AV =0

D
V0 (404V, B dV*7) = 0

V0 (204 Fop dV*7) = 0

: 4B, 5B, B\, AV 44B 3BV 5B, AV =
F

Dy
Ds
Dy

Ey
Ey
Fy

ng
F4I

4R, oM\ B, 5 AV = 0
Bs :
Bs -
By :
: 2Rpp Ay AV = 0

: V, (—2R,0" 5 AVHP*) = 0
Cy:

V. (2R
Dy:V, (-2
V. (2B
Vi (-2

2Rag" s B, x AV 42R o5l s B, Ps AV = 0
2R, 0 Ap VPP =0
2R 3 Ay AV =0

06”00% AV} = 0

B,"\Byo V") =0

o5 Ba"s V) = 2B\, Y, Ba” 5 AV 128, gV B, s VO
Bo“\Bg", dV**%7) = 2By Y, B\lPs VI 1284,V B, 75 AV

2A\F,s AV =0

2B, Bs® B\, AVP*P 12B "3 B,7\B, P, AV

—2B,"3B,°\B,l, V" 2B,V 3B P, Bs7, VP = 0

2B, Bs" A5 AV 2B, 3 A B\, AVP*P 2B #\ B, Ay AV = ()
4B, "5 A, AN dVPP =0

Ecuaciones de campos para A,

B : R, o Bs", AV =0
By : Rus’yB, s AV =0
Bs : Rup” B, sV =0

Dy: Y, [BaﬂﬁBfa dvaﬂvé] —0

Ds:V, {BauﬁAv dV“B”’”} + By"5V, Ay dVH = 0
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: B, 5V ,B," s AV =
v, [BQUBAU dvaﬁﬂy] B sF s dVes = g
Y, {VUB;B dvaﬁﬂ”] —0

: B, \B,% o Bg", AV =0
: 2B,%3B,"sA, dV*"1° =0

(B.041)
(B.042)

(B.043)

(B.044)
(B.045)
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