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Un método de descenso por coordenadas doblemente
acelerado, proximal y paralelo.

por FRANCISCO JAVIER BENAVIDES LORCA

Resumen

En este trabajo proponemos una variante del algoritmo APProx (ver [13]), el cual pertenece
a la familia de los algoritmos de descenso por bloque aleatorios, los que se caracterizan
por actuar en cada iteracién sobre una cantidad de coordenadas (o bloques de ellas), igual
o menor al total disponible, las cuales se seleccionan de manera aleatoria. Este algoritmo

busca resolver el siguiente problema de optimizacién convexa:

min  F(z) = f(z) + ¢(x) fl@) = ) fix)
st. x= (:1;(1), e ,x(")) e RY donde 7=t (1)
for £ e RN i=1,...,n Y(x) = Z¢z (x(i)>~
i=1

Donde (f) es una la suma de funciones convexas suaves f; con estructura separable por blo-
ques, mientras que el segundo termino (¢) es un regularizador convexo, no necesariamente
suave, con estructura separable por bloque (por ejemplo ¥ (z) = ||z||1). Este problema es
relevante, pues es el problema principal de muchos algoritmos de machine learning (apren-

dizaje supervisado) e inteligencia artificial (redes neuronales).

La importancia del algoritmo APProx esta dada por la particularidad de ser acelerado, pro-
ximal y paralelizable. Paralelizable, en el sentido de que cada bloque puede ser actualizado
en una CPU diferente; Proximal, al poder lidiar con funciones subdiferenciables; Y acelera-
do, pues posee una tasa de convergencia de O(1/k?). Nuestra variante, la cual nombramos
aAPProz posee estas mismas cualidades y, conjeturamos, posee una tasa de convergencia
menor (o(1/k?)).

En concreto, presentamos un bosquejo de la demostracion de dicha convergencia, la cual se
obtiene al extrapolar las ideas presentes en [I], en donde se obtiene este mismo resultado
para el algoritmo Backward-Forward de Nesterov, el cual es (a grandes rasgos) la versién
determinista de APPROX. Ademas se presenta de manera empirica este resultado, mediante

un problema de recuperacién de imagenes.



A double acellerate, proximal and parallel block coordinate
descent method.

by FRANCISCO JAVIER BENAVIDES LORCA

Abstract

In this work, we propose a variant of the APProx algorithm (see [I3]). This belongs to the
block coordinate descent algorithm family, which principal characteristic is, on each inter-
ation, update just some coordinates (or blocks of them) less or equal to the total available,

selected by random. This algorithm solves the following convex optimization problem:

min  F(z) = f(z) + () fl@) = ) fi)
st. = (zW,...,2™) eRN  where =1 (2)
for 2 e RN i =1,...,n Y(x) = sz (x(i))-
i=1

Where (f) is the sum of smooth convex functions f; with block separate structure, while the
second term (1)) is a convex regularizer, not necessary smooth, with block separate structure
(for example 1 (z) = ||z]|1). This is a relevance problem because this is uses on most of the

machine learning and IA problems.

The importance of APProx, is because this is acccelerated, proximal and parallel. Parallel
in the sense of each block can be updated on each CPU; Proximal, because APProx can
handle with not smooth convex functions; And Accelerated, because this has a convergence
rate of O(1/k?). Our variant, named as aAPProx has this same properties and, we guess, a

convergence rate of (o(1/k?)).

In fact, we presented a scheme of the proof for this convergence rate, obtained using some
ideas presented on [I], where they obtained this result for the Backward-Forward Neste-
rov algorithm, which could be considered as the deterministic version of APProx. Also we

presented some empirical results, for the recovery images problem.



Capitulo 1

Introduccion

En los ultimos anos el aumento de la capacidad computacional para medir, almacenar y
procesar informacién ha aumentado exponencialmente la cantidad de variables que se deben
considerar a la hora de tomar decisiones que se basen en dichos datos, generando un nuevo
contexto denominado big data. Esto motiva un nuevo enfoque en la matemaética aplicada,
pues areas como el andlisis numérico de EDPs, aprendizaje de méquinas, optimizacién com-
binatorial, analisis de redes, entre otros, han ido tomando mayor participacién dentro de
este nuevo contexto mediante la optimizacién convexa, en donde los métodos cldsicos toman

fuerza mediante variantes que explotan la estructura de los datos.

Dentro de esta clase de problemas destacan los relacionados a los conceptos de aleatoriedad
y aprendizaje. Usualmente estos buscan determinar la relacién entre datos provenientes
del mundo real y un modelo, el cual es usado para predecir estados futuros o informacién
faltante. Los modelos que se usan para estos problemas, similares a los utilizados para
los problemas de minimos cuadrados y regresién, dependen de parametros que se ajustan
mediante un problema de minimizacién que mide alguna clase de desviacion, discrepancia o

pérdida (ver [5], [15], [12]).

Una manera popular para enfrentar este tipo de problemas en el contexto del big data son
los denominados coordinate descend methods (CDM) o métodos de descenso por bloques, los
cuales actualizan solo algunas variables/coordenadas (o bloques de ellas) en cada iteracion,
mediante algoritmos tipo gradiente, como el de maximo descenso y el gradiente-proximal, re-
duciendo la memoria computacional necesaria y la complejidad aritmética de cada iteracion,

debido a la capacidad de operar en procesos paralelos o distribuidos.

El esquema general considerado por los métodos de descenso por bloque es el siguiente: Para

un valor grande de variables N > 0 y enteros positivos Ny, ..., Ny, tales que Y . | N; = N,
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consideramos el siguiente problema de optimizacién con estructura por bloques,

min  F(z) := f(z) + ¢(z) fl@) = Y fix),
st. x= (:c(l), cee x(”)) e RN donde 7=t (1.1)
para ) e RNi i=1,...,n Y(z) = ZQ/% (ff(i)) .

=1

En este contexto F : RN — R, ademés RY estd compuesto por 1 < n < N bloques, donde
2@ e RN j = {1,...,n}. La funcién f estd dada por la suma de funciones convexas diferen-
ciables f;, las que dependen solo de un subconjunto de bloques C; C [n] = {1,...,n} y con
gradiente Lipschitz-continuo en cada bloque; mientras que la funcién ¢ es un regularizador
convexo (posiblemente no diferenciable) separable por bloques, es decir, la funcién ¢ puede

ser escrita como la suma de funciones ; que dependen solo del i-ésimo bloque, por ejemplo

P(x) = ||z

Cuando un problema de optimizacién es de la forma , los CDM habitualmente son
consideramos como la manera natural para lidiar con ellos. Sin embargo, estos presentan
una tasa de convergencia menor que el método de gradiente cldsico, pues la tasa de los
CDM depende del numero de bloques que se actualizan en cada iteracién, lo cual relentiza

el algoritmo.

Para acotar la brecha entre los CDM y el método clasico del gradiente se ha estudiado in-
tensivamente la manera en la que se eligen los bloques que se actualizan en cada iteracion.
Cuando los bloques son elegidos de manera determinista, la regla utilizada suele ser actuali-
zarlos en un orden predeterminado, generalmente de manera ciclica, en donde los esfuerzos
se han enfocado en mejorar las cotas tedricas de complejidad, de manera que la cantidad
de bloques por iteracién no influya de manera excesiva en la tasa de convergencia (ver [17],
[30]). Por otro lado, cuando los bloques son elegidos de manera aleatoria, estos métodos
alcanzan la misma tasa de convergencia que el método del gradiente clasico, pero en un
sentido mas débil, pues al poseer una componente estocastica, los resultados son obtenidos
con respecto al valor esperado (la tasa de convergencia se obtiene para un valor promedio
al correr varias veces el algoritmo). Cuando un CDM utiliza un criterio aleatorio para la
seleccién de bloques se denomina Random Coordinate Descend Method (RCDM) o métodos

de descenso por bloques aleatorios.

Los RCDM han probado ser una herramienta eficaz al resolver problemas relacionados al
big data, debido a que éstos suelen requerir soluciones a baja o mediana precisién. Esta
cualidad también ha provocado que métodos de primer orden cobren popularidad para
resolver (ver [], [20], [27]), adem&s como el nimero de variables N es grande, el solo
hecho de evaluar el (sub)gradiente de F' puede tener un alto costo computacional, lo cual

hace practicamente inviable los métodos de orden superior. En este contexto, la aleatoriedad

2
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nos permite obtener estimaciones insesgadas del gradiente completo mediante promedios que
involucren solo algunos bloques, por ejemplo, considerando solo V; f, el cual es la parte del
gradiente de f asociado al i-ésimo bloque, y ¥; (ver y el paso 7 en el algoritmo . De
esto modo, podemos revisar solo algunas muestras aleatorias de bloques en vez de trabajar

con todas las variables.

La mayorfa de los RCDM tradicionales, derivados del trabajo presente en [23] (ver [35],[16]),
consideran funciones diferenciables F' para el problema . Uno de los primeros algorit-
mos en considerar funciones no diferenciables es el algoritmo proximal paralelo acelerado o
APProx por sus siglas en inglés, presentado en [13], el cual posee una tasa de convergencia
de O (,712), es decir, obtenemos un valor éptimo de la funcién a la misma velocidad con la

que k% — 0 cuando k& — oo, en donde k corresponde al nimero de iteraciones.

El esquema considerado por APProx resulta ser eficiente, en el sentido de que, cuando las

componentes f; de la funcién diferenciable f en (1.1) son de la forma f;(z) = qﬁj(a]Tm),

con ¢; una funcién escalar convexa con derivada Lipschitz-continua y los vectores a; poseen

estructura de bloque, evita realizar operaciones sobre todas las variables. Por ejemplo las
2

funciones cuadraticas f(z) = %[|Az — b||* = %Z;ﬂ:l (e;—A:z: - bj) pueden ser escritas de

esta forma al considerar f; = qﬁj(ejTA:r), donde ¢;(s) = (s — b;)2.

Esta peculiaridad es vital para evitar los cuellos de botella que hacen inviables a los métodos
de descenso por bloques tradicionales (ver [23]). Ademas APProx resulta ser ampliamente
versatil al poder modificar sus cuatro componentes principales: La definiciéon del término
regularizador v, el nimero de bloques por iteracién, la manera en que se eligen los bloques,
y la eleccién de los pardmetros que influyen en el término diferenciable de F' (ver algorit-
mo . Al modificar estas componentes, APProx puede emular métodos ya conocidos para
resolver , tales como el método del gradiente, tanto en versiones aceleradas, proyectadas
o proximales; el método proximal acelerado de Tseng, y el método gradiente-proximal y sus

variantes.

En este trabajo propondremos una variante de APProx que denominaremos aAPProx, el
cual, conjeturamos, converge con una tasa de o(k%)7 es decir, va un poco mas rapido que 1%2 —
0 cuando k£ — oo. Dicha aceleracién seria posible mediante una nueva eleccion de parametros,
basada en [1]. La facultad de aAPProx es que, ademds de ser una posible versién acelerada
de APPROX, podria ser visto como una versién aleatorizada de los métodos presentes en
[1]. Esta nueva tasa de convergencia se obtendria combinando las técnicas presentes en [13]
y el enfoque determinista de [I], ademds de adaptar algunos argumentos presentes en [33] y

[7] a nuestro contexto por bloques.

Este trabajo estd organizado de la siguiente forma: En el capitulo 2 introduciremos conceptos

tedricos que sustentan nuestro trabajo, principalmente relacionados con el andlisis convexo
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y algunos algoritmos de optimizacién; En el capitulo 3 hablaremos sobre APProx y aPProx,
en donde mostraremos un bosquejo de la posible demostracion de dicho resultado, ademés
de resultados empiricos que avalan nuestra hipdtesis; En el capitulo 4 mencionaremos las
principales conclusiones y trabajos futuros; Finalmente en el capitulo 5 estardn presente

tépicos anexos que complementan el trabajo realizado.



Capitulo 2

Definiciones y notacion

En este capitulo daremos los conocimientos bésicos en los que se fundamenta nuestro tra-
bajo. Repasaremos conceptos bésicos del andlisis convexo, ademas de los métodos iterativos
clasicos para lidiar con el problema (1.1]). Finalmente veremos versiones aceleradas de estos

algoritmos y su aplicacién en los métodos de descenso por bloques.

2.1. Algunas propiedades de funciones

En esta seccién hablaremos sobre algunas propiedades de funciones F' : RY — R, donde

RERU {+0o0}, con las convenciones: a + oo = too, paraa € Ry 0x 0o =00 %0 = 0.

Definicion 1. Para una funcién F : RV — R, se define el dominio de F' como el conjunto

de todos los puntos donde F es finito, es decir,
dom(F) ={z e RY : F(z) < +o0}.

Si el dominio es no vacio, decimos que la funcién F es propia. Para este conjunto, necesitamos

la propiedad de convexidad.

Definicion 2. Sea C' C RY. Decimos que C' es convexo si, para todo z,y € C, la linea que

une a estos dos puntos esta contenida en C, es decir,

Ve,ye C,Ae (0,1): Az + (1 - Ny eC.

La figura 2.1 muestra un ejemplo de conjunto convexo y no convexo.
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S
I\
f

(a) (b)

F1curaA 2.1: Ejemplo de conjunto (a) convexo (b) no convexo.

Definicion 3. Una funcién F : RY — R es coerciva si

lim F(x) = +oo.

llz]| =00

En general, resolver un problema de optimizaciéon para una funcién objetivo cualquiera
puede resultar muy complicado, por lo que se trabaja con un conjunto de funciones que, por
su geometria, facilitan la tarea de encontrar minimos. Estas funciones son las denominadas

convexas.

Definicion 4. Una funcién F : RY +—— R es conveza si, para todo z,y € dom(F) y A € (0,1),

se tiene que
FAz+ (1 —=XNy) < AF(z)+ (1 =\ F(y). (2.1)

Geométricamente, la desigualdad (2.1)) es interpretada como el segmento que une (z, f(x))
e (y, f(y)), estd por arriba del grafico de F. Una funcién es estrictamente conveza si (2.1)
se cumple de manera estricta cuando = # y. La figura [2.2] muestra una funcién convexa,

estrictamente convexa y no convexa.

FIGURA 2.2: Una funcién (a) Convexa, (b) Estricta convexa y (c¢) No convexa.
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Esta propiedad facilita encontrar minimizadores para F', pues su geometria nos da indicios

sobre en cual direccion podemos encontrar dichos puntos.

2.2. Algunas propiedades de regularidad

Definicion 5. Una funcién F : A C RN — R es semi continua inferior (sci) en xo € A si:

liminf F'(z) > F(x0).

T—T0

La Figura [2.3]ilustra como se ve una funcién semi continua inferior en el punto .

A

.

FiGURA 2.3: Ejemplo de funcién sci en x.

Definicion 6. Una funcién F : A C RY — R es continua en zg € A si
Ve>0 36>0 talque |z—vy||<d=|F(x)—F(y)| <€ para yeA
Definicién 7. Una funcién F : RN — R es Lipschitz-continua con constante L si

IF(2) = F(y)l| < Lz - yl|, Yz, y € RY.

Si F' es convexa, podemos establecer equivalencias entre estas dos propiedades.

Proposicion 1. Sea F : RV — R una funcién convexa y zo € RY fijo. Las siguientes
expresiones son equivalentes.
i) F es acotada superiormente en una vecindad de xg.
ii) F' es Lipschitz-continua en una vecindad de zo.
iii) F' es continua en z.
iv) F es continua en int(dom(F)) y zp € int(dom(F)).

Ademsés, cuando la funcién F estd definida sobre RY, el cual es un espacio (Banach) de

dimensién finita (como en (1.1))), la Proposicién |1| garantiza que F' es continua en el interior

7
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de su dominio (como consecuencia de [26, Proposicién 3.5]). Para poder caracterizar las
soluciones del problema (|I.1]), la continuidad de la funcién F' no es suficiente, por lo que
debemos introducir algunas nociones de diferenciablidad para las funciones que componen

a F', es decir, para f y 1.

Definicion 8. Consideremos A C RY un conjunto abierto no vacié y una funcién f : A — R.

La derivada direccional de f en x € A en la direccién d € RY estd definida por

Flosd) — tn 11D @)

t—+0 t ’

cuanto este limite existe.

La funcién f es Gateaur diferenciable en x si f'(x;d) existe para toda direccién d € RY
y la funcién d — f'(z;d) es lineal y continua. En este contexto, la derivada direccional
es llamada gradiente de f y Vf(z) = f'(xz;-). Si el gradiente de f es Lipschitz-continuo,

podemos obtener una aproximacién de primer orden para los valores de la funcién.

Lema 1. Si f : RN — R es diferenciable y Vf es Lipschitz-continua con constante L,

entonces

L
Fly) < () + (VS @)y — ) + 5 ly — 2P (22)
para cada x,y € RY. En particular f es continua.

Proposicion 2. Sea A C RN un conjunto abierto y convexo, y f : A — R una funcién

diferenciable. Entonces las siguientes expresiones son equivalentes:

i) f es convexa.
ii) f(y) =2 f(z) +(Vf(z),y — z) para cada z,y € A.

iii) (Vf(z) — Vf(y),z —y) > 0 para cada =,y € A.

Si f es estrictamente convexa, las desigualdades se satisfacen de manera estricta (cuando

T #y).

La proposicién 2| parte (ii), nos da una aproximacién lineal de la funcién f en el punto z,
que va por debajo del grafico de la funcién, con pendiente V f(x) (ver figura . Cuando
la funcién es convexa y diferenciable en x, esta aproximacion esta definida de manera tnica,
debido a que Vf(z) es la tnica pendiente que satisface dicha propiedad, pero cuando la
funcién solo es convexa, esto no es necesariamente cierto. En el problema la funcién
1 puede no ser diferenciable (por ejemplo ¢ (xz) = ||z||1), por lo que es necesario definir
un concepto que generalice al gradiente. Para ello utilizamos esta idea de pendientes de

aproximaciones lineales.
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Flx) +(Vf(x),y —x)

F1GURA 2.4: Aproximacion lineal dada por el gradiente de la funcién convexa.

Definicion 9. Un punto Z € RN es un subgradiente de 1 en el punto = € RY si

U(y) > () +(z,y —x), VyeRV.

El conjunto de todos los subgradientes de ¥ en x se denomina el subdiferencial de ¢ en x y

es denotado por 0vy(z).

Si 9Y(x) # B decimos que ) es subdiferenciable en el punto x. El subdiferencial 9 (x)
corresponde a las pendientes de todas las aproximaciones lineales de ¥ en x que van por
debajo del gréfico de la funcién. El ejemplo tradicional para el subdiferencial es considerar

la funcién ¢(x) = |z|, la cual no es diferenciable en 0, pero su subdiferencial 0y esta dado

por
-1, if <0

op(x) =q[-1,1], if =0

1, if x>0.

Como nuestra funcién objetivo es de la forma F' = f + 1, donde f es diferenciable y
es subdiferenciable, necesitamos establecer cémo opera el subdiferencial para la suma de

funciones.

Teorema 1. Moreau-Rockafellar Sea f,1 : RNV — R una funcién propia y convexa. Si f es

continua en algin punto xy € dom(%)), entonces

Of + ) (x) = 0f (x) + 0Y(x).
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Nuestra configuraciéon para el problema [I.1] satisface el Teorema [T asi tenemos que para

nuestra funcién F' el subdiferencial estd dado por

OF(xz) =V f(x)+ 0yY(x).

2.3. Nociones de optimizacion

Definicion 10. Para el problema general de optimizacion

min F(x
zERN ( )’

se definen:

= El conjunto solucién, C* = argmin(F) = {z € RV : F(z) < F(y), Yy eRN}.

= El valor éptimo, F* < F(z*), donde z* € C*.

. El siguiente teorema nos permite caracterizar soluciones para|l.1

Teorema 2. (Regla de Fermat) La funcién F' posee un minimo en el punto z* si y solo si
0 € OF (z¥).

El teorema anterior no nos permite identificar facilmente si posee (0 no) soluciones, por
lo que haremos uso del siguiente resultado, el cual nos permite garantizar minimizadores
para ciertos tipos de funciones.

Teorema 3. (de Weierstrass - en RY) Si la funcién F : RN — R es propia, coerciva y sci,

entonces argmin(F') posee, al menos, un elemento.

Sumado a lo anterior, si la funcién F' es estrictamente convexa, entonces argmin(F') posee un
solo elemento. Para poder tener una nocién de la velocidad con la que nuestros algoritmos

obtienen una solucién de (|1.1)) usaremos las siguientes definiciones.

Definicion 11. 1. Decimos que F' es de orden O(g) si:

lim @ < 00
k—o0 g(k)
2. Decimos que F' es de orden o(g) si:
lm @ —_— 0.
k—o0 g(k)

Si consideramos g(k) = k2, el primer caso nos dice que F va a cero a la misma velocidad

que k2, mientras que en el segundo caso, decimos que F va a cero més rapido que k2.

10
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2.4. Meétodos iterativos

En esta seccién, daremos los conceptos generales sobre métodos iterativos, los que permiten
resolver computacionalmente el problema (1.1)). Un método iterativo es un algoritmo que

genera una sucesiéon {xy}, desde un punto inicial xy de acuerdo a una regla

T = Gr(zr),

donde G, : RY —— RY es una funcién que puede depender de k. La eleccién de Gy, depende
de la regularidad de la funcién objetivo F', por ejemplo, si nuestra funcion es diferenciable,
se suelen considerar funciones Gy que aprovechen la informacién entregada por el gradiente
de la funcién. Por otro lado, si la funcién solo es convexa, podemos usar algoritmos basados
en el subgradiente. Nuestra funcién objetivo posee componentes con ambas propiedades, por

lo que nuestra eleccién de Gy debe tomar ventaja tanto de V f como de 0.

Nosotros usaremos el método gradiente-proximal (ver [3],[14]), el cual combina dos métodos
ampliamente conocidos, el de maximo descenso [29] y punto proximal [I0], siendo capaz de

usar las diferentes propiedades de las funciones f y .

2.4.1. El método gradiente-proximal.

En esta seccién, presentamos el método gradiente-proximal para resolver el problema de

optimizacién convexo

min F(z) = f(z) + ¢(z), (2.3)

z€RN

donde f : RY — R es una funcién propia, convexa y diferenciable, mientras que la funcién
¢ : RN — R es propia, convexa y no necesariamente diferenciable. El método gradiente-
proximal puede ser visto como una composiciéon del método del maximo descenso y el método

del punto proximal.

El método de méximo descenso utiliza el gradiente de la funcién f, realizando en cada
iteracién un paso de longitud 6 > 0 en la direccién —V f(xy), la cual es la direccién de

maximo descenso a partir del punto xj. La k-ésima iteracion de este método es de la forma

Tpy1 = Tk — OV f ().

Para la convergencia de este algoritmo, nos basta que V f sea Lipschitz-continuo con cons-

tante L y 0 :=supfp < —.
keN L

11
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Por otra parte, el método del punto proximal es generalmente usado para funciones no

diferenciables, haciendo uso de un operador auxiliar llamado operador prorimal.

Definicion 12. Sea 1 : RN — R una funcién propia y convexa. El operador proximal de 1

con parametro 0, Proxy g : RY — RV se define como

1
Prox, ¢(x) = min — ||z — yl|?}. 2.4
v.0(T) yeRNW(y) +ogllz = l%} (2.4)
La funcién ||z — -||? es estrictamente convexa y coerciva, por lo que el problema de optimi-

zacién al lado derecho de ([2.4]) posee solucién tnica (ver teorema [3)). El método del punto
proximal resuelve el problema (2.4) en cada iteracién, donde la k-ésima iteracion estd dada
por:

, 1
{11} = Proxy g, () = min {¢(y) + = [|zx — y[|*}.
yER"™ 29k

Finalmente, el método gradiente-proximal consiste en que, en cada iteracién, se hace un paso
gradiente para la funcién f y luego aplicar el operar proximal Proxy g, al paso gradiente

(xx — 0V f(x1)), por lo que el paso principal de este método esta dado por:

{zk41} = Proxy g, (2 — Ok V f(21))

, 1
= argmin ¢ (y) + o= (@x = 06V f(w1)) = yl?,
yeRN k
. 1
= argmin(y) + 20, ORIV f (@) 1? = 206 (V f (zk), 2 — y) + llze — yl|?)
yeRN k

= argmin(y) + (Vf(zr),y — ox) + ]

e 20,

Para la convergencia de este método también se necesita que V f(xy) sea Lipschitz-continuo

2
con constante L y 6 := sup, < T El método gradiente-proximal puede ser escrito como:
keN

Algorithm 1 Gradiente-Proximal
1: Elegir zop € RY y 6y < %
2: for £>0do

. 1
3 gy = argminy(y) + (Vf(zr),y — k) + ﬁ”e’xk —yl*
yeRN k

4:  Actualizar 041 < %

5. end for

Cuando ¥ (x) = ||z||1 este algoritmo se conoce también como ISTA (Iterative Shrinkage-
Thresholding Algorithm, ver [9],[8]). Para este método, tenemos el siguiente resultado de

convergencia.

12



Capitulo 2. Definiciones y notacion

2
Lema 2. El método gradiente-proximal, con parametro 6 < 7 satisface

2
zo — 2|
0< F(x)—F* Hi
< Fla) = 2k6;
En general, esta clase de algoritmos no son suficientes para resolver problemas de gran
cantidad de variables. En la siguiente seccién mencionaremos algunas modificaciones al
método gradiente-proximal de manera que sea capaz de resolver problemas con gran cantidad

de variables.

2.5. Mejorando el algoritmo gradiente-proximal

Los métodos clasicos de optimizacion, como el gradiente-proximal, presentan limitaciones
que impiden su uso para resolver problemas con una gran cantidad de variables, pues las ope-
raciones relacionadas al gradiente o subgradiente sobre todo el espacio de variables implica

un gran costo computacional, comprometiendo el desempenio de estos métodos.

Es por esto que el desarrollo de variantes que mejoren las tasas de convergencia y reduzcan
la complejidad computacional de cada iteracién, evitando operaciones que involucren a to-
das las variables, ha cobrado mayor relevancia en el tltimo tiempo. En particular estamos
interesado en dos enfoques: Los métodos acelerados desarrollados por Nesterov (ver [21]),
el cual mejora la tasa de convergencia del método gradiente-proximal sin aumentar el costo
computacional; y los métodos de descenso por bloque en junto con su variante aleatoria (ver

[23]), los cuales actualizan solo una cierta cantidad de variables en cada iteracién.

2.5.1. Meétodo acelerado de Nesterov

El método acelerado de Nesterov es una modificacion del método gradiente-proximal, desa-
rrollado en los anos ochenta para el caso discreto [21], logrando mayor relevancia al ser
extendido a problemas de la forma F(x) = f(x) + ¢(x) (ver[24], [25]). La idea es usar un
punto auxiliar y, definido como una combinacién lineal entre x; and xj_1. Para el método

gradiente-proximal, el paso principal de su versién acelerada es de la forma

yk = ap+ pe(ar — TRo1)

Tpy1 = Proxy e, (e — OkV f(yk))-

Mientras que el método gradiente-proximal itera desde el punto actual z; (Figura (a)),

su versién acelerada se mueve en la direccién anterior (desde xj a yi) para luego iterar y

13
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moverse hacia z;41 (Figura[2.5| (b)). Este algoritmo, cuando #(z) = ||z||1, también se conoce
como FISTA (Fast ISTA, ver [2]).

k+1

.......
........
-----

"
"y
e
e,

FIGURA 2.5: Una interacién del método gradiente-proximal (a)Normal y (b) Acelerada.

1

Con esta pequenia modificacion, este método posee una tasa de convergencia de O ( i

vez de O (1) (ver [21, Teorema 1]).

),en

2.5.2. Meétodos de descenso por bloque aleatorios

Los block coordinate descent methods (BCD) o métodos de descenso por bloque [23], [34], son
técnicas basadas en algoritmos clasicos de optimizacién, como método gradiente-proximal,
que evitan realizar operaciones sobre todo el vector de decisiéon x, actuando solo en algunas
componentes, las cuales suelen ser elegidas segin un criterio determinista. Usualmente se
considera usar un criterio ciclico, es decir, las componentes son actualizadas en un orden
predeterminado; También se pueden elegir las componentes en las que el gradiente presenta

mayor magnitud.

La versiéon clasica de estos métodos selecciona la coordenada a actualizar en cada iteracion
de manera ciclica. Otra posibilidad es moverse en la direccion que presenta mayor magnitud
en la coordenada del gradiente. Estas versiones presentan tasas de convergencia peores
al método gradiente tradicional, pues al no actualizar todos los bloques por iteracién, su
convergencia depende de la cantidad de bloques que se actualizan simultaneamente. Sin
embargo, diversos trabajos han logrado disminuir esta dependencia, logrando versiones cada

vez més rapidas. (ver [30], [I7]).

Por otra parte, los random block coordinate descend methods (RBCD) o métodos de descenso
por bloque aleatorios [23] seleccionan los bloques que se actualizan en cada iteracién segin
alguna regla estocéstica, generalmente uniforme (cada bloque tiene la misma probabilidad
de ser seleccionado). Esta idea logra mejorar la convergencia, alcanzado tasas de O(%) y
O(k%) en versiones aceleradas, pero en promedio, por lo que hay que correr el algoritmo

varias veces. Matemdticamente, en vez de buscar cotas para F'(zy) — F(z*), trabajamos con

14
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E[F(x) — F(x*)], donde E[] denota el operador esperanza con respecto a la seleccién de

bloques.

Nuestra intencion es trabajar con una version del método gradiente-proximal que utilice las

ideas de los RBCD. Para esto consideramos la siguiente notacién e hipétesis.

2.5.2.1. Notacién de bloque

Supongamos que se tiene una variable de decisién = € R*, el cual posee tres bloques, por
ejemplo x = (:c(l),m(z), x(?’)), donde W, 263 e R y 2z € R2. Para lidiar con este tipo de

problemas, introduciremos los elementos principales de descomposicién por bloque [13].

Sea x € RN con n < N bloques y U = [Uy,...,U,] la matriz identidad de tamafio N x N,
donde cada U; € RVN*Ni esta asociada al i-ésimo bloque. En nuestro ejemplo, la matriz

identidad se descompone de la siguiente forma:

S = O O

0
0
0
1

o O = O

1
0
0
0

De esta manera, el i-ésimo bloque del vector z € RY se puede escribir como z() = UZ»T T €
Rf-v ,coni=1,...,ny asi, la siguiente descomposicién por bloques esta definida de manera

Unica:

T = i Uix(i).
i=1

En vez de actualizar cada uno de los n subvectores z(¥, solo los pertenecientes a un sub-

conjunto § # S C [n] := {1,...,n} son considerados, dando, para un vector h € R¥ la

hisy=>_ Ui,

i€S

siguiente S-descomposicion:

este es un vector N-dimensional, en donde todas las componentes de h que no pertenecen a

S son cero. En nuestro ejemplo, si S = {2, 3}, entonces

[0 0 [0 ] [ 0 ]
1 0 h 0 h
h[s}z 2 + ha = 2
0 1 hg 0 h3
0 0 1 hy
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Para el bloque i € [n], definimos el bloque-gradiente asociado, como el i-ésimo bloque del

vector gradiente, es decir,

Vif(z) = (V)" = UV f(z) e RV (2.5)

Ademés, para cada bloque i € [n], consideramos la matriz definida positiva B; € RMi*Ni y

el escalar positivo v; para dotar a los espacios R y RY con las normas

1/2

. . A\ 1/2 n .
le @iy = (Bia®,2@) "y afly = (ZWIISE“%)) :
i=1

respectivamente. Ademds, las normas conjugadas estan dadas por

@ 1,0 @)\ (o V)
IOl = (B0} 7,y el = (o (12905) )

i=1

Supongamos que en la k-ésima iteracién, seleccionamos un grupo Sy de bloques. La esperanza
condicional por bloque Ey[-] es el operador esperanza con respecto a S, manteniendo el resto
de los bloques fijos (sus valores son conocidos por el algoritmo). Por otro lado la esperanza
condicional E[-] se considera en el sentido usual, donde todos los bloques son aleatorios. La
propiedad de proyeccién (ver [II, Teorema 5.1.5]) nos da la siguiente relacién entre estos

operadores:
ElEL[]] = E[]. (2.6)

Las hipdtesis principales que utilizaremos sobre los RBCD son:

Hipdtesis 1. Para el problema (|1.1) y una muestra de bloques Si, suponemos que.

1. La funcién f, el primer término de la funciéon objetivo, es convexa y diferenciable.

2. Paracada j=1,2,...,myi=1,2,...,n las funciones por bloque f; dependen de un
conjunto de bloques C; y los gradientes por bloque V;f; son Lipschitz-continuos con

constante Lj; > 0:

IVifj(z + Uit) = Vifi(@)§) < Lislltllay, =€ RNt e RN, (2.7)

3. Suponemos que los bloques se eligen aleatoriamente de manera uniforme, es decir, cada

muestra de bloques S, C [n] posee la propiedad: P(i ¢ S;) = P(j ¢ Sk) para todo
i,j € [n].

4. Definamos por 7 al nimero esperado de bloques que se actualizan en cada iteracion, es
decir, 7 := E[|Sk|] < n. Supondremos que existen constantes (que se pueden calcular)
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v=(v1,...,0,) > 0 tal que

Ef (o4 hg)] gf<;c)+;<<Vf(x),h>+;uhug>, nheRY.  (28)

Esta desigualdad recibe el nombre de Expected Separable Overapproximation (ESO).

Notemos que la condicién de Lipschitz por bloque nos obliga a definir Lj; = 0 en cada i ¢ C}.
Ademés, en el caso determinista, en el cual 7 = n, la desigualdad (2.8 es equivalente a que
la funcién f sea Lipschitz-continua (ver ecuacién (2.2])) con respecto a la norma || - 1) ¥

con constantes de Lipschitz v en cada uno de los bloques.

En el siguiente capitulo hablaremos del algoritmo APProx, el cual es un RCBD basado en
el método gradiente-proximal y sobre como podriamos acelerar aiin més las variantes acele-
radas de estos dos métodos. Propondremos una variante de APProx, la cual, conjeturamos,
posee una tasa de convergencia mayor a 0(1?12) y hereda sus caracteristicas, tales como en-
globar una gran cantidad de técnicas clasicas de optimizacién, como el método clésico del

gradiente y su versiéon conjugada, métodos proximales y el gradiente proximal.
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APPROX y aAPPROX

En este capitulo daremos las nociones detras del mejoramiento en la tasa de convergencia
para el algoritmo APProx. Revisaremos brevemente el caso para el algoritmo gradiente-
proximal, el cual fue discutido en [I], para luego extrapolar estas ideas para el caso de interés.
Finalmente mencionaremos un caso aiin mas general, el cual contempla los dos mencionados,

ademaés del esquema que, conjeturamos, permitiria probar el resultado correspondiente.

3.1. El algoritmo APPROX

El algoritmo acelerado paralelo proximal o APProx (ver [13]) pertenece a la familia de
los métodos de descensos por bloque aleatorios, tomando como base la version acelerada
del método gradiente-proximal. Este algoritmo es conocido por ser uno de los primeros
en ser: acelerado, en el sentido de poseer una tasa de convergencia de O(k%); paralelo,
pues permite actualizar bloques de manera simultdnea mediante programacién paralela; y
proximal, lidiando con problemas de minimizacién tipo LASSO y Elastic Net, los cuales

consideran como funciones de regularizacién a la norma L1.

Los pardmetros {6} utilizados para obtener esta tasa de convergencia satisfacen la de-
sigualdad para variantes aceleradas de algoritmo, presente en [33], la cual estable que para

kE=0,1,...y 0 € (0,1] se debe cumplir que:

1—=0kr 1
—— < o3 (3.1)
o~ Ok
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En [13], la secuencia {GEBJ} es generada al resolver (3.1]) como una igualdad, obteniendo:

\JOL+ 462 — 62 52

2

Or1 =

Al comparar APProx con el método gradiente-proximal acelerado (ver algoritmo (1| y [22]),
los pasos 3 y 7 coinciden, presentando solo diferencias en el uso de APProx de un punto

auxiliar zj, (ver algoritmo [2)).
El teorema 3 presente en [I3] estable que, bajo las Hipétesis

An?M

E[F(x) — F(z*)] < GO s

(3.3)

donde z* es solucién de (I.1) y M es una constante que depende de la diferencia entre
F(xo) y F(z*), y la distancia entre los puntos xg y z* con respecto a alguna norma. La
relacién (3.3)) establece que, en valor esperado, APProx encuentra un valor 6ptimo para F'

tan rapido como 1/k? converge a 0 cuando k — 0o, es decir, posee una tasa de convergencia
1

Algorithm 2 APPROX: Accelerated Parallel Proximal Coordinate Descent
1: Elegir g € RV, fijar 29 = xg y tomar

9613J == g . (34)

2: for £ >0do

30y = (1 —60k)xg + Oz

4:  Elegir aleatoriamente un set de bloques S

5 Zk41 = 2k

6: for 7€ .5, do

T = agmin {<vz~f<yk>, o ) L P wm}

8: end for

9 Tpp1 = Yk + 20k(2kg1 — 2k)

10:  Actualizar los pardmetros 11 € (0,1] segin

sk [3)2 [3)2
s _ ek +49k _ek

k+1 — 2

11: end for
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A continuacién, mostraremos la idea principal detras de la aceleracién de APProx, la cual

nace al estudiar las propiedades del método gradiente-proximal.

3.2. Mejorando el método gradiente-proximal

Como vimos anteriormente, el método gradiente-proximal posee una variante acelerada, la
cual se obtiene al introducir un punto auxiliar y;, pasando de una tasa de convergencia de
O (k—ll) a0 (k—IQ), pero en realidad, atin existe un margen de mejora, a través de una pequena
modificacién a la propuesta de Nesterov. Consideremos la siguiente modificacién para el

paso principal del método proximal gradiente:

Yk =Tt g (Tk — Tho1)

Trp1 = Proxyg, (ye — 0V f(yr)),

donde a > 0. Si tomamos o = 3 recuperamos la versién acelerada de Nesterov (Ver capitulo
2, secci6n 2.5.1). En [I] se prueba que, al considerar « > 3, la tasa de convergencia mejora.
Si al considerar o = 3 se tiene que el algoritmo converge al valor éptimo al igual que 1/k?
converge a cero cuando k — oo (O(k—lz)), al tomar « > 3 este algoritmo es ligeramente més
rapido que k2 (o(k%)), es decir:

lim (F(x1) — F(2*)) k* = 0.

k—o00

Este resultado es obtenido en [I] al estudiar las propiedades del sistema dindmico asociado al
paso principal del método gradiente-proximal y su comportamiento para diferentes valores
de a > 0:

() + %a’:(t) + O(x(t)) + Vf(x(t)) € 0.

Con esta misma idea, agregando el parametro a a APProx, conjeturamos que, con un re-
emplazo apropiado para 6, es posible obtener una mejora en la tasa de convergencia, tal
que

lfm k2 (E [F(a) — F(x*)]) ~0,

k—o00
donde un diferenciador respecto al resulto presente en [I] es el supuesto de que « no nece-

sariamente debe ser fijo, si no que podria variar en cada iteracién.
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3.3. El algoritmo aAPProx

Comenzamos discutiendo un criterio alternativo para 0y, que incluya al parametro o como
variable en cada iteracién, ademas estableceremos algunas relaciones, a modo de presentar
un bosquejo que, teorizamos, permitiria demostrar el resultado principal, obteniendo una

versién acelerada de APProx que denominamos aAPProx.

3.3.1. Incremento inverso

Para justificar de forma clara nuestra eleccién del pardametro 6y, daremos un criterio equi-

valente a (3.2]) para el inverso del pardmetro, es decir, para

[u—

i3] . _
0<) 7= o -
k

Como los pardmetros dados en [13] satisfacen la relacién (3.1]) en la igualdad,

1 2 2 2 2 1 1
(1 W = 7 = )P = ) = o = [+ 2.
k+1

De esta manera, el incremento inverso, definido a continuacion, es estrictamente mayor a un
medio:
13 1

: 1 1 :
m . _ e m - mEy2 o m e 2
Vi =V m v =5t 4+(1/k )2 — v, >3-

Como se puede apreciar en el Lema [3, con nuestra eleccién de parametros, el incremento
inverso es estrictamente menor a un medio, lo que equivale a aumentar la diferencia 41 —0x,
con respecto a los pardmetros mostrados en [13], lo que en teoria produciria la aceleracién

deseada para APProx.

Lema 3. Sea 0 < v < % —{ con { € (0, %) y Yo = —, consideramos la siguiente actualizacién
T

para los pardmetros inversos

n

B (3.5)
para k >0 considerar vgy; = vp+ Vg con v<SVp< % — /.

tomar vy =

Esta secuencia, ademas de ser estrictamente creciente, satisface la siguiente desigualdad para
todo k > 0:
Vi — Vg1 < vp — 2Kty (3.6)
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Demostracion. Los pardmetros inversos {1} son estrictamente crecientes, pues Vi > v > 0.

El lado izquierdo en la ecuacién (3.6)), al usar el criterio (3.5 es equivalente a
2
V/%+1 — Vg1 = (e + V)" — (v + Vi)
V]% + 2V + V% — v — Vg

= I/lz + (Vk(Vk — 1)+ (2vg — I)I/k) .

Como Vi, € [v, 2 — /], existe algin n;, € [0, 1] tal que Vj, = v+ nx(2 — ¢ —v). Aplicando (3.5)
2 2

de manera recursiva, obtenemos vy = vo + kv + (3 — £ — v) Z?;é n;, por lo que
v > kv, (3.7)
ademas Vi < % — ¢ es equivalente a
(1—2vg) > 2¢.
Como las dos desigualdades anteriores son no negativas, al multiplicarlas obtenemos
(1 —2Vy)v, > 2lkv

0 equivalentemente,

(2Vk — 1)Vk < —20kv

y asi
Vi(Ve —1) < V(5 —£—1),
< V(=3 —0),
< V(3 +0),
< —v(z+0), (v<W)
< 0.
lo que concluye la demostracién. |

Algunas observaciones de (3.6)) tiles:

1. Con respecto a la eleccién de pardmetros en [1], el incremento

1
VL” =1 donde o > 3,
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corresponde a considerar Vi = v con v = ﬁ, en este caso, desde v < %—6, obtenemos
1 1
——f >
2 - a-1’
1 > 2
“ = 1-20
> 2 +1
a S —
- 1-2/ ’
S 1 —25%—27
- 1-—2¢
S 3— 204 (40— 40)
- 1-2¢ '
S 3(1—20)+4¢
- 1-2¢ ’
4/
> -
> 3+ YA

por lo que, la condicién a > 3 es equivalente a > 0, lo cual es lo mismo que

4
1—2¢
considerar ¢ € (0, 3).
2. El lado izquierdo en (3.6) es igual a v, | (1 — 6g41). Por lo que la desigualdad (3.6), al

ser re escrita para k + 1 en vez de k, nos da

VE(1—6p) <vi_y —2(k—1)L. (3.8)

3.3.2. Incremento directo

La variante acelerada de APProx se obtiene al reemplazar (3.2)) por el siguiente criterio de

seleccién de parametros:

Dado v <  — £ con £ € (0,3),

tomar Oy = , (3.9)

319

|
>

1 1
k<7) convgvkgi—ﬁ.

ara k>0 actualizar 6
P - ktl 14 0,V

Las propiedades a continuacién, que son consecuencias del Lema |3, nos dicen que (3.9)
definen una subclase del criterio (3.1)) presente en [13].

Corolario 1. Para la recursién definida en (3.9)), las siguientes expresiones son verdaderas,

para todo k > 1:

(i) La secuencia {0} es estrictamente decreciente; en particular, 0 < 6, < 7/n < 1 para

todo k > 1.
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(ii) La desigualdad presente en ({3.1)) se satisface de manera estricta:

1 — Ok

92

1 1
< = 2ktv <

0
k+1 k

ﬁ .

(iii) En la identidad

los incrementos satisfacen v < Vj, < 3~ £.

Demostracion. El primer y tercer punto vienen de reescribir el Lema [3| Para el segundo

punto, notemos que

1= 0 1 1 )
2 ) - = Vi1 — Vi+1,
0k+1 9k+1 Or11
de esta manera, el punto (ii) es equivalente a ([3.6)). |

El criterio (3.9) es una generalizacién del criterio presente en [1]. Notemos que, desde la

eleccién de pardmetros en [I] es equivalente a considerar, para todo k € N,

v = donde o > 3. (3.10)

o —

Como se vio anteriormente, esta eleccion satisface nuestras hipdtesis y ademas,

1 k+1 n  k+1 Z(a—1)+(k+1)
m _ m _m _n _z
k1 VkJroz—l Z/OJroz—l 7'+oz—1 a—1 ’
por lo que
a—1
m
k+1 —

k+1+(a—1)§'

Asi, en el caso determinista en el que todos los bloques de variables son actualizados en cada
iteracién (n = 7), la expresion anterior para 6,1 coincide con la presente en [I] y APProx
coincide con el método gradiente-proximal acelerado. Asi, nuestra variante acelerada de

APProx, aAPProx, luce de la siguiente manera:
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Algorithm 3 aAPPROX: accelerated APPROX
1: Elegir g € RV, fijar 29 = zg y tomar

g — T 3.11
’ (311)

2: for £k >0do

3 yp = (1= 0k)zk + Oz

4:  Elegir aleatoriamente un set de bloques S
5 Zk41 = 2k

6: for 7€ .S, do

T: 2, = afgﬂfgrijin <V¢f(yk), z— Z/z(f)> +
z€RM

nOxvi ()2
oy Iz = 23" Gy + vi(2)
8  end for
9 Tpp1 = Yk + 20k(2kt1 — 21)
10:  Actualizar los pardmetros 611 € (0,1] segin ({3.9)

11: end for

3.3.3. Algunas aproximaciones ttiles

Comenzamos con algunos resultados preliminares, presentes en [I3], los cuales son parte

fundamentales en la demostracién, tanto en nuestro caso, como en [13].

Lema 4. Sea {xy, 21 } >0 la secuencia generada por APProx o aAPProx, entonces, para todo

k>0,
k
Ty = ZV%{:ZZ
=0

donde los coeficientes fy,g,’y,i, . ,*y’kC son no negativos y suman 1. Asi, x; es una combina-
cién convexa de los vectores zy, ..., z;. En particular, las constantes se definen de manera

recursiva k, comenzando con 78 =1, 'yé =0, 711 =1lyparak>1

(1 —0p)t, 1=0,...,k—1
Virr = § O (1= 20k 1) + 2(0 1 — Ox), 1=k (3.12)
20, l=k+1.

Mas aun, para todo k > 0, tenemos la siguiente igualdad:

n—rT
Y + 0k = (1= Ok
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La prueba de este resultado puede ser vista en [13, Lemma 2]. A través de Lema podemos

obtener cotas superiores para i (zy) y F(zy), dadas por:

k k
oD (z) > ¢ <Z 7/2?4) =t(xr), v Fr =+ flan) > F(ag). (3.13)
=0 =0
Para los préximos resultados, definimos

- e . nd
Zpp1 = argmin {¢(z) +{(Vflyx),z —yr) + TkHz - Zk’H%z)}
2€RN T

' ; i i nOkvi i
(e >>Z{¢i<z())+<vif<yk)’z”‘y'(f)>+zli”z() -4ty
z=(z1),. . z")) 1

Notemos que Zp41 es el resultado del paso de optimizacién sobre todos los bloques. Usando

la definicién de Zx11 y 2zk4+1 (ver algoritmo , observamos que

(i) 21(6217 i € Sk,
ZkJrl = () .
2, 1 & Sk

Con esto, enunciamos los siguientes dos resultados, también presentes en [13]:

Lema 5. Sean €(u) 2 f(y) + (V£ (i), 1 — i) + 225 [lu — 212, entonces

= z * * nd * z

(k) + € (Br) < () + €)= Ml = A3 (3.14)

Lema 6. Para cualquier z € RN y k > 0,

T ~
By [lznn = 2lly = 2k = 23] = ~ (121 — 2 — [z — 2113) (3.15)
Mas aun,
By [p(zps)) = (1= ) (z) + ~0(Zps): (3.16)
n n

La demostracién de los Lemas [5] y [6] pueden ser vistas en [33] y [13], respectivamente. El
siguiente resultado es parte de la demostracién presente en [13, Teorema 3].
Lema 7. Para todo k > 0 se tiene

2

- r * n 02 * *
jo [Fkﬂ} < (1= 00 Fe+ 00 () + 5 (e = 2l = B [la” = 2 l}]) . (3.17)

Demostracion. Usando (3.13) y la linealidad de Ej[-] tenemos que E}, |:Fk+1i| = FE [@@k] +

Ey [f(xr)],por lo que basta con acotar cada una de las componentes de Ej |:Fk+1i| para
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obtener el resultado. Comenzamos con Ej, wkﬂ}:

k+1

By [frs1] = 32 ki B [0(20)]
=0

K
= ¥ (@) + Y Bk (2ks1)]
=0

k
> einth(z) + SOER[ (i)

=0

Dot + 2ok (1 7)ot + Zot)

K
= (=) (g - 1) Okt (2k) + Okt (Zp41). (3.18)
1=0

Para Ej [f(z1)] usamos el hecho de que zpy1 = yi + hig,), donde hig = 20k (Zk11 — 2x), ¥
la desigualdad ESO ([2.8) para obtener:

2
Ey[f(zr41)] ) + 0k (Vf(yr), Zor1 — 2x) + iHZkJrl — 2|2

= (1= 0)f(yr) — O (Vf(yr), 21 — yr) +

O <f(yk) + (Vf(yr), Zrg1 — yk) + Zijﬂfkﬂ - Zk||3) : (3.19)

De la definicién de y;, (ver algoritmo, sabemos que z = (1—0k)xk —yx, de donde podemos

obtener que:

Oty — 21) = (1 = Op) i — yr) + O = (1 — Op) (i — yn)- (3.20)
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Asi, la cota de E}, [Is’kﬂ} estd dada por

By [Fy] = Ek[l[}kﬂ] + B[ f(@g+1)]

-+ Z’Yk—&-ll/} (21) (g — 1) Ok (zk) + Okt (Zr1) + (1 — k) f (uk)

— 0 (Vf(yr), 2k — yk) + Ok <f(yk) AV (Yr): o1 — yr) + T;ik | Zet1 — Zk:”?;)

Ve (z) + =0 (z) + (1 — 0k) F (k) — Ok (V F (k) s 26 — i)

I
-
I Mw
o

O

/N

(k) F) + (90 s — ) + s — 2

ED
<

] =

Yo (z) + 0 (z) + (1= 0) F ) — O (Y f () 2 — )

l

+ 0k (V(27) + Fyr) + (VF (), 2™ —yr)) + %O:(HUC* = 2llz = llo* = Zerall3).

I
o

(3.21)
Usando (3.20) podemos acotar Ej, {F;H_l} aln més:
1 B20)+@E2) !
Ey, [Fk+1} < Vier1¥(20) + <’Yk+1 + 9k> V()
1=0
+ (1= 0k) f(yr) + (1 = 0k) (Vf(yk) 2k — Yi)
+ Ok (&™) + fyr) + (Vf(yr), 2" — yi))
nd? nb? .
0o 2 - P — g2
Finalmente, usando (3.13), obtenemos
- - 92 2 * ~ 2
By [Foit] < (1= 00 B+ 0F (@) + 5 (o™ =l = llo* = 2 )
r * n@i * 2 * 2
= (1= 0k)Fy + 0pF(a7) + 5= ([l2" =yl — Ei [lz* = 2x11115]) -
|

El Lema |[7] marca el punto en el cual nuestra propuesta para demostrar la aceleracién de

APProx comienza a diferenciarse de la presente en [13], por lo que necesitariamos un par de

definiciones y resultados extras.
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3.3.4. Resultados especificos de la aceleracién

A continuacién, presentamos los pasos especificos que, conjeturamos, permitiran acelerar el
algoritmo APProx. Comenzamos obteniendo una ecuacién similar a la presentada en [I], eq
(16)], donde la diferencia primordial viene dada por la introduccién de las caracteristicas

aleatorias presentes en APProx.

Lema 8. Sea x* una solucién del problema (|1.1]). Para los parametros elegidos mediante el
criterio (3.9)), y la siguiente notacién abreviada

2
- * n *
AF, = E [Fkﬂ _ F(z )] and Az = 25 B o = a2 (3.22)

donde Fy, este definido como en (3.13]). Definimos, para cada k =0,1,2,...,
e(k) :==vi_|AF + Az, (3.23)
la cual posee las siguientes propiedades:

(i) La secuencia {e(k)} con k € N es no creciente, ademds ka e(k) existe.
—00
En particular (k) < £(0).

(ii) Para cada k € N, AF, < 67 ,2(0) y Az, < £(0).

—— 1
(iii) Ademas, ;(k — DAF; < e(1).

Demostracion. Comenzamos tomando la esperanza a la ecuacién (3.17)) presente en el Le-
ma[d] item (iv), y asi,

. R TL202
BBy [Pl | < B[ =00 B+ 6cF (@) + 55 (e = 2l = B [l — 20 2]) |

Multiplicando por v2, y usando (2.6]) obtenemos, en la notacién abreviada (3.22),

. n2
B [Fea] < (0= 00 B+ 0BIF@)] + 5 (Bl = 2l = B [llo* = 201]12])
= 21— 0B [Fk] 20, E[F(a)] + (Az — Azgir)

Restando en ambos lados v E[F(z*)], al usar nuevamente la notacién abreviada (3.22)),
VEAF 1 < VE(1 = 0))AF, + (Azp — Azpy1)
Asi, usando la desigualdad (3.8]),

I/zAFk-Jrl < (Vlz—l — Q(k' - I)XV)AFk + (Azk — AZZ+1) .
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Reordenando términos,
VEAF, 1 + Azpy1 + 2(k — D)VAF, < vi (AF, + Az, (3.24)
Notemos que la desigualdad anterior es equivalente a
e(k+1)+2(k—1)vAF, <e(k). (3.25)
Desde ([3.25)) podemos concluir:

» El punto (i): usando que 2(k — 1){vAF), > 0 para k > 1.
» El punto (ii): considerando que cada termino de (k) es positivo y usando el punto(i).

» El punto (iii): realizando, desde la desigualdad ([3.25]), una suma telescépica para (k).

En este punto, el Lema |8 item (ii), garantiza para aAPProx una tasa de convergencia de
O(k%)7 siendo la misma que la obtenida en [13] para APProx, salvo una diferencia en las

constantes, pues si definimos Vi como en (3.10) y #_1 = 6y ,como en nuestro caso, se tiene

2

£(0) = B0(Fh — P(@") + 55 lleo — 2.
y asi
BF(x) = F(a")] < AF, < 67 ,2(0),
. (a=1)e(0)

(k=14 (a—1)n/7)%’

lo cual es similar a (3.3)), salvo las constantes.

El siguiente resultado, que toma inspiracién directa de [I], seria la clave para pasar desde
O(z) a o(3z)

1
Lema 9. lim |(k+ 1)2AFjy1 + —Azpy | existe.
v

k—oo

Demostracion. Multiplicando por 1/v2 la desigualdad (3.24)), la relacién v2 | < v2 nos da

1
AFg11 < AF; + ﬁ(Azk — Azpi1),

k
la desigualdad (3.5)), nos permite obtener
1
AFp11 S AF + 755 Az, — Azgya),
k*v
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reordenando términos y multiplicando por k2

1
)

E*(AF 1 — AF) < . (Azp — Azpy1) . (3.26)

Mediante manipulacion algebraica es posible obtener la siguiente desigualdad

(/C + 1)2AFk+1 — kJ2AFk = ]{22(AFk+1 - AFk) + (Qk + I)AFk_H,
< kE*(AFyy1 — AF) 4 2(k+ 1)AF, 1, (3.27)

de esta forma, al usar la desigualdad (3.27]) para acotar el lado izquierdo de (3.26)) obtenemos

1
)

(k4 1)?AF1 — K°AF, — 2(k 4+ 1)AF 1 < = (Az, — Azpyq) .
v

Si definimos ¥4, = k2AF), + V—lgAzk y ordenamos los términos
g1 — O < 2(]45 + 1)AFk+1 < 2(]{3 + k)AFk_H =4kAFy 1 (fOI‘ k> 1) . (328)

Finalmente, notemos que {¥;} estd acotado inferiormente y el lado derecho de (3.28) es
sumable (por el Lema |8 item (iii)). [

En [Il Lema 2], muestran el resultado andlogo a este lema, pero en nuestro caso, no es
suficiente para demostrar la aceleracién de APProx. Para ello también debemos demostrar
que:

lim (k + 1)2AF, ., existe. (3.29)

k—oo

Al suponer que este limite existe, es posible demostrar el resultado principal.

Conjetura 1. Sea {x} la secuencia generada por aAPPROX y z* una solucién del problema

(1.1). Entonces
lim k?E [F(zy) — F(z*)] = 0,

k—o0

en otras palabras F [F(z;) — F(z*)] = o (;%2)

Demostracién. Desde el Lemalg] item (iii), y la desigualdad E[F(z;) — F(z*)] < AFy, dada
por (3.13)), obtenemos que

=1
ZE (k + 1)2E[F(2341) — F(2%)] < 00.
k=1
Combinando esto (3.29))
lim k*E[F(z41) — F(z*)] = 0.
k—o00
lo que da por finalizada la demostracion. |
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Con lo anterior, hemos dado un esquema de demostracién que teorizamos, es capaz de pro-
bar que con una eleccién adecuada para los parametros {6y} es posible obtener una variante

acelerada del algoritmo APProx, que denominamos aAPProx.

A continuacion, daremos paso a mostrar los resultados computacionales obtenidos al com-

parar APProx con aPProx.

3.4. Resultados computacionales

En esta seccién discutiremos los resultados computacionales obtenidos al comparar APProx
con aAPProx al considerar:

= Todas las variables como un solo bloque.

= Cada variable como un bloque individual.

= Considerando una cantidad arbitraria de variables para los bloques.
Para ello consideramos el problema conocido como compressed sensing o sparse sampling,

el cual consiste en re construir una senal usando solo una muestra aleatoria de ella. En este

contexto consideramos la siguiente funcién objetivo:

F(z) = [|Az = b3 + [|z1,

donde A € R("™N) es la matriz que lleva la sefial al espacio de frecuencias y selecciona una
muestra de ella, b € R™ es la muestra de la sefial original y « € RV corresponde a la sefial

completa, la cual se desea recuperar (para mas detalles ver Capitulo 6, seccién 2).

Para las pruebas consideramos la cldsica imagen de lena y una muestra del 30 % esta (ver

Figura
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(a) (b)

FicuraA 3.1: (a)Imagen Original, (b)Muestra del 30 % de la imagen.

La imagen original posee una resoluciéon de 205 x 205, lo cual corresponde a un vector de
largo 42.025, por lo que una muestra del 30 % corresponde a un vector de largo 12.608, lo que
hace que este tipo de problemas escale rapidamente en la cantidad de variables al considerar

iméagenes de mayor resolucién. En nuestro caso, tenemos que m = 12,608 y N = 42,025.

Como el desempeno de APProx frente a otros algoritmos (como el gradiente clésico) es com-

parado en [13| seccién 6], nos limitaremos a comparar aAPProx contra APProx.

Para la eleccién de los pardmetro {6y} de aAPProx consideramos el criterio mencionado en

la seccion 3.3.2, es decir:

= tomar 6y = .

tualizar 6 a1l >3
m actualizar = con « .
k+1 k_’_l_’_(a_l)%v

Este coincide en el caso determinista con el criterio presente en [I]. Esta forma de actualizar
{0} es la que consideramos en cada uno de los escenarios, en particular, consideramos
a=3,1.
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50 100 1 o] 50 100 150 200 50 100 150

(A) Un bloque (B) Bloques arbitrarios (¢) Bloques unitarios

FicUurA 3.2: Comparativa entre los tres esquemas considerados para aAPProx después de
(a),(b) 500 y (c) 100 iteraciones.

Para los esquemas en los que tomamos cada coordenada como un bloque y bloques de

tamano arbitrario, se tienen las siguientes consideraciones:

» Cuando cada componente del vector z como un bloque, la cantidad de ellos (7) que
actualizamos por iteracién es de 5000, lo que corresponde aproximadamente al 12 %

del total. En cada iteracién se actualizan los mismos bloques para APProx y aAPProx.

= En el esquema en el que consideramos bloques de tamano arbitrario consideramos un
total de 100, de los cuales 99 poseen 420 variables y el iltimo posee 25. La seleccién
de que variable pertenece a cada bloque se hace de manera aleatoria, con probabilidad
uniforme (cada variable tiene la misma probabilidad de pertenecer a cada bloque).
En cada iteracién actualizamos 50 bloques, por lo que en cada una se actualizan
21000 o 20605, dependiendo si el bloque de menor variables se actualiza o no, lo cual

corresponde aproximadamente a la mitad de las variables.

50 100 150 50 100 150 50 100 150

(A) Un bloque (B) Bloques arbitrarios (¢) Bloques unitarios

FiguraA 3.3: Comparativa entre los tres esquemas considerados para aAPProx después de
(a),(b) 1000 y (c) 200 iteraciones
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Al mirar las figuras y observamos que al considerar bloque mas finos (de menor
cantidad de variables) el algoritmo converge con mayor rapidez a una imagen més nitida y
completa. De hecho, al transcurso de 500 iteraciones, la tinica versién que atin no recupera

una imagen completa es la que considera todas las variables dentro de un solo bloque (ver

Figura .

50 100 150

150

50 100 150 50 100

(A) Un bloque (B) Bloques arbitrarios (¢) Bloques unitarios

F1cURrA 3.4: Comparativa entre los tres esquemas considerados para aAPProx después de
(a) 5000 (b) 2000 y (c) 1000 iteraciones.

La explicacién de lo anterior puede ser encontrada en las constantes v;, las cuales juegan
un rol importante en la desigualdad y actian de manera similar que las constantes de
Lipschitz. Al considerar todas las componentes como un solo bloque, tomamos una constante
v; = v € R, Vi, la cual pondera a todas las coordenadas al mismo tiempo; Mientras que en
el caso de que cada coordenada es un bloque, las constantes v; se calculan especificamente

para cada bloque, permitiendo que cada actualizacién sea mas precisa (ver Anexo 1).

led Valor de la funcion objetivo en xk

—— Arbitrarios
—— Unitarios
104 —— Un Bloque

g e
o o
L L

[1Ax -b[|™2 + [|x]|_1
o
-
‘

0.2 4

L

T T T T T T T T T
0 250 500 750 1000 1250 1500 1750 2000
numero de iteraciones

0.0 4

F1aurA 3.5: Comparativa de la velocidad entre los tres esquemas iterativos propuestos
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Al

comparar el desempeno de aAPProx contra APProx en cada uno de estos tres casos,

podemos observar que aAPProx es ligeramente mas rapido que APProx, sobre todo en las

primeras iteraciones, pues una vez que se alcanzan valores cercanos al optimo, ambos se

comportan de manera similar (ver Figura [3.6))

llAx -b]|~2 + [Ix]|_1

1e8 Valor de la funcion objetivo en xk 1e8 Valor de la funcion objetivo en xk 1e8 Valor de la funcion objetivo en xk

— aapprox
08 -~ APProx

— aAPProx
—-- APProx

— aAPProx
—-- APProx 10

°
3
a

°
&

°
S

llAx -b]|~2 + |Ix||_1
1lAX -b[|~2 + [Ix]|_1

6000 8000 10000 0 25 500 750 1000 1250 1500 1750 2000

0 2000 4000 6000 8000 10000 o 2000 4000
numero de iteraciones

numero de iteraciones numero de iteraciones

(A) Un bloque (B) Bloques arbitrarios (¢) Bloques unitarios

FicUurA 3.6: Comparativa entre los tres esquemas considerados para aAPProx despues de
(a) 5000, (b) 2000 y (c) 1000 iteraciones.

En conclusién, hemos mostrado empiricamente que aAPProx es mas rapido que APProx,

ademas de observar que la velocidad de ambos depende de la estructura de bloques consi-

derada para resolver el problema.
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Conclusiones y trabajos futuros

En este trabajo hemos propuesto una demostracién para probar que el algoritmo APProx,
el cual pertenece a la familia de descenso por bloques aleatorio, puede pasar de una conver-
gencia de O(k%) a o(k%) al modificar sus pardmetros de forma adecuada, lo que daria paso a
un nuevo algoritmo que hemos denominado aAPProx. Adema&s, hemos mostrado empirica-
mente, mediante un problema de recuperacién de senales a través de una muestra aleatoria,

que nuestra propuesta efectivamente posee un mejor desempeinio que APProx.

A pesar de que no presentamos una demostracion completa, debemos resaltad la novedad
de nuestra propuesta, pues busca ir un paso maéas allad del estado actual de la investigacion
en cuanto a la tasa de convergencia de los métodos de descenso por bloque, ya sean deter-
ministas o aleatorios, pues busca bajar el orden en la tasa de convergencia, mientras que
la mayoria de los trabajos se centran principalmente en obtener cotas més pequenas para
diferentes configuraciones. Por ejemplo en [32] trabajan sobre una versién acelerada que
considera restricciones con estructura de bloques diagonal en la matriz; En [19] incorporan
informacién de segundo orden para obtener mejores tasas; Mientras que en [31] trabajan
sobre un algoritmo similar a APProx (ver [28]), obteniendo cotas menores y resultados de

convergencia en probabilidad para la funcién objetivo.

Ademas de lo anterior, en el caso determinista, nuestra propuesta generaria una familia de

parametros més amplia a la presente en [I], para los cuales el algoritmo gradiente-proximal
1
k2
cuanto a la convergencia y a la complejidad de este, al seleccionar de mejor manera V.

alcanza la tasa de convergencia de al menos o(7z ), abriendo la puerta a posibles mejores en
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Conclusiones y trabajos futuros

Dicho lo anterior, creemos que sentamos las directrices generales para que nuestra hipdtesis
pueda ser probada en un futuro, ademas de mostrar resultados empiricos en un escenario

similar al big data, que sustentan nuestra hipdtesis.

Finalmente, como trabajos futuros, se plantean los siguientes puntos:

= Dar una demostracién completa para nuestro resultado. Para ello se sugiere estudiar

mas en profundidad el caso particular en que

a—1
k+14+ (a—1)2

T

9k+1 =

» Estudiar la convergencia, en algin sentido, de la sucesién {xj} generada por APProx
o aAPProx, ya que al dia de hoy no hay trabajos (o no dimos con ellos) en donde
esté presente algin resultado de ello. Una opcién para ello es completar el paralelismo

entre [1] y [13].

= Estudiar las consecuencias, en caso de que nuestra hipétesis sea cierta, para el algo-
ritmo gradiente-proximal la existencia de una familia de parametros mas amplia a la

propuesta en [1].
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Capitulo 5

Apéndice

En este capitulo complementaremos el trabajo realizado en la tesis profundizando un poco
mas en dos puntos: La eleccién de las constantes v;, utilizadas en la desigualdad
(Expected Separable Overapproximation) siendo de vital importancia en aPProx y APProx;
ademas de las nociones bésicas del problema de compressed sensing, las cuales son necesarias

para construir la matriz A del problema de minimizacién (1.1]).

5.1. Mas sobre la desigualdad ESO

En esta seccién enunciaremos los resultados presentes en [I3] que permiten calcular las
constantes v;, presentes en la desigualdad (2.8) y usadas en nuestro algoritmo. El primer
teorema nos da la forma exacta de dicha desigualdad y el valor de las constantes v; para

una funcién f que cumpla con nuestras hipdtesis (ver capitulo 2, seccién 5.2).

Teorema 4. Supongamos que f satisface la Hipdtesis 1.2, entonces:

i) Si S es una muestra de bloques de tamano 7 elegida de manera uniforme, entonces

para todo z, h € RY,

B[fle+ )] < 50+ £ (40 1) 1)+ SI012).
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Appendix

donde:
Uy = Zﬁ] ji — Z/Bj iy Z—l2
VRIS
dof (wj—Dr =1 . :
BJ +max{1,n—1}’ J ) &y , M
Es decir, el par (f,S) satisfacen ESO con constantes v = (vy, ..., vp)

ii) M4s atin, para todo =, h € RY tenemos que:

Flath) < Fla)+ < V)b >+ )
donde:

o def Z ng = def Zji Lji def
L=—7— w; L 5.1
Z W Zk P Lkz n ? Z L Z jgie ( )

De esta forma @ es el promedio ponderado de los valores {w;} y > w; =n

Haciendo uso de esta forma general de calcular las constantes v;, podemos obtenerlas para

una familia particular de funciones, las cuales engloban a f(z) = ||Az — b||%.

Teorema 5. Sea fj(x) = gbj(efo), donde ¢; : R + R es una funcién con derivada Ly -

Lipschitz. Entonces el gradiente de f; es Lipschitz por bloques, con constantes
T * 2 .
Lji = Ly, (||A Ljiu(i)> L i=1,2,....n
En otras palabras, f; satisface (2.8) con constante Ljz.
2
Al considerar f(z) = 3||Az —b||* = 3 Z] 1 (ejTAx - b) , basta tomar:

filz) = z/Jj(e;fFA:L'), donde ;(s) = %(s — bj)Q, (5.2)

asi los teoremas anteriores nos permiten obtener que [13]:

v; = i (1 L iD= 1)> A2, (5.3)

st maz{l,n — 1}

De esta forma cuando:
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Appendix

= Consideramos el vector € R™ como un solo bloque, tenemos que v; =v € Ry

N m
v:ZZAJQ-i.

i=1 j=1

» Consideramos que cada coordenada de x es un bloque, tenemos que v; € RY y
m
_ Z 2
Jj=1

» Al considerar bloques de tamano no triviales, v; se calcula segin (5.3)).

5.2. Sobre Procesamiento de imagenes

En esta seccién discutiremos las nociones bésicas de nuestro problema relacionada al ambito
del procesamiento de imégenes, en particular, discutiremos sobre la construccién de la matriz

A (para més detalles, ver [0]).

Sea € RN un vector que representa una sefial en el espacio temporal, es decir, cada
componente de x corresponde a la observacién de la senal en un instante de tiempo. En
el caso de tener una senal en dos dimensiones (como una imagen), basta con considerar la

versién vectorizada de ella, obtenida al agrupar todas sus columnas en una sola.

Para trabajar de mejor manera con la senal x, la llevaremos al espacio de frecuencia, pues
nos permite trabajar en un espacio en donde el espectro de la senal es cero, salvo en las
frecuencias relevantes. Por ejemplo, consideremos x como la suma de dos sinusoidales y su
respectiva transformacion en el espacio de frecuencias, tal como se representa en la figuras.1
en la cual se puede observar que en el espacio de frecuencia solo hay dos valores peaks,

correspondiente a las frecuencias de dichas sinuosidales.
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FIGURA 5.1: Ejemplo de una sefial compuesta por la suma de dos sinousidales, donde (a)
es la senal original y (b) es la sefal en el espacio de frecuencias.

Dicho lo anterior, ;Como obtenemos la matriz A € R(™M?_ Para ello recordemos que
deseamos encontrar un vector z € RV tal que Az = b, donde b € R™ corresponde a la
muestra de nuestra senal original. Como z lo consideramos en el espacio de frecuencias y
b esté en el espacio temporal, la matriz A cumple la funcién de transformar la senial de un

espacio a otro, ademas de obtener las muestras de dicha senal.

Sea r € RV la sefial original completa y definamos como D la matriz que genera la muestra
b a partir de r, es decir:
b= Dr

Ahora consideremos I' a la matriz que lleva una senal del espacio de frecuencia al espacio
temporal, de manera que:

Te=r

De esta forma, al combinar las dos ecuaciones:
Axr =0, donde A= DI,

por lo que A es simplemente las filas de la matriz I que coinciden con la muestra b tomada
desde r. Ademas I corresponde a la inversa de la transformacién discreta en cosenos aplicada
a las columnas de la matriz identidad. De esta forma, basta con aplicar dicha transformacion
al vector z; obtenido mediante la rutina de optimizaciéon para recuperar la senal estimada

en el espacio temporal.
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