UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA

Repositorio Digital USM https://repositorio.usm.cl
Tesis USM TESIS de Pregrado de acceso ABIERTO
2017

METODO DE VOLUMENES FINITOS
APLICADO A LAS ECUACIONES DE
NAVIER STOKES Y EN EL
FUNCIONAMIENTO DE VERTEDEROS

ASTROZA SALAZAR, NICOLAS ANDRE

http://hdl.handle.net/11673/23492
Repositorio Digital USM, UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



N}
dEX UMBRA \=y SOLEM {I

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
DEPARTAMENTO DE OBRAS CIVILES

METODO DE VOLUMENES FINITOS
APLICADO A LAS ECUACIONES DE NAVIER
STOKES Y EN EL FUNCIONAMIENTO DE
VERTEDEROS

NICOLAS ANDRE ASTROZA SALAZAR

Memoria para optar al Titulo de
Ingeniero Civil

Profesor Guia
Dra. Vivian Clarisa Aranda Nunez

Enero de 2017



N}
dEX UMBRA \=y SOLEM {I

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
DEPARTAMENTO DE OBRAS CIVILES

METODO DE VOLUMENES FINITOS
APLICADO A LAS ECUACIONES DE NAVIER
STOKES Y EN EL FUNCIONAMIENTO DE
VERTEDEROS

Memoria de titulacion presentada por
NICOLAS ANDRE ASTROZA SALAZAR

Como requisito parcial para optar al titulo de
Ingeniero Civil

Profesor Guia
Dra. Vivian Clarisa Aranda Nunez

Enero de 2017



Le agradezco a mi Dios por su fidelidad.

Agradezco a mi familia por su apoyo incondicional.
Agradezco a mis profesores por el trabajo que hicieron en md.
Agradezco a mis companeros de Universidad en Valparaiso.

“El viento sopla donde quiere, y oyes su sonido; mas ni sabes de donde
viene, ni adonde va; asi es todo aquel que es nacido del Espiritu”.
Juan 3:8.



|3.1. Leyes de Conservacion| . . . . . . ... ... ... .......
[3.1.1. Derivada Temporal de una Integral de Volumen|. . . .

[3.4.3.  Vertedero de Pared Delgadal . . . . .. ... ... ...
|3.4.4. Vertedero Tipo Ogeel . . . . . . . . ... ... ... ..

. Método de Volimenes Finitos en Malla Rectangular|

4.3. Flujo Advectivo y Difusivol . . . ... ... ... ... ....
4.3.1. Esquema Exponenciall . . ... ... ... .......
4.3.2. Esquema Hibrido| . . . . . ... ... ... .......
4.3.3. Esquema Power Law| . . . . . . ... ... .......
[4.3.4. Esquema de Diferencias Centradas| . . . . . . . .. ..
4.3.5. Esquema Upwind|. . . . . . . ... ... ... .....
[4.3.6. Formulacién Generall . . . . . . ... ... ... .. ..

i D




6. FVM Aplicado a las Ecuaciones de Navier Stokes| 46
b.1. FBcuacion de Continuidadl . . . .. .. .. .. ... ... ... 46
b.2. Fcuaciones de Momentuml . . . . . . . . . ... ... 46

[5.2.1. Representacion del Gradiente de Presiones|. . . . . . . 47
15.2.2.  Ecuaciones de Momentum en Mallas Desplazadas|. . . 47
[5.2.3. Correccion de Velocidadaes y Presiéon| . . . . . .. .. 48
[p.2.4.  Algoritmo SIMPLE|[ . . .. ... ... ... ...... 49
[5.2.5. Subrelajacion| . . . ... o000 50
b.2.6. Condiciones de Bordel . . . . . .. .. ... ... ... 50
0.2.7. goritmo SIMPLER|. . . . . .. ... ... ... ... ol
|5.3. Desarrollo Computacional . . . . ... ... ... ....... 53
b.4. Aplicaciones|. . . . . . . . ... o 99
b.4.1. Flujo de Poiseuille] . . . ... ... ... .. ... ... 55
h.4.2. Cavidad Cerradal . . . . . .. ... ... ... ..... 59
0.4.3. Cavidad Cerrada. 2 . . . . ... ... ... .. ..... 62
5.4.4. Desviacion de Flujo| . . . . . ... ... ... ... .. 65

[6. FVM Aplicado al modelado de un Vertedero Frontal en |

[ OpenFOAM]| 67
[6.1. Mediciones Experimentales] . . . . . ... ... ... ... .. 67
6.2. Modelo en OpenFOAM| . . . . ... ... ... ... ..... 73

62.1. Malladd . . . . .. .. .. 73
16.2.2.  Discretizacion Temporal y Estabilidad Numérica] . . . 74
16.2.3. Propiedades del Fluido Modelado|. . . . . ... .. .. 75
[6.2.4. Condiciones de Bordel . . . . . ... ... ... .... 75
6.3. Resultadosl. . . .. ... ... . 75
6.3.1. Geometria del Perfill . . .. ... ... ... ... ... 75
[6.3.2. Solucion Estacionarial . . . . . . ... ... ... ... 76
[6.3.3. Coeficientes de Gastol . . . ... ... ... ... ... 7
6.3.4. Alturas de presion| . . . . . ... ... ... ... ... 81

(7. _Conclusiones| 84

[B._Anexd| 88
8.1. Codigo de MATLAB| . . .. ... ... ... ... ....... 88

[8.1.1. Ecuacion de Transportel . . . . . . ... ... ... .. 88
[8.1.2.  Navier Stokes: Cavidad Cerrada (SIMPLE)| . . . . .. 90
[8.2. Ficheros OpenFOAM|. . . . . . .. ... ... ... ... ... 101

I1



Indice de figuras

3.1. Volumen materiall . . .. .. ... ... ... ... 6
[3.2. Perfil de vertedero de pared delgada.| . . . . . ... ... ... 21
|3.3. 'Trayectoria de una particula.| . . . . .. . ... ... ... .. 22
13.4. Correlacion en vertedero de pared delgada S6-20 Plate Weir| 24
[3.5. Diseno WES para vertedero Ogee.| . . . . ... ... ... .. 25
13.6. Coeficientes de gasto para cargas diterentes a la de diseno, |

criterio USBR.Y . . . . . o o o oo 26
[3.7. Coeficientes de gasto versus a/Hy, criterio USBR.|. . . . . . . 26
|4.1. 'Tipos de grillas de volimenes finitos.| . . . . . ... ... ... 27
4.2. Arreglo Colocado.| . . . ... ... ... ... ... . 28
[4.3. Solucion exacta para oo =0y o1 =L =1J[. . . . .. ... .. 29
4.4. Distancias asociadas a las carasey w. . . . . . ... ... .. 30
4.5. Variacién de %Ee con el numero de Peclet.| ........... 31
4.6. Variacion de o7 v % con el numero de Peclet.| . . . . . . . .. 35
{4.7. Funcién o7 (|Z]) para los distintos esquemas.| . . . . . . . .. 36
4.8, Volumen de control en dos dimensiones. . . . . ... ... .. 38
4.9. Medio volumen de control en el borde del dominio . . . . . . 41
|4.10. Comparaciéon entre las soluciones numeérica y analitica] . . . . 42
4.11. Sistema con ambas CB, '=u=p=1). . . . ... ... ... 43
|4.12. Solucion estacionaria, ' =0, u=p=1.| . .. ... ... ... 45
B.1. Volumen de control en dos dimensiones.) . . . . .. ... ... 46
[5.2. Volumenes de control desplazados para wyv| . . .. ... .. 48
5.3. Esquema de Flujo de Poisewille,| . . . . .. ... ... ... .. 55
[6.4. Discretizacion del dominio n, = 30, n, = 14 y campo de |

velocidades, Flujo de Poisewille.| . . . . . . ... ... ... .. 56
[5.5. Comparacion entre algoritmos en x = 2.5, Flujo de Poiseuille.| 57
[5.6. Fuente de masa, Flujo de Poiseuille| . . . ... .. ... ... 58
5.7.  Algoritmo SIMPLER en Placas Paralelas, x =2.5.| . . .. .. 58
[5.8. Esquema de flujo de Cavidad Cerrada.| . . . . . ... ... .. 59
15.9. Lineas de corriente, Cavidad Cerrada. . . . ... ... . ... 60
5.10. Perfil de velocidades u(0.5,y), Cavidad Cerrada.| . . . . . .. 60
5.11. Perfil de velocidades v(z,0.5), Cavidad Cerrada.] . . . . ... 61
|5.12. Fuente de masa en iteraciones, Cavidad Cerrada.| . . . . . . . 61
15.13. Esquema de flujo de Cavidad Cerrada 2./ . . . . . . . ... .. 62
[5.14. Discretizacion del dominio, Cavidad Cerrada 2. . . . . . . . . 63
|5.15. Campo de velocidades y lineas de corriente. . . . . . . . . .. 63
[5.16. Perfil w(0.5,y).| . . . .. . ... 64
[5.17. Esquema de Desviacion de Flujo.| . . . . . . .. ... ... .. 65
[5.18. Discretizacion del dominio, Desviacion de Flujo.|. . . . . . . . 66
[5.19. Lineas de Corriente, Desviaciéon de Flujo.| . . . . . . .. . .. 66
[6.1. Canal Hidraulico de experimentacion S6-MKII 5, Armfield.| . 68
6.2. Mediciones de alturas) . . . .. .. .. ... ... ... 69

IIT



16.3. Mediciones de gasto.| . . . . . . ... ... 70

|6.4. Vertedero sumergido bajo el fluido en reposo.| . . . . . .. .. 71
|6.5.  Vertedero funcionando al minimo gasto posible.| . . . . . . . . 71
16.6. Mediciones en S6-25 Ogee Weir Manometer Board) . . . . . . 72
6.7. Geometria del modelo en software ParaView) . . . . .. ... 74
16.8.  Ajuste de curva del perfil aguas abajo del vertedero S6-25.|. . 76
6.9. Transientes de velocidad en la cresta del vertederol) . . . . . . T
|6.10. Curvas de descarga.| . . . . ... ... ... ... ... .... 78
|6.11. Coeficientes de gasto para cargas diferentes a la de diseno.|. . 79
|6.12. Correlaciones lineales para coeficientes de gasto.|. . . . . . . . 80
[6.13. Alturas modeladasl] . . . . . . ... ... ... 81
|6.14. Distribucion de presiones modeladas sobre el vertedero.| . . . 82
|6.15. Diferencia entre alturas de presion modeladas y medidas| . . 83
[8.1. Esquema de archivos requeridos en OpenFOAM. . . . . . .. 101

Indice de tablas

[3.1. Constantes del modelo k-¢ . . . . . . ... ... ... ... .. 16
13.2. Coordenadas de centros de curvatura y puntos de transicion, |

vertedero WESS. . . . . . . ..o o o 25
{4.1. Funcién o7 (|Z]) para diferentes esquemas.. . . . . . . . . .. 36
[6.1. Coeficientes de Gasto Experimentales] . . . . .. .. ... .. 69
|6.2. Coordenadas horizontales, medidas desde la cara aguas arriba.| 72
|6.3. Propiedades del fluido.| . . . . . .. ... ... ... ... .. 75
[6.4. Coeficientes de gastom.| . . . . . . ... . ... 79

v



Resumen

La evolucién de la computacién cientifica ha incentivado el desarrollo
de métodos numéricos para afrontar problemas asociados a la resolucién de
ecuaciones diferenciales que hace tan solo un siglo no se podian resolver,
contribuyendo asi en multiples areas de la Ingenieria Civil.

Con el fin de avanzar en el conocimiento de herramientas capaces de resolver
problemas précticos de la Ingenieria Hidraulica es que se presenta un estudio
del método numérico de Volimenes Finitos dividido en dos partes:

En primer lugar, para abordar los aspectos fundamentales del método, se
desarrolla la teoria bésica y rutinas de programacién que ejecutan el método
en la resolucién de dos ecuaciones fundamentales de la Mecénica de Fluidos,
la Ecuacién General de Transporte y la Ecuaciéon de Navier Stokes.

En segundo lugar, para evaluar la capacidad predictiva del Método de Volime-
nes Finitos en una aplicacién propia de la Hidraulica, se desarrolla el modelo
fisico de una singularidad en contorno abierto previamente experimentada
en el canal hidrdulico de la Universidad Técnica Federico Santa Maria, Cam-
pus San Joaquin. El escenario escogido corresponde al flujo de agua sobre
un vertedero frontal de bajada curva y el modelo es realizado en el software
de uso libre OpenFOAM.



Abstract

The evolution of scientific computation has encouraged the development
of numerical methods in problems related to differential equations that ha-
ve occurred in a single century and have been found with the solved, thus
contributing in multiple areas of Civil Engineering.

In order to advance knowledge of tools capable of solving Hydraulic Engi-
neering practical problems, a study of Finite Volume Method divided into
two parts is presented as it follows:

First of all, to deal with the fundamental aspects of the method the basic
theory and programming routines executing the method are developed by
solving two fundamental Fluid Mechanics equations: The General Transport
Equation and The Navier-Stokes Equation.

Secondly, to assess the predictive ability of Finite Volume Method in an
application from the hydraulics, the physical model of a singularity is deve-
loped in a previously experienced open contour in the hydraulic channel at
the Federico Santa Maria Technical University, San Joaquin Campus. The
chosen case where the singularity takes place corresponds to the water flow
through a high spillway and the model is performed in the free use software
OpenFOAM.
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Notacion
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Ux
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vector de posicién

vector de velocidades

vector de componente media de velocidad
vector de componente aleatoria de velocidad
componente media de presiéon

componente aleatoria de presién

escalar, vector o tensor de cualquier orden
volumen de control

volumen material

superficie de control

vector de velocidades del manto de un volumen
vector de aceleracion de gravedad

vector normal a elemento de drea

tensor de Kronecker

tensor de tasa de deformaciones

tensor de esfuerzos

tensor de esfuerzos desviatorio

densidad

magnitud de aceleracion de gravedad

peso especifico

viscosidad cinemética

viscosidad cinemadtica turbulenta
viscosidad dindmica

tiempo

presion

coeficiente de difusion

numero de Peclet

término fuente

escalar de la ecuacién general de transporte
componente turbulenta de energia cinética
tasa de disipacion de energia cinética turbulenta
longitud de mezcla

constantes del modelo k — ¢

magnitud de componente media de velocidad
intensidad turbulenta

pseudotensor de Levi-Civita

vector de vorticidad

coordenadas cartesianas rectangulares
tension tangencial de frotamientos
velocidad de frotamiento

constante de Von Karmén



y fraccién de volumen de liquido

Si.s vector de fuerza de la tensién superficial

n; vector unitario normal a la superficie libre

o coeficiente de tensién superficial

® curvatura de la superficie libre

U magnitud de componente media de velocidad
Uil vector de velocidad media, fase liquida

U? vector de velocidad media, fase gaseosa

Ur vector de velocidad media relativa entre fases

h carga de vertedero

a altura de vertedero

h altura de flujo sobre umbral de vertedero

H carga total sobre umbral de vertedero

e espesor de vena liquida contraida sobre vertedero

Uy velocidad del filete inferior en vertedero
Uy velocidad del filete superior en vertedero
Ry radio de curvatura del filete inferior en vertedero
Hy carga de diseno de vertedero
X, Y semiejes de perfil eliptico en vertedero
Re nimero de Reynold
€ peralte de filete inferior en vertedero
coeficiente de gasto
my coeficiente de gasto de diseno
Mezp coeficiente de gasto experimental
) distancia entre dos nodos adyacentes

ap, aw, ag, as, ay coeficientes de combinacién lineal

Unbs Unb velocidades en dir. x e y asociadas a nodos vecinos
F., Fy,, F,, Fj flujo convectivo
D., Dy, D,, D, conductancia difusiva
Jey Jw, In, Js flujo total
u*, v* velocidades por corregir en direcciones x e y
U, U velocidades correctoras en direcciones x e y
u, v pseudovelocidades en direcciones = e y
D altura del dominio, aplicaciéon de Flujo de Poiseuille
Usup velocidad de borde superior, aplicacion de Placas Paralelas
Co numero de Courant

Nota: Para la notacién de vectores se ha privilegiado el uso de la llamada
notacion inidicial, la que permite visualizar facilmente la estructura de los
distintos términos en una ecuacién. En ciertos casos, por simplicidad o bien
cuando conviene enfatizar las relaciones geométricas entre vectores, se ha
optado por el uso de la notacion en negrillas.



1. Introduccion

El desarrollo computacional en las dltimas décadas ha permitido un sig-
nificativo desarrollo de la Dinamica de Fluidos Computacional (CFD), la
que utiliza el analisis numérico para analizar y resolver la fisica del movi-
miento de fluidos. El problema fundamental consiste en resolver de manera
aproximada el conjunto de ecuaciones diferenciales parciales no lineales que
describen el movimiento de un fluido, denominadas como las ecuaciones de
Navier Stokes. Tratdandose por lo tanto de un avance progresivo y sustancial
para areas de la Ingenieria como es la Hidraulica.

Uno de los principales métodos numéricos desarrollados para resolver
estas ecuaciones es el Método de los Volimenes Finitos, el cual se basa en
la discretizacién del espacio en numerosos volimenes de control y en apli-
car sobre cada uno de éstos las leyes de conservacién de ciertas cantidades
fisicas, que para el caso de las ecuaciones de Navier Stokes corresponden al
momentum lineal y la masa, obteniendo soluciones en puntos discretos del
espacio.

Con el objeto de comprender apropiadamente cada una de estas teorias es
que se presentan las demostraciones necesarias que las enuncian, para luego
implementarlas en el desarrollo de un cédigo en el lenguaje de programacién
MATLAB, resolviendo las ecuaciones de movimiento en dos dimensiones y
graficando sus resultados para ciertas condiciones simples y significativas.

Posterior e independientemente se procede a la evaluacién del Método
de Voliimenes Finitos en una aplicacién propia de la Hidrdulica, mediante
el modelo fisico de una singularidad en contorno abierto previamente expe-
rimentada en el canal hidrdulico de la Universidad. El escenario escogido
corresponde al flujo de agua sobre un vertedero frontal de bajada curva,
cuyo régimen es turbulento y modelado mediante el modelo k-¢ utilizando
el software de uso libre OpenFOAM.



Objetivos

. Desarrollar la teoria y un cédigo en el lenguaje de programacion MATLAB

que permita implementar el Método de los Volimenes Finitos, aplicindo-
lo en:

= El estudio basico de la Ecuacién General de Transporte en dos
dimensiones, para condiciones de borde de Dirichlet y Neumann.

= La resolucién de la ecuaciones de Navier Stokes en dos dimensio-
nes, en escenarios con y sin solucion analitica.

. Implementar y evaluar el método en el modelado fisico en dos y tres

dimensiones de un vertedero frontal de bajada curva utilizando el soft-
ware OpenFOAM, obteniendo resultados de coeficiente de gasto y al-
turas de presién, comparandolos con los obtenidos experimentalmente
en el canal hidraulico de la Universidad Técnica Federico Santa Maria,
Campus San Joaquin.



3. Marco Teorico

La solucién nurherica del flujo de un fluido, la transferencia de
calor, la conservacion de especies quimicas y otros procesos pueden desa-
rrollarse a partir de las leyes matematicas que gobiernan estos fenémenos y
que son planteadas matematicamente en términos de ecuaciones diferencia-
les. El objetivo de este capitulo es presentar la forma y caracteristicas de
estas ecuaciones.

3.1. Leyes de Conservacion

La Mecédnica de fluidos se basa en la conservacion de masa, momen-
tum lineal y energia. Estas leyes pueden ser expresadas matematicamente
mediante ecuaciones diferenciales referidas a un punto, o de forma integral
aplicadas a una regién|[g].

La forma integral y diferencial de conservacién pueden ser derivadas una de
la otra, considerando que la integral de superficie se relaciona con la integral
de volumen a través del teorema de Gauss o de la divergencia:

0F
Vv 61’1

dV:/ffdA,-, (3.1)
A

en donde x es el vector de posicién; % (x,t) puede ser un escalar, vector o
tensor de cualquier orden; y dA; la proyeccién del elemento de drea dA tal
que dA; = n;dA con n; el vector unitario normal a ésta.

3.1.1. Derivada Temporal de una Integral de Volumen

En la derivacion de las leyes de conservacién en su forma integral el
problema consiste en encontrar la tasa temporal de expresiones como:

d

— FdV, 3.2

en donde V(t) es cualquier regién que puede estar fija o moverse junto al
fluido en funcién del tiempo t.
Al considerar que el manto A del la regién a integrar se mueve en el tiempo
de acuerdo a un campo de velocidades uf‘ distinto del campo de velocidades
del fluido u;, el volumen contenido por este manto estard en movimiento y
la derivada temporal de una cantidad % dentro de este volumen material
sera:

d

dt Jy

0.7 )
gav=| Zavi [ Fulda, (3.3)
(t) v Ot A(t)

Relacion conocida como el Teorema General de Leibniz. El primer término
del lado derecho corresponde a la integral de la variacion temporal ins-
tantanea de .# dentro de la regién y el segundo término al flujo neto de



Z que se incorpora dado el movimiento del manto. Para el caso en que la
superficie de integracion se mueve con el fluido, se tiene que u{‘ =u; y el
volumen formado se denomina volumen material ¥ (t).

Figura 3.1: Volumen material.

3.1.2. Conservacion de la Masa

Al considerar la masa por unidad de volumen contenida en un volumen
fijo en el tiempo, en la expresién anterior se tendrd que F = p y uf‘ =0,
por lo que ésta se reducird a:

d op
- = —ZdV. 4
& | rav /V P av (3.4)

Identidad que corresponde a la tasa de incremento de masa dentro del vo-
lumen fijo. A su vez, este incremento es igual al flujo neto de masa entrante
a través de los elementos de drea dA;. Igualdad que se expresa como:

/ @dV: —/ pUjdAj, (35)
v ot A

que es la Conservacién de masa en su forma integral. Para obtenerla en su
forma diferencial basta transformar la integral de area a integral de volumen
mediante el teorema de Gauss, y agrupar ambos términos a un lado de la

ecuacion:
dp | 0(pu;) _
/V[at+ o, dV =0, (3.6)

por lo que necesariamente el integrando es cero, llegando a la conservacién
en su forma diferencial:

o 9(pu;)

ot Ox;
Operando sobre esta expresién de acuerdo a la regla de la cadena, puede ser
reescrita de la siguiente formas:

1Dp  Ouj

1% Dt ox 7

= 0. (3.7)

=0, (3.8)
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en que l% es la tasa de cambio de la densidad al seguir una particula

de fluido y puede ser despreciada si la densidad no cambia con la presion.
Supuesto aceptable para liquidos, en cuyo caso la conservacién se reduce a
la conocida ecuacién de continuidad:

Ou;

e 0. (3.9)

3.1.3. Comnservacion del Momentum

Al integrar la expresion (3.3) en un volumen material, definiendo .% = pf
y aplicando el teorema de Gauss para la integral de area, se obtiene:

% /V pfdy = /V [a%)tf) +8(§§j.‘”} . (3.10)

en donde se ha empleado la notacién D /Dt para enfatizar que se trata de un
volumen material. Operando dentro de la integral ambas derivadas parciales
segin la regla de la cadena, y combindndola con la ecuacién , se obtiene
la siguiente identidad:

D [ Df
th//pfd“f/— (y/thd”//. (3.11)

La variacién temporal de momentum en una direccién arbitraria i, para un
volumen material corresponde a f = u;, que de acuerdo a la segunda ley de
Newton es igual a la suma de las fuerzas externas, en las que se incluyen
fuerzas superficiales y de cuerpo. Por lo tanto:

D Du;

— AV = LAY = AV Gd A, 3.12

Dt y/puz /7;/) Dt L/pgz +/A7'zj 7 ( )
expresién que considera el equilibrio rotacional 7;; = 7j; existente en un

elemento de fluido bajo un campo gravitacional. Aplicando el teorema de
Gauss a la integral de area y reagrupando los términos a un lado de la
ecuacién, se obtiene:

Dui aTij
— pgi — =0, .1
/y {p e P9 8%}617/ (3.13)

ecuacién en la que el integrando necesariamente es cero, resultando asi:

Dui . 4 87’@'

. (3.14)

Esta expresion es conocida como la Ecuacion de Cauchy, que corresponde a
aplicar la segunda ley de Newton a una particula de fluido en una direccién
1 arbitraria.



3.1.4. Principio del Momentum en un Volumen Fijo:

Sumando pu; veces la ecuacién de continuidad (3.7) a la ecuacion (3.14)
se obtiene:

G(puz) 0 N ‘ 87’@‘
8t + (‘ij (pUZuj) = Pgi + 8:@ '

(3.15)

Integrando sobre un volumen de control fijo V', resultan los siguientes térmi-
nos:

= Término transiente: Corresponde a la derivada temporal del mo-
mentum dentro del volumen:

d(pus;) d
/V e W (3.16)

/ pu;dV.
1%

es el momentum del fluido dentro del volumen.

donde

= Flujo advectivo: Utilizando el teorema de Gauss sobre la integral de
volumen:

A(i(puiuj)dV:AuipujdAj. (3.17)
j

Como pu;dA; corresponde al flujo de masa saliente a través de un
elemento de area dA; en el manto del volumen, se define entonces
este término como la tasa neta de flujo de momentum en direccién i,
dada por el flujo de masa veces la componente de velocidad en esta
direccién.

s Fuerza de cuerpo: La integral de volumen del tercer término es
simplemente la componente en direccién i de la fuerza de cuerpo neta
actuando sobre el volumen:

/ pgidV. (3.18)
v

= Fuerza superficial: El cuarto término corresponde a la componente

en direccién ¢ de la fuerza de superficie neta actuando sobre el volumen
V.

Onj /
AV = [ 7dA;. 3.19
| G = [ nyaa, (319)



3.1.5. Ecuaciones Constitutivas de un fluido

Las relaciones existentes entre los esfuerzos y las deformaciones en un
medio continuo son conocidas como las ecuaciones constitutivas. En un flui-
do en reposo solo hay fuerzas normales a la superficie y los esfuerzos no
depende de la orientacion de ésta. Asi el tensor de esfuerzos es definido co-
mo isotropico, en el que sus componentes no cambian bajo una rotacién del
sistema coordenado, por lo que este tensor necesariamente debe ser propor-
cional a d;;.

Por otra parte, un fluido en movimiento desarrolla componentes de esfuerzos
causadas por la viscosidad, en donde los elementos diagonales del tensor son
distintos entre si, desarrollandose esfuerzos de corte.

De esta forma, en un fluido en movimiento podemos separar el tensor de
esfuerzos en —pd;;, presente en el fluido al estr en reposo, y en o;;, deno-
minado tensor de esfuerzos desviatorio dada por el movimiento del fluido:

Tij = —p&z‘j + 0ij. (3.20)

donde p es la presion termodindmica, asumiendo que el equilibrio termo-

dindmico de ésta se alcanza a una escala de tiempo mucho menor que la del

movimiento del fluido. El signo menos presente es debido a que se consideran

las compresiones como negativas y las tensiones como positivas.

Por otra parte, el tensor desaviatorio se relaciona con los gradientes de ve-
”

locidad dados por el tensor Z-*. Dicho tensor puede descomponerse en una
J

parte simétrica y otra antisimétrica:
ou; 1 (0u; Ou; 1/ 0u; Ouy
v _ s A I A ] (321)
81‘]’ 2 895]- (‘)xl 2 a.’L'j 8561
La componente antisimétrica representa una rotacién del fluido sin deforma-

cion, por lo que ésta no genera esfuerzos en el fluido. Es asi que el tensor de
esfuerzo se relaciona directamente con el tensor de la tasa de deformacion

eij, dado por:
1 6u1 8Uj
i == — . .22
©ij 2 <al’j + 81,}) (3 )

Asumiendo una relacién lineal entre el tensor de esfuerzos desviatorio y este
tensor, dada por:

Uz‘j = Kijmnemn, (3.23)

donde Kjjpyn es un tensor de cuarto orden de 81 elementos. Suponiendo que
el fluido es isotropico, es decir, que la relacion esfuerzo-deformacion es inde-
pendiente de la rotacién del sistema coordenado, es posible demostrar que



un tensor isotrépico de cuarto orden puede relacionarse por una combinacién
de productos de 6;;[2], segtin:

Kijmn = A0ij0mn + 110im0jn + Y0indjm, (3.24)

donde A, 1y 7y son escalares. Considerando el equilibrio rotacional, o;; es un
tensor simétrico y esto requiere que Kjjp, sea simétrico en ¢ y j, consistente
si y solo si = 7. Por lo que Kjjpy se reduce a:

Kijmn = Aaijémn + 2H5im5jna (325)

cuyo segundo término del lado derecho es distinto de cerosit=my j =n,
por lo que la ecuacién (3.20) resulta:

Tij = —Pdij + Adijemm + 2pei;. (3.26)

La traza de este tensor de esfuerzos es:

Tii = —3p + (3)\ + 2u)eii. (327)
Luego, definiendo el esfuerzo normal promedio de un elemento de fluido
D= —%m, la expresion anterior se reescribe como:
_ 2
p=p=|3krt A € (3.28)

3.1.6. Ecuaciones de Navier Stokes

En un fluido incompresible se tiene que e; = 0, por lo que p = p y solo
es posible definir una presion media. De igual forma, el término e, de la
ecuacién ((3.26) se anula y la ecuacién constitutiva toma la forma:

Tij = —Pdij + 2peij, (3:29)

expresion que al reemplazarla en la ecuacién (3.14) de Cauchy y tomando
la definicién e;; dada por la ecuacién ([3.22)), se obtiene:

DUZ‘ . ‘_@_1_ 82u,-
th = Pgi ox; M@x?’

(3.30)

que corresponde a la ecuacién de conservacion del momentum de una particu-
la de fluido incompresible en movimiento en una direccién 7 arbitraria. Al
desarrollar la ecuacién [3.30]en tres direcciones mutuamente perpendiculares
se obtienen las Ecuaciones de Navier Stokes.
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3.1.7. Conservacion de una Cantidad Escalar

Al desarrollar la derivada material del lado izquierdo de la ecuacién
(3.30) como se hizo en la seccién se obtiene una forma alternativa de
la ecuacién de Navier Stokes; aplicada a una regién fija en el espacio[l4]:

J(pu;) n dpuju;) Op 0?u;

ot a(lij e ox; T 837]2 ’

(3.31)

que junto con otras ecuaciones de conservacién como la de energia interna

o de procesos de mezcla, cumplen con la siguiente estructura general en
términos del escalar ¢:

0(pg)  Opduy) _ 0%

ot Ox; Ox?

J

s, (3.32)

en donde I es el coeficiente de difusién y S es un término fuente y es conocida
como la ecuacion diferencial general de conservacion o Ecuacion General de
Transporte de la cantidad ¢.

3.2. Modelado del Flujo Turbulento

Las ecuaciones de Navier Stokes expuestas en la seccién caracteri-
zan adecuadamente el flujo bajo condiciones de régimen laminar o estratifi-
cado (filetes paralelos). Este tipo de régimen se verifica para velocidades muy
bajas (o al trabajar con dimensiones muy pequenas) y cuya aplicabilidad en
la Hidraulica es practicamente inviable dadas las altas velocidades con que
se opera[l]. De acuerdo a las experiencias de Reynolds, si las velocidades
del flujo superan cierta velocidad “limite”, el escurrimiento se desordena y
desestabiliza, presentando las siguientes caracteristicas generales:

1. Irregularidad y Disipacién de energia cinética turbulenta: Movimiento
aleatorio y caédtico del flujo, en cuya region coexisten diferentes escalas
de longitud y tiempo (periodos de oscilacién) de torbellinos generados,
donde los mas grandes se definen por la geometria contenedora, luego
éstos se van reduciendo y entregando su energia cinética a vortices de
menor escala, los cuales finalmente disipan la energia por viscosidad.

2. Estructura Tridimensional: No tan solo porque el movimiento fluctuan-
te de las particulas fluidas es en todas direcciones, sino que ademés la
estructura que caracteriza la formacién y desarrollo de torbellinos es
basicamente tridimensional.

3. Difusividad Turbulenta: Estos torbellinos producen un continuo in-
tercambio de particulas fluidas en sentido transversal al flujo. Dichas
componentes transversales de velocidad corresponden a un permanen-
te intercambio entre las cantidades de movimiento entre filetes mucho
mayor al dado por la viscosidad molecular.
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3.2.1. Meétodo Estadistico

Descomponiendo la velocidad instantdnea u; en su valor medio U; y en
su velocidad fluctuante u}, segin:

u; = Uy + ul, (3.33)
donde
1 T
i = Wl, 34
U, o | u;dt (3.34)

en que el periodo de integracién T es de una escala mucho mayor que el
periodo de las fluctuaciones y menor que la escala de tiempo de las compo-
nentes de velocidad media.

Descomponiendo también la presion en su componente medi? y fluctuan-
te p’ segtin p = P+p’ , junto con las identidades v} = 0y U;U; = U;U; ugus,
se plantean las ecuaciones de Navier Stokes para los valores medios ( Reynolds
averaged Navier-Stokes RANS):

gg? —0, (3.35)
j
(pU;) | O(pUU;) 9P 92U, 3@

Combinando ambas ecuaciones, es posible concluir la expresion:

oU;) oU;) 10 — ou;  0U; —
] =G ——— 9 —Pd;; — L. X
0 T U; oz, gi + » o, dij + p oz, + prs puiu’; ¢ (3.37)

Cuya estructura es similar a la de origen, con la diferencia que del término
advectivo se introducen 6 incégnitas adicionales dadas por p@, y que son
tratadas ficticiamente como un tensor de esfuerzos denominado tensor de
esfuerzos de Reynolds.

La energia cinética k asociada a este movimiento turbulento es obtenida
segun la descomposicién de Reynolds y se define como:

1——

Boussinesq de manera muy practica compone el tensor de esfuerzos de Rey-
nolds con los valores medios de las velocidades y sus componentes aleatorias

segun:
ou;  0U; 2
—ul = ! L) — Zko;;. 3.39
U'Luj vr (83?] + 6:6,) 3 J ( )

!Para evitar un encuentro de notacién con expresiones que se verdn en los siguientes
capitulos, se incluye la barra superior en la componente media de presion.
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El término vy de la ecuacion , llamado Coeficiente de Turbulencia o
viscosidad turbulenta, es abordado por el Modelo k-¢ en la siguiente sec-
cién, mientras que el segundo término permite obtener la expresién (3.38)),
no anulando las tensiones normales, dado que para ¢ = j el término que
acompana a vp resulta cero por continuidad.

De esta forma, al reemplazar el tensor de esfuerzos de Reynolds en la ecua-

cién (3.31)) se obtiene:

oU) . oW 19(P+ 2pk)
ot Ui or; T oy
10 ou;  oU;

3.2.2. Modelo k-¢

Asi como la viscosidad molecular v, las dimensiones de la viscosidad tur-
bulenta v corresponderdn a L?/T. Esta viscosidad ficticia puede expresarse
en términos de dos variables turbulentas caracteristicas. Como su nombre
lo refiere, el modelo k-e utiliza la energia cinética turbulenta k y la tasa
de disipacion de energia turbulenta e. Esta ultima se define a partir de la
descomposicién de Reynolds del tensor de la tasa de deformacion definido
en la ecuacion . Dicha descomposicién es:

— F.. /_1 oU; an 1 ﬁu; 8u;
%_E””fw<mem 2 \ow; T on ) (3.41)

Luego, la tasa de disipacién de energia turbulenta e se asume homogénea y
se define como

ou, o',
_ o i i
€=2ve; € = Vamj oz, (3.42)
La relacién dimensional de estas variables turbulentas es:
k?
vp = C,—, (3.43)
€

donde C, es una constante de proporcionalidad. Estas dos variables que
caracterizan la viscosidad turbulenta han sido ya definidas, por lo que pueden
plantearse sus correspondientes ecuaciones de transporte y cuya resolucion
se adiciona al proceso general de la ecuacién .

Operando laboriosamente sobre las ecuaciones de Navier Stokes y RANS, es

13



posible deducir la ecuacién de transporte para la energia cinética turbulenta:

O L Ok _ oU, O
\8,75_/ ;8/1:_]/ t ) 0x; Oz Oz
I I 11 v
o ok  uulu  ulp
+ach V%—/—i : (3.44)
% VI VII

La interpretacion fisica de estos términos es:
I Acumulacién de k.
II Adveccion de k por la velocidad media.

IIT Produccion de k, donde los vortices de gran escala extraen energia del
flujo medio.

IV Disipacién de k por esfuerzos viscosos, donde la energia cinética es trans-
formada en calor.

V Difusién Molecular de k.
VI Transporte turbulendo por las velocidad fluctuantes.
VII Transporte turbulendo por las presiones fluctuantes.

Donde los términos III, IV, VI y VII son desconocidos. Para cerrar esta
ecuacién es necesario aplicar las definiciones y en los términos
Iy IV, asumir los término VI y VII proporcionales a un transporte difusivo
dado por el gradiente de k, segun:

T 7.7 7
uuuy  U;p vp ok

= — 3.45
2 P Ok 6%']'7 ( )

donde oy, se define como el Numero turbulento de Prandtl. Asi la ecuacién
(13.44]) resulta en:

ok Ok [ (oU; ou;\ 2, 10U
o " Vigy, = [”T (axj - ax) 3"’54 oz,
0 vr ok
—_— — ) —. 4
+3%‘ KVJF Uk) 3%’] (3.46)

Dado que el fluido es incompresible, para i = j el término %kéij% es cero,
por lo que la expresién anterior se reduce a:

ok ok 8U1 an GUZ 0 vr ok
— — = - — — | =—1.(34
ot Ui Ox;j = <8;Uj + 833i> Ox;j ot Ox;j [(V + ak> G:Uj] (347)
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Procediendo de manera similar para obtener la ecuacién de transporte de
la tasa de disipacién turbulenta €, que también se obtiene de manipular las
ecuaciones de Navier Stokes y RANS, se obtiene:

Oe —i—U‘ﬁ _ 9 oul; Ou; N Ouy, Ouy. \ OU; o oul 0%U;
ot J Ox;j - Oxy Oz, Oz; Ox; | Oxj k@xj O0x0x;
~ o )
1 T 11a ITTb
ou! ou! ou, 0%, 0%
— 9% ) [ k 1/2 i i
Oxy, 0z Oxp, O0x0x; Ox0x;
Va b

0 e , Ouj 0w v Opf duj

— | v5— —vu; —2— (3.48
+al’j VaiCj Vu] 8£Cj &Tj 1% al’j a:z:j ( )
S~—~— ~~
\4 Vi VII

La interpretacion fisica de estos términos es:
I Acumulacién de e.
II Adveccion de € por la velocidad media.

IITI Produccién de disipacion, debido a la interaccién del flujo medio y el
producto de las velocidades turbulentas.

IV Tasa de destruccion de la disipacion, debido a las velocidades fluctuan-
tes.

V Difusién viscosa de e.
VI Transporte turbulento de € debido a las velocidades fluctuantes.
VII Transporte turbulento de € debido a presién y velocidad fluctuantes.

Esta ecuacién posee claras incognitas relacionadas con las velocidades fluc-
tuantes, sus gradientes y de la presién fluctuante. Para su cierre, ésta es
manipulada y simplificada, por lo que simplemente se presenta su reduc-
cion:

Oe de e [ [oU; OU;\ oU; €
ot " Vigy, = Carry, [(axj i ax) axJ ~Cayp
0 vr Oe

Las constantes presentes en las ecuaciones (3.44) y (3.49)) se presentan en la
tabla [3.1] y se asumen fijas, dado que éstas varfan poco entre tipos de flujo.
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Finalmente cabe senalar que € se considera como la tasa de energia turbu-
lenta transferida desde los grandes remolinos en el flujo, pero su definicién
exacta es asociada a la energia cinética disipada por viscosidad molecular,
la cudl se da a una escala espacial muchisimo menor. Por lo que la ecuacién
de transporte para e puede considerarse practicamente empirica.

Tabla 3.1: Constantes del modelo k-¢

Constante | Valor
C, 0.09
Ca 1.44
Ceo 1.92
ok 1.00
Oc 1.30

3.2.3. Condiciones de Borde

En los bordes donde ingresa flujo se define un valor constante para la
componente turbulenta de la energia cinética en la entrada, modificando la
ecuacion (3.38) segun:

k= g(UI)Q, (3.50)

donde la turbulencia se considera isotrépica y es estimada mediante el parame-
tro de Intensidad Turbulenta I, que se define como la razén entre la magnitud
de una componente fluctuante de velocidad u} y la velocidad media de en-
trada U. El valor de este pardmetro usualmente se toma en un 5 %[1].

La tasa de disipacion de energia en la entrada se relaciona dimensionalmente
con la energia cinética k mediante la Longitud de Mezcla I, de acuerdo a:

k,3/2
€= CS“T. (3.51)
donde la longitud de mezcla es un pardmetro que relaciona las componentes
turbulentas de velocidad con el flujo medio que es unidireccional cerca de
la pared. Orientando el sistema coordenado tal que la direccién ¢ = 1 sea la
del flujo medio e 7 = 2 perpendicular a la pared, se establece:

uy = uhy = 1—, (3.52)
y suele aproximarse entre un 5% y un 10 % del didmetro hidraulico de la
seccién(l].

Para resolver la vecindad de una pared sin mayor costo computacional, se
establece una condicién de Neumman para la variable k. Mientras que para
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la variable €, ésta se aproxima aplicando la ley universal de reparticion de
velocidades de Von Kérmén-Prandtl [3]:

Ui (z2) TR
— A4 1 ( ) , 3.53
Uy * K\ (8:53)
donde uy es la velocidad de frotamiento, que se define como u, = %0, v 7o

es la tension tangencial de frotamientos.

La tension tangencial de frotamientos se obtiene al relacionar la longitud de
mezcla con la ordenada del flujo por | = Kxo, donde K es la constante de
Von Kdrmdn, por lo que el esfuerzo cercano a la pared y fuera de la capa
laminar (donde la contribucién de la viscosidad cinemética es despreciable
y el flujo medio es unidireccional) es:

2
70 ~ puhul, = pK>?a3 <dU1) : (3.54)
d.iL'Q

Es posible demostrar que al integrar esta expresién sobre el dominio del
flujo turbulento en distintos tipos de escurrimientos se llega a la expresion
(3-53), donde experimentalmente se han obtenido[5] las constantes K = 0.41
y A~b5.2.

Dado que existe un balance entre la disipacion y la producciéon de energia
cinética turbulenta, segun:

——dU;

= —vjul,—= = 3.55
¢ u1u2 dmg sz, ( )

y que el esfuerzo de Reynolds en términos de la velocidad media, ecuacion

(3-39), es:

ujuy = vp—— = C,

— 3.56
d:EQ Y € K%Q’ ( )

Combinando (3.55)) y (3.56]), se obtiene finalmente una expresién para € en
la vecindad de la pared:

03/4]{3/2
Kl?g '

€ =

(3.57)

3.3. Modelado de Superficie Libre

Es de interés en la Hidrdulica el modelado de corrientes abiertas, en que
las ecuaciones se aplican a un dominio cuya interaccién agua-aire demandan
de un método capaz de representar la fisica de la superficie libre.
Volume-of-fluid methods (VOF) describe la posicién de la interfase agua-
aire mediante el valor de la fraccion de volumen de liquido ~y presente en
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un volumen de control[9]. Dado que esta fracciéon depende unicamente del
campo de velocidades de las fases en cuestién, la ecuacién de transporte para
v es:

vy 2l

— +U;— =0. 3.58
825 J 833j ( )
En la superficie es necesario considerar la tensién superficial, por lo que en
aquellos voliumenes de control donde se aloje la interfase (0 < v < 1), la

conservacion de momentum sera:
a(pU; A(pU; 0Ti
U)oU) _ 0
ot a$]’ an
donde S; s es la componente en direccién 4 de la fuerza producto de la tension
superficial en la interfase, cuya direccién n es normal a la superficie y en

general, dada por el gradiente de la funcién ~:
0v/0x;
n; = ;
1P

+ Sis, (3.59)

(3.60)

enque I'y =) j 0v/0x;|. Luego, la tensién superficial viene dada por:
Sis = opnily, (3.61)
en que o es el coeficiente de tension superficial y o es la curvatura, geométri-
camente dada por:
. 8%1
Y= (9.%'2 '
Un promedio ponderado de las propiedades fisicas de densidad y viscosidad
en ambas fases es asignado a cada volumen de control de la interfase:

(3.62)

Pvc = YPagua T (1 - ’Y)Paire; (3.63)
Vye = YVagua + (1 - ’Y)Vaire (364)

Finalmente, la ecuacién no garantiza la conservacion en la interfase
ni demuestra en qué medida cada fase contribuye a la velocidad efectiva
de ésta. Un término advectivo es adicionado a esta ecuacién, originado por
modelar la velocidad en términos de promedios ponderados de la fase liquida
y gaseosa, segun:

Ui = U + (1 =Y, (3.65)
modificando la ecuacién (3.58)) a:
al Oy 9= _
o + Uja—xj +U;j oz, =0, (3.66)

donde U} = U} — U/ es la velocidad relativa entre ambas fases en la interfa-
se. El término adicionado “comprime” la superficie libre, obteniendo asi una
mayor nitidez de ésta sin necesidad de desarrollar esquemas advectivos es-
peciales.
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3.4. Hidraulica General

Con el fin de superar las dificultades matematicas del régimen turbulento,
es que en hidrdulica se considera el hecho de que las fuerzas inerciales son
muchisimo mayores que las viscosas. Luego, extremando esta relacién hasta
despreciar las fuerzas viscosas es como se concibe el liguido perfecto, del
cudl se verifica empiricamente la constancia del valor medio de velocidad en
cada punto, tanto en direccién como en magnitud. De esta forma se reduce
la ecuacion a la denominada FEcuacion de la Hidrodindmica debida a
Euler:

8Ui O(Uz) o 1 ap
En +U;

=g ——=. (3.67)
Ox; p Ox;

La Hidraulica estudia el movimiento de corrientes medias locales permanen-
tes de agua que se mueven sometidas a su peso como unica fuerza exterior.
Tal forma de escurrimiento se da cuando las condiciones externas permane-
cen invariables, aunque se produzca corriente turbulenta.

3.4.1. Ecuaciones Fundamentales

Aplicando la expresién anterior sobre una trayectoria conocida del flujo,
en la que se verifique ausencia de choques de masas liquidas, solicitada por la
gravedad en direccion z como tnica fuerza externa de movimiento y animada
de movimiento permanente, se obtiene:

oU; ) 1 9p

T — ) 3.68
N Gt (3.68)

Definiendo previamente el vector de vorticidad para el flujo medio:

oUy
wj = Eijkaixjv (3~69)
entonces el término advectivo puede descomponerse segin:
oU; ou;  oU, oU;
U— = U L L)+ U 3.70
J 8.7}]' J (8:@ &vz) + J 6951 ( )
0 (1

= —Ujgijpwy + 87331 inUj . (3.71)

El término U;U; corresponde al cuadrado del mddulo de la velocidad me-
dia de la particula que se denotard simplemente como UZ2. Operando estas

definiciones en la ecuacién (3.68)):

o [U* »p
-~ 4L = . 72
axi[2+p+gz} (U X w) (3.72)
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Definiendo la suma de Bernoulli:

p  U?
B=+24+2 3.73
T o (3.73)

que también es denominada carga total, la ecuacién de Euler para el caso
permanente se reduce a:

0B
5'1‘Z‘g -

(U X w)i. (3-74)

Por lo tanto, la suma de Bernoulli es constante a lo largo de una [linea
de corriente o de una linea de vortice en las que se verifica u x w =0y
corresponde al principio de conservacion de energia en la trayectoria de una
particula para un liquido perfecto que escurre en movimiento permanente,
conocido también como principio de Bernoulls.

3.4.2. Generalidades Sobre Vertederos

Vertedero corresponde al escurrimiento en contorno abierto que se da
sobre una barrera, estos pueden ser de variadas formas segin la seccién
mojada de la barrera y por la forma de ésta.

Al tocar la napa en un solo punto de la arista, se trata de un vertedero de
pared delgada, y en caso contrario vertedero de pared gruesa cuando la napa
toca en un plano, generalmente horizontal llamado umbral.

Se denomina longitud del vertedero a la distancia entre las paredes verticales
que limitan sobre el umbral. Luego, si el nivel de aguas abajo es superior al
umbral, el vertedero se llama ahogado.

De acuerdo a la figura [3.2], en una seccién AB aguas arriba de la barrera,
el escurrimiento es uniforme en toda la seccién. Aceptando que rige la ley
hidrostatica y que su altura representativa en B es el valor AB = h + a,
donde a es la altura del vertedero y h la altura que alcanza el flujo sobre
éste. En otra seccién C'D inmediatamente antes de la barrera, el flujo bajo
a D no participa del escurrimiento, por lo que la altura de velocidad g—;
es mayor que en AB. Despreciando el roce entre ambas secciones, la cota
piezométrica en C'D ha de ser menor que en AB, y dado que la curvatura
entre A y C es pequena, aceptable es suponer que la cota piezométrica de
CD es muy cercana a la altura en C, y por lo tanto C' es un punto del eje
hidrdulico méas bajo que A.

Despreciando la altura de velocidad en la seccién de entrada, se denomina
carga efectiva del vertedero h a la altura medida en la seccién AB sobre el
plano horizontal que pasa por el umbral.
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Figura 3.2: Perfil de vertedero de pared delgada.

Al medir la carga no conviene alejarse demasiado de la barrera, evitando
asi la influencia de la pendiente del eje hidraulico aguas arriba, ademds la
experiencia demuestra que la depresion de la superficie libre es despreciable
a una distancia de 3h aguas arriba de la barrera.

3.4.3. Vertedero de Pared Delgada

Al obrar la presién atmosférica sobre y bajo la napa, se forma la deno-
minada napa libre. Esta forma se alcanza con un vertedero con barrera de
paramento vertical, donde se alcanza una distribucién uniforme de veloci-
dades en toda la anchura, aborddndose el fenémeno por unidad de ancho.
Boussinesq plantea las siguientes hipétesis para este tipo de vertedero:

1. La seccion de flujo inmediatamente posterior al paramento es atrave-
sada por filetes cuyas trayectorias son concéntricas.

2. La Naturaleza arregla el espesor de la napa contraida y sus velocidades,
maximizando el gasto para una carga dada.

Aplicando el teorema de Bernoulli a una particula en su trayectoria, de
acuerdo a la figura[3.3] desde una seccién donde empieza la depresién super-
ficial y se verifican filetes paralelos, hasta la contraccion de la napa donde
sus trayectorias son concéntricas, luego asumiendo que la altura de velocidad
es despreciable en comparacion a la altura de la barrera, se define la suma
de Bernoulli o carga total de aguas arriba sobre el umbral del vertedero:

U2
H=c+z+242 (3.75)
Y29
donde € es el peralte del filete inferior, z la cota de la trayectoria en el peralte
y U la magnitud de su velocidad. La derivada espacial con respecto a z de
esta ecuacién es:

1dp UdU
L2 3.76
v dz + g dz ( )
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Figura 3.3: Trayectoria de una particula.

Adicionando la ecuacién general de la Hidrodinamica (3.67) en el mismo
punto de la contraccién:
1d U?
77p =g + 3
pdz Ry + =

(3.77)

donde Ry + z es el radio de curvatura de la trayectoria de la particula sobre
el vertedero y e es el espesor de la vena contraida. Por lo que combinando
ambas ecuaciones diferenciales (3.76]) y (3.77)), se obtiene:

v_,w_,
Ry + 2 dz

(3.78)

Separando variables e integrando esta ecuacién se obtiene (Ro+ Z)U = Cte.
Llamando Uy la velocidad del filete inferior y U; la del superior, es posible
plantear:

UoRo =Ui(Ro+¢€) =U(Ry + z). (3.79)

Al introducir el pardametro kK = % y considerando que la funcién Bernoulli

en los filetes inferior y superior corresponden a Uy = /2g(H —¢) y Uy =
2g(2 — e — e), se pueden concluir las siguientes relaciones entre geometria
y velocidades:

e=(H —¢)(1—k?), (3.80)
Ry =k(H —¢)(1 + k). (3.81)

De acuerdo a la ecuacién (3.79)), el gasto por unidad de ancho ¢ del vertedero
puede expresarse como:

¢ dz
0 R0+Z

q= / Udz = U Ry (3.82)
0

R
:U0R01n< °+€>.

0

Reemplazando las relaciones obtenidas anteriormente, la expresion anterior
se reduce a:

qg=mH-\/29H, (3.83)
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donde el coeficiente de gasto es igual a:

€\3/2 1
m = 1——) K(l+k)In—. 3.84
(1-%) " *+mm- (3.84)
Este coeficiente debe ser méaximo de acuerdo a la segunda hipdtesis, por lo
que derivando el factor £(1+£) In 1 e igualdndolo a cero se obtiene x = 0.469
y el coeficiente de gasto se reduce a:
£ \3/2
m=052(1- )"
H
Entre las secciones (1) y (2) de la figura por la contraccién del flujo
es posible suponer que en la entrada la presion es cercana a la hidrostatica
y su velocidad despreciable en relacién a la de salida, que corresponde a
Uy = g, mientras que en la seccién de salida la presién media es despreciable
en relacién a la seccién de entrada. Bajo estos supuestos, el teorema de
cantidades de movimiento puede plantearse como:

vH?

5 (3.85)

pquz) = C

donde C es cercano a la unidad[3]. De combinar esta expresion y la ecuacién

1) se obtiene m? = %% Luego, igualando este coeficiente al obtenido
en (13.84) y reemplazando el valor de e obtenido en (3.80)), resulta:

0.52 (1—%)2:%(1—,@2) (1-)-

Como k = 0.469, la expresién anterior se reduce a
1-£) —onre
(o ) o

que para el valor valor experimental 7 = 0.112 corresponde un valor de
C' = 1.10, efectivamente cercano a la unidad.

De acuerdo a la experimentacion, la teoria de Boussinesq recién expuesta es
exitosa en vertederos verticales de napa libre. Como ejemplo, en la figura
se presenta una correlacién entre el gasto unitario y hv/2gh obtenida en
el canal de experimentacién hidraulica de la Universidad Técnica Federico
Santa Marfa, y cuyo coeficiente de gasto experimental[3] es m = 0.434.
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Figura 3.4: Correlacion en vertedero de pared delgada S6-20 Plate Weir.

Para vertederos de pared gruesa, sin entrar en mayor detalle, es posible
obtener un coeficiente de gasto tedrico de 0.385 al despreciar las pérdidas
por friccién y singulares de entrada a éste[3], valor menor que el obtenido
en un vertedero de pared delgada.

3.4.4. Vertedero Tipo Ogee

La préactica experimental muestra que, para una carga y un caudal dado
de diseno, al trazar el paramento de la barrera uniéndolo al filete inferior
que se produce en un vertedero de pared delgada, entonces disminuye la
carga h y se obtiene un aumento del coeficiente de gasto m. Luego, si la
carga es menor que la de diseno, el filete inferior de la napa se apoyara en
el perfil, produciendo mayores presiones que las originales y un remanso de
aguas arriba, disminuyendo asf el coeficiente de gasto. Por el contrario, si la
carga es mayor a la de diseno, el filete inferior en la salida se despegara del
perfil, produciendo presiones menores a las originales, las que disminuyen la
altura aguas arriba y aumentan la eficiencia del vertedero.

Para el diseno de este tipo de vertederos se presentan las curvas dadas por la
U. S. Army Engineer Waterways Ezperiment Station (WES)[10], que define
el trazado del perfil aguas arriba mediante circunferencias, como muestra la
figura o alternativamente segin la curva eliptica:

ot (Y —y)? _

—+

Pty =L (3.86)
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Aguas abajo el trazado se define por la curva:

y 1/ 2 \185
— === 3.87
r-z(zm) (3.57)
donde Hy es la carga de diseno, X e Y son los semiejes de la elipse cuyas

razones X/Hy, Y/Hy y K/Hy se hacen constantes e iguales a 0.28, 0.17 y 2,
respectivamente, para relaciones de alturas a/Hy mayores a 2.

Figura 3.5: Diseno WES para vertedero Ogee.

Tabla 3.2: Coordenadas de centros de curvatura y puntos de transicion,
vertedero WES.

O, Oy O3 P Py Py
x/Hg | 0.000 | —0.105 | —0.242 | —0.175 | —0.276 | —0.282
y/Hy | 0.500 | —0.219 | 0.136 —0.032 | 0.115 0.136

La altura de diseno se relaciona directamente con el caudal de diseno,
que para obras de aliviadero de embalses se obtiene del estudio de crecidas
a partir de estadisticas fluviométricas de caudales méaximos diarios o ins-
tantaneos anuales, las que se someten a analisis de frecuencia considerando
asi la crecida milenaria para el disefio y la deca-milenaria para su verifica-
cion.

De acuerdo a la agencia United States Bureau of Reclamation (USBR)[13],
luego de definir el perfil de diseno, el vertedero al funcionar a la carga de
diseno tendrd un coeficiente de gasto de disenio my que depende de la rela-
cién a/Hy con que se ha disenado, de acuerdo a la ﬁgura Y conforme se
aumenta o disminuye la carga con respecto a la diseno H/Hy, el vertedero
funcionara con un coeficiente de gasto que varia como muestra la figura|3.6
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Figura 3.6: Coeficientes de gasto para cargas diferentes a la de diseno,
criterio USBR.
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Figura 3.7: Coeficientes de gasto versus a/Hy, criterio USBR.
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4. Meétodo de Volumenes Finitos en Malla Rectan-

gular

El método de Volimenes Finitos (FVM) usa la forma integral de la
ecuacién de conservacion como punto de partida. El dominio es subdividido
en un numero finito de volimenes de control y la ecuacién de conservacién
es aplicada a cada uno de ellos. En el centro de cada volumen de control se
define un nodo computacional sobre el que se calcula el valor de la variable

i)

4.1. Generacion de la Malla

Como primer paso, en la generacién de mallas rectangulares se tienen
dos posibilidades principales: Definir inicialmente la posicién de los bordes
de cada volumen de control mediante el trazado de la grilla y posteriormente
definir los nodos en el centro de cada celda, o bien definir inicialmente la
posicién de cada nodo y luego trazar los bordes de estos en los puntos medios
entre nodos. Ambos casos se ejemplifican en la figura [4.1

7 7
6l o o ) o o 6l o o o o o
5 5

o o (] o [ (] (] o (] o

> >

4 4

o o (] o [ (] (] o (] o
3 3

o o (] o [ (] (] o (] o
2 2
0 2 4 6 8 10 0 2 4 6 8 10

X X
(a) Nodos centrados (b) Bordes centrados

Figura 4.1: Tipos de grillas de volimenes finitos.

El primer tipo de malla es ventajoso al asumir que la informacién aso-
ciada al nodo se extiende en todo el volumen de control; mientras que el
segundo tipo lo es cuando se busca determinar el valor de una propiedad
en la cara de un volumen de control, por ejemplo utilizando diferencias cen-
tradas, a partir de la informacién en los nodos adyacentes a ésta. Para esta
experiencia se ha usado el primer tipo de malla.
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4.2. Discretizacion

El segundo paso consiste en la transformacion de la ecuacion (3.32))

d(pg) , Oppu;) _ 0%¢
ot * Ox;j _F8x2+s’

J

en un sistema de expresiones algebraicas. Para la discretizacién de cada uno
de estos términos es necesario identificar la posicién asociada a las variables
de interés, presion y velocidad, en cada volumen de control. Por simplicidad
se deducirdn las expresiones algebraicas utilizando el denominado arreglo
colocado (Figura , en que ambas variables se asocian a cada nodo de un
volumen de control.

&
\/

F=====---=n
W p ! E
3 —OO—O————0O—
AR IR
A

Figura 4.2: Arreglo Colocado.

4.3. Flujo Advectivo y Difusivo

Inicialmente se considera el caso permanente y unidimensional en ausen-
cia de fuentes en el dominio. La ecuacién de conservacién que gobierna, en
su forma diferencial, es:

d d%¢

%(PU@ = FWv

Para las condiciones de borde: ¢(,—g) = 0 ¥ ¢(2=1) = 9L, la solucién exacta

de (4.1]) es:

(4.1)

P

— -1
¢—do _ e ; ’ (4.2)
¢ —¢o e -1
donde L es un largo y & es el nimero adimensional de Peclet que mide la
dominancia del término advectivo sobre el difusivo:

_ pul

Y=

(4.3)

28



1
0.81
Peclet=-5
L Peclet=-4| |
0.6 Peclet=-3
ASS Peclet=-2
Peclet=-1
04r Peclet=0 | ]
Peclet=1
Peclet=2
0.2r Peclet=3 | -
Peclet=4
Peclet=5
O 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 4.3: Solucion exacta para ¢g =0y ¢y = L = 1.

Integrando la ecuacién (4.1) sobre el volumen de control de la figura 4.4}
resulta en su forma integral:

(oud)e — (pud)u = (rflf) - (rjﬁf)w . (4.4

Definiendo el flujo total J compuesto por el flujo advectivo pu¢ y difusivo
—Td¢/dx:

_ d¢
J = pugp — F%~ (4.5)

Las ecuaciones (4.1)) y (4.4) pueden expresarse como:

dJ =0, (4.6)

Je — Jy =0. (4.7)

Por lo que la variacién del flujo J es cero, es decir un flujo neto nulo en las
caras del volumen de control.

A continuacién se presentan un conjunto de esquemas que aproximan la
expresion (4.7) en términos de la informacién nodal de ¢.
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Figura 4.4: Distancias asociadas a las caras e y w.

4.3.1. Esquema Exponencial

Para expresar el flujo en la cara e, es 1til introducir las siguientes defi-
niciones asociadas a la cara e:

Fo= (pu)e, Fu= (pu)w, (4.8)
I. I A
D, = 00), D, = ) (4.9)
F. R,
> Pe=55 Pu=pt (4.10)
(4.11)

Adaptando la solucién exacta de ¢ para las condiciones de borde entre los
nodos Py E de acuerdo a la figura la solucién exacta se reescribe en
términos de ¢ y ¢p, luego con esta expresién se opera sobre la ecuacién

(4.5]), obteniendo:

J.=F <¢P+¢P ¢E)7

— (4.12)

donde:

P, = (pu)e(d)e ‘

D (4.13)

Procediendo de manera similar con la cara w en funcién de ¢p y ow, el
flujo neto en el volumen de control dado por la ecuacién (4.7)) es:

op + ——F ¢P i dw + %Vz or\ o, (4.14)
-1 -1
Que reescrita como una combinacién lineal:
appp = app + awdw, (4.15)
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donde:

F,
ag = —f—, (4.16)
eDe
F Fu
Dy
aw = 2" (4.17)
eDw ™
ap =ag + aw + (Fe — Fy). (4.18)

Este esquema garantiza la solucién exacta para cualquier valor del nimero
de Peclet, pero no es aplicable a dos y tres dimensiones. Ademas la funcién
exponencial tiene un alto costo computacional por lo que se proponen otros
esquemas que aproximan estas expresiones. Sin embargo, el esquema expo-
nencial permite la correcta comprension del proceso de discretizacién y su
solucién, que es base para los siguientes esquemas.

4.3.2. Esquema Hibrido

El coeficiente a g deducido anteriormente puede ser aproximado mediante
rectas segun el valor del nimero de Peclet evaluado en la cara e, de acuerdo

a la figura (4.18):

a -, | Po< =2
DE = 1-2Z 2< P <2 (4.19)
€ 0 , P > 2
5 N T
\ —Ecc. (4.16)
NG e Ecc. (4.19)
4r N\ R
\.
\.
) 3r \‘\, 7
a) N
\LIJ \‘\
(6 2 L ‘\ i
1 L 4
0 :
-5 0 5
Peclet

Figura 4.5: Variaciéon de 7 con el nimero de Peclet.
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Procediendo de manera similar con ays en el célculo del flujo neto en
el volumen de control, se obtienen las expresiones (4.15)) y (4.18)), con los
siguientes coeficientes escritos de forma compacta:

F F,
ag = || —Fe,De—?e,OH, ay = nyw,Der?w,oH, (4.20)

en que ||A, B|| denota el méximo entre Ay B.

4.3.3. Esquema Power Law

Este esquema aproxima de mejor forma la solucién exacta para niimeros
de Peclet fuera del rango [—2,2], sin un considerable costo computacional.
De manera similar al esquema anterior, se presenta la aproximacion para

agp:
" (14+012.)5 ,-10< Z,. <0
HE =49 (1-012)° ,0< 2. <10 (4.21)
€ 0 , P > 10

Y también procediendo de manera similar para ay y para el calculo del

flujo neto, se obtienen las expresiones (4.15) y (4.18]), con los siguientes
coeficientes:

0.1F.]\°
or = a0, (1= 235 1+ .-, (1.22)
e
0.1]Fu\°
aw =D {0, (14 217) 1+ o Rl (4.23)
w

4.3.4. Esquema de Diferencias Centradas

A partir de la ecuacion (4.4]), los términos advectivos pueden expresarse
en funcién de ¢p y ¢r con una aproximacién de segundo orden mediante
serie de Taylor[4]. Considerando la cara e:

(xe —zp)(zE — T¢) (82¢

5 )P +H, (4.24)

¢e = (ZSE)‘e + ¢P(1 - )‘6) - oxr2

donde Ao = Z£=ZE Por otra parte, los términos difusivos pueden ser apro-

TE—X
ximados medigntg diferencias centradas. Considerando la cara e:
d _
<¢) ~ OB 0P (4.25)
dx ), xg—2xp

cuyo error de truncamiento es:

 (we—ap)’ — (x5 —x)’ (0%
(%)

2 (mE — xp)
Te — T 34 (wp — Te 3 /53
| 61230];_(:611?) ) <8x(§> 1T H, (4.26)
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que para mallas uniformes el primer sumando del error es cero y la aproxi-
macion es entonces de tercer orden; mientras que al trabajar con mallas no
uniformes la aproximacion es de segundo orden y su error aumenta conforme
varia la malla.
Al considerar malla uniforme, se tendrda que A, = 1/2 y la ecuacién
resulta como:

L (ou), (62 + ép) —  (pu),, (69 + 6) =T

¢E — ¢p op — dw
5 5 I .

(6z), Y (d2),

Que puede reescribirse como las ecuaciones (4.15)) y (4.18]), con los siguientes
coeficientes:

(4.27)

F, F,
aE:De—?e, aW:Dw+7‘“. (4.28)

Estos coeficientes deben ser positivos, por lo que necesariamente & < 2 para
que la solucién sea fisicamente realista. Al apreciar la figura es claro que
a altos nuimeros de Peclet, el valor de ¢ entre nodos dista de ser el promedio.
Es asi que para considerar este esquema deba refinarse lo suficiente la malla
y asi alcanzar la condicion &2 < 2. Ademas, este esquema estd limitado para
flujos puramente difusivos (I' # 0) al resultar ap = 0 en la ecuacién (4.18).

4.3.5. Esquema Upwind

Un remedio para las limitancias del esquema anterior es aproximar el
valor de ¢ entre dos volumen de control al del nodo del volumen de control
aguas arriba. Considerando nuevamente la cara e como ejemplo y suponiendo
un flujo desde el nodo P al E, es equivalente a truncar la siguiente serie de
Taylor hasta el primer orden:

9o\  (ze —xp)? (0%
83:) + 5 (8x2>P + H. (4.29)

De forma general, el flujo advectivo en la cara e se aproxima segun:

be = { op, Fe>0 (4.30)

¢8:¢P+($6_$P)(

¢Ea Fe <0
Que escrita de forma compacta:
Fege = ¢p| Fe, 0| — ¢pll — Fe, 0f]. (4.31)

Procediendo de manera similar con la cara w y utilizando la aproximacién del
esquema anterior para los términos difusivos es posible expresar la ecuacién

(4.4) segun (4.15)) y (4.18) con los siguientes coeficientes:
ag = De+ | — Fe,0[, aw = Dy + [[Fu, 0. (4.32)

Finalmente, este esquema dara correctos resultados mientras mayor sea el
Peclet con que se trabaje, a pesar de que su error de truncamiento sea de
segundo orden.
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4.3.6. Formulacion General

En vistas de discretizar la ecuacién de transporte en dos direcciones,
previamente conviene condensar los distintos esquemas en una sola expre-
sién. Para ello primero es necesario definir el flujo total que circula entre dos
volumen de control de nodos ¢ e 7 + 1 y distanciados en §:

v d0_ py 500
J=E =205, (4.33)

Como se vio anteriormente, el valor de ¢ en la interface de un volumen
de control serd un promedio ponderado entre ¢;11 y ¢;, mientras que el
gradiente ¢ % es proporcional a ¢; 1 — @;. De esta forma el flujo total es una
expresion del tipo:

J' = Pagi+ (1 - a)pit1] — B(dir1 — ¢i) (4.34)

en que « y 8 son multiplicadores adimensionales que dependen de &. Re-
duciendo atin més la expresion anterior:

J* = b — Bis, (4.35)

donde & y % son coeficientes adimensionales también en funcién del niimero
de Peclet.

Dos propiedades son particularmente ttiles al considerar la dependencia de
estos coeficientes con el ntimero de Peclet para reducir ambos coeficientes a
uno: La primera de ella es que para el caso ¢; = ¢;y1, el flujo difusivo es
cero y solo se considera el flujo advectivo pug;:

J'=Po; = Phisq. (4.36)
Expresién que combinada con la ecuaciéon anterior resulta en:
oA =B+ X (4.37)

Al combinar las ecuaciones. (4.37)) y (4.35)), se obtienen dos relaciones ha

utilizar en la siguiente seccién:

J* = Poi = A (i — div1) (4.38)
J* = Poiy1 = B (i — pir1)- (4.39)

La segunda propiedad es la simetria entre o (%) y B(2) (ver figura [4.6),

que puede expresarse como:

A (~P) = B(DP), B(—P)=od(P). (4.40)
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Figura 4.6: Variaciéon de &/ y % con el nimero de Peclet.

Utilizando ambas propiedades, es posible reducir estos coeficientes a uno
solo. Primeramente para & < 0 se tiene:

A(P) = B(P) - P,
= (~P) - P,
= d(P) =d(P|) - P. (4.41)

Luego para cualquier valor de &, la expresién se escribe de manera com-
pacta:

A(P)=A(2)+ | - 2,0, (4.42)

y de utilizar esta expresién junto con la propiedad (4.41]), se expresa Z en
términos de 27:

B(P) = (|2]) + 12,0l (4.43)

Finalmente al aplicar la definicién (4.35) a las caras e y w del volumen de
control en estudio, se obtiene la formulacién general de adveccion difusion:

appp = agPE + aw dw,

ag = Dt (| Pe]) + || — Fe, 0],
aw = Dw%q@w’) + ||Fw7OHa
ap = ag + aw,

en donde los distintos esquemas son representados por la unica funcién
o (|2|), resumidos en la tabla[L.1]y cuyas graficas son:
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Figura 4.7: Funcién </ (|2?|) para los distintos esquemas.

Tabla 4.1: Funcién <7 (|Z|) para diferentes esquemas.

Esquema Férmula para o/ (£)
Exponencial %
Hibrido 10,1 — 0.5]2]]|
Power Law 10, (1 —0.1|22))° ||
Dif. Centradas 1-0.5|Z]
Up Wind 1

4.4. Discretizacién a 2 Dimensiones

Continuando con la discretizaciéon de la ecuacion diferencial general de
conservacién (3.32)), para dos dimensiones se presenta como:
0J,  0Jy

ox oy

2 (o) + s, (4.48)

donde J, y Jy son los flujos totales que se definen como:

9¢

Jr = pup — F%, (4.49)
_ 99
Jy = pvop — F@y’ (4.50)

en que u y v denotan las componentes de velocidad en direcciones x e y.
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4.4.1. Derivacion

Integrando la ecuacion (4.48) entre los instantes ¢ y t + At considerando
un esquema implicito de un paso en el tiempo, y luego integrando en el
espacio sobre el volumen de control de la figura[4.§|de dimensiones Az-Ay-1,
resulta:

(prop — Ppop) AxAy

AL +Jo— Jy+ Jp — Js = SAzAy, (4.51)

en donde p(}, y ¢9; son los valores del paso anterior, y S es el valor prome-
diado de S sobre el volumen de control.

De manera similar podemos integrar la ecuacion (3.7) de continuidad, obte-
niendo asi:

(pp — Pp) AzAy
At

+F,—Fy,+F,— F,=0, (4.52)
cuyos flujos advectivos vienen dados por:
F. = (pu), Ay, F,=(pu),Ay, F,=(pv), Az, Fs=(pv),Az. (4.53)

Multiplicando esta ecuacién por ¢p y restandosela a la ecuacién (4.51)) se
obtiene:

LAZA
(d)P - QSOP)% + (Je - Fe¢P) - (Jw - FwaP)
+(Jp — Fpoop) — (Js — Fsép) = SAzAy. (4.54)

Bajo el supuesto de uniformidad de flujo en las caras del volumen de con-
trol, podemos extender el desarrollo visto para una dimensiones a dos di-
mensiones. Utilizando las ecuaciones y para expresar los flujos
(Je — Feopp) y (Ju — Fiyydp) en términos de la funcién o7 (|Z?]), resulta en:

ap= Dedt(|2:) + | - F..0], (4.55)
aw = Dud(|2]) +||Fu,0]. (4.56)

Expresiones similares se pueden obtener para (J, — F,¢p) y (Js — Fsdp).
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Figura 4.8: Volumen de control en dos dimensiones.

4.4.2. Ecuaciones de Discretizacién Finales

La ecuacién de conservacion de una cantidad escalar ¢, discretizada para
dos dimensiones es:

apdp = appp + awdw + andn + asps + b, (4.57)
donde:
ag = Ded(|Ze])+ | — Fe, 0], (4.58)
aw = Dud(|Pu])+ ||Fuw, 0], (4.59)
an = Ded(|Pn]) + || — Fn, 0, (4.60)
as = Dsd(|Ps|) + [ Fs, 0], (4.61)
0

0o _ ppATAYy
b = SAzAy+ a%¢%, (4.63)
ap = ap+aw +ayn +as+as— SAzAy. (4.64)

Las expresiones para Fe, Fy,, F, v Fs han sido presentadas anteriormente,
sus respectivas conductancias se definen como:

~ TeAy _ IyAy D o_ I,Azx sAx

e — ) w ) n — 5 Ds = 5 465
(0. Ga)u (3] R
y los niimeros de Peclet:
Fe Fy Fy F
@ezﬁev t@w:Diw, f@nzﬁn; 325:35- (4-66)
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4.5. Cuatro Reglas Basicas

A continuacién se presentan cuatro reglas basicas que aseguran un ba-
lance general y sentido fisico de las soluciones numéricas de la ecuacién
(13.32)):

2p9) | Apou;) _ 0%

ot Ox; 8:1:?

+ 8.

1) Consistencia del flujo entre dos voliimenes de control: Cuando
una cara es comun a dos volumen de control adyacentes entre si, el flujo
que atraviesa sobre ésta debe ser aproximado por la misma expresion en las
ecuaciones de discretizacion para ambos voliimenes de control.

2) Coeficientes Positivos: Como se ha comprobado, la discretizacién
concluye con una expresién de conservacién para cada volumen de control
que es una combinacion lineal de los valores de ¢ en los nodos:

aP¢P = Z anb(bnb + b, (467)

donde el indice "nb’se asocia a los nodos vecinos a P, como son F y W
en el caso unidimensional. Para un caso unidimensional, si se considera un
aumento de ¢y o de ¢p, se espera que este produzca un aumento de ¢p, lo
que exige que necesariamente cada uno de los coeficientes ap, aw v ag sean
positivos.

3) Suma de los coeficientes vecinos: Considerando que la solucién de
la ecuacién es una funcién ¢, también lo serda ¢ + ¢, donde ¢ es una
constante arbitraria. Entonces la ecuacién es valida incluso cuando ¢p
y los ¢, son incrementados por una constante. Esto requiere necesariamente
que ap sea igual a la suma de los coeficientes vecinos:

ap =Y an. (4.68)
nb

4) Pendiente negativa en la linealizacién del término fuente: Cuan-
do el término fuente S de la ecuacién (3.32)) es funcién de ¢ en el dominio,
para su posterior uso es conveniente linealizar esta funcién en cada volumen
de control en torno a su centro ¢ mediante expansiéon de Taylor:

S=5+ (j@j) (6p — 65). (4.69)

Que de manera reducida y asumiendo un valor medio dentro del volumen
de control, se obtiene:

S =S¢+ Spop, (4.70)
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donde:

. (dS\T _ [(dS\”

Es necesario que el término Sp sea menor que cero para que la solucién en
el nodo sea estable, pues de otra manera tanto el término fuente como la
solucién de ¢p crecerian indefinidamente.

En el posterior trabajo de la ecuacién de momentum, el término fuente
asociado a las fuerzas de cuerpo seran constantes en el volumen de control,
por lo que Sp = 0 y esta regla no aplicara.

4.6. Condiciones de Borde

De la discretizacion de la ecuacién mediante FVM se ha obtenido
la ecuacién para el caso unidimensional y la ecuacién para el
caso bidimensional. Estas ecuaciones permiten resolver el valor de ¢p para
cada volumen de control dentro de un dominio. Por lo que resta definir la
conservacién en los voliumenes de control situados en el borde de éste.

Es posible hallar distintos tipos de condiciones segin los fenémenos fisicos a
tratar, y que para las aplicaciones en el contexto de la hidrdulica interesan
las siguientes:

1) Condicién de Dirichlet: Dado el valor de ¢p en el volumen de control
de borde, sin dificultades puede modificarse la ecuacién de conservacién de
un volumen de control de borde al redefinir los coeficientes de borde igual
a cero (any, = 0) y el coeficiente asociado el volumen de control igual a la
unidad (ap = 1), forzando asi el valor de ¢p e influyendo éste en los demds
nodos.

2) Condicién de Neumman: Dado el flujo de ¢ en la cara externa del
volumen de control de borde, resulta practico analizar el caso unidimensio-
nal. Definiendo medio volumen de control en el borde con su respectivo nodo
B, de acuerdo a la figura [4.9] e I es el penultimo nodo del siguiente volu-
men de control, luego se define la cara i que comparten ambos volimenes
de control. La ecuacién de conservacion sera:

g — ¢ + (Sc + Spopp)Ax =0,

en que el término fuente se ha linealizado segun lo expuesto en (4.5)). A modo
introductorio se considera solamente el flujo difusivo como el circulante por
la cara i, por lo que la expresion anterior resulta:

o5 — ¢1

qB — FiW + (SC + SpqﬁB)Aac =0. (4.72)
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De esta forma la conservacion se reduce a:

apdp = ardr + b, (4.73)
donde:
I
ar =
7 (62);
b= ScAx + qp,

ap = ay — SPA(I}

O

Figura 4.9: Medio volumen de control en el borde del dominio.

4.7. Ejemplos
4.7.1. Unidimensional

Para el transporte de una cantidad escalar ¢ por conveccién y difusion
a través de una dominio de largo L = 1, condiciones iniciales iguales a la
unidad dentro de éste y de borde ¢,—g) =1, ¢—1) = 0.
Se obtiene la solucién temporal considerando p = 1; 4 = 0.1; ' = 0.1; dt = 1;
S = 0 y discretizando el dominio uniformemente en 50 voliimenes finitos:

De las ecuaciones (4.8) y (4.9):

F.=F,=1-01=0.1
D, = D, =0.1/0.02 =5

Utilizando el esquema Up Wind, de las ecuaciones (4.58)) y (4.59) resulta:

} P, = Py =0.1/5=0.02.

ap =54+ 0=25, aw =95+0.1 =5.1.

De las ecuaciones (4.62) y (4.64]) se tiene:
a% = 1-0.02-1/1 =0.02,
ap= 5+4+5.1+0.02 -0 =10.12.

De la ecuacion li se tiene que b = aOPd)O , por lo tanto, la ecuacién de
conservacién (4.57) para cada volumen de control es:

10.12¢p = 5¢p + 5.1¢w + 0.024%.
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Para mantener las condiciones de borde, en los volimenes de control extre-

mos se establece ap = a% =1y aw = ag = 0; por lo que se obtiene el

siguiente sistema lineal:

10 0 ] 1 ¢ =1
—5.1 1012 -5 b2 0.02 - ¢9

-5.1 10.12 -5 ba9 0.02 - ¢,
| 0 0 b Js0us0 U @50 50 =0

que al resolverlo repetidamente se va obteniendo la soluciéon en cada se-
gundo, como muestra la figura La solucién que alcanza corresponde a
la solucién estacionaria, que puede obtenerse analiticamente evaluando los

datos en la ecuacién (4.2)).

1 Exacta | -
=0
=1

0.8} e |

=3
067 sy = 212 e
- 1.72
0.4} ]
0.2} |
O 1 1 1 1
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

X

Figura 4.10: Comparacién entre las soluciones numérica y analitica

4.7.2. Bidimensional

La figura ejemplifica un dominio cuya condicién de borde en la
cara norte es un fluyjo ¢ = 10 y de ¢ = 0 en las caras restante, en que
ademds actia un término fuente S = 1 en todo el dominio. Utilizando el
esquema Up-Wind, en la solucién se aprecia la desviaciéon hacia la derecha
de los valores méaximos de ¢ dado el flujo advectivo cuya orientacién es de
a = 30°.

La rutina de este ejemplo puede revisarse en el anexo, seccién [8.1.1
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(b) Solucién para t=6.

Figura 4.11: Sistema con ambas CB, ' =u = p = 1.

4.7.3. Falsa Difusién

Corresponde a un fenémeno tridimensional presente incluso cuando la
difusividad es cero, producto del error numérico dado cuando el flujo total
J atraviesa oblicuamente a una cara de un volumen de control.

Un caso practico es considerar dos flujos uniformes y paralelos entre si con
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difusividad nula, cuyas condiciones de borde de entrada y salida se definen
como ¢1 = 0y ¢o = 100 para cada flujo, respectivamente. La solucién es-
tacionaria, utilizando un esquema valido como el Upwind u otro, presenta
difusién numérica al considerar el sistema coordenado rotado en 45°, como
se aprecia en la figura[f.12] Para evitar esta difusién es recomendable refinar
la grilla o bien orientarla en direccién del flujo.
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Figura 4.12: Solucién estacionaria, I' =0, u = p = 1.
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5. FVM Aplicado a las Ecuaciones de Navier Sto-
kes

En esta seccién se presenta la implementacién del Método de Voliimenes
Finitos en la resolucién de las ecuaciones de Navier Stokes y continuidad.
Como se vera mas adelante, este conjunto de ecuaciones es resuelto en base a
la teoria expuesta en la seccién |4} por lo que esta implementacién constituye
una herramienta base para el desarrollo de trabajos futuros que se encaminen
en la resolucién numérica de ecuaciones diferenciales parciales basados en
este método.

5.1. Ecuacién de Continuidad

La ecuacion de continuidad corresponde a un caso particular de la
ecuacién diferencial de conservacién (donde ¢ = 1y I' = S = 0). Para su
posterior uso se integra en el volumen de control de la figura y en el
tiempo de forma explicita entre los instantes t y t + At, obteniendo:

(pp — pp)Azly
At

+ [(pw)e = (pu)w] Ay + [(p0)n = (pv)s]Az = 0. (5.1)

U7L
r===rr-—"=-1
1 1
1 1
7 1 1
—Or OO
1 [
—n |
w Ue
1 s 1
[ S S ——
f\S

y T

[

Figura 5.1: Volumen de control en dos dimensiones.

5.2. Ecuacidénes de Momentum

Las ecuacion de momentum corresponden a un segundo caso de la ecua-
cién diferencial general de conservacién (con ¢ = u, I' = p).
Primeramente al considerar el término advectivo de la ecuacién , dada
su no linealidad debe ser tratado de manera iterativa, esto suponiendo ini-
cialmente los campos de velocidades u y v los cuales se van iterando hasta
la convergencia.
La real dificultad de la ecuaciones de momentum reside en el desconocido
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gradiente de presiones, que en principio no hay una ecuacién explicita pa-
ra resolverlo. Pero si se considera que al substituir el correcto campo de
presiones en la ecuacién de momemtum, el campo de velocidades resultan-
te ha de satisfacer la ecuacion de continuidad. De esta forma se incorpora
al proceso un método que incluye la ecuaciéon de continuidad para corregir
iterativamente las presiones que inicialmente son supuestas.

5.2.1. Representacién del Gradiente de Presiones

Dado el caso general de discretizacién usando malla uniforme, al integrar
el gradiente de presiones en el volumen de control ya conocido se tiene:

_bwtpp pPtPE _ PW —PE
2 2 2 ’

Que corresponde a la diferencia de presiones entre nodos alternados. Esta
solucién puede implicar la posible convergencia a una solucién ajedrezada
del campo de presiones, la cual carece de sentido fisico. Este tipo de solucién
puede presentarse también en los campos de velocidades de la ecuacion de
continuidad, por lo que la complicacién se atribuye en general a los términos
de primer orden.

Posibles soluciones para evitar este problema es la subrelajacién del proceso
o bien una mayor definicién de las condiciones de borde. Sin embargo, resulta
mas practico el uso de una malla desplazada.

Cabe destacar que si es conocido el campo de presiones, entonces es posible
resolver los campos de velocidades directamente empleando la formulacién
expuesta en la seccién [4.4.2| para un arreglo colocado.

Pw — Pe (5.2)

5.2.2. Ecuaciones de Momentum en Mallas Desplazadas

La dificultad antes expuesta puede ser resuelta al considerar que no es
necesario calcular todas las variables dependientes en el mismo arreglo. Al
integrar la ecuacién de momentum en volimenes de control cuyos nodos
se ubiquen en las caras del volumen de control original, de acuerdo a la
figura las mallas utilizadas para las velocidades estaran desplazadas con
respecto a la original que contiene las presiones en sus nodos. De esta forma
al discretizar la ecuacién empleando la formulacién expuesta en la
seccién para este arreglo, se obtiene:

Qele = Z AppUnp + b+ (pP - pE)Aea (53)
anUn = Z ApbUnp + b+ (pP - pN)Aru (54)

donde los términos de presién no se incluyen en b ya que seran posteriormente
corregidos, el subinidice nb se asocia a los valores de velocidad en los nodos
vecinos al volumen de control desplazado y los términos A, y A,, son las areas
del volumen de control en que se ejercen las correspondientes presiones.
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Figura 5.2: Volimenes de control desplazados para u y v

5.2.3. Correccién de Velocidadaes y Presion

Al trabajar inicialmente con valores por corregir de presion y velocidades
que se denotardan por p*, u* y v*, las velocidades resultaran:

acuy =Y anptipy + b+ (Pp — Pp)Ae, (5.5)
anvy, = anpvy + b+ (P — Pi) An, (5.6)

Al proponer que la presién corregida p se obtiene de:
p=p"+p, (5.7)

donde p es la presion correctora, y procediendo de la misma forma con las
velocidades:

u=u"+u, v=v"+70. (5.8)

Luego, tomando como caso particular el momentum en direccién x, restando-
le a la ecuacién (5.5)) la ecuacién ((5.3)) se obtiene:

Qelle = Z Applnp + (ﬁP - ﬁE)Ae- (59)

Si en esta expresién se mantiene el término a,yty,,, éste tendria que ser ex-
presado en términos de la presién correctora y de las velocidades correctoras
en los bordes de 1, y asi repetidamente el problema se indefine. Ademés
al considerar el caso final en que las velocidades correctoras vecinas son nu-
las, > applny necesariamente serd nulo. De esta forma es posible reducir la
expresién anterior a:

e = de(Pp — PE), (5.10)
donde:

de

Ae
—. A1
- (5.11)
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De repetir este procedimiento en la ecuaciéon de momentum en direccién y,
resultan las siguientes velocidades corregidas:

Ue = 'LL: + de(ﬁP _ﬁE)a (512)
Un = U;; + dn(ﬁP _ﬁN)7 (513)

Ambas expresiones pueden ser reemplazadas en la ecuacién de continuidad
discretizada en el volumen de control del arreglo principal, ecuacién (5.1)),
obteniendo asi:

appp = agpE + awpw + anDN + asps + b, (5.14)
donde:
ap = pedcAy, (5.15)
aw = puwdeAy, (5.16)
ay = ppd,Ax, (5.17)
as = psdsArx, (5.18)
0
pp — pp)ATAy * "
p = e PPIBTRY ) — (puu) Ay
+[(pv")n = (pv*)s]Az. (5.19)

De esta forma la omisién del término ) anpt,p en la ecuacion y el co-
rrespondiente a la direccién y, permiten tratar a la presién correctora p como
a una cantidad escalar ¢ segin la ecuacion de presion correctora .
Dado que b corresponde al negativo del lado izquierdo de la ecuacion
de continuidad, es decir una produccién o fuente de masa en cada volumen
de control segun las velocidades no corregidas, es que éste término puede
tomarse como un indicador de la convergencia de las variables dependientes,
en que al tender a cero se cumple la continuidad.

Para la automatizacién del proceso es que se compara la maxima magni-
tud de b de entre todos los volimenes de control. Dicha magnitud puede
compararse con respecto a la calculada a partir del campo de velocidades
inicial, o bien cuando su diferencia con la calculada en la iteracién anterior
es menor a cierta tolerancia. Ambas condiciones requieren que el campo de
velocidades inicialmente supuesto no cumpla la continuidad en al menos uno
de los volimenes de control.

5.2.4. Algoritmo SIMPLE

Como sintesis del la seccién anterior, se presenta el algoritmo SIMPLE
(Semi-Implicit Method for Pressure-linked Equations) para obtener los cam-
pos de velocidades y de presién, cuya secuencia de operaciones a realizar en
cada volumen de control es:
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1. Comenzar con un campo de presiones supuesto p*.

2. Resolver las ecuaciones de momentum ([5.5)) y (5.6) para obtener u* y

v*.

3. Resolver la ecuacion (5.14]) para p del arreglo colocado.
4. Calcular p de (5.7, sumando p* a p.

5. Calcular v y v usando las ecuaciones ((5.12)) y (5.13]).

6. Resolver la ecuacion (4.57) para cualquier variable ¢ de interés (como
temperatura, concentracién o variables turbulentas) que influencie las
propiedades del fluido en la siguiente iteracién, términos fuente, etc.

7. Definir la presién corregida p como una presién por corregir p* y volver
al paso 2, repitiendo el proceso hasta obtener la convergencia de las
variables dependientes.

5.2.5. Subrelajacién

La ecuacién de presion correctora es susceptible a diverger, por lo que
se incorporan subrelajaciones, tanto para el campo de presiones como para
el de velocidades.

Considerando el campo de velocidades © como ejemplo, la subrelajacion se
ejecuta en el paso 2 de las secuencia de operaciones, modificando la ecuacién

(5.5)), segtin:

a * >k * *
Eeue = Zanbunb +b+ (pp —pp)Ac+ (1 — oz)gue. (5.20)
Mientras que la subrelajacién de presiones se ejecuta en el paso 4, modifi-

cando la ecuacién (5.7)), segin:
p=p°+ Qprp, (5.21)

en que buscando la convergencia, existe libertad para elegir los factores de
subrelajacién, recomendandose valores de a y oy, en torno a 0.5 y 0.8,
respectivamente.

Las sucesivas velocidades obtenidas en el paso 5 satisfacen la ecuacién de
continuidad, por lo que resulta razonable subrelajar la siguiente iteracion.

5.2.6. Condiciones de Borde
En general, se consideran las siguientes condiciones de borde:

= Presion conocida en los bordes: Caso en que se conoce y define la
presion p* en los bordes y las sucesivas presiones correctoras p son
cero, para los volumen de control perimetrales.
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= Velocidad conocida en los bordes: Caso en que se conoce y define las
velocidades u} y v, de las ecuaciones y (5.6) en las caras exte-
riores de los volumen de control perimetrales. Luego, en el paso 2 de
la secuencia de operaciones las velocidades en los bordes se resuelven
de forma tal que se mantengan en cada iteracién al definir a. = 1y
anp = 0 en los volumen de control perimetrales del arreglo desplazado.
Por otra parte, al considerar que la presiéon correctora p se resuelve
para el arreglo colocado y es cero en los bordes, los coeficientes a,; de
la ecuacién correspondientes al borde no aportan informacién y
se definen como cero. Esto produce un campo de presiones p cuyo gra-
diente satisface la ecuaciéon de momentum, asi como cualquier campo
p + ¢ donde ¢ es una constante arbitraria (ver regla bésica 3).

5.2.7. Algoritmo SIMPLER

Una mejora del algoritmo presentado anteriormente corresponde al algo-
ritmo SIMPLER (Semi-Implicit Method for Pressure-linked Equations Re-
vised). Considerando la ecuacién (5.3)), esta puede reescribirse como:

_ Z AnbUnb + b

o + de(pp — pE). (5.22)

Ue

Al definir la pseudovelocidad en x como:

~ Z AphUnp + b
Ue = )
Qe

(5.23)

compuesta por las velocidades de los bordes. Trabajando similarmente en la
direccién y, es posible plantear:

Ue = ae + de(pP - pE)a (524)
U = Up + dp(pp — PN). (5.25)

FEcuaciones analogas a las y , en que la presién p toma el lugar
de p.

Trabajando con las velocidades . y v, directamente en la ecuacién de con-
tinuidad discretizada , se deduce la denominada ecuacion de presion:

appp = agpPE + awpw + anpn + asps + b, (5.26)

donde se mantienen las definiciones de ap, ag, aw y ay, mientras que la
fuente de masa es en funcién de las seudovelocidades:

(Pp — pp)AzAy
At

La ecuacién ([5.26)) es similar a la ecuacion ([5.14]), con la diferencia de que no
se ha introducido una aproximacién de la presién, por lo que si el correcto

b=

+ [(pt)e — (pU)w] Ay + [(pV)n — (pV)s]Az.  (5.27)
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campo de velocidades es inicialmente definido para calcular las seudoveloci-
dades, la ecuacion de presién entregard inmediatamente el correcto campo
de presiones.

En base a lo anterior, se detalla el algoritmo SIMPLE Revised:

1.

2.

Comengzar con un campo de velocidades supuesto.

Calcular los coeficientes de la ecuaciéon de momentum y resolver © y v
segun ([5.23)), utilizando los valores de ;.

Calcular los coeficientes para la ecuacién de presion ([5.26|) y resolverla
para obtener el campo de presiones.

Considerar la presién como un campo p*, luego resolver la ecuacién de
momentum para obtener u* y v*.

Con estas velocidades, calcular la fuente de masa b segun (5.27)), luego
resolver la ecuacién de presién correctora ((5.14)).

Corregir los campos de velocidades segun (5.12)) y ((5.13)), sin corregir

las presiones.
Resolver la ecuacion (4.57) para cualquier variable ¢ de interés.

Volver al paso 2, repitiendo el proceso hasta obtener la convergencia
de las variables dependientes.

Comparando ambos algoritmos, en SIMPLE la presién inicialmente su-
puesta juega un rol importante en el proceso, mientras que en SIMPLER
no se suponen presiones, sino que éstas se calculan a partir de las velocida-
des. En el caso en que las velocidades supuestas inicialmente correspondan
a la solucién, SIMPLER siempre resolvera las presiones correctas, mientras
que SIMPLE deteriorara inicialmente estas velocidades, para luego conver-
ger a ellas. Es importante notar que apesar de que SIMPLER implica mayor
esfuerzo computacional por iteracion, en especial calculando las seudovelo-
cidades, en general la soluciéon converge mas rapido.
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5.3. Desarrollo Computacional

La programacién del método se realizé en el lenguaje MATLAB®), en
base a la teoria de los capitulos anteriores. Considerando malla cartesiana
variable en dos dimensiones.

Se adjuntan a este documento las distintas rutinas y subrutinas enume-
radas conforme al desarrollo de la literatura gufa [11]. El nombre de los
archivos tiene el formato ”Patankar - Nro. de archivo - Steady/Unsteady
-SIMPLE/SIMPLER - Ejemplo .mat”. En los ejemplos que corresponda, se
comparan los resultados obtenidos con las soluciones analiticas.

Dado que las rutinas SIMPLE y SIMPLER son similares en el tipo de opera-
ciones utilizadas, se adjunta al final de este documento el cédigo del método
SIMPLE en una de sus aplicaciones.

meshgrading: Elabora las coordenadas para generar una malla variable
de n; x ny, en degrade y cuyos largos entre dos volumen de control
adyacentes estan en una razén definida.

geometria: A partir de las coordenadas de la malla en los ejes = e y, genera
distintas matrices con informacién geométrica de cada volumen de
control, para ser utilizadas posteriormente.

Dflux: Calcula para cada volumen de control las conductancias difusivas

dadas por la ecuacién (4.65)).

Fflux: Calcula para cada volumen de control los flujos advectivos unitarios

dados por la ecuacion (4.53)).

Ascheme2DGF /Ascheme2D: Calcula los coeficientes definidos en las
ecuaciones (4.58)) a (4.61)) y (4.64).

SolveAxb: Resuelve el sistema lineal de ecuaciones appp = > anpdnp + b
compuesto por la ecuacion (4.57) para los distintos volumen de control
del dominio, que en total suman n = ngn,. Considerando la conser-
vacién del [-ésimo volumen de control, su ecuacién se almacena en la
matriz de n X n segun:
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outlet0/outletl: Redefine las primeras y ultimas columnas y filas de una
matriz como 0 6 1.

outbound: Redefine los coeficientes de borde ap =1y a, = 0.

plotesfuerzos: A partir del campo de velocidades, calcula y dibuja esfuerzo
y deformaciones en direcciones principales.

plotgrid: Dibuja grilla, nodos, presiones, campo de velocidades, lineas de
corriente y velocidades u y v para los arreglos colocado y desplazado.

plotvariables: Gréficas de las velocidades en u, v, la presién y el parametro
b en el dominio.

plotperfiluv: Grafica los perfiles de velocidades en direccién x e y para
L,/2y Ly,/2 en malla uniforme.

plotmasssource: Grafica el registro de convergencia del parametro b en el
nimero de iteraciones.
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5.4. Aplicaciones

Ademis de las aplicaciones expuestas en los capitulos y en que
solamente se resuelve la ecuacion (3.32]), se presentan las siguientes aplica-
ciones de las ecuaciones de Navier Stokes (5.4).

5.4.1. Flujo de Poiseuille

Se considera una seccion de altura D = 1 y ancho infinito por la que
circula un fluido en condicién laminar, de acuerdo a la figura 5.3 Para este
caso bidimensional es posible obtener la solucién exacta considerando:

1. Flujo estacionario: /0t = 0.
2. Flujo desarrollado: 9/dz = 0.

3. Campo gravitatorio actuando en direccién y: g, =0, g, = g.

4. Gradiente de presion en direccién del flujo es constante: Op/dx = —G.
5. Condicion de adherencia en bordes: v(z,0) = v(z,1) = u(z,0) =
u(z,1) = 0.
u(0,y) =1 Ly vu(b,y) =1
e -—

Z ;

L 5 b

1 7

Figura 5.3: Esquema de Flujo de Poiseuille.

De las condiciones, 1 a 4, la ecuacién de continuidad (3.9) y de momentum
(3.31) en ambas direcciones se reducen a:

ov
= — 2
0%u
_ %

De la primera ecuacién y las condiciones de borde es claro que no existe
componente vertical del flujo, mientras que la tercera ecuacién se refiere a la
presion hidrostatica en la vertical. Luego, ejecutando doble integracion sobre
la ecuacién y evaluando en las condiciones de borde de velocidad nula,
se obtiene:

u(z,y) = iy(H —y)
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En la figura se presentan las soluciones obtenidas con los métodos SIM-
PLE y SIMPLER en las distintas iteraciones, las que se aproximan a la
solucién exacta a partir de un campo inicial supuesto para p = 4 = 1. En
la figura se muestra la disminucién del pardmetro de convergencia de
fuente de masa maxima, siendo evidente la mayor rapidez de convergencia
del método SIMPLER en cada iteracién.

La figura [5.7] muestra la solucién para el caso en que el borde superior se
desplaza con velocidad unitaria ug,, = 1 en direccién del flujo, verificando
la convergencia a la solucién analitica:

Uy G
u(w.y) = FHE 4 oy (H ). (5.31)

Ademads de resolver un flujo en direccion z, se verifica la validez del programa
para un flujo en direccién y [11], en que éste entrega las mismas soluciones.

sl e efr)rep
AR R kA kAR kAL

o
(3]
sy riefelr

Figura 5.4: Discretizacién del dominio n, = 30, n, = 14 y campo de
velocidades, Flujo de Poiseuille.
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Velocidad u
(a) Perfil de velocidades u, SIMPLE.

0 0.5 1 1.5
Velocidad u

(b) Perfil de velocidades v, SIMPLER.

Figura 5.5: Comparacién entre algoritmos en x = 2.5, Flujo de Poiseuille.
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Figura 5.6: Fuente de masa, Flujo de Poiseuille.

Exacta

I
S

081

WO
C®NUD G RN

W
oL
KBS

0.6

it=13

W
AL
S-S~

it=18
it=19
it=20

0.4r

it=21
it=22
it=23
it=24
02+ it=25
it =26
it=27
it=28 | 2=
it=29 &
it =30
it =31

0 0.5 1 1.5
Velocidad u

o
|\

Figura 5.7: Algoritmo SIMPLER en Placas Paralelas, x = 2.5.
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5.4.2. Cavidad Cerrada

Se considera el caso bidimensional de un fluido inmerso en una cavidad
rectangular cerrada en la que el borde superior es desplazado con velocidad
constante, generando una recirculacién del fluido, de acuerdo a la figura[5.8|
Dicho caso no posee solucion analitica, sin embargo su soluciéon numérica se
presenta bajo las siguientes suposiciones:

1. Flujo estacionario: /9t = 0.
2. Campo gravitatorio igual a cero.
3. Condicién de adherencia en bordes inferior y costados: v = u = 0.

4. Condicién de adherencia en borde superior: v(z,1) = 0,u(z,1) = 1.

u(z,1) =1

-~ r~--"-""-"-- — -
1
! 1
[ |
! 1
! 1
[ |
! 1
| y !
! 1
[ |
! xT |

e ————————————————————
L L L
1 7

Figura 5.8: Esquema de flujo de Cavidad Cerrada.

Utilizando el esquema de diferencias centradas e implementando el algoritmo
SIMPLE con una malla uniforme de 80x80, p = 1 y u = 0.01, se obtienen las
lineas de corriente de la figura y los perfiles de velocidad en las secciones
medias del dominio que muestran las figuras y Estos perfiles se
han comparado con los obtenidos por Ghia et al.[6] para un nimero de
Reynolds de Re = 100, obteniendo distribuciones de velocidades similares,
cuyas diferencias alcanzan un error porcentual méximo de un 5% para la
direccién x y 6 % en direccién y. Estas diferencias pueden reducirse atin més
si se aumenta el nimero de voliimenes de control, o bien de iteraciones al
minimizar el parametro de convergencia mostrado en la figura [5.12
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Figura 5.10: Perfil de velocidades (0.5, y), Cavidad Cerrada.
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0.2

— it =3000
o Ghia et al 1989 |

0.1r

Velocidad v

0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 5.11: Perfil de velocidades v(zx,0.5), Cavidad Cerrada.
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Iteracion

Figura 5.12: Fuente de masa en iteraciones, Cavidad Cerrada.

La rutina de esta aplicacién se puede revisar en el anexo, seccién [8.1.2
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5.4.3. Cavidad Cerrada 2

A modo de ejemplo, se considera un fluido inmerso en una seccién rec-
tangular inclinada cuyas caras superior e inferior se mueven con velocidad
unitaria, de acuerdo a la figura [5.13, p = . = 1 y g = 1000. Se resuelve
utilizando el algoritmo SIMPLER para:

1. Flujo estacionario: /0t = 0.

2. Campo gravitatorio actuando inclinado ¢/r al sistema coordenado:
g =0, gy = —g.

3. Condicién de no deslizamiento en costados u = v = 0

4. Condicién de adherencia en borde superior e inferior: v = 0,u = 1.

u(z,1) =1
7LI ....... — - -
v |
: r  u(z,0)=1 !
HS, e —p - === =
e 1 L
1 7

Figura 5.13: Esquema de flujo de Cavidad Cerrada 2.
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Figura 5.15: Campo de velocidades y lineas de corriente.
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Figura 5.16: Perfil u(0.5,y).
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5.4.4. Desviacién de Flujo

A modo de ejemplo, se considera el caso bidimensional de un fluido
inmerso en una camara cerrada por el que se desvia, de acuerdo a la figura
.17y p = p = 1. Dicho caso tampoco posee solucién analitica, sin embargo,
su soluciéon numérica se presenta utilizando el algoritmo SIMPLER, bajo las
siguientes suposiciones:

1. Flujo estacionario: 9/9t = 0.
2. Campo gravitatorio nulo.
3. Condicién de no deslizamiento en costados u = v = 0

4. Condicién de adherencia en borde superior e inferior: v = 0,u = 1.

S| S
1 :
— |2
T x :
e
L 1 L
1 7

Figura 5.17: Esquema de Desviacion de Flujo.
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Figura 5.19: Lineas de Corriente, Desviacién de Flujo.
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6. FVM Aplicado al modelado de un Vertedero
Frontal en OpenFOAM

Con el propésito de evaluar el alcance del Método de Voliimenes Fini-

tos en una aplicacion propia de la Hidraulica, es que se procede a utilizar
el software de uso libre OpenFOAM (Field Operation And Manipulation).
Este software basado en el Método de Volumenes Finitos, consta de una bi-
blioteca C++ capaz de resolver variados problemas de mecénica de medios
continuos.
A continuacién se presenta el modelo de un vertedero de bajada curva cuyos
escenarios han sido experimentados en el canal hidrdulico de la Universidad
Técnica Federico Santa Maria. Esto con el objetivo final de comparar altu-
ras de presién en el vertedero, coeficientes de descargas obtenidos mediante
software, teoria y mediciones; esto para distintos caudales.

6.1. Mediciones Experimentales

Se utiliz6 un canal hidraulico de experimentacién Armfield?} modelo S6-
MKII 5 de 30[cm] de ancho, 5[m| de largo y un vertedero curvo modelo S6-
23: Ogee Weir €& Manometer Board de 8 manémetros ubicados en la parte
superior de éste. El interés de modelar el flujo sobre este tipo vertedero radica
en la incapacidad de obtener soluciones tedricas del flujo con los principios
de la Hidraulica, ya que no es posible asumir gradientes de presion en la
salida.

http://discoverarmfield.com/media/transfer /doc/flumes.pdf
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Figura 6.1: Canal Hidraulico de experimentacién S6-MKII 5, Armfield.

Como muestra la figura impulsando el flujo con el 50 % de la po-
tencia méxima de la bomba se obtiene un caudal de 13.75[L/s], una altura
del flujo aguas arriba de aproximadamente 30[cm], seguido de un torrente
aguas abajo y mediciones en los 8 mandémetros. De esta forma se tomaron
datos del caudal, de la altura del escurrimiento aguas arriba del vertedero
y de la alturas piezométricas de los medidores variando la potencia de la
bomba hidraulica.

Las mediciones para todos estos casos se muestran en las figuras y
donde ademads se han incluido otros tipos de vertedero frontal presentados
en la tabla[6.1] Estos vertederos, que a pesar de no ser de la misma altura

a que el vertedero curvo de interés, permiten verificar la teoria expuesta en
la seccién [3.4.3)
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Figura 6.2: Mediciones de alturas.

100

Tabla 6.1: Coeficientes de Gasto Experimentales

Tipo de Vertedero Modelo | meqyp

Curvo 56 —23 | 0.55

Pared Delgada Napa Deprimida S6 —20 | 0.43
Pared Delgada Napa Adherente 56 —20 | 0.42
Pared gruesa de Aristas Vivas S6—21 1| 0.38
Pared gruesa de Aristas Redondeadas | S6 — 21 | 0.36

De acuerdo a la ecuacién de Bernoulli, la carga total con que im-
pulsa la bomba es invertida en altura de velocidad, asociada al gasto medido,
en altura y presion del flujo sobre el vertedero. Por lo que a mayores alturas
de vertedero corresponde una disminucién de presién, de la velocidad y en
consecuencia del gasto. Esto se aprecia en las curvas de la figura[6.3] en don-
de a potencias de la bomba menores al 40 %, los caudales son ligeramente
menores segin aumenta la altura de los vertederos. Para potencias mayores
esta relacién no es apreciable dado que la carga total se destina casi en su
totalidad en altura de velocidad, siendo despreciable la carga invertida en el

nivel del agua sobre el vertedero.
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Figura 6.3: Mediciones de gasto.

El manémetro es un instrumento destinado a medir diferencias de presion

por medio de columnas de agua liquidas entre dos puntos mediante un tubos
o mangueras en forma de “U”.
Considerando cualquiera de los manémetros de la figura [6.1, uno de sus
extremos estd unido al vertedero a una altura z; medida desde la base del
canal y cuya altura de presion % es desconocida. El otro extremo estd en el
medidor, cuya columna de agua alcanza una altura zo a presién atmosférica.
Por lo que del principio de Bernoulli se obtiene

Z1—|—£ _ z2+patm’
Y Y
~——
~0
=>£ = 29 — Z21.
Y

Este principio se verifica en las siguientes experiencias:

= Vertedero sumergido bajo el fluido en reposo: Todos los medidores
marcan el nivel de la superficie del agua, verificindose la presién hi-
drostatica.
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Figura 6.4: Vertedero sumergido bajo el fluido en reposo.

= Vertedero funcionando al minimo gasto posible: Sobre el vertedero la
altura de presién y la altura de velocidad son despreciables respecto
a la altura de éste, por lo que los medidores marcan las alturas del
vertedero en los puntos en que se conectan:

— 0= 21 = 29.
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Figura 6.5: Vertedero funcionando al minimo gasto posible.

El caso de interés en el que el vertedero funciona a gastos mayores, cada
medidor se ve influenciado por la presién local de la trayectoria de flujo in-
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mediata a este, obteniendo alturas como las que muestra la figura (6.1

La figura presenta los valores experimentales de la altura de presién en
los distintos puntos de medicién al variar el caudal, que en general resultaron
negativas y de mayor magnitud en los puntos més altos del canal, como se ha
anticipado, alcanzando magnitudes de altura mayores a la altura geométrica
del vertedero, no permitiendo su medicién para los dos mayores caudales.
Estos resultados también se explican por el principio de Bernoulli al consi-
derar que sobre el vertedero:

1. Evidentemente la altura geométrica z aumenta, alcanzando la altura
del vertedero.

2. La velocidad aumenta significativamente por continuidad, al contraerse
la seccién viva. Siendo la altura de velocidad ‘2’—9 el término de mayor
variacién.

El aumento de estos términos tiene como consecuencia la disminucién de la
altura de presién, para satisfacer dicho principio.

o
( -
D 4

—6— Q=12[L/s]
Q=13.75[L/s]
—O6— Q=15.47[LJs]
—6— Q=17.07[L/s]
—6— Q=18.6[L/s]
Q=20.11[L/s] |
—6— Q=21.65[L/s]
—6— Q=23.16[L/s]
Q=24.74[LIs)
—6— Q=26.27[L/s] | 1
—6— Q=27.73[L/s]
—6— Q=30.96[L/s]

D5
4 5 6 7 8

Medidores

—6— Q=10.25[L/s]
-10 ¢

p/y [em]

-15¢

—6— Q=4.51[L/s]
—6— Q=6.54[L/s]
-5 Q=8.47[L/s]

-20

=
N
w

Figura 6.6: Mediciones en S6-23 Ogee Weir Manometer Board.

Tabla 6.2: Coordenadas horizontales, medidas desde la cara aguas arriba.

Medidor [1 2 3 4 5 6 7 8
zfmm] |3 6 9 15 27 39 6 85
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6.2. Modelo en OpenFOAM

Las ecuaciones a modelar corresponden a la de continuidad y de Navier
Stokes para los valores medios (Reynolds averaged Navier-Stokes RANS):

U,

o,
O(Ul) a(Ul) o 1 8(?4‘ %pk‘) 10 8Ul aU]
ot Ui ox; gi P ox; p(‘?x] (v+vr) Oz + ox;

expuestas en la seccién [3.2] en donde la viscosidad turbulenta vz es obtenida
de las variables turbulentas segun la ecuacién ([3.43)), que se obtienen de las
siguientes ecuaciones ya vistas:

Ok Ok _ (U OUNOU 0 [(, ) ok
ot Tom; r dxj  Ox; ) Ox; ox;j or) Ox;|’
Oe Oe ou;  oU;\ oU, €
ot = ot | (G + 52) 3] ~ O

) ]

Dado que el flujo aguas arriba del vertedero es uniforme, el dominio se
extiende de forma tal de alcanzar esta condicién antes del vertedero, veri-
ficando que las condiciones de borde en la entrada no influye significativa-
mente el desarrollo del flujo en el vertedero.

Para todos los escenarios el mallado es hexaédrico, refinado en los bordes
del dominio, en la interfase agua-aire y sobre el vertedero, para asi obtener
una mayor estabilidad en la solucion y resolucién en los puntos medidos
experimentalmente. La figura muestra el mallado de elevacién utilizado
en los modelos de dos y tres dimensiones; y de la curva de bajada, la cudl
es lo suficientemente densa como para capturar la curvatura de la interfase.

6.2.1. Mallado
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(b) Mallado del vertedero S6-28 Ogee Weir.

Figura 6.7: Geometria del modelo en software ParaView.

6.2.2. Discretizacién Temporal y Estabilidad Numérica

El costo computacional de emplear un esquema implicito en el tiempo,
como el expuesto en la seccién [£.:4.1] se vuelve inviable para la gran cantidad
de volimenes de control definidos. OpenFOAM permite emplear distintos
esquemas explicitos en el tiempo, asegurando la estabilidad numérica de la
solucién dada por la condicion de Courant Friedrich Levy[d]:

uAt
que basicamente restringe el intervalo de tiempo de la integracién, verifican-
do que éste es menor que el empleado por el flujo en trasladarse entre los
nodos de dos volimenes de control adyacentes, respetando el sentido de la
discretizacion. Se define un nimero de Courant maximo igual a 0.5 en el
programa.
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6.2.3. Propiedades del Fluido Modelado

Como se anticipd en la seccién del marco tedrico, el modelo de un
vertedero u otra singularidad de contorno abierto se hace resolviendo las
ecuaciones de Navier Stokes para un flujo de dos fases: agua y aire. Junto
con considerar un coeficiente de tensién superficial de o = 0.07[];—3] para
una temperatura de 20°C' [12], las propiedades de ambas fases se definieron
como:

Tabla 6.3: Propiedades del fluido.

k

P35 | vl ]
Agua | 1000 | 1075
Aire 1 107°

6.2.4. Condiciones de Borde

Las condiciones de borde establecidas para el modelo bidimensional son:

» inlet: Condicién aguas arriba del vertedero, de seccién fija (hasta los
22[cm]), donde se establece la entrada de la fase liquida a velocidad
constante asociada al caudal experimentado.

= outlet: Condicién aguas abajo del vertedero. Se ha propuesto estable-
cer una condicién del tipo Neumman para todas las variables, consi-
derando que el régimen se hace uniforme.

= lJowerWall: Condiciéon de adherencia del flujo, en que las velocidades
son nulas. Esta condicién se ha definido para el contorno inferior del
dominio y sobre la entrada del flujo (desde los 22[cm], coplanar a inlet).

= atmosphere: Condicién en que ambas fases pueden salir o ingresar al
dominio, segiin sea el gradiente de presiones resuelto.

Para el modelo tridimensional se adiciona la condicién de adherencia en las
caras frontWall y backWall.

6.3. Resultados
6.3.1. Geometria del Perfil

Ajustando la curva de disefio dada por la ecuacién expuesta en
la seccion a la curva del perfil aguas abajo del vertedero S6-23, como
muestra la figura es posible aproximar en la bajada la curva corres-
pondiente a una altura de disefio de 3.5[cm]; mientras que en la seccién de
subida no es posible ajustar adecuadamente el diseno WES, sino solamente
una forma eliptica de semiejes de 1y 0.7[cm].
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Figura 6.8: Ajuste de curva del perfil aguas abajo del vertedero S6-23.

6.3.2. Solucién Estacionaria

A pesar de que solamente interesa la solucién estacionaria del modelo, el
software solo dispone de un andlisis temporal. Por lo que es necesario pasar
por el transiente de la respuesta para llegar al resultado.

La figura muestra el transiente de las componentes de velocidad para un
volumen de control situado sobre la cresta del vertedero (z = —0.9[cm]). De
ésta puede apreciarse que la solucion de los distintos escenarios se independi-
za de la componente temporal a distintos tiempos, siendo necesario alcanzar
tiempos de andlisis mayores conforme disminuye el caudal de entrada.
También se comprueba la igualdad de soluciones para modelos en dos y tres
dimensiones en tres casos representativos, donde es de especial interés el
escenario de mayor altura @ = 30.96[m?/s], cuya razén entre la altura del
flujo y el ancho de la seccién vale 10.6[cm]/30[cm] ~ 1/3. De acuerdo a la
literatura, para razones menores a 1/5 se verifican reparticiones de veloci-
dades independientes de la tercera dimensién [3], valor de referencia menor
al obtenido en estos modelos.
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Figura 6.9: Transientes de velocidad en la cresta del vertedero.

Se concluye asi que la ganancia en exactitud de resultados para modelos
en tres dimensiones no compensa, en el rango experimentado, el elevado cos-
to computacional que implica su obtencion en comparacion con los obtenidos
en modelos bidimensionales. Por lo cudl, los resultados que se presentan en
las siguientes secciones se han obtenido para modelos en dos dimensiones.

6.3.3. Coeficientes de Gasto

Para la obtencion de la curva de descarga es necesario modelar el mis-
mo escenario a distintas velocidades de entrada. En la figura se pre-
sentan las curvas de descarga obtenidas experimentalmente y simuladas en
OpenFOAM en modelos bidimensionales que, como se ha comprobado en la
seccion [6.3.2] dan resultados précticamente iguales para modelos tridimen-
sionales.
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Figura 6.10: Curvas de descarga.

En la figura[6.10] las cargas experimentales y modeladas para el minimo
caudal son aproximadamente iguales a la carga de diseno del perfil, obtenida
en la seccién [6.3.11
Utilizando la ecuacion , es posible presentar estos resultados en térmi-
nos de m/mg y H/Hy como muestra la ﬁgura La relacion entre ambas
razones es inicialmente creciente hasta alcanzar cierta constancia de m/my.
Dicha relacion corresponde a la presentada en la seccién Sin embargo,
los valores no son comparables por las pequenas dimensiones del vertedero
con el que se trabaja.
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Figura 6.11: Coeficientes de gasto para cargas diferentes a la de diseno.

Una forma practica de comparar los coeficientes de gasto experimentales
y obtenidos con OpenFOAM, es correlacionar linealmente el caudal medido
por unidad de ancho q y el término H+/2gH, donde H es la carga total; ob-
teniendo asi un coeficiente de gasto representativo. La tabla y la figura
[6.12) presentan los valores obtenidos.
En vista de que la correlacion es entre variables de igual dimension, es que
se verifica un buen ajuste, cuyo estadistico de Pearson es cercano a 1 y el
coeficiente de posicién cercano a cero en ambos casos. El error porcentual
del modelo con respecto al valor experimental es de un 10 %.
En cuanto al nimero de Reynolds de estas experiencias, éste se aproxima
como Re = 4U(a + h)/v a partir de la seccién, caudales y cargas medi-
das aguas arriba; resultando en valores desde 60.133 para el caudal minimo
hasta los 412.800 para el caudal maximo. En canales abiertos la transicion
entre el régimen estratificado y el turbulento es poco clara, donde valores
de referencia desde 100.000 (en paredes lisas) pueden ser considerados. Sin
embargo, desde el punto de vista practico, en canales siempre se considera
el movimiento como turbulento.

Tabla 6.4: Coeficientes de gasto m.

m
Experimental | 0.55
OpenFOAM | 0.62
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Figura 6.12: Correlaciones lineales para coeficientes de gasto.

El rango de caudales con que se ha experimentado corresponde al rango
instrumental de la bomba impulsora. Se ha procedido de esta forma, ya
que el objetivo en si es evaluar el método numérico comparandolo con la
mayor cantidad de datos experimentales posibles. Estos caudales claramente
producen alturas muy por sobre la maxima que se esperaria en un vertedero
real, que es la altura de diseno Hy.
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6.3.4. Alturas de presiéon

De los resultados obtenidos a partir del modelo a distintos caudales es
posible extraer los datos de presion en los nodos de cada volumen de control.
Tomando los datos de los voliimenes de control mas cercanos a la salida de
los manémetros en el vertedero y dividiéndolos por - se obtienen las alturas
de presion presentadas en la figura [6.13] Para bajos caudales, estas presio-
nes son sensibles a las condiciones de borde establecidas para las variables
turbulentas k, € y vr. Por lo que es necesario aproximar adecuadamente sus
magnitudes.

—— %
—o6— Q=451[Ls]
—o6— Q=6.54[LJs]
Q=8.47[Lis]
—6— Q=10.25[L/s]
—o— Q=12[Ls]
Q=13.75(Ls]
—6— Q=15.47[s]
—6— Q=17.07[L/s]
—o— Q=18.6[Lis]
Q=20.11[Lss] |
—6— Q=21.65(Ls]
—6— Q=23.16[Us]
Q=24.74[Ls]
—6— Q=26.27[L/s] |

—6— Q=27.73[Ls]
—6— Q=30.96[L/s]
_25 1 1 1 1 1 1

1 2 3 4 5 6 7 8
Volumenes de Control

Figura 6.13: Alturas modeladas.

Considerando la razén entre las variaciones de presién modeladas y la al-
tura de diseno Hy = 3.5[cm] para los primeros cuatro escenarios, se obtienen
las curvas de la figura donde Hy, = p/v. Es posible comparar estos re-
sultados con los obtenidos en el reporte de Waterways Experiment Statiorﬂ
(1977) de experiencias en vertederos de altura de diseno Hy = 30.5[cm)],
relacién a/Hy = 3.4 y ancho de 2.4[cm]. Considerando los resultados de ver-
tederos sin machones, se observan la misma forma que las curvas obtenidas
en OpenFOAM. Las subpresiones del modelo en general resultaron de ma-
yor magnitud que las del reporte, lo que posiblemente se deba al hecho de
trabajar con una relacién a/Hy mayor, y presentan quiebres debido a la alta
sensibilidad de la solucién ante minimas discontinuidades en la geometria de
la bajada del vertedero y que se han reducido lo més posible en el proceso
de mallado.

3acwe.sdp.sirsi.net /client /search/asset /1035322
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Del reporte se puede notar que una mayor inclinacién inicial del tramo de
subida produce mayores presiones por la desviacién de las trayectorias que
experimenta el flujo en su entrada al vertedero. Esto explica los altos valo-
res iniciales obtenidos del modelo, cuyo perfil traza una clara elevaciéon en
la subida, ﬁgura resultando en razones H,/Hg que superan los 0.5.

1 - L
0 0.5

x/HG|

[EEN

Figura 6.14: Distribucion de presiones modeladas sobre el vertedero.

Finalmente, al calcular las diferencias entre las presiones obtenidas ex-
perimentalmente, figura [6.6], con las presiones modeladas y evaluadas en los
puntos de medicion, se obtiene la figura [6.15
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Figura 6.15: Diferencia entre alturas de presion modeladas y medidas.

De esta se aprecia como las diferencias son cercanas a cero para cauda-
les bajos, mientras que para caudales altos éstas aumentan sin alcanzar las
magnitudes de subpresién experimentales, especialmente en los medidores
centrales; diferencias que crecen para mayores caudales, en los que corres-
ponden mayores subpresiones. Porcentualmente corresponde a errores que
alcanzan el 20 % de las magnitudes de presién experimentales. Estas dife-
rencias pueden explicarse al considerar que las mediciones experimentales
son en la superficie misma del vertedero, donde la capa limite influencia en
la localidad a una cierta escala espacial que no es resuelta por el modelo
de turbulencia; o bien puede tratarse de la inexactitud debida a las simpli-
ficaciones con que se han resuelto las variables turbulentas en la vecindad
de las paredes, segtin la seccién De esta forma, se abre el problema
para posteriores estudios, en que se sugiere continuar con la evaluacion del
modelo de turbulencia Large-Eddy Simulation (LES), el cuél puede resolver
las ecuaciones considerando menores escalas de tiempo y longitud, sujeto a
un mayor costo computacional.
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7. Conclusiones

El Método de Voliimenes Finitos estd basado en la conservacién de can-
tidades escalares en un conjunto de volimenes de control adyacentes entre
si, de esta forma cada término de la ecuacién de transporte es discretizado
y adaptado en funcion de la geometria de estos volimenes. La principal dis-
cretizacién corresponde al tratamiento de los flujos advectivo y difusivo, los
cuales se analizan en las caras de cada volumen en términos de los valores
nodales, siendo asi una discretizacién con mayor sentido fisico.

La principal ventaja del método es la facilidad con que analiza cada uno
de los términos de la Ecuacién de Transporte, dando la posibilidad de tra-
tar problemas transcientes y permanentes; establecer funciones del término
fuente y definir distintas condiciones de borde para cada volumen de control.
La desventaja del método corresponde a la falsa difusién que se genera en
la solucién cuando los flujos atraviesan de forma oblicua las caras de algun
volumen de control, produciendo una difusién de la magnitud transporta-
da. Por lo que preferentemente el mallado debe ser escogido suponiendo de
antemano la solucién del campo de velocidades. En la implementacién del
método para la resolucion de la ecuaciéon de Navier Stokes, se comprueba
que los algoritmos SIMPLE y SIMPLER corresponden a una manipulacién
de las ecuaciones de continuidad discretizadas y de conservacion del momen-
tum lineal, que iterativamente permiten resolver las presiones, velocidades
y alcanzar la continuidad. En las aplicaciones de las ecuaciones de Navier
Stokes presentadas se verifica la convergencia a la solucién exacta para el
flujo de Poiseuille y a la solucién dada por Ghia et al[6] en el caso de Cavidad
Cerrada. Las soluciones de las aplicaciones restantes, si bien no se compa-
ran con soluciones validadas, presentan lineas de corriente que no se cruzan
entre si, ajustdndose perfectamente a las condiciones de borde establecidas.
Por lo tanto, esta implementacion constituye un primer paso para futuros
trabajos que se basen en el método de volimenes finitos y en las ecuacio-
nes de transporte en mallas regulares, pudiendo extenderse al estudio de
condiciones de bordes distintas a las expuestas, fenémenos de capa limite o
modelos de turbulencia, entre otros.

Para la segunda parte de este estudio, la experimentacién y modelado
del canal hidraulico de la Universidad constituye un desarrollo integral en el
estudio del Método de Volimenes Finitos y de los principios fundamentales
de la Hidraulica.

Las mediciones de carga aguas arriba del vertedero a distintos caudales die-
ron resultados esperables: Un coeficiente de gasto de 0.43 en el vertedero
de pared delgada y de 0.55 en el vertedero de bajada curva. Por otra parte
las mediciones de los mandémetros sobre este ultimo vertedero resultaron en
subpresiones apreciables. A pesar de su pequeiio tamano, el modelo en Open-
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FOAM de este vertedero frontal dio buenos resultados en la prediccién de la
carga aguas arriba, obteniendo una curva de descarga similar a la obtenida
experimentalmente y cuyo coeficiente de gasto resulté de 0.62, aproxima-
damente un 10 % mayor que el experimental. Las curvas de presién en los
puntos asociados a las mediciones de los mandémetros resultaron similares
en su distribucién espacial y magnitudes, sin embargo, diferencias surgen
a mayores subpresiones en los puntos ubicados en la cresta del vertedero,
pudiendo tratarse de la influencia de la capa limite en la localidad de estos
puntos, la cual es simplificada en el modelo. De esta forma, se reconoce la
capacidad del Método de Volimenes Finitos y su aplicacién en el modelo de
turbulencia k-e¢ para resolver el flujo de agua sobre un vertedero de bajada
curva.
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8. Anexo

8.1. Cédigo de MATLAB

8.1.1. Ecuacién de Transporte

%Patankar 5.3
Lx =30; Ly=20;
nx=30; ny=20;
dx = Lx/nx; dy=Ly/ny;

xb=(0:dx:Lx)’; yb=(0:dy:Ly)’;
dx=diff(xb); dy=diff(yb);
[Dx,Dy]=meshgrid(dx,dy) ;

x=.5*%xb(1l:end-1)+.5*xb(2:end) ;
y=.5*yb(1:end-1)+.5%yb(2:end);

dxb=diff (x);

dyb=diff (y);

cc=2;

dxe=[dxb;dxb(end)/cc]l; dxw=[dxb(1)/cc;dxb];
dyn=[dyb;dyb(end) /cc]; dys=[dyb(1)/cc;dyb];

vel=1; ang=30;

u=velxcos (ang*pi/180)*ones (ny,nx) ;
v=velxsin(ang*pi/180)*ones (ny,nx) ;
ue=u; uw=ue; VI=V; VS=vD;

rho=1; c=1; J0 para caso impermanente

dt=2;

maxCo=max (max (max (uxdt./Dx)) ,max (max (v*dt./Dy)));
FalseDiffussion=rho*vel#Dx.*Dy*sin(2*ang*pi/180) ./ (4*Dy*sin(ang*pi/180) ~3+Dx*cos (ang+*pi/180

Sp=0%*ones (ny,nx) ;

Sc=1*ones(ny,nx); Sc(1,:)=0; Sc(uy,:)=0; Sc(:,1)=0; Sc(:,nx)=0;
g=zeros(ny,nx); q(ny,2:end-1)=-10*ones;

k=1;

ke=k*ones(nx,ny)’; kw=ke; kn=ke; ks=kn;

dxe=repmat (dxe,1,ny)’; dxw=repmat(dxw,1,ny)’;
dyn=repmat (dyn,1,nx); dys=repmat(dys,1,nx);
dA=Dx. *Dy;

aOp=rho*c*Dx.*Dy/dt; aOp(l,:)=ones; alOp(:,1)=ones; alp(:,nx)=ones;
De=ke.*Dy./dxe; Fe=rho*ue.*Dy; Pe=Fe./De;
Dw=kw.*Dy./dxw; Fw=rho*uw.#*Dy; Pw=Fw./Dw;

Dn=kn.*Dx./dyn; Fn=rho*vn.#*Dx; Pn=Fn./Dn;
Ds=ks.*Dx./dys; Fs=rho*vs.*Dx; Ps=Fs./Ds;
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s=2; % ecc. 5.60
switch(s)
case 1

Ae=1-.5%Pe; Aw=1-.5%Pw; An=1-.5%Pn; As=1-.5%Ps;
text (s)={’Central Difference’};

case 2

Ae=1; Aw=1; An=1; As=1;
text(s)={"Up Wind’};

case 3

Ae=max(0,1-.5%abs(Pe));
Aw=max (0,1-.5*abs(Pw)) ;
An=max(0,1-.5*abs(Pn));
As=max(0,1-.5*abs(Ps));
text (s)={’Hybrid Scheme’};

case 4

Ae=max (0, (1-.1*abs(Pe))."5);
Aw=max (0, (1-.1*abs(Pw))."5);
An=max (0, (1-.1*abs(Pn))."5);
As=max (0, (1-.1*abs(Ps))."5);
text (s)={’Power Law’};

case b5

end

ae=De.
aw=Dw.
an=Dn.
.xAs+max (+Fs,0) ;

as=Ds

Ae=abs(Pe) ./ (exp(abs(Pe))-1);
Aw=abs (Pw) ./ (exp(abs(Pw))-1);
An=abs (Pn) ./ (exp(abs(Pn))-1);
As=abs (Ps) ./ (exp(abs(Ps))-1);
text (s)={’Exponencial’};

*Ae+max (-Fe,0);
*Aw+max (+Fw,0) ;
*An+max (-Fn,0) ;

ap=aet+aw+an+as+aOp-Sp.*dA;

%Condicién de Dirichlet
as(1,:)=0; as(ny,:)=0; as(:,1)=0; as(:,nx)=0;
ae(1,:)=0; ae(ny,:)=0; ae(:,1)=0; ae(:,nx)=0;
aw(1,:)=0; aw(ny,:)=0; aw(:,1)=0; aw(:,nx)=0;
ap(1,:)=1;
%Condicién de Neumann
an(1,:)=0; an(: ,1)=0; an(:,nx)=0;
ap(ny, :)=an(any, :)-Sp(ay, :) .*Dx(ny, :) .*Dy(ny, :) ;
ap(:,1)=1; ap(:,nx)=1;
phi(:,:,1)=zeros(ny,nx);
A=zeros (nx*ny) ;
Nt=5;
for m=1:Nt

b=Sc.*Dx.*Dy+q+alp.*phi(:,:,m);
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for i=1:nx*ny
for j=1:ny*nx
1=(i-1)*ny*nx+j;
A()=(i==j)*ap(j)-(j+1==i)*an(j)-(j-1==i)*as(j)-...
(j+ny==1i)*ae(j)-(j-ny==i)*aw(j);
end
end
X=A\b(:);
phi(:,:,m+1)=vec2mat(X,ny)’;
end
figure
for m=1:Nt
plot (x,phi(round(ny/2),:,m+1));hold on
textl(m)={strcat(’t =’ ,num2str (m*dt))};
legend(textl, ’Location’, ’northwest’) Y%#ok<*SAGROW>
end
xlabel (’x’);
ylabel(’\phi’);
set(gca, ’FontSize’,16)
save2pdf (’ curvas1CB2D’)
figure
for m=1:Nt
plot(y,phi(:,round(nx/2),m+1));hold on
text2(m)={strcat(’t =’ ,num2str(m*dt))};
legend(text2,’Location’,’southwest’)
end
xlabel(’y’);
ylabel(’\phi’);
set(gca, ’FontSize’,16)
save2pdf (’ curvas2CB2D’)

figure

imagesc(x’,y, (phi(:,:,m+1))); colorbar; hold on; set(gca,’YDir’,’normal’);
plot(repmat(x’,ny,1) ,repmat(y,1,nx),’r.’,[xb(:) xb(:)],...

[0 Lyl,’w-’,[0 Lx], [yb(:) yb(:)],’w-"); hold on;

quiver (repmat(x’,ny,1) ,repmat(y,1,nx),u,v,.4,’w’); axis equal;

xlabel (’x’);

ylabel(’y’);

set(gca, ’FontSize’,16)

legend(strcat (’maxCo=’,num2str (maxCo))) ;

save2pdf (’CB2D’)

8.1.2. Navier Stokes: Cavidad Cerrada (SIMPLE)

% % Patankar 6.4

Lx =1;
nx =20;
Rx=1;
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[xb,dx]=meshgrading2(Lx,Rx,nx) ;
nxb=length(xb);

Ly =1;

ny =20;

Ry=1;
[yb,dy]l=meshgrading2(Ly,Ry,ny) ;
nyb=length(yb);

ble .5xxb(1:end-1)+.5%xb(2:end); %Coordenada x de centro de celdas
y =.5xyb(l:end-1)+.5%yb(2:end); %Coordenada y de centro de celdas
dxu=diff (x);
dyv=diff (y);

xv =[0;x;xb(end)];
yu =[0;y;yb(end)];

[Xe,Ye,Xn,Yn,Xb,Yb,X,Y,Dx,Dy,Xu,Yu,Xv,Yv, ...
Dxnb,Dynb,dynnbu,dysnbu,dxenbv,dxwnbv] =geometria(xb,yb,dx,dy) ;

Re=100
% %DIFUSIVIDAD

k=1/Re; YViscosidad dindmica agua a 20°C: .0001029
%Control volume for u

DynbE=Dy(:,2:end) ; %delta y o largo de caras E

DynbP=Dy(:,1:end-1); %delta y o largo de caras P

[DnbE,DnbPx,Dnbn,Dnbs]=Dflux (k,k,k,k,Dxnb,DynbE,Dx(:,2:end) ,Dx(:,1:end-1) ,dynnbu,dysnbu) ;
Ae=outletO(DynbE) ; %Cambio de variable para ecc (6.8). Incorporacién de 0’s, para manten
%Control volume for v

DxnbN=Dx(2:end, :); %delta x o largo de caras N

DxnbP=Dx(1:end-1,:); %delta x o largo de caras P

[Dnbe ,Dnbw,DnbN,DnbPy]=Dflux(k,k,k,k,DxnbN,Dynb,dxenbv,dxwnbv,Dy(2:end,:) ,Dy(l:end-1,:));
An=outletO(DxnbN) ; %Cambio de variable para ecc (6.9). Incorporacién de 0’s, para manten

rho=1; dt=0.001; c=0;

alphap=.8; %ecc(6.24)

alpha=.5; Y%ecc(4.55)

s=2;% 1-Central Difference, 2-Up Wind, 3-Hybrid Scheme, 4-Power Law
h=1;% 1-Matlab Solver

g=0;

tetha=-90;

gx=g*cos (pi*xtetha/180);
gy=g*sin(pi*tetha/180);

vel =1;

ang =0;
u0 =velx*cos(pi*ang/180);
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v0 =velxsin(pix*ang/180);

Q=uOx*Ly;

G=12%k*Q/Ly~3;

exact=G/ (2xk)*yu.* (Ly-yu) ;
Re=Ly*vel*rho/k;

%Velocidades iniciales (Flechas azules)

u=u0* [zeros (1,nxb) ; (0+0*sin(Xe*pi/Lx)) ;ones(1l,nxb)]; %Lid Cavity: u(:,:,1)=ul0*[zeros(1l,nxb)
v=v0* [ones (nyb,1) (1+sin(Yn*pi/Ly)) ones(nyb,1)]; %0tro campo: zeros(nyb,nx+2)

p=ones (ny,nx) ;

bpO=rho*((u(2:end-1,1:end-1)-u(2:end-1,2:end)) .*Dy+(v(1l:end-1,2:end-1)-v(2:end,2:end-1)) .*D
bp=bp0;

r=1;

msrc (1) =max (max (abs (bp))) ;

%Criterios de parada:
porc=1.97x10"-13; %msrc final / masssource inicial
eps=10"-14; fmsrc(r+1)-msrc(r)<eps

%Ghia et al., 1982
YO=[0 .0547 .0625 .0703 .1016 .1719 .2813 .4531 .5 .6172 .7344 .8516 .9531 .9609 .9688 .976
X0=[0 .0625 .0703 .0781 .0938 .1563 .2266 .2344 .5 .8047 .8594 .9063 .9453 .9531 .9609 .968
if Re==1000
U0O=[0 -.18109 -.20196 -.2222 -.29730 -.38289 -.27805 -.10648 -.068 .057 .18719 .33304 ..
VO=[0 .27485 .29012 .30353 .32627 .3795 .33075 .32235 .02526 -.31966 -.42665 -.51550 -..
elseif Re==400
U0=[0 -.08186 -.09266 -.10338 -.14612 -.24299 -.32726 -.17119
VO=[0 .18360 .19713 .20920 .22965 .28124 .30203 .30174 .05186
elseif Re<=100
U0O=[0 -.03717 -.04192 -.04775 -.06434 -.10150 -.15662 -.21090
VO=[0 .09233 .10091 .10890 .12317 .16077 .17507 .17527 .05454
end
%% SIMPLE
figure(1)
gg=plot (U0,Y0,’0’)
while r<3000%msrc(r)>=porc*msrc(l) %Las variables en el ciclo se van reescribiendo para aho:
ue_ast=u;

.11477 .02135 .16256 .29
.38598 -.44993 -.23827 -

.20581 -.13641 .00332 .2
.24533 -.22445 -.16914 -

vn_ast=v;
p_ast =p;

%INTERPOLACIONES

%Control volume for u (figure 6.7)
[unbE_ast,unbP_ast,unbn_ast,unbs_ast,unbx_ast,unby_ast]=uinterp(Xu,Yu,ue_ast,X,Y,Xv,Yv,
%Control volume for v (figure 6.8)
[vnbN_ast,vnbP_ast,vnbe_ast,vnbw_ast,vnby_ast,vnbx_ast]=vinterp(Xv,Yv,vn_ast,X,Y,Xu,Yu,
%Presiones

[pE_ast,pPx_ast,pN_ast,pPy_ast]=pinterp(p_ast);
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%ECUACIONES DE MOMENTUM

%Control volume for u
[FnbE,FnbPx,Fnbn,Fnbs]=Fflux(rho,rho,rho,rho,unbE_ast,unbP_ast,unbn_ast,unbs_ast,DynbE,]
an=rho*c*Dxnb.*Dy(:,1:end—1)/dt; %ecc 5.57e en arreglo desplazado horizontal
Bx=rho*gx*Dxnb.*Dy(:,1:end-1);

[anbE, anbPx,anbn,anbs,ae]=Aschemes2DGF (s,FnbE,FnbPx,Fnbn,Fnbs,DnbE,DnbPx,Dnbn,Dnbs,a0x)
relajue=outlet0((1-alpha)/alpha*ae.*ue_ast(2:end-1,(2:end-1))); %término que relaja ite:
[anbE, anbPx,anbn,anbs, ae,alx,pPx_ast,pE_ast]=outbound (anbE, anbPx,anbn, anbs,ae/alpha,aldx
bu=outlet0(Bx)+alx.*ue_ast; %ecc (5.57f)

[ue_ast,"]=solveAxb(h,anbE, anbPx,anbn,anbs,ae,bu+(pPx_ast-pE_ast) .*Aetrelajue);

%Control volume for v
[Fnbe,Fnbw,FnbN,FnbPy]l=Fflux(rho,rho,rho,rho,vnbe_ast,vnbw_ast,vnbN_ast,vnbP_ast,Dynb,D
aOy=rho*c*Dynb.*Dx(1:end-1,:)/dt; %ecc 5.57e en arreglo desplazado vertical
By=rho*gy*Dynb.*Dx(1:end-1,:);

[anbe, anbw,anbN, anbPy,an] =Aschemes2D (s ,Fnbe,Fnbw,FnbN,FnbPy,Dnbe,Dnbw,DnbN,DnbPy, aly) ;
relajvn=outlet0((1l-alpha)/alpha*an.*vn_ast(2:end-1,(2:end-1))); %término que relaja ite:
[anbe,anbw,anbN, anbPy,an,aly,pPy_ast,pN_ast]=outbound (anbe,anbw,anbN,anbPy,an/alpha,aly
bv=outletO(By)+aly.*vn_ast; %ecc (5.357f)

[vn_ast,"]=solveAxb(h,anbe,anbw,anbN, anbPy,an,bv+(pPy_ast-pN_ast) .*An+relajvn);

% Pressure-Correction Equation, malla principal
de=Ae(2:end-1,2:end-1) ./ae(2:end-1,2:end-1); Y%ecc (6.16)
dn=An(2:end-1,2:end-1) ./an(2:end-1,2:end-1); %ecc (6.16) en vertical
%Coeficientes

aE=[rhox*de.*Dy(:,2:end) zeros(ny,1)];

aW=[zeros(ny,1) rhoxde.*Dy(:,1:end-1)];

aN=[rho*dn.*Dx(2:end, :); zeros(1,nx)];

aS=[zeros(1,nx); rho*dn.*Dx(l:end-1,:)];

aP=aE+aW+aN+aS;
bp=rho*((ue_ast(2:end-1,1:end-1)-ue_ast(2:end-1,2:end)) .*Dy+(vn_ast(l:end-1,2:end-1)-vn
[p_prima, “]=solveAxb(h,aE,aW,aN,aS,aP,bp);

%Correccién de presiones

[pE_prima,pPx_prima,pN_prima,pPy_prima]=pinterp(p_prima) ;

p_exact =p_ast + alphap*p_prima; %hecc (6.24)

ue_exact =ue_ast + outletO(de.*(pPx_prima-pE_prima)); %ecc(6.17), manteniendo las CB.
vn_exact =vn_ast + outletO(dn.*(pPy_prima-pN_prima)); %ecc(6.18), manteniendo las CB.

u=ue_exact;
v=vn_exact;
p=p_exact;%-min(min(p_exact));

msrc (r+1)=max (max(abs(bp))); %#ok<*SAGROW>
% msrc(end)/msrc(l);

r=r+1

% if abs(msrc(r)-msrc(r-1))<eps

break
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% end

% delete(gg)

% figure(1)

% plot(U0,Y0,’0’)

% textl={strcat(’it =’ ,num2str(r))l};

% gg=plot(u(:,round(nxb/2)),yu); hold on;
% drawnow

end

filename = ’workspace.mat’
save(filename)

%% ploteo

close all
[e_1x,e_ly,e_2x,e_2yl=plotesfuerzos(k,p_exact,X,Y,Xu,Yu,Xn,¥n,Xv,Yv,Xe,Ye,ue_exact,vn_exact
plotgrid(2,Re,Xb,¥Yb,X,Y,Xu,Yu,Xv,Yv,ue_ast,unbx_ast,unby_ast,vn_ast,vnbx_ast,vnby_ast,e_1x,
plotperfiluv(yu,xv,nxb,nyb,u,v,r);

% plotparabola(u0,Ly,k,yu,nxb,r,u);

plotmasssource(r,msrc) ;

figure(6)

textl={strcat(’it =’,num2str(r)),’Ghia et al 1989°};
plot(U0,Y0,’0’); hold on
legend(textl,’Location’,’southeast’) Y#ok<*SAGROW>
save2pdf (’perfilu’)

figure(7)

plot(X0,V0,’0’)

legend(textl) %#ok<*SAGROW>

save2pdf (’perfilv’)

meshgrading?2
function [xb,dx]=meshgrading2(1l,R,n)
if R==
dx =1/n; xb =(0:dx:1)’; dx =diff(xb);
else

if mod(n,2)~=0
error (’N° celdas debe ser par’);
end
[*,dx1]=meshgrading(1/2,R,n/2);
dx=[dx1;flip(dx1)];
xb=[0; cumsum (dx)];
% plot(xb,ones(2*n+1,1),’*-7)
end
end

geometria

function [Xe,Ye,Xn,Yn,Xb,Yb,X,Y,Dx,Dy,Xu,Yu,...
Xv,Yv,Dxnb,Dynb,dynnbu,dysnbu,dxenbv,dxwnbv]=geometria(xb,yb,dx,dy)

nx=length(dx) ;

ny=length(dy);
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x =.5%xb(1:end-1)+.5*%xb(2:end); %Coordenada x de centro de celdas
y =.5*%yb(l:end-1)+.5%yb(2:end); %Coordenada y de centro de celdas

dxu=diff(x);
dyv=diff (y);

xv =[0;x;xb(end)];
yu =[0;y;yb(end)];

%Arreglo principal

[Xe,Ye]=meshgrid(xb,y); %posicién centro de caras vert de vc principal
[Xn,Yn]=meshgrid(x,yb); %posicién centro de caras horiz de vc principal
[Xb,Yb]=meshgrid(xb,yb); %posicién de bordes de vc principal

[X,Y] =meshgrid(x,y); %posicién de centros de vc principal
[Dx,Dyl=meshgrid(dx,dy); %Delta x y delta y de vc principal

%Vc Desplazado

[Xu,Yu]=meshgrid(xb,yu); %Posicién de campo de velocidades vc para u
[Xv,Yv]=meshgrid(xv,yb); %Posicion de campo de velocidades vc para v
[Dxnb, “]=meshgrid(dxu,y); %Delta x o espesor de cv u desplazado
[*,Dynbl=meshgrid(x,dyv); %Delta y o espesor de cv v desplazado
cc=2;

dynnbu=repmat ( [dyv;dy(end) /cc],1,nx-1); %(dy)n en el vc para u
dysnbu=repmat ([dy (1) /cc;dyv],1,nx-1); %(dy)s en el vc para u
dxenbv=repmat ( [dxu;dx(end)/cc],1,ny-1)’; %(dx)e en el vc para v
dxwnbv=repmat ([dx (1) /cc;dxul] ,1,ny-1)’; %(dx)w en el vc para v
Dflux

function [De,Dw,Dn,Ds]=Dflux(ke,kw,kn,ks,Dx,Dy,dxe,dxw,dyn,dys)
De=ke.*Dy./dxe;
Dw=kw.*Dy./dxw;
Dn=kn.*Dx./dyn;
Ds=ks.*Dx./dys;

uinterp

function [unbE,unbP,unbn,unbs,unbx,unby]=...

uinterp(Xu,Yu,ue,X,Y,Xv,Yv,vn,Xb,Yb)

%Caras horizontales

unbx=interp2(Xu,Yu,ue,X,Y);

%Vel u en los nodos (flechas rojas horizontales),

%interpolacion lineal (pag 121) a partir de velocidades

J%de la iteraciones anterior %(flechas azules horizontales)
unbE=unbx(:,2:end) ; %Velocidad en cara E
unbP=unbx (:,1:end-1); %Velocidad en cara P

%Caras verticales

unby=interp2(Xv,Yv,vn,...

Xb(:,2:end-1),Yb(:,2:end-1)); %Velocidad verticales en caras
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%superior e inferior %%(flechas rojas verticales, a partir
%de flechas azules verticales

unbn=unby(2:end, :) ; %Velocidad en cara n (superior)
unbs=unby(1l:end-1,:); %Velocidad en cara s (inferior)
vinterp

function [vnbN,vnbP,vnbe,vnbw,vnby,vnbx]=vinterp(Xv,Yv,vn,X,Y,Xu,Yu,ue,Xb,Yb)
JCaras verticales
vnby=interp2(Xv,Yv,vn,X,Y); %Velocidad v en los nodos}
(flechas rojas verticales, a partir de flechas azules verticales
vnbN=vnby(2:end, :) ; %Velocidad en cara N
vnbP=vnby(1l:end-1,:); %Velocidad en cara P
%Caras horizontales
vnbx=interp2(Xu,Yu,ue,Xb(2:end-1,:),...
Yb(2:end-1,:)); %Velocidad horizontales en caras derecha e izquierda (flechas verdes horizo:

vnbe=vnbx(:,2:end); %Velocidad en cara e (derecha)
vnbw=vnbx(:,1:end-1); %Velocidad en cara w (izquierda)
Fflux

function [Fe,Fw,Fn,Fs]=...

Fflux(rhoe,rhow,rhon,rhos,ue,uw,vn,vs,Dye,Dyw,Dxn,Dxs)
Fe=rhoe.*ue.*Dye; %Strength of the Conveccion en caras
Fw=rhow.*uw.*Dyw; %Strength of the Conveccion en caras
Fn=rhon.*vn.*Dxn; %Strength of the Conveccion en caras

n==m

Fs=rhos.*vs.*Dxs; JStrength of the Conveccion en caras

Aschemes

function [Fe,Fw,Fn,Fs]=..

Fflux(rhoe,rhow,rhon,rhos,ue,uw,vn,vs,Dye,Dyw,Dxn,Dxs)
Fe=rhoe.*ue.*Dye; JStrength of the Conveccion en caras
Fw=rhow.*uw.*Dyw; %Strength of the Conveccion en caras
Fn=rhon.*vn.*Dxn; %Strength of the Conveccion en caras
Fs=rhos.*vs.*Dxs; %Strength of the Conveccion en caras

n==m

outbound

function [ae,aw,an,as,ap,al,a,b,cl=...
outbound(ae,aw,an,as,ap,al,a,b,c)
%Incorporacién de 0’s y 1’s, para mantener CB de velocidad en el perimetro

ae =outletO(ae);

aw =outletO(aw);

an =outletO(an);

as =outletO(as);

ap =outletl(ap);

a0 =outleti(al);

a =outletO(a);

b =outletO(b);
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¢ =outletO(c);
end
outletO

function [pE,pW,pN,pS]l=pinterp(p)
%Caras horizontales

px_ast=p; %presiones en nodos principales
pPE =px_ast(:,2:end); hpresiones en caras derechas
pW=px_ast(:,1:end-1); %presiones en caras izquierdas
%Caras verticales
py_ast=p; %presiones en nodos principales
pN =py_ast(2:end,:); Jpresiones en caras superiores
pS=py_ast(l:end-1,:); %presiones en caras inferiores
outletl

function X=outletl(X)
%Funcion que incorpora ceros alrededor de una matriz
[a,b]=size(X);
aux=ones (a+2,b+2);
aux(2:end-1,2:end-1)=X;
X=aux;
end

pinterp

function [pE,pW,pN,pS]l=pinterp(p)
%Caras horizontales

px_ast=p; %presiones en nodos principales
PE =px_ast(:,2:end); %presiones en caras derechas
pW=px_ast(:,1:end-1); %presiones en caras izquierdas
%Caras verticales
py_ast=p; %presiones en nodos principales
pN =py_ast(2:end,:); Jpresiones en caras superiores
pS=py_ast(l:end-1,:); %presiones en caras inferiores
plotesfuerzos

function [e_1x,e_ly,e_2x,e_2y]=...
plotesfuerzos(k,p_ast,X,Y,Xu,Yu,Xn,¥n,Xv,Yv,Xe,Ye,ue,vn)
ue_ns=interp2(Xu,Yu,ue,Xn,Yn);
vn_we=interp2(Xv,Yv,vn,Xe,Ye);
ue_we=interp2(Xu,Yu,ue,Xe,Ye);
vn_ns=interp2(Xv,Yv,vn,Xn,¥Yn);
%Gradientes

dudy=diff (ue_ns)./diff (Yn);
dvdx=diff(vn_we,1,2)./diff (Xe,1,2);
dudx=diff (ue_we,1,2)./diff (Xe,1,2);
dvdy=diff (vn_ns)./diff(Yn);
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Y%Deformaciones
e_11=.5%(dudx+dvdy) ;
e_12=.5%(dudy+dvdx) ;
e_21=.5%(dvdx+dudy) ;
e_22=.5%(dvdy+dudx) ;
phi=2*k*(e_11."2+e_12.72+e_21."2+e_22.72);
Y%Esfuerzos
sigma_11=2xk*e_11;
sigma_12=2xk*e_12;
sigma_21=2xk*e_21;
sigma_22=2%k*e_22;

tau_l1=-p_ast+sigma_11;
tau_12=sigma_12;
tau_21=tau_12;
tau_22=-p_ast+sigma_22;

[ny,nx]=size(e_11);
for i=1:nx
for j=1:ny
e=[e_11(j,1i) e_12(j,1); e_21(j,i) e_22(j,1)]1;
[V,D]=eig(e);
theta=asin(V(1,2))*180/pi;
e_2(j,i)=D(1,1);
e_2x(j,i)=-cos(theta)*e_2(j,1);
e_2y(j,i)=sin(theta)*e_2(j,1);
e_1(j,1)=D(2,2);
e_1x(j,i)=cos(theta)*e_1(j,1);
e_1y(j,i)=sin(theta)*e_1(j,1);
end
end
figure
subplot(2,2,1);
surf (X,Y,e_1);
xlabel(’x’);
ylabel(’y’);
title(Ce_17);
subplot(2,2,2);
surf (X,Y,e_2);
xlabel(’x’);
ylabel(’y’);
title(’e_2);
subplot(2,2,3);
surf (X,Y,phi);
xlabel (’x’);
ylabel(’y’);
title(’\phi’);

figure
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plot(abs(sigma_12),Y);

xlabel (’\tau_{yx}’);

ylabel(’y’);

for i=1:nx
textx(i)={strcat(’x =’ ,num2str(X(1,i)))};
texty(i)={strcat(C’y =’,num2str(Y(i,1)))};

end

% legend(textx);

set(gca, ’FontSize’,16)

save2pdf (’ tauyx’)

figure
plot(X,abs(sigma_12));
xlabel(’x’);
ylabel(’\tau_{yx}’);
legend (texty) ;

plotgrid

function plotgrid(tam,Re,Xb,Yb,X,Y,Xu,Yu,Xv,Yv,ue,...
unbx,unby,vn,vnbx,vnby,e_1x,e_1y,e_2x,e_2y,p_exact)
[ny,nx]=size(X);

[nyb,nxb]l=size (Xb) ;

figure

plot(Xb,Yb,’k-’,Xb’,Yb’,’k-’); hold on;

% plot(X,Y,’r.’); hold on;

% quiver (Xu,Yu,ue,zeros(ny+2,nxb) ,tam,’b’); hold on;

% quiver (X,Y,unbx,zeros(ny,nx),tam,’r’); hold on;

% quiver (Xb(:,2:end-1),Yb(:,2:end-1),zeros(nyb,nxb-2) ,unby,tam,’r’);
hold on;

% quiver (Xv,Yv,zeros(nyb,nx+2) ,vn,tam,’b’); hold on;

% quiver (X,Y,zeros(ny,nx),vnby,tam,’g’); hold on;

% quiver (Xb(2:end-1,:),Yb(2:end-1,:),vnbx,zeros(nyb-2,nxb) ,tam,’g’);
hold on;

% hl=streamline(X,Y,unbx,vnby,X(1l:end,1:end),Y(1:end,1:end));
hold on; set(hl,’Color’,’blue’); hold on;
quiver(X,Y,unbx,vnby,tam, ’m’) ;hold on;

legend(strcat(’Re =’ ,num2str(Re)));

% quiver(X,Y,e_1x,e_1y,tam,’y’); hold on;

axis(’equal’);

% quiver(X,Y,e_2x,e_2y,tam,’g’); hold on;

% hl=streamline(X,Y,e_1x,e_1y,X(:,:),Y(:,:));

hold on; set(hl,’Color’,’yellow’); hold on;

% h2=streamline(X,Y,e_2x,e_2y,X(:,:),Y(:,:));

hold on; set(h2,’Color’,’green’); hold on;

% contour(X,Y,p_exact,20);

set(gca, ’FontSize’,16)

save2pdf (’plotgrid’)
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plotperfiluv

function plotperfiluv(yu,xv,nxb,nyb,u,v,r)
figure

text2={strcat(’it =’ ,num2str(r))};
plot(u(:,round(nxb/2),end) ,yu,’*-’); hold on;
grid on; grid minor;

xlabel(’Velocidad \bf{ul}’);

ylabel(’y’);

legend (text2) Y#ok<*SAGROW>

set(gca, ’FontSize’,16)

save2pdf (’perfilu’)

figure

plot(xv,v(round(nyb/2),:,end),’*-’); hold on;
grid on; grid minor;

xlabel (’x’);

ylabel(’Velocidad \bf{v}’);

legend (text2) Y%#ok<*SAGROW>

set(gca, ’FontSize’,16)

save2pdf (’perfilv’)

end

plotmasssource

function plotmasssource(r,msrc)

figure

semilogy(1: (r),msrc,’*-’);

xlabel (’Iteracién’);

ylabel(’Mass Source’);

text={strcat (’Final =’,num2str(msrc(end)))};
legend (text)

set(gca, ’FontSize’,16)

save2pdf (’masssource’)
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8.2. Ficheros OpenFOAM

En esta seccién se presentan los archivos de entrada del programa, los cuales se
ordenan de acuerdo al drbol de carpetas de la figura 8.1

@ Modelo
|
1 1 1
@ system E / constant @ 0

controlDict = alpha.water

fvSolution 6]
blockMesh

fvSchemes p_rgh

decomposeParDict & k

= transportProperties .
. epsilon
= turbulenceProperties

m— RASProperties

Figura 8.1: Esquema de archivos requeridos en OpenFOAM.

controlDict

En este diccionario se establece la aplicacion predeterminada para resolver de-
terminados problemas fisicos. La aplicacién empleada se denomina interFoam, la
cudl resuelve las ecuaciones de transporte expuestas en la seccién También se
definen los parametros que controlan el modelado, como es el intervalo de tiempo
At, el tiempo final del modelado, el intervalo de tiempo para los datos de salida, el
méximo ntimero de Courant permitido, entre otras cosas.

application interFoam;
startFrom startTime;
startTime 0;

stopAt endTime;

endTime 8;

deltaT 0.01;

writeControl adjustableRunTime;
writeInterval 0.5;

purgeWrite 0;

writeFormat ascii;

writePrecision 6;
writeCompression uncompressed;
timeFormat general;
timePrecision 6;
runTimeModifiable yes;
adjustTimeStep on;

maxCo
maxAlphaCo
maxDeltaT

.5;
.5;

)

= O O

>
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fvSchemes

En este diccionario se establecen los esquemas ntimericos para resolver los dis-
tintos términos de las ecuaciones de transporte a resolver en la aplicacién interFoam.

ddtSchemes
{
default Euler;
}
gradSchemes
{
default Gauss linear;
¥
divSchemes
{

div(rhoPhi,U) Gauss linearUpwind grad(U);
div(phi,alpha) Gauss vanLeer;
div(phirb,alpha) Gauss interfaceCompression;
div(phi,k) Gauss upwind;
div(phi,epsilon) Gauss upwind;
div((muEff*dev(T(grad(U))))) Gauss linear;

}
laplacianSchemes
{
default Gauss linear corrected;
}
interpolationSchemes
{
default linear;
}
snGradSchemes
{
default corrected;
}
fluxRequired
{
default no;
p_rgh;
pcorr;
alpha.water;
}
fvSolution

En este diccionario se establecen distintos pardmetros y funciones asociadas a
la resolucién de las distintas ecuaciones de transporte, como son: Métodos de reso-
lucién, ntimero de iteraciones y cantidad de correcciones de velocidades y tolerancia
de los métodos iterativos.
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solvers

{
"alpha.water.x*"
{
nAlphaCorr 2;
nAlphaSubCycles 1;
cAlpha 1;
MULESCorr yes;
nLimiterIter 3;
solver smoothSolver;
smoother symGaussSeidel;
tolerance 1le-8;
relTol 0;
}
pcorr
{
solver PCG;
preconditioner DIC;
tolerance le-5;
relTol 0;
}
p_rgh
{
solver PCG;
preconditioner DIC;
tolerance 1e-07;
relTol 0.05;
}
p_rghFinal
{
$p_rgh;
relTol 0;
}
"(Ulk|epsilon) .*"
{
solver smoothSolver;
smoother symGaussSeidel;
tolerance 1e-06;
relTol 0;
minIter 1;
}
}
PIMPLE
{
momentumPredictor no;
nOuterCorrectors 1;
nCorrectors 3;
nNonOrthogonalCorrectors 0;
}
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relaxationFactors

{
equations
{
"ok 1;
}
}
setFieldsDict

En este diccionario se establecen condiciones iniciales dentro del dominio. Para
este caso, se ha llenado de liquido aguas arriba del vertedero.

defaultFieldValues
(
volScalarFieldValue alpha.water O
)
regions
(
boxToCell
{
box (-1.1 0 -1) (0 0.22 1);
fieldValues
(
volScalarFieldValue alpha.water 1
)5
}
)

alpha.water.org

En este archivo se establecen qué elementos de borde transportan liquido.

dimensions [000O0O0O0O0];
internalField uniform O;
boundaryField
{
inlet
{
type fixedValue;
value uniform 1;
}
outlet
{
type zeroGradient;
}
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lowerWall

{
type zeroGradient;
}
atmosphere
{
type inletQOutlet;
inletValue uniform O;
value uniform O;
}
defaultFaces
{
type empty;
}
}
epsilon

Archivo que establece las condiciones de borde de la tasa de disipacién de
energia €.

dimensions [02-30000];
internalField uniform 0.1;
boundaryField
{
inlet
{
type inletOutlet;
inletValue uniform 9e-05;
value uniform 9e-05;
}
outlet
{
type zeroGradient;
}
lowerWall
{
type epsilonWallFunction;
value uniform 9e-07;
}
atmosphere
{
type inletQOutlet;
inletValue uniform 9e-07;
value uniform 9e-07;
}
defaultFaces
{
type empty;
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k

Archivo que establece las condiciones de borde de la componente de

cinética turbulenta k.

dimensions [02-200 0 0];
internalField uniform 0.1;
boundaryField
{
inlet
{
type inletQOutlet;
inletValue uniform 4e-04;
value uniform 4e-04;
}
outlet
{
type zeroGradient;
}
lowerWall
{
type kqRWallFunction;
value uniform 4e-06;
}
atmosphere
{
type inletOutlet;
inletValue uniform 4e-06;
value uniform 4e-06;
}
defaultFaces
{
type empty;
}
}
nut

energia

Archivo que establece las condiciones de borde de la la viscosidad turbulenta

vr.
dimensions [02-1000 0];
internalField uniform O;
boundaryField
{

inlet

{
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type calculated;
value uniform 2e-04;

}
outlet
{
type zeroGradient;
}
lowerWall
{
type nutkWallFunction;
value uniform O;
}
atmosphere
{
type calculated;
value uniform O;
}
defaultFaces
{
type empty;
}
}
p-rgh
Archivo que establece las condiciones de borde de la presién.
dimensions [1 -1 -2000 0];
internalField uniform O;
boundaryField
{
inlet
{
type fixedFluxPressure;
value uniform O;
}
outlet
{
type zeroGradient;
}
lowerWall
{
type fixedFluxPressure;
value uniform O;
}
atmosphere
{
type totalPressure;
pO uniform O;
U U;
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phi phi;

rho rho;
psi none;
gamma 1;
value uniform O;
}
defaultFaces
{
type empty;
}
}
U

Archivo que establece las condiciones de borde de la componente media de
velocidad U.

dimensions [01-10000];
internalField uniform (0 0 0);
boundaryField
{
inlet
{
type fixedValue;
value uniform (.328 0 0);
}
outlet
{
type zeroGradient;
}
lowerWall
{
type fixedValue;
value uniform (0 0 0);
}
atmosphere
{
type pressureInletOutletVelocity;
value uniform (0 0 0);
}
defaultFaces
{
type empty;
}
}
blockMeshDict

En este diccionario se define la geometria del modelo.
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convertToMeters 0.01;

vertices
(
-100 0 -0.5)//0
0 0 -0.5)//1
-100 22 -0.5)//2
0 22 -0.5)//3
-100 42 -0.5)//4
0 42 -0.5)//5
0.5 22.7 -0.5)//6
0.5 42 -0.5)//7

22.9 -0.5)//8
42  -0.5)//9
22.7 -0.5)//10
42  -0.5)//11

D OO PENNFE - -
N
=

.5 -0.5)//12

40.8 -0.5)//13

19.4 -0.5)//14

38.7 -0.5)//15

16.7 -0.5)//16

8 36 -0.5)//17
10 13.1 -0.5)//18
10 32.1 -0.5)//19
12 8.5 -0.5)//20
12 27.8 -0.5)//21
14 3.7 -0.5)//22
14 23.6 -0.5)//23
16 2.4 -0.5)//24
16 21.7 -0.5)//25
18.7 2.2 -0.5)//26
18.7 20 -0.5)//27
30 2.2 -0.5)//28

30 17 -0.5)//29
18.7 0 -0.5)//30
30 0 -0.5)//31

A AN A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A A AAAAAA A

(-100 0 0.5)//32
o 0 0.5)//33
(-100 22 0.5)//34
( 0 22 0.5)//35
(-100 42 0.5)//36
( 0 42 0.5)//37
(.5 22.7 0.5)//38
(.5 42 0.5)//39
(1 22.90.5)//40
(1 42 0.5)//41
( 2 22.70.5)//42
( 2 42 0.5)//43
( 4 21.50.5)//44
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( 4 40.8 0.5)//45
( 6 19.4 0.5)//46
( 6 38.7 0.5)//47
( 8 16.7 0.5)//48
( 8 36 0.5)//49
(10 13.1 0.5)//50
(10 32.10.5)//51
(12 8.5 0.5)//52
(12 27.8 0.5)//53
( 14 3.7 0.5)//54
(14 23.6 0.5)//55
( 16 2.4 0.5)//56
(16 21.7 0.5)//57
(18.7 2.2 0.5)//58
( 18.7 20 0.5)//59
( 30 2.2 0.5)//60
(30 17 0.5)//61
(18.7 0 0.5)//62
( 30 0 0.5)//63

)
blocks
(
hex (0 1 3 2 32 33 35 34) (80 30 1) simpleGrading
( ((0.5 0.3 5) (0.5 0.7 0.2)) (0.5 0.5 10) (0.5 0.5 0.1)) 1)//1
hex (2 3 5 4 34 35 37 36) (80 60 1) simpleGrading
((€0.5 0.3 5) (0.5 0.7 0.2)) (0.2 0.2 1) (0.3 0.4 1)
(0.5 0.4 2) 1)//2 (.1 4 1)
hex ( 3 6 7 5353839 37) (2 60 1) simpleGrading

(10.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//3
hex (6 8 9 7 38 40 41 39) (2 60 1) simpleGrading
(1 (0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//4

hex ( 8 10 11 9 40 42 43 41) (4 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1//5
hex (10 12 13 11 42 44 45 43) (8 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//6
hex (12 14 15 13 44 46 47 45) (8 60 1) simpleGrading
(1(€0.20.21) (0.3 0.4 1) (0.5 0.4 2) 1)//7
hex (14 16 17 15 46 48 49 47) (8 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//8
hex (16 18 19 17 48 50 51 49) (8 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//9
hex (18 20 21 19 50 52 53 51) (8 60 1) simpleGrading
(10.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//10
hex (20 22 23 21 52 54 55 53) (8 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.560.42)) 1//11
hex (22 24 25 23 54 56 57 55) (8 60 1) simpleGrading
(1(0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//12
hex (24 26 27 25 56 58 59 57) (10 60 1) simpleGrading
(10.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//13
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hex (26 28 29 27 58 60 61 59) (35 60 1) simpleGrading
(2 ((0.20.21) (0.30.41) (0.50.42)) 1)//14
hex (30 31 28 26 62 63 60 58) (35 10 1) simpleGrading
(21 1)//15
);
edges
(
arc 10 12 (3.4 22 -0.5)
arc 42 44 (3.4 22 0.5)
arc 20 22 (13 5.8 -0.5)
arc 52 54 (13 5.8 0.5)
arc 22 24 (15 2.8 -0.5)
arc 54 56 (15 2.8 0.5)

);
boundary
(
inlet
{
type wall;
faces
(
(0 2 34 32)
);
}
outlet
{
type wall;
faces
(
(29 28 60 61)
(28 31 63 60)
);
}
lowerWall
{
type wall;
faces
(
2 4 36 34)
32 33)
33 35)
35 38)
38 40)
40 42)
(12 10 42 44)
(14 12 44 46)
(16 14 46 48)
(18 16 48 50)

0 o W+~ O
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(20 18 50 52)
(22 20 52 54)
(24 22 54 56)
(26 24 56 58)
(30 26 58 62)
(31 30 62 63)
)3
}
atmosphere
{
type patch;
faces
(
5 37 36)
7 39 37)
9 41 39)
1 43 41)
(11 13 45 43)
(13 15 47 45)
(15 17 49 47)
(17 19 51 49)
(19 21 53 51)
(21 23 55 53)
(23 25 57 55)
(25 27 59 57)
(27 29 61 59)
)3

~N A~~~
© N O

)
mergePatchPairs
(

)

RASProperties

En este archivo se establece el modelo de turbulencia a emplear.

RASModel kEpsilon;
turbulence on;
printCoeffs on;

transportProperties

En este archivo se establecen las propiedades de densidad y viscosidad molecu-
lar. Adem4s se define el valor de la tensién superficial.

phases (water air);
water

{

transportModel Newtonian;
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nu nu [02-100001] 1e-06;

rho rho [ 1 -30000 0 ] 1000;
CrossPowerLawCoeffs
{
nu0 nu0 [ 02-100001] 1e-06;
nulnf nulnf [ 02 -1 0000 1] 1e-06;
m m[00100007] 1;
n n[000000O01] O;
}
BirdCarreauCoeffs
{
nu0 nu0 [ 02 -1000 0] 0.0142515;
nulnf nulnf [ 02 -100001] 1e-06;
k k [001000017] 99.6;
n n[00000O0O01] 0.1003;
}
}
air
{
transportModel Newtonian;
nu nu [02-100001] 1.48e-05;
rho rho [1-3000001] 1;
CrossPowerLawCoeffs
{
nu0 nu0 [ 02 -10000 1] 1e-06;
nulnf nulnf [ 02 -1 0000 ] 1e-06;
m m[001000017] 1;
n n[0000000O01] 0;
}
BirdCarreauCoeffs
{
nu0 nu0 [ 02 -1000 0] 0.0142515;
nulnf nulnf [ 02 -1 000 0] 1e-06;
k k [001000017] 99.6;
n n[00000O0O07] 0.1003;
}
}
sigma sigma [ 1 0 -2 0000 1 0.07;

turbulenceProperties

Este archivo indica si se utilizara un modelo de turbulencia y cudl.

simulationType RASModel;
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