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Resumen

Se desarrolla un analisis a posteriori para la ecuacién de difusién-conveccién-reaccién no estacionaria
mediante esquemas estabilizados de elementos finitos. Dicho andlisis se realiza en dos de las normas mas
usuales en términos de problemas espacio temporales, L?(0, T} H&(Q)) y la norma usual del espacio
W(0,T), donde la principal diferencia entre ambas es que para el segundo caso la norma espacial
corresponde a una norma aumentada que considera la norma dual de la derivada temporal. De esta
manera se obtiene en ambos casos, cotas superiores e inferiores garantizadas a través de un estimador
de error a posteriori completamente computable el cual se descompone en cuatro componentes: una
referente al error inicial 79, una al error espacial 7;, una al error temporal 7;" y una al error de oscilacién
np. Para lo cual se tiene que en ambos casos la cota superior es global en espacio y tiempo, es decir de

manera general se tiene que

N
ey < 78+ 3 ()% + ()% + (1))
n=1

mientras que la cota inferior es global en espacio y local en tiempo, es decir

)? + () < Cr el e ny + Ca (0h)*.

La discretizacién del problema se hace a través del método de las lineas, haciendo uso de un esquema
de Galerkin Estabilizado para la discretizacion de la variable espacial, considerando los esquemas de
estabilizacion SUPG, GLS, ES y CIP, mientras que para la discretizacién de la variable temporal se hace
uso del esquema de Backward-Euler. En funcién del andlisis a posteriori realizado, se implementa un
algoritmo computacional espacio temporal adaptativo. Se presentan resultados numéricos que ilustran

la teoria desarrollada y el funcionar de los estimadores de error.



Abstract

We develop an a posteriori analysis for the non-stationary diffusion-convection-reaction equation
through stabilized finite element schemes. Such analysis is performed in two of the most usual norms in
terms of space temporary problems, L?(0,T}; HO1 (©)) and the usual norm of the space W(0,7T"), where
the main difference between the two is that for the second case the spatial norm corresponds to an
increased norm that considers the dual norm of the temporal derivative. In this way it is obtained in
both cases, guaranteed upper and lower bounds through a fully computable a posteriori error estimator
which is broken down into 4 components: one related to the initial error 7y, another to the spatial error
Ny, a third one related to temporary error 7;" and one related to the oscillation error 1. In both cases,

the upper bound is global in space and time, i.e. in general we have that

N
lelfory < n3+ D (i) + () + (nB)?)

n=1

while the lower bound is global in space and local in time, i.e.

() + () < Cr el e ony + Ca (0b)*.

The discretization of this problem is performed using the method of lines, making use of a stabilized
Galerkin scheme for the discretization of the space variable, such as SUPG, GLS, ES and CIP, while
the discretization of the temporal variable is made through the Backward-Euler scheme. According to
the analysis performed, it is implement a space temporal adaptive algorithm. Finally, several numerical

experiments are presented to test the performance of the error estimators.
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Capitulo 1

Introduccion

El modelamiento matematico de diversos fenémenos en multiples areas de la ciencia es usualmente
expresado en términos de ecuaciones diferenciales parciales u ordinarias. La gran mayoria de dichas
ecuaciones no pueden ser resueltas a través de métodos analiticos por lo que se hace necesario emplear
técnicas numéricas para poder obtener una soluciéon. El método de elementos finitos es una técnica
del anédlisis numérico que permite obtener una aproximacién a la solucién de una ecuacién diferencial
ordinaria o parcial, bajo ciertas condiciones iniciales y de contorno apropiadas. La premisa sobre la
cual se basa este método establece que el dominio del problema en cuestion puede ser discretizado,
subdividiéndolo en una series de regiones mas pequenas denominadas elementos, sobre las cuales se
resuelven las ecuaciones diferenciales de forma aproximada. Al ensamblar el conjunto de ecuaciones de
cada elemento, es posible determinar la solucién en todo el dominio. La idea de ese método fue propuesta
por Richard Courant en 1943 (ver [35]), pero la relevancia de su trabajo no fue reconocida hasta cerca
del ano 1950, cuando ingenieros redescubrieron el método. Sin embargo, no fue hasta cerca del ano 1960
en que comenzé a desarrollarse el andlisis matematico referente al método de elementos finitos. Hoy en
dia esta técnica tiene un sélido fundamento tedrico (ver [25, 26, 32, 39, 46, 55, 66, 73]) y es una de las
herramientas mas utilizadas en la resolucién numérica de las ecuaciones diferenciales.

En el presente trabajo, el problema a estudiar a través de este método corresponde a la ecuacién
de difusion-conveccion-reaccion no estacionaria que modela la propagaciéon de una sustancia en un
medio. La solucién de dicha ecuacion representa la concentracién de la sustancia que se dispersa y es
una informacién muy importante en el estudio de diversos problemas como por ejemplo: problemas de
contaminacién de aguas (ver [67]), simulacién de extraccién de petréleo desde depdsitos subterrdaneos

(ver [43]), flujos en reactores quimicos (ver [11]), problemas de transporte de calor por conveccién con



un gran numero de Péclet (ver [52]), ubicacién éptima de nuevas plantas industriales (ver [60]), entre
otros. En término matematicos. dicho problema se enuncia como: Hallar u tal que
u—cAu+a-Vu+ru = f ,en Q x (0,7
(P) u = 0 ,en 0 x (0,7
u(,0) = wg(z) ,en

donde, adelantando un poco la notacién que serd introducida en el siguiente capitulo, {2 es el dominio
sobre el cual se busca resolver el problema, T es el tiempo final, ¢ es el coeficiente de difusion el cual
cumple que 0 < ¢ < 1, @ es un campo de velocidad, k > 0 es el coeficiente de disipacion, ug es la
condicion inicial del problema y f es un término fuente. Dicha ecuacién corresponde a una ecuacion
diferencial del tipo parabdlica singularmente perturbada. Como fue presentado por Roos, Stynes y
Tobiska en [71], una ecuacién singularmente perturbada depende de un parametro positivo pequeno,
conocido como parametro de perturbacién, el cual genera que la solucién presente un comportamiento
de capa limite a medida que dicho parametro se acerca a un valor critico. En el caso especifico de
la ecuacion de difusién-conveccién-reaccién, cuando el pardmetro de difusiéon e es cercano a cero, el

comportamiento eliptico del operador
Lv)=—-<cAv+a-Vv+ kv

se ve afectado. En efecto, el término convectivo comienza a tener una influencia significativa en gran
parte del dominio, mientras que la parte difusiva solo influencia ciertas zonas, tipicamente subdominios
estrechos en los cuales el gradiente de la solucién es grande, siendo su magnitud proporcional a alguna
potencia negativa del parametro de perturbacion . Dicho comportamiento es descrito como un compor-
tamiento de capa limite, ya nombrado anteriormente (ver [72]). En este contexto, se dice que un método
es robusto si su rendimiento no se ve afectado por el comportamiento del parametro de perturbacion y
de la misma forma, una estimacion es robusta si no se ve afectada de mala forma por el parametro.
Como es sabido las formulaciones de elementos finitos estandar de Galerkin no logran aproximar de
manera correcta la solucién de ecuaciones singularmente perturbadas debido a la pérdida de estabilidad
y la imposibilidad de aproximar la solucién dentro de las capas limites, generdndose oscilaciones en
la solucién incluso fuera de estas. Para superar esta problemadtica se puede enriquecer o mejorar la
formulacién de elementos finitos con tal de evitar o reducir estos efectos no-fisicos, o también se puede
refinar la discretizacién del dominio en las capas limites con el fin de poder aproximar de mejor manera
la solucion. La primera alternativa corresponde al uso de formulaciones de elementos finitos estabilizados

mientras que la segunda corresponde al desarrollo de un andlisis de error a posteriori.



Con respecto a los métodos de elementos finitos estabilizados, estos se forman adhiriendo a la formu-
lacién variacional estandar de Galerkin términos dependientes de la malla y que generen estabilizacion
numérica. Para el caso estacionario del problema de difusién-conveccién-reaccién se han desarrollado
multiples esquemas, como por ejemplo esquemas del tipo residual como streamline upwind Petrov-
Galerkin SUPG (ver [49]), Galerkin least squares GLS (ver [50]) y unusual stabilized finite element
method USFEM (ver [44]). También existen los esquemas simétricos entre los cuales se encuentran local
projection stabilization LPS (ver [21, 61]), continuous interior penalty CIP (ver [37]) y edge stabilization
(ver [30]). Varios de estos esquemas han sido extendidos para el caso no-estacionario. Lube y Wiess es-
tudian dos versiones del esquema GLS para problemas parabdlicos singularmente perturbados en [57],
mientras que Codina estudia diferentes esquemas de estabilizacién para el mismo problema, entre los
cuales se encuentran SUPG y GLS en [33]. La estabilidad del esquema SUPG en el caso no-estacionario
es estudiada en detalle por Bochev, Gunzburger y John en [23]. John y Novo también realizan un
andlisis de error del método SUPG para el caso no estacionario en [53]. Burman y Ferndndez estudian
en [29] problemas singularmente perturbados parabdlicos e hiperbdlicos con esquemas de estabilizacién
simétricos, entre los que se encuentran CIP, LPS y orthogonal subscale method OSS (ver [34]). Los
mismos autores estudian en detalle el esquema CIP en [28].

Con respecto al andlisis de error a posteriori, se tiene que inicialmente, el andlisis del método de
elementos finitos fue desarrollado en un marco de andlisis a priori, lo que implica determinar la existencia
y unicidad de una solucién y establecer estimaciones de regularidad y de orden de convergencia para
secuencias de aproximaciones (ver [32]). El mayor inconveniente de este tipo de andlisis es que solo
entrega informacion del comportamiento asintotico del error de aproximacién. Con el fin de superar
dicho problema es que surgio el andlisis de error a posteriori, el cual busca controlar y reducir el error de
aproximacion modificando el espacio de elementos finitos utilizado a través del refinamiento adaptativo
de la discretizacién del dominio. La implementacién de algoritmos de elementos finitos adaptativos
basados en analisis a posteriori permiten un uso mucho més eficiente de los recursos computacionales.
Una pieza fundamental en el desarrollo de dichos algoritmos es la disponibilidad de un indicador de
error a posteriori Nk para el error sobre un elemento individual usualmente denotado por K. El analisis
de métodos adaptativos tipicamente depende de dos propiedades de dicho indicador. Primero, la suma

de los indicadores locales debe proveer una cota superior confiable del error total ||e||q, lo que significa



que existe una constante positiva C' que es independiente del tamano de la malla, tal que
2 2 2
leld, < Cn*=C > nk,
KeP
donde P denota la discretizacién del dominio o malla y el error es medido en una norma apropiada.
Segundo, el indicador de error debe ser eficiente en el sentido de que existe una constante positiva c,

nuevamente independiente del tamano de la malla, tal que
2 2
Cllk < He” 2

donde K denota un patch el cual estd formado por el elemento K junto con los elementos vecinos que
comparten un nodo comun con éste. Si bien, la confiabilidad y la eficiencia del indicador son suficientes
para garantizar una convergencia del algoritmo adaptativo, lo ideal seria poder utilizar el indicador de
error como un criterio de parada para el algoritmo. En tal caso es necesario conocer de manera explicita

el valor de la constante C' que aparece en la cota superior. De esta manera si se tiene que,

el <0 = > ni,
KeP

entonces se dice que el estimador de error 7 esté garantizado, lo que significa que es un estimador de
error a posteriori completamente computable. El interés en estimaciones de error a posteriori surgio
cerca del ano 1978 a través del pionero trabajo de Babuska and Rheinboldt (ver [17]) y ha continuado
desarrollandose, a la par con topicos como el refinamiento de mallas y adaptividad para aproximaciones
de elementos finitos estdndar conformes, hasta alcanzar un alto grado de desarrollo (ver [4, 18, 19, 38,
69]). En el caso de problemas parabdlicos singularmente perturbados, el estudio de estimadores que
cumplan con caracteristicas como la confiabilidad, la eficiencia y que sean robustos con respecto al
parametro de perturbacién (u otros parametros como el tamano de la malla) ha sido un tépico activo
de investigacion durante anos. El enfoque mas usual corresponde a utilizar métodos de elementos finitos
de bajo orden (fijo) para la discretizacién de la variable espacial acoplado con un esquema implicito
como Backward Euler o Crank-Nicolson para la discretizacion de la variable temporal, lo cual lleva a
obtener estimaciones en una gran variedad de normas. En dicho contexto, la confiabilidad y eficiencia
ha sido alcanzada en la norma de la energia L?(H') (la notacién de espacios X (Y) se refiere a X en
tiempo e Y en espacio) por Picasso [65], Verfiirth [76], Chen y Feng [31], Repin [68] y Bergam, Bernardi y
Mghazli [22]. Cabe resaltar que los resultados obtenidos por Picasso y Verfiirth [65, 76] requieren ciertas

restricciones entre los tamanos del paso temporal y espacial. Con respecto a normas de mayor orden,



Makridakis y Nocheto obtienen la confiabilidad del estimador especificamente en la norma L*(L?) a
través de la técnica de reconstruccién eliptica para el caso semidiscreto en [59] y luego el resultado
es extendido al caso fully discreto por Lakkis y Makridakis en [56], en las normas L>(L?), L*>°(H")
y H'(L?) haciendo uso de la misma técnica. En [77] Verfiirth considera la norma L?(H')(H'(H™!),
por lo que tanto la confiabilidad como la eficiencia del estimador son probadas aumentando la norma
de la energia con una norma dual de la derivada temporal, de manera tal que la cota inferior es local
en tiempo pero global en espacio, y no requiere ninguna restricciéon entre el paso de tiempo temporal
y el espacial. Cabe resaltar que los trabajos nombrados solo resuelven el problema de la ecuacién del
calor lineal o cuasilineal. En [78] Verfiirth considera el problema de difusién-conveccién-reaccién no
estacionario obteniendo estimaciones de error robustas, con cota superior global en tiempo y espacio
y cota inferior global en espacio y local en tiempo. Como ya fue dicho anteriormente, al tratar con
problemas singularmente perturbados es necesario considerar el uso de esquemas de elementos finitos
estabilizados; Araya y Venegas realizan un andlisis a posteriori en [14] para el problema de difusién-
conveccidn-reaccién no estacionario a través de un esquema de elementos finitos estabilizado del tipo
USFEM acoplado con el esquema de Backward Euler, obteniendo un estimador confiable y eficiente.
Por otra parte, en [74] Tobiska y Verfiirth obtienen estimaciones de error a posteriori robustas con
respecto a los parametros de conveccion y reaccion en relacion con el parametro de difusién tanto para
el problema de difusién-conveccién-reaccién estacionario como no estacionario, haciendo uso de esquemas
de elementos finitos estabilizados conformes (considerando los esquemas de estabilizacién SUPG, CIP,
LPS y subgride scale approach [47, 48]) acoplados con un esquema-f. En ninguno de los casos anteriores
la cota superior obtenida es completamente computable debido entre otras razones al uso de técnicas
como el método de la energia junto con operadores de interpolaciéon que generan constantes que no son
conocidas de forma explicita 6 al hecho de que para obtener un resultado robusto se hace necesario la
utilizacién de normas duales, las cuales no son computables (de manera exacta). Hasta el momento, la
mayoria de los resultados en los cuales la cota superior es completamente computable corresponden a
problemas elipticos. En efecto, Braess y Schoberl, Destuynder y Métiver, Luce y Wohlmuth y Vohralik
[24, 36, 58, 80] obtienen cotas superiores garantizadas para el problema de Poisson, mientras que Repin
y Sauter obtienen una cota superior garantizada para el problema de reaccién difusién en [70]. En [10]
Ainsworth, Allendes, Barrenechea y Rankin obtienen una cota superior completamente computable en
la norma de la energia para el problema de difusién-conveccién-reaccion estacionario en tres dimensiones

a través de un método de elementos finitos estabilizado conforme y haciendo uso del método de residuos



equilibrados [4, 9]. En dicho método, contribuciones por cada cara/lado, que suman a cero, se agregan
al residuo de la ecuacién tal que los residuos estén en equilibrio con respecto a cada elemento. Luego,

el estimador es obtenido explicitamente como la solucién del siguiente problema local de Neumann,

—divexy = pxg en K

oxg-n = pyg encadayec ik,

donde px y py,K son ciertas funciones polinomiales dadas, definidas en el elemento y en cada lado/cara
del elemento, respectivamente. Dicha técnica ha sido aplicada a problemas elipticos lineales de segundo
orden, problemas de reaccion-difusion singularmente perturbados y problemas de elasticidad lineal en
[2, 3, 5, 6, 7, 8]. Con respecto a problemas parabdlicos, un detallado anédlisis que unifica diversos
esquemas de discretizacién espacial ha sido dado por Ern y Vohralik en [40], obteniendo cotas superiores
completamente computables. Mds recientemente, en [41] Ern, Smears y Vohralik realizan un andlisis a
posteriori del problema parabdlico basados en esquemas conformes de Galerkin de orden arbitrario para
la discretizacion espacial, y en esquemas de Galerkin discontinuos también de orden arbitrario, para la
variable temporal; de esta manera obtienen una cota superior garantizada mientras que la eficiencia del
estimador es local en ambas variables. Finalmente, los trabajos de Chen y Feng [31], Kreuzer, Moller,
Siebert y Schmidt [54], Moller [63] y Gaspoz, Kreuzer, Siebert y Ziegler [45] tratan en detalle el tema
del analisis de convergencia de algoritmos espacio temporales adaptativos para el problema parabdlico.
En [31], donde la variable espacial se discretiza a través de un esquema de Galerkin conforme y la
variable temporal a través de un esquema de Galerkin discontinuo de orden cero dG(0), se desarrolla un
algoritmo espacio temporal adaptativo donde el calculo de cada paso temporal termina y donde el error
de la aproximacién calculado se encuentra por debajo de una tolerancia prescrita cuando el tiempo
final es alcanzado; el problema de dicho algoritmo es que tedricamente la secuencia de instancias de
tiempo generada {t"},,>¢ podria no ser finita, pudiendo ocurrir que t" — t* < T' cuando n — oco. Este
problema fue superado en [54] con la determinacién a priori de un paso de tiempo minimo 7. En [45],
la variable temporal se discretiza a través de un esquema de Galerkin discontinuo de orden arbitrario
y el algoritmo desarrollado hace uso del principio de equidistribucién del error en tiempo, obteniendo
mejores resultados numéricos bajo las mismas condiciones que en [54].

El presente trabajo tiene como objetivo obtener un cota superior completamente computable a
través de un andlisis a posteriori del problema de difusién-conveccién-reaccion no estacionario. La
discretizacién del problema se realiza a través del método de las lineas (ver [16, 51]), haciendo uso de

esquemas de elementos finitos estabilizados conformes para la discretizacién de la variable espacial y de



7 1.1. Resumen de los principales resultados obtenidos

un esquema Backward Euler para la discretizacion de la variable temporal. El andlisis a posteriori se
realiza en dos normas, L?(0,7; H}(2)) y la norma usual del espacio W(0,T); esto debido a que si bien
en ambos casos la cota superior es completamente computable, en el sentido de que no se desconoce el
valor de ninguna constante asociada a la estimacion, solo el primer caso realmente puede ser calculado
explicitamente, pues el segundo contiene una norma dual. En cada caso, la obtencién del estimador
completamente computable se hace gracias al uso de la técnica de los residuos equilibrados junto con la
resolucion de un conjunto de problemas locales de Neumann. El anélisis realizado es valido para dos y
tres dimensiones.

El resto de la tesis se organiza de la siguiente manera. En el capitulo 2 se introduce la notacién
y algunos resultados preliminares a utilizar a lo largo de todo el escrito. En el capitulo 3 se realiza
un andlisis a posteriori para el problema de difusién-conveccién-reaccién estacionario haciendo uso del
método de residuos equilibrados con el fin de presentar dicha técnica y facilitar la utilizacién de la misma
en nuestro caso de estudio. En el capitulo 4 se presenta el problema de difusiéon-convecciéon-reaccion no
estacionario, realizando el analisis a posteriori en las dos normas anteriormente nombradas, obteniendo
en cada caso un estimador de error completamente computable. En el capitulo 5 se presenta el algoritmo
espacio temporal adaptativo, presentando primero la estrategia de control de error utilizada para luego
presentar en detalle el algoritmo adaptativo. En el capitulo 6 se presentan resultados numéricos que
ilustran la teoria desarrollada y el funcionar de los estimadores y finalmente, en el capitulo 7 se presentan

conclusiones y trabajos futuros.

1.1. Resumen de los principales resultados obtenidos

A continuacion se presentara el principal resultado obtenido con respecto al andlisis a posteriori del
problema (P), definido en la introduccién de este escrito. La notacién utilizada corresponde a aquella
definida en el Capitulo 2 de preliminares.

Comenzamos presentando la formulacién variacional asociada a dicho problema, la cual se enuncia

como: Hallar w € W(0,T), t € (0,T) c.t.p., tal que

(@ru(t),v) + Bu(t),v) = (f(t),v) ,¥veH)(Q)
u(0) = wug

(V)

donde

%’(v,w):/5Vv-Vw+(a-Vv)w+livwd:E. (1.1)
Q
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Esta formulacién tiene una tnica solucién débil segiin el Teorema de Lions (ver Teorema 6.6 en [39]). La
formulacion completamente discretizada de la formulacion débil corresponde a: Dada ug € Vg, hallar

up € Vi, para 1 <n < N tal que
(EG) s —(up —up =" op) + Bup,vp) + (g, fon) = (f"on), Voo € VR,

donde #(-,-) viene dada por (1.1), #"(-,+;-) corresponde a un término de estabilizacién y f" es la

media temporal de la funcién f en el intervalo de tiempo (¢t"~!,#"]. Entonces, considerando las normas
2 4 2
o120 ooy = | ol (1:2)

T
2 2
ooy = [ ol + 1o (13)
se tiene que el principal resultado del presente trabajo es:

Teorema 1.1.1. (Cota superior e inferior para el problema de difusion-conveccion-reaccion no estacio-
nario en normas ||| 207,10 ¥ I-llwor) )

Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estaciona-
rio (V) y sea up, la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema
Euler-Galerkin Estabilizado (EG)sy. Luego, para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, si
se considera la norma ||| 20,7, () S€ tiene que

N
el 0zt oy <+ D0 () + (1) + (nB)*), (1.4)

n=1

Y

(772)2 + (771?)2 j Z Z Z {C{{ HeHiQ([n’Hé(K/)) +ClL ||6H%2(I7L;L2(K/))

KePrmeVy K'eQrn,
— 2
+Co (et g + e 2 ) + Ca llosco 22y + Ca (ke )

—|—Cy}r<b, Z |:C{—I ”eH%Z(I";Hé(K")) +ClL ”eH%Z(I";LZ(K”))
KIIEQ?(/

n n— n n 2
+@<k@ﬂ@mwﬁﬂﬂt1W§mm>+%WNWW§mq+@(Wmd}}a
(1.5)

con (77,")2 = Z (77?(7,)2 y los estimadores de error local dados por
Kepn

Mo = [[u(0) = uplz2(), (1.6)
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n

1 1
Mien = V3T ( iR, £75 1)+ = ok ) + Cosc i loscell 2 K> (1.7)
VK] VE (

|K
Mica = Coo/To [y = wh ™ | o (1.8)
o 1/2
Nk.p = ﬁcﬂ(/tnlﬂf—an%?(K) dt) ; (1.9)
las constantes asociadas a la cota inferior del error iguales a
ci(n C = (1+C%) (% +C2 C4 2 hic v 1.10
1 ( KyTn, &K, @, P,Q) - ( + 9?) BT &?K -2 + B - ’ ( )
h2

Cr(hi, T €5, 0,Cpa) = (1+C%) -, (1.11)

1+C2 h?
CQ(hK,Tn,E,H,a,CP7Q) = H;_i/g)mé‘x{ 5[,( CQ} (112)

2 hicTn

Cg(hK,Tn,E,FL,a,CRQ) = (1 —I-C ) P (1.13)

h2
Ci(hi,e,k,a,Cpq) = (14+C%) <1+§> (1.14)

mientras que si se considera la norma ||-|lwo,r), se tiene que

N
lelior < m+ Y () + ()" + (1)), (1.15)

n=1

Uh 1 llellwn-1 gy + Co lloscierllz2 gy +Ca (Mkrp ’
() <D D D G lellnr o+ Co lloscholagaey +Cs (nfer)

KeP" meVy K'eQn,

2
+Com, Y ((31 elfFygen—1 ny + Ca llosChon |72 cm + Cs (mjer p) >}

K,,GQ;L{,
(1.16)
n\ 2 n \2 . .
con (77_ ) = Z (nK_) y los estimadores de error local definidos como
Kepn
o = \/1+2C% |[u(0) — uj | r2(); (1.17)

n 1 n,
NKh = (9+663A) Tn(\/m ‘yK(uhmf )’ \/— HO-KHL2 +COSCKHOSCK”L2 )7 (118)

Mice = Cap ) (3 +2C5) 7o [[luy — up ™| (1.19)

” 1/2
kD = (9+6Q2@)CQ</ 1”f—fn”%w() dt) ; (1.20)
tn—
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y las constantes asociadas a la cota inferior del error dadas por

Ci(hi, e k,a,Cpa) = (1+C%)(9+ 6C%)méx{2,2C% <2+§h§{>, (1.21)
h2.1,

Calhic, Turesmoa,Cpg) = (L4C5) (9+6C3) =2, (1.22)

Cs(hic, e, 5,a,Cpa) = (1+C%)(9+6C%) (1+§h§{>. (1.23)

Para ambos casos la constante de estabilizacion y el término estabilizado estdn dados por

( 2 1 2
TK h—2HaHLw(K) , para SUPG,
K
, er 1
Ti MAX {@ @HGH%OO(K)Wz} , para GLS,
Crp = )2 (1.24)
K . 2
22 Vel}?ﬁﬂ Ty , para ES,
v 4
| B, el » para CIP.
0 , para SUPG, ES, CIP y r > 0,
Sk (up, 1) = (1.25)

T (=X} — osc,k)k , para GLS y k # 0,

con Tk el pardmetro de estabilizacion especificado en la Seccion 3.2.1.1, el campo o definido en el
Lema 3.3.1, Cpq dada por (2.6), la constante de continuidad de la forma bilineal Cy definida sobre todo
el dominio Q dada por (3.7) mientras que Cg, , su restriccion al elemento K estd dada por (4.4), Cose, ik

viene dada por (4.35) y Cq dada por (4.42).



Capitulo 2

Preliminares

En el presente capitulo se introduce la notacién general junto con algunos resultados preliminares

que seran utilizados a lo largo del presente trabajo.

2.1. Notacion General

Sea Q C R% con d = 2,3, un dominio abierto y acotado, con frontera 9f2. Se denota por € la
clausura de €. Se hard uso de la notacién estandar para los espacios de Lebesgue, Sobolev ([1, 69]),
normas y productos internos; en efecto, el espacio de Lebesgue de funciones cuadrado integrables sobre
el dominio € es denotado por L?(2) y L>°(Q) denota el espacio de funciones esencialmente acotadas,

i.e.

2@ ={o: [P ds = ol < oo}
Q

L>(Q) = {v : esss;;p]v(w)] = ||Vl oo () < oo}.
re

Para el caso vectorial se utilizard la notacién L2(Q) = L2(Q)? y L>(Q) = L*>®(Q). Si se considera
un conjunto A C €2, el producto interno en L?(A) se denota por (-,-)4 y ademés (-,-) si A = Q. Con
respecto a los operadores diferenciales utilizados, para una funcién escalar u(x) = u(z1,x2,...,xq) se
tiene que 0; u representa la derivada parcial de u con respecto a la variable z;, y luego los operadores

gradiente y laplaciano se definen como
Vu=(0u,...,0u) eRY,

d
A’LL:Z@M’LLGR,

i=1

11
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mientras que para una funcién vectorial u = (uj(x),...,ug(x)) se define los operadores divergencia y

gradiente como

d
divu =V -u= Z@iui € R,

i=1

o0x1 Oxo Oxg

Qug  Oug . Oup

Vou— ox1 Oxo Oxy

Oug  Oug . Oug

L Oz Oxo Oxrg

Con respecto a espacios de Sobolev, sea s € N, luego se define el espacio
WP () = {U € LP(Q) : D% € LP(Q),¥ a € N%: |a| < s}

donde D%u corresponde a la notacion multi-indice para las derivadas débiles de u, la cual para o € Ng
d

y o) = Z a; se define como
i=1

olaly

Da’u = =
025 0z

D(O,...,O)u = u,

mientras que, para una funcién u € L'(2) se dice que v € L'(£2) es su a-ésima derivada débil si y sélo
si

/uDacpdx:(—l)|O‘/ vpdr, YV ¢elCi(9),
Q Q

y, haciendo una analogia a la notacion clasica de derivada, se denota por D%u := v.

Nota 2.1.1. El concepto de derivada débil generaliza la nocion de la derivada clasica. En particular,

si f € CHQ), i.e., f es diferenciable en el sentido cldsico, la derivada cldsica coincide con la derivada

débil.

Volviendo a los espacios de Sobolev, en particular se denota por H'(2) = W2(Q), mientras que
HZ(Q) denota el subespacio de H'(€)) compuesto de las funciones cuya traza es cero en el borde
de Q y H-1(Q) denota el espacio dual de HE(f2) con respecto al producto interno de L?*(Q), donde
(-, ) i-1()x< 3 (@) denota el producto en dualidad entre H(Q) y H71(Q). La norma del espacio H'(Q)

es denotada por ||| 1 (o) ¥ se define como

lal2s ) = 220y + [l 0y
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donde || 1) denota la semi-norma H 1(Q) y viene dada por

n 2

ulZp oy = 1V 0l =
j=1

ou

Lj

L2(Q)
El espacio H (div, ) denota el espacio de campos vectoriales cuadrado integrables cuya divergencia es

también una funcién cuadrado integrable.

2.2. Espacios que involucran el tiempo

Sean T > 0 un tiempo fijo y Q C R? definido anteriormente, se define el domino espacio temporal
Qr = Q x (0,T]. Sea u una funcién definida en Qp. Se considera u como una funcién del tiempo ¢ con
valores en un espacio de funciones V', cuyos elementos son funciones que solo dependen de la variable
espacial, i.e.,

w:(0,T) — V
t — u(t) =ul(,t)
Este tipo de funciones es denominada funciones de valores vectoriales, aunque también son conocidas
como funciones abstractas.

A continuacién se presentan los principales espacios de funciones a utilizar en el analisis del problema
parabdlico, haciendo uso de la teoria de integrales de Bochner (para més detalle con respecto a la teoria
de Bochner referirse al Capitulo V.5 de [81] o al Capitulo 1 de [63]). El espacio de funciones cuadrado
integrables con valores en un espacio de Banach V se denota por L?(0,T;V) mientras que el espacio

de funciones continuas con valores en un espacio de Banach V' se denota por C(0,7; V), y las normas

. 1/2
lull 207y = ( /0 ||u<t>||2vdt>

U 1y = max [|u(t .
lulleoirv) = m (o)l

asociadas a cada espacio son

respectivamente. Para cada par a < b de nimeros reales, se denota por W(a,b) al espacio de todas
las funciones u € L?(a,b; H}(2)) cuya derivada temporal débil d;u = u’ pertenece a L*(a,b; H1(12)).

Ademss se considera la norma

, 1/2
llullwa,b) = (/ lu@®)llE + H\U'(t)H!idt)
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donde [|-[|, corresponde a la norma de la energfa en el espacio H}(2) y |||, es la norma del operador

definida como
(u, W) g-1(Q)x HL (@)

lull, = sup T
weHY(Q)\{0} wllq,

2.3. Formulacion Variacional del Problema Parabdlico

Para determinar la formulacion variacional del siguiente problema parabdlico

Oru(t) —eAu(t) +a-Vu(t) +rku(t) = f(t) ,enQr
(P) u = 0 , en 092 x (0,7
u(+,0) = wup(x) ,enQ,

se tienen dos posibilidades segun la regularidad que se asume sobre la derivada temporal débil de la
funcién u. Mientras que para la variable espacial es necesario asegurar la existencia de la derivada parcial
espacial débil de primer orden, para la variable temporal se tienen dos posibilidades: asumir o no asumir
la existencia de la derivada temporal débil . La elecciéon entre una u otra de estas opciones implica la
definicién de distintos espacios solucién para la funciéon u pero como se mostrarda mas adelante, estos
dos espacios coinciden, es decir, son isométricos e isomorfos.

Se comenzara con el caso en que no se asume la existencia de la derivada temporal débil. Para esto

se definen los siguientes espacios normados
Wy %(Qr) = {v € L*(0,T; L*(Q)) : D*v € L*(0,T; L*(Q)), |a| <1}

con la norma

T 1/2
lotzoar = (| 1O + 1000120 )

Wyl (Qr) == {v € L*(0, T; L*(Q)) : 8w € L*(0,T; L*(Q)) y D% € L*(0,T; L*(Q)), |a| <1}

con la norma
T 1/2
ol gy = ( /0 o)1) + IV 2y + 100 ()2 dt)

donde V = V, es el gradiente respecto a x. Ambos espacios corresponden a espacios de Hilbert una
vez que son equipados con el producto escalar natural. De esta manera considerando una funcion test

v E VV21 ’I(QT) tal que v(x,T') = 0, integrando sobre Qp y realizando integracién por partes con respecto
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a la variable temporal se tiene que la formulacion variacional del problema esta definida como: Hallar

u e W;’O(QT) tal que
T
—/0 /Qu(t) v (t)—e Vu(t) - Vo(t) — (a - Vu(t))v(t) — ku(t) v(t) dedt =
/T/ F() v(t) dedt + / upv(t) dz, Y uve Wy (Qr). (2.1)
0 Q Q

La existencia de una soluciéon débil para esta formulacién esta asegurada. Para mayor detalle referirse
al Capitulo 3 de [75], especificamente al Teorema 3.9.

Para el segundo caso, se consideran los espacios ya definidos en la seccién anterior. De esta manera,
tomando como funcién test v € H} () se tiene que la formulacién variacional del problema viene dada

por: Hallar w € W(0,T) tal que
/ ug(t) v+eVu(t)-Vo+(a-Vu(t)) v+ ru(t) v de = / f®vdr, YVoveHNQ), ctp.te(0,T). (22)
Q Q

Al igual que en el caso anterior, la existencia de una solucién débil para esta formulacion esta asegurada.
Para mayor detalle referirse al Capitulo 2 de [63], especificamente al Teorema 2.2.5 o al Capitulo 6 de
[39], especificamente al Teorema 6.6 (Teorema de Lions). El siguiente teorema asegura que cada solucién

u € VV21 Y(Qr) pertenece también al espacio W(0,T).

Teorema 2.3.1. Sea u € WQI’O(QT) la solucion débil del problema 2.1. Entonces u pertenece a W(0,T),

posiblemente luego de una modificiacion en un conjunto de medida nula.

En funcién del resultado anterior es que durante el presente trabajo se utiliza la formulacién va-
riacional 2.2 y el espacio de funciones W(0,7") como espacio solucién. De esta manera se tiene que
la solucién u pertenece al espacio L?(0,T; Hé(Q)) mientras que su derivada temporal d;u pertenece
a L2(0,T; H-Y(Q)). La justificacién sobre el espacio al cual pertenece la derivada temporal se da a

continuacion. Notar que la formulacion variacional 2.2 puede ser reescrita como
/ Owu(t)vde = F(t)v
Q
para todo v € H}(2), c.t.p. t € (0,T), con F(t) igual a

F@t):H} Q) — R
vo— F(t)fu:/gf(t)v dm—/QaVu(t)-Vv—k(a'Vu(t))v—i-/iu(t)v dx

de donde se tiene que F(t) € H~1(Q). Esto implica que dyu(t) € H~1(2). Ahora bien, se cumple que

T
/ P2 dt < oo,
0
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lo que implica que F' € L?(0,T; H~'(Q)) y por consiguiente dyu € L?(0,T; H~(Q)).

El hecho de que parat € (0,7), dyu(t) € H~(Q) esté contenida en un espacio diferente a u € H} (),
hace necesaria la identificacién de estos dos espacios. La identificacién mas usual viene dada por el
Teorema de representacion de Riesz, pero no sera utilizada pues hace uso del producto escalar en H, é(Q)
para representar funcionales de H~'(Q), siendo que segtin lo visto en la forma variacional 2.2 se busca
que esta representaciéon se haga a través del producto escalar L?(f2). Por esto se introducira la nocién
de Tripleta de Gelfand. Se tiene que el espacio Hol(Q) se encuentra continua y densamente contenido en
el espacio L%(Q)

H(Q) =, LA(Q),

y también se tiene

(LX) = HH(Q).

Haciendo uso del Teorema de representacién de Riesz para identificar al espacio L?(2) con su dual, se
produce la tripleta de Gelfand
H () < LA(Q) <y HH(Q).

En particular se logra la identificacién H} () <y 0; H () sin la necesidad de usar directamente el
Teorema de representacién de Riesz. De todas maneras, al utilizar el Teorema de Riesz para identificar
al espacio L%(Q) con su dual, para f € L?(Q) € H Y(Q) y g € H(Q) C L*() se debe cumplir la
condicién de compatibilidad

(f, g>H*1(Q)><Hé(Q) = (f,9)r2-

2.4. Discretizacion del Intervalo Temporal

Con respecto a la dicretizacién del intervalo (0,77, se considera una sucesion estrictamente creciente
de tiempos discretos {t"}o<n<n, tal que t" =0y ¢tV = T. Ademsds, para cada n con 1 < n < N, se

n

denota por I"™ = ("1, "] el n-ésimo sub-intervalo de tiempo y por 7, = " — t"~! su largo.

2.5. Notacion de Elementos Finitos

A continuacién se detalla la notacién utilizada relacionada a la particion del dominio espacial. Sea
Q Cc R? con d = 2, 3, un dominio poligonal simple cuando d = 2 y un dominio poliédrico cuando d = 3,

con frontera 0f). Se considera una familia de particiones {P} del dominio conformada por la unién de
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elementos regulares triangulares (d = 2) o tetraedrales (d = 3) que no se superponen, en el sentido de

Ciarlet (ver [32]). Para una particién fija P, se tiene que

F denota el conjunto de todos los lados/caras;

e F; C F denota el conjunto de los lados/caras interiores;

e Fyo C F denota el conjunto de los lados/caras de borde;

e V son los indices del conjunto de todos los vértices de la particion {x, }mey;

e Q,={KcP:x, € K paraunm € V fijo} es el patch consistente de elementos de K para los

cuales x,, es un vértice;
e F,, denota el conjunto de todo los lados/caras que tienen como vértice a @,;

e )\, denota la funcién que es linear a trozos en P y se anula en todos los vértices de P, excepto
en x,,, donde toma el valor de uno, i.e., A\p,(®g) = dyp con m, k € V y d,i denota el delta de

Kronecker.

Para un elemento triangular/tetraedral K € P, se tiene que

e P, (K) denota el espacio de polinomios en K de grado total a lo mas m;

e Vi son los indices del conjunto de vértices del elemento K denotado por {&, fmevy;
e O denota el conjunto de elementos que comparten un lado/cara con el elemento K;
e Fx denota el conjunto que contiene los lados/caras del elemento K;

e |K| denota el drea/volumen del elemento K;

e hy denota el largo del lado més largo del elemento K;

° ﬁff denota el vector normal unitario exterior al lado/cara v € Fx C 0 K;

e vu|,. denota la restriccion de v al elemento K.

e T = (v,1/|K|)x denota la media de la funcién v sobre el elemento K.

Para un lado/cara v € F, se tiene
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e P, (v) denota el espacio de polinomios en vy de grado total a lo més m;

e V), son los indices del conjunto de vértices del lado/cara v denotado por {., fmev,;
o O, ={K e€P:vye Fk} denota el patch de un lado/cara;

e |v| denota el largo/area del lado/cara ~;

e 7, denota el vector normal unitario al lado 7, orientado de manera tal que, en el caso de un lado
exterior v € Fpq el vector fi, se elige igual a la normal unitaria exterior de 02, denotada por
noQ;

e t, denota el correspondiente vector tangente unitario asociado con 71, rotado noventa grados en

sentido anti horario con respecto a fi.;

v),, denota la restriccién de v al lado/cara 7.

La Figura 2.1 ilustra la notacién utilizada para los lados, vértices y vectores normales unitarios de

un elemento K € P, tanto en el caso bidimensional como tridimensional.

3 Z3 T3

I

X1 > T2

X9 &Io

Figura 2.1: Notacién y orientacién de lados, vértices y vectores normales unitarios del elemento K € P el cual
puede ser bidimensional (triangular, izquierda) o tridimensional (tetraedral, centro y derecha). El lado/cara ~;
del elemento triangular/tetraedral K es aquel opuesto al vértice x; y fi; es el vector unitario normal al lado/cara

vi, para i € Vi = {1,2,3} en el caso bidimensional y i € Vi = {1,2,3,4} en el caso tridimensional.

2.6. Resultados Preliminares

En esta seccién se presentaran algunos resultados estandar, que se utilizaran de manera frecuente a

lo largo de este documento.
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A lo largo de este trabajo se adopta la siguiente convencién:
a=b<=a<Ch,

donde C' > 0 es una constante independiente de los parametros ¢, a y x, del tamano de la malla h y del

paso del tiempo 7,.

Definicién 2.6.1. (Operador de Proyeccion L*) Sea N : L*(K) — P1(K) un operador de proyeccion,
caracterizado como

(¢ —lk(9),p)k =0  VpePi(K). (2.3)
Se utilizaran también los siguientes resultados.
Teorema 2.6.1. (Desigualdades de Poincaré Optima para dominios convexos, ver [20, 62, 64])

Sea K € P y Uk € Pi(K). Entonces

hk

lo = ollaue < NV ol Vv e HY(EK), (2.4)

lWllz2@) < CrallVollLeq), ¥ ve H(9), (2.5)

donde hx es el didmetro de K y la constante Cpgq viene dada por

1 d 1 —1/2
Cra= o (; |li|2> ) (2.6)

donde |l1], ..., |la| son los lados de una caja d—dimensional en la cual Q@ esta contenido.

Teorema 2.6.2. (Desigualdad de Young)

Sean a,b>0 y p,q > 1 tales que % + % = 1. Entonces

P q
ab < % + %. (2.7)

Teorema 2.6.3. (Desigualdad Media Aritmética-Geométrica)

Sean a,b > 0. Entonces

2 b2
mds aun, considerando £ > 0 se tiene que
2 b2
ab < %1 t (2.9)
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Teorema 2.6.4. (Desigualdad de Jensen)
St p1,...,Pn SON numMeETos positivos cuya suma es igual a 1 y f es una funcién real continua y convera,

entonces
f<2pi xz) < Zpif(ib"i)- (2.10)
i=1 i=1

2

Particularmente, si p; =1/n, coni=1,...,n y f(x) = z*, entonces
n 2 n
(Zaz,) < anf (2.11)
i=1 i=1

Teorema 2.6.5. (Desigualdad de Gronwall, forma diferencial, ver [}2, Apéndice B])
Sea n(-) una funcidn no negativa, absolutamente continua en [0,T], la cual satisface, c.t.p. en t, la

desigualdad diferencial
1'(t) < o(t) n(t) + (1), (2.12)

donde ¢(y) y ¥(t) son funciones no negativas, sumables en [0,T]. Entonces

1(t) < eJi ole)d ( / e ) (2.13)

A continuacién se presentan las funciones burbujas las cuales se caracterizan por ser no negativas

para todo 0 <t <T.

con soporte compacto local, lo que las hacen ttiles al considerarlas como funciones test en ecuaciones
relacionadas al error de la aproximacion de elementos finitos.

El siguiente resultado muestra que la funcién burbuja interior Sx = H Am € Hé (K), preserva la

meVk
norma.

Teorema 2.6.6. Sea S = H Am € Hol(K) Luego para cualquier p € P, (K) con m > 0, existe una

meVg
constante C tal que

C pliagry < 8578 o

< Clpl2e ) (2.14)

C M Ipllz2(re) < 1Bx pllzz(rey + bV (B Pl L2y < C Ipllz2 (2.15)

donde la constante C' es independiente de p y hy .

El siguiente resultado se utiliza para extender cantidades definidas en v € F; (interfaces de elemen-
tos), al par de elementos que comparten la interfaz al usar funciones burbujas del lado y establecer que

la extension preserva la norma.
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Teorema 2.6.7. Sea (3, = H A € HY(KUK') y By, € HE () con ~y siendo el lado que comparten
meVy
los elementos K, K' € P. Entonces, para cualquier p € Pp,(vy) con m > 0, existe una constante C' tal

que

™ bl < ||V

oy < ClplEag, (2.16)

W18y pll 2y + B IV (By )l L2 iy < Cllpl 22 ), (2.17)

donde la constante C' es independiente de p y hy .

Las siguientes férmulas permiten calcular integrales del producto de potencias de funciones base en
un elemento K € P o en un lado/cara v € Fr. Considerando enteros no-negativos a, b, ¢, d, para el caso

bidimensional se cumple

2 (alblel) al b
abyc a b
0\ 0 1 = K S 2.1
(Az >\J k> >K ((1 b+ c 2)| | | y </\m7 >‘n>_y ((1 b 1)' |7|7 ( 8)

con Vi = {i,j,k} y V, = {m,n}, mientras que en el caso tridimensional se tiene que

3(alblcldl) 2 (alb! )
(a+b+c+d+3)! (a+b+c+2)!

(AgAgA;Ad,l)Kz K| y (leAgAm)W: W, (2.19)

con Vg = {i,j,k,l} y Vy ={m,n,r}.
El siguiente resultado presenta una base de funciones polinomiales de grado uno definidas en los

bordes de la particién. Para més detalle referirse a [12].

Lema 2.6.1. Cualquier funcion polinomial p € P1(vy) puede ser escrita como
p= Z P i)y ((d+ 1) — 1) (2.20)
[l v

donde d denota la dimension del espacio.

Al tratar con la obtencién de una cantidad completamente computable y equivalente al error (més
términos de orden superior), frecuentemente se necesitard resolver, para cada K € P, un problema local
de Neumann a través del cual se determine un campo vectorial o g . Este problema ha sido estudiado en
[12, 13], por lo que a continuacién solo se presentaran los resultados obtenidos. Dicho o € H(div , K)
puede descomponerse como o = 0'}( + 0'9( donde 0'}( es solucién del problema: Encontrar 0'}( €
H(div ,K) tal que,

—divel = en K
Ko= PK (2.21)

ol .pK —
o -y = pyk encaday € Fg,



22 2.6. Resultados Preliminares

mientras que 0'9{ es solucién del problema: Encontrar 0'9{ € H(div ,K) tal que,

—dive). = 0 en K
(2.22)
U%-ﬁff = 0 encaday € Fg,
con px € P1(K) y py,x € Pi(y) dados. Por lo tanto, definiendo el espacio
P*(K) ={v e P, (K)?:dive =0en K, v - ’fL,IY( =0 en cada v € Fg}, (2.23)
se tiene que o € Po(K)? es solucién del problema local
min o
o €P; (K)4 lorscllze
¢ —diVO'K = DK en K7 (224)
s.t.
oK - ﬁff = pyk encadayc Fg.

Para presentar las soluciones asociadas a los problemas (2.21) y (2.22) se comienza considerando las
siguientes definiciones. Se denotan por n; = |yi|f; v t; = ||t a los vectores normales y tangentes,
respectivamente. Se consideran las funciones lineales A restringidas al elemento K y a sus lados/caras
las cuales satisfacen
1
Z Aije = 1, Z A, =1, Y Vil = T d|K] n; (2.25)
1€V 1€V

y que ademads cumplen que
N2 < Ol INiag) < O (2.26)

A continuacion se definen las funciones 1/3, ..y Yk, para cada K € P, tanto para el caso bidimensional
como el caso tridimensional. A través de estas funciones se puede dar una solucién explicita al problema
(2.21).

Caso Bidimensional: Para un elemento K € P, seant, j, k € Vi = {1,2,3}, coni # j # k,y t;; = xj—x;.

Se definen las funciones

1

Pi; = a7z (447 = M = TA) Ayt - (N 34 —200) M ). (2.:27)
1
Yi; = 3K ((BA; (e — A) +4X) ti5 + (BN (N — Aj) — 2 ) L), (2.28)
Ai
Vi, = (Aj tij + Aetix). (2.29)

3K
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Caso Tridimensional: Para un elemento K € P, sean 4,j,k,l € Vg = {1,2,3,4} y tij = x5 — ;. Se

definen las funciones

1

iy = K] (A2 = Xe — N +22 ) Ajty; (2.30)
FON — AN — AN+ 3X) A tin) + (9N — 4N — AN+ 3NN Ly,

Vi = 4&(,,((1% 19N 19N — 2 X)) Aj &y (2.31)
F(BN — AN — AN — 11X ) Ak tir) + (BN — 4N, — 4N — 11N\ ta,

Vi = 4’)}{‘ (Ajtij + Artar + A tar). (2.32)

Con estas funciones es posible obtener una forma explicita para 0'}( que es solucién del problema (2.21),
si los elementos y la informacién del borde satisfacen la siguiente condicién de compatibilidad

(pr,0)K + Z (py,K,€)y =0 para cualquier ¢ € R. (2.33)
YEFK

En ciertos casos la informacién también satisfard

(pr, Q) K + Z (pv,k,9)y =0 para cualquier g € Py (K). (2.34)
veEFK

En funcién de lo anterior, el siguiente resultado enuncia una solucién particular para el problema (2.21).
Lema 2.6.2. Sean px € Py(K) y Dy K € Pi(y) para cada v € Fg dados. Entonces, si px Y Py K
satisfacen (2.33), se tiene que

d+1

ok = < > (P M)yt + (KIV (pk) - (i — 5K))¢K,i> (2.35)

i=1 \jeVy,
es una solucion de (2.21), donde las funciones 1; j y WPk ; vienen dadas por (2.28) y (2.29) para el caso
bidimensional y por (2.31) y (2.32) en el caso tridimensional, cumpliéndose ademds que

lokell ey < € (Rrclipiclizzceey + Y- il Ip iz ). (2.36)
veFK

Si px Y Dy, satisfacen (2.34), entonces

A1
:Z Z Pk M) Wi (2.37)
i=1jeV,,

es una solucion de (2.21) donde las funciones 1[)1-,]- vienen dadas por (2.27) en el caso bidimensional y
por (2.30) en el caso tridimensional, cumpliéndose ademds que

okl < €0 D2 mi 1Pz )- (2.38)
YEFK

En ambos casos la constante C es independiente de hi, prx Y D,k -
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Con respecto a la solucién del problema (2.22), a continuacién se define una base para el espacio P4 (K )e,

tanto en el caso bidimensional como en el caso tridimensional, a través de la cual es posible expresar de
manera explicita la solucién 0'9(.

Caso Bidimensional: Para un elemento triangular K € P, una base para el espacio P4 (K )2 est4 formada
por la funcién

Yo Mg tia + AoAz taz + A3y ta1) . (2.39)

~ 2/
Caso Tridimensional: Para un elemento tetrahédrico K € P, una base para el espacio P5(K )3 estd

formada por las funciones

1

Yo = m()\ﬂz t12 + AgA1 tar + Aadgtag)T
1

Yoo = M(Az/\:& tog + Mo tio + sy tgr) (2.40)
1

Po3 = M()\BM 31+ AoAs tog + MAatsn)T.

En funcién de lo anterior, el siguiente resultado enuncia una solucién particular para el problema (2.22).

Lema 2.6.3. La solucidn del problema (2.22) en el caso bidimensional viene dada por

0 _ _(Ukva)K
T = (o o) Yo, (2.41)

donde la funcion by viene dada por (2.39), mientras que para el caso tridimensional se tiene que

3
ok ==Y iy, (2.42)
i=1
donde las funciones ¥ ; vienen dadas por (2.40) y los a; estdn definidos como
[041 a9 Oég]T = G_lb, (2.43)
con las entradas de la matriz G y el vector b dadas por

(G)ij = (Woirtho)x vy (B)i = (0K, Yo)x- (2.44)
Finalmente, se puede resumir los resultados anteriores a través del siguiente teorema.

Teorema 2.6.8. (Solucion dptima al problema local de Neumann)
Sean pr € P1(K) y pyx € Pi(y) para cada v € Fi dados. Entonces la solucion al problema (2.24)
viene dada por

oK =0 +a% (2.45)
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donde, 0% viene dado por (2.41) en el caso bidimensional y por (2.42) en el caso tridimensional y, si

DK Y Dy Satisfacen (2.33) entonces ok viene dado por (2.35) y se cumple que

low o) < C(huclpicliege + > Ml Ipyllee))- (2.46)
VEFK

mientras que si px Y Py,x Satisfacen (2.34), entonces ok viene dado por (2.37) y se cumple que

1/2
lowclzzo < (D2 Al Ipaclize) ) (2.47)
YEFK

Teorema 2.6.9. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz para espacios con tiempo, ver [6.3])
Sea V un espacio de Banach real y V' su dual. Entonces, para f € L*(a,b;V) y g € L*(a,b; V'), se
tiene que (g(-), f())vixv € L'(a,b) y se cumple la desigualdad de Cauchy-Schwarz, i.e.,

/;(9(’5)7 F@)vixv dt < lgllp2 vy 112 (apv)- (2.48)
Los siguientes resultados pueden verse en més detalle en [42].
Teorema 2.6.10. Sea u € H'(0,T; X). Entonces
i) uweC([0,T]; X) c.t.p. en tiempo, y
i) u(t) = u(s) —|—/tu’(£)d§, VOo<s<t<T.
s
Teorema 2.6.11. Sea u € L?(0,T; H}(2)) con v’ € L?(0,T; H-Y(Q)). Entonces
i) u € C([0,T); L*(R)) c.t.p. en tiempo, y

it) El mapeo

t— [[u(t)]72q)

es absolutamente continuo, con

() By = 200 (), ult), 0<t<T (2.49)

c.t.p. en tiempo.



Capitulo 3

Método de los Flujos Equilibrados

aplicados a un problema eliptico

El presente capitulo busca introducir el método de los residuos equilibrados, propuesto por Ainsworth
y Oden (referirse al Capitulo 6 en [4]), aplicados a un problema eliptico en el cual, la construccién de un
conjunto especial de funciones llamadas flujos de borde junto con un conjunto de campos de vectores
ox € H(div , K), relacionados a la solucién de un problema local de Neumann, hace posible obtener
una cota superior garantizada y una cota inferior local del error al aproximar la solucién utilizando una
familia de métodos de elementos finitos estabilizados. La importancia del uso de dichos flujos radica
en que es posible obtener dicha cota superior a través de la construccién de un estimador de error

completamente computable.

3.1. Problema Modelo

Para este caso introductorio se considera como problema modelo la ecuacién de difusién conveccién
reaccién con condicién de borde Dirichlet homogénea en un dominio  C R? con frontera Lipschitz 052,

i.e.: Hallar u tal que

—cAu+a-Vu+ru = f , enf)
u = 0 , en 02

(3.1)

donde:

(S1) 0 < e < 1 es el coeficiente de difusiéon y k > 0 corresponde al coeficiente de disipacion;

(S2) a € L*>*(Q2) es un campo solenoidal, es decir, diva = 0;

26
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(S3) f € L*(Q).
La formulacién variacional asociada con este problema es: Hallar u € H}(Q) tal que
%B(u,v) = (f,v), Vwe Hy(9Q), (3.2)

donde la forma bilineal viene dada por

,@(u,v):/QEVU-V’de—i—/Q(a-Vu)vda:—i—/Q/ﬁuvdx. (3.3)
Considerando la norma de la energia
all?, = & [Vl gy + & lula gy, (3.4)
definida en H'(f2), se tiene que
[B(v, w)| < Cxllvllllwllq, (3.5)
B(v,0) = vl (3.6)

para todo v,w € Hé(Q), donde la constante de continuidad viene dada por

méx{2,2 iHa‘”L°<’(Q)}7 01750,/%750,
V ek
1

Cp = , a=0,xk>0, (3.7)

) Vd
maX{l,?Cp’QHU:HLoo(Q) ) G#O,KZO,

con la constante Cpq dada por (2.6). Por lo tanto la existencia y unicidad de solucién para este problema

se obtiene a través del teorema de Lax-Milgram (ver Capitulo 2 en [25]).

3.2. Meétodo de elementos finitos estabilizados

Para aproximar la soluciéon de este problema se considerard una formulacién de elementos finitos

estabilizados. Para ello sea el espacio de elementos finitos V;, C Hg () definido como
Vi = {v €CQ) : v, €P1(K), VK € P} Hy(Q). (3.8)

Luego la aproximacién de elementos finitos estabilizada de este problema viene dada por: Hallar up € Vp,
tal que
PB(un,vn) + (un, fion) = (f,vn), ¥V vp € Vp, (3.9)

donde .7 (-, ;) es el término de estabilizacién. En la siguiente seccién se enuncian los distintos tipos de

términos de estabilizacién que seran utilizados.
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3.2.1. Esquemas de Estabilizacién

A continuacién se presentan los esquemas estabilizados que se utilizardn. Para poder realizar el anali-
sis a posteriori, es necesario que el término de estabilizacién de cada esquema pueda ser descompuesto

como la suma de aportes locales de cada elemento de la particion, es decir

S (un, fion) = Y Tk (un, 00 (3.10)
KeP
donde el aporte local Sk (-, -;-) viene dado por uno de los siguientes esquemas:

Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) [49, T1]:

Lk (up, f; vh|K) =T (—e Aup, +a - Vuy, +kup, — f,a- V’UMK)K. (3.11)

Galerkin Least Squares (GLS) [15, 50, 71]:

yK(umf;Uh\K) = TK (—&?Auh +a-Vu, +rup — f,a- V?)h|K + H/Uh‘K)K. (3.12)

Edge Stabilization (ES) [30]:

Frcun, Fion) = Y 7y ([Vun -7y ], Vo AE (W3 + ), (3.13)
yeEFrNFr

donde v € Fx N Fgr v hok es el didmetro de K.
Continuous Interior Penalty Stabilization (CIP) [37, T1]:

T (Un, fi0p),) = Z Ty ([[a -Vup],a- Vvh“{)y. (3.14)
yeFrNFr

Nota 3.2.1. (Salto de una funcién) Se tiene que para v € Fg+ N Fg—, con KT y K~ dos elementos

adyacente (ver Figura 3.1), el salto de v en v en la direccion ﬁ5 viene dado por
[v] = vt — v~ (3.15)
donde
vt = EE)IEOU(:B + eﬁfy{) =], 4
Y 'fL5 = 'fLﬁ{+ = —ﬁfff, con ﬁﬁ{i las normales asociadas los elementos KT en . Siv(x) es una funcion

vectorial, entonces se tiene que

[v-A] =vt -l 1o Ak =t —v7) Al =[v] A, zek (3.16)
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Finalmente, un caso particular del caso anterior es el salto del gradiente en la direccion fv, definido

como

+ ~ —
KV Al (3.17)

[Vv-f,] =Vy, , -7

Figura 3.1: Notacion referente al salto de la derivada a través del lado ~.

Nota 3.2.2. Para poder satisfacer la condicion (3.10), los métodos estabilizados deben ser descom-
puestos de una manera apropiada. Por ejemplo, el método CIP escrito en su forma cldsica es igual

a

L (up, fion) = Z Ty ([[a -Vuy], [a - Vvh]])fy.

veFT
Luego, si se toma
-
S, fron) = D, (la Vur],[a- Vo),
yeFrNFr

se viola la condicién (3.10), mientras que si se toma
T (un, [30p),0) = Z ™ (la-Vup],a- Vo),
YEFNFT

la condicion (3.10) se satisface.

3.2.1.1. Parametros de Estabilizacion

En todos los esquemas anteriores 7 y 7, denotan los pardmetros de estabilizacion, los cuales varian
dependiendo del esquema e incluso para un esquema fijo existen multiples opciones. En efecto, segun los
resultados presentados en [71] y las condiciones del problema estudiado, un pardmetro de estabilizacién

usual para el esquema SUPG es

do hg, si Peg > 1,
rEUPG — n2. (3.18)

(51 s si PGKSL
3
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con dg y 01 constantes positivas apropiadas de manera tal que se cumpla la condicién

0< VPG < & (3.19)

K2’
donde w es una constante tal que 0 < w < k y donde Peg denota el nimero local de Péclet definido
como

lallLo(x) P

P = —_— 3.20
K 5 (3.20)

Notar que cuando Peg > 1 entonces nos encontramos frente a un caso de conveccién dominante mientras
que cuando Peg < 1 corresponde a un caso de difusién dominante.
De igual manera, segin los resultados presentados en [71], el pardmetro de estabilizacién para el

esquema GSL viene dado por
h
GLS .— 4 K (3.21)

T e

con &y una constante positiva a eleccion. Dicha definicion del parametro de estabilizacion coincide
asintéticamente con la definicion del pardametro del esquema SUPG. En efecto, si ¢ < C' hi entonces

TgLS ~ hx mientras que si € > C hg entonces T[C{;LS ~ h%{/s.

E

Con respecto al esquema ES, se tiene que el pardmetro de estabilizacion 7 S se toma normalmente

como una constante positiva. En este caso, siguiendo los resultados de [30] se tiene que

75 = 0,025. (3.22)

Finalmente, con respecto al esquema CIP, segun los resultados presentados en [71] el parametro de

estabilizacién para este caso debe cumplir que 7¢7F ~

5 h,2y. En base a esto, y siguiendo los resultados

presentados en [27], el pardmetro de estabilizacién se define como

P =12 |la - AL o). (3.23)

3.3. Analisis a posteriori

A continuacién se procede a realizar el andlisis a posteriori el cual usa como técnica principal el

método de los flujos equilibrados.

3.3.1. Ecuacién del Error

Seae=u—uy € H&(Q) el error de la aproximacion de la formulaciéon de elementos finitos, luego se

tiene que gracias a (3.2) y (3.9) el error satisface que

Ble,v) = Blu,v) — Blup,v) = (f,v) — Blun,v), Yove H Q). (3.24)
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La expresién anterior es denominada la ecuacion del error. El siguiente paso corresponde a descomponer
esta expresién en contribuciones de cada elemento K € P.

Previamente, sea {g, x € P1(v) : v € Fx, ¥V K € P} un conjunto de flujos de borde de los elementos
de la particién, que en cierto sentido aproximan el flujo real de la solucién verdadera en el borde de
estos, es decir,

~ K
Gy, x = VU, 1.

Dado que la traza de los flujos reales es continua en los bordes entre elementos se tiene que
Vauj, - Al +Vu -0l =0 enye Fxn Fy,

y luego, por analogia, los flujos aproximados deben satisfacer la siguiente condicion:

SUPOSICION 3.3.1. Sean {g, x € P1(y) : v € Fx, V K € P} un conjunto de flujos de borde, luego estos
deben satisfacer

gy K T 9y =0 eny € FgxNFgr. (3.25)

La condicién anterior expresa el requerimiento fisico de que los flujos no deben generarse en la

interfaz de los elementos. Claramente, ésta implica que
DY (grkov)y =0, Yo e Hi(Q). (3.26)
KeP~eFk

Haciendo uso de la expresion (3.26), es posible descomponer el lado derecho de la ecuacion del error

en contribuciones de los elementos de la particién

Ble,v) = (f,v) = Blup,v) = Y <(f,v)K — Brc(un,v) + Y (Q%va)“/)

KePpP YEFK

donde B (up,v) = (¢ Vup, Vo) + (a - Vuy, + kup, v) . Integrando por partes se tiene que

PBle,v) = Z ((f+€Auh|K —a -V, — KUy, U)K + Z (g%K—EVumK-ﬁf,v)w)

KeP VEFK
= > <(HK(f_a’vuh|K)+5Auh|K — K Up| i, U)K
Kep

+(f = a- Vapy —Tk(f = a- Vup,) o) + Y (g — Vg - 2l 0)).
YEFK
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Luego definiendo el residuo del elemento Z, el residuo del lado %. k y el término oscilatorio oscy

por
Ry = HK(f—a-Vuh|K)+z—:Auh|K—/fuh|K, (3.27)
Rk = Gy i — VU - R (3.28)
oscg = f —a-Vuy —l(f —a-Vuy), (3.29)

la ecuacion del error queda expresada como

Blev) =S ((,@K,U)K + (oser 0)k + Y (,@%K,v)ﬂ,), Yo e HHQ). (3.30)
KeP ~EFK

Ahora, asumiendo por el momento que se cumple la siguiente condicion:

SUPOSICION 3.3.2. Para cada K € P existe un campo de vectores o € H(div , K) que satisface el
siguiente problema de Neumann local: Hallar o € H(div , K) tal que
1

1
—divexy = %x— — (%, )gx — — Z (#~1,1)y en K,
K] Kl &%, (3.31)

. K
oK Ny = Kk en cada v € Fg.

Luego, integrando por partes la segunda ecuacién se tiene que

(divor ,v)k + (0k, Vo) = > (%yx,v)y, Vo€ Hy(Q). (3.32)
YEFK

y entonces, el lado derecho de la ecuacion del error puede ser reescrito como

Ble,v) = Z ((,@K +divog ,v)k + (o, Vu)k + (oscK,v)K>, Vo e HY (). (3.33)
KeP

Es facil notar que para poder ser capaz de escribir la ecuacién del error en la forma (3.33), las dos
hipétesis principales fueron la existencia de un conjunto de flujos de borde {g, k } y el campo de vectores
ok (Suposiciones 3.3.1 y 3.3.2). Para poder construir tales flujos de borde, es necesario que se satisfaga
la condicién (3.25), la cual es denominada condicion de consistencia, mientras que para poder construir
el campo ok, es necesario resolver un problema de Neumann en cada elemento K de la particion.

A continuacién se presenta el procedimiento para obtener un conjunto de flujos de borde que satisfa-

cen la condicién de consistencia y también se presenta una solucién explicita al problema de Neumann.
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3.3.2. Construccion de flujos equilibrados en particiones regulares

El conjunto de flujos de borde equilibrados {g- x} a desarrollar deben satisfacer la condicién de
consistencia (3.25) y también una condicién que asegura la existencia de (3.31). A continuacién se
esboza brevemente el desarrollo para la obtencién de estos flujos. Para méas detalles en el procedimiento
referirse a [4, 12].

Para el desarrollo de los flujos, es necesario recordar al conjunto {\,, : m € V}, base Lagrangeana
de V}, la cual cumple que

Z Amlg =1, en Ky Z Aml, =1, enn. (3.34)

meVk mGV«,

Con esto en mente, se tiene que el conjunto de flujos desarrollado debera cumplir con las siguientes dos
condiciones:

Consistencia: Si v € Fx N Fg para K, K’ € P, entonces

9y, K + Gy, K" = 0. (3.35)

Equilibrio de Primer Orden: Para todo A € P1(K)
(f Nk — Brclun, A) — T (un, f50) + Y (gy. )y = 0. (3.36)
VEFK
Dado que cada flujo g, i es una funcién lineal en cada lado/cara, estd inicamente determinado por

sus momentos (ver Lema 2.6.1), que denotamos por

Wig g = (G Am)ys M EVy (3.37)
Ahora, sea

1 : /

5(Jyk—Jykx) sive FrkNFr, K#K
(Jy=47? (e = yger) sty € Fie Fae, K# (3.38)

J%K siy € Fx N Faq,
con

Jyx =eVuy ’fL,IY(, para vy € Fk. (3.39)

Podemos definir los momentos “}Y(,n del flujo g, x en la forma

v ) sk = Errm) + (Fy), Am)y siv € FRNFr, K # K (3.40)

IuK,m - .
Exm + (Jy, K Am )~ siy € Fr N Faq
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donde los pardmetros {k ,, son obtenidos al resolver el siguiente sistema de ecuaciones

1
5 2 (Exm—fwm)t Y fkm=Ax0Om), VK EQ, (3.41)
K'eQmnQg YEFKkNFaaNFm
con
AK()\m) - r@K(uhy )‘m) + rEﬁK(uhy f; )‘m) - (f7 )‘m)K - Z ((J’Y>7 )\m)v (342)
VEFK

Fl sistema anterior consiste en #£),, ecuaciones y f€),, incégnitas, donde {£2,, denota la cardinalidad de
Q,,. Este sistema no tiene solucion tnica, pero una solucién que depende continuamente de los datos
{Ax(M\n), K € Qp,} puede ser determinada siempre que la siguiente condicién de compatibilidad se
cumpla

> Ag(Am)=0, YmeVya,¢oQ, (3.43)
KeQm

la cual se obtiene de manera directa tomando v, = Ay, en (3.9) junto con la definicién de los términos

de estabilizacion.

3.3.3. Solucién al problema de tipo Neumann

El problema de Neumann a resolver es: Hallar o € H(div , K) tal que

1
—divexy = Zx— — Pk, 1) — Z (#~1,1)y en K,
K| IKI
veFx (3.44)
O'K-fsz = XK en cada v € Fg.

El siguiente resultado provee una solucién para el problema (3.44), tanto en caso bidimesional como

tridimensional, basada en la orientacién, vértices y vectores normales dadas en la Figura 2.1.

Lema 3.3.1. Sean
Pk = XK — IS ’(%K, R Z R i, 1)y Prk = Ry K
veEFK
Entonces o = ok + 0% es la funcion solucion del problema (3.44) donde ok viene dado por (2.35)
y 0% wviene dado por (2.41) en el caso bidimensional y por (2.42) en el caso tridimensional. Mds ain,

existe una constante C' independiente de hx tal que

okl g2 () ( ST 1%y k2
YEFK
+ hi || Zx TR ‘(%K, & Z R K, 1 ) (3.45)
YEFK Lz(K)
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Demostracion. Dado que el residuo del elemento Z y el residuo del lado %, ¢ satisfacen la siguiente

condicion de equilibrio bajo constantes

1 1
Z (Zry 15 1)y + (QK - W(%Kal)K TR Z (%%K71)w1> =0
K

VeFK YeFK
luego el resultado sigue facilmente debido al Teorema 2.6.8. [ |
3.3.4. Cota superior para el error

Con respecto a la cota superior para el error, considerando una funcién g € H'(K), las propiedades
de la proyeccién ortogonal (2.3) junto con la funcién Tx = (v,1/|K|)x € P1(K), la desigualdad de

Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Poincaré (Teorema 2.6.1), se deduce que

(9 —TIk(9),v)k = (9 — Uk(g9),v —VK)K

<llg = Uk (9)llr2(x) v — VIl 2 (i)
hk
s lg — (9l z2(x) VOl L2 ()
hi
< e 19 — Tk (DIl 2y vl s (3.46)

mientras que aplicando simplemente la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que si k # 0 entonces

(9 —Tk(9),v)x < g —Tr(9)llz2(x) vl L2 (k)

< —=llg = Mr (@l 2o llvll - (3.47)

Entonces, tomando g = f — a - V. se sigue que

(0scr, v) K < Cose,x l|0ser | 2 10l - (3.48)
donde , )
; K
Cosc,K = (3.49)
hi

K =0,
TE "

Por otro lado, integrando por partes la condicién de equilibrio de primer orden (3.36) y haciendo uso

de la proyeccién ortogonal (2.3) se tiene que

N7 (R Ny = —(Ric, N i + L (un, f1 0,

YEFK
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y luego tomando A = 1 € P{(K) se sigue que

1 1 1
K] Z (R 15 1)y = —m(f@m Dk + myK(uhafS 1).

YEFK

Luego, del problema local de Neumann (3.44) se puede concluir que

, 1 1
[Zk +divok |2k = W(%K,l)K + K] Z (Zy,1,1)y
veFk L2(K)
1
] e -

Ahora, dado que se ha obtenido una solucién explicita para cada problema local de Neumann, resta
determinar la cota superior del error. Para ello considerando la ecuacién (3.33) y aplicando la desigualdad

de Cauchy-Schwarz junto con las ecuaciones (3.48) y (3.50) se tiene que

Ble,v) = Z ((%)K +divok ,v)k + (oK, Vv)k + (OSCK,U)K>

KeP
< | (un, f3 D] 0l z2 () + okl L2y 1Vl L2 i) (3.51)
<= (7
+ Cosc, i llosek || 22 (k) HMHK)- (3.52)

Para continuar es necesario diferenciar si el parametro x es igual o distinto de cero. Se comienza con el

caso k # 0, entonces considerando (3.52) y haciendo uso de la desigualdad Cauchy-Schwarz se sigue que

1 1
Ble,v) < < | Sk (un, £; 1) + —= okl 2 (1) + Cose, i [l0sck || L2k ) ol &
Kze:P m \/g (K) (K)

2

2
S(Z( mw(uh,f D+ }uaKuLz )+ Cosec loscie 12 )) lollg.  (3.53)

KeP
Continuando con el caso en que x = 0, al considerar (3.52), haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-
Schwarz al término de estabilizacién de manera individual, la desigualdad de Poincaré 2.6.1 y la de-

sigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que
1/2
Be.w) < (Z e [ 1) ) lolzaon + 3 (T2 Il + Cor oser iz ) ol
KeP

KeP
c 1/2
PQ
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1/2
. 2
+ (Z <% ||0K||L2 +CoscKHOSCKHL2 ) ) >|||U|||Q
KeP
%

c 2
(gp( P | Sictun, D + ( —zloxllzeu +CoscKHOSCK”L2(K> )) Iollg-

KeP

(3.54)

Nota 3.3.1. En las expresiones (3.53) y (3.54), el término de estabilizacion aparece testeado contra

una funcion constante, lo que implica que

0 , para SUPG, ES, CIP,

Sk (un, f31) = (3.55)

T (—AKk — osck,k)k , para GLS,

Finalmente tomando v = e en (3.53) y en (3.54) y luego dividiendo ambos lados por ||e]|,, se obtiene

el siguiente resultado.

Teorema 3.3.1. FEl error puede ser acotado superiormente como
2 2
llelllc, < m (3.56)

donde el estimador de error viene dado por n? = Z 77%{, y los indicadores de error ng son iguales a

Kep
m ’yK(uhvf 1)’ \/— HO-KHL2 +COSCK HOSCK”Lz(K si K # 0,
\/i < |K| |yK(uh7fa )|2 + <% ||0K||L2(K) +COSC,K HOSCKHL2(K)> > ) si k= 07

(3.57)
mas aun, tomando en consideracion la Nota 3.3.1 y el hecho de que si k = 0, los esquemas SUPG 1y
GLS coinciden, se tiene que

1
% HUKHLQ(K) +Cosc,K ”OSCKHL2(K), SUPG, ES, CIP,

NK = T 1
WK_%K — 0SCK, K) K| + %HGKHLQ(K) + Cosc,x||0sck || 2 (ky,  GLS,

(3.58)
donde la expresion para los esquemas SUPG, ES y CIP es vdlida para £k > 0 y la expresion para el
esquema GLS es sdlo posible en el caso k # 0. Ademds, o se define en el Lema 3.3.1 y los parametros

de estabilizacion se definen en la Seccion 3.2.1.1.

Nota 3.3.2. La principal diferencia entre usar el método de flujos equilibrados y los métodos usuales

que se utilizan para la obtencion de una cota superior para el error en formulaciones de elementos finitos
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estabilizados, es que estos ultimos implican el uso de operadores de interpolacion y de la ortogonalidad de
Galerkin, la cual en estricto rigor ya no se cumple debido a la presencia del término de estabilizacion, lo
que genera un error de consistencia. En efecto, recordando que el error e = u—uy, resuelve la formulacion
variacional (3.2) con (f,v) reemplazado por el residuo (#Z,v), el cual para cada v € HE(Q) se define

como

(#,v) = (f,v) — B(up,v), (3.59)
y reemplazando v = vy, con v, € Vp, C H&(Q) en la ecuacion anterior se tiene que
(Z,vn) = (f,vn) — B(un,vn) = 7 (un, f;vn). (3.60)
Por otro lado, considerando un operador de interpolacion Iy, : H&(Q) — V;, se sigue
B(e,v) = Ble,v — Ipv) + Ble, Ipv). (3.61)
El término %B(e,v — Ipv) cumple que

Be,v —ITpv) = (f,v — Tpv) — Blup,v — Ipo)
= Z [(f,v —Th)g — Br (up,v —Ihv)]

KePp
= Z [(QZ’K,U —Ihv)K - Z ([[J:,]],v —Ihv),y + (f —g(f),v —Ihv)K]
KeP YEFK
1/2
<y ( Z 77%{) llollg (3.62)
KePp
donde
T =Tg(f) —a-Vu, — sup, [ o] = %(Vuhh{ A+ V), - n}() (3.63)
Y

= =Y [a%u%niz(m + > e oIl +a%<\|f—HK<f>\|L2<K>], (3.64)

KeP KeP veEFK

con ag definida como

ag = min {% %} . (3.65)

Ahora bien, con respecto al error de consistencia se tiene que
<‘%7Ihv> y((’U,h, f),IhU)

Iz; %\, =  suwp == sup
veHL (Q)\{0} vl veHL(Q)\{0} vl

(3.66)



39 3.3. Andlisis a posteriori

Luego,en general (ver [7]]) se cumple que

1/2
Iz, 2]l < C2 ( > n%) : (3.67)

KeP
Finalmente, reemplazando (3.62) en (3.61), tomando v = e, dividiendo por ||e||q y utilizando (3.67) se
obtiene que

llell, < (C1 + C2)n, (3.68)

donde Cy y Cs son constantes que no pueden ser determinadas explicitamente, por lo que el estimador

obtenido no es completamente computable. Un andlisis mds detallado se presenta en [7]] y [78].

3.3.5. Eficiencia del estimador

El Teorema (3.3.1) muestra que el estimador de error n obtenido al resolver el problema local de
Neumann (3.31) con la introduccién de un conjunto de flujos de bordes equilibrados {g,,x} provee
una cota superior garantizada para el error. En la presente seccion se mostrard que el procedimiento
presentado en la seccién anterior, en realidad permite obtener un estimador que provee tanto una cota
superior como una cota inferior para el error.

De la ecuacién (3.45), se tiene que

1/2
loxllL2(ry = (hK |2k || L2 (k) + hK/ Z H%%K”L%))’ (3.69)
VEFK

ya que

1 1
hi||[ZKk — m(%Ky i — 4 Z (%105 1)
VEFK L2(K)
hi '
< hil|Zx |2 (k) + WH(%IO Drllr2x) + b Z W”%’%KHLZ(V)
VEFK

= <hK %5l 20y + il > 1% ,KHL2(~/)>-

veEFK

Ahora, definiendo

%(J%K—I-J%K/) , sive FxkNFg, K# K’
0 , siy e Fxg N Foq,

[J5] = (3.70)

con J, i dado por (3.39), y haciendo uso de las definiciones (3.28) y (3.38) se puede deducir que

Ky, i = gy, — (Jy) = [J5]- (3.71)
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Luego, teniendo en cuenta la Nota 3.3.1 y el hecho de que para x = 0 los esquemas SUPG y GLS
coinciden, se puede considerar, sin pérdida de generalidad, la expresion del indicador de error ng del
caso k # 0 para desarrollar la cota inferior del error. Entonces, para cada K € P, el indicador de error

puede ser acotado por

_ 1 1 1/2
= i1 hi ||Z h 374
Nk = ( R |L7K(uh,f, )|+ \/E< K 12k 12 (k) + gt E I %KHLQ(,Y))

YEFK

+ Cosc,K HOSCKHLZ(K)>

1/2
h h
< <_f; 1%l 2y + > (f) (N Uz20) + g = )z

YEFK
1

+ 7d/2|«7K(Uh, FiD)] 4 Cose,ic HOSCKHL2(K)>. (3.72)
K hy
Por lo tanto, para obtener una cota local del estimador de error, es necesario acotar por la norma
del error cada término en el lado derecho de la desigualdad anterior, procedimiento que se presenta a
continuacion.
Considerando la definicion del residuo del elemento Zx e integrando por partes la ecuacion del error

(3.24), se tiene que

S |(%k vk - > ([[J,Y]],v),y] =c(Ve,Vu)a + (a- Ve, v)g +k(e,0)a — Y (osck, v)k, (3.73)

KeP YEFK KeP

Ahora se utilizaran argumentos habituales de funciones burbujas para demostrar ciertas desigualdades.

Lema 3.3.2. FEl residuo del elemento satisface

hK hK
Wl < (Crcllellic + 2 loserclzag) (3.74)

CK:méX{l,QPeK,\/ghK}, (3.75)

Demostracion. Sea Bg = H An v extendiendo por cero a '\ K se obtiene que Sk € H&(Q) Tomando

neVy
v = Br XK en (3.73), se tiene que

donde

y Peg dado por (3.20).

(Zk, B ZK )ik =€ (Ve,V(Bx Zk))k + (a- Ve, Bx X ) + k (e, Bk Xr) — (0sck, B HK ) i
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Ahora haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y el Teorema 2.6.6 se tiene

Pk o1/2 2 hi
%Hﬁ;{ Rk || 210) < 7 e Vellp2() IV (B Zx) |2 () + llall oo () I Vel 2 () | B Zrc |l 12 (k)

+ sllell 2| Bx Zixc |l 2cx) + llosc | L2yl B %KHB(K))

|all Lo ()i K
< | VelVellpaxy + f\/EHVGHL%K) + = hi Ve el k)
+ e losck |l 22k 18° x| 2y
NG K

el b 5
g<max{1,+, =i ¢ (VEIVellaue) + Ve lella) )

h
+ 712 ||OSCKHL2(K)) Hﬁ}(/z x| 2y

hi 1/2
e e [ e

El resultado sigue debido a que || Zk||r2(x) < C’Hﬁ}{p,@KH (nuevamente por Teorema 2.6.6). [

Lema 3.3.3. El salto de la derivada en la aproximacion de los flujos normales en los bordes entre

elementos satisface
1/2
hi hg
<7> [0y 2 3 (Crellellcr+ - lloserelzagaer), (3.76)
Y

con Cx dado por (3.75).

Demostracion. Para v € Fg N Fp, sea 3, = H An y extendiendo por cero a £\ €2, se obtiene que

neyy
B, € H}(Q). Tomando v = — B, [J,] en (3.73), se tiene que

2(1451. 8y [04Dy = Z ( —e(Ve,V(By [k = (a-Ve, By [k — k(e By [H]) K

KeQ,

+ (oscre, By [HDic + (e, By [ D) ).

Ahora, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Teorema 2.6.7 y el Lema anterior se tiene

1/2 1/2
h h
’ <—K> 187150y < (—K> > <e|rVeHL2<K>Hv<m [ D2

£
KeQ,
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+llall Lo ) Vel L2 )18y 1511 L2 i) + 5 llell L2 o 18y 950112

+ losck |l L2y 1By [J~ ]l 22 (k) + Hfzﬁleﬂ(}<)Hﬁ%/HJ&ﬂﬂzﬂ(;<)>

lallzoo (i) hic K
= > (v@”thﬂmv+“———J————vrﬂvdhﬂ ghKHdh%K)

KeQ,

hk hi 1/2
+ %HOSCKHH(K) + %Ht@KHL?(K)) Hﬁ'y/ [[J“/]]HLQ(,Y)

=Y (CK”|6|”K+7 \IOSCK||L2(K)H51/2[[J I 2264)

KeQ,

El resultado sigue debido a que |[[J;]]|z2(x) < C’Hﬁ}/ﬂ A HLZ( : (nuevamente por Teorema 2.6.7). M
g

Lema 3.3.4. Sea {gy,rx} un conjunto de flujos de borde equilibrados que satisfacen la condicion de
consistencia (3.35) y la condicion de equilibrio de primer orden (3.36). Entonces, por cada elemento K

se tiene que

1/2
h hrer
G RESPEED o i 2 e

HEV—YK’EQ”
h 1/2 h2—d 1/2
+ D, ( f) II[[JW]]HLz(,Y)jL( x ) |yK,(uh,f;An)|). (3.77)
YEF 1 NFn

Demostracion. Para un lado v con V, = {[,r}, se define

ﬁ}(,n = (g%K - (J“/>7 /\n)“/y (378)

y dado que g,k — (J,) € P1(7), haciendo uso del Lema 2.6.1 se tiene que

gy — () ||Z ((d+1)A —1).
1€V
Entonces,
9.5 = <J’y>HL2 Z ‘,UKZ ((d+1)X —1)
L*(v)
y dado que
d C L d-1/2 _ p(1-)2
(@eon=b) g <on
[~ 13 ly] K
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se tiene que

d—1)/2 .
hie [ ’Y>HL2(«,) <Ccy ‘M}Y(n : (3.79)
nevy
De la expresion (3.40) se puede concluir que
7= Tk —E&xrn) , eny € FxNFr
Kmn —
£K,n , eny € Fg N Fan
donde {{x } se determinan a través de (3.41) y por lo tanto se sigue que
eal <€ Xt <0 Y 1A O] (3.80)
K'eQyp K'eQ,
donde A/ (A,) viene dado por (3.42). Integrando por partes en dicho término se tiene que
|Ak(An)| = ‘ — (ZK', M)k + Z )y + T (U, f5An)
YEF 1
< Zr | L2 xnlAnll L2y + Z H[[J'y]]HLz(,Y)H)‘n”L%fy) + | Tk (uns 5 An)]
’YE.FK/
d/2 d—1)/2
< W1 ey + D0 b P gy + 175 (s £ 20)) (3.81)
’YE.FK/
y por lo tanto
(d—1)/2 d/2 (d—1)/2
% H 9v.K “/>HL2(7) = Z Z (hK 1L || 2 ey + Z hi H[[']’Y]]HB(«,)
neV~y K'eQy YEF e
+ | L (uns An)|) (3.82)
Multiplicando la expresién anterior por (h%{d /)12 se sigue el resultado. [

Para poder completar el resultado de eficiencia local, resta acotar cada término de estabilizacion por la
norma del error, tanto para el caso en el que éste se testea con una funciéon base como con una constante.
Dicho procedimiento se presenta a continuacién.

Streamline Diffusion (SUPG): Claramente .k (up, f;1) = 0, mientras que

h2_d 1/2 h2—d 1/2
(%) |<7K(uh,f;/\n)|:< K > T | (=% — osci,a - V Ak |

€

lallpee (k) hi

= TK T \/, (”‘@KHLZ + ”OSCKHLZ(K)) . (383)
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Galerkin Least Square (GLS): Primero se tiene que
1 1

—— | K (un, [31)| = ——75 T | (— %K — 0sck, k) K
RS NGl ‘ ‘
VER hK
= Tk e oz (122 || L2 (1) + lloscre Il L2 (x)) 5 (3.84)

mientras que

h2_d 1/2 h2_d 1/2
(%) ’yK(uha.ﬂ)‘n)‘:( I; > TK‘(—%K—OSCK,a-V)\n—l—n)\n)K‘

IA

. llallpex h
TK maX{T(),fi Ti (12Kl L2 (k) + losexll L2 (k) - (3.85)

Edge Stabilization (ES): Claramente .k (up, f;1) = 0, mientras que

h2_d 1/2 h2_d 1/2
< K ) \YK(Uh,f;)\n)\=< K > Z T’Y‘([[vuh'ﬁ’Y]Lv)‘n\K'ﬁ’[y{(h’?)K—Fh%K’))y‘

< < yEFrNFr
L L 1/2
K K
2 oo <?> 1T 22y | - (3.86)
yeFrNFr

Continuous Interior Penalty Stabilization (CIP): Claramente .k (up, f;1) = 0. Para deducir la cota

del término testeado contra la funciéon base, notar que

~ ~
-~

a= (", a)n,+(t,-a)t,

donde 71, y t, corresponden al vector normal y tangente unitarios, respectivamente, con respecto a -.

Luego, haciendo uso del hecho de que a € L™>((2), se tiene que
la-Vup] = (fuy - @) [fuy - Vup] + (£ - @) [£, - Vup] = (A - @) [Ry - V],
en v y luego se sigue que

2
lla - Vur]llz) < Z llallzo ) IEA]z2¢)-

Por lo tanto,

h2—d 1/2 h2—d 1/2
< [; ) |yK(uhaf§)\n)|:< = ) > T’y‘([[a'vuh]]’a'VAn\K)w‘

e
YyEFrNFT
mollaldei (e
< Y O (M) e | @8D)
ENg 3
yeEFrNFr

Ahora, considerando (3.72) y haciendo uso de los Lemas 3.3.2, 3.3.3 y 3.3.4 junto con las cotas del

término de estabilizacién, se obtiene el resultado principal de esta seccion.
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Teorema 3.3.2. El estimador local de error ng, dado por (3.57), satisface

hicr
m= S S (cK/ lell e+ 72 losesc 2

neVig K'eQy,

hK//
+Crh D (cK//|||e|||K~+%noscnwuz(m)) (3.89)

K"eQer

donde Cy viene dada por (5.75) y

HaHLOO(K) para SUPG
{ °r ||GHL°<> /{} para GLS.
Cop = I (3.89)
— max_ Ty , para ES,
g ’YE]‘-KOJ:[2
Ty ||a]|5 o
max M , para CIP.
. yEFKNFT ehg

Nota 3.3.3. Segun lo visto en la Seccion 3.2.1.1 referente a los pardmetros de estabilizacion, se tiene
que los casos de difusion dominante o conveccion dominante pueden explicarse a través de los valores
del numero de Péclet. En efecto, el caso de difusion dominante corresponde a Per < 1 mientras que el
de conveccion dominante correspode a Peg > 1, y por lo tanto, segun los resultados presentados en la

Seccion 3.2.1.1 se tiene que la constante de Cy, puede expresarse como

27‘(’(519UPGP€K ,Pngl, SUPG,
T&SUPG ||U’HL°°(K) ,PBK > 1, SUPG,
hi
5§ ————=méx {VER, |al Lo (k). £} , GLS,
Co = N (3.90)
h
0,025 —K . ES,
L2 ||lal|? .. a- Al
méx ’yH ”L ) H ~y ”L y) . cIP.
~EFKNFT ehg

3.4. Robustez del Estimador

El Teorema 3.3.2 indica que la cota inferior obtenida no es robusta, es decir, las constantes que
aparecen en dicha cota dependen de los pardmetros de difusion, reaccién y/o conveccion, y por lo tanto,
el estimador obtenido no es robusto. Sin embargo, la robustez del estimador puede ser alcanzada en el
caso en que k = 0 si se hace uso de una norma adecuada. En efecto, al igual que en [74], se considera
la norma

ol + lla - Vol (3.91)
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Segtn los resultados mostrados por Tobiska y Verfiirth en [74], se tiene que el indicador residual ng 7v

dado por

h2
MV = KH%K”L%K + Z HL2
vEFK

junto el indicador de error del dato Ok v

h2
iy = —= Hf —a-Vu, - II(f -a- Vuh)Hiz(K)

y el indicador del esquema estabilizado CIP

ci h2
Oy = \/—”(a —1M(a)) - Vupl|2(xy + 712HVGHLM(K)HV%HLZ(K)-

cumplen que

. 2
(el + lla - vell?) < e (Z [n%m + 0% rv + oaip (O50ry) ]) , (3.92)

KeP

> v < ((wew% +lla- vell?) + 3 oim) (3.93)

KeP KeP

donde o, es un pardmetro igual a 1 para el caso del esquema CIP y cero para SUPG, mientras que
las constantes ct y ¢! son independientes de los pardmetros fisicos de la ecuacién. A continuacién se
demostrard que el estimador 1 cumple una cota anédloga a (3.92) y (3.93). Primero, notar que que para

el caso k =0 y diva = 0, para todo v, w € H}(Q) la forma bilineal cumple ([79], Proposicién 4.17)

B(v,v) = [Jvllg,

B(v,w) < ([[vllg + lla- Voll) lwllo,

junto con la siguiente propiedad inf sup

inf sup #(v, )
veHS 0} werd @\ {0y (IVllq + lla - Voll,) lwllq

v

1
3
Luego, se tiene el siguiente resultado.

Lema 3.4.1. (Cota superior para el error)

El error puede ser acotado superiormente por

(lelle + lla - Vell,) <=

Wl
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Demostracion. De al condicién inf sup de la forma bilineal y las ecuaciones (3.53) y (3.54) se sigue que

1/2
(llellg + lla - Vell,) < sup n =1
“ )\{0} H\’UH\Q <\ 2 ik

vEH; (2 KeP

W =

Ahora, para probar la robustez de la cota inferior se demostrard que el estimador 1 estd acotado
por la suma de los estimadores nry, 07y y @Cw De la definicién del estimador 7 y la ecuacién (3.69)

se tiene que

2 1 hik ?
Nk = (\/— ol L2 xy + e HOSCKHLZ(K)>
_K B |2 h R 2 ﬁ 2 3.94
2K | 2250y + [ %K”L2'y + = losck [ 72(x)- (3.94)
(K) Zf . ot g (K)
VEFK

Debido la descomposicién del residuo del lado dada por (3.71) se sigue que

hK hK 2 K
? H,@ ,K||%2(,Y) = ? HQW,K - <J'y>HL2(ﬁ/) + ? H[[J’Y]]H%?(’y)‘

Con respecto al término que involucra los flujos equilibrados, se tiene que

h h2.,
B g — gy < 3 (K e g

TLGV-\/ K'eQy,

hy
+ Y AR +

’YE]'—K/ NFn

hﬁ{,d

|Lrr (uns £ An)] )

Luego es necesario acotar el término estabilizado # (-, ;). Para el caso del esquema SUPG, segiin lo

visto anteriormente, se tiene que
H! s T 0 B fosor
B i i ) % 7l cir” (S 1l + 2 sy )

y luego, asumiendo que

Tillallpexy 2 b, VK ETP, (3.95)

se concluye
h2 d

h2 h3
|-k (un, 3 An)]? =< eK He@KH%Q(K) + 71—55 HOSCKH%Q(K).

La condicién (3.95) es usada por Tobiska y Verfiirth en [74]. Por otro lado, con respecto al esquema

CIP, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

p2—d 1/2 p2—d 1/2
( Ié ) |«7K(uh,f;/\n)|=< Ié ) Z ‘([[a Vurl,a- V) ‘

YEFNFT
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p2-d\ /2
S( E > > e Vunlllzela - Ve

€
yeFrNFr
Para acotar la norma del salto de la derivada, se hace uso de las mismas técnicas usadas para acotar el

error de consistencia del esquema CIP en [74] (Lema 2.6), de donde se tiene que
~1/2 1/2
lla - Vunlllzz) = hi 1%k 20, + b (@ = Ti(@)) - Vunll 2, + b |V al|z o) | Vunlza,)

Por otro lado, se tiene que

la - VAullz2ty) = llallze@,) by

Entonces, haciendo uso de los resultados anteriores se sigue que

h2—d 1/2 h_
( I; ) |Li (un, f320)] = Z T’yHaHLOO(QH,)( K| %k || 2 00,

yeEFrNFr \/_
h—l 1
\/— K ||(a —TI(a)) - Vun| 12(0,) + %HVCL”L“’(QW)HVUhHLQ(Qn,) :

Luego, asumiendo que

mlalpe@,) Xh2, YEFk,VKEP (3.96)

entonces se sigue que

1/2
hi ¢ h h
( = ) [ F M) XD (—KH%KHW+7§H<a—n<a>>-whum)

€ YEFNFr \/E
\fHVaHLoo(m IVunlzzo,) ) (3.97)

v luego elevando al cuadrado la ecuacién anterior se concluye que

B2 2
—|yK(uh,f M=y Y < 2|72 0 )+<@;?,JTV> >

YEFKkNFr K€y

Por lo tanto se tiene que

hK h2 /
% ,K||L2(»y = Z Z < - Hf@K'H%Z(K/)+HOSCKfH%2(K/)
EVy K'€Qn

2 hgr o
+0'cip (@cip,K/) + Z TKH[[J’Y]]H%Q(’Y)> (398)

YEF 1
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Luego sumando sobre todos los elementos K € P y haciendo uso de la regularidad de la malla y la

definicion del estimador de error del dato se obtiene

1 h 2 N2
2 K 2 2 ci
n° = KEE:P <% oLz k) + e ||OSCK||L2(K)> = (mrv)” + (O0rv)” + ocip <@T$/) ; (3.99)

donde la constante dada por la convencion sobre el operador =< no depende de los pardmetros fisicos de

la ecuacién ni de los pasos espacial o temporal. Luego haciendo uso de la ecuacién (3.93) y el resultado

anterior se concluye que
1 2 2 2 2 2 i 2
= (Ilell?, + lla - Vell?) < o7 = (llellf, + lla- Vell2) + Brv)” + oap (65 ) (3.100)

donde nuevamente la constante que viene dada por la convencién sobre el operador < no depende de

los parametros fisicos de la ecuacion ni de los pasos espacial o temporal.



Capitulo 4

Problema Parabodlico

En el presente capitulo se estudia el problema parabdlico que corresponde al tema central de este tra-
bajo. Especificamente la ecuacion de estudio corresponde a la ecuacion de difusién-conveccién-reaccion
no estacionaria. El andlisis a posteriori se realiza en dos normas: L?(0,T; H}(2)) y la norma usual del
espacio W(0,7). En ambos casos, la idea principal consiste en descomponer la ecuacién del error de
manera tal de tener un residuo asociado al espacio, al tiempo y a la data del problema, y de esta forma,

poder hacer uso de la teoria vista en el caso eliptico.

4.1. Problema Modelo

Se considera el problema de difusién-conveccion-reaccién no estacionario

u—ecAu+a-Vu+ru = f ,en Qr
(P) u = 0 , en 092 x (0,7)
u(-,0) = wug(z) ,en

donde:

(S1) 0 < e < 1 es el coeficiente de difusiéon y x > 0 corresponde al coeficiente de disipacion;
(S2) a € L*() es un campo solenoidal, es decir, diva = 0;

(S3) f € L2(0,T; L3(Q)) y uo € L2(Q).

Nota 4.1.1. (Regularidad temporal de la funcion f)

Con respecto a la reqularidad temporal de la funcion f, una opcion es considerar que f € C(0,T; L3(R)).

50
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En el presente trabajo, dicho supuesto no serd considerado a menos que se exprese explicitamente lo

contrario.

La formulacién variacional asociada a este problema es: Hallar u € W(0,T), t € (0,T) c.t.p., tal que

(@ru(t),v) + Bu(t),v) = (f(t),v) ,¥veH)(Q)
u(0) = wug

(V)

donde
%’(v,w):/EVU'Vw—i-(a-Vv)w—Fm;wdx (4.1)
Q

Nota 4.1.2. Con el fin de no sobrecargar la notacion y siempre que no exista ningun tipo de confu-
sion, de ahora en adelante la dependencia temporal de una funcidn espacio temporal u(t) se omitird,

denotdndola simplemente por u.

Es facil ver que

[ (v, w)| < Cxz[vllg lwllg, (4.2)

B(v,0) > |Iollg, — 1)1z () (4.3)

para todo v, w € HE(Q), con la constante de continuidad dada por (3.7).
Luego, debido a (4.2), (4.3) y el Teorema de Lions (ver Teorema 6.6 en [39]) se tiene que existe una

unica solucién al problema débil (V).

Nota 4.1.3. (Restriccion de la forma bilineal a un sub-dominio K C )
Las integrales involucradas en la forma bilineal A(-,-) estdin calculadas sobre el dominio Q. En caso de
considerar un sub-dominio K C ), la restriccion de la forma bilineal a dicho sub-dominio se denotard

por B (-,-) y la constante de continuidad asociada a dicha restriccion estard dada por ejemplo por

) [ d
Ca, = max {2,2 o ||a||Loo(K)}. (4.4)

4.2. Esquema Completamente Discretizado

Para determinar una solucion aproximada de este problema es necesario discretizar tanto la variable

espacial como la variable temporal. Para esto se hace uso del método de las lineas el cual considera
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realizar en primera instancia la discretizacién de la variable espacial, lo cual se realiza a través de
un esquema de Galerkin estabilizado, y posteriormente discretizar la variable temporal, para lo cual se
hace uso del esquema de Euler implicito. De esta manera se obtiene el siguiente esquema completamente

discretizado: Dada ug € V?L, hallar uy € Vi, para 1 <n < N tal que

1 — n n n n n n
(EG)su T—(UZ—UZ Lop) + By, vp) + Ly, fhon) = (f" o), Yoo, € VY

donde A(-,-) viene dado por (4.1), Z™(-,+;-) es el término de estabilizacién, el cual cumple con las
condiciones establecidas en la siguiente seccién, ug € V?L es una aproximacién arbitraria de ug € L?(2)

y Vi es el siguiente espacio de elementos finitos
h={vec@) v, ePiK), VK € P"} N Hj(), (4.5)

con P" la particién del dominio en el tiempo ¢". Dado que f no es necesariamente continua con respecto
al tiempo, se toma f™ como el valor medio de f en el n-ésimo subintervalo de tiempo, es decir.,

I
A — f(s)ds € L*(Q).

Tn tnfl
Nota 4.2.1. (Regularidad temporal de la funcion f)
En el caso en que f € C(0,T;L*(Q)), para la evaluacion temporal discreta basta tomar la evaluacion

puntual en el tiempo f* = f(-,t").

4.2.1. Esquemas Estabilizados Temporales

A continuacién se presentan las versiones temporales de los esquemas estabilizados presentados en
la seccién 3.2.1. Dado que se hace uso del método de las lineas para la completa discretizacién del
problema, los parametros de estabilizacién para el caso temporal no dependen del paso del tiempo
Tn, pues en primera instancia se realiza la discretizacién espacial de problema y luego la temporal.
Nuevamente para poder realizar el andlisis a posteriori, es necesario que el término de estabilizacion de

cada esquema pueda ser descompuesto como la suma de aportes locales de cada elemento de la particién,

es decir
S, fon) = Y SRR o), (4.6)
Kepn
donde el aporte local .7} (:,-;-) viene dado por uno de los siguientes esquemas:

Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG) [23, 33, 53]:

n n—1

i
yﬁ(uﬁ,f”;vhm) =Tk <7h

Tn

—EAuZ+a~VuZ+/iuﬁ—f",a-Vth> . (4.7)
K
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Galerkin Least Squares (GLS) [33, 57]:

n n—1
up —u
SR (up, [ 00)) = Tk ( h . h e AUl +a-Vul +ruf — f"a- V| + m)hK> . (4.8)
" K
Edge Stabilization (ES) [30]:
TR, fon) = ) Ty (V- ], Vowye - A5 (W + ), (4.9)
VEFRENF}

donde v € Fx N Fgr v hok es el didmetro de K.
Continuous Interior Penalty Stabilization (CIP) [28, 29]:

TRy, o) = Y (la- VRl a- Vo), (4.10)
NEFRNF]

Se hace uso de los mismos parametros de estabilizacion definidos en la Seccién 3.2.1.1.

4.3. Anadlisis a posteriori

A continuacién se procede a realizar el andlisis a posteriori para el problema parabdlico. Para esto
se consideran dos casos, los cuales varian segiin la norma utilizada para medir el error asociado a la
discretizacion del problema. El primer caso corresponde a medir el error en la norma |[-[| 2207, ()
mientras que el segundo corresponde a medir el error en la norma |||y 7). Si bien en ambos casos se
mide el error en tiempo en la norma L?(0,T) y el error en espacio en la norma de la energfa, la principal
diferencia es que el segundo caso incluye ademas el término de la derivada temporal, medido en la norma
dual. Previo al estudio de estos casos es necesario presentar la relacion existente entre el residuo y la

denominada ecuacion del error del caso parabdlico junto con algunas definiciones preliminares.

4.3.1. El Residuo y la Ecuacion del Error

Sea u la solucién de la formulacién variacional (V'), luego se define el error de aproximacion del
esquema (FG)gy, como

e :=Uu— uh‘l‘a (411)

donde la funcién up, corresponde a una interpolacién lineal definida en (0,77, tal que restringida al

sub-intervalo I"™ = (t"~! "] viene dada por

Upr = uf — (up —up ™). (4.12)
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Notar que up, (-, t) es continua y afin a trozos con valores en H}(€2) y por lo tanto es diferenciable en el

sentido clasico en I™ con derivada igual a

u — un—l
yupy = —T (4.13)

Tn
Ahora, para cualquier w € W(0,T) se define el residuo %Z(w) € L?(0,T; H~1(Q2)) como

(Z(w),v) g-1(@Q)x i (@) = (f;v) = (Orw,v) — B(w,v), Vve H (), Yt € (0,T] ct.p. (4.14)

Por otro lado, la ecuacion del error para el caso parabdlico se define en el mismo contexto que la

formulacién variacional (V') como
(0 e,v) + Ble,v) = (f,v) — (Or upr,v) — B(upe,v), Yovec HHQ), Vte (0,T] ctp. (4.15)
En base a lo anterior, es claro que el residuo y la ecuacion del error cumplen que
<%(uh7),U>H—1(Q)XH3(Q) = (O e,v) + Ble,v), Yve HIQ),Vte(0,T]ctp.. (4.16)

Ahora bien, la ecuacién ecuacion del error (equivalentemente el residuo), puede descomponerse de la

siguiente manera: Vo € H}(Q), y Vt € I" c.t.p.,con 1 <n < N

(Ore,v) + Be,v) = (f,v) — (Op upr,v) — Bupr,v)

= (fnav) - <atuh777)> - ‘%(uhﬂ-av) + (f - fn7v)

n_ ,n—1

= (fnav) - <w&)) —%(uhT,v)+(f—f",v)
n_ ,n—1

= (f"0) - (M) - B(uj,v)

+‘%(U’Z _uhT7v) + (f - fnav)'
Definiendo el residuo espacial %y (w) € L%(0,T; H=1(Q)), el residuo temporal %;(w) € L*(0,T; H~1(Q))
y el residuo de oscilacién temporal Zp(w) € L*(0,T; H=1(Q2)) como
<.@h(ZU),U> = (fnav) - <8t ’LU,U> _%(uZav)a (417)
<'@t(w)’ U> = %(UZ - w, U)a (418)

(Zp(w),v) = (f = f",0), (4.19)
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con v € H&(Q) yte I ct.p.,conl<n<N,entonces si w = uy, se tiene que la ecuacion del error, y
equivalentemente el residuo, puede ser reescrita como la suma del residuo espacial, el residuo temporal

y restduo de oscilacion temporal, i.e.,
<%(Uh—r), U> = <8t €, U> + %(67 U) = <'@h(uh'r)a U> + <=@t(uhr)7 U> + <‘@D(uhr)7 U>7 (420)

para todo v € H}(Q2) y para todo t € I" c.t.p. con 1 <n < N.

Esta representacion facilita la obtencion de un estimador de error asi como la determinacién de una
cota superior e inferior para el mismo. El definir tanto la ecuacion del error como el residuo responde al
hecho de que dependiendo de la norma que se esté utilizando para medir el error, serd mas conveniente

utilizar el uno o el otro.

4.3.2. Anadlisis a posteriori en norma L?(0,T; H;(S2))

Se comienza realizando el andlisis a posteriori haciendo uso de la norma ||-[| 12 (o 7, g1 (q)) Para medir

el error, la cual para v € L2(0,T; H}(Q2)) estd definida como

T
o120y = | ol (4.21)

donde ||| denota la norma de la energfa. Al considerar un intervalo de tiempo discreto I", con
1 <n < N, se considera la notaciéon reducida
t’!L
2 2
v = vl dt. 4.22
o1 g = [, Wl (1.22)
Para determinar una cota superior e inferior para el error se hara uso de la ecuacion del error y la

descomposicién de ésta dada por (4.20).

4.3.2.1. Cota superior para el error

Como ya se ha mencionado, para determinar una cota superior para el error se considera la ecuacion

del error y su descomposicién en residuo espacial, termporal y oscilacion temporal
(0s e,v) + Ble,v) = (B (unr),v) + (Zi(ups),v) + (Zp(uns),v), Y oveHYQ), Vtel ctp.,

y se procede a acotar cada uno de los términos del lado derecho de dicha representacion.
Se comienza desarrollando una cota para el residuo espacial %y, (uy.). Para ello, notar que para un

tiempo t € I™ fijo pero arbitrario, el residuo espacial es el residuo del siguiente problema eliptico: Hallar
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u™ € H}(Q) tal que

n—1
PB(u",v) + i(u",fu) = <f" + ui ,v) , Ywove H&(Q),

Tn n

cuya formulacién de elementos finitos estabilizada viene dada por: Hallar uy € Vy tal que

1 un—l
%(UZavh)+T_(u27’uh)+y(u27fn;vh): (fn+ ?— ’Uh> s V’UhGVZ'

n n

Luego, si consideramos el error para el caso eliptico e, = u" — uj, se tiene que la ecuacién del error es

igual a

u — un—l
Bep,v) + Ti(eh,v) = (f"v)— (hih,v> — Bup,v) = (Zn(uns),v). (4.23)

n Tn
Por lo tanto, para estimar el residuo espacial pueden utilizarse las mismas técnicas desarrolladas en el
Capitulo 3 para problemas elipticos. Entonces, se comienza considerando la existencia de un conjunto

de flujos equilibrados:

SUPOSICION 4.3.1. Sean {95k € Pi(y) v € F, V K € P"} un conjunto de flujos de borde, que
satisfacen

G+ gy =0 enye FpnFg. (4.24)

Luego se tiene que

UZ‘Kv’U)K + Z (gf?,K)U)’Y ) (425)
YEF K

un—l
('@h(uh'r)vv> = Z (fn + Blx 7’0) - %K(uZav) - !
K

—(
Kepn n n
donde A} (-,-) corresponde a la restriccion sobre el elemento K € P" de la forma bilineal. Integrando
por partes se tiene que

n—1
n Up, n n 1 n
('@h(uh‘l')7v> = Z <<f + TLK + 5Auh‘K —a- Vuh‘K - (I{ + ;) uhIK,'U>
K

Kepn

+ Z (g;‘vK—»sVuﬁK-ﬁf,v)w)

VEF K

un—l
hl 1
= E <<HK <fn + T—nK —a- VuZ|K> + & Auy), — </€+ ;) uZK,v>
Kepr K

n UZ‘KI n n uh|K1 n
+ f +——a-Vuh‘ —IIK 4+ —a-Vuh‘ , U
K

Tn Tn

+ Z (gﬁK —eVuy -ﬁff,v)fy).

VEF R
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Definiendo el residuo del elemento %}, el residuo del lado ,@,7 5 ¥ el término oscilatorio osc- por

un 1 1

Tn Tn
Rl =9 —eVup, -0k, (4.27)

un—l un—l
e=r"+ e —a-Vuy, —Ig (f"+ L —a-VuZK>. (4.28)
n n
Luego, la ecuacién del error puede ser reescrita como

(Pon(upr),v) = > ((%K, V)i + (0sci, V) + Y (Z k1 v)y ) Vo e H (). (4.29)

Kepr NEF
Ahora, al igual que en el caso eliptico, para cada K € P" se asume la existencia de un campo de vectores

0% solucién de un problema local de Neumann:

SUPOSICION 4.3.2. Para cada K € P" existe un campo de vectores o € H(div , K) que satisface el
K

siguiente problema de Neumann local: Hallar o} € H(div , K) tal que
1

~dive}l. = Z} - ’K‘(% VK — ’K‘ > (%, 1)y enK,
vEFp (4.30)

oY% - ﬁ5 = %’;‘K en cada vy € FF.
Luego, integrando por partes la segunda ecuacién se tiene que
(divoh ,v)k + (05, Vo) = > (Zx,v)y, Vv e Hy(Q), (4.31)
VEF R
y por lo tanto

(R (upr),v) = Z ((%}é +divoy ,v)g + (o), Vu)k + (osc%,’u)K>, Vo€ H}(Q). (4.32)
Kepr

Haciendo uso de argumentos analogos a los visto en el Capitulo 3, se tiene que si kK #£ 0

[NIES

2
(Zn(unz), v) < <K;n<m!5’z((uh=f” D]+ \}—HUKHL2 +CoscKHOSCKHL2(K>> o/l
(4.33)

mientras que si k = 0, entonces

1
C n 2 2
(Fn (), (232( ] ks ;1>\2+< 2 loiellnae + CosecllosciclLa e ))) vl

KeP
(4.34)
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para todo v € H&(Q) en ambos casos, y donde Cpq esta dada por (2.6) y Cosc i se define como

, hg 1

mm{w—\/E’ﬁ}’ S

Cosc, Kk = (4.35)
hk
TVE

Notar que para poder escribir la ecuacion del error, relacionada con el residuo espacial, en la forma de

k=0.

(4.32), las dos hipdétesis principales que deben cumplirse es la existencia del conjunto de flujos de borde
{g;ﬁ i} v la existencia del conjunto de campos vectoriales o, solucién del problema local de Neumann
para cada K € P™ (Suposiciones 4.3.1 y 4.3.2). El detalle para la construccién del conjunto de flujos
equilibrados se present6 en la seccién 3.3.2 mientras que la existencia de cada campo o viene dada

por el Lema 3.3.1. De esta manera, se tiene el siguiente resultado.

Lema 4.3.1. Sea v € W(0,T). Para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 < n < N, se tiene que el

residuo espacial puede ser acotado superiormente como

t7l n t7l 1/2
/ 1<%h<uhf>,v<t>>dts%< / 1|||v<t>|||édt> . Vel ctp. (4.36)
t’!L* t’!L*

donde el estimador de error espacial viene dado por (n,’:)z = Z (77?(7,)2, y el indicador de error ny.
KePpn
es igual a
37 | e |70t 175 )] 2 0 ) + Coner losci 2y |+ i #0
. VE K] Ve
NK,h = c 1 o\ 3
PO '
VA <m|yﬁ(uﬁ,f"§ D2+ (%HU%HLQ(K) +Cosc,KHOSC?<HL2(K)> ) , stk=0,

(4.37)
donde o' se define en el Lema 3.3.1. Mds ain, tomando en consideracion la Nota 5.3.1 y el hecho de

que si k =0 los esquemas SUPG y GLS coinciden, se tiene que

1
37 <%Ha}‘{\|L2(K) + Cosc, K ||osc7}{||L2(K)> , SUPG, ES, CIP,
1

VEIK]

77K,h - 1
V3 Ty < | S (up, [ 1)) + %”U?(”LZ(K) + Cosc, i HOSCT[L(HLZ(K)> , GLS,

(4.38)
donde la expresion para los esquemas SUPG, ES y CIP es vdlida para £k > 0 y la expresion para el

esquema GLS es solo posible en el caso k # 0.
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Demostracion. Notar que parat € I™ c.t.p., fijo pero arbitrario y v € W(0,T), se tiene que v(t) € H ().
Luego, integrando con respecto al tiempo el término (%, (up:),v(t)) en el sub-intervalo I"™ y considerando

las ecuaciones (4.33) y (4.34), se tiene que

tn tm n 2\ 1/2
[ (ntun). ooy ae < [ ( > (Ja) ) le(®)llg de.
e e Kepn "

y luego haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue

tn n 2 2 /0 1/2
| @atun).o dt<< [ () dt> ( / |||v<t>|||édt)
tnfl tn KEP” Tn n—1
U " 2 i
-5 ( /. |||v<t>|||gdt> -

Ahora se procede a acotar el residuo temporal %y(up.).

Lema 4.3.2. Sea v € W(0,T). Para cada sub-intervalo de tiempo 1™, con 1 < n < N, se tiene que el

residuo temporal puede ser acotado superiormente como

i . o 1/2
‘LK%WW,UM“*}</ W@%ﬁ), Viel™ ctp., (4.39)

donde el estimador de error temporal viene dado por (77?)2 = Z (77?“)2, y el indicador de error .,
Kepn
es igual a
Mica = Co VTalluf —uy ™l o (4.40)

con Cy dada por (3.7).

Demostracion. Notar que parat € I™ c.t.p., fijo pero arbitrario y v € W(0,T), se tiene que v(t) € H ().
Integrando con respecto al tiempo el término (%;(up,),v(t)) en el sub-intervalo I", con 1 <n < N,y

haciendo uso de la definicion del residuo temporal se tiene que

| @t o= [ 2w = ott)

n—1 tn—1

tn n_
:/ Pl g — (1)),
t

n—1 Tn
Luego debido a la continuidad de la forma bilineal y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

tTL

Tn

et = gl Mol

tn g
/ (% (unr), () dt < Crp /
t tn—1

n—1
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[y 2 \1/2 m 1/2
< Cyp|||upp — up™ 1”‘9(/1 ( — ) dt) (/tl |||v(t)|||?2dt>

1/2

— C ||uf — up~ 1|HQ\/§ ( / mmwmé&) -
[ |

Finalmente, resta acotar el residuo de oscilacion temporal

Lema 4.3.3. Sea v € W(0,T). Para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 < n < N, se tiene que el

residuo de oscilacion temporal puede ser acotado superiormente como

tn n mn 1/2
/ (Zp(uns),v(t))dt < 17/[1 (/ |||U(t)|||?2dt) , Vtel” ctp.,

tn—1
donde el estimador de oscilacion temporal cumple que (77%)2 = Z (77?<7D)2 y viene dado por
Kepn

tn 1/2
e =3 ([ 1= £l t) (4.41)
n—

con Cq definida como
Cro B
k=0,
(4.42)

Cpa dada por (2.6).
Demostracion. Notar que para t € I", c.t.p., fijo pero arbitrario y v € W(0,T), se tiene que v(t) €

H;(2). Integrando con respecto al tiempo en el subintervalo I, con 1 < n < N, y haciendo uso de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que
| ntun vy d < [ 17 = ey lot0)] o i

Luego se tienen dos casos dependiendo de si el parametro k es igual o distinto a cero. Primero, en el

caso en que k = 0, haciendo uso de una de las desigualdades de Poincaré 2.6.1 se tiene que
[ ) ownde < 2 17 = 1 ool i

Para el caso en que k # 0 se tiene que

[ o). vwpar < min {2 [ 7= e el d
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Definiendo la constante Cq como en (4.42) se tiene que

[ @t oy < ca [ 1f = £l lo@llade
Luego haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz se concluye el resultado. |
En funcién de los resultados previos se tiene el siguiente resultado:

Teorema 4.3.1. (Cota superior para el error en norma L*(I"; HE(Q)))

Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estacionario
(V) y sea up; la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema Euler-
Galerkin Estabilizado (EG )sy,. Entonces, para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 <n < N, el error

puede ser acotado superiormente por

n— n 2 n 2 n 2
||eH%2([7l;H3(Q)) < le(t 1)”%2(9) + Z ((UK,h) + (77K,t) + (UK,D) ) ) (4.43)
Kepn
donde
b= V37 | s |72 (R, 5 D] + —= okl 2 + Concr losck] (4.44)
= Tn R — 2 osc 2 :
NK.h \/m K\Up, NG KIL2(K) K KIIL2(K)
N = Con v/ [ — | (4.45)
1/2
o = V3o ([ 1F = FBayat) (4.46)
con
W n e 0 , para SUPG, ES, CIP y x> 0,
i (up, ['51) = (4.47)

T (—#} —osc, k), para GLS y k # 0,
el campo o, definido en el Lema 3.3.1, Cq dada por (4.42), Cz dada por (3.7) y donde el pardmetro

de estabilizacion se especifica en la Seccion 3.2.1.1.

Demostracion. Considerando por un momento de manera explicita la dependencia temporal y la expre-

sién
t’!L t'n/
[ @ett)cto) + Bt ettt = [ (@re(tne0) + el d
se tiene que para t € I" C (0,7] fijo pero arbitrario, con 1 < n < N, se cumple que e(t) € H(Q).

Luego considerando la ecuacion del error parabdlico (4.20) se tiene que

[ooedar [ G- [ @eds [ @.as [ @,
t - t

n—1 tn tn—1 tn—1



62

4.3. Andlisis a posteriori

donde la dependencia del tiempo ha vuelto a ser omitida. Haciendo uso de los Lemas 4.3.1, 4.3.2 y 4.3.3
para acotar los términos de la derecha se tiene que

t" t"
/ (Ore,e)dt + /
tn—1

n n t"
el e < (24 2
tn—

" 1/2
D / 2
—+t—=+—= ellq dt
V33 ﬁ) ( s 1l )
Haciendo uso de la desigualdad media aritmética-geométrica 2.6.3, se tiene que

tm tm n
/ (Ore,e)dt + / <
tnfl

2
1 n n 1 tm
2 h Yo "D / 2
ellpdt < - L+-L+-L2) 4+ ell5, dt
i1 W ‘HQ \/g \/g \/g) 2 o W H‘Q

§>2 U (77%)2>

3
Por otra parte, del Teorema 2.6.11 se sigue que

n n
/ <8te,e>dt:/ Ld
tn—1 ¢

n—1 5%

S
o[ Nl
tn—1

y por lo tanto

2 _1 ny|2 n—1\(2
leI2ay = 5 (let) ey = et Il

1, 1
3 [le(t )H%?(Q) +

t7l 2 1
— dt < =
: / el dt < 5

gy + 5 (7 8+ ) )
de donde se sigue el resultado de manera directa.

|
El resultado anterior puede ser extendido para un intervalo de tiempo (0, s| C (0,7].

Lema 4.3.4. Sea el subintervalo de tiempo (0,s| con s < T, donde

Luego se tiene que

2
[ ol

)

/Os(%h(um),w dt < g:n_;ﬁ;) </t” )1/2

(4.48)
° Xy " 2 2
|t oy ae < 32 ( /. ruvwgdt> , (1.9
/S(Q?D(Uhr),w dt < i\f: s </tn lloll, dt) 1/2, (4.50)
0 = V3 \ et
Y por lo tanto, se cumple que

N
2 2
He”LQ(O,s;Hé(Q)) < o + Z

(4.51)
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o equivalentemente
N
2 2 2
lell22 0 mrmay <18+ D () + () + (3)°). (4.52)
n=1
donde

o = u(0) — upllz2(0). (4.53)

corresponde al estimador de error inicial.

Demostracion. La demostracién se obtiene como consecuencia directa de los teoremas anteriores al
notar que para una funcién h(t) arbitraria se cumple que

/0 " he) dt:i:l /t "

n—1

4.3.2.2. Eficiencia del estimador

A través del Teorema 4.3.1 se ha demostrado que la norma |[-[| 120 7, () del error estd acota-
da superiormente por los estimadores de error espacial, temporal y de valor inicial, todas cantidades
completamente computables, mas un término oscilatorio. En la presente seccién se mostrara que el
procedimiento presentado ademaés permite obtener una cota inferior para la norma del error en funcién
de dichos estimadores.

Se comienza determinando una cota local para el estimador temporal.

Lema 4.3.5. Para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 < n < N, se tiene que el indicador de error

temporal (4.40) puede ser acotado superiormente como

n\ 2 C4 C2 n— n\2 n\2
) < (e ) el + S i+ )"+ 7).

n

donde Cq viene dada por (4.42) y Cy corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal

dada por (3.7).

Demostracion. Sea I™, con 1 < n < N. Se tiene que

Tn

2
tn tm n
2 _ 2 th —t
[[up, - uhT”%ﬂ(In;H&(Q)) = / lluh = unrll dt = |[up — wp 1H|Q/ < > dt
tn—1 tn—1

= 2o — (150
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Por otro lado, haciendo uso de la definiciéon de la norma de la energia, la definicién del residuo temporal
y la descomposicién de la ecuacion del error (4.20) se sigue que

t" t"

B(up — Unr, Uy — Upy) dt = / (Fu(uns), upy — unr) dt

2 _
luh = unrll T2 (gnyma ) = tn—1

tn—1

t'n/ t’!L
= / (Ore, upy — upy) dt + Ble,up, — up,)dt
t

n—1 tnfl
t’!L t'n/

- [t~ )it [ (Fpune). o~ w059
tn— tn—

El término que involucra la derivada temporal puede ser integrado por partes y acotado de manera tal
que se tiene que

¢

tn
/t"l (Ope,up —upr) dt = — /Q e(t" M (upf —u} ) do — /t (e, O¢(up — upy)) dt

n—1
tn

1
= —/ e(t"_l)(uﬁ — uZ_l) dr — — (e,up — UZ_l)Q dt
Q Tn tnfl

” 1/2
n— T"CQ ! n n—
<ue<t Ylgaey + Y2 ( / 1wewadt> )Huh—uh oz

t’!L

n 1/2
— nc2 i n n—
(et + B[ petpr) ot i

Entonces haciendo uso de la desigualdad anterior, la ecuacién (4.54), la continuidad de la forma bilineal,

IN

IN

la cota para el residuo espacial dada en el Lema 4.3.1, la cota para el residuo de oscilacion temporal
dada en el Lema 4.3.3 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se sigue que la ecuacién (4.55) puede ser

acotada de la siguiente manera

n 1/2
n \/302 i 2 3 n—
|lup — ’LLhTH%?(I”;H(%(Q)) = ((C&? + p ¢ /tn1 llells dt + o Calle(t"Mllz2()

Mo D\,
+ —= + —= Up — Uphr n. .
\/g \/g) H h h ||L2(I SHE ()

Finalmente, dividiendo por el término [[up —unr || 12 (1n; 1 () elevando el resultado al cuadrado, haciendo

uso de la desigualdad de Jensen 2.6.4 y multiplicando todo por CE? se concluye el resultado. [ |

Ahora se sigue con la determinacion de la cota para el estimador espacial. Para ello, al igual que en
el caso eliptico, teniendo en cuenta la Nota 3.3.1 y el hecho de que para k = 0 los esquemas SUPG y
GLS coinciden, se puede considerar, sin pérdida de generalidad, la expresion del indicador de error N .h

del caso k # 0 para desarrollar la cota del estimador espacial. Entonces, sea K € P" y considerando las
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ecuaciones (3.69) y (3.71) se tiene que
Wi = V3T | VPR P D]+ 2 Ty + Cone i loselil 2
’ V(K] Ve ’

1 1 1/2
V371 | — [}, 1) + hi || 2% +h 5744
- (Wm‘ e D) AK” Rl + i D | %KHW)

YEF K

+ COSC,K HOSCTIL(HLQ(K))

37T (7 |- (up, [ 1)) + N | Z k| L2 (1)

VE|K| VE

B\ 1/2 : . . .
=¥ (") (|rﬂJ»,]1uLz<y>+ug%K—<J~,>um<w>>+cosc,K|roscKHLz<K>>-

YEF K

Elevando esta desigualdad al cuadrado y utilizando la desigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que

n 2 1 ni,n gn h2 n
(nf.n)” = 37a <m—|K| | LR (u, f D)1+ —EK H%K”%%K)
h_K Jn 2 no__(Jn 2 C2 n 2 4.56
>0 (M) + 1195 1 = 32y ) + Coucre loscicl oy |- (4.56)
VEF R

Entonces, para obtener una cota local para el indicador de error espacial es necesario acotar cada
término del lado derecho de la desigualdad anterior por la norma ||| 12 f71(qy) del error. Para esto
consideremos la descomposicién de la ecuacion del error (4.20) e integramos por parte el residuo espacial,
lo que implica
(Ore,v) + B(e,v) = Z <(<@?(,U)K + (osck,v) K — Z ([[Jl?]],v)o
Kepn VEFR

+ (R (ups),v) + (Zp(ups),v), Ve Hy Q). (4.57)

A continuacion se presentan ciertas desigualdades que se utilizardn para desarrollar la cota inferior, las

cuales se obtienen utilizando argumentos estandar de funciones burbujas.

Lema 4.3.6. Para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, se tiene que el residuo del elemento
satisface

2 2

T I n K h h n
- K H%K”%Q(K) = 692‘31( (1 + g h%{) He”2LQ(I”;H6(K)) + é ”eH%Z([n;L%K)) + ;K:S”e(t )H%?(K)

2 2

T h h 2
+ = Jloscil[7a ey + 35 (Whep) ™
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donde Cg,, corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal restringida al elemento K € P"

y viene dada por (4.4).

Demostracion. Sea B = H i, luego extendiendo por cero a 2\ K se obtiene que Sk € Hé(Q) Sea
ievy
« > 0 un parametro arbitrario, se define la funcién

a(t) = (o + 1><t‘t"_l> , (4.58)

Tn

tn
/ a(t) dt = 7,.
tn—1

/t (O e, alt) wlk) + Ble, a(t) wi) dt

n—1

la cual cumple que

Entonces, se considera la expresién

donde wy}, = fx #}-. Notar ademas que como ya se ha visto, para t € I" c.t.p. se tiene que a(t) wi €

HZ(Q), por lo tanto haciendo uso de (4.57) y reordenando se tiene que

n n n
/ (R, a(t) W)k dt = / (O e,a(t) wy) dt + B (e,a(t)wy) dt
tnfl tnfl tnfl
n tn
— / 1(0807}(, a(t) wi )i dt — / ) (% (upr),a(t) wh) dt
tn— tn—

—/t (Zp(upr),a(t) wh) dt.

n—1
donde Ak (-,-) corresponde a la restricciéon de la forma bilineal al elemento K € P". Previo a estimar

cada uno de los términos a la derecha de la desigualdad anterior, notar que debido a las propiedades de

la funcién burbuja del elemento presentadas en el Teorema 2.6.6 se tiene que

[will72 sy = 185 2Tz () < 127N T2 10y (4.59)
lwi % = (€ 1V (Bx Z5) 72 sy + % 1B «‘@?{Hzm(x)) < (ehi® + ~) 2% |72 k) (4.60)
(R wi) i = 18 X120y 2 125 12 (4.61)

y ademads, dado que la funcién w% no depende del tiempo se tiene que

a—+1

i 1/2
la(t) wi ey = Ikl ( /. a<t>2dt) = Vs Ikl
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< V7 (20 4+ 1) Jwil - (4.62)

Lo anterior también es valido en la norma ||-[| 12 (=, 12(x))- Por otro lado, integrando por partes el término

relacionado con la derivada temporal del error se tiene que

n

/t (O e, a(t) wh) dt = /K (e(t™) a(t™) — e(t™) a(t™1)) wik do — / (e, wl Bya(t)) dt

n—1 tnfl
tn

:/ e(t™) (a+1)w;gdx—/ (e, wl By a(t) dt

K

tn—1

< (a4 D ez llwk 2 )

n 1/2 m 1/2
+< / He|riz<K>dt) ( / <ata<t>>2dt) Jwklz200
tn—1 tn—1

" 1/2
n ala+1 t n
ot Dl + T ( [ el dt) ] ekl ceay

Tn (200 —

mientras que el término relacionado al residuo temporal cumple que

" " " —t
|ty wide= [ o)™ B - i
n—1 tn—1 Tn

1
— (1_‘” ><@( uf — )

oa—+2
+1 _
<o (12253 ) Ik bl s

Entonces, en funcién de lo anterior y haciendo uso de la continuidad de la forma bilineal, la cota para el

residuo de oscilacion temporal dada en el Lema 4.3.3 y la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

— ala+1)
n H%K”LQ(K (C%K \/(5 hK2 + ’f) (20 + 1)H€”L2(1n;H3(K)) + m”eum(ln;m(m)
n a+1
e (== Lz PR
n Tn (2 o+ 1) n n
+ T HOSCKHLZ(K) t———%= KD ”%)KHLZ(K) (4.64)
V3

Dividiendo la desigualdad anterior por % 12(k), elevando el resultado al cuadrado, utilizando la

desigualdad de Jensen 2.6.4 y multiplicando todo por h3./(7, ) se tiene que

o I3 ?(a+1)2 h3

K
12572 sy = (20 +1) C, (1 + g@() HEH%?(I'L;H(%(K)) + T2a—1 2 lellZ2rn,r2(s¢)

2 h%{ ny |2 Tn h%{ n |12 h%{ n 2
(a1 ez ) + = losekllzagey + 52 2 +1) (n%.p)
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2
+1 n e
+ng/31< n <1 - Z+ 2) <1 + g h%() muh —up IHE(

Finalmente, considerando que

ltm <1 _at 1) —0, (4.65)

a—00 o+ 2
entonces se puede elegir @ > 0 suficientemente grande de manera tal que el término H‘uﬁ — uZ_lm K

pueda ser acotado por los términos restantes, y de ésta manera se obtiene el resultado. |

Lema 4.3.7. Para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, se tiene que el el salto de la

derivada satisface

Tn hK 2 2 K9 2 hir i o
1’L6 ||[[J’Z;L]H|L2('y) j Z {Ca ! <1 + g h / ||6HL2(I”;H(%(K/)) + TT€||6‘|L2(I"§L2(K,))
K'eQn "
h%{,, 2 Tn h%{/ 2 h%{’ 2
+ Tng”e(tn)”L2(K’) + lloscTrlT2(rry + 3: (%.0)”

donde Cg,, corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal restringida al elemento K € P"
y viene dada por (4.4).
Demostracion. Para v € Fp NF7, sea 3, = H Ai, luego extendiendo por cero a €2\ €2, se obtiene que

ievn
By € H}(Q). Sea a > 0 un pardmetro arbitrario se define la funcién a(t) dada por (4.120). Entonces, se

considera la expresion

/t (Ore,a(t)wl) + B(e,a(t) wy) dt

n—1
donde wf = B, [J}]. Notar ademés que como ya se ha visto, para t € I" c.t.p. se tiene que a(t)w? €

HE(Q), por lo tanto haciendo uso de (4.57) y reordenando se tiene que

/t 2 ([ () wt)ydt = Y {—/t Ge.atyurydt— | Brcle,alt)ur) dt

n—1 KEQ,”YL n—1 tn—1
t’!L tn
+/ (Zi,a(t) wy) K dt+/ (osc, a(t) wy)k dt
tn—1 tn—1

t’!L

b [ e as [

n—1 tn—1

(Zp(uns), a(t) wy) dt}.

donde Ak (-,-) corresponde a la restriccién de la forma bilineal al elemento K € P". Previo a estimar
cada uno de los términos a la derecha de la desigualdad anterior, notar que debido a las propiedades de

la funcién burbuja del lado/cara presentadas en el Teorema 2.6.7 se tiene que

l? 20y = 18y L2112 ey < C e D3y (4.66)
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eI = IV (8 L5 ey + 518, I3 R2 i) < € (bR + mh) 11 MEe,y  (467)

(737, w4)y = 18Y 21572y 2 N5 72 (4.68)

y ademas, dado que la funcion wY no depende del tiempo se tiene que

n 1/2
t a+1
a(t) waL”LQ(In;H&(K)) = H‘wzf“‘K(/tnl a(t)z dt) =V \/Z;zkﬁ ‘szw[{
< Va1 [Jul] (4.69)

Lo anterior también es vélido en la norma [|-[| 2 (sn, 12 () Por otro lado, integrando por partes el término

relacionado con la derivada temporal del error se tiene que

/t (s e, alt) ur) dt = / (e(t™) alt™) — e(t") a(t™™ 1)) wl dr — /t (e, Dpat)) dt

n—1 K n—1
tn

= /K e(t") (v + 1) wh dx — / (e,w} Oy a(t)) dt

tn—1

< (a4 D) lle(™) 2 1wyl 2 )

n 1/2 m 1/2
+< / He|r%2<K>dt> ( / <ata<t>>2dt> 2z
tnfl tnfl

" 1/2
n ala+1 ! n
(0 D)llet") 2 + —eE D ( [ el dt) ] el

Tn (2a — 1)

mientras que el término relacionado al residuo temporal cumple que

tn " no_
| mtmo.a@yunyae= [ o) " B - )
n—1 v tn—1 Tn v
+ 1 n n— n
=T, (1 - Z+2> B(up — uy l,wﬁ/)
<o (12253 ) k- gl a0

Por otro lado el término relacionado con el residuo del elemento cumple que
t’!L

t’!L
(ZFe, a(t) wi) K dt < 125N L2 (e @) Wl 2 k)
t 7 g1 K

n—1

n—1

. 1/2
S(/t ||%%\|%2(K)> la(t) w3 z2(1m; L2 (x0))

< V2a+ A 2k 1wy [ 2 (k) (4.71)
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Entonces, haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz, el Lema 4.3.3 y las desigualdades ante-

riores, se tiene que

Tl Z20) < D {(Oé+1)hKH ) r2(ry + 7o Vhre 2o+ 1) | Zic |l 12

KeQn
) —2 ala+1)
+Cayf (£132 4 #) 2o+ Dllellzzmmio + 2 Eslelzzmazoo)
n a+1 —1 n n—1
+ TV hic [loscic || 2y + Cae T [ 1 — ) \ehg + khg ||uf — ujy MK
Tmhr (2a+1 n n
yra— nK,D} 17D 2 (172)

Dividiendo la desigualdad anterior por [|[J}]|, elevando el resultado al cuadrado, utilizando la desigual-

dad de Jensen 2.6.4 y multiplicando todo por hx /(1 €) se tiene que

Tn hK

" h2 n Tnh2
1710 < Z{(wni—f;ne(z& Mo + K (200041) 85
Kean n

. a+1)? hi
+ (204 1)C%,. <1+Eh%{>”€”%2(f"ﬂé(m)+ s :

T 9a—1 2¢ HeHL?(I" ;L2(K))

Tn
Tn h2 a+1 ’ K
+ na K ”OSC?{”%Q(K) —l—ngK Tn (1 T 2) (1 + Eh%{) [up — u 1H|K

2
+ 1 (901 1) (n;z,D)z}-

Finalmente, dado que

, a+l)
. (1—a+2> =0 ()

entonces se puede elegir o > 0 suficientemente grande de manera tal que el término H‘uh —uy 1|H K

pueda ser acotado por los términos restantes, y de ésta manera haciendo uso del Lema 4.3.6 se concluye

el resultado. u

Lema 4.3.8. Sea {9:,1{} un conjunto de flujos de borde equilibrados que satisface las siguientes dos

condiciones:

Consistencia: Siy € Fj N Fp, para K, K' € P", entonces

9k + g g = 0. (4.74)
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Equilibrio de Primer Orden: Para todo \ € P1(K)

n un_l n n 1 n n n n n
<f 1 i A =B () - T—(uh,)\)K — R, [N + Z (97 1, A)y = 0. (4.75)
K

" " YEFR

Entonces, por cada v € Fj se tiene que

WA gt )y < S Z(

HL2 K’

mEV"K’GQ"

T hr n7 |2 h%{’d n 2
Y PR - P ). @)
YEF L NFR,

Demostracion. El resultado se obtiene de manera directa a partir del Lema 3.3.4 visto en el Capitulo

3. |

Lema 4.3.9. Fl término de estabilizacion | (uy, f™; A)| cumple que

( la ||2Loo(K) Tnh%(
Tk L P (18 e + Nosci o) SUPG,
Jal o b2
» i mioe § B 2 AT (g 2, 4 flosc B )+ GLS,
P g VP2 e [y
= > 7 N33 | ES,
VEFRENF}
72 all h
v R TTL K n
> ”)[ 10| crp
YEFRNF} K

(4.77)
Demostracion. El resultado se obtiene de manera directa en base a los resultados relacionados al término
estabilizado obtenidos en el Capitulo 3. |

Lema 4.3.10. FEl término de estabilizacion, para el método GLS, cumple que

Tn h%{

RIET 2 (125 120y + llosce 3 ) } (4.78)

-2
SR, [P 2 ek é{{
donde T corresponde al pardametro de estabilizacion asociado al método GLS.

Demostracion. Haciendo uso de la definicién del término estabilizado junto con la desigualdad de
Cauchy-Schwarz se sigue que

1 1
g wr, [h D] = —— 5 Tr(=ZK — osc, k) k|
VEh!

r K]
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1 n n
— 7z 7 (1% ey + lloscie ey ) Il 2 o
khy

L n
- I{hd/2 TKH’K‘(”%KHLQ + HOSCKHLQ(K)>

= e Vi (125 2oy + losce ey )

Elevando al cuadrado la desigualdad anterior y utilizando la desigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que
1 72 [ h? h?
K| | SRy, [P 2 ek é <?K 15 12 5y + ?K ||OSC?<H%2(K)>'

El resultado se sigue al integrar la desigualdad anterior en el sub-intervalo I y notar que ninguno de

los términos depende de la variable temporal. |

Entonces, considerando (4.56) y haciendo uso de los Lemas 4.3.6, 4.3.7, 4.3.8, 4.3.9 y 4.3.10 se obtiene

la siguiente cota para el estimador espacial.

Lema 4.3.11. Para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, se tiene que el indicador de error

espacial (4.38) puede ser acotado superiormente como

2
2 K 2 2 hK/ 2
Z Z {C&?Kr <1 + c h ’) ||€HL2(17L;H3(K/)) + 22 He||L2(I";L2(K’))
mevy K'eQn, n
h%(’ 2 h%{/ 2 h%{r 2
+ Tngue(tn)HLz(K’) + 70— lloschorllza ey + == (n%.p)

2
2 R 2 2 hKH
+Cy}}/ E : <C§3Kn <1 + g h ”) ||€HL2(17L;H3(K~)) +—=— -2 H ||L2 InL2(K"))

’fL

Keqr,
h%{// h2 h%{// 2
+ %He(tn)HLQ K”) —+ Tn —— - ||OSCK”||L2(K”) + ¥ (77%//7D) s (479)
con 1
T2 @Ha”%w([() , para SUPG,

o ler
T?(max{h2 ,h2 HCLHLOO K)’ /12} , para GLS,

h2
—5  mdx 72 , para ES,
£ ~NeFKNFT

2

Cy}ré = (4.80)

,Ye]:am]_- £2 h2 a ||Loo () , para CIP.

donde Tk y Ty los pardmetros de estabilizacion y Cg,. es la constante de continuidad de la forma bilineal

restringida al elemento K € P", dada por (4.4).



73 4.3. Andlisis a posteriori

Como se puede ver, en la cota anterior una parte del error es medida en la norma ||| 2(rn. 3 (i)
mientras que otra parte es medida en la norma |[|-[|2(sn,12(k)), esto debido a la imposibilidad de pasar
de la norma ||-||z2(x) a la norma de la energfa ||-|| (k) de manera local en cada elemento K de la
particion. Dicho problema puede ser evitado solamente en el caso en el que el pardmetro de reaccion s

es distinto de cero. La siguiente Nota presenta la cota mejorada para dicho caso.

Nota 4.3.1. (Caso pardmetro k # 0) En el caso en que el pardmetro de reaccion k sea distinto de cero

se tiene que
h h2

Ep = NlellZe(mor2y < —72 lell2 rn. SHY(K))

y por lo tanto, el resultado anterior puede ser reescrito como

h R
UDED DY {<A 2 (S o) ) elBagmanry + 21

meVy K'eQn,
h? h 9
+7—n% HOSC?(’H%?(K’) + fl (77K/ )

hK,, 1 2
ten ¥ ((C (Gt 757 ) Wl

K"eqQr,

n

h2 " n h2 1" n 2 h2 " 2
e t)Fa g + 7 o5 Bagaony + o (i ) ) -

Finalmente, en funcion de los Lemas 4.3.5 y 4.3.11 se sigue le siguiente resultado.

Teorema 4.3.2. (Cota inferior para el error en norma L*(I"; H}(12)))

Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estacionario
(V) y sea up, la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema
Euler-Galerkin Estabilizado (EG)sy,. Entonces, para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 <n < N,
considerando el estimador de error espacial 0y, dado por (4.38), y el estimador de error temporal 7y,
dado por (4.40), se tiene que la siguiente estimacion es vdlida

(772)2+ (77?)2 = Z Z Z {C{{HeHiQ(I";Hé(K’)) +CIL||€H%2(I";L2(K’))

KePrmeVy K'eQr,
_ 2
+Co (et agaery + e 2 ) + s llosco 22y +Ca (i )

—|—Cy}r<b, Z |:C{{ ”eH%Z(I";Hé(K")) +CIL ”eH%Z(I";LZ(K”))
KIIEQ?(/

n n— n n 2
+Co <H€(t WZegcm + lle(t 1)”2L2(K”)> +C3 [loscnl[F2 sy + Ca (nfen ) }},

(4.81)
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con
ce h?
Cil(hi,Tn.€.5,a,Cpqa) = (14+C%) <C, +Ch + 5 +C%K I&{_K)a (4.82)
h2
CE(hic,Tn e k,a,Cpa) = (1+C% )T PP (4.83)
1+ C2 h?
C2(hK77—TL757 R, a’ycP,Q) = (—:—Jmé}({ éK CQ} (484)
h2-1,
Cs(hic, Tnre K@, Cpg) = (1+C%) K™ (4.85)
h2
Ci(hrc,e,k,a,Cpa) = (1+C%) <1+3—f§>, (4.86)
1
7'112( h_2”aH2°°(K) , para SUPQG,
K
1
T?(méx{;—:, h—2Ha|]2Loo(K),/£2} , para GLS,
Con = h2K K ) (4.87)
&?2 vel}?r}iﬁ 75 , para ES,
AL , para CIP.

donde T es el pardmetro de estabilizacion especificado en la Seccion 3.2.1.1, Cq viene dada por (4.42),
Cosc, i estd dada por (3.49), Cz es la constante de continuidad de la forma bilineal dada por (3.7) y

Cz,. corresponde a la restriccion de dicha forma bilineal al elemento K y estd dada por (4.4).

Nota 4.3.2. Segun lo mostrado en la Nota 4.3.1, cuando el parametro de reaccion k es distinto de cero,

la cota inferior para el error puede ser reescrita como:

(Tlh Z Z Z {Cl ”eH%Z(I”,Hé(K’)) +C2 (HC(tn)H%Q(K/) + ”e(tn_l)”%g([{,)>

KePrmeVy K'eQr,

9 2 2
+ Cs lloschrlaicn +Co (nierp)” + Corp, D0 | CollelBamapgy sy
KIIEQ?(/

n n— n n 2
+Co (el Zaaen + (™) 2 ) + CalloschenlZagaer, +Ca (i) }},

con

ct  h? 1
Ci(hi,Tn ek, a,Cpa) = (1+C%) <c§? +Ch, + -2+ —K (c;{;K K+ m)) . (4.89)

’I’L n
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4.3.3. Anadlisis a posteriori en norma W(0,T)

El segundo caso corresponde a realizar el andlisis a posteriori midiendo el error en la norma |- ||y o,7),

la cual para una funcién v € W(0,7T) esté definida por

T
loli30m) = /0 ol + |/ d, (4.90)

donde |||, corresponde a la norma de la energfa en H(Q) y |||, corresponde a la norma dual en
H~1(Q). Al considerar un intervalo de tiempo discreto I" = (t"~1,#"], con 1 < n < N, se tiene
claramente que ”

[olBaensem = [ o+ 1)1 (1.91)
Para determinar una cota superior e inferior para el error se hard uso del residuo definido en (4.14) y
su descomposicién (4.20).

Previo a esto se presenta la equivalencia entre el error y el residuo, un resultado que se utilizard a

lo largo de la presente seccién.

Lema 4.3.12. (Equivalencia entre error y residuo)
Sean 0 < s1 <89 <T yv e W(0,T). Luego para cualgquier w € L*(0,T; H}(Q)) se tiene que
2
/ <<@(U)7 w> dt < mé‘x{\/i \/56%2}“11, - UHW(S1,82) HwHL2(sl,32,H6(Q))7 (4'92)
S1
donde Cy la constante de continuidad de la forma bilineal A(-,-) estd dada por (3.7). Ademds se tiene
que

52
= 01y < (L 4+ 2CB) 1 = 0)(51) By + (34 2C%) / % @)I? dt. (4.93)

S1
Demostracion. De la definicién del residuo y la formulacién variacional (1), se tiene que si u € W(0,7)

es la solucién exacta se cumple que
(RZ(),w) = (' — v w) — Bu—v,w), we HLRQ). (4.94)

Luego integrando la ecuacion anterior desde s; hasta so, con 0 < s1 < s9 < T, y utilizando la continuidad
de la forma bilineal junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz, se tiene que

L82<<@(v)aw> dt = /SQ(u’ — v w) — Blu— v,w)dt

1 S1

- 52< P
< [ (Il =Vl +Carlle = vl ) ol e

S1
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S92 2 1/2 S92
é(/‘(W/—MM+cgu—mm)ﬁ> (/’mw%ﬁ>
S1 S1

< max{V2,vV2Ca}lu = vllw(s Wl r2(s, 50013 0))-

1/2

Resta demostrar la segunda desigualdad. Para esto, haciendo uso del Teorema 2.6.11 se tiene que

1d

Szle— 2 + e = ollg = (0 =/, u =) + Blu—v,u—0)
= <’%(U)7 U — U>
< 12 @)l Mlu = vllg

IN

1 1
SIZOIL + Sl = vllg,

y por lo tanto

d
Tl =0l + llu—olle, < 12 @)1

Luego, al integrar esta ultima desigualdad entre s; y so obtenemos que

52

= o) (o2 By + |

S1 S1

Por otro lado tenemos que

(' — v w)y = (Z(),w) — B(u—v,w)

< (12 @)l + Callu = vllo) llwllg.
Dividiendo por [|w||, ¥ tomando el supremo sobre los w € H}(Q2) \ {0}, se obtiene que
o =, < 12 @)l + Cllu = vllo,
y por lo tanto

w— o3 dt

/QH‘u/_U/midtS/22|||%’(v)|||§—|—2(3§g

S1 S1

52
s20%Mu—wownné@»+«z+2c%>/‘|m%wnﬁdt

S1

Finalmente, utilizando la ecuacién (4.95) se llega a que

52
llw = 0l sy5) < (1 +2C5)I(w —0)(51) 720 + (3 +2C%) / 12 ()| dt.

S1

52
nm—w%ﬁéuw—w@nﬁmn+/ 1% @)I2 d.

(4.95)
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4.3.3.1. Cota superior para el error

Como se ha mencionado, para la determinacién de una cota superior para el error se considera el

residuo y su descomposicion
<<@(Uh7—),’l)> = <=@h('dh7—),’0> + <=@t(uh7)7v> + <<@D(Uh7—),?)>, Voue H&(Q)7 Vie (07T) ctl.p.,

y se procede a acotar cada uno de los términos del lado derecho de dicha representacion.
Con respecto al término asociado al residuo espacial Zp(upr), siguiendo un procedimiento com-
pletamente analogo al realizado en la determinacién de la cota superior en la seccion 4.3.2.1, se sigue

que

Lema 4.3.13. La integral temporal del residuo espacial puede ser acotada superiormente como

t7l
1 2
4 dt < ——(np, 4.96
L WAl bt < 5 () (1.96)
donde el estimador de error espacial viene dado por (77}’:) = Z (77?(7,)2, y el indicador de error ny

Kepn
varia dependiendo de si el parametro k es igual o distinto de cero; para el caso k # 0 se tiene que

Mgen =1/ (9+6C%) TN<\/W |Sk (up, £ 1)) + 7 ok 2 (k) + Cose, ”OSCK”Lz(K))v (4.97)

mientras que cuando k = 0 se tiene que

1
" Cro n L, n 2\
Mg =1/ (9+6C%) 27, < K| SR (g, [ 1) + <%H0’KHL2(K) +Cosc,KHOSCK||L2(K)> ) )

(4.98)
donde o' se define en el Lema 3.5.1. Mds ain, tomando en consideracion la Nota 5.3.1 y el hecho de

que si k =0, los esquemas SUPG y GLS coinciden, se tiene que

1
(9 + GC%A) Tn <% Ho-?{HLQ(K) + Cosc,K ||OSC7[L{HL2(K)),

MK = (4.99)

(9+6€gﬁ) T"(\/m ‘yK( h?fn )’ \/— HUKHL2 +COSCK HOSCK”L2(K)

donde la primera expresion es valida para los esquemas SUPG, ES y CIP y v > 0 mientras que la

sequnda expresion es vdlida para el esquema GLS y es sélo posible en el caso en que k # 0.

Demostracion. Del resultado obtenido en la seccién 4.3.2.1 para el residuo espacial se desprende que si

K # 0 entonces

D=

2
(Zn(unz),v) < ( > (\/%Wx(uhj" Dl + \/—”UK”LZ k) T Cose. i [|0sCc || L2(x¢ )) vl

Kepn
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mientras que si k = 0, entonces

Cro i 1 2\ \ 2
(Bo(une), v <Z2<®Wﬂ ;W+Gﬂ%m +%wmmm)>>wm

KeP
El resultado sigue facilmente al dividir las ecuaciones anteriores por ||v||q,, tomar el supremo sobre todos

las funciones v € H}(Q2) \ {0} e integrar en el intervalo de tiempo I™. [
Ahora se procede a acotar el término asociado al residuo temporal Z;(up;).

Lema 4.3.14. El residuo temporal puede ser acotado superiormente como

t7l
1 2
Ry (up )| dt < i 4.100
L ot < e () (1100)
donde el estimador de error temporal viene dado por (77{‘)2 = Z (77?(71&)2’ y el indicador de error nj,
Kepn
es igual a
e = Cay/ B+ 283) mallu =l (a.101)
con Cy dada por (3.7).
Demostracion. De la definicién del residuo temporal se sigue que para t € I" = (t"~1, "]
B(u} — upr,v)
I1: (une)ll = sup # < Cq llup, — unrllq-
veHE (Q)\{0} vllq
Por otro lado se tiene que, de la definiciéon de la interpolacién lineal wy, se tiene que
n =t n n—1 n
up — Upr = —(up, —upy ), Vtel",
Tn
y por lo tanto
t" 1 t" ¢t 2
[ W de < = | i
tn— —1 Tn
2 Tn —1112
<032 a1,
) 2
e 2050 il ) -
T 9+ GC&? Ko (
[

Finalmente, resta acotar el residuo de oscilacion temporal.
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Lema 4.3.15. FEl residuo de oscilacion temporal puede ser acotado superiormente como

t7L
1 2

—— (N} 4.102
[ W tm I dt < 5 () (1102)

1/2

tn
Me.p = (9+GC,%)CQ</tn1Hf—f”H%z(K) dt) : (4.103)

con Cg dada por (3.7) y Cq dada por (4.42).

Demostracion. Dado que f, f™ vy up, tienen regularidad L? en espacio, se tiene que

(o,
R g
Imn I

" we HL(Q)\{0} llvllig
/ (f = fm, )L2(Q
= sup
" e HE(Q\{0} ol

Luego haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de la norma de la energia se

tiene que
2 2 ”U”%z(g)
%D (un)llsdt < [ (1f = f" 2@  sup  ——o—dt
I I veri@\{o}  llvllg

< [ G- sw L s

vers @03 1013

0+6C)Ch [ 1F = lagey

1

= 9+6CJK6PH

En funcién de los resultados previos se tiene el siguiente resultado.

Teorema 4.3.3. (Cota superior para el error en norma W(t"~1,t"))
Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estacionario
(V) y sea up, la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema Euler-

Galerkin FEstabilizado (EG)sy. Entonces, para todo n con 1 < n < N, el error puede ser acotado

superiormente por

lellFyn-1 pny < (1+2C5) et T2y + D ( Mien)” + (i) + (77?(7,3)2> (4.104)
Kepr
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donde

1 1
n =1/(94+6C%) T, 8% T n Cosc n . (4.105
N ,h (9+6C%) 7 (ml wup, [ 1))+ \/EHUKHLz(Kw ,KlloscKHm(K)) (4.105)

N =Ca\/(3+2C%) 7 |||ufp — up || - (4.106)

1/2

t’ll
KD = (9+65,%)CQ(/tn1Hf—f”|!iz(K) dt) , (4.107)

con
0 , para SUPG, ES, CIP y k > 0,

T (=X —osce,k)k , para GLS y k # 0,

SRR, f51) = (4.108)
el campo o', definido en el Lema 3.3.1, Cq dada por (4.42) y Cx dada por (3.7).

Demostracion. Sea n con 1 < n < N. De la equivalencia entre el residuo y el error (Lema 4.3.12),

tomando v = uy,, y la descomposicién del residuo realizada en (4.20) se tiene que
tn
_ 2
o= sy < (14 2€8) = u) (" gy + B+265) [ a2

tn
< (1+263) = )y + G+263) [ (1),

+ (1% (un) I, + 1120 (une)I, ) dt

y luego por la desigualdad de Jensen se sigue que

tn

< (1 263) = ) + 36 +263) [ (1)

+ 1% (a2 A+ 1120 (unr 1) dit

Finalmente haciendo uso de las estimaciones (4.96), (4.100) y (4.102) presentadas en los Lemas 4.3.13,

4.3.14 y 4.3.15, respectivamente, se obtiene el resultado. |
El resultado anterior puede ser extendido para un intervalo de tiempo (0, s] C (0,7].
Lema 4.3.16. Sea el subintervalo de tiempo (0,s] con s < T, donde

Cz

n:l

Luego se tiene que

N
s 1 9
B )P dt <S> ———— ()7, 4.109
JRCITnT <> ger h) (4100)
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N
s 1 9
Ry (up) P dt <> ———(n?)7, 4.110
| Wt e < 3% 5o () (1110)
s N 1 9
Rp(up)|2dt <N ————(np)”. 4.111
|| Wt 2at < 3 5 o) (1111)

Y por lo tanto, se cumple que

N
lellfro.s < n Z Z ( men)” + () + (ngD)z), (4.112)
n=1Kepr

o equivalentemente

N
lelfro.s) < m6+ D ((m’f)2 + () + (n?))2>, (4.113)
n=1
donde
o = \/1+2C% [[u(0) —up | 2@, (4.114)

corresponde al estimador de error inicial.

Demostracion. Al igual que en el Lema 4.3.4 la demostraciéon se obtiene como consecuencia directa de

los teoremas anteriores al notar que para una funcién h(t) arbitraria se cumple que

/ t)dt = Z/l

4.3.3.2. Eficiencia del estimador

En la seccién previa se mostré que la norma W(¢"~1, ") del error estd acotada superiormente por los
estimadores de error espacial, temporal y de valor inicial, todas cantidades completamente computables,
mas un término oscilatorio. En la presente seccién se mostrara que el procedimiento presentado ademas
permite obtener una cota inferior para la norma del error en funcién de dichos estimadores.

Se comienza determinando una cota local para el estimador temporal.

Lema 4.3.17. Para cualquier sub-intervalo de tiempo I™, con 1 <n < N, se tiene que el estimador de

error temporal (4.101) puede ser acotado superiormente como

(n)* 2 €% ((9+ 6¢%) mix{2,2C% Heln-1 ) + ()" + (1)) (4.115)

donde Cg corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal %(-,-) dada por (3.7).
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Demostracion. Sea I™, con 1 <n < N. Se tiene que

2
tn tm n
2 112 t"h —t
T e / ety = unellgy dt = [[Juh — 1\”9/ < ) dt
tn71 tnfl

Tn

= T o — 1 (4116

Por otro lado, haciendo uso de la definiciéon de la norma de la energia, la definicién del residuo temporal

y la descomposicién del residuo (4.20) se sigue que

tm t"

HU;LL - uhT”%ﬁ(I”;H&(Q)) = n-1 93(“2 — Uhr, U;LL - uhT) dt = /t"l <’%t(uhT)7 U;LL - Uh7—> dt

n—1 n—1

n n
= / (R (ups),up — upy)dt — / (Rp(unr), up — upr) dt
¢ ¢

tn
— / <<@D (uhT), UZ — ’u,h7—> dt.
t

n—1

Ahora, haciendo uso del Lema 4.3.12 junto con la desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

- 1/2
ety = wne 72 s ) < (méx{\/i\/ic,%} llellwen—1 ) + (/tnl |||%h(uhr)|||idt)

i 1/2
* </tn1 |”%D(uh7)”|i dt) > [Jup, — uh'rHL2(l";Hé(Q))'

Dividiendo la desigualdad anterior por el término ||u} — up,|| L2(I™HL(9)) elevando el resultado al cua-
drado y haciendo uso de la desigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que
tn tn
s = e 22 g, gy = (méx{z 2 el o + [ Wbl de+ [ Ntn(un): dt>-
Finalmente haciendo uso de la cota para el residuo espacial dada en el Lema 4.3.13, la cota para el
residuo de oscilacion temporal dada en 4.3.15 y multiplicando la desigualdad resultante por C%(9+6C§?)

se concluye el resultado. |

Ahora se sigue con la determinacion de la cota para el estimador espacial. Para ello, al igual que en
el caso eliptico, teniendo en cuenta la Nota 3.3.1 y el hecho de que para k = 0 los esquemas SUPG y
GLS coinciden, se puede considerar, sin pérdida de generalidad, la expresién del indicador de error 77%7 h
del caso k # 0 para desarrollar la cota del estimador espacial. Entonces, sea K € P" y considerando las

ecuaciones (3.69) y (3.71) se tiene que

Nien =1/ (9+6C5) T, (\/ﬁ |Zk (up, [ 1)) + N ok | L2(x) + Cosc, i HOSCKHL2(K))
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1 n/ . n rn 1 n n
=4/ (9+6C3) (7 |k (g, f* D)+ —= (hK 125l 2oy + hil” Y H'@'y,KHLQ('y)>

VEIK] Ve NEFR

+ COSC,K ”OSC%”Lz(K))

=4/(94+6C%) T, (7 L (upys [ 1)) + NG 125 \| 2 (x¢)

VrIK]

hK 1/2 . N n n
+ <7> (L322 + 119500 = (I 22(3)) + Coscorc loseellzae) |-

YEF K

Elevando la desigualdad anterior al cuadrado y utilizando la desigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que

n 2 1 ni,n rn h2 n
hix n n n n
+ Z = (H[[ny]]uiz(y) + 195 — <J’Y>”2L2(’Y)> +C§SC7K HOSCK”%?(K))’ (4.117)
YEF K

Luego, para obtener una cota local para el estimador de error es necesario acotar cada término del
lado derecho de la desigualdad anterior por la norma W(t"~1 ") del error. Para esto consideremos la
descomposicién del residuo (4.20) e integramos por parte el residuo espacial, lo que implica
(luns),0) = S (e, 0)ic + (osche, v — 3 (2], 0))
Kepn NEFE

+ Ry (upy),v) + (Zp(ups),v), Yoe HY Q). (4.118)

A continuacion se presentan ciertas desigualdades que se utilizaran para desarrollar la cota inferior, las

cuales se obtienen utilizando argumentos estandar de funciones burbujas.

Lema 4.3.18. Para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, se tiene que el residuo del

elemento satisface

Tn h%{

, K Tn h?
1R |12 sy < midx{2,2C, (1 +2 h%{) lelly(en—1 gy + nE B loscel[F2 k)
hic RY
_ , 4.119
t oot ecg ikr) (4.119)
donde Cy corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal dada por (3.7).

Demostracion. Sea B = H A, luego extendiendo por cero a 2\ K se obtiene que Sk € H}(£2). Sea
ievy
« > 0 un pardmetro arbitrario, se define la funcién

aft) = (a+ 1><t‘t"_1) , (4.120)

Tn
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la cual cumple que

tn
/ a(t) dt = 7,.
tn—1

| @) at wie) a

Entonces, se considera la expresién

donde wy} = Sk #}-. Notar ademas que como ya se ha visto, para t € I" c.t.p. se tiene que a(t) wi €
HE(Q), por lo tanto haciendo uso de (4.118) y reordenando se tiene que

tn

/t (B, a(t) Wl ) dt = /t (R (uns), alt) W) dt — /t (oscl, a(t) W) dt

n—1 n—1 n—1

t’!L

- /t (), a(t) W) dt — / (o (uns), a() Wiy dt.  (4.121)

n—1 tn—1

Previo a estimar cada uno de los términos a la derecha de la desigualdad anterior, notar que debido a

las propiedades de la funcién burbuja del elemento presentadas en el Teorema 2.6.6 se tiene que

i o) = 185 Zicl72(0c) < 151220 (4.122)
llwi % = (£ 1V (Bx 25 )72 ) + 5 1B %?(”%2([{)) < (ehi? + 5) |25 32 ) (4.123)
(i, wie) k= BB 32 10 > 15 2 i) (4.124)

y ademads, dado que la funcién w% no depende del tiempo se tiene que

a+1

i 1/2
la(t) wi || L2y () = Nkl (/tnl a(t)zdt> =V ey Wikl
< V7 (20 4+ 1) Jwil - (4.125)

Lo anterior también es vilido en la norma ||-||z2(7n;72(q))- Volviendo a la desigualdad (4.121), se tiene
que el primer término del lado derecho puede ser acotado a través del Teorema 4.3.12,

tn
[ @) atty wi de < mi(VEV2Co} el o o) wk ey (4126

n—1
mientras que el término relacionado al residuo temporal cumple que

tm tn ¢

/ " (). at) w) dt = /a0

B(uf —up = wik)dt
n—1 n—1 Tn
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1
_ <1 _ar ) Bl —uL W)

o+ 2
+1 _
< Cape (1 -2 2) g = =Ml ekl (4.127)

Entonces. haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz junto con las desigualdades (4.122),
(4.123), (4.124), (4.126) y (4.127) se tiene que

Tn ||'@?{H%2(K) j <méx{\/§, \/5693} \/Tn (20[ + 1) (5 hf_{2 + /{) HeHW(t"*l,t")

1
+Cane T (1 - 312) Ven? =i + 7 loseill

™(2a+1) . "
916C% 77K,D> | Z ¥ L2 (k) (4.128)

Dividiendo la desigualdad anterior por % 12(k), elevando el resultado al cuadrado, utilizando la

desigualdad de Jensen 2.6.4 y multiplicando por h% /(7 ) se tiene que

Tn

h? " , K
K93 2oy = <max{2, 202} (2a+1) (1 -t h%) [

€
+1 i
o K -1112

M osc g+~ (20 1) (1, p)° (1.120)
OSCK L2 (K) c(9+6C2) @ "lKk,D : :
Finalmente, considerando que
1
lfm (1 _at ) — 0, (4.130)
a—00 o+ 2

entonces se puede elegir o > 0 suficientemente grande de manera tal que el término H‘ug — uz_lm K

pueda ser acotado por los términos restantes, y de ésta manera se obtiene el resultado. |

Lema 4.3.19. Para cada sub-intervalo de tiempo I, con 1 < n < N, se tiene que el salto de la derivada

satisface
Tn hK n , K
I = 2 {max{mc%} (1 o h ) [
K'eQn
Tn h2 ’ n h2 / n 2
+ HOSCK’H%Z(K/) + WK()‘C%) (% .p) }, (4.131)

donde C corresponde a la constante de continuidad de la forma bilineal dada por (3.7).
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Demostracion. Para v € Fp NF7, sea 3, = H Ai, luego extendiendo por cero a €2\ 2, se obtiene que
ievn
By € H}(Q). Sea a > 0 un pardmetro arbitrario se define la funcién a(t) dada por (4.120). Entonces se

considera la expresion

n—1

/t (Z(unr),a(t)wy) dt,

donde w} = B, [J}]. Notar ademds que como ya se ha visto, para t € I" c.t.p. se tiene que a(t) wl €

Y

HZ(Q), por lo tanto haciendo uso de (4.118) y reordenando se tiene que

/ 2 (7] a() wt)ydt = 5 {/ —@(um),a(t)wgww/ (R alt) w?) g dt
n—1 Keon fn—1 n—1

+ /t (osce, a(t) wy) dt + / (Zi(upyr),a(t) wy) dt

n—1 tn—1

n—1

+ [ @plunr).alt) wz>dt}- (4.132)

Previo a estimar cada uno de los términos a la derecha de la desigualdad anterior, notar que debido a

las propiedades de la funcién burbuja del lado/cara presentadas en el Teorema 2.6.7 se tiene que

[ 1225y = 118y [T Z2 1) < Chic 1T DI (4.133)
n 2 n n — n
ezl = 1V By ED gy + 518y [ B2 ) <€ (e + mhi) 3B,y (4134)

(U700 = 1821 ey 2 M7y (4.135)

n

" no depende del tiempo se tiene que

y ademas, dado que la funcién w

i 1/2
la(t) wV”LQ(I”;Hé(K)) = \H’%\Hx(/tn a(t)2 dt) =VTn a1 W%WK

<V @a T Juz] (1.136)

donde K € QF. Lo anterior también es vélido en la norma |[|-[|z2(s»,z2())- Volviendo a la desigualdad
(4.132), se tiene que el primer término del lado derecho puede ser acotado a través del Teorema 4.3.12,
tn
/ 1(%(11}”), a(t)wy) dt < max{v2,vV2Cz} lellwen—1,m) lla(t) W L2 (.3 (50)) (4.137)
tn—
mientras que el término relacionado al residuo temporal cumple que

" tn—t

/ " mmoawunya= [ o

n—1 tn—1 Tn

B(up — ™t wik) dt
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1
. (1—‘” )%’(uh—uz L)

o+ 2
+1 _
o (l - Z+2> o~ Mol 419

Por otro lado el término relacionado con el residuo del elemento cumple que

t’!L t’!L
(ZFe, a(t) wi)k dt < 125N L2 6y @) Wil 2 k)
t 7 g1 K

n—1 n—

1/2

tn
< </tn1”%?{H%2(K)> lla(t) Wil L2 (m; 22 (k)

<7 V2a+ 1 Zxll 2y W5 L2 (k) - (4.139)

Entonces. haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz junto con las desigualdades (4.133)-(4.139),

se tiene que

72y < 3 {max{ﬂ,ﬂc@} Ve @a+1) g + whie) llellwn am

Keqn
+Carn (1 - O‘ii) Vet il

+ T Vi 20+ 1) [ Zicll 2 (k) + T VI loscig |l L2k

Twhrx 2a+1) n
+ \/W nK,D} 125 k|l L2 () (4.140)

Dividiendo la desigualdad anterior por ||Z KH 12(y), elevando el resultado al cuadrado, utilizando la

desigualdad de Jensen 2.6.4 y multiplicando por hg /(7€) se tiene que

Tn hK

n ’ KR
M2 = D { méx{2,2C%} (2a +1) (1 += h%) lellyen—r em)

KEQ”L
2
a+1 K
+Cp Tn (1 T ot 2) <1 TE h%{) =™l

Tn b2 - Tn h?
E@a+ 1) 2520y + =5

+

llosci 172z
2

h

Finalmente, dado que

fm (1 _ar 1) =0, (4.142)

a—00 o+ 2
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entonces se puede elegir @ > 0 suficientemente grande de manera tal que el término H‘uﬁ — uZ_lm K
pueda ser acotado por los términos restantes, y de ésta manera haciendo uso del Lema 4.3.18 se concluye

el resultado. [ |

Notar que las cotas obtenidas en los Lemas 4.3.8, 4.3.9 y 4.3.10 son independientes de la norma en
la que se esté midiendo el error. Luego, considerando (4.117) y haciendo uso de los Lemas 4.3.18, 4.3.19

y los Lemas recién nombrados se obtiene el siguiente resultado.

Lema 4.3.20. Para cada sub-intervalo de tiempo 1™, con 1 < n < N, y considerando el indicador de

error espacial 0y ., dado por (4.99), se tiene que la siguiente estimacion es vdlida

>y {méx{2, 202} (9 + 6C2) (1 +Ep2 ) [
mevy K'ey, :

h2 h%{/ n 2
+ 70 (94 6C5) £ ||OSCK’HL2 &yt (1% p)

, I
+Con, > <max{2,2c§,3 (9+6C%) <1+Eh2 ) llellGrn-1 4y

Kreqr,
2 h%{// n 2 h%{// n 2
+ n (9 + 66@) —E ”OSCKH ”L2(K”) + T (TIK”,D) s (4143)
con )
TK h2 ||a||L°°(K) , para SUPG,

Tf{méx{hz ’h2 lal? . K),/{2} , para GLS,

h2
12( max 7'3 , para ES,
g4 veFrNFr

Cop = (4.144)

HaHimM , para CIP.

max
\ YeFKNFr €2 h%{
con T el pardmetro de estabilizacion especificado en la Seccion 3.2.1.1 y Cy la constante de continuidad

de la forma bilineal dada por (3.7).
Finalmente, considerando los Lemas 4.3.17 y 4.3.20 se obtiene el resultado principal de esta seccion.

Teorema 4.3.4. (Cota inferior para el error en norma W(t"~1 "))
Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estacionario
(V) y sea up, la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema

Euler-Galerkin Estabilizado (EG)sy,. Entonces, para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 <n < N,
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considerando el indicador de error espacial N hs dado por (4.99), y el indicador de error temporal Nkt

dado por (4.101), se tiene que la siguiente estimacion es vdlida

@+ = > Y > {61 lelZyen-1 pny +Ca lloschrll2 s + Cs (i )

KePr meVy K'eQp,

2
+Con, Z (Cl HGH%\V(t"*l,t") +Co HOSC?("H%%K”) +C3 (xn p) > }a

K//EQ"IL(/
(4.145)
con
Ci(hi, e k,a,Cpa) = (1+C%)(9+6C%) méx{2,2C%} (2 + g hﬁ() , (4.146)
2 2\ hETn
CQ(hK7Tn7€7’{7ach,Q) = (1 +C%’) (9+669?) c (4147)
Cs(hi,e,5,a,Cpa) = (1+C%)(9+6C%) (1 n g hﬁ() : (4.148)
1
7'12{ h—2||a||%oo(K) , para SUPG,
K
1
T%méx{}i—:,hT|]aH2oo(K),m2} , para GLS,
Cop = A (4.149)
K . 2
— Vel}ll?%(fj 5 , para ES,
7 4
\ eFRnFL €2 h2- lallzeo o) , para CIP.

donde T el pardmetro de estabilizacion se especifica en la Seccion 3.2.1.1, Cy es la constante de

continuidad de la forma bilineal dada por (3.7) y Cosc,ic €5 la constante de oscilacion dada por (4.35).

A modo de conclusion, se tiene el siguiente teorema que resume los resultados obtenidos en las

secciones 4.3.2 y 4.3.3.

Teorema 4.3.5. (Cota superior e inferior para el problema de difusion-conveccion-reaccion no estacio-
nario en normas ||| 2o v, ) Y I lwo,r) )

Sea u la solucion de la formulacion débil del problema de difusion-conveccion-reaccion no estaciona-
rio (V) y sea up, la interpolacion lineal de la secuencia de soluciones obtenidas a través del esquema
Euler-Galerkin Estabilizado (EG)sw. Luego, para cada sub-intervalo de tiempo I™, con 1 < n < N, si

se considera la norma ||| 2o 1, () s€ tiene que

N
el a0 metms oy < 7+ Do () + () + (nh)*), (4.150)

n=1
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(nh Z Z Z { lle ” InHl(K/))+Cl ”eHLZ(InLZ(K/))

KePmmeVy K'eQn,
_ 2
+Co (el 2y + et 2 ) + Cs lloschellEaqaer + Ca (i )

—+ Cy;{b, Z |:C{—I ”eH%Z(I";Hé(K")) + ClL ”eH%Z(I";LZ(K”))
KIIGQ;L{,

n n— n n 2
+Co (He(t )H%?(K”) + [le(t 1)”2L2(K”)> +C3 ”OSCK””zLQ(K’) +Cs (nfrp) }},

(4.151)
con (77_”)2 = Z (77?(7_)2 y los estimadores de error local dados por
Kepn
1o = [[u(0) — uj |l 20, (4.152)
nK,h =37, \/W |yK(uh7f )| \/E HO-KHL2(K) +Cosc,K ||OSCKHL2(K) s (4153)
Nica = Co/To iy = iyl o (4.154)
i 1/2

M p = V3Ca (/tnlllf - ani?(K) dt) ) (4.155)

las constantes asociadas a la cota inferior del error iguales a

H 2 C4 h2 K
Cll (i, Tnre,k,a,Cpa) = (14C%) (CH+Ch, + =2 +Coh, & — ), (4.156)
h3 i
ClL(hKyTnv‘gv’{aaacP,Q) — (1 —|—ng) -2 6 (4157)
1+C2, h?
Co(hk,Tn,€,k,a,Cpq) = (—17__7‘4) méx{ f CQ} (4.158)
2 hcTn
Cs(hic, Tns6,5,0,Cpa) = (1+C5)——, (4.159)
h2

Ci(hi,e,k,a,Cpq) = (14+C%) (1 + E) (4.160)

mientras que si se considera la norma ||-|lwo,r), se tiene que

al 2 2 2

lelfvory <m0+ ((nﬁ) + ()" + () ) (4.161)

n=1

)+ =3 > Y {61 lelZy s gny + Ca lloschrll22 s + Cs (e )

KeP"meVy K'eQy,
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2
+ CVI’}, Z (Cl HBH%\\/(tnfl’tn) + C2 HOSC?(HH%Z(K//) + C3 (U?{//’D) ) },

K,,GQ;L{,
(4.162)
n\2 n \2 . .
con (7], ) = Z (77K7~) y los estimadores de error local definidos como
Kepn
o = /14 2C% [|u(0) — upllr2(0, (4.163)
1 1
Mg =1/ (9+6C%) T (W |k (ups [ 1)) + NG ok llz2 (k) + Cose,x ||OSC?{||L2(K)>, (4.164)
Ny =Ca\/(3+2C%) T ‘Huﬁ —uZ_lmK, (4.165)
n 1/2
nk.p =4/ (9+ 60,3,3)%(/ = ey dt) : (4.166)
tn—
y las constantes asociadas a la cota inferior del error dadas por
Ci(hi, e,k a,Cpa) = (1+C2)(9+6C%)méx{2,2C%} (2 n g h}) , (4.167)
2 2\ DT
Co(hk,Tn,€,k,a,Cpa) = (1+C%)(9+6C%) pa (4.168)
K
Cs(hic, e, k,a,Cpa) = (1+C%)(9+6C%) (1 += h%) . (4.169)
Para ambos casos la constante de estabilizacion y el término estabilizado estdn dados por
1
7']2{ h—2||a||ioo(K) , para SUPG,
K
, ek 1
T%{max{h—2,h—2||a||2w(m,/{2} , para GLS,
Cop = h%f K ) (4.170)
— ve%?r}w{ﬁ 75 , para ES,
’ ol 4
i, g lalieg)  para CIP.

con Tk el pardmetro de estabilizacion especificado en la Seccion 3.2.1.1, el campo o definido en el
Lema 3.3.1, Cpq dada por (2.6), la constante de continuidad de la forma bilineal Cy definida sobre todo
el dominio Q dada por (3.7) mientras que Cg, , su restriccion al elemento K estd dada por (4.4), Cose, i

viene dada por (4.35) y Cq dada por (4.42).

4.4. Comparacion entre estimadores segiin norma utilizada

El Teorema 4.3.5 ilustra las estimaciones a posteriori obtenidas en las dos normas de estudio,

L2(0,T; H} () y W(0,T), junto con los estimadores obtenidos en cada caso. A continuacién se presenta
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la relacion entre dichos estimadores. Para ello consideremos la siguiente notacion: los estimadores de
error obtenidos en el caso de la norma L?(0,T; H}(€)) serdn denotados por n?(L (por ejemplo para el
caso del estimador inicial se tiene que 1l viene dado por (4.53)), mientras que para el caso W(0,7)

, nW .
seran denotados por N - De esta manera se tiene que
b

&= \/1+2C92,3ngv,

L W
MK = \/3+ 2C% NKh »

=320

L W
NE.p =1/3+ 2C% KD+

Dicha relacién viene como consecuencia directa de las constantes involucradas en la equivalencia entre

el error y el residuo. En efecto, dado que en ambos casos la cota superior es expresada como

N
lelk <+ 3 () + ) + @h)*) . X = L2(0, T Hy () 6 W(0, T),
n=1

se tiene que los estimadores son forzados a incluir dichas constantes en su definicién. Especificamente,

segun el Lema 4.3.12 se tiene que
2 2 2 oy [T 2
lellwory < (1 +2C%)[e0)lL2q) + B + 20,%)/0 1% (un-) |1 dt,

de donde se puede concluir la afirmacién anterior.

4.5. Robustez del Estimador

El Teorema 4.3.5 indica que la cota inferior obtenida no es robusta, en ninguna de las dos normas
utilizadas, es decir, las constantes que aparecen en dicha cota dependen de los pardmetros de difusion,
reaccién y/o conveccién, y por lo tanto, los estimadores obtenidos no son robustos. Sin embargo, la
robustez puede ser alcanzada en el caso en que k = 0 si se hace uso de una norma adecuada. En
efecto, como ha sido senalado por Verfiirth ([79], Nota 6.15) para poder alcanzar estimaciones de error

a posteriori robustas, una opcion es considerar la norma

1/2
(”U”2L°°(O,T;L2(Q)) + HUH%Z(O,T;H&(Q)) +ov+a- V”H%Z(O,T;Hfl(n))) ; (4.171)

la cual debido a la inyeccién continua del espacio W(0,7") en el espacio L°°(0,T; L?(f2)) junto con las

suposiciones hechas sobre la funcién f, implican que esta norma es equivalente a la norma estandar del
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espacio W(0,T'), dada por

1/2
(”U”%,Q(QT;H&(Q)) + ”8t UH%P(O,T;H*HQ))) :

A continuacién se presentardn algunos de los resultados obtenidos por Tobiska y Verfiirth en [74] y por
Verfiirth en [79] referentes a estimadores robustos para el caso del problema de difusién-conveccién-
reaccién no estacionario, pero haciendo uso de la teoria desarrollada en el presente Capitulo, de manera
de obtener un estimador robusto completamente computable. En base a esto es que se haran uso de los
mismos supuestos presentados en dichos trabajos, ademés de considerar solo los esquemas estabilizados
comunes entre este trabajo y el de Tobiska y Verfiirth [74], es decir SUPG y CIP, junto con las supo-
siciones asumidas sobre estos. Las demostraciones no presentadas de los resultados siguientes pueden

verse en dichos escritos. Se comienza por la equivalencia entre el residuo y el error.

Nota 4.5.1. (Regularidad temporal de la funcion f y notacion 73")
Durante la presente seccion se asumird que f € C(0,T;L%(Q)). Con respecto a la notacion 73", esta

denotard una particion del dominio Q0 que es un refinamiento comiin tanto de P™ como de P" 1.

Lema 4.5.1. (Equivalencia entre residuo y error, Proposicion 6.14 [79])

El error de aproximacion e = u — uyp, puede ser acotado inferiormente por

1 (wne )72 0 2112y < 2 (HGH%w(o,T;B(Q)) + HGH%Q(O,T;H(%(Q)) +[|0re+a- VGH%Q(O,T;H*(Q))) ;
y para cada n € {1,..., N}, superiormente por
<He||%°°(0,t";L2(Q)) + ||€H%2(o,tn;H3(Q)) + |0 e+ a- Ve”%ﬂ(o,t”;H*l(Q)))
< 36 (116(0) 22 gy + 12 (nr) 32 0msrr 10 )-
Ahora, considerando la descomposicion del residuo previamente obtenida, dada por
(R (unr),v) = (%n(unr), v) + (Re(unr),v) + (Zp(unr),v), Vv e Hy(Q),
se procede a enunciar los resultados referentes a las cotas para cada residuo.

Lema 4.5.2. (Descomposicion del residuo, Lema 6.16 [79])

Para cadan € {1,...,N} se tiene que

2
5 V3
(1 - 7) (Hggt(uhr)H%z(fn;Hfl(Q)) + H%h(uhr)\\%2(171;1&171(9)))

14
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< ”%t(ufw) + %h(uhr) ”%Q(IR;H*I(Q))

<2 (1 une 32 mes-+(cy + 10 ne) B gm0 -

Lema 4.5.3. (Estimaciones para el residuo temporal, Lema 6.17 [79])

Para cadan € {1,...,N}, el residuo temporal puede ser acotado superior e inferiormente por

o (e~ o~ + lla- 9 — 1)

IN

1 (un )72 (111 (52))

2 n n n— n n—
270 (= o + fla- ¥ o~ H)2).

IN

El término |Ha -V (up — uZ_l) H|* no es adecuado como un indicador de error al involucrar una norma
dual, por lo que se hace necesario una forma de estimarlo. Para ello se hace uso del hecho de que, debido
a la definicion de la norma dual, dicho término es equivalente a la norma de la energia de la solucién
débil de un problema de reaccién-difusién estacionario apropiado. Luego, la solucién de este problema
puede ser aproximada a través de un esquema de elementos finitos mientras que el error de aproximacién

puede ser estimado a través de un estimador de error completamente computable.

Lema 4.5.4. (Estimaciones para la derivada convectiva)

Para cadan € {1,...,N}, se denota por u} € XN/h" a la solucidon unica del problema discreto de reaccion-
difusion
6/ Vap - Voupde + j"(ﬂﬁ, o) = / o, dz, Vo, € Vi, (4.172)
Q Q
donde f™ viene dada por
ff=a-V(ul —upr ). (4.173)
Considerando las cantidades
Ry =g(f*) +e Ay, (4.174)
Ry 1 =Gy —e Vi, -0k, (4.175)
oscy = " — Tk (f"), (4.176)

entonces, el estimador de error (ﬁ2)2 = Z (ﬁ}‘{7h)2 viene dado por
Kepn

~n 1 ~ hK —~n
NKh = 7 okl L2 x) + Ve llosck 2 (s (4.177)
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donde o se define en el Lema 3.3.1. Entonces, se tiene que
V@ — a1 <2 (a3 + @) 4.178
lla- ¥ (e — 12 <2 (gl + @)?) (4.179)

Demostracion. Sean € {1,..., N} fijo pero arbitrario. Sea U™ € H}(f2) la solucién tinica del problema

débil de reaccién-difusién estacionario
E/QVU" -Voudr = /Qa- Vup —uf Nvde, Vve Hj(Q).
Dadas las definiciones de la norma dual ||-||, y la norma de la energfa ||-|| se tiene que
o = lla- ¥ (g - ],

Por otro lado considerando la solucién i} de la formulacién de elementos finitos (4.172) y haciendo uso

de la desigualdad triangular, se tiene que
lla- v (uhy —uy ™Y, = U™ = a +agll < fagl + U™ - aq).

Segin la teorfa vista en el Capitulo 3, existe un estimador para el error ||[U™ — 4j!||. En efecto, definiendo

Rie =g (f") +e Ay,
05 =Gy e — eV, -1l
oscle = " — g (f"),

y haciendo uso del Lema 3.3.1 se obtiene que el estimador de error viene dado por (4.177) y luego,

siguiendo el resultado presentado en el Teorema 3.3.1, se concluye la demostracion. [ |

Nota 4.5.2. El resultado anterior difiere con el presentado por Tobiska y Verfirth ([7/], Lema 3.4) en
el sentido de que el estimador presentado en el Lema anterior es completamente computable. Mds ain,
considerando el estimador presentado por dichos autores, dado por
1/2
o= | 2 e Vg - +eamik - Y Lpme |
Kepn seFp
es posible demostrar que el estimador 1y estd acotado por el estimador de Tobiska y Verfirth ﬁZ,Tv-
Previamente cabe resaltar que el resultado referente a las estimaciones para la derivada convectiva
enunciado por Verfiirth en el Lema 6.18 de [79], el cual establece que existen constantes ¢y ¢t que solo

dependen de los pardmetros de forma de la particion pn cumpliéndose que

et (lapllq +in o) < fla- v (up = w ™I, < e (l@illa + a5 2v)
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no es correcto. En efecto, dicho resultado es obtenido a partir de la desigualdad

(lahllq + U™ = allg) < fla -V (uh —up ™, < (lagllg + 1" = allg) .

Wl

junto a las estimaciones a posteriori cldasicas del tipo residual para problemas elipticos, donde el error
estd acotado superiormente de manera global e inferiormente de manera local, por el estimador de
error mds un término de error espacial (Teorema 4.10 en [79]), y la afirmacion de que el término
a-V(up — uZ_l) es polinomial a trozos, lo cual elimina el término de error espacial haciendo posible
n—1

el resultado. Esta tltima afirmacion es la que estd erronea ya que si bien el término V(up —up™ ") es

polinomial a trozos, lo mismo no puede ser afirmado acerca del término a. De esta manera, definiendo

1/2
- h? B B
Gy = 0 "Ella v @h - ™) ~Ta ¥ (af — ™) g |
KePn
se tiene que el resultado correcto seria
_ 2 ~nin2 ~ 2 ~ 2
lla -9 (|| < ef (!HUZ\HQ + ()’ + (Gav) ) : (4.179)
~nin2 ~ 2 x5 2 _ 2
et (R + ) = (o)) < lla- ¥ 0k = 1 (4.150)

Ahora, volviendo a la comparacion entre los estimadores, del resultado presentado en la Seccion 3.4 del
Capitulo 3 se puede concluir que

-n 1 ~ hK —~n 2 ~n 2 an 2 Acip,n 2
(7p)? = Z <% HO'KHLQ(K)+7T—\/EHOSCKHL2(K)> = (Thrv) +<9h,TV> +0cip <®Tl\)/’ ) , (4.181)

Kepn

donde la constante dada por la convencion sobre el operador < no depende de los pardmetros fisicos de

la ecuacion ni de los pasos espacial o temporal y é%”"}" viene dado por
1/2
Acip,n hK ~n h‘%{ ~n 2
Oy = Z <$||(a —1l(a)) - Vg | L2(x) + %||Va'||L°°(K)Hvuh||L2(K)> ; (4.182)

KepPn

con ocp un pardmetro igual a 1 para el caso del esquema CIP y cero para SUPG.

Lema 4.5.5. (Estimaciones para el residuo espacial)

Para cada n € {1,...,N}, definiendo

n—1

i n n n 1 n |k
%K =Ilg (f —a- VuhK) +€Auh|K - </€ + T_n) uh‘K + 7, (4183)
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Rl =g —eVup, -0k, (4.184)
oscg = " —a-Vup  — Ik (f"—a-VuZIK>, (4.185)

se tiene que el estimador de error espacial viene dado por

1/2

n 1 n hK n 2
h = Z <% HUK”LZ(K)+7T—\/EHOSCK”L2(Q)> , (4.186)
Kepn
donde o'y se define en el Lema 3.3.1. Entonces se cumple que
H’%h(uhﬂ')”%Q(I”;H*l(Q)) < Tn (772)2' (4.187)

Nota 4.5.3. Al igual que en el caso de las estimaciones para la derivada convectiva, es posible de-
mostrar que el estimador de error espacial anterior estd acotado por el estimador espacial mds un
término de error espacial de Tobiska y Verfirth (Lema 3.5 [7/]). En efecto, se tiene que considerando

los estimadores

1/2
12 U — ] 2 /
Nhrv = Z ?K H(f"—a'VUZ)—hTih+5AUZ + 5 Z || J"]]||L2 ,
KepPn " L2(K) NEFR
4.188
2 s ( )
n h n n n n
Oy =1 ?KHf —a-Vuy —T(f" = a-Vup)|72 : (4.189)
Kepn
1/2
cip,n hK h%{ 2
ot = | L (%le - @) - Vulau + “ElValpeqo Vil ) | (@190
Kepn

entonces, siguiendo un procedimiento completamente andlogo al visto en la Seccion 3.4 del Capitulo 3,

se tiene que
. 2
2 2 2 ,
()™ = (hrv)” + (Ohrv)” + ocip (@%") : (4.191)
Finalmente, en funcion de los resultados anteriores se concluye el siguiente teorema.

Teorema 4.5.1. (Estimaciones a posteriori completamente computable)

El error e = u — up, estda acotado superiormente por

”eH%w(o,T;m(Q))"‘ He”%Q(QT;Hé(Q)) +0re+a- ve”%Q(QT;H*l(Q))

N
gm{ww@@+§maw%w%—%wmwmm (i)?)
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+IIf - f"lliz(o,T;Hl(Q))>, (4.192)
e inferiormente en cada intervalo I" = (t"~1,#"], con 1 < n < N, por
o (1)t = I, + Wil + (i) )
= (”eH%OO(I”;LZ(Q)) + H6”2L2(1n;H3(Q)) +[0e+ta-V eH%Z(In;Hfl(Q))
T Tn [(027TV)2 + (@?,TV)z + Ocip <<@CTH€/”)2 + <é§£$/n) 2>]
+If = an%z(]n;Hl(Q)))a (4.193)

donde la constante dada por la convencion sobre el operador < no depende de los pardmetros fisicos de

la ecuacion ni de los pasos espacial o temporal.

Demostracion. La prueba de la cota superior es directa de los resultados anteriores. Con respecto a
la cota inferior, basta acotar los estimadores n;' y 7}’ por los estimadores de Tobiska y Verfiirth [74],

siguiendo los resultados de las Notas 4.5.2 y 4.5.3, y a continuacién aplicar los resultados anteriores

junto con el Lema 3.5 de [74] y la cota corregida (4.180). |
Nota 4.5.4. Del Teorema 4.5.1 junto con los resultados presentados en las Notas /.5.2 y .5.3, se tiene
que
2 2 2
el o0 0,702+ ”eHLZ(QT;H&(Q)) +10ce+a- Vel om0

N
5 144(\\e<o>uzz(m 3 (R 4l — a2 + R + )

n=1

+[If = an%Z(O,T;Hl(Q)))

IA

N
(uamu%m S () I~ R+ )

n=1
£ @)+ (3 o (©20)" + (650)) |
n=1

+IIf = f"”%z(o,T;Hl(Q))>

IA

(”6(0)”%2(9) + el oo 0,122y + ”eH%?(O,T;H&(Q)) +l0ce+a-Veliormi )
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N . 9 . 2 o 2
+ Zrn [(Qﬁjv)z + (9Z,TV> + Ocip ((@gl\;n) + (9%3/”) >]
ne1

+|f - an%?(O,T;Hl(Q)))’

donde la constante dada por la convencion sobre el operador < no depende de los pardmetros fisicos de

la ecuacion ni de los pasos espacial o temporal.

4.6. Analisis para un campo convectivo espacio temporal

Si consideramos ahora un campo convectivo espacio temporal de manera tal que a € C(0,7; L*>(Q)),
con a solenoidal en la variable espacial, entonces podemos realizar un analisis mas general al presentado
en las secciones anteriores. A continuacién especificamos los principales cambios que deben considerarse
en la teorfa antes mostrada al considerar esta nueva condicién.

Comenzamos redefiniendo la constante de continuidad, la cual viene dada por

i d
méx {2, 2\ — ”aHC(O,T;LOO(Q))}a a#0,k#0
1

Czg = 7 a=0,rk>0 (4.194)

, Vd
max {17 ? CP7Q Ha||C(0,T;L°°(Q)) , a 75 0,k =0,

mientras que su restriccion a un subconjunto K C €2 se denota por Cg, con las normas asociadas al
campo a dadas por ||allco,7;z(K))-

En el caso de la formulacién completamente discretizada, tenemos que esta viene dada por: Dada
ug e VY. hallar up € Vy, para 1 <n < N tal que
(EG)su %m;; o)+ B o) + S o) = (Fon), Y o € V7
donde A" (-, -) viene dado por (4.1) pero con el campo de velocidades a reemplazado por su discretizacion

temporal a(-,t") = a™(-). En dicho caso, los esquemas de estabilizacién vienen a su vez dados por

Streamline Upwind Petrov-Galerkin (SUPG):

n_ ,n—1
FRup, [ vp)) = T (uh Tuh —eAup +a" - Vuy +ruy — 0" - Vth) . (4.195)
n
K
Galerkin Least Squares (GLS):
-1
n_ uz

—&?Auﬁ—kan-VuZ—knuZ—f",a"-vaK—Hith) . (4.196)

Up
SR up, [ vn) = T <7
K

Tn
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Edge Stabilization (ES):

TR o) = S 1 (VU ], Vo - A2 (W + W) (4.197)
YEFRNFT

donde v € Fx N Fg' v hok es el didmetro de 0K.
Continuous Interior Penalty Stabilization (CIP):

yﬁ(ugv fn; Uh\K) = Z Ty ([[an ’ vum]v a- V'UMK)»Y. (4198)
YEFRNFT

haciéndose uso de los mismos pardametros de estabilizaciéon definidos en la Seccién 3.2.1.1.
El siguiente cambio corresponde a la descomposicién que se realiza con respecto a la ecuacion del
error (o equivalentemente al residuo); en efecto, tenemos que: Vv € Hol(Q), y Vt € I c.t.p., con

1<n<N

(Ope,v) + HB(e,v) = (f,v) — (Or unr,v) — B(Upsr,v)
:(fn7 ) <at'l,Lh7—, <@uhT) f fTL )
:(fn7v)_< h_Uh ) ‘%uhﬂ'v (f_fnvv)
:(f",v)—< up, — ) B (up,v) + B" (u}y, — upr,v)

+(f_fn )+<@n(uhra ) %uhﬂ )

En base a esto, se redefine el residuo espacial %y, (w) € L*(0,T; H~*(Q)), el residuo temporal %:(w) €
L%(0,T; H1(Q)) y el residuo de oscilacion temporal Zp(w) € L*(0,T; H1(£2)) como

(% (w),v) = (f"v) — (O w,v) — B"(up,v), (4.199)
(Fy(w),v) = B"(uf, — w,v), (4.200)
(Zp(w),v) = (f = f",v) + B"(w,v) — B(w,v), (4.201)

con v € H&(Q) ytel® ctp.,conl<n<N,yluego tomando w = uy, se tiene que
(% (upr),v) = (Ope,v) + Ble,v) = (% (upr),v) + (Z(uns),v) + (Zp(ups),v), (4.202)

para todo v € H}(Q2) y para todo t € I" c.t.p. con 1 <n < N.
Con respecto a las cotas desarrolladas para cada residuo, tenemos que en el caso del residuo espacial

se debe redefinir el residuo del elemento Zj;, el residuo del lado %" & v el término oscilatorio oscl
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como
un—l 1
Ry =k <f" + e g VUZ|K> + & Auy), — </€ + —) Up e (4.203)
Tn Tn
t@?}iK = g:;’K — €VUZ‘K . 'fL,YK, (4204)
uz_l uz_l
oscy = f" + T—:{ —a” Vup, — Ik <f" + 7_—:{ —a"- VuZK). (4.205)

De esta manera, los resultados referentes al residuo espacial presentados anteriormente siguen siendo
vélidos, tanto en el caso L%(0,T; H}(Q2)) como en el caso W(0,T). Con respecto al residuo de oscilacion
temporal, dado que su definicién es la que se ve mas afectada, a continuaciéon enunciamos el resultado

referente a la cota de dicho residuo bajo la nueva definicién de este

Lema 4.6.1. (Caso L?(0,T; H}(Q)))
Sea v € W(0,T). Para cada sub-intervalo de tiempo I"™, con 1 < n < N, se tiene que el residuo de

oscilacion temporal puede ser acotado superiormente como

t" n " 1/2
/ <%<uhf>,v<t>>dt<"—l’< / 1|||v<t>|||?2dt) L Viel i,

tn—1 o \/g n
donde el estimador de oscilacion temporal cumple que (77?))2 = Z (77?(7[))2 y viene dado por
KepPn
n ) d ) n ) 1/2
Wi b = V3o < / 201f = F B2y dt + 2% @ — @ o, e) / |||uhr|||Kdt> . (4.206)
tn—1 e tn—1
con Cq definida como
—CP’Q k=0
Co = Ve (4.207)
min Cra 1 Kk#0
\/E Y \/E Y )

Cpa dada por (2.6).

Demostracion. Notar que para t € I", c.t.p., fijo pero arbitrario y v € W(0,T), se tiene que v(t) €
HZ(Q). Integrando con respecto al tiempo en el subintervalo I, con 1 < n < N, y haciendo uso de la

desigualdad de Cauchy-Schwarz se tiene que

/ (Zp(unr),v(t)) dt < /1 (Hf — 120 + Vdla — a"||c<1n;Loo(Q))||Vuhr\|L2(Q)> [v(#) | £2(q) dt-

Luego se tienen dos casos dependiendo de si el parametro x es igual o distinto a cero. Primero, en el

caso en que k = 0, haciendo uso de una de las desigualdades de Poincaré 2.6.1 se tiene que

C
/n<<‘%)D(Uhr)7U(t)>dt < % . <Hf = "2
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d n
+ \/; la —a"lc(m;L~(2) |||uh7'|||(2> llo @)l @t

Para el caso en que k # 0 se tiene que

. [Cpa 1 n
t < REELL -
[ @otun o) de < min {2224 [ <||f P lieey
d n
+4/ 2 la = a"llegm; =) llunrllo | llo@)llg dt.
Definiendo la constante Co como en (4.42) se tiene que
n d n
§ (ZD(unr),v(t))dt < Cq . 1f = "2 + B la —a"llc(m;pe @) lunrllg | llv@)lg dt.

Luego haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la desigualdad de Jensen se sigue

/n<%D(uhT),v(t)>dt < CQ(/M 2[|f - an%Z(Q)dt

J 1/2 1/2
+22 o~ "B e g /Inmummé) ([ o)

obteniendo de esta manera el resultado buscado. [ |

Lema 4.6.2. (Caso W(0,T))

El residuo de oscilacion temporal puede ser acotado superiormente como

tn
1 2
R (up, |2 dt < ——— (7 4.208
[ Wt 2 < g i) (4.208
n n 2
donde (nD) = Z (nK’D) con
Kepr

n 2 " n| 2 d n|2 t” 2 2

nk,p =1/ (9+6C5)Ca /tn1 2\f=f HLZ(K) dt + Qg la—a HC(In;Loo(Q)) /tn1 sl % dt )
(4.209)

con Cg dada por (3.7) y Cq dada por (4.42).

Demostracion. Dado que f, f™ vy up, tienen regularidad L? en espacio, se tiene que

(f ="+ (a" —a) - Vun, )51 o i 0
/ 1% D (wnr) |7 dt = / sup ] (QXHE() 4,
" I" ve HY()\{0} ol
(f - f"+ (U:n - a) : VuhT,v)Q
= / sup > L2 o
I vl

" veHG()\{0}
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Luego haciendo uso de la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definiciéon de la norma de la energia se

tiene que
2 n n 9 ”U|’2L2(Q)
%D (un-)l5dt < | Lf = f* 4+ (@ —a) - Vunr|[T2q)p  sup  ——o—=dt
n I veri@\foy  llvllg
< [ ea2(1f - e
+dlla - gy Ve Bagey)  sp L2 g
n. Lo TIL2(K
(= U semy@nor VNG
1
< — 966%62/2 — ™3 ey dt
+ g||a—a Hc(ln;Loo(Q)) o lluns 5 dt ),
lo que concluye el resultado. |

Nota 4.6.1. (Cambios en Algoritmo TAFEM)

En el siguiente capitulo se introduce el algoritmo TAFEM. Dicho algoritmo se verd modificado por
los efectos de los cambios en el estimador de error de oscilacion temporal presentados en los lemas
anteriores. Es por esta razon que al término del siguiente capitulo se incluird una seccion estableciendo

cudles son los cambios generados en el algoritmo.

Con respecto a la constante Con, asociada a los métodos estabilizados, se tiene que
2 L jan)2 SUPG
e gl o SUPG

, ek 1
T%max{h—2,h—2Ha"H2m(K),m2} , para GLS,
x Nk

Cop = B2 (4.210)
K ( 2
— max T , para ES,
62 “/6.7'2—}(0]:[ v P
T,
< Y n|4
—5 5 1a7 || oo ara CIP.
VEFKNFr €2 W3, la™ Nz P

Finalmente, con respecto al resultado de robustez presentado en la seccién anterior, al considerar el
campo espacio temporal se ve modificada la formulacién discreta y la descomposicion que se hace de la
ecuacion del error, lo que afecta multiples definiciones de dicho analisis. En primer lugar se ve modificada
la definicién del término @ - V(u}! — u}~ ') el cual cambia debido a la introduccién de la discretizacién
temporal del campo a la expresién a” -V (uj — uZ_l); lo mismo sucede en las definiciones de los términos

vy 08 v @g,fl‘)/’", v Oh v @;f%" donde el campo a se expresa como a’. Con respecto al residuo
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espacial, el campo a también se discretiza en el tiempo en las definiciones de los términos Z} y osc..

Para finalizar, el término ||f — f"||2(0,7;m-1(0)) Pasa a [|f — f* — (a —a") - Vupr||p20,m:5-1(0)-



Capitulo 5

El algoritmo espacio temporal

adaptativo TAFEM

En el presente capitulo se presentard el algoritmo de elementos finitos adaptativo espacio temporal
TAFEM (por su sigla en inglés Time Adaptive Finite Element Method) para la resolucién del problema
parabdlico (P) presentado en el Capitulo 4. Dicho algoritmo se basa en la formulacién discreta (EG) gy,

antes vista, la cual establece que: Dada u?l e VY, hallar uy € Vy, para 1 <n < N tal que

1 n— n n(, n fn n n
T_<UZ — Uy 1,Uh> +<@(uh)vh) +7 (uhvf ;,Uh) = (f 7Uh)7 v Vh € Vh‘

El fin dltimo de TAFEM es generar una secuencia de soluciones uy € Vi, con 1 < n < N, tal que la

correspondiente interpolacion lineal uy, satisfaga la cota de error
2 2
l|lu — uhT|]L2(07T;H6(Q)) < TOL?, (5.1)

para una tolerancia positiva TOL > 0 dada. Esto es logrado realizando adaptividad espacio temporal,
es decir, dada una malla espacial inicial P° (y por lo tanto un espacio de elementos finitos inicial Vg)
junto con un paso de tiempo inicial 79, TAFEM es capaz de generar de manera automética un paso de

tiempo 7, y una malla P" (asociada al espacio de elementos finitos V}!), de manera tal que:
1. El tratamiento de cada paso de tiempo termina;
2. El tiempo final T es alcanzado;

3. Se cumple la tolerancia ||u — uhTH%Q(O ToHL(Q) < TOL2.
L

105
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Como lo sugiere la estructura iterativa de la formulacién (EG)gy, €l algoritmo resuelve las ecuaciones
de (EG)sy, paso por paso, es decir, comenzando desde una aproximacién inicial uf) € V9 de u(0), se
genera el paso de tiempo 71 y la malla espacial P' dando origen al espacio de elementos finitos V,ll
para luego proceder a resolver (EG)gsy, para n = 1. Repitiendo este procedimiento para los pasos de
tiempo subsecuentes se llega a obtener la secuencia de soluciones del problema, como se puede apreciar
en el Algoritmo 1. En este procedimiento, la generacién del nuevo paso de tiempo y el nuevo espacio
de elementos finitos estdn sujetos a satisfacer el punto (3) antes presentado, es decir, que tanto el paso
de tiempo como el espacio de elementos finitos deben ser escogidos de manera tal que la tolerancia sea

alcanzada, como fue establecido en (5.1).

Algoritmo 1 Esquema general de resolucién del problema (EG) gy

1: Inicializar t°, T, V9, n = 0.

2: while t" < T do

3: Incrementar n :=n + 1;

4: Generar paso de tiempo 7, y espacio de elementos finitos V} = V; (P");
5: Resolver (EG)gy para uj € V7

6: Establecer el nuevo nodo temporal t" := t"~! + 7,;

7. end while

El algoritmo TAFEM fue introducido por Gaspoz, Kreuzer, Siebert y Ziegler en [45]. Si bien el
andlisis a posteriori realizado en [45] difiere del realizado en el capitulo anterior, la deduccién del
algoritmo sigue siendo igualmente valida. La principal caracteristica de este algoritmo es que se basa en
el principio de la equidistribucién del error, lo cual serd detallado mas adelante. Tres trabajos previos,
[31],[54] y [63], habian realizado un anédlisis de convergencia riguroso de métodos de elementos finitos

espacio temporales adaptativos, pero ninguno de estos abordaba el tema de la equidistribucion del error.

5.1. Control de Error

Para alcanzar la cota de error establecida en (5.1), es necesario hacer uso de los estimadores de
error definidos en la seccién 4.3.2. Dado que se hard uso reiterado de estos, a continuacién se presentan
nuevamente sus expresiones y ademds se establece explicitamente las dependencias que cada uno de

estos posee. Primero, el indicador de error inicial viene dado por

ni,0(u(0), P%) = [le(0) | r2(xy = u(0) — |l 2k, (5.2)
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donde u) = up,(0) = I°(u(0)), y I : L2(Q2) — VY es la proyeccién L? al espacio de elementos finitos
V?l. El siguiente corresponde al indicador de error espacial que viene dado por

_ 1 1
n?%,h(UZ,uZ 17Tn7f"=77") =37 <\/ﬁ |k (g, £ 1] + % HU?{HLQ(K) + Cosc, i ”OSC?(”H(K))?

(5.3)
donde, como se presentd en el capitulo anterior, en el caso de que el parametro x sea igual a cero, el
término estabilizado .77 (uy!, f™;1) es igual a cero para todos los esquemas de estabilizacién utilizados,

y por lo tanto dicho indicador estd bien definido. El indicador de error temporal viene dado por

i ot ) = Copy/Ta [y — ™ (54)

y finalmente el indicador de oscilacién temporal viene dado por
U?(,D(f, tn_la Tn) = \/§CQ (/
t

n

1/2
N = e dt) , (5.5)

con Cq dada por (4.42). Para cada uno de los casos anteriores se cumple que (7]_”)2 = Z (77?()2 Con

Kepn
el fin de no sobrecargar la notacién y dado que a través de las dependencias de cada estimador se puede

deducir la dependencia de cada uno con respecto al n-ésimo paso de tiempo o a otras variables que a
su vez dependen de éste, se omitird el supra-indice n. Luego, del resultado referente a la cota superior

del error presentado en 4.3.4 se tiene que
N

flu — uhTH%Z(o,T;H&(Q)) < ng(u(()),’PO) + Z <W%(UZ7UZ_17M, P

n=1
+nf(up up =t ) + b (f, t"—l,m>> . (5.6)

La idea es hacer uso de esta cota para lograr satisfacer (5.1).

Nota 5.1.1. Si bien el andlisis a posteriori se realizé tanto en la norma L?*(0,T; Hi(Q)) como en
la norma W(0,T), la implementacion del algoritmo se realizard con respecto a la primera debido a
que dicha norma es computable, lo que nos permitirda comparar el valor del error con los estimadores
obtenidos. De todas maneras, el algoritmo es igualmente vdlido para la norma W(0,T), haciendo las

modificaciones correspondientes a los estimadores asociados a dicha norma.

5.1.1. Separacién del estimador de error temporal

Previo a definir la estrategia de control de error utilizada es apropiado considerar lo siguiente.

En cada paso de tiempo pueden realizarse dos acciones: refinar la malla espacial o reducir el paso de
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tiempo. Ambas acciones buscan disminuir el valor de cierto estimador de manera tal que alcance cierto
valor de tolerancia. Si consideramos el estimador de error temporal n;(uj, uZ_l, Tn) se tiene que tanto
refinar la malla espacial como refinar el paso temporal puede no ser apropiado para que este alcance la
tolerancia. Con respecto a refinar la malla espacial, esto no es apropiado pues, por un lado la solucién
uj aproxima la solucién exacta w en el tiempo ¢" mientras que la solucién uZ_l aproxima la solucién
en un tiempo t"~! diferente. Por otra parte, reducir el paso temporal 7,, tampoco es correcto, debido a
que en general el espacio de elementos finitos de un tiempo anterior no esta contenido en el del tiempo
posterior Vz_l ¢ Vy. Si 7, tiende a cero, serfa de esperarse que uj convergiera a uZ_l, pero dado que
uz_l € Vz_l ¢ Vi > uy, tal convergencia no es posible. En funcién de estos argumentos es que es

apropiado separar el estimador de error temporal en dos nuevos estimadores. Para ello, haciendo uso de

la desigualdad triangular y la desigualdad de Jensen 2.6.4 se tiene que

i uf gy ) = Cym [t — g

< C2mlup 1~ g+ C2m I (™) = il

donde II" : L2(Q) — V3 denota la proyeccién L? al espacio V5. Entonces se definen los estimadores

2 (u,ul = T, P = 2 fup — I (|12, (5.7)
— - 12
U%{,C(UZ 1,7'”,73") = CEZZ T H‘H"(uﬁ 1) — uy 1|HK, (5.8)
donde al igual que antes se tiene que 1? = Z 77%(,0- Dichos estimadores son denominados estimador
Kepr

de error de tiempo y estimador de error de desrefinamiento, respectivamente. En funcién de lo anterior

la expresion 5.6 puede ser reescrita como
N
”u - uhTH%Z(O,T;H&(Q)) < ?’]S(U(O), PO) + Z (TI}%(UZ? uz_lv Tn, fn77)n) + ng(uz_lv Tm,P”)
n=1

+ 02 (up, up = 7, P+ i (f, t"‘l,rn>> : (5.9)

5.1.2. Cota uniforme via ganancia de energia

Dado que ya fue definido el estimador de error de tiempo 7, se presentara el resultado referente a la
cota uniforme que permite acotar dicho estimador. En funcién de este resultado es que se implementara
un algoritmo de tipo umbral para acotar el estimador de error de tiempo. De esta manera, definiendo

cierto pardametro 0 > 0, para aquellos pasos de tiempo 7, tales que 7,, < ¢ se hard uso de la cota
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uniforme mientras que en el caso contrario se hard uso de la equidistribucién del error. Asi, se tendra

una naturaleza mas adaptativa en lo que respecta al tamanio del paso de tiempo 7,.

Lema 5.1.1. (Cota uniforme para estimadores de error de tiempo)

Sea ug € V?L una aproximacion dada de u(0) y paran =1,..., N, seau) € Vi una sucesion de soluciones
de (EG)sy, con correspondientes pasos de tiempo T,. Se asume ademds que paran =1,..., N se cumple
que
-1
[ T [ AT —Hu — (N2 () = 0. (5.10)
n

Entonces la siguiente estimacion es valida

D ek =1 =Dl < Ml +2€3, 113200

<ZCQ Coy + ) £ 1172 0,6ms 20y — Nl I (5.11)

con la constante de continuidad de la parte no simétrica de la forma bilineal igual a

d
Cay = \/;HaHLw(Q) (5.12)

Mads aiin, en el caso de que la forma bilineal A(-,-) sea simétrica, se tiene la siguiente estimacion libre

de constantes

Z muh 1" (uj, ™ |HQ < muhMQ + HfHLZ(o miL2(Q)) T \HUZ"L\H?; (5.13)

Demostracion. Dado que la prueba de este resultado requiere de algunos resultados previos, esta puede

verse en detalle en [63], Corolario 4.1.5. |

Nota 5.1.2. (Ganancia de Energia)

La condicion (5.10) se cumple trivialmente en el caso en el que para tiempos consecutivos se tengan
espacios de elementos finitos anidados, es decir Vz_l C V3, para todo n = 1,...,N, dado que en este
caso la proyeccion 11" : Vz_l — V! es la identidad. En el caso contrario, donde Vz_l ¢ V3, la proyeccion
H"(uz_l) de uZ_l al actual espacio de elementos finitos V} generalmente difiere de uZ_l € Vz_l Z V3.
Dado que la proyeccion L?, TI" : Vi™ ! — VZ, no coincide con la norma de la energia ||-||, (en el sentido
de que no provee la estimacion H!H” H‘Q < !H up 1|HQ) puede que la proyeccion agregue energia

e = Nl

FE's por esto que se deﬁne el estimador de ganancia de energia como

— n 1 n n— n
WK,*(U;:;UZ 177-7177) ) = 7__ Hu —1I ( )HL2 + m Up, 1”‘]{ - ‘HH H‘K’ (514)

n
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donde 1, = Z Nk« De esta manera la condicion (5.10) puede ser reescrita como
Kepn

n*(uz,uz_l,Tn,P") >0 (5.15)

para todon=1,...,N.

5.1.3. Equidistribucion del error en tiempo

La estrategia de control utilizada busca distribuir de igual forma el error en cada sub-intervalo
de tiempo. Para ilustrar mejor dicha estrategia se considera el siguiente caso hipotético. Sea u(0) una
funcién discreta en un espacio inicial adecuado V9 = V,(P?) tal que se puede asumir que 53 (u(0), P?) =
0 vy @ un campo constante constante en la variable temporal. Interpretando los indicadores ny,, ¢ ¥ np

como funciones contantes a trozos en la variable temporal, se puede ver que el conjunto de estimadores

N
D (g™ s £ P g (g up ™ ) i (8 7))

n=1

se acumulan en L? con respecto al tiempo y el marcaje deberia llevar a una equidistribucién de estos
indicadores en L? con respecto al tiempo. Para contrastar las diferencias de esta estrategia con otras
utilizadas se considera el algoritmo ASTFEM (de sus siglas en inglés Adaptive Space Time Finite
Element Method) introducido en [54] donde se hace uso de un control de error uniforme del tipo L,
de manera tal que se establece una cota uniforme sobre los estimadores 7, ' 72 < TOL, en conjunto
con un control de error especifico para el estimador de error de tiempo 7, en base a una estimacion de
energia uniforme que permite acotar dicho estimador de manera uniforme en los casos que el paso de
tiempo 7, sea menor que cierto paso de tiempo minimo 7, calculado a priori. Dicha estrategia no logra
una equidistribucién de los estimadores de error en el tiempo. En cambio, el control de error utilizado
en el algoritmo TAFEM, el cual también considera acotar el estimador de error de tiempo en base a una
estimacién de energia, hace uso de la idea de la equidistribucién del error a través de los estimadores de
oscilacién temporal np y de tiempo 7., los cuales pueden ser equidistribuidos en cada paso de tiempo.
Continuando con el ejemplo anterior, si se considera el indicador de oscilacion temporal 7p, usando
un argumento de densidad se puede mostrar que para f € L?(0,7; L%*(Q)) dada, existe una particién
0=t"<...<tVN =T, con N €N, tal que

N N tn71+Tn
St m) =AY [ 61 = s dt < TOLS,
n:l n—

n=1
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La particién 6ptima, con el menor nimero N de intervalos de tiempo, se obtiene cuando las cantida-

t"~1,7,) estdn equidistribuidas. En este espiritu es que se busca que los estimadores

des locales % (f,
cumplan con una equidistribucién del error con respecto al tiempo.

Por lo tanto, considerando las tolerancias positivas tolp, v tolp, se establece que

n2(up, up T, P < tolp (5.16)
mh(f " ) < tolp, (5.17)
para todo n = 1,...,N. Como se mostrard en un resultado de la préxima seccién (Lema 5.2.2), la

tolerancia tolp puede ser escogida de manera tal que se cumpla que

N
> nh(fit ) < TOLY,
n=1

Para los estimadores restantes n, y 7., no existe una estrategia similar a la que sera utilizada con los
estimadores de oscilacién temporal o de tiempo para asegurar la equidistribucién del error, por lo que

se hace uso de la siguiente estrategia

ni(uﬁ,uﬁ‘l,m, P < oy nz(uﬁ,uz_l,Tn,P") + By, 772D(f, t”_l,Tn) + Y T tolp,  (5.18)

ng(uz_lﬂ'napn) < acnz(uzl7uz_l77'napn)+/Bc772D(f7tn_1aTn)+’YcTn tolp,, (519)

donde ay, e, Br, Bey Yh Y Ve SON parametros positivos. La estrategia anterior se basa en la idea de que si
los estimadores de oscilaciéon temporal y tiempo se encuentran equidistribuidos en cada paso de tiempo,
entonces también lo estaran los estimadores de espacio y de desrefinamiento. Dado que podria darse el
caso en que max{n,,np} < min{tolp_, tolp}, se agrega el término 7, tolp. como una forma de asegurar
a lo menos un control uniforme del tipo L°°, como el utilizado en el algoritmo ASTFEM. Finalmente,

considerando la tolerancia TOLg > 0y que
m0(u(0), P°) < TOLG, (5.20)

junto con la expresion (5.9) y los resultados anteriores se tiene que

N
|u — uh'r”2L2(o7T;Hé(Q)) < 7](2](11,(0),770) + Z (ﬂ%(uﬁ,uz_lﬁm P + 772(“2_177-”7,Pn)

n=1

+ 02 (up, ul T, P + b (f, t”‘l,m))

N
<TOLG+ ) (m +e) T tolp, + (1+ ap + ) 2 (up, up =" 7, P

n=1
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+ (L B+ Be) mp (f, 8", m)
< TOLG + (1+ By + Be) TOLD + (9 + ) T tolp,

N
+ 1+ ap+ae) Z 2 (u, u;‘_l, Tn, P™). (5.21)

n=1
Con respecto al estimador de error de tiempo 7,, considerando § > 0, asumiendo que se cumple el
criterio de ganancia de energia (5.15) para todo n = 1,..., N, el hecho de que 7, > ¢ implica que

Tn/0 > 1y la cota uniforme presentada en el Lema 5.1.1 se sigue que

N
S g, up T, P = 2 (upup T e, PR+ Y R (g 7, P
n=1 Tn >0 <0
2 _
<3 o+ 3 Sl ~ il
Tn >0 <0
N N 2
€ 5T 53020 o - g
n=1 n=1
T
<= tol3 +62C% <H|U9LH\; +2C%, [lup 2 ()

+ (28¢5, +2) I IIizm,T;m(m)) ’

luego definiendo

0= \/% (‘H“gm?z + QCE%/;?NHUQLHQL%Q) +(2€5C%, +2) HfH%Z(QT;LQ(Q)))_l/z tolp, (5.22)
se obtiene que
N
sttt ) <2 (205 (IR + 265,
i 1/2
+(2C3C%, +2) I1£11220.2 LZ(Q)))) tolp. . (5.23)

Definiendo la constante

Cr=(m+7) T+ (1+ ap + ac) 2 <2C%T (!Hu%Hé +2C%, lup 720

1/2
+(2C3Ch, +2) ”f”2L2(o,T;L2(Q))>> ; (5.24)
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y haciendo uso de (5.23) en la expresién (5.21) se sigue que
| — uhT\@z(O,T;H&(Q)) < TOLG + (1 + B4 + B.) TOLY, + Cr tolp. . (5.25)

Luego, al seleccionar la tolerancia tolp, como

TOL3
tolp, = P (5.26)
Cr
y la tolerancia general TOL > 0 como
TOL? = TOL§ + (1 + S, + B.) TOL}, + TOL, , (5.27)

se obtiene la cota de la tolerancia (5.1) esperada. En funcién de esto, la estrategia de control de error
a utilizar puede ser descrita como:
Estrategia de Equidistribucion del Error en Tiempo

Sea la tolerancia positiva TOL la cual puede ser descompuesta como
TOL? = TOL§ + (1 + B4 + B.) TOL}, + TOLZ, ,

con TOLg, TOLp y TOLp_ tolerancias positivas.
Asumiendo que:

(1) el estimador de error inicial satisface que
15 (u(0), P?) < TOLG.

Ademds se asume que para todon =1,..., N

(2) la condicion de ganancia de energia
77*(“2, UZ_17 Tns Pn) 2 0

se satisface;

(3) el estimador de error de tiempo satisface que
e (ufy, up =t 7, PP < tolp,
junto con una cota uniforme para la suma de dichos estimadores, lo que implica que

N
(Y +7e) T tolp, + (1 + ap +ac) Y n2(uj,up " 7, P") < TOLE .

n=1
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(4) el estimador de error de oscilacion temporal satisface que
M (it ) < tol,

lo que implica que
N

> 0 (f.t" ) < TOLY,.

n=1

Finalmente,

(5) los estimadores de error espacial y de desrefinamiento satisfacen que

i (s~ T, [P < annZ(up w7, PR A Bunip (f, 8 Ta) 4y T tolp,

US(UZ_I, Tn,s Pn) < o "772—('“2, uz—l’ Tn,s Pn) + B 772D (fa tn—l’ Tn) + Ye Tn tOZ’PT .
Las suposiciones anteriores permiten obtener que

l|u — uhTH%z(O,T;Hé(Q)) < TOL§ + (1 + B, + B.) TOL} + TOL3_ = TOL?

5.2. El Algoritmo TAFEM

Dado que ya se ha presentado la estrategia de control de error que se utilizard se procede a presentar
el algoritmo TAFEM implementado para la resolucién del problema (EG)gy,. Dicho algoritmo cumple
con las condiciones (1), (2) y (3) presentadas en la parte introductoria del capitulo. El algoritmo TAFEM

presentado en el Algoritmo 2, hace uso de 6 sub-rutinas:

e ADAP_INIT e T_CONSISTENCY
e INITIAL_MESH e S MARK_REFINE
e TOLFIND e ST_ ADAPTATION

Cada una de estas serd detallada a medida que se va explicando la rutina principal TAFEM. Notar que
se ha agregado una S_o una T_ o una ST_ al nombre de la sub-rutina para senalizar de manera explicita
si en ésta se realiza refinacion espacial, temporal o ambas, respectivamente. El algoritmo comienza en
la linea 1 con la inicializacién de los pardmetros globales T', 79, P, los pardmetros de tolerancia y la

tolerancia TOL. Ademas se establece el tiempo inicial 1 = 0 y un contador del ntimero de iteraciones
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Algoritmo 2 Rutina principal TAFEM

1: Inicializar P, 1y, T, TOL, au,, o, Bhy Bes Yhs Ve v establecer t° =0, n = 0.

2: Separar la tolerancia TOL tal que TOL? = TOLZ + (1 + 4 + 3.) TOL%, + TOL%T
3: tolp = TOLFIND(f,T,TOLp)

4: (u),P%) = ADAP_INIT(u(0), P™* T, TOLg)

5: Calcular Cr > Referencia 5.24
6: do

7: n=n+1

8: T = min{r,_1,T — t}

9: 7, = T_.CONSISTENCY (f,T,t" !, 7,, tolp)

10:  P" =INITIAL_MESH (u} !, Pt pinit)

11: (uft, 7, P") = ST_ADAPTATION (uj !, ¢"~ 1, 7,,, P, P"~1, TOL%,_/Cr)

12: while t" = "1 47, < T

13: return {UZ}nN:(p{Tn évz_ola{Pn o

n = 0. En la linea 2 se separa la tolerancia TOL entre las tres tolerancias TOLg, TOLp y TOLp_ de
manera tal que se cumple que (5.27). A continuacién en la linea 3 se hace uso de la sub-rutina TOLFIND
presentada en el Algoritmo 4 la cual permite definir una tolerancia tolp a partir de la tolerancia global
TOLp. Dicha sub-rutina también hace uso de la sub-rutina T_CONSISTENCY la cual esta detallada
en el Algoritmo 3 y que corresponde al punto nimero (3) de la estrategia de equidistribucion del error
en tiempo. A través de esta rutina se obtiene el paso de tiempo 7, que asegura que el estimador de
oscilacién temporal esté acotado por la respectiva tolerancia. En esta sub-rutina el paso de tiempo es
reducido en un factor 1, con d; € (0, 1), pero previo a dicha disminucién, si el paso de tiempo inicial es
tal que 77%( £t ) < tol%, éste es incrementado en un factor ds , con do > 1. Por lo tanto se cumple
que

o tolpy < npy(f,1"™",7a) < tolf,

De esta manera no se define un paso de tiempo méds pequenio de lo que sea necesario. Los Lemas 5.2.1

y 5.2.2 apoyan los resultados descritos.



116 5.2. El Algoritmo TAFEM

Lema 5.2.1. (Término de la sub-rutina T_CONSISTENCY)
Asumiendo que f € L?(0,T; L*(2)), entonces para cualquier t € (0,T) y Tin € (0,T — ],

7 =T_CONSISTENCY (f,T,t, i, tolp)

termina y se cumple

np(f,t,7) < tolp,

Demostracion. La prueba es directa dado que el estimador 172D( f,t,7) es mondtono no-creciente y

n%(f,t,7) — 0 cuando T — 0. L

Algoritmo 3 Sub-rutina T_CONSISTENCY
1: Inputs: f,T,t" 1. 7,

2: Pardmetros: 0,01 € (0,1) y d2 > 1

3: Calcular 0% (f,t" 1, 7,) > Referencia 5.5
4: while 172D(f, L) <o tol% y 1 <T —t""1do > Aumentar 7,
5: T = min{dy 7,,, T — "1}

6: Calcular n%(f, "1 1)

7. end while

8: while 0% (f,t""!,7,) > tol do > Reducir 7,
9: Tn = 01 Th
10: Calcular n% (f,t" 1, 7,)

11: end while

12: return 7,

Lema 5.2.2. (Término de la sub-rutina TOLFIND )

Asumiendo que f € L?(0,T; L?*(S2)), entonces para cualquier TOLp > 0 se tiene que
tolp = TOLFIND(f,T,TOLp) >0

termina. Mds ain, sea 0 = t° < t' < ... <t = T sea una sucesion arbitraria de tiempo con
T, =t"—t""1 n=1,...,N, entonces

N
Mh(ft" ) <tolp, n=1,....N = > np(f.t"",7) < TOL}.

n=1
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Demostracion. Ver la prueba del Lema 14 en [45]. [

Algoritmo 4 Sub-rutina TOLFIND
: Inputs: f,T, TOLp

—_

2: Parametros: Ny € Ng, n € Ng, 79 > 0, t©>0,e>0
3. Inicializar t° = 0, tolp = TOLp, 7y y Ny

4: loop forever

5: e=n=0

6: do

T n=n+1

8: 7, = T_.CONSISTENCY (f,T,t" !, 7,1, tolp)

9: Calcular % (f, "1, 7,) > Referencia 5.5
10: e=c+n5(f, " 7))

11: while t" ="'+ 7, < T

12: Ny=n

13 if ¢ > £ TOL?, then

14: tol? = % tol?,

15: else

16: break > Salida estdndar

17: end if

18: end loop forever

) 2 2 TOLZ
19: tolp, —mm{tolD,W

20: return tolp

En la linea 4 se ejecuta la sub-rutina ADAP_INIT la cual se presenta en el Algoritmo 5. Esta se
encarga de calcular la proyeccién de la condicién inicial u(0) de manera tal que el estimador de error
inicial 79 esté controlado como se establece en el requerimiento nimero (1) del control de error conjunto.
Dado que en general la malla inicial P es escogida de forma arbitraria, la cota 13 (u(0), P?) < TOLg
no necesariamente se cumple, por lo que esta rutina se encarga de refinar la malla de manera tal que ésta
se satisfaga. La rutina de refinacién utilizada corresponde a S MARK_REFINE (que serd explicada
més adelante) haciendo uso del conjunto {nx o(u(0), P°)} gepo para decidir qué elementos refinar. En

base a esto se obtiene una malla P° y un correspondiente espacio de elementos finitos V?L sobre el cual
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se calcula la proyeccién II°(u(0)) = u? € VY la que es utilizada como la solucién inicial del problema

(EG)gw. Luego en la linea 5 se calcula la constante Cp que viene dada por (5.24).

Algoritmo 5 Sub-rutina ADAP_INIT
. Inputs: u(0), P, TOLg

2: Inicializar P9 = pinit

[y

3: loop forever

4: Calcular T19(u(0)) = uf € V9

5: Calcular {n% (u(0),P%)} xepo > Referencia 5.2
6: if 72(u(0),PY) > TOLZ then

7: P? = S MARK_REFINE({n ((u(0), %)} kepo, P°)

8: else

9: break

10: end if

11: end loop forever

12: return (ul), PY)

A continuacidén, desde la linea 6 hasta la 12, se especifica el ciclo iterativo a través del cual se resuelve
el problema (EG)gy. La linea 7 actualiza el indice n relacionado con el nodo temporal que estd siendo
resuelto, la linea 8 inicializa el paso de tiempo 7, y luego en la linea 9 se hace uso de la sub-rutina
T_CONSISTENCY, actualizando nuevamente el valor del paso de tiempo 7,. A continuaciéon en la
linea 10 se utiliza la sub-rutina INITIAL_MESH Ia cual se encarga de cargar la malla inicial a utilizar
en el respectivo paso de tiempo. Este procedimiento puede realizarse de dos maneras. La primera opcién
consiste en cargar la misma malla original utilizada en la sub-rutina ADAP_INIT denotada por P,
en cada paso de tiempo; este procedimiento se detalla en el Algoritmo 6. La otra opcién consiste en
realizar una desrefinacion de la dltima malla espacial obtenida en el nodo de tiempo anterior. Con esto
se busca remover grados de libertad innecesarios sin la necesidad de tener que comenzar con la misma
malla inicial en cada nodo temporal. Para realizar una desrefinacién es necesario determinar, bajo cierto
criterio, un conjunto de elementos a desrefinar y luego aplicar una rutina de desrefinaciéon que mantenga
la conformidad de la malla espacial. En efecto, considerando la mallas 77;‘_1 y Pt se busca determinar
una desrefinacién que cumpla que

Pinit S P_ é PTL—I‘
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Luego, para determinar el conjunto de elementos a refinar que se denotard por M, se considera un
operador de interpolacién Zy, (p ) : V4(P" ') — V,(P-) y la solucién de elementos finitos del nodo

temporal anterior uz_l. Entonces,
M = MARK _C(u} ™!, P
selecciona un conjunto de elementos tales que el error de desrefinamiento de uz_l satisface que
5™ = T epoy ()]l < TOLe

para la malla

P_ = COARSEN(M, pn—1t pinit)

y una tolerancia no negativa TOL, > 0. Este procedimiento se presenta en el Algoritmo 7. Para més

detalles en formas de aplicar algoritmos de desrefinacién espacial referirse al Capitulo 5 de [63].

Algoritmo 6 Sub-rutina INITIAL_MESH (1)
1: Inputs: P
2. PN = Pim’t

3: return P"

Algoritmo 7 Sub-rutina INITTAL_MESH (2)
1: Inputs: uj !, prot pinit
2: M = MARK_C(u} ™!, Pn1)
3: P = COARSEN (M, pn—1 pinit)

4: return P"

Finalmente, en la linea 11 se hace uso de la sub-rutina ST_ADAPTATION presentada en el Al-
goritmo 8, la cual se encarga de obtener la solucién del problema (EG)gy en la n-ésima iteracion, y
es donde se ejecutan las hipdtesis (2), (3), (4) y (5) de la estrategia de equidistribucion del error en
tiempo. Esta sub-rutina primero resuelve el problema en la n-ésima iteracién y posteriormente verifica
que se cumpla la equidistribucién del error de cada estimador (en las primeras tres instancias del ciclo
if ) y también que se cumpla el criterio de ganancia de energia (en la tltima instancia del ciclo if); en el
caso de que no se cumpla la equidistribucion del error, se realiza adaptividad espacial o temporal segin

corresponda, y se vuelve a resolver el problema. De esta forma, luego de ejecutar este procedimiento
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iterativo una cantidad finita de veces se alcanza la tolerancia deseada. Para poder llevar a cabo este
procedimiento se hace uso de dos sub-rutinas: SOLVE y S.MARK_REFINE. La sub-rutina SOLVE
es la que efectivamente se encarga de resolver el problema (EG)gy en cada n-ésima iteracién mientras
que la sub-rutina S MARK_REFINE se encarga de refinar una malla a través de un conjunto de in-
dicadores de error. La refinacion puede realizarse de dos maneras, la cuales se diferencian en base a la
cantidad de argumentos recibidos por la sub-rutina. En el primer caso, presentado en el Algoritmo 9,
solo se entregan como inputs el conjunto de estimadores y la malla espacial actual P", realizando una
rutina de refinacion usual, lo que corresponde a determinar un conjunto M de elementos a refinar para
posteriormente refinar la malla en funcién de dichos elementos. Para la determinacién de qué elementos
deben ser refinados se pueden utilizar distintos métodos, uno de ellos corresponde a seguir la siguiente
regla:
KeM si n> K/
Nk = 4P
donde n? = Kep n%; otras reglas para refinar pueden encontrarse en la seccién 3.3.5 de [63]. Por otro
lado si a la sub-rutina se le entrega como tercer parametro una segunda malla P, entonces se realiza
una refinacién “dirigida”, en el sentido que se busca que luego de k refinaciones se cumpla que P < Pp;
este procedimiento se presenta en el Algoritmo 10. Finalmente, en la linea 12 se evalta si ya se alcanzo
el tiempo final; si éste aun no es el caso se vuelve a entrar al ciclo desde la linea 6, mientras que si ya se

N-1

alcanz6, se retorna la sucesién de soluciones {uf!}2"_ junto con el conjunto de pasos de tiempo {7, }n

y el conjunto de mallas espaciales {P" nN:o- Con respecto al término y convergencia del algoritmo

TAFEM, estos fueron demostrados en la Proposicién 19 y el Teorema 20 de [45], respectivamente.
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5.2. El Algoritmo TAFEM

Algoritmo 8 Sub-rutina ST_ADAPTATION

1: Inputs: uz_l,t"_l,Tn,P",P"_l

2: Pardmetros: inicializar é; € (0,1)

3: Caleular n%(f,t" 1, 7,) > Referencia 5.5

4: loop forever

5:

6:

10:

11:

12:

13:

14:

15:

16:

17:

18:

ul! = SOLVE(u} !, 7, P")
Caleular {nf j,(up, up ™" 70, P") icepn, {1 e (ufy up ™" 7, P b icepn,
ng(uz,uz_l,m,?”) y {77%(70(”2_177'7177)”)}1%79” > Referencias 5.3, 5.7, 5.8 y 5.14
if nZ(uZ,uZ_l,Tn,P") > tol;%T then
Tn = 01Ty, > Ref. temporal
Calcular 7% (f, "1, 1)

else if 77;%(”;17 uz_lv Tns Pn) > ahn?—(uzv ’LLZ_I, Tn, Pn) + B 772D(f) tn_l) Tn) + VhTn tOl’P,,_ then

P =S_MARK_REFINE({n% , (upt, up =", 7, P") }cepn, P") > Ref. espacial
else if n2(u} ™, 7, P") > aenZ(ul, ul ™t 7, P7) + Bend (fo 1771, 70) + YeTn tolp, then

P =S_.MARK_REFINE({n ,(u} ", 70, P") } kcpn, P", P" 1) > Ref. espacial
else if 7, (u}, uZ_l, Tn, P™) < 0 then > Control de Ganancia de Energia

P :S_MARK_REFINE({nK,*(uZ,uZ_l,Tn,P")}Kepn,P”,P”_l) > Ref. espacial
else

break > Salida
end if

19: end loop forever

20: return (u},7,, P")

Algoritmo 9 Sub-rutina S MARK_REFINE (2 inputs)

1: Inputs: {n% }kep, P
2: M = MARK({n% }kep,P)
3. P = REFINE(M, P)

4: return P
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Algoritmo 10 Sub-rutina S MARK_REFINE (3 inputs)

[y

. Inputs: {77%{}}(67),73,5
: M = MARK({n% }kep,P)
3. if Existe K € M tal que K € P then

[\

4: continue

5: else

6: for K e Py K¢ Mdo
7: if K € P then

8: M=MU{K}

9: break

10: end if

11: end for

12: end if

13: P = REFINE(M, P)

14: return P

5.3. Consideraciones bajo campo convectivo espacio temporal

Como fue presentado en el capitulo anterior, al considerar el caso en que el campo convectivo depende
tanto del espacio como del tiempo, se generan cambios en las definiciones de los estimadores de error.
Algunos de estos se ven afectados de manera implicita, como lo son el estimador de error espacial
y el estimador de error temporal, donde si bien su definicién no cambia, la definicién de algunos de
los términos que los componen si, como los son por ejemplo el término oscilatorio osc en el caso del
estimador de error espacial, y la constante de continuidad C4 en el caso del estimador de error temporal.
Dichas modificaciones no generan cambios a nivel del algoritmo. En cambio, el estimador de error de
oscilacién temporal varia en su definicién lo cual afecta también la dependencia que este tiene
m

2\f = F 72 dt
1

T’?(,D(f? tn_luTn7u27uZ_1) - \/§CQ (/
t

p . 1/2
+2-|la - a™ |3 (1n;zo () /tn1 e 1 % dt) : (5.28)
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Dicho cambio hace necesario la modificaciéon del algoritmo. Esto debido a que, como hemos visto ante-
riormente el estimador de error de oscilacién temporal se calcula a priori para poder definir la tolerancia
tolp y para calcular el paso de tiempo que asegura que el estimador 1}, cumpla dicha tolerancia, pero
en dichos casos ain no se cuenta con la solucién u; de dicho tiempo, la cual es necesaria para el célculo
de la funcién wuy,. Es por esto que es necesario modificar el algoritmo de manera tal que, cada vez que
vaya a ser calculado el estimador de error de oscilacién temporal, se calcule la solucién en el tiempo t",
el cual puede ser generado en base a los datos "~ ! y 7,, los cuales son conocidos en todos los casos
en que dicho célculo es necesario. Una alternativa que implica no modificar la estructura del algoritmo
es desarrollar una cota dependiente solo de los datos para el término [, [[un-||q dt, la cual puede ser
obtenida en base a la formulacién completamente discretizada del problema, pero que implica sobre
estimar la cota superior asociada al residuo de oscilaciéon temporal en gran medida, por lo que no es

recomendada.



Capitulo 6

Resultados Numéricos

En este capitulo se muestra una serie de ejemplos numéricos a través de los cuales se ilustra el desem-
peno del algoritmo espacio temporal adaptativo de elementos finitos TAFEM presentado en el capitulo
anterior. La implementacién de dicho algoritmo se realizé a través del lenguaje de programacién C++
mientras que la visualizacion de resultados se hace a través de Matlab y Paraview. Cada ejemplo presen-
tado busca ilustrar las distintas caracteristicas de TAFEM y a la vez contrastar el desempeno de cada
uno de los esquemas de estabilizacion utilizados. A continuacion se presentan algunas consideraciones

con respecto a TAFEM.

1. En cada paso de tiempo se utiliza la misma malla espacial inicial, es decir, se hace uso del algoritmo

de iniciacién de malla 6, y por lo tanto no se hace uso de la técnica de desrefinamiento (coarsening).
2. El ntiimero de grados de libertad se denotara por DoFs.

3. Dada la similitud en el comportamiento de los esquemas SUPG y GLS, solo se presentaran los

resultados obtenidos con el primero de estos.

Con respecto a la informaciéon que sera presentada en cada caso, para cada ejemplo presentaremos por
separado el resultado obtenido a través de cada esquema de estabilizacién, ilustrando el comportamiento
de los estimadores y la adaptatividad espacio temporal realizada, para luego presentar una seccién donde
se compara el comportamiento de los tres esquemas a través de graficas que contrastan los DoF's y la

adaptatividad temporal.
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6.1. Ejemplo 1: Burbuja Exponencial

En este primer ejemplo, se busca ilustrar el funcionar del algoritmo TAFEM a través de una funcién
relativamente suave, tanto en espacio como en tiempo. El dominio espacial utilizado corresponde a
Q = (0,1) x (0,1) mientras que el intervalo de tiempo es igual a (0,7) = (0,0,1). Con respecto a los
parametros relacionados al operador diferencial se tiene que e =1, a = (1,1) y k = 1. La funcién f del

lado derecho se elige de manera tal que la solucién exacta es igual a
uw(z,y,t) =16’ zy (1 —x) (1 —y). (6.1)

Los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en el cuadro 6.1 de manera tal que
la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 35,31024296, mientras que la malla inicial junto con la

condicion inicial bajo la tolerancia T OLy, definida en el Cuadro 6.1, se presentan en la Figura 6.1.

TOL% TOL%T TOL2D tol%T tol% an Bn vm e Be e
1076 353099428 107* 5x107% 6,15x10°% 10 1 10 10 1 10

Cuadro 6.1: Tolerancias y parametros.

0,75

|\||||H'm
=
o

0,50

maaaall

o
[V
(53

0,0

(a) (b)
Figura 6.1: (a) Malla inicial que se utilizé en cada paso de tiempo formada por 128 elementos y 81 DoFs. (b)

Condicioén inicial bajo la tolerancia establecida, 1064 elementos y 569 DoF's.

A continuacién se presentan los resultados obtenidos bajo los distintos esquemas de estabilizacion

utilizados.
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6.1.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W( = 3,81377309 x 10~3. El cuadro

0,0,1)
6.2 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad maximo obtenido en cada tiempo, y
los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacién temporal. Cabe resaltar que los casos en que el

estimador de desrefinamiento (7) es igual a cero, se debe al cumplimiento de la condicién V,:L_l c v

n t" 7  DoFs  (n})? (n})? (np)?

1 001 001 572 000069043 0,00047974 7,532 x 10~7
2 0,02 001 574 0 0,00015948  7,6842 x 10~7
30,03 001 556 0,0020278  0,0002516  7,8394 x 10~7
4 004 001 559 0 0,00019272  7,9978 x 10~7
5 0,05 001 557 0,00020761 0,00018694 8,1593 x 10~7
6 0,06 001 559 0 0,00020421  8,3242 x 10~7
7 007 001 557 0,00021574 0,00020218 8,4923 x 10~7
8 0,08 001 559 0 0,00021886  8,6639 x 10~7
9 0,09 001 557 0,00022419 0,00021571 8,8389 x 10~7
10 01 001 559 0 0,00023219  9,0175 x 10~7

Cuadro 6.2: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilacién temporal.

La figura 6.2 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la refinacién adaptativa
realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7;’, mientras que la figura 6.3

presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacién.

Nota 6.1.1. Las refinaciones espaciales mostradas en cada tiempo corresponden a refinaciones reali-
zadas una vez que el paso de tiempo se ha estabilizado (el estimador de tiempo cumple la tolerancia
y dejan de ocurrir refinaciones del paso de tiempo). Por otro lado, las refinaciones presentadas para
cada tiempo no son necesariamente refinaciones consecutivas. Ademds en cada tiempo, la primera de
dichas refinaciones espaciales no es necesariamente la primera refinacion luego de la ultima refinacion

temporal. Estas afirmaciones son vdlidas para los distintos esquemas y ejemplos posteriores.



127 6.1. Ejemplo 1: Burbuja Exponencial
th =0,01
. DoFs=105 DoFs=314 . DoFs=572 y Convergencia
% 05 05 1 % 05 % 100 200 o W w0 wo
(a) (b) (©) (d)
t* = 0,04
. DoFs=105 DoFs=318 . DoFs=559 , Convergencia
G0 0.5 0.5 1 CO 05 G0 100 200 ]5420}75 400 500 600
(e) (f) (2) (h)
t"=0,07
. DoFs=105 DoFs=318 . DoFs=557 g Convergencia
% 05 05 1 % 05 % 100 200 o W w0 wo
(i) ) (k) M)
t19=0,1
. DoFs=105 DoFs=319 . DoFs=559 , Convergencia
oozs
G0 0.5 0.5 1 CO 05 G0 100 200 ]5420}75 400 500 600
(m) (n) () (0)

Figura 6.2: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t” = 0,07. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢1© = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 1} en los

tiempos t! = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'° = 0,1, respectivamente.
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1,0 1,0
0,76 0,76
_§0,51 _§0,51
0,25 0,25
0,0 0,0
(b)
t0 =01
1,1 1,1
0,83 0,83
—io,ss —io,ss
0,28 0,28
0,0 0,0
(c) (d)
Figura 6.3: (a): Refinacién espacial inicial realizada en ¢! = 0,01. (b): Refinacién espacial final realizada en
t! = 0,01. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t1© = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en
t'0 =0,1.

La figura 6.4 presenta de manera simultanea un corte transversal de la solucién obtenida en el
tiempo inicial ¢ = 0 (color sélido) y final ¢ = 0,1 (color transparente), mostrando de una manera mé&s
clara el comportamiento de la funcién uy, a través del tiempo. Dicho comportamiento corresponde a la

variacién en la altura que alcanza la funcién, y vienen dado por el término exponencial en la funcién

solucién.
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1.1

0.92

0.74

0.55

|
R A

0.37

0.18

0.0

Figura 6.4: Comparacién de solucién en los tiempo t =0y t = 0,1.

Finalmente, la figura 6.5 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos
graficas; la figura 6.5a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacion
espacial mientras que la figura 6.5b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada
refinacién temporal. Podemos notar que en el segundo caso, no se genera adaptatividad temporal debido
a que se selecciona una tolerancia tolp lo suficientemente pequena, de manera tal que el paso de
tiempo generado por la sub-rutina T_CONSISTENCY cumple la tolerancia tolp, sin la necesidad

de refinaciones posteriores.

10° 107
10°} 1072} x x x x x x x x x x
2] % % X X X X X x X X
&) X x X X X x X x X x
Q x x x x x x x x x x £
IS
Q X X X X X X X X X X
x xoxox xxoxxxx
102, x x x x x x x x x x 1073,
X X X X X X X X X X
1 -4
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 004 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Nimero de grados de libertad DoFs. (b) Tamaio del paso de tiempo 7.

Figura 6.5: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM.
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6.1.2. ES

En este caso el error obtenido es igual a ||u—uhTH%)V(0 0.1) = 3,81454221 % 1073. El cuadro 6.3 presenta

en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad maximo obtenido en cada tiempo, y los estimadores

de desrefinamiento, tiempo y oscilaciéon temporal.

n t" 1, DoFs  (n) (n})? (nh)?

1 001 001 572 000069043 0,00052245 7,532 x 10~7
2 0,02 001 574 0 0,00015617  7,6842 x 10~7
30,03 001 556 0,0020224 0,00025871 7,8394 x 10~7
4 004 001 559 0 0,00019012  7,9978 x 10~7
5 0,05 001 557 0,00020685 0,0001846 8,1593 x 10~7
6 0,06 00l 559 0 0,00020241  8,3242 x 1077
7 0,07 001 557 0,00021485 0,0002005 8,4923 x 10~7
8 0,08 00l 559 0 0,00021761  8,6639 x 10~7
9 0,09 001 557 0,00022321 0,00021449 88389 x 10~7
10 01 001 559 0 0,00023133  9,0175 x 1077

Cuadro 6.3: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilaciéon temporal.

A continuacién, la figura 6.6 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver

la refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7;,
mientras que la figura 6.7 presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacién. Luego,
al igual que en el esquema previo, la figura 6.8 presenta de manera simultanea un corte transversal de la
solucién obtenida en el tiempo inicial ¢ = 0 (color sélido) y final ¢ = 0,1 (color transparente), ilustrando
asi el comportamiento de la funcién solucién uy,, a través del tiempo. Finalmente, la figura 6.9 presenta el
comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas que ilustran las refinaciones espaciales

y temporales en cada paso de tiempo.
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th =0,01
. DoFs=105 DoFs=314 . DoFs=572 Convergencia
008
% 05 05 1 % 05 0 100 200 . )32,01«‘5 400 500 600
(a) (b) () (d)
t* = 0,04
. DoFs=105 DoFs=319 . DoFs=559 . Convergencia
:

% 05 05 1 % 05 % 10 200 ]I)32)0F ) 400 500 600
(e) (f) (8) (h)
tT=0,07

. DoFs=105 DoFs=318 . DoFs=557 . Convergencia
OO 05 05 1 00 05 0 100 200 Ii?:gOFS 400 500 600
(1) )] (k) @)
t19=0,1
. DoFs=105 DoFs=319 . DoFs=559 . Convergencia
G0 0.5 0.5 1 CO 05 00 100 200 ]:;‘K(C))DFS 400 500 600
(m) (n) () (o)

Figura 6.6: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t* = 0,07. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢1° = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 1} en los

tiempos t! = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'° = 0,1, respectivamente.
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1,1 1,1
__50,83 __50,83
—;0,55 —;0,55
$0,28 $0,28

0,0 0,0

1,1 1,1
,_50,83 ,_50,83
50,55 50,55
L0,28 L0,28

0,0 0,0

(c) (d)

Figura 6.7: (a): Refinacién espacial inicial realizada en ¢! = 0,01. (b): Refinacién espacial final realizada en

t! = 0,01. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t1© = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en

t'0 =0,1.
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1.1

0.92

0.74

0.55

| L
R A

0.37

0.18

0.0

Figura 6.8: Comparacién de solucién en los tiempos t =0y ¢t = 0,1

10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
103, 4 10_27 x x x x x x x x x x 4
n X X X X x X X x x X
o) x x x x x x x x x x
O x x x x X x X x X x S
A ok ke "
X x X X x X X x X X
102, x x x x x x x x x x 4 10_3, 4
< x ox xxoxxxxx
101 Il Il Il Il Il 1074 Il Il Il Il Il
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 004 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Nimero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.9: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el nimero de grados
de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada refinacién

temporal.
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6.1.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

6.4 presenta el mismo detalle de los casos anteriores.

0,0,1)

= 6,37305303 x 1073. El cuadro

nt" 1, DoFs () (n})? (np)?

1 0,005 0,005 523 0,0039424  0,00037977 9,368 x 108
2 0,01 0,005 527 0 2,0442 x 107> 9,4622 x 10~8
3 0,015 0,005 526 0,00020041 2,9299 x 107> 9,5573 x 1078
4 002 0,005 510 0,0020537 9,935 x 107> 9,6533 x 1078
5 0,025 0,005 508 0,00023406 4,379 x 107>  9,7503 x 1078
6 0,03 0,005 508 0 9,7893 x 1076 9,8483 x 10~8
7 0,035 0,006 508 0 8,8964 x 1076 99473 x 1078
8 0,04 0,005 508 0 9,4925 x 1076 1,0047 x 1077
9 0,045 0,005 508 0 1,0454 x 107°  1,0148 x 107
10 0,05 0,006 508 0 1,1548 x 1075 1,025 x 1077
110,055 0,005 508 0 1,2682 x 1075 11,0353 x 1077
12 0,06 0,005 508 0 1,3811 x 10™° 11,0457 x 1077
13 0,065 0,005 508 0 1,4913 x 10~°  1,0562 x 10~ 7
14 0,07 0,005 508 0 1,5976 x 1075 1,0669 x 1077
15 0,075 0,005 508 0 1,6994 x 1075 1,0776 x 1077
16 0,08 0,005 508 0 1,7965 x 107> 1,0884 x 1077
17 0,085 0,005 508 0 1,8888 x 107 11,0993 x 1077
18 0,09 0,005 508 0 1,9765 x 107° 11,1104 x 1077
19 0,095 0,005 508 0 2,0597 x 107> 1,1216 x 1077
20 0,1 0,005 508 0 2,1386 x 107>  1,1328 x 10~

Cuadro 6.4: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilaciéon temporal.

A continuacidn, la figura 6.10 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver
la refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7},

mientras que la figura 6.11 presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacion.
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DoFs=123

DoFs=269

DoFs=523

Convergencia

(a)

DoFs=117

05

(b)

DoFs=257

05

(©)

DoFs=508

0 100 200 300 400 500 600
DoFs

(d)

Convergencia

(e)

DoFs=117

05

(f)

DoFs=257

05

(2)

DoFs=508

0 100 200 300 400 500 600
DoFs

(h)

Convergencia

(1)

DoFs=117

05

)

DoFs=257
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(k)

DoFs=508

Convergencia

05

(m)

05

(n)

05

(1)

=1

Figura 6.10: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,005. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t® = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t'* = 0,07. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo t2° = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 1} en los

tiempos t! = 0,005, t® = 0,04, t'* = 0,07 y 20 = 0,1, respectivamente.
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1,1 1,1
_Eo,s3 _Eo,s3
—;0,55 —;0,55
:0,28 :0,28
0,0 0,0
(b)
20 =0,1
1,1 1,1
:50,83 :50,83
;O,SS ;O,SS
:0,28 :0,28
0,0 0,0
() (d)

Figura 6.11: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,005. (b): Refinacién espacial final realizada

en t! = 0,005. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t2° = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en

t20 =0,1.

La figura 6.12 presenta de manera simultanea un corte transversal de la solucién obtenida en el
tiempo inicial ¢ = 0 (color sélido) y final ¢ = 0,1 (color transparente), representando el comportamiento

temporal de la funcién solucién wuj,.
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1.1

o o
~ ©
= ©

o
5]
@

- —0.36

0.18

0.0

Figura 6.12: Comparacion de solucién en los tiempos t =0y t = 0,1

Finalmente, la figura 6.13 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos

graficas que ilustran las refinaciones espaciales y temporales en cada paso de tiempo.

4
10
3
10°¢
» X X %
2 X X X X X X X X X X X X X X X X X
[e) XXX x X ox X X X X X X X X X X X X X X
A XX xx x ox xoxox o x x x x x x x x x x
X X X x X X X X X X X X X X X X X X X X
102X><xx><x><xxxx><x><xx><x><x
X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X
101 . . . . .
0 0.02 0.04_ | 0.06 0.08 0.1
Tiempo

(a) Numero de grados de libertad DoFs.

10

10

Tn

10

10"

-1

2
Fox x x X X X x X x X X X x X X x X x x o

0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1

X X X X X X X X X X X X X X X X X X X X

Tiempo

(b) Tamaio del paso de tiempo 7.

Figura 6.13: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de

grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.1.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

En primer lugar la figura 6.14a presenta para cada nodo de tiempo la comparacién entre los grados
de libertad obtenidos en cada refinacion espacial hecha por cada esquema. En este caso tenemos que el
comportamiento de los esquemas SUPG y ES es casi idéntico en términos de la cantidad de refinaciones
espaciales realizadas, lo que se refleja también en el valor de error alcanzado. El esquema CIP también
realiza una cantidad similar de refinaciones espaciales, pero en una mayor cantidad de pasos temporales,
lo que se refleja en figura 6.14b, donde se puede apreciar que mientras los esquemas SUPG y ES no
realizan ninguna refinaciéon temporal, el esquema CIP realiza una, por lo que genera cerca del doble de

nodos temporales.

10 10
s SUPG s SUPG
o ES o ES
o  CIP o  CIP
10°F E 102 0600006000600 0606060006000 A
0 o8 o0BoBoBoBoBoBoBoB o8 0 0000000 00600600060 06000
K 00 0606006006900 00 000009 .
[u] o [=] [u] [u] Q [u] o =]
A 0§08°808080808080808 =
© 0 6006000000000 000000
[=] Q Q Q Q Q Q Q Q Q
03 ° 8080 gOogOogogogosos oy 1073 1
© 6 060 0600000600600 0D0 006 00
1 -4
10 L L L L L 10 L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04  0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los tamafios de pasos de tiempo
en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos

estabilizacion. esquemas de estabilizacién.

Figura 6.14: Comparacién del comportamiento espacio temporal adaptativo entre los distintos esquemas de

estabilizacion.

Bsquema  [u —unrllwoo1) 1w — unrlyo00
SUPG  6,17557535 x 1072  3,81377309 x 1073
ES 6,17619892 x 1072  3,81454221 x 1073
CIP 7,98314038 x 1072 6,37305303 x 1073

Cuadro 6.5: Valor del error obtenido segiin esquema de estabilizacion.
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Otra forma grafica de comparar los esquemas es a través de la diferencia puntual obtenida entre la
solucién real y la solucién discreta en el tiempo final. Las figuras 6.15a, 6.15b y 6.15¢ ilustran dicha
diferencia. El caso ideal esperado seria que dicha diferencia fuese igual a cero en la mayor parte del
dominio. Tal es el caso para los esquemas SUPG y ES, donde la diferencia es cercana a cero en gran
parte del dominio. En cambio, el esquema CIP muestra una mayor diferencia entre la solucién real y
discreta, lo que se ve reflejado en el mayor valor de la norma del error con respecto a los otros esquemas.
Dicho comportamiento también puede verse en la figura 6.12, donde es claro que la solucién discreta no

alcanza el mismo valor maximo que la solucién real en el eje z.

14 1+ 1
0.9 0.9 0.9—
0.8 0.8 0.8- ‘
0.7 0.7 0.7- N
0.6 0.6 0.6 :
Y 0.5 Y 0.5- Y 0.5- /;;
0.4 0.4 0.4— 1 XX
0.3 0.3 0.3- HKEE
0.2- 0.2-- 0.2 P
-0.03
0.1 0.1 0.1
0 | } | 0 | } | 0 | | | 0.05
d 02 04 06 08 1 d 02 04 06 08 1 d 02 04 06 08 1 -0.
X X X
(a) SUPG. (b) ES. (c) CIP.

Figura 6.15: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos
esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 5,94224. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c) es valida para (a) y (b).

A continuacién mostraremos que el esquema CIP puede tener un mejor desempeno si se aumenta la
cantidad de refinaciones espaciales en cada tiempo. Existen distintas maneras de realizar esto; una es
definir una menor tolerancia tolp_, lo que generaria una mayor refinacién espacial pero también menores
pasos de tiempo, y dado que no buscamos la disminucion de estos, esta alternativa queda descartada.
Otra manera seria modificar el valor de los parametros ay, Qc, Bp, Be, Vh, Ve, Pero dicho cambio afecta el
valor de la tolerancia tolp_ al afectar el valor de la constante Cr, y por lo tanto también es descartado.
En cambio, una alternativa mas directa es disminuir el valor de la tolerancia del valor inicial TOLy.
Esto que genera una mayor refinacion espacial en la condicién inicial, y luego, por el efecto del estimador
de desrefinamiento (7!), una mayor refinacién espacial en cada paso de tiempo. Lo anterior ocurre ya
que el valor del estimador () disminuye a medida que los espacios Vh”_1 y V;' se encuentren més cerca

de cumplir la condicién Vh"_1 C V}*. De esta manera, al reducir el valor de la tolerancia TOLg = 1077
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la norma del error disminuye a un valor de ||ju — Uhf”%w(o 0.1) = 1,54076117 x 1073, mientras que el valor
de la tolerancia se se mantiene idéntico TOL? = 35,31024296 al considerar 8 cifras decimales. La figura
6.16 ilustra la diferencia entre la solucion real y la solucién discreta, de donde es posible apreciar que el

comportamiento de la solucién es mas similar al de los esquemas SUPG y ES presentado anteriormente.

1 0.05
09T
0.03
0.8 T
£ =
. —=0.02
0.6 =
Y 05+ =N
04T =
03+ -0.02
02T
-0.03
0.1 T
¥, i al! i1
0 ot T r T -0.05
0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
X

Figura 6.16: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final obtenida bajo el

uso del esquema de estabilizaciéon CIP, caso con mayor refinacion espacial.

Nota 6.1.2. FEl andlisis realizado para el caso del esquema CIP, se realizé con el fin ilustrar que si bien
bajo ciertos valores de tolerancia no tan exigentes el esquema CIP puede tener un desempeno mds bajo,
al aumentar la tolerancia y generar una mayor refinacion espacial, el desempeno del esquema puede ser

mejorado.
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6.2. Ejemplo 2: Capa Limite

En este segundo ejemplo, se busca ilustrar el funcionar de los esquemas estabilizados a través de una
funcién que presenta un comportamiento de capa limite al disminuir el valor del pardametro de difusién
. Nuevamente, el dominio espacial utilizado corresponde a = (0,1) x (0,1) mientras que el intervalo
de tiempo es igual a (0,7") = (0,0,1). Con respecto a los parametros relacionados al operador diferencial
se tiene que @ = (1,1) y K = 1, mientras que el pardmetro de difusién, el cual cumple el rol de pardmetro
de perturbacién, tomard los valores € € {1, 0,1, 0,01, 0,001}. La funcién f del lado derecho se elige de

manera tal que la solucién exacta es igual a

1—e /e 1—ev/e
u(z,y,t) = ¢ (90 - m) <y - m) (6.2)

Figura 6.17: Malla inicial que se utilizé en cada paso de tiempo formada por 128 elementos y 81 DoF's.

Al disminuir el pardmetro e, las capas limites seran generadas cercanas a los conjuntos
{(z,y) eR*:2=0,0<y <1}, {(z,y) eR*:y=0,0<z <1}

A continuacién se presentan los resultados para cada valor del pardmetro de perturbacién. Como
fue mencionado, dado que la importancia de este ejemplo es retratar el funcionar de los esquemas
estabilizados, no se presentaran figuras que retraten el comportamiento temporal de la funcién. Adems4s,
dicho comportamiento es idéntico al presentado por la funcién del ejemplo anterior, ya que en ambos

casos el comportamiento temporal es generado por el término e’.
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6.2.1. Casoe=1

Para este caso, los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en el cuadro 6.6
de manera tal que la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 1,24678904 x 10~3, mientras que la

condicién inicial se presenta en la Figura 6.18.

TOL% TOL%T TOL% tol%T tol% an Bn Y Qe Be e

5x 10719 1,24649 x 1073 1007 107% 125x10® 1 1 100' 1 1 1

Cuadro 6.6: Tolerancias y parametros.

0,015

0,011

rrrrreeey

=0,0076

T

0,0038

0,0

Figura 6.18: Condicién inicial bajo la tolerancia establecida, 830 elementos y 447 DoF's.

Para este valor de parametro de perturbacién se espera un comportamiento muy suave, similar al
presentado por la funcién del ejemplo anterior, sin la presencia de capas limites. A continuacién se

presentan los resultados obtenidos bajo los distintos esquemas de estabilizacion utilizados.
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6.2.1.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

6.7 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méximo obtenido en cada tiempo, y los

0,0,1)

estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

= 2,85829321 x 1076, El cuadro

n t" 7, DoFs (n2)? (n})? (np)?

1 0,01 001 441 8,7828 x 1077 1,3613 x 107 11,9689 x 1010
2 0,02 001 394 53374x107% 22609 x 1077 2,0087 x 10710
3 0,03 001 395 1,392x 1078 43069 x 1078 2,0492 x 10710
4 0,04 0,01 393 20663 x 1077 4,1199 x 107® 2,0906 x 10~10
5 005 001 395 0 4,7664 x 1078 21329 x 10710
6 0,06 0,01 393 21459 x 1077 4,5465 x 1078 2,176 x 1010
7 0,07 0,01 395 0 5,1701 x 1078 2,2199 x 10~10
8 0,08 0,01 393 22291 x 1077 4,9045 x 1078 2,2648 x 10~1°
9 0,09 001 395 0 5,5224 x 1078 2,3105 x 10710
10 0,1 0,00 397 1,1932x 1077 57161 x 1078 2,3572 x 10710

Cuadro 6.7: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinacion, tiempo y

oscilacion temporal.

A continuacidn, la figura 6.19 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver
la refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7j,
mientras que la figura 6.20 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas;
la figura 6.20a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacion espacial
mientras que la figura 6.20b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacion

temporal.



144 6.2. Ejemplo 2: Capa Limite

th =0,01
DoFs=141 DoFs=285 DoFs=441 »» Convergencia
1 1 1 Ll
% 05 1 % 05 1 % 05 1 % 100 200I )OFS;OO 400 500
(a) (b) (c) (d)
t* = 0,04
) DoFs=144 ) DoFs=288 ) DoFs=393 e Convergencia
:

° o ! o o : g 0s : e g
(e) (f) (8) (h)
t"=0,07

) DoFs=141 ) DoFs=285 ) DoFs=395 e Convergencia
° ° ! E o ' K o ' T m e
(1) () (k) )
t10 =0,1
) DoFs=149 ) DoFs=299 ) DoFs=397 e+ Convergencia
o ° ' E o ' K o .
(m) (n) (1) (0)

Figura 6.19: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):
Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.
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10* ‘ ‘ ‘ ; ‘ 10" ‘ ‘ ‘ ; ;
X X X X x X X X X
103, 4 10_27 x x x x x x x x x x 4
n
& £ ox  ox oxox xxxxx .
Q x X x x x x x x x x =
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x x x x x x x x x x
102, x x x x x x X X X x 4 10'3, J
x xoxx xxxxx x
101 Il Il Il Il Il 1074 Il Il Il Il Il
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 004 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.20: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.1.2. ES

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 1,92528700 % 1075, El cuadro

6.8 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méximo obtenido en cada tiempo, y los

estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n t" 1, DoFs (n?)? (n})? (nh)°

1 0,005 0,005 441  4,3914 x 10°7 6,2161 x 1078  2,4488 x 10~ 1!
2 0,01 0,005 393 27059 x 107¢ 1,165 x 1077 2,4734 x 107!
30,02 001 393 3,1598 x 1078 13,9301 x 10~%  2,0087 x 1010
4 0,03 001 391 20339 %1077 36437 x 1078 12,0492 x 10710
5 0,04 0,01 393 0 4,3788 x 1078 2,0906 x 10710
6 005 001 391 21098 x 107 4,1764 x 10~% 21329 x 10719
7 0,06 0,01 393 0 4873 x 1078 2,176 x 10710
8 0,07 001 391 21891 x 107 4,6089 x 10=% 2,2199 x 10~ 10
9 0,08 001 393 0 5,2872 x 1078 2,2648 x 10710
10 0,09 0,01 391 22731 x1077 49773 x 1078 2,3105 x 10719
11 01 0,01 393 0 5,6523 x 1078 2,3572 x 10710

Cuadro 6.8: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacién

temporal.

A continuacién, la figura 6.21 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la
refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial n;’ mientras
que la figura 6.22 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura
6.22a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras

que la figura 6.22b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacién temporal.
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t' = 0,005
. DoFs=139 DoFs=284 . DoFs=441 0
(a) (b) (c) (d)
> = 0,04
. DoFs=139 DoFs=284 . DoFs=393 o
(e) () (g) (h)
8 =0,07
. DoFs=139 DoFs=283 . DoFs=391 10 L
(1) () (k) )]
t =0,1
. DoFs=139 DoFs=284 . DoFs=393 0
(m) (n) (n) (o)

Figura 6.21: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t' = 0,005. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t° = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t* = 0,07. (m), (n), (7i):
Refinacién espacial realizada en el tiempo t'* = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7} en los

tiempos t!' = 0,005, t> = 0,04, t8 = 0,07 y t'! = 0,1, respectivamente.
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(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.22: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.1.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 1,33412916 % 1075, El cuadro

6.9 presenta el mismo detalle de los casos anteriores.

not" 7o DoFs (n2)? (n})? (nf)?

1 0,005 0,005 440 3,9554 x 1077 11,2193 x 1077 2,4488 x 10~
2 0,01 0,005 439  2,3721 x 107% 1,333 x 107% 24734 x 107!
4 0,02 0,005 439 0 1,9644 x 1079 25234 x 10711
6 0,03 0,005 439 0 1,3993 x 107 2,5744 x 10~ 1
8 0,04 0,005 439 0 1,7598 x 1079 2,6264 x 10~
10 0,05 0,005 439 0 2,3182 x 1079 2,6794 x 10711
12 0,06 0,005 439 0 2,8927 x 1072 2,7336 x 1011
14 0,07 0,005 439 0 3,4336 x 1079 2,7888 x 10!
16 0,08 0,005 439 0 3,9277 x 1072 2,8451 x 10~
18 0,08875 0,00375 433 4,509 x 1077 26511 x 1078 1,223 x 107!
20 0,1 0,005625 432 0 6,8713 x 1072 4,2137 x 10!

Cuadro 6.9: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

A continuacidn, la figura 6.23 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver
la refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7j,
mientras que la figura 6.24 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas;
la figura 6.24a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacion espacial
mientras que la figura 6.24b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacion

temporal.
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Figura 6.23: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t' = 0,005. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t® = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t'* = 0,07. (m), (n), (7):
Refinacién espacial realizada en el tiempo t2° = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7} en los

tiempos t!' = 0,005, t® = 0,04, t'* = 0,07 y t2° = 0,1, respectivamente.
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Figura 6.24: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.1.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

Como fue previsto, la solucion obtenida presenta un comportamiento suave. Esto puede verse refle-
jado en el hecho de que los tres esquemas tiene un promedio de 6 refinaciones espaciales y un maximo
de 441, 441 y 440 DoFs para los esquemas SUPG, ES y CIP, respectivamente; dicha comparacién puede
verse a través de la figura 6.25a y las tablas 6.7, 6.8 y 6.9. Ademas a través de las figuras 6.19, 6.21 y
6.23 es posible notar que la refinacién de la malla se distribuye en todo el dominio, sin concentrarse en
alguna zona especifica debido a que no existe la presencia de una capa limite o de otro comportamiento
irregular donde la funcién soluciéon no sea suave. Por otro lado, con respecto a la refinacion temporal,
el comportamiento entre los esquemas SUPG y ES es idéntico mientras que el esquema CIP necesita
una refinaciéon temporal més que los otros esquemas para alcanzar los pardmetros de tolerancia, por lo
que genera el doble de nodos temporales y a la vez pasos de tiempo de la mitad del tamano, lo que
puede apreciarse en la figura 6.25b. De todas maneras, dado que la funcién solucién presenta un com-
portamiento suave en la variable temporal, la naturaleza del algoritmo es similar a la de una refinacion

uniforme, generando pasos de tiempo del mismo tamano en la mayoria de los nodos temporales.

10 10
o5 SUPG o SUPG
o ES o ES
o CIP o  CIP
o 0o O © o 0 0 O 0 O
10° 0% 0000 60000 0 9 4
® 0600 0 00060060 ¢ 0
<3 OO I T T - T T < B L I
o 880808080808080800{30@ lE
R [ ggogogogogogogogodog
$ 8080898080808 098040 g
1. 88080808080 80808090 ¢ 102 |
O @ 0 Q0 O 0 0 Q0 00 0 0 00 0 Q0 0O
101 Il Il Il Il Il 1074 Il Il Il Il Il
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 . 0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los tamafnios de pasos de tiempo

en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de  alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos

estabilizacién. esquemas de estabilizacién.

Figura 6.25: Comparacién del comportamiento espacio temporal adaptativo entre los distintos esquemas de

estabilizacion.
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En términos del error generado, podemos ver que SUPG genera el mayor error mientras que CIP el
menor, pero que la diferencia entre ambos es aproximadamente igual a 0,0005. La figura 6.26 muestra
la diferencia puntual entre la solucion real del problema u y la solucién numérica uy, en el tiempo final
t = 0,1, de donde se puede apreciar que nuevamente, el esquema CIP muestra una mayor diferencia
puntual con la solucién real. Podemos ver que cualitativamente este caso es similar al ejemplo 1, lo que

se refleja en la similitud de las figuras 6.15 y 6.26.

Bsquema  [u —unrllwoo1) 1w — sl
SUPG  1,69064876 x 1073 2,85829321 x 107°
ES 1,39745125 x 1073 1,92528700 x 1076
CIP 1,15504509 x 1073 1,33412916 x 10~°

Cuadro 6.10: Valor del error obtenido segin esquema de estabilizacion.

19 15 1- 0.0009
0.9— 0.9 0.9—
0.8 0.8~ 0.8~ 1 0.0006
0.7— 0.7 0.7— /J:\ ] E> 0003
0.6— 0.6— 0.6 N NN E
Y 0.5- Y 0.5- Y 0.5 &'a o
0.4— 0.4 0.4— i | E
0.3— 0.3 0.3 R =-0.0003
o 2 02 -0.0006
0.1— 0.1 0.1 1
| | | | | | 1 | | | a
% 02 o0k 06 ok 1 % 02 ok 06 ok 1 % 05 04 06 os 1 00009
X X X

(a) SUPG. (b) ES. (c) CIP.

Figura 6.26: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos
esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 0,03531. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c) es valida para (a) y (b).
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6.2.2. Caso ¢ =0,1

Para este caso, los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en el cuadro 6.11
de manera tal que la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 310,439976, mientras que la condicién

inicial se presenta en la figura 6.27.

TOL% TOL%T TOL2D tol%T tol% an Bn oy e Be e
1077 310,439676 107* 5x107% 125 x107® 102 1 10> 10 1 107!

Cuadro 6.11: Tolerancias y parametros.

0,45

—0,34

TErrreeeT

20,23

nl

0,11

0,0

Figura 6.27: Condicién inicial bajo la tolerancia establecida, 2106 elementos y 1124 DoF's.

En este caso, la disminucién del pardametro de perturbacién genera los primeros indicios de capa
limite en la funcién solucién cercano a los conjuntos antes nombrados. A continuacién se presentan los

resultados obtenidos bajo los distintos esquemas de estabilizacién utilizados.
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6.2.2.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

0,0,1)

= 1,64730468 x 10~. El cuadro

6.12 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n " 1, DoFs (n2)? (n})? (np)?

1 001 001 1114  0,0019938 0,00021984  3,9192 x 1077
20,02 001 1119 0 6,2672 x 107> 3,9983 x 1077
3 0,03 0,01 1109  0,00065064  6,2598 x 107> 4,0791 x 1077
4 004 001 1111 0 7,0489 x 107> 4,1615 x 1077
5 0,056 0,01 1110 8,5665 x 107> 6,5686 x 107° 4,2456 x 10~*
6 0,06 001 1111 0 6,785 x 107> 4,3313 x 1077
7 0,07 0,01 1110 8,8479x107° 6,975 x 107°  4,4188 x 107
8 0,08 0,01 1111 0 7,176 x 107°  4,5081 x 1077
9 0,09 0,01 1110 9,1437 x 107° 7,355 x 107°  4,5992 x 10~*
10 0,1 0,01 1111 0 7,5497 x 1075 4,6921 x 1077

Cuadro 6.12: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinacion, tiempo

y oscilaciéon temporal.

La figura 6.28 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la refinacién adap-

tativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial n; mientras que la

figura 6.29 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.29a

presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras que la

figura 6.29b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinaciéon temporal.
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th =0,01
DoFs=154 DoFs=450 DoFs=1114 Convergencia
1 1 1 0.05
0.03
0. 0.! 0.5]
0.02
J 0.01
% 0.5 1 % 05 1 % 05 1 0 200 400 600 800 1000 1200
DoFs
(a) (b) (c) (d)
t* = 0,04
DoFs=155 DoFs=444 DoFs=1111 Convergencia
1 1 1 0.05
q 0.04
0.03
0.! 0.! 0.5]
S 0.02
X 0.01
% 0.5 1 % 05 > 1 % 05 1 0 200 400 600 800 1000 1200
DoFs
(e) (f) () (h)
t"=0,07
) DoFs=155 ) DoFs=443 ) DoFs=1110 . Convergencia
& 0.03
0.5 0.5 0.5]
) 0.02
f 0.01]
% 05 1 % 05 1 % 05 1 0 200 400 600 800 1000 1200
DoFs
(1) 6) (k) )
t'0 =01
) DoFs=228 ) DoFs=682 ) DoFs=1111 . Convergencia
0.04
0.5 0.5 0.5] 0.03
0.02
0.01
% 05 1 % 05 1 % 05 1 0 200 400 600 800 1000 1200
DoFs
(m) (n) (1) (0)

Figura 6.28: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):
Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.
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-1

10 ‘ ‘ ‘ ; ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
x X X X X x x X X
(T S - S T - T S 10 x x o x o x o x o x x x|
< xoxoxoxxoxoxx
n
% x x x x x x x x x x
&
< xxxxxxxx
A < x ox x x x x xx a
< x ox xx x x xxx
> x x x x x x x x x x 3
10°F %« xoxoxox xoxox 107t 1
- T T
1 4
10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
0 0.02 0.04_ 006 0.08 0.1 0 0.02 0.04_ 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.29: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.2.2. ES

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 9,20325956 % 10~°. El cuadro

6.13 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n " Tn DoFs  (n2)? (n7)? (np)?

10,0025 0,0025 1114 0,00049845 5,2835 x 10~° 6,0779 x 10~
4 0,01 0,0025 1119 0 9,1731 x 1077 6,1697 x 107°
8 0,02 0,0025 1119 0 9,0196 x 1077  6,2944 x 107°
12 0,03 0,0025 1119 0 9,4715 x 1077 6,4215 x 1077
16 0,04 0,0025 1119 0 9,8744 x 1077 6,5513 x 107
20 0,05 0,0025 1119 0 1,0236 x 1075 6,6836 x 107
24 0,06 0,0025 1119 0 1,057 x 107 6,8186 x 107*
28 0,07 0,0025 1119 0 1,0886 x 1075 6,9564 x 107°
32 0,08 0,0025 1119 0 1,1191 x 1075 7,0969 x 107°
36 0,089951 0,0033496 1119 0 2,7206 x 1076 1,7398 x 1078
40 0,1 0,0028262 1119 0 1,6937 x 1076 1,0668 x 10~8

Cuadro 6.13: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacién

temporal.

A continuacién, la figura 6.30 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la
refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial n;’ mientras
que la figura 6.31 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura
6.31a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras

que la figura 6.31b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacién temporal.
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t! =0,0025
DoFs=122 DoFs=316 DoFs=1114 Convergencia
1 1 1 0.1
0.06
0. 0.! 0.5]
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0.08
0.5 0.5 0.5] 0.06
0.04
0.02
% 05 1 % 05 ] 1 % 05 1 0 200 400 600 800 1000 1200
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Figura 6.30: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t! = 0,0025. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t'6 = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t?® = 0,07. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢4 = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempeiio del estimador espacial 7' en los

tiempos t! = 0,0025, 16 = 0,04, t2® = 0,07 y ¢t*° = 0,1, respectivamente.
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6.2. Ejemplo 2:

Capa Limite

4 -1
10 . . . . . 10 . . . . .
XX><><><XXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXXX
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XX X XXX X XXX XXX XXX X XXX XXX X XXX X XX X x
o) XX XXX XKXKXXKXKKK KKK KKKK KKK K XKK KKK KKK XXX X X X,
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(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.31: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.



161

6.2. Ejemplo 2: Capa Limite

6.2.2.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = L,77817042% 10~%. El cuadro

6.14 presenta el mismo detalle de los casos anteriores.

n £ Tn DoFs — (n)? (m)? (nh)?

10,0025 0,0025 1114 0,00049845  0,00013028  6,0779 x 10~°
4 0,01 0,0025 1112 0 6,5693 x 1076 6,1697 x 10~
8 0,02 0,0025 1112 0 1,4829 x 1076 6,2944 x 107°
12 0,03 0,0025 1111 0 1,2477 x 1076 6,4215 x 107°
16 0,04 0,0025 1106 0 1,2958 x 1076 6,5513 x 10~
20 0,05 0,0025 1107 0 7,503 x 1077 6,6836 x 1077
24 0,06 0,0025 1107 0 7,3089 x 1077 6,8186 x 10~
28 0,07 0,0025 1107 0 74714 x 1077 6,9564 x 1077
32 0,08 0,0025 1107 0 7,7222 x 1077 7,0969 x 1079
35 0,090156 0,0032812 1107 0 1,7939 x 1076 1,6362 x 1078
38 0,1 0,0036914 1108 0 2,6309 x 1076 2,3751 x 10~

Cuadro 6.14: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

A continuacién, la figura 6.32 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la

refinaciéon adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempenio del estimador espacial 7;'. La

figura 6.33 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.33a

presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras que la

figura 6.33b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinaciéon temporal.
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Figura 6.32: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t! = 0,0025. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo t'6 = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t?® = 0,07. (m), (n), (f):

Refinacién espacial realizada en el tiempo *® = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7} en los

tiempos t! = 0,0025, 16 = 0,04, t2® = 0,07 y ¢3® = 0,1, respectivamente.
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(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.33: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.2.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

Para este caso del parametro de perturbacién comienza a aparecer el comportamiento de capa
limite esperado, lo que se traduce en la necesidad de una mayor cantidad de grados de libertad para
aproximar la solucién y cumplir los parametros de tolerancia. Como puede apreciarse en la figura 6.34a,
tanto SUPG, como ES y CIP necesitan en promedio 10 refinaciones espaciales y un méaximo de 1119,
1119 y 1114 DoFs, respectivamente, lo que en términos de grados de libertad, es mas del doble de lo
necesario para aproximar la solucién en el caso ¢ = 1. Ademas, a través de las figuras 6.28, 6.30 y 6.32
es claro como la refinacién comienza a concentrarse en las capas limites. Por otro lado, mientras que
para el esquema SUPG, la refinacion temporal es muy similar al caso anterior, estableciendo un paso
de tiempo uniforme e igual a 7, = 0,01, para los esquemas ES y CIP es necesario una mayor refinacién
temporal, estableciendo un paso de tiempo igual a 7,, = 0,0025 en la mayoria de los nodos temporales,
y como consecuencia, generando el cuadruple de nodos temporales. De todas formas, la naturaleza de
refinacién temporal uniforme se mantiene en los 3 esquemas, lo que es consecuencia del comportamiento

suave de variable temporal.
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(o]
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101 Il Il Il Il Il 1074 Il Il Il Il Il
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 . 0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los tamafnios de pasos de tiempo
en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de  alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos

estabilizacién. esquemas de estabilizacién.

Figura 6.34: Comparacién del comportamiento espacio temporal adaptativo entre los distintos esquemas de

estabilizacion.
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Con respecto al error obtenido en cada esquema (cuadro 6.15), CIP es quien alcanza el mayor error
lo que se ve reflejado en la diferencia puntual presentada en la figura 6.35c, mientras que ES es el

esquema con menor error.

Esquema  [lu — unrllwoon v —unrllyo00
SUPG  1,28347368 x 1072 1,64730468 x 104
ES 9,59336206 x 1073 9,20325956 x 10~°
CIP 1,33348057 x 1072 1,77817042 x 1074

Cuadro 6.15: Valor del error obtenido segin esquema de estabilizacion.

1 14 0.034
0.9— 0.9--
0.8 0.8 0.023
. o Z0.011
0.6 0.6
Y 0.5- Y 0.5- 5

0.4 0.4
0.3 0.3 0.011
2= P
. o 0.023
0.1-— 0.1-—

% o052 04 06 08 I % 02 04 06 o8 I 0.034

X X
(a) SUPG. (b) ES.

Figura 6.35: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos
esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 17,61931. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c) es valida para (a) y (b).
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6.2.3. Caso ¢ =0,01

Para este caso, los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en el cuadro 6.16
de manera tal que la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 11256,57341, mientras que la condicién

inicial se presenta en la Figura 6.36.

TOL% TOL%T TOLZD tol%T tolzD an Bn Y Qe Be Ve
1076 11256,4 107! 1 125x10% 1 1 1 1 1 1

Cuadro 6.16: Tolerancias y parametros.

0,90

0,68

0,45

Figura 6.36: Condicién inicial bajo la tolerancia establecida, 2586 elementos y 1444 DoF's.

Para este y el siguiente valor del pardmetro de perturbacion es clara la aparicién de las capas limites
cercanas a los conjuntos previamente nombrados. A continuacién se presentan los resultados obtenidos

bajo los distintos esquemas de estabilizacion utilizados.
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6.2.3.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

0,0,1) = 1,08705067 x 10~3. El cuadro

6.17 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n t" 1, DoFs (1) (n})? (n})?

1 001 001 1472 0021873 0,065109 6,2129 x 10~
20,02 001 1475 0 0,0069342  6,3384 x 1077
30,03 001 1478 0 0,004201  6,4664 x 10~
4 004 001 1481 0 0,0033981 6,597 x 1077
5 0,05 001 1481 0 0,0028075  6,7303 x 10~°
6 0,06 001 1481 0 0,0025378  6,8663 x 10~°
70,07 0,01 1481 0 0,0023744 7,005 x 1077
8 0,08 001 1481 0 0,0022785  7,1465 x 1077
9 0,09 001 1481 0 0,0022252  7,2909 x 10~
10 01 001 1481 0 0,0021977  7,4381 x 10~°

Cuadro 6.17: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

La figura 6.37 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la refinacién adap-

tativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7} y a continuacion, la

figura 6.38 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.38a

presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras que la

figura 6.38b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinaciéon temporal.
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Figura 6.37: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢!

0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):

Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.
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-1

10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ 10 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘
X X X X x X X x X
X% x % x X % % %%
N A A R S S S T ST
&‘D x x x X x x x x x x
Q oS o G
Q x x x x x x X x X x
X x x x x x x x x x
Jor ko x x x x ,
X X X X X X X X X X =
S T T T T S T S T S S 107 ]
101 Il Il Il Il Il 1074 Il Il Il Il Il
0 0.02 004 . 0.06 0.08 0.1 0 0.02 004 . 0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.38: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.3.2. ES

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 1,06054920 % 10~3. El cuadro
6.18 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

no ot T DoFs (1) (n})? (np)?
1 0,005 0005 1471 0,004411  0,022208  7,7273 x 106
2 00l 0005 1476 0 0,0021232 7,805 x 1076
4002 0005 1477 0 0,00025124  7,9626 x 10~
6 003 0,005 1477 0 0,00010012  8,1235 x 106
8 004 0,005 1477 0 0,0001044  8,2876 x 10~
10 005 0005 1477 0 0,00011615 8,455 x 10~
12 006 0005 1477 0 0,00012687  8,6258 x 10~6

0

0

0

0

14 0,07 0,005 1477 0,00013592  8,8001 x 10~°
16 0,08 0,005 1477 0,00014365  8,9778 x 107°
18 0,08875 0,00375 1477 6,8601 x 107> 3,8592 x 10~
20 0,1 0,005625 1477 0,00021613 1,3296 x 107°

Cuadro 6.18: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacién

temporal.

A continuacién, la figura 6.39 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la
refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7;. La
figura 6.40 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.40a
presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacién espacial mientras que la

figura 6.40b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinaciéon temporal.
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t' = 0,005
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0.6 0.6 0.6 04
04 04 04 03
02
02| 02| 02| 01
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 500 1000 1500
DoF's
(a) (b) (c) (d)
t8 = 0,04
DoFs=139 DoFs=600 DoFs=1477 Convergencia
1 1 1§
2
0.6 0.6 0.6
15
04 04 04
1
02| 02| 02 05
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 500 1000 1500
DoF's
(e) (f) (2) (h)
t'4 = 0,07
DoFs=139 DoFs=604 DoFs=1477 Convergencia
1 1 1§
2
0.6 0.6 0.6
15
0.4 0.4 04
1
02 02 02 05
% 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 500 1000 1500
DoF's
(1) §) (k) M
20 =0,1
DoFs=219 DoFs=1035 DoFs=1477 Convergencia
1 1 1 0.35
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Figura 6.39: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t! = 0,005. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t® = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t'* = 0,07. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo 2 = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7} en los

tiempos t!' = 0,005, t® = 0,04, t'* = 0,07 y t2° = 0,1, respectivamente.
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Figura 6.40: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntmero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.3.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

6.19 presenta el mismo detalle de los casos anteriores.

0,0,1)

= 1,01459363 x 10~3. El cuadro

n t" 71, DoFs  (n})? (n})? (n)?

1 001 001 1637 0 0,027004  6,2129 x 1075
2 0,02 001 1642 0,0093528 0,0028046 6,3384 x 10
3003 001 1643 0 0,0012797  6,4664 x 1075
4004 001 1645 0 0,0012203 6,597 x 1075
5 005 001 1645 0 0,0011737  6,7303 x 10~
6 006 001 1645 0 0,0012113  6,8663 x 1075
70,07 001 1645 0 0,0012451 7,005 x 1075
8 008 001 1645 0 0,0012752  7,1465 x 10~
9 009 001 1645 0 0,0013033  7,2909 x 10~
10 01 001 1645 0 0,0013307  7,4381 x 1075

Cuadro 6.19: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

A continuacién, la figura 6.41 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la

refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7;. La

figura 6.42 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.42a

presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacién espacial mientras que la

figura 6.42b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacién temporal.
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th =0,01
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Figura 6.41: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢!

0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):

Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.
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Figura 6.42: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.3.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

En este caso, la figuras 6.37, 6.39 y 6.41 muestran claramente la concentracién de la refinacién en
las capas limites. De la misma forma, la figura 6.43a muestra que para los tres esquemas la cantidad
de refinaciones espaciales en cada nodo es en promedio de 17 refinaciones con maximo de 1481, 1477 y
1645 DoF's para los esquemas SUPG, ES y CIP, respectivamente. Por otro lado, la figura 6.43b muestra
que los esquemas SUPG y CIP generan un paso de tiempo uniforme igual a 7,, = 0,1 mientras que el
esquema ES también genera un comportamiento uniforme con la mayoria de los pasos de tiempo iguales

a 1, = 0,005 y como consecuencia, el doble de nodos temporales en comparacién con los otros esquemas.

10 10
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O CIP O CIP
O 0 O ¢ 0 ¢ 0 0 0 0 0 0 o0 0 0 0 o0 8
 o8efefofofofofofode s °
10k © g © o o o o o o o Qo i 10°Fo0ov 0060060060006 0060000° 0
o g o o o o o o o o o °
o 8 o o o o o o o o & o o o
n o % < 0 % < o 3 0O 0O0OO0OO0OOOO OO OO OO O OTOTDO®OOoDO
LT"O o & o g o808 o8 o8 o8 o o® o B s o
A o 8 o 080808 o08Bo0o8Bo8o £ o B IS
o
cecBoicicBcicEcioded
0 080808080808 08030@0 6| 107 |
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101 L L L L L 1074 L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04  0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los tamafnios de pasos de tiempo
en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de  alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos

estabilizacién. esquemas de estabilizacién.

Figura 6.43: Comparacién del comportamiento espacio temporal adaptativo entre los distintos esquemas de

estabilizacion.

A través de la figura 6.44 podemos ver como en el tiempo final los esquemas SUPG y ES aproximan
de buena manera fuera de las capas limites, mientras que en ellas, SUPG sobrestima mientras que ES y
CIP subestiman. Si bien, graficamente CIP pareciera presentar una mejor aproximacion de la solucién

en las capas limites, la aproximacion en el resto del dominio no es tan buena como en los otros esquemas.
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Bsquema  [lu — unr wioon 1w — unellZo01)
SUPG  3,29704515 x 1072 1,08705067 x 103
ES 3,25660744 x 1072 1,06054920 x 1073
CIP 3,18526865 x 1072 1,01459363 x 1073

Cuadro 6.20: Valor del error obtenido segin esquema de estabilizacion.

i
(==}

(b) ES.

Figura 6.44: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos
esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 106,097. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c¢) es valida para (a) y (b).
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6.2.4. Caso € = 0,001

Para este caso, los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en el cuadro 6.21
de manera tal que la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 998262, mientras que la condicién

inicial se presenta en la figura 6.45.

TOL% TOL%T TOL% tol%T tolzD an B v Qe Be e
5x 1076 998261 5x1072 15 2,78x10™% 107' 1 107! 1 107! 1

Cuadro 6.21: Tolerancias y parametros.

1,0

0,75

BRARRRRAER]

=0,50

Tt

0,25

0,0

Figura 6.45: Condicién inicial bajo la tolerancia establecida, 5576 elementos y 3226 DoF's.

Bajo este valor del parametro de perturbacion es dénde mas claramente se ve la presencia de capas
limites cercanas a los conjuntos previamente nombrados. A continuaciéon se presentan los resultados

obtenidos bajo los distintos esquemas de estabilizacion utilizados.
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6.2.4.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

0,0,1)

= 4,86967843 x 10~3. El cuadro

6.22 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n t" 1, DoFs (1) (n})? (np)?

1 001 001 3165 38791 58149  0,00058158
20,02 001 3164 015686 0,1593  0,00059333
30,03 001 4787 0043291 11,9788  0,00060532
4 0,04 001 4790 0 0,064803  0,00061755
5 0,05 001 4791 0 0,040035  0,00063002
6 0,06 001 4791 0 0,03574  0,00064275
70,07 0,01 4791 0 0,033849  0,00065573
8 0,08 001 4791 0 0,032708  0,00066898
9 0,09 001 4791 0 0,031976  0,00068249
10 01 001 6199 035936  4,3088  0,00069628

Cuadro 6.22: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

La figura 6.46 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la refinacién adap-

tativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7. A continuacién la

figura 6.47 presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacién. Luego, la figura 6.48

presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.48a presenta

para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacién espacial mientras que la figura

6.48b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinacién temporal.
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Figura 6.46: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢!

0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):

Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.
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1 =0,01

1,2 1,2
0,87 0,87
=0,58 =0,58

0,29 0,29

0,0 0,0

(b)
t'0 =01

1,2
0,93
.62 20,61

0,31

0,0

(c) (d)

Figura 6.47: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,01. (b): Refinacién espacial final realizada en

t! = 0,01. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t'° = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en t'° = 0,1.



182 6.2. Ejemplo 2: Capa Limite

-1

10 10
104, 4 ]_()727 x x x x x x x x x x
«
S I N T S B R
@ L T T -
Q 10 : x x X x X X X X X = 10 ¢
X oxxx o x ok xx %k
X X X x x x x x x x
X X X x x x x x x x
x x x X X X X X X X
0 ¢ ¢ § ¢ % & % % ¥ f 10}
101 L L L L L 1075 L L L L L
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 004 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.48: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.4.2. ES

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 3,61807620 % 10~3. El cuadro
6.23 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n t" 7,  DoFs (n2)? (n})? (nh)?

1 0,005 0,005 3162 2,1726 4,3916  8,3392 x 107
2 001 0005 3886 0 0,87506 8,423 x 1075
3002 001 3959 0,39429 0,83741  0,00059333
4 003 001 6653 1,0441 45016  0,00060532
5 0035 0005 8048  0,003301 0,51546  8,8548 x 1075
6 004 0005 9003 000022914  0,25016  8,9438 x 1075
70,045 0,005 11798  0,01629 1,0273  9,0337 x 1075
8 005 0005 12214 00098217  0,23447  9,1245 x 1075
9 0055 0005 12277 0017805  0,022265 9,2162 x 10~
10 0,06 0,005 12835  0,0035708  0,13785  9,3088 x 10~7
11 0,065 0,005 13290  0,036521 0,17504  9,4024 x 1077
120,07 0,005 13349 0 0,0088624  9,4969 x 1075
13 0,075 0,005 13600 0,0205 0,081001  9,5923 x 107
14 008 0,005 17339  0,010414 0,45468 90,6888 x 1077
15 0,085 0,005 17678 2,9816 x 107> 0,035143  9,7861 x 10~°
16 0,09 0,005 17730 4,078 x 105 0,0054196 9,8845 x 10~7
170,005 0,005 17757 2,8549 x 105 0,0030271 9,9838 x 10~7

18 0,1 0,006 17780 0,0017008 0,0034104  8,7471 x 107

Cuadro 6.23: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacién

temporal.

A continuacién, la figura 6.49 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la
refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial ;. A

continuacion la figura 6.50 presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacién.
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t' = 0,005
DoFs=801 DoFs=2279 DoFs=3162 Convergencia
1 14
08 08 08 12
1
0.6 0.6 0.6 08
04 04 04 08
04
02| 02| 02| 02
% 0.2 0.4 0.6 0.8 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 §o0 1000 1500 g‘i‘)}%% 2500 3000 3500
(a) (b) (c) (d)
t6 = 0,04
DoFs=786 DoFs=5291 DoFs=9003 Convergencia
1 2.
06 06 06 15
0.4 0.4 0.4 1
0.2 0.2 0.2 05
o =
% 02 0.4 06 08 % 02 0.4 06 08 1 % 02 0.4 06 08 1 0 2000 400?)015900 8000 10000
(e) (f) (g) (h)
t12 = 0,07
DoFs=804 DoFs=5773 DoFs=13349 Convergencia
1
06 06 06 3
0.4] 0.4] 0.4] 2
0.2 0.2 0.2 1
% 0.2 0.4 06 0.8 % 0.2 0.4 06 0.8 1 % 0.2 0.4 06 0.8 1 % 5000 10000 15000
DoF's
(i) () (k) M)
" =0,1
DoFs=1080 DoFs=8551 DoFs=17780 Convergencia
1
2
06 06 0.6
15
0.4 0.4 0.4
1
02 02 02| 05|
% 0.2 0.4 06 0.8 % 0.2 0.4 06 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 05 1 15 2
DoFs x10°
(m) (n) () (0)

Figura 6.49: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t! = 0,005. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo % = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t'? = 0,07. (m), (n), (ii):

Refinacién espacial realizada en el tiempo ' = 0,1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7 en los

tiempos t!' = 0,005, t® = 0,04, t'2 = 0,07 y ¢'® = 0,1, respectivamente.
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1,1 1,1
E0,79 _'_(),79
%0,53 %0’53
7—0,26 ;0,26
0,0 0,0
(a) (b)

1,1 1,1
70,79 7;0,79
20,53 20,53
r0,26 r0,26

0,0 0,0

(c)

(d)

Figura 6.50: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,005. (b): Refinacién espacial final realizada
en t! = 0,005. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t'® = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en

t'® =0,1.
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Finalmente, la figura 6.51 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos
graficas; la figura 6.51a presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinacion
espacial mientras que la figura 6.51b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada

refinacién temporal.

10° 107
x
104’ xx§;§§§55§§§§§g’ 10727><>< x X X X X X X X X X X X X X X 4
¥ox xoxoxoxox XX XXX x x XX x % X x X X % x x X x X
% H ¥ XX X ko oxox X X x X X X X
2] § g X X X X X X X X X X X X X X X X
3 X X X X x X X X x x X X X x X X X X
R R 2107
=t SIS S A 107 1
x X x X X X X X o x x x X X X X X X X
X X X X X X X x x x X X X X X X X X
X x x X X X XX ox o ox X X X X X X X X
x % x X X X X X X X X x X X X X X x
x X x X X X X x x x x X X X X X X X
2 x X x X X X X X X X x X X x X X X X 4
USRS EEEEEEEEEEEE N . 10 ¢ ]
101 L L L L L 10_5 L L L L L
0 0.02 0.04 . 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04 . 0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Numero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.51: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.4.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(

6.24 presenta el mismo detalle de los casos anteriores.

0,0,1)

= 3,70486268 x 10~3. El cuadro

n t" 71, DoFs (n?)? (n7)? (nh)?

1 001 001 3482 0,05906 0,88504  0,00058158
2 002 001 5316 0 4,3231  0,00059333
3003 001 5491 0,42562 1,3614  0,00060532
4004 001 6174  0,025333 2,0477  0,00061755
5 005 001 6196 0 0,028438  0,00063002
6 006 001 6335 0019204  0,19037  0,00064275
70,07 001 7736 1,7086 2,1769  0,00065573
8 008 001 7781 7,9869 x 105 0,028728 0,00066898
9 009 001 8985  0,013082 1,3446  0,00068249
10 01 001 9062 0,4391 0,45854  0,00069628

Cuadro 6.24: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de tiempo y oscilacion

temporal.

A continuacidn, la figura 6.52 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver

la refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7;'.

Luego la figura 6.53 presenta una vista tridimensional de dichos resultados de refinacién. Finalmente, la

figura 6.54 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de dos graficas; la figura 6.54a

presenta para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada refinaciéon espacial mientras que la

figura 6.54b presenta para cada tiempo los pasos de tiempo obtenidos en cada refinaciéon temporal.
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— 0,01
DoFs=228 DoFs=1346 DoFs=3482 Convergencia
1 1
08 0 0
1]
06 06 06
04 0.4 04
05
02 02 02
0.2 0.4 06 0.8 1 % 0.2 0.4 06 0.8 1 % 0.2 0.4 06 0.8 §o0 1000 1500 g‘i‘)}%% 2500 3000 3500
(a) (b) (c) (d)
— 0,04
DoFs=230 DoFs=2230 DoFs:6174 Convergencia
1 S5
08 0. :EE
< 15
06 06
1]
04 04
05
02 02
0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 2000 4000 6000 8000
DoF's
(e) (f) (2) (h)
= 0,07
DoFs=234 DoFs=2271 DoFs 5951 Convergencia
1
03| 03| 2
06 06 15
04 04 1
02 02 05
0.2 0.4 0.6 08 1 % 0.2 0.4 0.6 0.8 1 % 2000 4;00? 6000 8000
(1) §) (k) M
t'0 =01
DoFs=234 DoFs=2108 DoFs=6139 Convergencia
1
35
08 08 08K 5
056 056 056 25
2
04 04 04 15
1
02 0.2 02
05
% 02 0.4 06 0.8 1 % 02 0.4 06 0.8 1 % 02 0.4 06 0.8 2000 4000 Yo 46300 8000 10000
(m) (n) (1) (0)

Figura 6.52: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢! = 0,01. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo t* = 0,04. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo ¢t” = 0,07. (m), (n), (ii):

Refinacion espacial realizada en el tiempo

th

0,1. (d), (h), (1), (0): Desempeno del

tiempos t!' = 0,01, t* = 0,04, t” = 0,07 y t'© = 0,1, respectivamente.

estimador espacial 1}’ en los
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1 =0,01

0,95 0,95
0,72 0,72
Z0,48 20,48
0,24 0,24
0,0 0,0
(b)
t0 =01
1,1 1,1
0,80 0,80
=0,53 0,53
0,27 0,27
0,0 0,0
(c) (d)

Figura 6.53: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,01. (b): Refinacién espacial final realizada en

t! = 0,01. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t'° = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en t'° = 0,1.
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-1

10 ; ‘ ‘ ; ‘ 10 ; ‘ ‘ ; ;
]_047 B % X X 1 ]_()727 x x x x x x x x x x 1
x ¥ % x 4
s ¥ F 5 & % 3 i %
¥ X X x x x x x x x
= ooxooxx xR
x x X x x
S10F o« o e F10° ]
x x x x x x X x X X
x x x X x x x x X X
X x X x x X x x x x
L T T T
w0r 8 £ ¥ ¥ £ % &% & % & A 10 ¢ 1
101 Il Il Il Il Il 1075 Il Il Il Il Il
0 0.02 004 006 0.08 0.1 0 0.02 004 006 0.08 0.1
Tiempo Tiempo
(a) Ntmero de grados de libertad DoFs. (b) Tamano del paso de tiempo 7.

Figura 6.54: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) el ntimero de
grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (b) el valor del paso de tiempo utilizado en cada

refinacién temporal.
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6.2.4.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

En este caso, las capas limites hacen necesario una gran cantidad de refinaciones espaciales, como
puede ser visto a través de las figuras 6.46, 6.49 y 6.52 junto con las figuras 6.47, 6.50 y 6.53. De la
misma forma, la figura 6.55a muestra que para los tres esquemas la cantidad de refinaciones espaciales
en cada nodo difiere en gran manera, aunque un comportamiento comun es el hecho de que a medida
que el tiempo avanza, la cantidad de nodos espaciales aumenta. Por otro lado, la figura 6.55b muestra
que los esquemas SUPG y CIP generan un paso de tiempo uniforme igual a 7, = 0,1 mientras que el
esquema ES también genera un comportamiento uniforme con la mayoria de los pasos de tiempo iguales
a 7, = 0,005 y como consecuencia, cerca del doble de nodos temporales en comparacién con los otros

esquemas, muy similar a los casos anteriores.

10° 10"
o SUPG o SUPG
o ES o ES
3 CIP o CIP
O B B B
4 o B 35 -2
10+ o ssgéggceo 1 10 °F o © 4 ¢ 000000 DO00DO0®OY 0O E
4 8 o o °§°°§° o o 00 0O0DOOOOOGO OGO OO O
8 e 8 e 6 & o 8
Eg o o ) o o ) o
N o 8 o o o o o o
S0l 8 g AL EEER R R R £ 107
Q1070§ S 8 o 5 5 o o o & 1 <10 E
o @ 5} © o 6 06 o8 o © o0 6 0 & oo
o € 0 6 o6 060 6o @ o @ o0 @ o g
88 § 83868385888 88238
8 2898823823823838$8 Y
0% § S§c6c8cBoecBagy 107 ]
101 L L L L L 1075 L L L L L
0 0.02 0.04 0.06 0.08 0.1 0 0.02 0.04  0.06 0.08 0.1
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los tamafios de pasos de tiempo
en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de  alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos

estabilizacién. esquemas de estabilizacién.

Figura 6.55: Comparacién del comportamiento espacio temporal adaptativo entre los distintos esquemas de

estabilizacion.

A través de la figura 6.56 podemos ver como en el tiempo final los tres esquemas aproximan de
buena manera fuera de las capas limites, mientras que en ellas, SUPG sobrestima mientras que ES y

CIP subestiman, con CIP mostrando un mejor resultado.
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Bsquema  [lu — unr wioon 1w — unellZo01)
SUPG  6,97830812 x 1072  4,86967843 x 1073
ES 6,01504464 x 1072  3,61807620 x 1073
CIP 6,08675831 x 1072  3,70486268 x 103

Cuadro 6.25: Valor del error obtenido segin esquema de estabilizacion.

1- 0.16
0.9-
0.8k 0.11
0.7 =0.05
0.6- =
Y 0.5 =0.00
0.4 E
0.3.45 -0.05
0.2 011
i 0.1--%
‘ i e L : -0.16
1 % 02 o4 06 08 1 % 05 04 06 08 1
X X
(b) ES. (c) CIP.

Figura 6.56: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos

esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 999,13062. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c¢) es valida para (a) y (b).

De esta manera podemos concluir que el algoritmo TAFEM, tiene un buen comportamiento frente
a problemas espacio temporales singularmente perturbados, logrando aproximar de buena manera las
capas limites de la solucién. Cabe resaltar que esto es consecuencia de la integracién de esquemas de

elementos finitos estabilizados con el andlisis a posterior realizado.
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6.3. Ejemplo 3: Pulso Errante

El presente ejemplo busca ilustrar las caracteristicas adaptativas espacio temporales del algoritmo
a través de la cldsica funcién utilizada en [31, 63], un pulso que viaja a través del dominio espacial a
medida que avanza el tiempo. En este caso, el dominio espacial corresponde a Q@ = (—1,1) x (—1,1)
mientras que el intervalo de tiempo es igual a (0,7") = (0,1). Con respecto a los pardmetros relacionados
al operador diferencial se tiene que e = 1, a = (1,1) y x = 1. La funcién f del lado derecho se elige de

manera tal que la solucién exacta es igual a
_ —B((z=1+0,5)*+(y—1+0,5)?)
u(z,y,t) = aft)e (6.3)
con
Oé(t) = 1 — e_'Y(t_075)2 (64)

y pardmetros 3 = 25 y v = 10%. Los valores de las tolerancias y parametros utilizados se especifican en
el cuadro 6.26 de manera tal que la tolerancia final utilizada es igual a TOL? = 248,3382016, mientras

que la malla inicial junto con la condicién inicial se presentan en la Figura 6.57.

TOL TOL3  TOLF tol3, tol3, an Bn o e Be e

1077 146,3383508 1 545764 x 1072 7,24638 x 1072 1072 1 107! 1 10> 107!

Cuadro 6.26: Tolerancias y parametros.
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w

(=]
o

(a) (b)

Figura 6.57: (a) Malla inicial que se utilizé en cada paso de tiempo formada por 256 elementos y 145 DoFs. (b)

Condicion inicial bajo la tolerancia establecida, 4112 elementos y 2081 DoF's.
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A continuacién se presentan los resultados obtenidos bajo los distintas estabilizaciones utilizadas.

6.3.1. SUPG

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%V(O’O71) = 3,42957402 x 10~!. El cuadro
6.27 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y los
estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacién temporal. A continuacién, la figura 6.58 presenta 4
tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la refinacién adaptativa realizada en cada paso

de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7.

n t" Tn DoFs  (n) (n})? (nh)°

100125 00125 1574 0,043302  0,010083 0,001795

10 0125 00125 1057 0,030161  0,019684  0,0017952
20 0,875  0,00625 683  0,0079607 0,0026558  0,00022466
30 03125 00125 814 0062333  0,01953 0,0017952
40 0,40625 0,00625 532 0,0022756  0,0026529  0,00022466
50 048437 0,003125 353  0,071021  0,002072  0,0014154
52 049062 0,003125 161  0,066347  0,014903  0,0053965
54 049687 0,003125 145 0 0,015882  0,0016121
55 0,49844 0,0015625 145 0 0,00083459  0,0010023
56 05 00015625 145 0 0,00011399  0,0016324
58 0,50312 0,0015625 145 0 0,00070856  0,0017008
60 0,50781 0,003125 145 0 0,017811  0,0027165
70 059844  0,0125 807  0,057763  0,019695  0,0017952
80 0,67344 0,00625 533  0,0075326  0,0026073  0,00022466
90 0,78594 00125 813  0,035198  0,019973  0,0017952
100 0,89219  0,00625 532 0,0098425 0,0030566  0,00022466
110 097344 00125 811  0,06284  0,019185  0,0017951
113 1 0,0015625 3399 0 0,0008076  3,5111 x 1076

Cuadro 6.27: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilacién temporal.



195 6.3. Ejemplo 3: Pulso Errante
t! =0,0125
. DoFs=201 DoFs=539 DoFs=1574 . Convergencia
o1
Y 0 = 0 1 = 0 1 % 500 SgoF - 1500 2000
(a) (b) (c) (d)
39 =04
) DoFs=161 DoF's=262 DoF's=522 . Convergencia
e o i o 1 e o 1 oo 200 300 400 500 600
oF's
(e) (f) () (h)
8 = 0,71094
. DoFs=163 DoF's=366 DoFs=868 e Convergencia
E o e o 1 e o 1 % 200 AooDOFs;)o 800 1000
(1) )] (k) )
t113 -1
. DoFs=185 DoF's=517 ) DoFs=3309 . Convergencia
i ) e o 1 e o 1 % 1000 50(())01: ) 3000 4000
(m) (n) (1) (0)

Figura 6.58: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t* = 0,0125. (e), (f), (g): Refinacién espacial

realizada en el tiempo 3% = 0,4. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo 3% = 0,71094. (m), (n),

(1): Refinacién espacial realizada en el tiempo t''3 = 1. (d), (h), (1), (0): Desemperio del estimador espacial 7}’

en los tiempos t' = 0,0125, t39 = 0,4, t3 = 0,71094 y t''3 = 1, respectivamente.
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La siguiente figura muestra una vista tridimensional de los resultados de adaptatividad espacial en

el tiempo inicial y final.

t1 = 0,0125

(a) (b)

t113 =1

(©) (d)

Figura 6.59: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t!' = 0,0125. (b): Refinacién espacial final realizada
en t! = 0,0125. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t''3 = 0,1. (d): Refinacién espacial final realizada en

13 = 1.

Finalmente, la figura 6.60 ilustra el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de cuatro
graficas. En las figuras 6.60c y 6.60d es posible notar que cercano al tiempo ¢t = 0,5 ocurre la disminucion
del paso de tiempo, lo que se debe a que la funcién «(t) cambia exponencialmente de 1 a 0 y luego de 0
a 1, mientras que lejos de t = 0,5, se cumple que a ~ 1, moviéndose la solucién a una velocidad y forma
constante. Dicho comportamiento también puede ser apreciado a través de las figuras 6.60a y 6.60Db,
donde es claro que la cantidad de refinaciones es relativamente constante lejos de ¢ = 0,5, mientras que

cercano a dicho tiempo no se realizan refinaciones debido a que la funcién es igual a cero.
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(a) Numero de grados de libertad DoF's.

(b) Nimero de grados de libertad DoFs, comporta-

miento en ¢t = 0,5.
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(c¢) Tamano del paso de tiempo 7. (d) Tamano del paso de tiempo 7, comportamiento

ent=0,5.

Figura 6.60: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) y (b) el nimero
de grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (¢) y (d) el valor del paso de tiempo utilizado en

cada refinacién temporal.
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6.3.2. ES

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 2,55841331 % 107!, El cuadro

6.28 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n ¢ 7. DoFs  (n}) (n})? (np)?

1 00125 00125 1572 0076325  0,010194  0,00044874
10 01 000625 361 00043849 0,0025761 56165 x 1075
20 0,1625 000625 361  0,0018092  0,0023828 5,6165 x 10~°
30 0,24375 00125 544 006926  0,019024  0,00044879
40 034375  0,00625 363  0,0044004  0,0026891 5,6165 x 1077
60 048125 00125 833 0012962  0,021997  0,00092556
62 0,49062 0,003125 161  0,081748  0,018005  0,0013491
64 05 000625 145 0 0,053894 0,01052
65 050312 0,003125 145 0 0,0018082  0,0036616
66 0,50625 0,003125 171 0 0,013136 0,00165
68 05125 0,003125 264 0 0,015429  0,0003338
70 053125 00125 544 0 0,024865  0,00075815
80 06125 0,00625 361 0 0,0023825  5,6165 x 1077
90 0,675 000625 376  0,00048946 0,0026501 5,6165 x 10~°
100 076875 00125 542 0,022327  0,019185  0,00044879
110 085625 0,00625 359  0,00051632 0,0024443 56165 x 1075
120 091875 0,00625 368  0,00064194 0,0026035 56164 x 1075
130 1 0009375 1802 0,0017627  0,011851  0,00018944

Cuadro 6.28: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilacién temporal.

A continuacién, la figura 6.61 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la

refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7.
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6.3.

Ejemplo 3: Pulso Errante
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Figura 6.61: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t* = 0,0125. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t19 = 0.4. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t** = 0,7. (m), (n), (7):
Refinacién espacial realizada en el tiempo '3 = 1. (d), (h), (1), (0): Desempeifio del estimador espacial 5}’ en los

tiempos t!' = 0,0125, t* = 0,4, t°* = 0,7 y t'3° = 1, respectivamente.
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La figura 6.62 muestra una vista tridimensional de los resultados de adaptatividad espacial en el

tiempo inicial y final.

t1 =0,0125

(a) (b)

t113 =1

o N
= e
P e
i e P ————

0 e e
e =

—

(©) (d)

Figura 6.62: (a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,0125. (b): Refinacién espacial final realizada

en t! = 0,0125. (c): Refinacién espacial inicial realizada en t'3° = 1. (d): Refinacién espacial final realizada en

$130 = 1.

Finalmente, la figura 6.63 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de cuatro
graficas; las figura 6.63a y 6.63b presentan para cada tiempo los grados de libertad obtenidos en cada
refinacién espacial mientras que las figuras 6.63c y 6.63d presentan para cada tiempo los pasos de tiempo
obtenidos en cada refinaciéon temporal. Se puede apreciar el mismo efecto explicado para el esquema

SUPG.
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(c¢) Tamano del paso de tiempo 7.

(d) Tamano del paso de tiempo 7, comportamiento

ent=0,5.

Figura 6.63: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) y (b) el nimero
de grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (¢) y (d) el valor del paso de tiempo utilizado en

cada refinacién temporal.



202 6.3. Ejemplo 3: Pulso Errante

6.3.3. CIP

A través de este esquema se obtiene un error igual a ||u—uhT||%W(0 0.1) = 2,52754066 X 107!, El cuadro
6.29 presenta en detalle los pasos de tiempo, el grado de libertad méaximo obtenido en cada tiempo, y

los estimadores de desrefinamiento, tiempo y oscilacion temporal.

n " T DoFs  (n)? (n})? (np)?

1 000625 0,00625 1033  0,10017  0,0019325 5,6158 x 10~
10 0,06875 0,00625 354  0,013955  0,0022364 5,6164 x 10
20 0,13125 0,00625 345  0,0033681 0,0022355 5,6165 x 1075
30 0,19375 0,00625 354  0,0067097 0,0021804 5,6165 x 10~
40 02875 00125 536 0014019  0,01878  0,00044879
50 0,35  0,00625 357  0,0011445 0,0022051 5,6165 x 1075
60 04125 0,00625 355  0,0013998  0,002286 5,6165 x 10~
70 0475  0,00625 862  0,0016652 0,0024043 5,7641 x 1075
74 049375 0,003125 145  0,027854  0,023992  0,00057234

) 0,5 0,00625 145 0 0,048674 0,01052
76 0,50312 0,003125 145 0 0,0018554 0,0036616
80  0,51875  0,00625 356 0 0,028392 0,0022608

90 0,6 0,00625 357 0,0011337  0,002216  5,6165 x 10~°
100 0,6625  0,00625 355 0 0,0022701  5,6165 x 107°
110 0,725 0,00625 355  0,00074436 0,0021494 5,6165 x 10~°
120 0,81875  0,00625 354 0,0016893  0,0022775 5,6165 x 107°
130 0,88125  0,00625 345 0,001184  0,0022353 5,6165 x 10~°
140 0,94375  0,00625 354 0,0014084  0,0021762 5,6164 x 107°
148 1 0,00625 2796 0 0,0052029 5,6158 x 107°

Cuadro 6.29: Detalle de tiempos, pasos de tiempos, grados de libertad y estimadores de desrefinamiento, tiempo

y oscilaciéon temporal.

A continuacién, la figura 6.64 presenta 4 tiempos especificos a través de los cuales se puede ver la

refinacién adaptativa realizada en cada paso de tiempo y el desempeno del estimador espacial 7.
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t=0.00625
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Figura 6.64: (a), (b), (c): Refinacién espacial realizada en el tiempo t* = 0,00625. (e), (f), (g): Refinacién espacial
realizada en el tiempo t°® = 0,4. (i), (j), (k): Refinacién espacial realizada en el tiempo t1° = 0,7. (m), (n), (f):
Refinacién espacial realizada en el tiempo t'4® = 1. (d), (h), (1), (0): Desempefio del estimador espacial 7' en los

tiempos t! = 0,00625, t°% = 0,4, t'9 = 0,71094 y t'48 = 1, respectivamente.
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La figura 6.65 muestra una vista tridimensional de los resultados de adaptatividad espacial en el

tiempo inicial y final.

t1 =0,0125

(a) (b)

t148 =1

—

e
—< =

== S —

(©) (d)

Figura 6.65: ((a): Refinacién espacial inicial realizada en t! = 0,0125. (b): Refinacién espacial final realizada

en t1 = 0,0125. (c): Refinacién espacial inicial realizada en #**® = 1. (d): Refinacién espacial final realizada en

$48 = 1.

Finalmente, la figura 6.66 presenta el comportamiento adaptativo del algoritmo a través de cuatro
graficas que al igual que en los casos anteriores ilustran las refinaciones espaciales y temporales realizadas

en cada paso de tiempo.
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(c¢) Tamano del paso de tiempo 7. (d) Tamano del paso de tiempo 7, comportamiento

ent=0,5.

Figura 6.66: Comportamiento adaptativo del algoritmo TAFEM representado a través de (a) y (b) el nimero
de grados de libertad obtenido en cada refinacién espacial y, (¢) y (d) el valor del paso de tiempo utilizado en

cada refinacién temporal.
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6.3.4. Comparacion entre esquemas de estabilizacion

En primer lugar, 6.67 presenta la comparacion entre la cantidad de refinaciones espaciales realizadas
por cada esquema en cada paso de tiempo. Como fue comentado anteriormente, cercano al tiempo ¢t = 0,5
es posible vislumbrar como en cada esquema se generan una vecindad de pasos temporales donde no
se realiza refinacién espacial debido al cambio exponencial de 1 a 0 (y posteriormente de 0 a 1) de la
solucién (ver figura 6.67b); dado que en dicho instante la solucién es igual a cero en todo el dominio, es
innecesario la refinacién de éste, comportamiento que es detectado exitosamente por el algoritmo. De la
misma manera, el cambio exponencial en la funcién de a 1 a 0 y viceversa, hace necesario la disminucion
en el paso de tiempo de manera tal de poder aproximar de mejor forma la solucién, comportamiento
que es logrado por todos los esquemas como puede ser visto en 6.68. Para tiempos lejos de t = 0,5,
los esquemas se comportan de manera similar, en término de las refinaciones espaciales y temporales
realizadas; es posible notar que el esquema SUPG necesita un mayor nimero de refinaciones espaciales
para alcanzar los valores de tolerancia establecidos, a diferencia de los esquemas ES y CIP, y aun asi,

SUPG sigue siendo el esquema que presenta mayor error, como puede apreciarse en el cuadro 6.30.
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o SUPG o SUPG
e} ES o ES
o CIP o CIP
[m]
9
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8
n b o 0
o 9 o
% 103%5}3 [al} % 103, 4
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E@] ]
oS e R e S vy unm st R s mwa ORI R 0 9 & g o o o 8 o
2 9 o © o go 0 o o o © D
5 © 6 o 908 Wooo 8 9 o 9 o
o & © 4 Qoo Oodo 00 o 9 o O o
o
§ 8 8 8§ 88880mmomaondi®B 2 § 8 §E
102 L L L L L 102 L
0 0.2 04 0.6 0.8 1 0.45 .05 0.55
Tiempo Tiempo

(a) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados (b) Comparacién entre los grados de libertad alcanzados
en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de en cada iteracién temporal entre los distintos esquemas de

estabilizacién. estabilizacién, zoom.

Figura 6.67: Comparacién del comportamiento espacial adaptativo entre los distintos esquemas de estabilizacion.
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(a) Comparacién entre los tamafios de pasos de tiempo (b) Comparacién entre los tamanos de pasos de tiempo al-

alcanzados en cada iteracién temporal entre los distintos canzados en cada iteraciéon temporal entre los distintos es-

esquemas de estabilizacién. quemas de estabilizacion, zoom.

Figura 6.68: Comparacion del comportamiento temporal adaptativo entre los distintos esquemas de estabiliza-

ciém.

Esquema llu — uhTHW(O,O,l) llu — uhr“%}y(o,o@

SUPG  5,85625651 x 10~1  3,42057402 x 10~

ES 5,05807603 x 10~!  2,55841331 x 107!
CIP 5,02746523 x 10~1  2,52754066 x 107!

Cuadro 6.30: Valor del error obtenido segin esquema de estabilizacion.

Finalmente, la figura 6.69 nos muestra como en el tiempo final, los tres esquemas son capaces de
detectar y seguir el pulso errante pero la aproximacion de este es sobre y sub estimada. Para entender

mejor este efecto, la figura 6.70 muestra en color la solucién real del problema en el tiempo final y en

negro la soluciéon aproximada en dicho tiempo.
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Figura 6.69: Diferencia puntual entre la solucién real y la solucién discreta en el tiempo final segin los distintos

esquemas estabilizados bajo una tolerancia TOL = 15,75875. La barra referente a los valores de cada figura

presentada en (c) es valida para (a) y (b).
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Figura 6.70: Comparacién entre la solucion real y la solucién discreta segtn los distintos esquemas estabilizados.
La solucién real aparece en colores mientras que la solucion discreta en color negro. La barra referente a los valores

de cada figura presentada en (c) es vdlida para (a) y (b).



Capitulo 7

Conclusiones y trabajos futuros

En el presente trabajo se desarrollé un anélisis a posteriori completamente computable para el pro-
blema de difusién-conveccion-reaccion no estacionario, obteniendo cotas de error superiores e inferiores
en las normas L?(0,T; HE(Q)) y W(0,T), bajo la integracién de esquemas de elementos finitos estabili-
zados con un esquema de FEuler implicito. De esta manera, los estimadores obtenidos dan origen a cotas
superiores completamente computables, lo que permite la definicién de una tolerancia que puede ser
usada como criterio de parada en algoritmos de refinamiento espacio temporal adaptativos.

El analisis realizado usa como fundamento la separacion de la ecuacién del error en tres términos
residuales, uno referente a la variable espacial, otro referente a la variable temporal y un tercer término
referente a la data temporal del problema, para posteriormente, en funcién de dichos residuos obtener
los estimadores de error completamente computables. Para la obtencion del estimador de error espacial
se hace uso de la teoria desarrollada para el caso estacionario. Esto permitié la realizacién de un
resumen de los resultados existentes a la fecha en esta materia y a la vez, extenderlos al caso en
que el parametro de reaccién k es igual a cero. En dichos resultados la construccién del estimador
completamente computable se realiza en base al planteamiento y resolucién de un conjunto de problemas
locales tipo Neumann puestos sobre cada elemento de la malla junto con la aplicaciéon de la técnica de
los flujos equilibrados, necesarios para asegurar la resolucion de dichos problemas locales. Con respecto
al estimador de error temporal, este se obtiene de manera natural en base a la definiciéon del residuo
temporal mientras que la obtencién del estimador de oscilaciéon temporal se hace a través del uso de
la formulacion variacional del problema y la forma diferencial de la desigualdad de Gronwall. De esta
manera es posible obtener, para ambas normas, una cota superior completamente computable. Con

respecto a la cota inferior, para su obtencién se hizo uso de los argumentos cldsicos de las funciones

209
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burbujas, considerando funciones burbujas espacio temporales. Si bien dichos resultados no son robustos,
para el caso en que el parametro de reaccién k es igual a cero y bajo la suposiciones clasicas de los
resultados existentes de robustez, fue posible demostrar que la cota puede ser robusta aunque solo
bajo una norma equivalente a la del espacio W(0,7T"). Los resultados obtenidos a través del andlisis a
posteriori realizado permitieron implementar un algoritmo espacio temporal adaptativo, denominado
TAFEM, que hace uso de la técnica de equidistribucién del error. Dicho algoritmo es capaz de resolver
el problema dado un conjunto de parametros de tolerancia, una malla espacial inicial y un paso de
tiempo inicial. De esta manera se pudieron implementar tres ejemplos que ilustraron el desempeno
de los estimadores en distintos escenarios. Para el primer ejemplo, se seleccioné una funcién solucion
que presenta un comportamiento suave espacial y temporalmente, ilustrando el buen comportamiento
de TAFEM en un escenario de baja exigencia. En el segundo, se seleccioné una funcién solucién que
presenta un comportamiento de capa limite al disminuir el valor del pardmetro de difusién e, lo que
permitié ilustrar el buen funcionar de los esquemas de estabilizaciéon en problemas espacios temporales.
Finalmente, en el tercer ejemplo se seleccioné una funcién soluciéon con comportamiento de pulso viajero,
permitiendo mostrar de manera simultdnea el buen comportamiento de la adaptatividad espacial y
temporal.

Finalmente, a modo de resumen, el analisis realizado permitié mejorar y extender algunos de los
resultados existentes en el area del andlisis a posteriori para el problema de difusién-conveccién-reaccién
no estacionario, con la determinacion de estimadores completamente computables en dos de las normas
mas usuales al estudiar dicho problema, integrando ademas dichos resultados con uno de los algoritmos
mas actuales en el area de adaptatividad espacio temporal.

Con respecto a trabajos futuros, nos gustaria considerar los siguientes tépicos:

= Incorporar condiciones de borde del tipo Dirichlet no homogéneas y condiciones de tipo Neumann
al andlisis de error a posteriori con el fin de obtener un resultado similar en un marco de trabajo

mas general;

= Buscar métodos alternativos a los argumentos burbuja para la obtencién de las cotas inferiores
con el fin de obtener constantes sin dependencia simultdnea del largo de la malla y el paso de

tiempo;
= Desarrollar un detallado estudio de convergencia del método adaptativo desarrollado;

= Extender los resultados computacionales al caso tridimensional.
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