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RESUMEN EJECUTIVO

El estudio de la morfología de partículas de hollín generadas por la quema de combustibles fósiles es de

vital importancia para el control de su generación tanto de forma deseada (por ejemplo para la fabricación de

materiales como: neumáticos, tintas, coberturas, etc), como no deseada (por ejemplo partículas en suspensión

en grandes urbes que tienen efectos nocivos en la salud de las personas). La aglomeración de nanopartículas

lleva a la formación de agregados, los cuales poseen una morfología difícil de describir de forma precisa

mediante el uso de Geometría Euclidiana. El uso de Geometría Fractal permitió una mejora considerable

en la descripción matemática de la morfología de agregados de nanopartículas. Esto se ha logrado gracias

a la aplicación de la técnica de muestreo termoforético seguida del uso de un microscopio de transmisión

electrónica (TEM) para la obtención de imágenes digitales para la observación y análisis de estas partículas.

Estudios experimentales de agregados de hollín han reportado la existencia de diversas características morfo-

lógicas distintivas de este tipo de partículas, tales como: dispersión de tamaños y overlapping de partículas

primarias, dispersión de tamaño de agregados y número de monómeros.

Mediante el uso de agregados fractales generados numéricamente el presente estudio investigó el efecto

de la dispersión de los tamaños de partículas primarias y el overlapping existente entre ellas en la morfología

de dichos agregados. Esto se llevó a cabo mediante la obtención de los parámetros fractales (dimensión fractal

y pre-factor) que parametrizan la geometría de estos agregados, la obtención de la función de auto-correlación

de densidad, la función de distribución del número de coordinación, el cálculo del coeficiente de anisotropía,

el cálculo del largo máximo y el radio de giro de estos agregados. Además se desarrolló un análisis teórico

del efecto de la dispersión de tamaños de monómeros y su overlapping sobre la masa y área de los agregados.

La masa y el área de los agregados se incrementa de forma monótona con el nivel de dispersión del

tamaño de los monómeros. El tipo de distribución de tamaños de partículas primarias (normal o lognormal)

limita el nivel de dispersión máximo que pueden explicar y por lo tanto su impacto en la morfología del agre-

gado. La función de distribución del número de coordinación resultó ser afectada de forma considerable en su

forma por el nivel de dispersión de tamaños de partículas primarias consistentes de distribución lognormal,

también el coeficiente de anisotropía presentó una disminución al aumentar el grado de dispersión, mientras

que el radio de giro y el largo máximo no presentaron grandes variaciones. Para el caso de monómeros con

dispersión de tamaños normal no se encontraron grandes efectos en la morfología de los agregados para

el rango de dispersión analizado. Por su parte la adición de overlapping de partículas primarias llevó a la

obtención de agregados con morfologías altamente anisotrópicas y con un tamaño de agregado levemente

mayor.
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Por otro lado, dado el hecho de que estudios experimentales basados en el análisis de imágenes TEM’s

usualmente no toman en cuenta la dispersión de tamaños de partículas primarias ni su grado de overlapping,

para cada condición estudiada se han obtenido imágenes TEM’s generadas numéricamente las cuales han

sido analizadas mediante el uso de dos métodos de alto impacto en las comunidades científicas de estudio de

la combustión y de la ciencia de aerosoles. Se encontró que el método de Tian et al. 2006 lleva a mejores

resultados en cuanto a la obtención del número de partículas primarias de un agregado, la dimensión fractal

y el pre-factor comparado con el método de Brasil et al. 1999. En términos generales se encontró que el

nivel de dispersión de tamaños de partículas primarias y su nivel de overlapping disminuyen levemente la

dimensión fractal obtenida, mientras que incrementan de forma considerable el valor del pre-factor fractal.

Variaciones menores al 10 % en el ratio del largo máximo proyectado y el radio de giro del agregado fueron

encontradas.

Palabras Claves. Tamaños de monómeros dispersos; overlapping; agregados fractales; TEM; análisis de

imagen.
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ABSTRACT

The agglomeration of nanoparticles lead to the formation of aggregates, which morphology is poorly

described by using Euclidean geometry. Fractal geometry in the other hand allows a quantitatively description

of the morphology of such aggregates. The experimental application of this geometry is carried out based

on the thermophoretic sampling technique with the subsequent transmission electron microscopy (TEM)

generation of digital images. These studies have reported several morphological charasteristics of these

aggregates including: polydisperse sizes and overlapping of primary particles, polydispersity in aggregates

size and number of primary particles.

The aggregates mass and area was found to increase monotonically with primary particles polydispersity,

which was demonstrated analytically for aggregates consisting of a large number of primary particles. The

kind of primary particle size distribution studied (normal or lognormal) limit the maximum polydispersity

level they can describe and therefore its effect on aggregates morphology. The shape of the coordination

number distribution function was found to be very sensible to the polydispersity level of monomers with

lognormal PPSD, the anisotropy coefficient declined steadily when increasing monomers polydispersity,

meanwhile the radius of gyration did not change considerably. For monomers size distribution normal, no

considerable effects on morphology were found for the range of polydispersity analyzed. In the other hand

large anisotropy coefficients were found when adding overlapping to primary particles.

Experimental studies of soot morphology based on analysis of TEM images usually neglect the potential

effects of primary particle polydispersity and overlapping. In this study, fractal aggregates of different sizes

consisting of polydisperse and overlapping primary particles were numerically generated using a fractal

dimension and prefactor relevant to soot. A total of 3600 two-dimensional projections for each condition

studied was produced and analyzed using two TEM image analysis methods commonly used in the combustion

and aerosol communities to evaluate the effects of primary particle polydispersity and overlapping on the

recovered morphological parameters of soot. The method of Tian et al. 2006 performs better in recovering the

number of primary particles in an aggregate, the fractal dimension and prefactor than the method of Brasil

et al. 1999. The effects of primary particle polydispersity and overlapping are found to decrease slightly

the derived fractal dimension and to increase the derived prefactor. Overall, the recovered fractal dimension

displays a weak dependence on primary particle polydispersity and overlapping.

Keywords: Polydisperse monomers; overlapping; fractal aggregates; TEM; image analysis.
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CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

1 | Introducción

Con sistema coloidal se hace referencia a un conjunto de partículas sólidas con tamaños del orden

de nano o micrómetro dispersas en un medio continuo, tal como: agua. Si el medio continuo es un gas

(comúnmente aire) entonces se habla de forma más específica de un sistema de aerosol. Las personas están en

constante interacción con sistemas coloidales, ya sea a través de fenómenos naturales como: la formación de

neblina o la emanación de material volcánico, ó la interacción con productos creados por el hombre, tales

como: pinturas, cremas, pasta dental, detergentes, pesticidas, desodorantes en spray, mantequilla, mayonesa,

o espumas contra incendio [8]. La aglomeración de partículas coloidales lleva a la formación de agregados

conocidos por su morfología irregular y ramificada. Gracias al avance científico en la comprensión de los

sistemas coloidales, hoy en día el proceso de aglomeración o agregación puede ser inducido de forma

artificial, por ejemplo: en el contexto del tratamiento de agua, la adición de coagulantes (ejemplo: el sulfato

de aluminio, aluminato de sodio, entre otros), seguido de un proceso de agitación de la masa coagulada

llevan a la floculación o agregación de dichas partículas. Dichos agregados (o flocs) generados pueden ser

posteriormente eliminados del agua mediante sedimentación [9], permitiendo así obtener un producto libre

de partículas en suspensión. Por otro lado, en el contexto de una llama correspondiente a la combustión de un

hidrocarburo. Dependiendo del tipo de hidrocarburo, de las condiciones físico/químicas de su combustión

tales como: la abundancia de oxígeno, la mezcla combustible y oxidante previo y durante la ignición, entre

otros pueden llevar a la formación de partículas de hollín, las cuales al cabo de un tiempo de residencia muy

breve (del orden de unos pocos milisegundos) al interior de una llama llevan a la formación de agregados [10].

Como lo muestra la Figura 1.1 la bibliografía para el estudio de la morfología de partículas de hollín se

encuentra situada fundamentalmente en la interfaz entre la ciencia de aerosoles y la ciencia de la combustión.

Dos puntos de vista con objetivos radicalmente diferentes conforman la motivación científica para el

estudio de la formación de hollín al interior de una llama. Por un lado, se reconoce al hollín como un producto

no deseado de la combustión debido a sus efectos adversos sobre la salud de las personas, principalmente

asociados al sistema respiratorio [11, 12]. Su efecto adverso sobre el medio ambiente debido a su capacidad de

absorción de radiación solar y su influencia en procesos naturales como la formación de nubes, derretimiento

de nieve y congelamiento en ciertas localizaciones dentro del globo terrestre [13, 14]. Ante esta situación
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Chile no es indiferentes. De acuerdo al informe del Ministerio de Medio Ambiente, al año 2011 más de 4000

personas mueren prematuramente al año por enfermedades cardiopulmonares asociadas a la alta exposición a

PM2.5 (material particulado con tamaño hasta 2.5 µm), del cual el hollín es un contribuyente fundamental [15].

Por ejemplo, de acuerdo a Troncoso et al. [16], en Santiago de Chile -donde se concentra aproximadamente un

tercio de la población del país- durante los años 2000 y 2008 se registraron 50 pre emergencias y 180 alertas

ambientales 1, lo cual evidencia el problema existente. El otro punto de vista radicalmente opuesto valora la

producción de hollín o negro de carbono para la fabricación de materiales, tales como: neumáticos, caucho

industrial, materiales plásticos, componentes de descarga electrostática, coberturas de alto rendimiento y

tintas de impresión [17, 18]. Además de los puntos de vista previamente descritos, la formación de hollín

al interior de una llama ha sido destacado como un fenómeno fundamental en su transferencia de calor por

radiación y por lo tanto de una importancia esencial en la eficiencia de la combustión y en fenómenos como

la propagación de incendios [19, 20, 21]. La importancia del hollín en la propagación de incendios es de

especial relevancia en Chile al ser aún un problema severo no resuelto, por ejemplo: el gran incendio de

Valparaíso del año 2014 que en 5 días dejó un saldo de 15 personas muertas, más de 500 dañadas, destruyó

2900 hogares y quemó más de 1000 ha, esto de acuerdo a la información brindada por Rezka y Fuentes [22],

además en Enero del presente año 2017, Chile sufrió un mega-incendio que quemó aproximadamente 586 mil

hectáreas. Finalmente, la deposición de hollín en motores, hornos y turbinas ha generado especial atención en

la literatura debido a los problemas colaterales asociados a esta [23, 24].

Para todos los procesos de combustión previamente mencionados es fundamental comprender la

morfología de las partículas de hollín, sin embargo esto puede ser un desafío, debido a lo siguiente: los

tamaños de estas partículas (aproximadamente entre 1 y 500 nm), las altas temperaturas a las que se encuentran

al interior de una llama (aproximadamente sobre los 1600 K), su alta variabilidad de tamaños y lo complejo

de su morfología misma.

En el caso de los agregados de hollín, el uso de la técnica de muestreo termoforético, la obtención de

imágenes TEM’s y el subsecuente uso de la geometría fractal para su descripción morfológica han ayudado

de manera considerable a superar en gran medida las dificultades mencionadas [25]. Dicha técnica fue intro-

ducida el año 1987 por Dobbins y Megaridis [26] y sigue siendo hasta el día de hoy una de las más confiables

y versátiles para el estudio de la morfología de agregados de partículas, incluyendo no obstante de manera no

limitada, partículas de hollín al interior de una llama [1, 14, 27, 28, 29, 30, 31]. Sin embargo aun aplicando

esta técnica resulta difícil realizar una descripción detallada de la morfología de dichos agregados de hollín,

los cuales típicamente constan de partículas primarias no exactamente esféricas con tamaños dispersos, con

cierto grado de overlapping, y aun más los agregados tienen un tamaño y un número de partículas primarias

que es también disperso [32, 27, 33, 34].

1Para concentración esperada de PM10 entre 195 y 239 µg/m3N se decreta “alerta ambiental”, entre 240 y 329 µg/m3N se decreta
“pre emergencia” y sobre 329 µg/m3N“emergencia ambiental”.
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CIENCIA DE 

AEROSOLES

CIENCIA DE LA 

COMBUSTIÓN

MORFOLOGÍA

DE PARTÍCULAS 

DE HOLLÍN

Figura 1.1: Localización bibliográfica del estudio de la morfología de partículas de hollín.

Dentro de los parámetros morfológicos principales de agregados de hollín se encuentra: el tamaño de

partículas principales, el tamaño de los agregados y el número de monómeros. Gran parte de los estudios

encontrados en la literatura han obtenido el tamaño de partículas principales mediante cálculo manual, lo cual

ha contribuido en gran medida a la mala fama de la técnica del análisis de imágenes TEM’s como método

altamente demandante de horas hombre. Sin embargo a partir del año 2012 numerosos métodos y algoritmos

fundamentados en el procesamiento computacional de imágenes han surgido llevando a un nivel de conoci-

miento más amplio en cuanto al tamaño y distribución de partículas primarias [35, 36]. La determinación

del tamaño de agregados es compleja debido a la forma irregular que estos tienen, el radio de giro ha sido

ampliamente utilizado, no obstante dada su naturaleza tri-dimensional no ha estado exento de complicaciones

en su estimación a partir del análisis de imágenes TEM’s (inherentemente bi-dimensionales) llevando al uso de

correlaciones numéricas o empíricas para su determinación [27]. El cálculo del número de partículas primarias

adolece del mismo problema, existiendo dos grandes clases de métodos para su determinación, los cuales en el

contexto del presente estudio serán llamados: (1) método de Brasil et al. [37] y (2) el método de Tian et al. [38].

El objetivo de esta investigación es estudiar cuantitativamente los efectos morfológicos de la disper-

sión y overlapping de partículas primarias en la morfología de agregados fractales. Además, se pretende

estudiar la robustez de los métodos de Tian et al. y Brasil et al. frente a distintos grados de dispersión y

overlapping de monómeros, así como la influencia de estos fenómenos en la determinación de los parámetros

fractales que describen la morfología de estos agregados. También se evalúa el efecto de la dispersión de

partículas primarias en la estimación del radio de giro de los agregados a partir del largo máximo proyectado.

Para lograr este objetivo se realizará una simulación numérica de agregados fractales mediante el uso de un

algoritmo de agregación partícula-clúster. Se estudiaron agregados consistentes de números de partículas
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primarias 100, 200, 300, 400 y 500, cuyos tamaños constan de distribución lognormal ó normal con niveles

de dispersión hasta σg = 3 y σp/rp = 30 % respectivamente y niveles de overlapping de partículas primarias

hasta Cov = 25 %.

El presente trabajo ha sido organizado como se explica a continuación. El Capítulo 2 presenta el

“Marco Teórico”, el Capítulo 3 presenta una revisión del “Estado del Arte” donde se hace una revisión

bibliográfica de los estudios experimentales de la morfología del hollín con especial énfasis en la obtención

de parámetros fractales asociados al análisis de agregados, también se hace una revisión bibliográfica de

los estudios numéricos asociados a la dispersión de tamaños de partículas primarias, su overlapping y con

especial énfasis en sus efectos en la estructura fractal de agregados. El Capítulo 4 describe la “Metodología”

empleada para la obtención de imágenes TEM’s numéricas y su posterior análisis. Con el objetivo de potenciar

los resultados obtenidos en el presente estudio, en el Capítulo 5 se presenta un “Análisis Teórico” de la

dispersión de tamaños y el overlapping de partículas primarias de agregados de hollín sobre dos propiedades

morfológicas fundamentales para el estudio de agregados de nanopartículas: el área superficial y la masa total

de los agregados. El Capítulo 6 presenta los “Resultados”. Finalmente el Capítulo 7 presenta un “Análisis de

Sensibilidad” de la morfología de agregados obtenidos mediante el algoritmo PCA respecto a la dimensión

fractal, el pre-factor, el número de monómeros y el tamaño de PP, además de un análisis de sensibilidad de la

resolución del mallado de agregados con overlapping de partículas primarias.
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2 | Marco Teórico

2.1. Agregados y aglomerados de nanopartículas

Aglomeración es un término genérico que describe cualquier proceso que lleve a la formación de

clústers de partículas primarias (PP) llamados aglomerados. Cuando dichas PP comienzan a coalescer o

sinterizar, estos aglomerados se transforman en agregados. Las PP de aglomerados se mantienen unidas

debido a fuerzas físicas, tales como, Van der Waals, capilaridad, electrostáticas, entre otras, mientras que en

el caso de agregados las PP se mantienen unidas por fuerzas químicas o de sinterización, tales como enlaces

metálicos, iónicos y covalentes [39]. Debido a la finalidad del presente estudio se hablará indistintamente de

agregados y aglomerados.

En el ámbito de suspensión de sólidos, la agregación puede ser inducida mediante la adhesión de

electrolitos o polímeros (llevando a procesos de coagulación y floculación respectivamente), proceso que es

afectado por campos externos (ejemplo: gravitacional) y el régimen del flujo presente [40]. Por su parte, en el

caso de la combustión de hidrocarburos, tales como metano, etileno, butano, propano, etc. en equipos reales,

tales como hornos industriales, turbinas de gas, motores de combustión interna, entre otros. La abundancia

local de oxígeno generalmente no permite que exista una combustión ideal, lo cual lleva a la formación de

partículas de hollín que posteriormente experimentan procesos de agregación. Este tema será cubierto con

mayor detalle en la sección 3.1.

Algunas propiedades importantes a destacar de estos agregados son, (1) agregados tienen áreas

considerablemente grandes en comparación a partículas compactas, esto implica que tienen mayor capacidad

de absorción, son mejores catalizadores y se disuelven más rápido, (2) los agregados son porosos, es decir

requieren relativamente poca masa para ocupar gran espacio [40].
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2.2. Estructura de agregados de nanopartículas

2.2.1. Concepto de fractalidad

El concepto fractal, introducido por Benoit Mandelbrot en 1975 [41] ha sido ampliamente utilizado

para la descripción de geometrías encontradas en la naturaleza y que no pueden ser descritas con precisión en

base a Geometría Euclidiana, tales como montañas, nubes, bordes costeros, ríos, etc. Así como también ha

sido utilizado en temas de gran interés científico, como por ejemplo la caracterización de macromoléculas,

gels, turbulencia, superficies rugosas, etc. Una propiedad fundamental de las geometrías consideradas fractales

es la autosimilitud, lo cual implica que su estructura permanece constante cuando es analizada a diferentes

escalas [2]. La Figura 2.1(a) presenta un ejemplo de geometría que presenta la propiedad de autosimilitud de

forma exacta, mientras que la Figura 2.1(b) presenta una geometría más aleatoria, la cual es considerada una

geometría con autosimilitud estadística. Dicha figura corresponde a un agregado de nanopartículas que en

estricto rigor debiese ser llamado agregado cuasi-fractal, sin embargo en el contexto del presente estudio se

hará referencia a este tipo de estructuras como agregads fractales.

(a) Autosimilitud exacta

(b) Autosimilitud estadística

Figura 2.1: Ilustraciones de estructuras autosimilares. Fuente: R. Jullien 1987 [2].

La implicancia matemática asociada a la propiedad de autosimilitud está asociada a qué todas las

propiedades geométricas d eun agregado fractal escalan de acuerdo a una ley de potencia, tal como en el caso

6 Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias



2.2. ESTRUCTURA DE AGREGADOS DE NANOPARTÍCULAS CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO

particular de la masa de un agregado como lo muestra la siguiente ecuación,

ma ∝ rD f , (2.1)

donde ma y r corresponden a la masa y a un radio que describe el tamaño del agregado, mientras

que D f es definida como su dimensión fractal o dimensión de Hausdorff [42]. Para el caso particular de

una esfera, su masa ma se incrementa con su tamaño r con una dimensión fractal D f = d = 3, donde d es

la dimensión Euclidiana del espacio, mientras que para un agregado en que todas sus partículas primarias

forman una cadena que crece únicamente en un eje coordenado posee D f = 1. En términos generales la

dimensión fractal de un agregado puede ser entendida como una medida que indica qué tan compacta es su

estructura, y cuyo valor va entre D f = 1 y la dimensión del espacio Euclidiano D f = d = 3.

2.2.2. Descripción morfológica de agregados fractales de nanopartículas

El primer estudio experimental al cual se le atribuye la aplicación de conceptos de geometría fractal

para la descripción de la morfología de agregados de nanopartículas fue realizado por Forrest y Witten en

el año 1979 [43]. Esta investigación sentó la base teórica para el estudio de la morfología de agregados de

nanopartículas.

2.2.2.1. Estructura de agregados fractales

Si se calcula el ratio entre el volumen de un agregado fractal de tamaño caracterizado por un radio r

contenido por una esfera de radio r, entonces se obtiene,

rD f

R3 ≡ r−(3−D f ), (2.2)

este ratio corresponde a la densidad de masa dentro de dicha esfera. Como se mencionó en la

sección 2.2.1, los agregados de nanopartículas encontrados en la naturaleza sólo pueden ser descritos en base

a la geometría fractal solamente en términos estadísticos. Dicho ello, sea C(r) una función de auto-correlación

de densidad -cuyo objetivo es obtener la distribución espacial de la masa de un agregado fractal- representada

por la siguiente ecuación,

C(r) = 〈〈ρ(ri)ρ(ri + r)〉〉, (2.3)

donde, los símbolos 〈〈. . . 〉〉 representan el doble promedio sobre todas las orientaciones y todos los
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orígenes (ri). Donde ρ es una “densidad” definida para un sistema de N partículas como:

ρ(r) =

N∑
j=1

δ(r − r j), (2.4)

donde la función delta de Dirac toma un valor δ(r − r j) = 1 cuando r = r j y 0 en otro caso.

Considerando que de acuerdo a la ecuación (2.4) se cumple ρ(ri) =
∑N

j=1 δ(ri − r j) = 1, por otro lado se tiene

ρ(ri + r) =
∑N

j=1 δ(ri + r − r j) =
∑N

j=1 δ(r − ri j). Considerando un diferencial de volumen esférico δV de

espesor ∆r, tal que, δV = 4
3π(r + ∆r)3 − 4

3πr3 ≈ 4πr2(∆r). Cuya aproximación es válida cuando ∆r → 0. El

promedio sobre todas las orientaciones se obtiene al dividir el resultado obtenido a partir de la ecuación (2.3)

por el volumen de dicho diferencial de volumen esférico,

C(r) =
1

2πr2(∆r)N

N∑
i=1

N∑
j>i

δ(r − ri j). (2.5)

para el caso de agregados fractales esta función de auto-correlación de densidad tiene la siguiente

forma,

C(r) = AcrD f−3, (2.6)

donde Ac es una constante real, mientras que D f es la dimensión fractal de dicho agregado. Notar

que lo planteado en esta ecuación es muy similar al análisis de la ecuación (2.2). Sin embargo, los agregados

fractales tienen un tamaño finito, la forma completa de C(r) es más complicada que la planteada en la

ecuación (2.6). Considerando la auto-similitud estadística de agregados fractales se obtiene,

C(r) = Ãc

(
r

Rg

)D f−3

fc

(
r

Rg

)
, (2.7)

donde fc es llamada cutoff function que toma en cuenta el decaimiento en la curva C(r) dado que

el tamaño de los agregados es finito, mientras que Ãc es una constante de normalización. Finalmente en la

práctica, C(r) es calculada en base a la siguiente ecuación,

C(r) =
n(r)

4πr2(∆r)N
, (2.8)

donde n(r) corresponde al número de pares de partículas principales cuya distancia entre centros se
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encuentra en el intervalo [r, r + ∆r]. Además, C(r) verifica la siguiente ecuación,

∫ ∞

0
C(r)4πr2dr =

N − 1
2

. (2.9)

2.2.2.2. Cálculo de dimensión fractal y pre-factor

Para los fines del presente estudio se considera un agregado consistente de PP esféricas con tamaños

dispersos cuya masa y radio promedio son mp y rp. Normalizando la ecuación (2.1) se obtiene [44],

ma

mp
= k f

(
Rg

rp

)D f

, (2.10)

donde D f es su dimensión fractal previamente introducida, k f es llamado el pre-factor fractal y Rg

es el radio de giro asociado al tamaño del agregado. Dicho radio de giro es escogido como el parámetro

morfológico que dimensiona el tamaño del agregado tomando en cuenta la distribución espacial de su masa

respecto a su centro de masa. Si se considera a Ia como el momento de inercia del agregado, su radio de giro

es calculado en base a la siguiente ecuación,

Ia = maR2
g, (2.11)

Para un agregado formado de N PP de radio ri y masa mi agregadas con un punto en contacto (sin

overlapping de PP), su radio de giro viene dado por la siguiente ecuación,

R2
g =

Ia

ma
=

1
ma

N∑
i=1

miR2
i , (2.12)

donde Ri es la distancia desde el centro del monómero i al centro de masa del agregado. Si se considera

una densidad másica ρ = 1, entonces mi = (4/3)πr3
i , mp = (4/3)πrg

3, y ma =
∑N

i=1 mi. El cálculo del radio

de giro para agregados con overlapping de partículas primarias será explicado en el capítulo 4. Para el

caso particular de agregados consistentes de PP con dispersión nula, la ecuación (2.10) lleva a ma/mp = N.

Finalmente, la dimensión fractal y el pre-factor pueden ser determinados realizando un ajuste por mínimos

cuadrados luego de aplicar logaritmo a ambos lados de la ecuación (2.10).

2.2.2.3. Anisotropía de agregados fractales

¿Midiendo la dimensión fractal y el pre-factor se logra describir completamente la morfología de un

agregado?, la respuesta a esta pregunta dada por R. Jullien [44] y posteriormente estudiada en mayor detalle
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por Sorensen et al. [45] es: NO, esto debido a que los parámetros fractales no logran describir la forma de un

agregado, es decir su anisotropía geométrica [46]. Sea T el tensor del momento de inercia de un agregado

fractal dado por la siguiente ecuación,

T =
1

ma

N∑
i=1

mi


y2

i + z2
i −xiyi −xizi

−xiyi x2
i + z2

i −yizi

−xizi −yizi x2
i + y2

i

 , (2.13)

donde (xi, yi, zi) corresponden a las coordenadas de cada monómero de masa mi, ma representa la

masa total del agregado ma =
∑N

i=1 mi. Los valores propios de la matriz T corresponden a los cuadrados de los

radios principales R1 ≥ R2 ≥ R3 cumplen: R2
g = 1

2

(
R2

1 + R2
2 + R2

3

)
[47]. Se define la anisotropía del agregado

como,

A13 =
R2

1

R2
3

, (2.14)

2.2.2.4. Función de distribución del número de coordinación

La función de distribución del número de coordinación describe el número de uniones o enlaces

entre partículas primarias encontradas en un agregado [48]. Por ejemplo un agregado compuesto de tres

monómeros en un punto en contacto y ordenados en una línea posee dos contactos individuales (asociado a

los monómeros de los extremos) y un contacto doble (asociado al monómero central). Esta función posee

especial importancia para la caracterización morfológica de agregados fractales debido a que indica su grado

de rigidez.

2.3. Mecanismos y modelos de agregación de nanopartículas

La agregación es el resultado de un proceso de colisión y posterior adherencia de partículas primarias.

La mayor causa de dichas colisiones es atribuida al movimiento Browniano experimentado por cualquier

partícula que forme parte de un sistema coloidal. Un sistema coloidal consiste de partículas cuya longitud

característica se encuentra en una escala entre nano y micrómetro, dispersas en un medio continuo, por ejemplo

agua o aire. Además, el movimiento relativo entre partículas puede ser causado por flujo viscoso laminar,

turbulencia o sedimentación de partículas [40]. Otro factor importante en la agregación de nanopartículas es

su concentración: a mayor concentración, mayor frecuencia de colisiones entre partículas primarias.
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2.3.1. Régimen molecular

Un parámetro ampliamente utilizado para la caracterización de los distintos regímenes moleculares

de partículas coloidales y por lo tanto de agregación de partículas coloidales es el número de Knudsen (Kn)

definido como el ratio entre el camino libre medio y radio promedio de partículas principales. Para valores

Kn � 1 se define el régimen molecular continuo, en el cual la fuerza de arrastre sobre una partícula primaria

esférica viene dado por la ecuación de Stokes,

fS t = 6πµrp, (2.15)

donde µ corresponde a la viscosidad dinámica del fluido. Dicho agregado experimenta un movimiento

de difusión cuya velocidad es dada por el coeficiente de difusión: D = kBT/ fS t, esta ecuación es conocida

como coeficiente Einstein-Stoke, debido a que fue obtenida por Albert Einstein el año 1903 [49], donde T

corresponde a la temperatura del medio y kB es la constante de Boltzmann.

Por otro lado cuando Kn � 1 se define el régimen libre molecular, en este caso la fuerza de arrastre

es dada por la ecuación de Epstein.

fEp = (8/3σ)(2πkBT/mm)1/2(1 + απ/8)r2
p, (2.16)

donde ρ corresponde a la densidad másica del medio, mm es la masa molecular de las partículas, α

es un coeficiente de acomodación de momentum (0 < α < 1). Finalmente es necesario mencionar que la

concentración de partículas primarias determinará si estas experimentan un movimiento de difusión (régimen

molecular continuo) o balístico (régimen libre molecular).

2.3.2. Mecanismos clásicos

El primer modelo numérico para simular el fenómeno de agregación limitada por difusión (DLA)

fue desarrollado por Witten y Sander en 1981 [50], en el cual partículas primarias experimentaban una

caminata aleatoria y en donde se supone que al primer contacto con otra partícula se produce agregación

irreversible. Posteriormente en 1983 Meakin [51] y Kolb et al. [52] extendieron este modelo al caso de

agregación clúster-clúster limitada por difusión (DLCA), en el cual no solo se permite la agregación de

partículas primarias sino también la agregación entre clústeres.

Tanto los mecanismos DLA como DLCA suponen un movimiento de monómeros y agregados en un

régimen molecular continuo. Fue así como en el año 1983 Bensimon et al. [53] y en 1984 Ball y Jullien [54]

desarrollaron los modelos de agregación balística partícula-clúster (BPCA) y agregación balística clúster-
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clúster (BCCA) respectivamente, en los cuales las partículas o clústeres experimentan un movimiento balístico

y son agregados de forma irreversible al primer contacto.

(a) DLA (b) BPCA (c) RLA

(d) DLCA (e) BCCA (f) RLCA

Figura 2.2: Ejemplos de distintos mecanismos de agregación partícula-clúster y clúster-clúster. Fuente: [3].

Una importante restricción asociada a los mecanismos de agregación balística y limitadas por difusión

es suponer que cada contacto entre partículas lleva a una agregación irreversible. Esta restricción fue relajada

por Jullien y Kolb en 1984 [55] a través de la introducción de una probabilidad de agregación, este modelo

es conocido como agregación clúster-clúster limitada por reacción (RLCA). Mayor información asociada

a los mecanismos de agregación previamente mencionados puede ser encontrada en la referencia [56]. La

Figura 2.2 presenta seis ejemplos de agregados por tres mecanismos de agregación partícula-clúster (DLA,

BPCA y RLA) y tres clúster-clúster (DLCA, BCCA y RLCA). La Figura 2.2(a) corresponde a un agregado

formado por DLA con dimensión fractal D f = 2.50, Figura 2.2(b) formado por BPCA con D f = 3.00 y

Figura 2.2(c) formado por RLA con D f = 3.00. La Figura 2.2(d) corresponde a un agregado formado por

DLCA con dimensión fractal D f = 1.78, Figura 2.2(e) formado por BCCA con D f = 1.89 y Figura 2.2(f)

formado por RLCA con D f = 1.99.

2.3.3. Algoritmos con parámetros pre definidos

Debido al alto costo computacional y el requerimiento de grandes bases de datos para la obtención

de resultados estadísticamente significativos, paulatinamente la comunidad científica comenzó a utilizar

algoritmos con parámetros pre-definidos (tunable algorithms) tales como los algoritmos de agregación

partícula-clúster (PCA) y clúster-clúster (CCA) desarrollados por Filippov et al. [57]. Estos algoritmos,
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inicialmente limitados al caso de partículas primarias con dispersión de tamaños nula han sido recien-

temente actualizados con el objetivo de estudiar agregados consistentes de monómeros dispersos y/ó en

overlapping. Estos algoritmos que constan de una dimensión fractal D f y pre-factor k f pre definidos, pueden

entregar resultados tan realistas como los mecanismos clásicos vistos en la sección precedente en tiempos

considerablemente menores y con gran precisión [4].108 K. Skorupski et al. / Physica A 404 (2014) 106–117

Fig. 1. A structure generated with the particle–cluster generation algorithm. (A) An aggregate with morphological parameters Np = 100,Df = 1.8 and
kf = 1.5. |Γ⃗ | denotes the distance from the aggregate center C to the center of the new particleM . The gray disks represent the particles that can intersect
withM . (B) α is the angle that defines the position of the new particle, β denotes the rotation of Γ⃗ around |CB|.

eliminated particles is updated every 10 aggregation steps to avoid any potential inaccuracies. Note that although some
particles can be temporarily excluded from the calculations, at the end of the process they must be included in the final
structure. Next, one reference particle must be chosen at random from LA. (Fig. 1(B) shows a theoretical position of the
new particle and the reference particle. To vary the angle α see Eqs. (19a) and (19b) in Appendix A.4). The angle β , which
defines the rotation of Γ⃗ around

−→
CB, must be also chosen at random. The three side lengths of the presented triangle are

known (|CA|, |CB| and |AB| = 2rp) and are sufficient to determine the angle α by using Eq. (18). After attaching the particle
the overlap condition must be checked. It is necessary to determine whether the new particle does not intersect with any
element included in LA (the distance between the centers of the particles must be equal or greater than 2rp). During this
procedure a new list LB, which contains particles included in the list LA and positioned not further than 4rp from the center
of the reference particle, must be created. If the overlap condition is not met (i.e. at least two particles do intersect), vector
Γ⃗ must be rotated around

−→
CB what can be easily performed with the quaternion algebra (see Eqs. (20a)–(20c) and (21) in

Appendix A.5). This displacement defines a new position of the particle. The overlap condition must be checked again but
this time LB contains all particles that can intersect with the new sphere and can be used instead of LA to check the overlap
condition. After performing a specific number of rotations (e.g. 25) of Γ⃗ around

−→
CB, if particles still tend to overlap, a new

reference particle should be chosen at random form LA and the whole process repeated. The overlap level between two
particles is defined by the following equation [17]:

V = 1 −
|AB|
2rp

, (3)

where |AB| denotes the length between the centers of the intersecting spheres. When our algorithms are used, it is lower
than V < 10−8 and therefore the position error can be recognized as non-existent.When the desired number of aggregation
steps is reached, the process is stopped and all the particles, eliminated from the calculations, have to be reattached to the
final structure. Note that, if the presented algorithms are written carefully, every aggregation error (mostly caused by a
mistake in the initial conditions) can be found and processed. Infinite loops will not occur and the resulting overlap error
between particles will be negligible.

To show the efficiency of our approach a sample Java program has been developed. Calculations were performed on a
standard personal computerwith 8GBRAMandAMDAthlon II X4 640 (3.00GHz) processor.Weused theWindows 7 operat-
ing system and the HotSpot JVM. According to the averaged (5 iterations) results of the SCIMARK 2.0 benchmark our system
was capable of performing 946.31 millions of floating point operations per second for small data sets and 489.51 MFLOPS
for large data sets. In our study only one CPU core was used. The aggregation times, for different morphological parameter,
are presented in Table 1. They demonstrate that our algorithm is suitable for producing large sets of aggregates, especially
when low values of the fractal dimension Df are used.

Next, our program was compared to an alternative Java aggregation program, based on the same formula proposed by
Filippov et al. [11]. This time it uses the standard procedure—particles are randomly placed on a sphere which is defined
by the vector Γ⃗ . Next, the overlap condition is checked. If at least two spheres intersect, a new particle position is picked
at random and the process is repeated. In this approach some position errors always persist and their tolerance must be
defined a priori (in our case spheres are considered as non-overlapping if the distance between their centers is greater than
0.99 · 2rp but smaller than 1.01 · 2rp). Due to the exceeding calculation time, not every aggregate type was generated. Re-
sults, presented in Table 2, clearly show a huge difference in computer time in both approaches. Our algorithm ismuch faster

108 K. Skorupski et al. / Physica A 404 (2014) 106–117

Fig. 1. A structure generated with the particle–cluster generation algorithm. (A) An aggregate with morphological parameters Np = 100,Df = 1.8 and
kf = 1.5. |Γ⃗ | denotes the distance from the aggregate center C to the center of the new particleM . The gray disks represent the particles that can intersect
withM . (B) α is the angle that defines the position of the new particle, β denotes the rotation of Γ⃗ around |CB|.

eliminated particles is updated every 10 aggregation steps to avoid any potential inaccuracies. Note that although some
particles can be temporarily excluded from the calculations, at the end of the process they must be included in the final
structure. Next, one reference particle must be chosen at random from LA. (Fig. 1(B) shows a theoretical position of the
new particle and the reference particle. To vary the angle α see Eqs. (19a) and (19b) in Appendix A.4). The angle β , which
defines the rotation of Γ⃗ around

−→
CB, must be also chosen at random. The three side lengths of the presented triangle are

known (|CA|, |CB| and |AB| = 2rp) and are sufficient to determine the angle α by using Eq. (18). After attaching the particle
the overlap condition must be checked. It is necessary to determine whether the new particle does not intersect with any
element included in LA (the distance between the centers of the particles must be equal or greater than 2rp). During this
procedure a new list LB, which contains particles included in the list LA and positioned not further than 4rp from the center
of the reference particle, must be created. If the overlap condition is not met (i.e. at least two particles do intersect), vector
Γ⃗ must be rotated around

−→
CB what can be easily performed with the quaternion algebra (see Eqs. (20a)–(20c) and (21) in

Appendix A.5). This displacement defines a new position of the particle. The overlap condition must be checked again but
this time LB contains all particles that can intersect with the new sphere and can be used instead of LA to check the overlap
condition. After performing a specific number of rotations (e.g. 25) of Γ⃗ around

−→
CB, if particles still tend to overlap, a new

reference particle should be chosen at random form LA and the whole process repeated. The overlap level between two
particles is defined by the following equation [17]:

V = 1 −
|AB|
2rp

, (3)

where |AB| denotes the length between the centers of the intersecting spheres. When our algorithms are used, it is lower
than V < 10−8 and therefore the position error can be recognized as non-existent.When the desired number of aggregation
steps is reached, the process is stopped and all the particles, eliminated from the calculations, have to be reattached to the
final structure. Note that, if the presented algorithms are written carefully, every aggregation error (mostly caused by a
mistake in the initial conditions) can be found and processed. Infinite loops will not occur and the resulting overlap error
between particles will be negligible.

To show the efficiency of our approach a sample Java program has been developed. Calculations were performed on a
standard personal computerwith 8GBRAMandAMDAthlon II X4 640 (3.00GHz) processor.Weused theWindows 7 operat-
ing system and the HotSpot JVM. According to the averaged (5 iterations) results of the SCIMARK 2.0 benchmark our system
was capable of performing 946.31 millions of floating point operations per second for small data sets and 489.51 MFLOPS
for large data sets. In our study only one CPU core was used. The aggregation times, for different morphological parameter,
are presented in Table 1. They demonstrate that our algorithm is suitable for producing large sets of aggregates, especially
when low values of the fractal dimension Df are used.

Next, our program was compared to an alternative Java aggregation program, based on the same formula proposed by
Filippov et al. [11]. This time it uses the standard procedure—particles are randomly placed on a sphere which is defined
by the vector Γ⃗ . Next, the overlap condition is checked. If at least two spheres intersect, a new particle position is picked
at random and the process is repeated. In this approach some position errors always persist and their tolerance must be
defined a priori (in our case spheres are considered as non-overlapping if the distance between their centers is greater than
0.99 · 2rp but smaller than 1.01 · 2rp). Due to the exceeding calculation time, not every aggregate type was generated. Re-
sults, presented in Table 2, clearly show a huge difference in computer time in both approaches. Our algorithm ismuch faster

(a) Agregación (b) Adhesión

Figura 2.3: Esquema de funcionamiento del método de agregación partícula-clúster. Fuente: [4].

En particular, el algoritmo propuesto en 2014 por Skorupski et al. [4] ubica una partícula M de forma

aleatoria en una esfera de radio Γ. Dicho radio Γ es determinado en base a la siguiente ecuación (cuya

demostración detallada se encuentra en el Anexo A),

(N1 + N2)2R2
g = (N1 + N2)(N1R2

1g + N2R2
2g) + N1N2Γ2, (2.17)

donde, para el caso particular de agregación partícula-clúster, N1 = (N − 1), N2 = 1 y por lo tanto,

R2g = r2p (el radio de la nueva PP2). Esta nueva partícula de radio r2p es acoplada a otra partícula elegida

aleatoriamente desde un conjunto de candidatas del agregado creciente, correspondientes a las partículas de

color gris oscuro en la Figura 2.3(a), las demás partículas no participan de este paso de agregación. Dicho

conjunto de candidatas corresponde a todas las partículas ubicadas a una distancia de al menos Γ − 2rp

respecto al centro de masa del agregado.

Una vez elegida la partícula a la cual será agregado el nuevo monómero, se lleva a cabo un proceso de

adhesión, tal como lo muestra la Figura 2.3(b). Si la partícula A y B tienen radios r2p y r1p respectivamente,

el algoritmo chequea un criterio de overlapping para un coeficiente fijo (pre-definido) Cov definido en base

2Es sabido que el radio de giro de una esfera maciza de radio rp es Rg =
√

3/5rp, este valor es debido a la definición hecha por
Filippov et al. 2000.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 13



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.4. TÉCNICAS PARA ESTUDIAR LA MORFOLOGÍA DE AGREGADOS DE NANOPARTÍCULAS

a [37],

Cov =
(rp1 + rp2) − d12

(rp1 + rp2)
, (2.18)

donde d12 es la distancia Euclidiana entre los centros de ambas PP mencionadas. Para un valor

pre-definido Cov, la posición del centro de la nueva PP es obtenida en base a la ecuación (2.18): d12 =

(rp1 + rp2)(1 −Cov). El ángulo α, como lo muestra la Figura 2.3(b) y el ángulo β (ángulo de rotación en torno

a
−−→
CB) son utilizados para fijar la nueva partícula en una posición tal que no existan múltiples overlapping de

monómeros (sólo posiblemente exista con la partícula a la cual será adherida dependiendo del valor de Cov).

En caso de no encontrar una combinación de ángulos α y β (después de 25 intentos aleatorios) se selecciona

otra partícula del conjunto de candidatas de forma aleatoria y se realiza el mismo proceso de adhesión.

Además, para tomar en cuenta el efecto del overlapping de PP en la estructura del agregado creciente, su

radio de giro es calculado en base a la siguiente ecuación [58],

R1g = Rg0(1 −Cov), (2.19)

donde Rg0 es el radio de giro que tendría el agregado si Cov = 0. Este valor es obtenido desde la

ecuación (2.10) basado en los parámetros pre-definidos (D f , k f y rp) y considerando ma/mp = (N − 1).

Teniendo en cuenta que la simplificación asociada a la ecuación (2.19) no funciona bien para agregados con

un número bajo de PP, la solución es relajar la restricción asociada al valor del pre-factor fractal basado en la

ecuación obtenida por Brasil et al. [58],

k f 0 = k f exp [2.2Cov] , (2.20)

donde k f es el pre-factor cuyo valor es pre-definido y k f 0 es el valor relajado. Finalmente, es necesario

mencionar, que en el contexto del presente trabajo se ha decidido utilizar este algoritmo para ganar precisión

en los parámetros morfológicos de agregados fractales cuando se toma en cuenta la dispersión y el overlapping

de PP. Los algoritmos clásicos vistos en la sección anterior (agregación limitada por difusión o por reacción)

requieren de grandes bases de datos para la obtención de resultados con significancia estadística.

2.4. Técnicas para estudiar la morfología de agregados de nanopartí-

culas

Dentro de las técnicas más utilizadas para el estudio de la morfología de agregados de nanopartículas,

en especial la determinación de la dimensión fractal son: (1) dispersión de luz, (2) sedimentación y (3)
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muestreo termoforético acompañado de análisis de imágenes [59]. En el caso particular del hollín, las técnicas

más utilizadas son el muestreo termoforético (TS por sus siglas en inglés), dispersión de luz (LS por sus

siglas en inglés) e incandescencia inducida por láser (LII) [60, 61, 62]. La mayores ventajas de las técnicas

ópticas (LS y LII) respecto a TS son; su gran resolución espacial (< 0.001 mm3), es decir su habilidad de

obtener información desde una zona de una llama en lugar de un punto en específico, su alta resolución

temporal (< 10 ns), esto les permite estudiar fenómenos altamente variables en el tiempo tales como llamas

turbulentas y también el hecho de que son prácticamente no intrusivos, es decir pueden obtener información

desde una llama sin realizar cambios o intervenciones relevantes en éstas. Por su parte la técnica de muestreo

termoforético, sólo permite mediciones puntuales con resolución temporal mecánicamente condicionada al

orden de ms y con un grado de intrusividad, sin embargo, es aún actualmente la técnica más completa en

cuanto a la cantidad de información geométrica que puede brindar y una de las más confiables en cuanto a la

obtención de parámetros morfológicos de hollín.

2.4.1. Fundamento teórico de la técnica de muestreo termoforético

El año 1986 Dobbins y Megaridis [26] publicaron un artículo en el cual introdujeron la técnica del

muestreo termoforético para el estudio de la morfología del hollín al interior de una llama. El funcionamiento

de esta técnica se basa en el efecto de termoforesis, también conocido como efecto Soret o difusión térmica,

consistente en la deposición de partículas debido a un gradiente de temperatura al interior de la capa

límite térmica de la mezcla de gas con partículas sólidas y una superficie fría, tal como lo muestra la

Figura 2.4.

U∞

U∞

Gas 
caliente

Superficie
fría

x

y

u(y)

Capa
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Gas 
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térmica

TwT∞

Dp

Jw

T(y)

𝛿t

(a) Capa límite térmica (b) Efecto termoforético

Figura 2.4: Ilustraciones, explicación del efecto termoforético.

En base a la Figura 2.4(a) se observa una variación local de la velocidad del gas debido a los efectos

viscosos con la superficie plana. Se supone la existencia de una superficie plana cuya temperatura superficial
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es Tw (temperatura muro o wall en inglés) que interactúa con una mezcla de gas a temperatura T∞ y velocidad

de flujo libre U∞ (en dirección paralela a la superficie plana), tal que T∞ � Tw y partículas sólidas con

diámetro equivalente Dp. Aquellas partículas que se encuentren al interior de la capa límite experimentarán un

fenómeno de difusión debido al gradiente térmico previamente descrito, lo cual implica que dichas partículas

se moverán a una velocidad en dirección perpendicular a la superficie sólida cuya magnitud viene dada por la

siguiente ecuación [63],

vT = −K
νe

T
∇T, (2.21)

donde K es el coeficiente de velocidad termoforética, νe es la viscosidad cinemática del gas en el

borde exterior de la capa límite térmica. De acuerdo a [26], suponiendo que dichas partículas están en un

régimen molecular libre (Kn >> 1), el flujo de partículas hacia la superficie fría viene dado por la siguiente

ecuación,

Jw =
6Kνe fv,e
πD3

p

[
Tw

T∞

]κ 1
T∞

dT
dy

∣∣∣∣∣
w
, (2.22)

donde Jw es el flujo de partículas esquematizado en la Figura 2.4(b), fv,e es la fracción en volumen de

partículas en el borde externo de la capa límite térmica, Tw y T∞ son las temperaturas de la pared y del gas

caliente, κ es el exponente asociado a la dependencia de la conductividad térmica de una mezcla de gas respecto

a la temperatura, (dT/dy)|w es el gradiente de temperatura en la dirección del eje y evaluado en el borde de la

pared fría. Dobbins y Megaridis aproximaron dicho gradiente de forma lineal; (dT/dy)|w = (T∞ − Tw)/δt,

donde δt corresponde al espesor de la capa límite térmica, como lo presenta la Figura 2.4(b).

2.4.2. Aplicación experimental de la técnica de muestreo termoforético

En la Figura 2.6 se presenta un ejemplo de configuración experimental utilizada para la obtención

de muestras de hollín en una llama de difusión laminar con distintos combustibles y distintos índices de

oxígeno. El muestreo se llevó a cabo utilizando una rejilla de muestreo de cobre, circular de 3 mm de

diámetro, consistente de una cubierta de carbón TED PELLA modelo 01844-F, con mallado de 400 por 400.

La Figura 2.5 presenta un ejemplo de rejilla de muestreo.

Dicha rejilla fue insertada en una sonda de TS metálica en una posición vertical como lo muestra el

mayor zoom de la Figura 2.6. El muestreo se logra gracias a la acción de un cilindro neumático controlado

electrónicamente y configurado para mantener la rejilla de muestreo por tiempo de residencia de aproximada-

mente 25 ms al interior de la llama. Por su parte la deposición de partículas en la rejilla está fundamentada en

el efecto termoforético discutido en la sección precedente, cuyo gradiente de temperatura se genera entre

la llama (con T∞ hasta 1500 K dependiendo de las condiciones de la llama, tipo de combustible, etc.) y la
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Cubierta de carbono

Rejilla

Figura 2.5: Ejemplo de rejilla de muestro, TED PELLA model 01844-F.

rejilla de muestreo inicialmente a temperatura ambiente (aproximadamente Tw = 293 K). Esta ventana de

tiempo debe ser lo suficientemente corta para evitar la superposición de partículas en la superficie de la rejilla

de muestro y lo suficientemente larga para adquirir un monto adecuado de partículas en una imagen, por

ejemplo Dobbins y Megaridis [26] calcularon (de forma aproximada) un tiempo suficiente para alcanzar un

recubrimiento del 10 % de la superficie de la rejilla de muestreo.
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Figura 2.6: Configuración experimental, aplicación de la técnica de muestreo termoforético.

Numerosos estudios se han basado en la referencia [26] para la determinación del tiempo de residencia

de la rejilla al interior de la llama [64, 65, 1, 66, 30]. Por su parte Kempema et al. [61] decidió realizar

simulación numérica del efecto termoforético de partículas de hollín, mediante el uso del software Solidworks,

esto con el objetivo de determinar con mayor precisión los tiempos de exposición y ubicación espacial de la

rejilla al interior de la llama (al centro y en el borde de esta) con un menor margen de error.

En la Figura 2.6 se puede apreciar también la existencia de un osciloscopio, una cámara y un

computador, el primero es utilizado para asegurar el cumplimiento del tiempo de residencia al interior de la

llama, mientras que la cámara y el computador son utilizados para definir con precisión el punto específico

dentro de la llama en el cual se realizará el muestreo termoforético, dicho punto queda definido por una altura

sobre el quemador (HAB por sus siglas en inglés) y una profundidad al interior de la llama, los más comunes

son: la línea de corriente central, el borde de la llama (en inglés wings) y los puntos de máxima fracción en
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volumen de hollín.

2.4.3. Obtención de imágenes TEM’s

Una vez realizado el muestreo termoforético, de la forma explicada en la sección anterior se procede

a su análisis mediante el uso de un microscopio de transmisión electrónica (TEM, por sus siglas en inglés).

En la Figura 2.7 se presenta un esquema simplificado del funcionamiento de un microscopio óptico y un

microscopio de transmisión electrónica, la idea es poder compararlos para así tener una mejor comprensión

del TEM.

Mientras que el microscopio óptico basa su funcionamiento en un haz de luz que interactúa con

el espécimen bajo análisis, el TEM de forma completamente análoga utiliza un haz de electrones, esto es

posible físicamente gracias a la dualidad onda-partícula de la materia [5]. Otra analogía importante entre un

microscopio TEM y uno óptico es que el primero usa campos eléctricos o magnéticos para enfocar el haz de

electrones mientras que el segundo usa lentes para enfocar el haz de luz. El microscopio óptico posee una

resolución máxima de aproximadamente 200 nm, producto de efectos de difracción. La resolución de un TEM

se limita de forma semejante por las longitudes de onda de los electrones, cuyos valores son considerablemente

menores. Por ejemplo, microscopios de transmisión electrónica de 100, 200 y 300 keV poseen longitudes de

onda 3.70, 2.51 y 1.96 pm respectivamente, este es el motivo por el cual estos microscopios han sido incluso

utilizados para analizar la estructura interna de las partículas principales de hollín (ver sección 3.1.2).
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Figura 2.7: Descripción del funcionamiento de un microscópio de transmisión electrónica (TEM). Fuente: [5].

Referido a la Figura 2.7(b) y en analogía con la Figura 2.7(a). Los electrones son emitidos por un

cátodo caliente y acelerados por una diferencia de potencial que va entre 10 a 100 kV . Posteriormente pasan
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por una lente condensadora y se conforman en un rayo paralelo previo a pasar por el especimen a analizar,

que en el caso particular de este trabajo sería la rejilla de muestreo. Dicha rejilla es muy delgada, por ejemplo

la TED PELLA modelo 01844-F (utilizada en nuestro laboratorio de energía de la universidad) mencionada

en la sección anterior tiene un espesor entre 15 a 25 nm. Dado lo delgado del espécimen, los electrones no se

desaceleran en forma considerable al atravesarlo. La lente objetivo forma entonces una imagen intermedia

de este objeto, y la lente de proyección produce una imagen real final del objeto. Las lentes objetivo y de

proyección desempeñan los papeles de las lentes objetivo y ocular, respectivamente, de un microscopio óptico

(Figura 2.7(a)). La imagen final se registra en una película fotográfica, o se proyecta sobre una pantalla

fluorescente, para la obtención de imágenes digitales. En el contexto del presente estudio, dichas imágenes

serán referidas como: imágenes TEM’s. La Figura 2.8 presenta tres ejemplos de imágenes TEM’s obtenidas

en la línea de corriente central de una llama de difusión laminar de etileno.

(a) OI=21, HAB=15 mm (b) OI=21, HAB=25 mm (c) OI=29, HAB=25 mm

Figura 2.8: Ejemplos de imágenes TEM’s obtenidas en una llama de difusión laminar de etileno.

Una variación importante respecto del clásico TEM, es el microscopio de transmisión electrónica

de alta resolución (HRTEM por sus siglas en inglés) que ha permitido el estudio de la estructura interna de

partículas principales de hollín, como en el estudio de Zhao et al. [67] publicado el año 2007. Otro tipo de

técnica para la obtención de imágenes de nanopartículas es utilizando un microscopio electrónico de barrido

(SEM por sus siglas en inglés). En este caso el haz de electrones se concentra en una fina línea y luego se

hace un barrido del espécimen. Los electrones en este caso son “reflejados” por el espécimen y luego son

recolectados con un ánodo, para posteriormente lograr el trazado de una imagen. La dirección de salida de los

electrones depende del ángulo de entrada al espécimen permitiendo hacer un análisis de este desde distintas

posiciones, permitiendo incluso realizar un análisis tomográfico de la morfología de la partícula, tal como en

el original estudio de la morfología tri-dimensional de hollín publicado el año 2016 por Okyay et al. [33],

el cual corresponde a la primera aplicación de una técnica tomográfica para el estudio de la morfología de

partículas de hollín.
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2.4.4. Aspectos particulares de la aplicación experimental de la técnica de muestreo

termoforético

Aspectos particulares asociados a la aplicación experimental de esta técnica, tales como la elección

del correcto tipo de rejilla de muestreo (espesor, tipo de patrón de mallado, cobertura simple de carbono, etc.),

la técnica de inserción de la rejilla de muestro dentro de la llama (horizontal o vertical), la estimación del

punto específico de medición (altura sobre el quemador y profundidad dentro de la llama), evaluación del

nivel de intrusividad de la rejilla escogida son aspectos abordados por Lee et al. [68]. Por su parte, Ouf et

al. [69] estudiaron la influencia del protocolo de muestreo y almacenamiento de las muestras en la morfología

fractal de partículas de hollín. Finalmente, Kondo et al. [70] realizaron un reporte técnico de la incerteza

asociada al muestreo termoforético, puntualmente evaluó los diferentes resultados obtenidos dependiendo del

método de observación con microscopio de transmisión electrónica, es decir si se obtienen imágenes desde el

centro de la rejilla de muestreo o de los extremos, también estudió el efecto de los diferentes métodos de

análisis de imágenes TEM’s.

2.5. Métodos para el análisis de imágenes TEM’s

2.5.1. Cálculo del número de partículas primarias

2.5.1.1. Método de Brasil et al.

Cuando se trata de agregados fractales, como se mencionó previamente, no solo su masa crece de

acuerdo a una ley de potencias, como lo propone la ecuación (2.1), también lo hacen otras propiedades

morfológicas, en forma generalizada se puede plantear,

ma = kmrD3 , (2.23a)

aa = karD2 , (2.23b)

pa = kprD1 , (2.23c)

donde ma, sa y pa corresponden a la masa, el área y el perímetro de la sección transversal del agregado

y donde además km, ka y kp corresponden a constantes de proporcionalidad. Para un agregado consistente de
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N partículas primarias de radio rp, con ap = πr2
p y mp = (4/3)πr3

p (suponiendo densidad másica igual a 1), al

normalizar las ecuaciones (2.23a) y (2.23b) por mp y aa respectivamente se obtiene,

ma

mp
=

kmrD3

(4/3)πr3
p
, (2.24a)

aa

ap
=

karD2

πr2
p
, (2.24b)

Donde se puede notar ma/mp = N (para partículas primarias sin dispersión). Definiendo α = D3/D2,

kα = r2α−3
p km/((ka/π)α(4π/3)) dos constantes, combinando las ecuaciones (2.24a) y (2.24b) es posible

demostrar la siguiente correlación,

N = kα

(
aa

ap

)α
, (2.25)

dicha correlación fue deducida, no obstante sin aún conocer el concepto fractal en 1967 por Avrom

Medalia [71] quien obtuvo kα ≈ 1 y α ≈ 1.1. Esta ecuación fue muy valorada por la comunidad científica

ya que permite obtener una aproximación del número de partículas primarias en un agregado solamente

conociendo el área del agregado y el área de las partículas principales y por lo tanto utilizada en numerosos

estudios [72, 73, 27, 74]. En 1995 Köylü et al. [74] obtuvieron kα = 1.16 y α = 1.10 para agregados generados

por medio del mecanismo DLCA. Por otro lado en 1999 Brasil et al. [37] obtuvieron kα = 1.10 ± 0.005 y

α = 1.08 ± 0.003 para agregados generados mediante DLCA. Finalmente, es necesario mencionar que si bien

este método tiene una larga historia y ha sido desarrollado por diversos autores, en el presente trabajo es

referenciado como: método de Brasil et al. debido única y exclusivamente a su alta utilización en estudios

científicos desarrollados durante la última década, lo cual puede ser trivialmente comprobado revisando las

citas hacia adelante de dicho artículo.

2.5.1.2. Método de Tian et al.

Basado en el amplio uso de imágenes TEM’s para el estudio de la morfología de agregados fractales

de hollín, el año 2006 Tian et al. [38] desarrollaron un método para el cálculo del número de monómeros que

se basa en el concepto de densidad óptica relativa (ROD por sus siglas en inglés).

Cuando un haz de luz monocromática pasa a través de un medio homogéneo y amorfo la ley de

Beer-Lambert-Bouguer propone lo siguiente: si la intensidad de la luz es I0 antes de atravesar el espesor

lineal z de este medio, entonces la intensidad de dicho haz de luz se verá atenuado por el medio alcanzando

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 21



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.5. MÉTODOS PARA EL ANÁLISIS DE IMÁGENES TEM’S

(a) Interacción electrón-partícula (b) Imagen TEM obtenida

Figura 2.9: Interacción de ondas de electrones con partículas de hollín para la generación de imágenes TEM’s.

un valor I(z) que puede ser cuantificado de acuerdo a la siguiente expresión,

I(z) = I0 exp [−δz] , (2.26)

donde δ corresponde al coeficiente de absorción que depende del medio que esté atravesando el haz

de luz. Dado que dicho coeficiente es constante para un medio homogéneo y amorfo, la longitud del medio

puede ser descrita de acuerdo a,

z ∝ log [I(z)/I0] , (2.27)

En el caso de la obtención de imágenes TEM’s, como se explicó en la sección 2.4.3, un haz de

electrones es atenuado por una partícula de hollín depositada en una cubierta de carbono perteneciente a la

rejilla de muestreo, como se puede apreciar en la Figura 2.9(a), dicha atenuación de electrones permite la

obtención de una imagen TEM, tal como lo muestra la Figura 2.9(b). La atenuación de ondas de electrones de

este caso, también obedece a la ley de Beer-Lambert-Bouguer, sin embargo en este caso, el coeficiente de

absorción de la ecuación (2.26) debe ser reemplazado por la sección transversal de dispersión (scattering

cross section) [75].

A través de la Figura 2.9(b) se puede explicar la idea básica de este método. Dicha imagen posee un

color gris uniforme de fondo cuya intensidad depende del espesor de la cubierta de carbono de la rejilla de

muestreo termoforético, con un color gris más oscuro se observan las partículas principales y finalmente con

niveles de grises aún más oscuros se observan zonas de traslape, es necesario aclarar que dicho agregado está

formado por PP en un punto en contacto, es decir no existe overlapping entre ellas. El método de Tian et al.

plantea la idea de que el nivel de gris de una imagen TEM es proporcional al espesor óptico que atravesó

el haz de electrones utilizado para su obtención, una gran pregunta que nace naturalmente consta de: ¿es
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dicho espesor linealmente proporcional al nivel de gris de la imagen TEM?, en el estudio de Tian et al. se

procedió bajo el supuesto de que sí es lineal. De acuerdo a Fan et al. [76], cuando se utiliza un sensor CCD

para la obtención de las imágenes TEM, este puede ser calibrado de fábrica para entregar una respuesta lineal

respecto al número de electrones incidentes, sin embargo esta linealidad se da hasta un cierto límite máximo

de saturación del sensor. Tian et al. define los siguientes supuestos que sustentan este método,

1. La estructura interna de todos los agregados es homogénea y amorfa.

2. La intensidad del haz de electrones de mayor atenuación sigue estando dentro del rango de respuesta

dinámica del detector TEM (normalmente un sensor CCD). De acuerdo a [76] el rango de respuesta

dinámica de un CCD es el ratio entre el nivel de saturación previamente mencionado y el ruido de

lectura, el cual es inherente al proceso de conversión de una carga del CCD en un voltaje necesario

para la conversión análogo/digital de la señal.

3. Dentro de cada imagen TEM, la cubierta de carbono de la rejilla de muestreo termoforético permanece

uniforme en todo lugar.

Respecto al supuesto 1, estudios experimentales de la estructura interna de partículas principales de

hollín han encontrado que estas se componen de un gran número (∼ 104) de estructuras cristalinas orientadas

de forma aproximadamente aleatoria dependiendo del grado de madurez de dichas partículas. Estos resultados

serán explicados con mayor detalle en la sección 3.1.2. Por de pronto, es importante mencionar que esto

implica que las partículas de hollín se comportan como estructuras amorfas y homogéneas ante la incidencia

de un haz de electrones asociado a la obtención de imágenes TEM’s sin alta resolución como las presentadas

en la Figura 2.8.

Se define la densidad óptica (OD) de cada pixel dentro de una imagen TEM como,

OD(x, y) = − log
[
I(x, y)/Iincidente

]
, (2.28)

donde I(x, y) corresponde al nivel de gris del pixel con coordenadas (x, y), mientras que Iincidente

corresponde al nivel de gris teórico asociado al haz de electrones incidente sin sufrir atenuación. Además,

para obtener un parámetro posible de medir en base a la información contenida en una imagen TEM, es decir

eliminar Iincidente de la ecuación final, se define la densidad óptica relativa (ROD),

ROD(x, y) = OD(x, y) − OD f ondo = − log
[
I(x, y)/I f ondo

]
, (2.29)

donde I f ondo corresponde a la intensidad promedio de fondo de una imagen TEM, dicha intensidad

está asociada a la atenuación del haz de electrones al atravesar la cubierta de carbono de la rejilla de muestreo
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termoforético. Como se había anticipado previamente, en base a las ecuaciones (2.27) y (2.29) se tiene,

zholln ∝ ROD(x, y), (2.30)

donde zholln es el espesor óptico de hollín atravesado por el haz de electrones. Sea C una constante de

proporcionalidad asociada a la ecuación (2.30), el volumen de un agregado de hollín va puede ser estimado

en base a la siguiente ecuación,

va =

∫
Aa

zhollndA = C
∫

Aa

ROD(x, y)dA, (2.31)

considerando
∫

Aa
ROD(x, y)dA = AaROD y siendo además vp = (4/3)πr3

p el volumen de una partícula

principal de un agregado compuesto de PP sin dispersión, el número de monómeros de dicho agregado puede

ser estimado en base a la siguiente ecuación,

N =
va

vp
= C

AaROD
(4/3)πr3

p
, (2.32)

para el caso de imágenes TEM’s de agregados generados de forma numérica el valor de C, es obtenido

en base a una partícula principal de área proyectada Ap,re f y densidad óptica relativa RODp,re f , considerando

además que dicha partícula posee un radio equivalente asociado a su área proyectada de rp,re f =
√

Ap,re f /π,

utilizando la ecuación (2.31) se obtiene,

C =
4
3

√
Ap,re f

√
πRODp,re f

, (2.33)

mientras que para el caso del análisis de imágenes TEM’s experimentales el análisis de la ecua-

ción (2.33) ya no es fácil de aplicar y por lo tanto el valor de C es obtenido en base a la densidad óptica más

probable dentro de un agregado [77]. Otra opción es relajar el supuesto de que C es una constante y tomarlo

como una función del nivel de gris en una imagen TEM, tal como en el estudio de Lapuerta et al. [78], en

donde se realizó una aproximación lineal.

2.5.2. Cálculo del tamaño de agregados fractales

Dependiendo de la propiedad física que se quiera estudiar de un agregado fractal existen distintas

medidas de tamaño, por ejemplo si se está interesado en estudiar sus propiedades hidrodinámicas, el radio de

mobilidad es ampliamente utilizado [79]. Si se está interesado en estudiar las propiedades ópticas, radiativas

ó la morfología de agregados fractales [75], el radio de giro ha sido considerado históricamente como un
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excelente parámetro para la descripción de su tamaño, esto debido a que toma en cuenta la distribución de la

masa del agregado en el espacio, tal como lo muestra la ecuación (2.12). Sin embargo, la obtención de este

parámetro de forma experimental no es una tarea trivial y es por ello que distintos métodos para su estimación

pueden ser encontrados en la literatura, entre los cuales destaca: (1) basado en el largo máximo, (2) basado en

el mínimo rectángulo contenedor o (3) aquellos basados en el nivel de gris de imágenes TEM’s.

2.5.2.1. Método basado en escala de grises de imágenes TEM’s

Otra opción de estimar el radio de giro a partir de imágenes TEM’s es calculando un radio de giro

proyectado R2D
g , tal como lo propusieron Cai y Sorensen [65] el año 1993,

R2D
g =

1
Itotal

∑
x,y

I(x, y)
(
r(x, y) − r2D

cm

)2
, (2.34)

donde I(x, y) corresponde ala intensidad en escala de grises del pixel de coordenadas (x, y) dentro

de una proyección bi-dimensional de un agregado, Itotal =
∑

x,y I(x, y), donde r(x, y) es la distancia desde un

punto de referencia hasta el pixel con las coordenadas indicadas y r2D
cm corresponde a la distancia de dicha

referencia respecto al centro de masa de la proyección del agregado estudiado. Cai y Sorensen obtuvieron

además la siguiente expresión para relacionar este radio de giro bi-dimensional con el correspondiente al

espacio tri-diimensional,

R2D
g /Rg = 1.0, (2.35)

para agregados con D f cercano a 2. Posteriormente en 1995, Köylü et al. [74] obtuvieron un valor

R2D
g /Rg = 1.24 para agregados generados mediante DLCA. Debido a la complejidad de las imágenes TEM’s

reales, se decidió explorar opciones más simples, no obstante con precisión tolerable y de amplio uso en la

literatura, como el método descrito en la siguiente sección.

2.5.2.2. Método del largo máximo proyectado

Desde el estudio publicado en 1995 por Köylü et al. [74], el uso del largo máximo como medio de

estimación del radio de giro ganó gran popularidad, esto debido a la estrecha relación entre ambos parámetros.

Ellos obtuvieron para agregados con N entre 10 y 1000: L2D/(2Rg) = 1.49, donde L2D corresponde al largo

máximo proyectado y Rg al radio de giro de dichos agregados. Posteriormente en 1997 Oh y Sorensen [80]

obtuvieron L2D/(2Rg) = 1.47, hasta que finalmente en 1999 Brasil et al. [37] obtuvo,

L2D/(2Rg) = 1.50 ± 0.05, (2.36)
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cuyo ratio se mantiene independiente del grado de overlapping entre partículas primarias de agregados

compuestos de N entre 10 y 512. Otro método muy similar también introducido por Köylü et al. [74], está

basado además en el máximo largo proyectado perpendicular al ya definido L2D,

√
L2DW2D/(2Rg) = β/2, (2.37)

con β = 2.34. Este método tiene dos grandes problemas, (1) es dependiente del número de monómeros

en un agregado y (2) es dependiente de la dimensión fractal del agregado estudiado [74, 81].

2.5.3. Cálculo del tamaño de partículas primarias

El cálculo del tamaño de partículas primarias a partir de imágenes TEM’s es realmente un desafío

debido a la irregularidad en su forma y nivel de gris, su dispersión de tamaño y la presencia de overlapping,

estos aspectos serán discutidos en mayor detalle en el capítulo 3. Actualmente en la literatura existen tres

grandes tipos de métodos para la realización de esta tarea: (1) cálculo manual, (2) cálculo automático basado

en la transformada de Hough [35, 82] y (3) cálculo automático mediante el método de trazado de distancias

Euclidianas [36, 83, 84]. Tanto el método basado en Hough como el de trazado de distancias Euclidianas son

algoritmos muy recientes en la literatura, el primero data del año 2012 mientras que el segundo data del año

2014.

2.5.3.1. Algoritmo basado en la transformada de Hough

La versión desarrollada por Grishin et al. [35]. Corresponde a un algoritmo de procesamiento de

imagen basado en una Transformada Circular de Hough (CHT), como la propuesta en [85], en dicha referencia

se hace uso de curvas parametrizadas de acuerdo al tipo de geometría que se quiera identificar (ejemplo: línea,

círculo, elipse, etc.), cuya dimensión del espacio de parámetros es igual al número de parámetros de la curva

(ejemplo: para una línea es 2, para un círculo es 3, etc). Teniendo en cuenta que la complejidad computacional

de este método puede ser muy alta, incluso O(Λ2) en el peor caso con Λ siendo la dimensión de la imagen

analizada. Para sopesar esta dificultad, Grishin et al. propusieron un algoritmo que busca intersecciones de

pares de partículas primarias (asumidas esféricas), además solo es utilizado para la detección de PP localizadas

en los bordes de un agregado. Con estas dos medidas se logra reducir el costo computacional del algoritmo

de forma considerable, especialmente para poder utilizarlo con imágenes TEM’s de alta resolución. En la

Figura 2.10 se muestra un ejemplo de detección de PP en base a la Transformada Circular de Hough.

Dadas las simplificaciones tomadas por Grishin et al, y considerando además que su método puede

ser aplicado a imágenes en las que se conozca el rango de tamaños de PP, Mirzaei et al. [82] desarrollaron

una nueva versión de este método. Mirzaei et al. propusieron utilizar un algoritmo de procesamiento de
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(a) TEM original (b) PP detectadas (línea roja)

Figura 2.10: Ejemplo de funcionamiento del método basado en la transformada de Hough.

imagen más robusto junto al uso de una Transformada de Hough Circular. El algoritmo detecta bordes en los

cuales exista un cambio brusco en el nivel de escala se gris para generar el espacio de posibles bordes de

PP, posteriormente realiza una estimación de los centros de partículas principales, reduciendo el espacio de

búsqueda de Hough a una dimensión.

Transformada de Hough Circular

Como lo muestra la Figura 2.11, el primer paso es la segmentación (color gris) de la zona con forma

posiblemente circular. Se deben identificar tres parámetros (ax, ay) las coordenadas del centro y R su radio.

La ecuación (2.38) muestra la relación entre estos 3 parámetros.

(x − ax)2 + (y − ay)2 = R2, (2.38)

Para puntos fijos (x, y) como los destacados en la Figura 2.11 pertenecientes al borde de la zona

segmentada (color gris) son utilizados para la generación del espacio de parámetros (ax, ay,R) que satisfacen

la ecuación (2.38). Cada punto (x, y) perteneciente al borde de la zona segmentada contribuye con una salida

para el espacio de acumulación. Como lo muestra la Figura 2.11(a) existe solo un valor R de tal forma que

para cada punto (x, y) existe intersección de todos los círculos en el punto (ax, ay), si se escoge un valor R

menor o mayor como en el caso de las Figuras 2.11(b) y 2.11(c) respectivamente no existe tal intersección.

Esta idea corresponde al fundamento de la Transformada de Hough Circular (CHT).

Los siguientes pasos son comunes para cualquier aplicación de la CTH,

1. Cálculo de la matriz de acumulación: Cada punto perteneciente a los bordes detectados de una figura

contribuye con puntos candidatos para la matriz de acumulación. Esto se logra mediante el trazado de

círculos con distinto radio R.

2. Cálculo de las coordenadas del centro: La identificación de puntos máximos en la matriz de acumulación

permite estimar las coordenadas del centro de la figura buscada (ax, ay).

3. Cálculo del radio: Una vez identificadas las coordenadas del centro es posible estimar de forma más

precisa el radio del círculo identificado R.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 27



CAPÍTULO 2. MARCO TEÓRICO 2.5. MÉTODOS PARA EL ANÁLISIS DE IMÁGENES TEM’S

(a) Radio exacto (b) Radio menor (c) Radio mayor

Figura 2.11: Detección de figuras circulares mediante CHT.

Más detalles respecto a la aplicación de este método en el presente estudio serán proveídos en el

Capítulo 4.

2.5.3.2. Algoritmo de trazado de distancias Euclidianas

En la versión propuesta por Bescond et al. [36], basada en el concepto de trazado de distancias

Euclidianas (EDM por sus siglas en inglés). En primer lugar se asigna un valor en escala de grises a cada

pixel contenido dentro de un agregado en una imagen TEM (Figura 2.12(a)), este valor asignado corresponde

la distancia Euclidiana al pixel de fondo de la imagen TEM que se encuentra más cercano (Figura 2.12(b)),

luego este proceso se comienza a repetir de forma iterativa realizando una operación de “apertura morfológica”

utilizando un elemento circular de diámetro D de modo de eliminar todos los pixeles con valor menor a

(2k + 1), donde k corresponde a un umbral definido por el usuario. Si la resolución r de una imagen es

conocida entonces,

D =
2k + 1

r
, S ur f (D) =

Npix

r2 , (2.39)

donde S ur f (D) es una función EDM, mientras que Npix es el número de pixeles dentro del agregado,

cuando este ha sido segmentado. La curva S (D)/S (0) puede ser entonces ajustada por una curva analítica

conocida, Bescond et al. propusieron realizar un ajuste con una función Sigmoid como en la siguiente

ecuación,

S (D)
S (0)

=

1 + exp


ln(D)−ln

(
Dg

)
ln(σg) − β

ω



−1

, (2.40)

donde los parámetros β y ω deben ser determinados en base a un procedimiento de calibración, esto

debido a que son morfológicamente dependientes. En base a este procedimiento se puede determinar la media
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(a) TEM original (b) EDM

Figura 2.12: Ejemplo de funcionamiento del método de trazado de distancias Euclidianas.

geométrica del diámetro de partículas primarias Dg y su desviación estándar geométrica σg.

De Temerman et al. [83] desarrollaron en 2014 un método semi-automático de procesamiento de

imagen, en el cual las partículas primarias son detectadas basado en una transformada divisoria3, en este

estudio el mínimo tamaño de PP y el coeficiente de overlapping es calculado en base a EDM. El año 2016

Dastanpour et al. [84] propusieron un método automático para la determinación del del diámetro promedio de

PP basado en la variación de la función de auto-correlación (ver sección 2.2.2.1) bi-dimensional a diferentes

distancias del esqueleto principal del agregado, el cual es determinado en base en EDM, muy similar al

de Bescond et al. La desventaja de este método es que no obtiene la distribución de PP, solamente permite

conocer el valor promedio.

2.5.4. Cálculo de parámetros fractales

La dimensión fractal de agregados de nanopartículas puede ser determinada a través de técnicas

ópticas tales como dispersión de luz ó a partir del análisis de imágenes TEM’s. Además a partir del análisis

de imágenes TEM’s dicho parámetro puede ser obtenido a partir de: (1) el cálculo de la función de auto-

correlación bi-dimensional, (2) el método conocido como box-counting, (3) el método del mínimo rectángulo

envolvente [59, 81].

El método del mínimo rectángulo envolvente consiste en la determinación de los parámetros fractales

en base a una regresión de mínimos cuadrados ordinarios (MCO) de la siguiente ecuación,

log[N] = log[kLW ] + D f log
[

L2DW2D

βrp

]
, (2.41)

donde kLW corresponde al pre-factor fractal estimado con el presente método. Sin embargo el método

3Con la transformada divisoria una imagen es vista como un relieve topográfico, donde el nivel de gris corresponde a la altura de
dicho relieve.
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más utilizado, no obstante similar es a partir de una regresión de MCO de la siguiente ecuación,

log[N] = log[kL] + D f log
[

L2D

2rp

]
, (2.42)

donde kL corresponde al pre-factor fractal estimado con el presente método. Combinando la ecua-

ción (2.42) con la ecuación (2.10) para el caso de PP sin dispersión, es decir ma/mp = N, se obtiene,

k f

kL
=

(
L2D

2Rg

)D f

, (2.43)

para agregados fractales su densidad másica puede ser expresada como ρ(r) = kmrD f−3, donde

km es una constante de acuerdo con la ecuación (2.2), suponiendo que dicho agregado es esféricamente

isotrópico, su radio de giro puede ser estimado considerando R2
g =

∫
r2 dm/

∫
dm, de acuerdo a la siguiente

ecuación,

R2
g =

∫ L3D/2
0

∫ 2π
0

∫ π

0

(
kmrD f−3

)
r4 sin θ dθdφdr∫ L3D/2

0

∫ 2π
0

∫ π

0

(
kmrD f−3) r2 sin θ dθdφdr

, (2.44)

resolviendo la ecuación (2.44) se llega a,

2Rg

L3D =

(
D f

D f + 2

)1/2

, (2.45)

dado el supuesto de isotropía esférica se puede suponer L3D ≈ L2D, en base a la ecuación (2.45) y la

ecuación (2.43) se obtiene la expresión propuesta por Köylü et al.[86] para estimar el valor de k f en base a

los valores de kL y D f ,

k f

kL
=

(
D f + 2

D f

)D f /2

, (2.46)

Tanto para la ecuación (2.41) como para la ecuación (2.42) el número de monómeros N puede ser

determinado en base al método de Tian et al. ó el método de Brasil et al. discutidos en la sección 2.5.1.
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3 | Estado del arte

3.1. Estudios experimentales de morfología del hollín

3.1.1. Formación de hollín en una llama de difusión laminar

Llamas típicas como la generada por una vela o por una lámpara de parafina son conocidas como

llamas de difusión, debido a que el combustible y el oxidante están separados antes de iniciada su combustión,

más aun, se unen y reaccionan gracias a un proceso de difusión molecular. Por el contrario las llamas de

pre-mezcla como las llamas de una cocina a gas poseen el combustible y el oxidante mezclados antes de su

ignición. Las llamas de difusión como la representada en la Figura 3.1, pueden ser analizadas por fases, en

donde distintas reacciones químicas se llevan a cabo. La superficie que cubre la llama completa se llama

flame sheet y es donde se encuentran los gases calientes productos de la reacción química entre combustible y

oxidante. Fragmentos de combustibles parcialmente oxidados son consumidos en reacciones con radicales,

especialmente átomos de oxígeno (O∗) y radicales de hidroxilo (OH∗). Estos radicales son producidos por

la reacción de átomos de hidrógeno aportados por el combustible y oxígeno molecular O2 presentes en el

oxidante que generalmente es aire. Combustibles consistentes de complejas cadenas de hidrocarburos, tales

como: etileno (C2H4), acetileno (C2H2), metano (CH4), propano (C3H8), etc. primero ingresan a la fase

de pirólisis donde son calentados hasta alcanzar grandes temperaturas y se descomponen en fragmentos.

Algunos de dichos fragmentos se combinan para formar moléculas más grandes, particularmente estructuras

con anillos de carbono: hidrocarburos policíclicos aromáticos (PAH). Acetileno y algunas moléculas radicales

de hidrocarburos son factores esenciales en estas reacciones. Estas moléculas posteriormente fluyen hacia una

zona donde toma lugar la fase de nacimiento de partículas primarias, donde ellas experimentan crecimiento

superficial y polimerizan. Estas partículas evolucionan desde un aspecto cuasi-líquido hasta convertirse en

precursores de hollín. Sin embargo a medida que dichos precursores se desplazan hacia la zona de crecimiento

de hollín, ellas liberan gas H2, se solidifican y rápidamente experimentan un proceso de agregación. Estas

estructuras a su vez continúan creciendo a través de reacciones con H∗ y acetileno. En la medida en que

los agregados comienzan a llegar a la punta de la llama, ingresan en una nueva zona donde toma lugar
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su oxidación, donde ellas son parcial o totalmente consumidas por reacciones con oxígeno y radicales de

hidroxilo, disminuyendo en tamaño y liberando energía. Finalmente los productos de la combustión, tales

como agua o dióxido de carbono escaparán por la parte superior de la llama.

Figura 3.1: Formación y oxidación de hollín en una llama de difusión laminar. Fuente [6].

La Figura 3.1 a su derecha presenta un esquema que representa los fenómenos previamente descritos,

en la parte izquierda se observa una serie de imágenes TEM’s obtenidas desde la línea de corriente central de

una llama de difusión laminar [66], en orden ascendente dichas imágenes fueron obtenidas a 30, 40, 50, 60

y 70 mm sobre el quemador. Aquí se observa la evolución de estas partículas desde pequeños monómeros

con aspecto cuasi-líquido, que luego crecen en tamaño y adquieren un aspecto más opaco, posteriormente se

observan partículas más grandes con pequeños centros de aparentemente mayor densidad. Finalmente en la

parte superior de la llama se observan agregados de partículas primarias.
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3.1.2. Estructura interna de partículas primarias de hollín

Se supone que el nacimiento de partículas de hollín comienza con la agrupación de PAH los cuales

llevan a la nucleación de partículas primarias, llamadas partículas de hollín jóvenes. A medida que dichas

partículas permanecen durante más tiempo expuestas a grandes temperaturas pierden hidrógeno y se tornan

más carbonizadas hasta formar partículas de hollín maduras [87]. Kholghy et al. [6] definió un criterio para

diferenciar partículas de hollín maduras de jóvenes. En la Figura 3.2, se presentan dos imágenes TEM’s de

alta resolución, en las cuales se aprecia una clara diferencia entre partículas de hollín jóvenes y maduras, las

primeras poseen una nanoestructura interna desordenada mientras que la segunda es más regular.

(a) partículas de hollín jóvenes (b) partículas de hollín maduras

Figura 3.2: Nanoestructura interna de partículas primarias de hollín. Fuente: [6].

Vander et al. [88], encontró que el tipo de combustible determina la estructura interna de PP de

hollín bajo específicas combinaciones de temperatura y tiempo de residencia, determinados por el flujo

de combustible. A una temperatura local de 1523 K los efectos del combustible en la nanoestructura de

monómeros de hollín no son visibles, independiente del combustible estas PP poseen una nanoestructura

como la mostrada en la Figura 3.2(a). A una temperatura de 1923 K, los efectos estructurales del combustible

se tornan evidentes observándose nanoestructuras altamente curvadas y ordenadas como la mostrada en la

Figura 3.2(b).

3.1.3. Morfología de agregados de hollín

Para agregados de hollín generados en una llama de difusión laminar de etileno/aire la Tabla 3.1

presenta los resultados obtenidos por Köylü et al. [1] el año 1997. La técnica experimental utilizada fue el

muestreo termoforético realizado en la línea de corriente central de la llama para alturas sobre el quemador

que van entre 20 hasta 80 mm. Un comportamiento creciente y monótono se aprecia en el número de partículas

principales, calculado mediante el método de Brasil et al., mientras que los parámetros fractales D f y k f

presentan una variación muy leves con valores en torno a 1.72 y 2.84 respectivamente.
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Tabla 3.1: Evolución de propiedades morfológicas de agregados de hollín en función de la altura sobre el quemador.
Llama de difusión laminar de etileno. Fuente: [1].

HAB (mm) rp (nm) N D f k f

20 16.0 4 1.68 2.83
30 12.0 19 1.71 2.84
40 12.5 48 1.72 2.91
50 15.5 68 1.74 2.66
60 13.5 88 1.74 2.82
70 13.0 129 1.74 2.74
80 9.0 198 1.73 2.81

En la Tabla 3.2 se presenta un conjunto de estudios experimentales de la morfología de agregados

de hollín y los parámetros fractales reportados en dichos estudios, distintas fuentes de producción de hollín

han sido estudiadas incluyendo llamas de difusión y de premezcla para distintos hidrocarburos. Debido a

su alta propensión a la producción de hollín, el etileno (C2H4) es un combustible ampliamente estudiado

en la literatura. En dicha tabla es posible corroborar que existe gran variación en los valores reportados

para el pre-factor fractal, con valores entre k f = 1.23 − 2.71, mientras que los valores de dimensión fractal

permanecen relativamente más acotados, con valores entre D f = 1.50 − 2.10.

Tabla 3.2: Revisión bibliográfica, parámetros fractales. LS: dispersión de luz; TEM: análisis de imágenes TEM’s.

Autores Año Fuente Métodos k f D f

Samson et al. [73] 1987 C2H2-difusión TEM - 1.50-1.80
Megaridis et al. [89] 1990 C2H4-difusión TEM - 1.62-1.74
Gangopadhyay et al. [90] 1991 CH4/O2-premezcla LS - 1.60-1.80
Charalampopoulos et al. [91] 1991 C3H8/O2-premezcla LS - 1.74
Puri et al. [92] 1993 C2H4-difusión LS - 1.74
Köylü et al. [74] 1995 C2H2, C2H4, TEM 2.71 1.65

C3H6, C3H8-difusión
Cai et al. [93] 1995 CH4/O2-premezcla TEM 1.23 1.74
Sorensen et al. [94] 1996 C2H2-difusión TEM 1.70 1.80
Lee et al. [95] 2000 CH4/(O2+N2)-difusión TEM - 1.64-1.65
Tian et al. [38] 2006 C2H4-difusión TEM 2.48 1.77
Kempema et al. [61] 2016 C2H4-difusión LS, TEM 2.30 1.69
Kholghy et al. [62] 2017 C10H20-difusión TEM 1.73-1.80 1.88-2.10

Respecto al tamaño de partículas primarias, existe en consenso en la literatura respecto a que son

dispersos. Las distribuciones de tamaños de partículas primarias (PPSD), varios autores han encontrado que

son bien ajustados por una distribución normal, con media rp, con valores entre 6 a 33 nm y desviación

estándar σp, con valores entre 7.5 a 30 %. Otros autores sin embargo han encontrado un buen ajuste con una

distribución lognormal con media rg, con valores entre 1.5 y 25 nm y desviación estándar geométrica σg, con

valores entre 1.1 hasta 1.6.
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Tabla 3.3: Revisión bibliográfica, tamaño de partículas primarias. Estudios en base a la técnica de muestreo
termoforético. PPSD: distribución de tamaño de partículas principales.

Autores Año Fuente PPSD rp (nm) σp ( %)

Köylü et al. [27] 1992 C2H2, C2H4 normal 15.5-25.5 17-25
difusión

Wentzel et al. [96] 2003 diesel-motor normal 6-24 7.5-30
Lapuerta et al. [97] 2007 diesel-motor normal 7.5-12.5 27.2
Ouf et al. [98] 2008 C2H2-difusión normal 21-33 12-21
Tian et al. [99] 2004 C2H4-difusión normal 14.1 23

Autores Año Fuente PPSD rg (nm) σg

Maricq et al. [100] 2003 C2H4-premezcla lognormal 1.5-12.5 1.1-1.6
Zhao et al. [101] 2003 C2H4-premezcla lognormal 2-9 -
Mitchell et al. [102] 2006 C2H4-difusión lognormal 20-25 -
Zhao et al. [67] 2007 C2H4/(O2+Ar) lognormal 2-6 1.0-1.6

premezcla
Bescond et al. [36] 2014 motor-aeronave lognormal 8.3 1.4
Bescond et al. [36] 2014 C2H4-difusión lognormal 16.4 1.2
Kempema et al. [61] 2016 C2H4-difusión lognormal 9-14.3 -

3.2. Estudios numéricos de estructura de agregados fractales

3.2.1. Dispersión de tamaños de partículas primarias

Como lo muestra la Tabla 3.4, diversos estudios numéricos se han enfocado en el análisis de la

influencia de la dispersión de PP en propiedades químicas o físicas de agregados fractales, tales como:

dispersión de luz, aerodinámica, sinterización, radiación y morfología.

Tabla 3.4: Revisión bibliográfica, estudios numéricos sobre dispersión de partículas primarias de agregados fractales. SA:
Algoritmo secuencial; LS: dispersión de luz; ZOLD: distribución lognormal de orden cero; BP: balance poblacional.

Autores Año Estudio Método agregación PPSD σp ó (σg)

Tence et al. [103] 1986 morfología DLCA y BCCA normal -
Farias et al. [104] 1996 radiación SA normal 25 %
Seto et al. [105] 1997 sinterización BP lognormal (1.5)
Bushell et al. [106] 1998 morfología, LS DLCA bi, tri-dispersa 55 %
Bushell et al. [107] 1998 LS DLCA bi-dispersa 15 %
Charalampopoulos et al. [108] 2002 LS otro ZOLD (1.8)
Liu et al. [109] 2006 radiación SA lognormal (1.2)
Heine et al. [110] 2006 coagulación PB lognormal (2.0)
Yin et al. [111] 2010 radiación SA varias -
Eggersdorfer et al. [112] 2012 morfología DLA, BPCA lognormal (3.0)

DLCA, BCCA
Dastanpour et al. [113] 2016 aerodinámica DLCA, BCCA lognormal (1.6)
Goudeli et al. [114] 2016 coagulación BP lognormal (3.0)

Respecto a morfología, Bushell et al. [106] en 1998 obtuvo que la estructura (dimensión fractal y
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función de corte) de agregados fractales no sufre variación tanto con el nivel de dispersión como el tipo de

distribución de partículas primarias. Estos resultados fueron obtenidos para agregados generados mediante

DLCA con distribución de tamaños de partículas primarias bi y tri-dispersa, además se evaluó un máximo

nivel de dispersión de PP del 55 %. Eggersdorfer y Pratsinis extendieron este estudio para agregados generados

mediante DLCA, BCCA, DLA Y BPCA, ellos consideraron además una distribución de partículas primarias

lognormal con niveles de dispersión medidos a través de desviación estándar geométrica σg=1.0-3.0. Ellos

obtuvieron que la dimensión fractal de estos agregados disminuye de forma monótona cuando se incrementa

el nivel de dispersión de PP, además para valores σg > 2.5 la dimensión fractal alcanza un valor asintótico

D f = 1.50, mientras que el pre-factor alzanza un valor k f = 1.0. Además obtuvieron que tanto kα y α, factores

empíricos asociados a la ecuación (2.25) decrecen de manera monótona desde los valores obtenidos por [37]

cuando se incrementa el nivel de dispersión de PP. Dastanpour et al. [113] estudiaron el efecto de la dispersión

de PP en las propiedades aerodinámicas de agregados fractales, lo cual se analiza mediante el cálculo del

diámetro de mobilidad. Ellos utilizaron los agregados generados mediante DLCA y BCCA por Eggersdorfer

et al. [112], analizando niveles de dispersión hasta σg = 1.9. Ellos obtuvieron que el radio de giro, el área

superficial y la masa de estos agregados se incrementan con el nivel de dispersión de PP (para una media

geométrica del tamaño de PP constante). También reportaron que el diámetro de movilidad de agregados se

incrementa con el nivel de dispersión de PP, tanto en el régimen molecular libre como continuo.

3.2.2. Overlapping de partículas primaras

Respecto al efecto del nivel de Overlapping de PP de agregados fractales, los estudios numéricos

encontrados en la literatura han estado centrados en propiedades radiativas y morfológicas. Oh y Sorensen [80]

introdujeron el concepto de overlapping a través del estudio de agregados fractales generados mediante DLCA

con niveles de overlapping hasta 50 %. Ellos obtuvieron que tanto la dimensión fractal como el pre-factor se

incrementan al aumentar el nivel de overlapping de PP. Además obtuvieron que tanto kα como α, factores

empíricos asociados a la ecuación (2.25) se incrementan de manera monótona cuando se incrementa el nivel

de overlapping entre PP. También obtuvieron que el ratio entre el largo máximo proyectado y el radio de giro

del agregado es aproximadamente independiente del nivel de overlapping entre PP.

Tabla 3.5: Revisión bibliográfica, estudios numéricos sobre Overlapping de partículas primarias de agregados fractales.

Autores Año Estudio Método agregación Máximo Cov ( %)

Oh y Sorensen [80] 1997 morfología DLCA 50
Brasil et al. [37] 1999 morfología SA 33
Brasil et al. [58] 2001 morfología SA 25
Johnson et al. [115] 2013 radiación SA 25
Yon et al. [34] 2015 radiación DLCA 40
Doner et al. [116] 2017 radiación DLCA 20

Si bien Oh y Sorensen desarrollaron un coeficiente que cuantifica el nivel de overlapping de PP en un
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agregado, en el presente estudio se decide tomar aquel coeficiente definido por Brasil et al. [37], definido

para agregados consistentes de PP sin dispersión de tamaños,

Cov =
2rp − di j

2rp
, (3.1)

donde rp corresponde al radio de PP y di j la distancia Euclidiana entre los centros de dos partículas

primarias en contacto, es posible notar que para el caso de monómeros en un punto en contacto di j = 2rp y

por lo tanto Cov = 0, mientras que para PP totalmente traslapadas di j = 0 y por lo tanto Cov = 1. Brasil et

al. [37] unificaron resultados de estudios numéricos previos y desarrollaron una “receta” para el análisis de la

morfología de agregados fractales mediante el uso de imágenes TEM’s. Ellos obtuvieron la ecuación (2.36)

que relaciona al largo máximo proyectado y el radio de giro de un agregado generado mediante un algoritmo

secuencial. También obtuvieron una expresión empírica para estimar el área superficial sa[Cov] de agregados

con overlapping de PP,

sa[Cov]
sa[Cov = 0]

= 1 − φCov

(
1 −

1
N

)
, (3.2)

donde N corresponde al número de PP del agregado y φ es una constante con valor 1.3 para los

agregados fractales analizados en este estudio. En 2001 Brasil et al. [58] estudiaron la morfología de agregados

generados mediante mecanismos de agregación partícula-clúster y clúster-clúster, con N entre 8 y 1024, Cov

entre 0 y 25 %. Ellos obtuvieron una expresión para el radio de giro de agregados fractales en función de Cov,

dicha expresión fue previamente presentada en la ecuación (2.19). También obtuvieron una expresión para el

pre-factor en función del nivel de overlapping de PP, como se mostró en la ecuación (2.20). Finalmente en

este estudio contempló además el efecto de reestructuración de agregados, consistente en el colapso de la

estructura ramificada de agregados fractales, resultando en estructuras más compactas, esto puede ocurrir por

ejemplo debido a la existencia de enlaces débiles entre PP ó la presencia de ambientes severos, tales como

turbulencia.

Es interesante recalcar que en el estudio de Brasil et al. [58] se hace una transición del concepto

de overlapping a un concepto de sinterización parcial de partículas primarias. Más aún Eggersdorfer y

Pratsinis [39] han argumentado lo siguiente (traducido textualmente al español): “El efecto de la sinterización

en la estructura de agregados (D f , k f y Rg) ha sido investigada mediante la generación de agregados sin

dispersión de PP y teniendo diferentes grados de overlapping. Sin embargo la reestructuración así como el

crecimiento de PP debido al overlapping (conservación de la masa) no ha sido tomada en cuenta, por lo tanto

estos estudios podrían representar el inicio del estudio de la sinterización de PP”. En el presente estudio se

trata al overlapping como una característica geométrica de agregados fractales de hollín la cual puede tener

un origen físico-químico a través de la sinterización o coalescencia de partículas primarias como se discutirá

en la siguiente sección.
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3.2.2.1. Tratando de comprender el origen físico-químico del overlapping de PP

De acuerdo a Lighty et al [117], dos grandes hipótesis han sido desarrolladas para la explicación del

overlapping de PP, dependiendo del estado químico de las partículas que colisionan se distingue la coalescen-

cia (partículas líquidas) y sinterización (partículas sólidas). Esto basado en la definición de IUPAC [118],

es preciso mencionar que en la literatura no se hace una clara separación entre sinterización y coalescencia,

por ejemplo, Veshkini et al. [119] hablan de coalescencia de partículas sólidas y líquidas respectivamente,

mientras que Eggersdorfer et al. [7] hablan de coalescencia y sinterización como sinónimos, finalmente en

Lighty et al. [117] se hace una clara diferencia conceptual. Se debe tener criterio para revisar y corroborar la

bibliografía citada a continuación.

Coalescencia: Considerando que los precursores de hollín son polímeros líqudos [120], estos expe-

rimentarán coalescencia luego de la colisión de partículas primarias. Paralelamente los polímeros líquidos

experimentarán pérdida de hidrógeno y su viscosidad se incrementará llevando a una transición de coales-

cencia a agregación. En efecto Ulrich et al. [121] afirman: “Los agregados se forman cuando la coagulación

es más rápida que la coalescencia de partículas primarias”. De acuerdo a Veshkini et al. [119] y basado en

la teoría de Frenkel [122] (año 1946), el tiempo característico de coalescencia τc de dos partículas de igual

tamaño (radio rp) es dado por la siguiente ecuación,

τc =
2πµrp

σ
, (3.3)

donde µ es la viscosidad y σ la tensión superficial de estas partículas de hollín hipotéticamente

comportándose como dos gotas de líquido. Eggersdorfer et al. [7] extendieron este concepto al caso de

partículas de distinto tamaño resolviendo las ecuaciones de Stokes para el flujo de masa al interior de

partículas en coalescencia, cuyo balance de masa y energía son respectivamente,

∑
i

dVi

dt
= 0, (3.4a)

γ
dA
dt

= 3µε̇2Vi, (3.4b)

donde Vi corresponde al volumen de la partícula i experimentando coalescencia, γ es la energía libre

superficial, ε̇ es la velocidad de deformación y µ la viscosidad de estas partículas líquidas. La idea básica

detrás del balance de energía se mantuvo respecto a lo planteado por Frenkel, y se puede enunciar como:

“la fuerza motora de la coalescencia es la minimización de la energía libre, resultando en una reducción

del área superficial. La energía ganada por medio de la reducción del área superficial es disipada por el
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flujo viscoso, el cual define el tiempo característico de la coalescencia”. En la Figura 3.3 se cita uno de los

resultados de este estudio, consistente en la evolución de la morfología de agregados fractales generados

mediante tres mecanismos diferentes DLCA, DLA y BPCA con D f =1.79, 2.25 y 2.73 respectivamente.

Allí se aprecia que dependiendo de la anisotropía del agregado este puede en primer lugar experimentar una

evolución a una morfología más extendida antes de hacerse compacto, lo cual se evidencia claramente para

el agregado generado mediante DLCA. También se observa que el tiempo característico de coalescencia

completa depende de la morfología del agregado.

6363 dx.doi.org/10.1021/la200546g |Langmuir 2011, 27, 6358–6367
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considered as an estimate or an effective, strictly speaking. The
experimentally investigated SiO2 particles/aggregates produced
in flames consist of a similar size (1�1000 primary particles)
depending on process conditions.10,11,13 The DLCA clusters
made here have a Df = 1.79 ( 0.03 and kf = 1.39 ( 0.06, con-
sistent with Sorensen and Roberts.44 The obtained error bars
correspond to the standard error of regression (standard devia-
tion divided by square root of number of aggregates). The fractal
dimension and prefactor of clusters generated by DLA are Df =
2.25 ( 0.03 and kf = 0.82 ( 0.05 and of BPCA are Df = 2.73 (
0.03 and kf = 0.538( 0.05, respectively. These Df are lower than
their asymptotic values of 2.5 and 3 for DLA and BPCA
agglomeration, respectively, as the Df of small clusters is lower
than their asymptotic.45

Figure 5 shows the viscous sintering of aggregates originally
made by DLCA, DLA, and BPCAwith initialDf of 1.79, 2.25, and
2.73, respectively, consisting of 256 primary particles each. At the
beginning of sintering, the aggregate branches straighten and
broaden (dimensionless time t/τ0 = 1) resulting in more open
structures, as discussed below with the evolution of Df. This
is contradictory to the general notion that sintering leads
automatically to compaction. This is consistent, however, with

Akhtar et al.,12 who observed in 2-dimensional Monte Carlo
simulations of gas phase coagulation and sintering of TiO2

aerosol that the densification on a localized scale of the branches
in the aggregates leads to a reduction inDf. This is consistent also
with Camenzind et al.,11 who experimentally observed a reduc-
tion of Df of silica particle formation in diffusion flame aerosol
reactors. At the more densely populated parts of the aggregates, a
single compact primary particle is formed (t/τ0 = 1�2), resulting
in more open structures. The branches sinter and the chain
diameter increases until an oval shape is reached (t/τ0 = 12,
DLCA) which finally evolves to a spherical particle.
The shape evolution of the DLA aggregate is comparable

to that of the DLCA aggregate. After chains have straightened
(t/τ0 = 1), the DLA aggregate forms an elongated shape (t/τ0 =
2�6), yet more compact than the DLCA aggregate. The BPCA
aggregate behaves differently after chains have straightened
(t/τ0 = 1). Rapidly a dense center is formed in the aggregate
into which the branches sinter (t/τ0 = 2�5). At the end of
sintering (t/τ0 > 6) the surface is smoothened similar to the
DLCA aggregate. The influence of the initial structure on the
evolution of surface area and radii of gyration are quantitatively
studied below.
3.2.2. Effect of the Number of Primary Particles per Agglom-

erate on its Sintering. Figure 6a shows the temporal evolution of
the dimensionless surface area A/A0 for DLCA aggregates
consisting of 16�512 primary particles. The highlighted area
represents the range of the standard deviation averaged over the
50 aggregates. At the beginning, the change is very rapid and
almost independent of the number of particles in the aggregate.
This change in surface area corresponds to the initial neck
formation, which comes along with a great reduction in surface
area and is much faster than at the end of sintering. The reason is
the large difference in curvatures in the neck as seen for two-
particle sintering (Figure 2). The normalized surface areas
collapse around a single line up to A0 = 0.2 (Figure 6b), if the
time is scaled with

τA ¼ ηr0
γ

N
2

� �ð1=2 � Df=6Þ
ð21Þ

which corresponds to the characteristic fusion time for the KF
model (eq 19). This time can be used in population balance
equations (PBE) to predict the evolution of the particle surface
area as a function of particle number and initial effective fractal
dimension.
The evolution of the radius of gyration is presented in

Figure 6c. At the beginning of sintering, each branch in the
aggregate straightens by shrinking and smoothens the surface
area, which does not change the radius of gyration and develops
cylinder-like branches (Figure 5). Then the branches shrink like
the chains studied above. The temporal evolution of the radius of
gyration scales best with N(0.7�0.18Df), (Figure 6d). Figure 6,
panels a and c, shows that the change in surface area takes place
faster than the change in radius of gyration. At t/τ0 = 10, the
surface area for N = 512 particles (pink line) was reduced to
around 90% of the difference between the initial surface and the
fully coalesced sphere, while the Rg has changed to about 70%.
Note that the surface area scales differently than the radius of

gyration. The scaling for the radius of gyration (or moment of
inertia as often measured in MD simulations) insufficiently
describes the surface area evolution and both evolutions need
to be considered separately in calculating the collision frequency
of aggregate particles undergoing coagulation.

Figure 5. Snapshots of aggregates undergoing viscous sintering and
consisting of initially 256 monodisperse primary particles generated by
diffusion limited cluster�cluster (DLCA, Df = 1.79), diffusion limited
(DLA, Df = 2.25), and ballistic particle-cluster (BPCA, Df = 2.73)
agglomeration. Clearly compact aggregates sinter faster than more open
structures. The dimensionless time, t/τ0 = tγ/ηr0, is listed next to the
aggregate. The colors correspond to the aggregate curvature (= 1/
radius): large = blue, small = red.

Figura 3.3: Imágenes instantáneas de agregados bajo coalescencia viscosa. Agregados consistentes de N=256. Los
colores corresponden a la curvatura de los agregados: alta: azul y baja curvatura: rojo. Tiempo de normalización

τ0 = γ/(ηr0). Fuente: [7].

Al año siguiente de publicar este estudio, Eggersdorfer et al. [123] extendieron este estudio a los meca-

nismos de coalescencia viscosa (característica de sílica y polímeros) y grain boundary diffusion (característica

de cerámicos cristalinos y metales).

Sinterización: Las partículas de hollín se solidifican y se unen por sinterización luego de colisionar.

Crecimiento superficial ocurre de manera paralela. De acuerdo a Veshkini et al. [119] el tiempo característico
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de sinterización de PP puede ser aproximado de acuerdo a la siguiente expresión,

τs =
3

64π
kBTV
Dσνm

, (3.5)

donde kB es la constante de Boltzman; T es la temperatura, V es el volumen de las partículas

(V = (4/3)πr3
p); σ es la tensión superficial; νm es el volumen molecular, y D es el coeficiente de difusión de

estado sólido. El coeficiente D está asociado al mecanismo de transporte predominante [124]. Veshkini et al.

argumentó que para el caso del hollín es esperable que el mecanismo principal sea la difusión superficial,

cuya fuerza impulsora son los gradientes de potencial químico. Esta idea fue formulada matemáticamente

primeramente en 1994 por Friedlander et al. [125]. El año 2016 Veshkini et al. [119] lo consideraron en

simulaciones numéricas de la evolución de partículas de hollín en una llama de difusión laminar de etileno.

Ha existido un progreso considerable en esta temática, sin embargo como incluso Veshkini et al.

lo plantean en la referencia [119], el nivel de comprensión de este fenómeno aun no es del todo maduro.

Con el objetivo de demostrar que este es un tema aún no aclarado completamente en la literatura, sin

dejar de considerar la basta bibliografía experimental donde se destaca el overlapping de PP, el año 2017

se publicó un estudio demostrando evidencia expetimental de la existencia de sinterización de partículas

primarias [126].
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4 | Metodología

4.1. Generación de agregados

Independiente del tipo de agregado, todos son obtenidos mediante el uso de un algoritmo de agregación

partícula-clúster desarrollado por Skorupski et al. [4]. Un total de 50 agregados fueron generados para cada

condición estudiada. Una condición estudiada consta de un cierto número de monómeros, un nivel de

dispersión de PP, un tipo de distribución de tamaño de monómeros y un nivel de overlapping de partículas

primarias. Como se discutió en la sección 3.1.3, los parámetros fractales considerados de mayor consistencia

numérica (DLCA) y experimental son D f = 1.78 y k f = 1.30. Los agregados considerados en el presente

estudio constan de un número de monómeros N entre 100 y 500, agregados con N menor a 100 no fueron

considerados ya que no poseen suficientemente gran tamaño para ser considerados fractales y los tamaños

de sus PP son difíciles de ajustar con una distribución normal o lognormal. Valores mayores a 500 son

difícilmente encontrados en agregados reales (consultar la sección 3.1.3).

4.1.1. Agregados con dispersión de PP normal y lognormal, sin overlapping

Como lo muestra la Figura 4.1(a) los niveles de dispersión considerados para el caso de agregados

cuyos tamaños de monómeros se distribuyen lognormal van desde σg = 1.1 hasta σg = 3.0 con una

media geométrica constante rg = 15 nm. Notar que en este caso el rango es más amplio que los valores

reportados experimentalmente hasta ahora en la literatura y cuya revisión bibliográfica se encuentra en la

Tabla 3.3.

Como lo muestra la Figura 4.1(b) los niveles de dispersión considerados para el caso de agregados

cuyos tamaños de monómeros se distribuyen normal van desde σp/rp = 5 % hasta σp/rp = 30 %. Este rango

está basado en los valores reportados experimentalmente hasta la actualidad en la literatura y cuya revisión

bibliográfica se encuentra en la Tabla 3.3.
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(a) PPSD lognormal (b) PPSD normal

Figura 4.1: Niveles de dispersión considerados para cada distribución de tamaño de PP.

4.1.2. Agregados con dispersión de PP normal, en overlapping

También se generaron agregados consistentes de partículas primarias con distribución de tamaño

normal y grados de overlapping desde 5 % hasta 25 %, los cuales son valores representativos de partículas de

hollín hasta ahora calculados en la literatura [37, 96, 69]. También son valores consistentes con los estudios

numéricos revisados en la sección 3.2.2, en los cuales se ha estudiado el caso de overlapping de PP sin

dispersión de tamaños. Es importante señalar que cuando se generan agregados con overlapping de PP, los

valores de D f y k f calculados para agregados en un punto en contacto ya no son válidos y necesitan ser

calculados nuevamente. Análogamente al caso de agregados en un punto en contacto, los parámetros fractales

fueron obtenidos mediante el uso de la ecuación (2.10). Debido al overlapping de partículas primarias, la

ecuación (2.12) ya no es válida para la obtención del radio de giro, por lo tanto Rg fue calculado en base al

método propuesto por Oh y Sorensen [80],

R2
g =

1
n

∑
i∈ζ

(Ri − Rcm)2, (4.1)

donde ζ corresponde al conjunto de n puntos en los cuales el volumen del agregado ha sido mallado,

Ri es la coordenada del punto i, y Rcm es la coordenada del centro de masa de estos n puntos. Además,

para obtener valores de Rg independientes de n, la resolución de la malla es fijada en la mínima distancia

entre centros de PP dividido por ocho, en concordancia con lo propuesto en el mencionado estudio de Oh y

Sorensen.

T =
1
n

n∑
i=1


y2

i + z2
i −xiyi −xizi

−xiyi x2
i + z2

i −yizi

−xizi −yizi x2
i + y2

i

 . (4.2)
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Análogamente a al método propuesto por Heinson et al. [45]. Donde (xi, yi, zi) corresponden a las

coordenadas de cada punto perteneciente al conjunto ζ. Los valores propios de la matriz T corresponden a

los cuadrados de los radios principales R1 ≥ R2 ≥ R3 cumplen: R2
g = 1

2

(
R2

1 + R2
2 + R2

3

)
[47]. El coeficiente de

anisotropía del agregado fue calculado como,

A13 =
R2

1

R2
3

, (4.3)

En la Figura 4.2 se muestra un ejemplo de un agregado consistente de N = 10, PPSD normal con

σp/rp = 30 % y Cov = 25 % el cual ha sido mallado de acuerdo al criterio descrito en el párrafo anterior. La

Figura 4.2(a) muestra el agregado original, la Figura 4.2(b) muestra la nube de n puntos que conforman su

mallado y por lo tanto corresponden al conjunto ζ. Las Figuras 4.2(c) y 4.2(d) presentan las proyecciones en

los ejes XY y XZ del agregado mallado respectivamente, permitiendo así observar que tan cercanos son los

puntos de la malla, es decir que tan fino es el mallado.

X
Y

Z

(a) Agregado original (b) Mallado

X

Y

Z Y X

Z

(c) Proyección XY (d) Proyección XZ

Figura 4.2: Ejemplo de mayado para el cálculo del radio de giro de agregados con overlapping de partículas primarias.
Agregado con N = 10, PPSD normal con σp/rp = 30 % y Cov = 25 %.
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4.2. Obtención de imágenes TEM’s numéricas

Una vez que los agregados son generados mediante FLAGE archivos de datos conteniendo las

coordenadas (x, y, z) y el radio asociados a los monómeros de cada agregado son obtenidos. El siguiente paso

es realizar un código de mallado mediante el uso de MATLAB donde el caso de agregados con overlapping

de monómeros fue especialmente problemático. De dicho código se exportan archivos de datos conteniendo

los mallados en un formato adecuado para su procesamiento con Tecplot. Haciendo uso de dicha herramienta

se procede a la obtención de sus imágenes TEM’s numéricas.

Para cada condición estudiada consistente de 50 agregados cada una se generaron 3600 proyecciones

aleatorias (72 imágenes por cada agregado generado). Un total de 175 casos fueron estudiados, de los

cuales 35 consistieron de agregados con PPSD lognormal sin overlapping, 35 para agregados con PPSD

normal sin overlapping y 105 casos de agregados consistentes de partículas primarias de tamaño disperso

y en overlapping. La Figura 6.1(h) presenta un ejemplo de una imagen TEM numérica para un agregado

consistente de PPSD lognormal y σg = 1.9, análogamente la Figura 6.4(h) presenta un ejemplo para un

agregado consistente de PPSD normal y σp/rp = 15 %. También en la Figura 6.10(b) se presenta un ejemplo

de imagen TEM numérica de un agregado con overlapping de PP de tamaños dispersos.

Para la obtención de las imágenes TEM’s numéricas se utilizó una metodología similar a la propuesta

por Wozniak et al. [81]. Los siguientes supuestos fueron considerados,

1. Sólo un régimen de dispersión de luz está presente en las partículas

2. Las partículas primarias son amorfas

3. La conversión óptica a escala de grises es lineal

4. El espesor óptico al interior de cada monómero es constante

Los tres primeros supuestos fueron tomados por Wozniak et al., de ellos el más “crítico” está asociado

a la linealidad en la conversión óptica del haz de electrones atenuado en un microscopio de transmsión

electrónica (TEM) tal como se discutió en la sección 2.5.1.2. Este punto es aún incierto en la literatura, sin

embargo para los objetivos del presente trabajo no tienen un impacto relevante ya que el método de Tian et al.

hace exactamente la misma suposición. Respecto al supuesto número 4, evidentemente el espesor óptico no

es constante al interior de un monómero, sin embargo observando la ecuación (2.32) se puede notar que el

efecto en el valor de densidad óptica relativa del método de Tian et al. es despreciable, se retornará a este

análisis más adelante en el presente trabajo. Bajo los supuestos anteriormente mencionados, la herramienta

Tecplot puede ser utilizado sin problemas. Para la generación de estas imágenes TEM’s mediante Tecplot, los

siguientes parámetros tuvieron que ser definidos,
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Intensidad de fondo

Transparencia de los monómeros

Nivel de iluminación de fondo

Contraste superficial

Intensidad y brillo de iluminación especular

Ancho y distancia de vista

Resolución de imágenes en pixeles

Una intensidad de fondo representativa de imágenes TEM’s reales fue Ibg = 211 en escala de grises,

este valor corresponde a las rejillas de muestreo termoforético utilizadas en la campaña experimental realizada

en nuestro laboratorio, las mencionadas TED PELLA modelo 01844-F con recubrimiento de carbono de

espesor entre 15 a 25 nm (ver sección 2.4.3). Dada la intensidad de fondo elegida, el nivel de transparencia

de los monómeros fue calculado generando imágenes con transparencias entre 50 y 80 % encontrándose el

mejor calce de densidad óptica relativa de una PP de una imagen TEM numérica con una experimental al

nivel de transparencia del 70 %. El nivel de iluminación de fondo se mantuvo siempre constante en 1 %, el

contraste superficial fue de 0 %. No se utilizó ninguna iluminación especular. El ancho y distancia de vista

fueron fijados diferentes para cada tamaño de partícula, los valores particulares utilizados son presentados en

la Tabla 4.1. Respecto a la resolución de cada imagen en pixeles esta fue fijada en 1024 × 1024.

Tabla 4.1: Resumen de parámetros dependientes del tamaño de agregados. Generación de imágenes TEM’s numéricas.

Tamaño agregado (N) Ancho vista Distancia vista

100 780 4380
200 1200 6190
300 1450 9780
400 1450 9780
500 1900 12500

Para la obtención de las 72 imágenes para cada agregado analizado se programó una macro en Tecplot

con rotación en coordenadas esféricas de los ángulos θ y φ en 5◦ cada uno. La idea de rotar el agregado

en dos ejes es representar su anisotropía en la mayor medida posible y es en 5 grados con el objetivo de

lograr rotación completa en ambos sentidos dado que se generan 72 imágenes. Finalmente, para comprobar la

invariancia de los parámetros geométricos de este agregado al ser rotado se realizaron cinco casos de prueba

(uno para cada tamaño de agregado) en los cuales se modificó la macro generada de tal manera de solamente

abrir un monómero en cada caso, luego se calculó el área y el largo máximo de cada una de las 72 imágenes

generadas de dicho monómero. Este ejercicio permitió asegurar la invariancia de los parámetros geométricos

y a su vez calcular el ratio de conversión nm/pix de medida real a medida de imagen.
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4.3. Análisis de imágenes TEM’s numéricas

Dos códigos de procesamiento de imágenes fueron desarrollados. El primero tuvo como misión el

cálculo del radio de partículas principales mediante el uso de la transformada de Circular de Hough descrita

en la sección 2.5.3.1. Con dicho código se obtiene el radio de partícula principal promedio y su desviación

estándar. Para esto se programó una rutina en Matlab en la cual haciendo uso de la función: findcircles

cuyos parámetros son4:

1. Rango de radios

2. Polaridad de la imagen

3. Umbral de escala de grises para la detección de bordes

4. Sensibilidad

5. Método de cálculo

(1) Dado que cada tipo de imagen generada de acuerdo a lo explicado en la sección precedente posee

distinta resolución, en primer lugar se realizó una medición manual de los tamaños de PP para cada tipo de

imagen, luego se obtuvo un rango de radio de PP el cual fue utilizado como entrada del primer parámetro

requerido por esta función. Es necesario agregar que para el caso de agregados con distribución lognormal el

rango de tamaños de PP era demasiado amplio para obtener buenos resultados, esto se corrigió dividiendo el

rango en dos mitades complementarias de modo de hacer el cálculo de tamaños por separado para tamaños

grandes y pequeños respectivamente. (2) La polaridad de las imágenes fue siempre la misma: “dark” lo

que implica que los objetos buscados por esta función son más oscuros que el color de fondo de la imagen.

(3) La detección de bordes se obtuvo mediante el uso de la función graythresh cuyo funcionamiento está

basado en el método de Otsu, el cual selecciona el umbral que minimiza la varianza-intra entre los pixeles

blancos y negros resultantes [127]. (4) el parámetro de sensibilidad es un número entre 0 y 1 asociado a

la sensibilidad de la matriz acumuladora de la transformada de Hough, a medida que se incrementa este

parámetro la función detecta mayor cantidad de círculos pero también corre mayor riesgo de hacer falsas

detecciones, para el presente trabajo se escogieron valores entre 0.8 y 0.9. (5) el método de cálculo empleado

fue el de codificación de fase desarrollado por Atherton y Kerbyson [128].

4.3.0.1. Detección de partículas primarias en base a CHT

El fundamento teórico de la Transformada Circular de Hough (CHT) fue explicado en el Capítulo 2.

A dicha transformada, con el objetivo de disminuir el costo computacional e incrementar la robustez del

4Mayor información puede ser encontrada en el siguiente enlace: https://www.mathworks.com/help/images/ref/
imfindcircles.html.
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método, los autores Atherton y y Kerbyson introdujeron las siguientes filtros para la detección de patrones

circulares [128]:

1. Círculo individual: Para un pixel de coordenadas (m, n) el operador realiza una segmentación de

acuerdo al criterio de la siguiente ecuación,

Osc[m, n] =

 1, (R − 0.5)2 < m2 + n2 < (R + 0.5)2

0, Otro caso
(4.4)

2. Anillo: Análogamente este operador realiza una segmentación de acuerdo a la siguiente ecuación,

OA[m, n] =

 1, R2
min < m2 + n2 < R2

max; Rmax > Rmin + 1

0, Otro caso
(4.5)

donde Rmin y Rmax corresponden a radios mínimo y máximo pre definidos.

3. Anillo orientado de forma vectorial: Corresponde al campo vectorial de dos componentes: OOA =

(OOA−x,OOA−y)T . Análogamente este operador realiza una segmentación de acuerdo a la siguiente

ecuación,

OOA−x[m, n] =

 cos[θmn], R2
min < m2 + n2 < R2

max

0, Otro caso
(4.6)

OOA−y[m, n] =

 sin[θmn], R2
min < m2 + n2 < R2

max

0, Otro caso
(4.7)

donde el ángulo θmn = tan −1[n/m].

4. Anillo de codificación compleja: Este operador utiliza codificación de fase, resultando en un operador

complejo. Dicho operador realiza una segmentación de acuerdo a la siguiente ecuación,

OAPC[m, n] =

 exp[iϕmn], R2
min < m2 + n2 < R2

max

0, Otro caso
(4.8)

Donde i2 = −1. Debido a sus propiedades, tales como invariancia, se utiliza una codificación de fase

logarítmica,

ϕmn = 2π

 log
[√

m2 + n2
]
− log[Rmin]

log[Rmax] − log[Rmin]

 (4.9)
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(a) Círculo individual (b) Anillo

(c) Anillo orientado vectorial (d) Anillo codificación compleja

Figura 4.3: Tipos de filtros para la detección de patrones circulares.

Sea una imagen f (x, y) cuyo gradiente tiene las siguientes componentes Ex = ∂ f (x, y)/∂x y Ey =

∂ f (x, y)/∂y tal que E = (Ex, Ey)T . Al realizar la convolución de los filtros previamente mencionados con la

magnitud de borde ‖E‖ se obtiene,

QS C = ‖E‖ ⊗
1
r

OS C , (4.10)

QA = ‖E‖ ⊗
1
r

OA, (4.11)

QAPC = ‖E‖ ⊗
1
r

OAPC , (4.12)

QOA = Ex ⊗
1
r

OOA−x + Ey ⊗
1
r

OOA−y, (4.13)

El factor 1/r normaliza al operador O con el objetivo de obtener invariancia en los resultados respecto

al radio del patrón circular a detectar. Los resultados de convolución de cada filtro QS C , QA, QAPC y QOA

junto con combinaciones de filtros para la obtención de nuevas convoluciones fueron las operaciones claves

introducidas por Atherton y Kerbyson para la detección de patrones circulares en base a la transformada de

Hough. Las mayores ventajas de este método son: su alta tolerancia al ruido en imágenes, ante variaciones de
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iluminación y su invariancia de radio.

4.3.0.2. Parámetros geométricos

El segundo código tiene como objetivo obtener los parámetros geométricos necesarios para la aplica-

ción de los métodos de Tian et al. y Brasil et al., dichos parámetros son: el área proyectada del agregado,

la densidad óptica relativa promedio del agregado y de una partícula primaria, y el largo máximo proyecta-

do.

Conversión a 
binaria

Dilatación Erosión
Eliminación 

elementos en 
contacto con borde

Detección de 
bordes

Propiedades de 
regiones

Cálculo ROD 
promedio

Cálculo del largo 
máximo 2D

Cálculo del área 
total

Etapa 2: Cálculo de propiedades

Etapa 1: Procesamiento de imágenes

Figura 4.4: Diagrama de funcionamiento del código de procesamiento de imágenes TEM’s numéricas.

El diagrama presentado en la Figura 4.4 será utilizado para la explicación del funcionamiento de este

código. Dicho funcionamiento se ha dividido en dos etapas, la primera corresponde al procesamiento de las

imágenes y la segunda al cálculo de las propiedades específicas.

Etapa 1, procesamiento de imágenes: Esta etapa consta de cinco procesos, en primer lugar las imágenes

son transformadas desde escala de grises a binaria mediante el uso de un valor umbral determinado

mediante el método de Otsu mencionado previamente. Posteriormente dos procesos de dilatación y

erosión son llevados a cabo, el objetivo de la aplicación del proceso de erosión es evitar la división

de los agregados en la generación de las imágenes binarias, esta división puede ocurrir debido a

la consideración de agregados consistentes de monómeros con un punto en contacto. El motivo del

proceso de erosión es conservar el área proyectada del agregado lo más fiel posible. Dada la variabilidad

intrínseca en la anisotropía de los agregados fractales y dados los parámetros de visión definidos en

la obtención de las imágenes se ha agregado un paso de eliminación de imágenes con agregados que

estén en contacto con el borde. Finalmente, en base a la detección de bordes se logran identificar zonas

dentro de cada imagen lo cual permitirá todos los cálculos asociados a la etapa 2. En la Figura 4.5 se

presenta una imagen representativa de los principales procesos asociados a la etapa 1. La Figura 4.5(a)
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corresponde a la imagen binaria, 4.5(b) a la imagen dilatada, 4.5(c) a la imagen erosionada y 4.5(d) a la

detección de bordes, los cuales son marcados con una línea blanca.

(a) Binaria (b) Dilatada

(c) Erosionada (d) Detección de bordes (línea blanca)

Figura 4.5: Procesos asociados al código de análisis de imágenes.

Etapa 2, cálculo de propiedades: Una vez que las zonas o pixeles de interés han sido identificados se

hace uso de la función regionprops para la obtención de: Área, lista de pixeles y puntos extremos.

El área proyectada es entonces directamente determinada mediante el uso de esta función, la lista de

pixeles es utilizada para el cálculo de la densidad óptica relativa promedio del agregado. Los puntos

extremos son utilizados en una sub-rutina para el cálculo del largo máximo proyectado.
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5 | Análisis teórico

5.1. Análisis de la dispersión de partículas primarias

5.1.1. Distribución de partículas primarias normal

Como se explicó en la sección 3.1.3 varios estudios experimentales han encontrado que el tamaño

de partículas primarias es descrito apropiadamente por una distribución normal, con un grado de dispersión

de hasta σp/rp = 30 %. En este caso el tamaño de PP es ajustado por la siguiente función de densidad de

probabilidad,

f [rp] =
1

σp
√

2π
exp

−1
2

(
rp − rp

σp

)2 , (5.1)

donde f [rp]drp es la probabilidad de encontrar una partícula con radio entre rp y rp + drp, con

E[rp] = rp y Var[rp] = σ2
p. Considerando un agregado con N → ∞ y con PP en un punto en contacto. El

área superficial y la masa de dicho agregado son,

sa =

∫ ∞

0
4πr2

p f [rp]drp, (5.2a)

ma =

∫ ∞

0
ρ

4
3
πr3

p f [rp]drp. (5.2b)

Notar que en el intervalo [rp ± 3σp] están contenidos aproximadamente 99.999996 % de los radios.

Por lo tanto, (1) un ajuste de tamaños de PP con una distribución normal no es recomentado para niveles de

dispersión σp/rp > 33.3 %, y (2) para σp/rp ≤ 33.3 % las integrales asociadas a las ecuaciones (5.2a) y (5.2b)

pueden ser resueltas desde −∞ a +∞ sin un error significativo, además podemos asociar sus valores con el

segundo y tercer momento de la distribución normal (detalles sobre la demostración de estas ecuaciones se
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encuentran en el Anexo B),

sa = 4π(rp
2

+ σ2
p), (5.3a)

ma = ρ
4
3
πrp(rp

2
+ 3σ2

p). (5.3b)

Así, se concluye que para agregados consistentes de PPSD normal y en el límite N → ∞, tanto el

área superficial como la masa de estos agregados se incrementará de forma cuadrática respecto al nivel de

dispersión de PP (σp) para un valor rp fijo.

5.1.2. Distribución de partículas primarias lognormal

Por otro lado, tal como se comentó en la sección 3.1.3 otros estudios han encontrado que el tamaño

de PP es descrito adecuadamente por una distribución lognormal con niveles de dispersión hasta σg =

1.6. En este caso, el tamaño de partículas primarias es ajustado por la siguiente función de densidad de

probabilidad,

f [rp] =
1

ln[σg]
√

2πrp
exp

−1
2

(
ln[rp] − ln[rg]

ln[σg]

)2 , (5.4)

donde rg y σg corresponden a la media y desviación estándar geométrica del tamaño de PP. Análoga-

mente al análisis realizado previamente con distribución normal, si un agregado consiste de N → ∞ con PP en

un punto en contacto, el segundo y tercer momento de la distribución lognormal entregan información acerca

de la dependencia del área superficial y la masa del agregado respecto al nivel de dispersión de los monómeros

que lo constituyen (detalles sobre la demostración de estas ecuaciones se encuentran en el Anexo B),

sa = 4π exp
[
2
(
ln[rg] + ln2[σg]

)]
, (5.5a)

ma = ρ
4
3
π exp

[
3 ln[rg] + 9 ln2[σg]/2

]
, (5.5b)

En este caso, para agregados consistentes de PPSD lognormal en el límite N → ∞, la dependencia

del área superficial y la masa respecto al nivel de dispersión de PP (σg) es una relación exponencial.
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5.2. Análisis del overlapping de partículas primarias

5.2.1. Agregados con dispersión de tamaños de PP

Considerando ahora un agregado de N partículas primarias de tamaños dispersos con un grado de

overlapping definido por el siguiente coeficiente,

Ci j =
(ri + r j) − di j

(ri + r j)
, (5.6)

donde ri y r j son radios y di j es la distancia entre los centros de dos partículas primarias en overlapping,

como lo muestra la Figura 5.1(b).

ri rj

hj hi

dij

(a) Intersección de PP en 3D (b) Intersección de PP en 2D

Figura 5.1: Capa esférica intersección de PP con ri = 15, r j = 7.5 y Ci j = 25 %.

Si no existen múltiples intersecciones de PP (por ejemplo en un agregado con forma de cadena),

entonces el área superficial y la masa de dicho agregado pueden ser determinadas en base al concepto de capa

esférica [129],

sa =

N∑
i=1

4πr2
i −

∑
(i, j)∈I

2π(rihi + r jh j), (5.7a)

ma =

N∑
i=1

ρ
4
3
πr3

i −
∑

(i, j)∈I

ρ
1
3
π
[
h2

i (3ri − hi) + h2
j (3r j − h j)

]
, (5.7b)

donde I es el conjunto de intersecciones de partículas primarias en overlapping, hi y h j son las alturas
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de las capas esféricas generadas en la zona de overlapping, como lo muestra la Figura 5.1(b).

hi =

[
r j − ri + (ri + r j)(1 −Ci j)

] [
r j + ri − (ri + r j)(1 −Ci j)

]
2(ri + r j)(1 −Ci j)

, (5.8a)

h j =

[
ri − r j + (ri + r j)(1 −Ci j)

] [
ri + r j − (ri + r j)(1 −Ci j)

]
2(ri + r j)(1 −Ci j)

, (5.8b)

Algunas conclusiones pueden ser obtenidas a partir de este análisis. Si se define ri y r j como los radios

de un par de PP pertenecientes al conjunto I, de tal forma que se cumpla αi j = ri/r j con αi j > 1. Además

definiendo αmáx = máx(i, j)∈I{αi j}, entonces puede ser demostrado que el máximo nivel de overlapping que

conserva el número de partículas primarias N es,

Ci j,máx =
2

1 + αmáx
, (5.9)

Por ejemplo, si se considera ri = 15 y r j = 7.5 como el máximo y mínimo radio de PP en overlapping

en un agregado consistente de N monómeros, entonces αmáx = 2 y Ci j,máx = 66.6 %. Esto implica que para

Ci j = 67 %, el número de partículas primarias sería a lo más (N − 1). Es importante notar además que cuando

dos partículas de radios ri > r j están en overlapping, h j > hi y por lo tanto la partícula de menor tamaño

pierde mayor masa y área superficial por efecto del overlapping respecto a la más grande.

5.2.2. Agregados sin dispersión de tamaños de PP

Finalmente, en el caso particular de agregados consistentes de partículas primarias consistentes de

monómeros sin dispersión de tamaño ri = r j = rp y Ci j = Cov, la masa del agregado y el área superficial

vienen dados por las siguientes ecuaciones,

sa = 4πr2
p [N − (N − 1)Cov] , (5.10a)

ma = ρ
4
3
πr3

p

[
N − (N − 1)

1
2

(3 −Cov)C2
ov

]
, (5.10b)

Basado en estas expresiones se puede notar que la masa de los agregados depende de forma cúbica

respecto al nivel de overlapping, mientras que el área superficial depende de forma lineal. Normalizando

las ecuaciones (5.10a) y (5.10b) por sa[Cov = 0] = 4πr2
pN y ma[Cov = 0] = ρ(4/3)πr3

pN, se obtienen las
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siguientes relaciones,

sa[Cov]
sa[Cov = 0]

= 1 −
(
1 −

1
N

)
Cov, (5.11a)

ma[Cov]
ma[Cov = 0]

= 1 −
(
1 −

1
N

)
1
2

(3 −Cov)C2
ov, (5.11b)

la ecuación (5.11a) es consistente con la ecuación (3.2) obtenida por Brasil et al. [37]. Notar también

que en el límite N → ∞, se tiene sa[Cov]/sa[Cov = 0] = 1 − Cov y ma[Cov]/ma[Cov = 0] = 1 − (1/2)(3 −

Cov)C2
ov.

5.3. Estudio de ejemplos concretos

5.3.1. Agragados sin dispersión y overlapping de PP

Para efectos de análisis se define la masa perdida por un agregado asociado a la existencia de

overlapping de PP de acuerdo a la siguiente ecuación,

mlose = ρ(N − 1)πr3
p

2
3

(3 −Cov)C2
ov. (5.12)

De la Tabla 5.1 se puede apreciar que para Cov = 0 % se tiene ma/mp = 100, es decir igual al número

de monómeros, lo cual es esperable debido a que el agregado no tiene dispersión de partículas primarias.

Para Cov = 25 % el agregado pierde un 8.5 % de la masa que poseía cuando Cov = 0 % como lo muestra la

columna extremo derecha de dicha tabla. También se puede destacar que para dicho nivel de overlapping se

tiene ma/mp = 91.4. Notar que la coincidencia en los valores de las columnas 5 y 6 no es generalizable, es

debida únicamente a que se está estudiando un agregado con N = 100.

Notar además, que el presente análisis es válido para agregados regulares como los presentados en la

Figura 5.2(a) con D f = 1, Figura 5.2(b) con D f = 1.5 y Figura 5.2(c) con D f = 1.8. Sin embargo los rangos

de validez de este análisis son: 0 ≤ COV ≤ 1 para D f = 1, mientras que 0 ≤ COV ≤ (1 − 1/
√

2) para los

agregados con D f = 1.5 y D f = 1.8.
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Tabla 5.1: Análisis del efecto del overlapping de PP en el volumen de agregados fractales con D f = 1. Para este caso
particular se consideró N = 100 y rp = 15, suponiendo ρ = 1.

Cov ( % ) ma mlose ma/mp 1 − ma/mp mlose[Cov]/ma[Cov = 0] ( %)

0 1413717 0 100.0 0.0 0.0
5 1408556 5161 99.6 0.3 0.3
10 1393423 20294 98.5 1.4 1.4
15 1368843 44874 96.8 3.1 3.1
20 1335340 78376 94.4 5.5 5.5
25 1293440 120276 91.4 8.5 8.5
30 1243668 170049 87.9 12.0 12.0
35 1186547 227169 83.9 16.0 16.0
40 1122604 291113 79.4 20.5 20.5
45 1052363 361354 74.4 25.5 25.5
50 976348 437369 69.0 30.9 30.9
55 895085 518632 63.3 36.6 36.6
60 809098 604618 57.2 42.7 42.7
65 718913 694804 50.8 49.1 49.1
70 625054 788663 44.2 55.7 55.7
75 528045 885671 37.3 62.6 62.6
80 428413 985304 30.3 69.7 69.7
85 326681 1087036 23.1 76.8 76.8
90 223374 1190342 15.8 84.2 84.2
95 119018 1294699 8.4 91.5 91.5
100 14137 1399580 1.0 99.0 99.0

(a) D f = 1 (b) D f = 1.5

(c) D f = 1.8

Figura 5.2: Agregados regulares. En cada figura (a), (b) y (c) se aprecian dos agregados, el de la izquierda tiene
Cov = 0 %, mientras que el de la derecha tiene Cov = 25 %.
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5.3.2. Agregados con dispersión y con overlapping de PP

Análogamente al caso de agregados sin dispersión de PP, para efectos de análisis se define el

volumen perdido por un agregado asociado a la existencia de overlapping de PP de acuerdo a la siguiente

expresión,

mlose = ρ
∑

(i, j)∈I

πC2
i j(ri + r j)

12(1 −Ci j)

(
(ri + r j)2(1 −Ci j)(3 −Ci j) − 3(ri − r j)2

)
. (5.13)

Antes de comenzar a analizar agregados con dispersión de PP, se considera un caso sin dispersión

similar al analizado en la sección precedente, en este caso con N = 3 y rp = 15.

Tabla 5.2: Análisis del efecto del overlapping de PP en el volumen de agregados fractales monodispersos con D f = 1.
Para este caso particular se consideró N = 3, rp = 15.

Cov ( % ) ma mlose ma/mp 1 − ma/mp mlose[Cov]/ma[Cov = 0] ( %)

0 42412 0 3.0 0.0 0.0
5 42307 104 2.9 0.0 0.2
10 42002 410 2.9 0.0 0.9
15 41505 907 2.9 0.0 2.1
20 40828 1583 2.8 0.1 3.7
25 39982 2430 2.8 0.1 5.7
30 38976 3435 2.7 0.2 8.8
35 37822 4589 2.6 0.3 11.7
40 36530 5881 2.5 0.4 15.0
45 35111 7300 2.4 0.5 18.7
50 33576 8836 2.3 0.6 22.6
55 31934 10477 2.2 0.7 26.8
60 30197 12215 2.1 0.8 31.3
65 28375 14036 2.0 0.9 36.0
70 26479 15933 1.8 1.1 40.8
75 24519 17892 1.7 1.2 45.9
80 22506 19905 1.5 1.4 51.0
85 20451 21960 1.4 1.5 56.3
90 18364 24047 1.3 1.7 61.7
95 16256 26156 1.1 1.8 67.1
100 14137 28274 1.0 2.0 66.6

Inicialmente, si se considera un agregado compuesto por 3 monómeros de radios 12, 15 y 18 cuyo

promedio es rp = 15 y desviación estándar σp = 3.0 (σp/rp = 20 %). En el orden presentado por la

Figura 5.3(a) con Cov = 0 % y y Figura 5.3(b) con Cov = 25 %. En el contexto de agregados con dispersión de

PP se supondrá Ci j constante para cualquier par (i, j) y por lo tanto se usará la notación Ci j = Cov.

Comparando los resultados para un agregado sin dispersión versus el caso 1 con dispersión de PP

aquí evaluado se destacan los siguientes puntos,

Cuando Cov = 0 % el volumen del agregado sin dispersión de PP es menor que el volumen del agregado
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Tabla 5.3: Análisis del efecto del overlapping de PP en la masa de agregados con dispersión de PP con D f = 1. Para este
caso particular se consideró N = 3, rp = 18,15 y 12, Caso 1.

Cov ( % ) ma mlose ma/mp 1 − ma/mp mlose[Cov]/ma[Cov = 0] ( %)

0 45804 0 3.2 0.0 0.0
5 45698 106 3.2 0.0 0.2
10 45387 418 3.2 0.0 0.9
15 44882 923 3.1 0.0 2.0
20 44195 1610 3.1 0.1 3.5
25 43337 2467 3.0 0.1 5.3
30 42321 3484 2.9 0.2 8.2
35 41157 4647 2.9 0.3 10.9
40 39860 5944 2.8 0.4 14.0
45 38441 7363 2.7 0.5 17.4
50 36916 8889 2.6 0.6 21.0
55 35298 10507 2.5 0.7 24.8
60 33605 12199 2.3 0.8 28.8
65 31859 13946 2.2 0.9 32.9
70 30087 15718 2.1 1.1 37.1
75 28330 17475 2.0 1.2 41.2
80 26659 19145 1.8 1.3 45.2
85 25228 20576 1.7 1.4 48.6

con dispersión, esto está justificado por el aumento en la masa del agregado potenciado principalmente

por los agregados con radios mayores al valor promedio. En la misma linea se puede apreciar que el

ratio ma/mp posee un valor 3.0 (Tabla 5.2) para el caso sin dispersión, mientras que para el caso con

dispersión de PP posee un valor 3.2 (Tabla 5.3).

Respecto al porcentaje de masa perdida mlose se puede observar que para este caso particular de

ordenamiento de PP del agregado con dispersión de tamaño de monómeros, para cualquier coeficiente

Cov el valor porcentual de mlose respecto a la masa del agregado cuando Cov = 0 % es siempre menor que

en el caso sin dispersión de PP. Por ejemplo, para Cov = 25 %, se tiene mlose[Cov = 25]/ma[Cov = 0] =

5.7 % y mlose[Cov = 25]/va[Cov = 0] = 5.3 % para los casos sin y con dispersión de PP respectivamente,

lo cual corresponde a una diferencia absoluta de 0.34 %. Dicha diferencia absoluta, sin embargo se

incrementa cuando Cov = 85 % hasta un valor de 7.72 %.

Se debe tener en consideración que de acuerdo a lo presentado en la Figura 5.3 existen dos casos

posibles adicionales de ordenamiento de las PP cuyos resultados se presentan en las Tablas 5.4 y 5.5 para los

así llamados casos 2 y 3 respectivamente.

Comparando los resultados para los casos 1, 2 y 3 se destacan los siguientes puntos,

Notar que el caso 1 sólo se ha evaluado hasta Cov = 85 %, mientras que los casos 2 y 3 hasta 80 %. Esto

es debido a: Ci j,máx = 88.8 % para el caso 1, Ci j,máx = 80 % para los casos 2 y 3.

El primer punto y quizás el más crítico es que la masa perdida depende del orden de los agregados,
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(a) Cov = 0 %

(b) Cov = 25 %, caso 1 (c) Cov = 25 %, caso 2 (d) Cov = 25 %, caso 3

Figura 5.3: Análisis de masa de agregados con dispersión y overlapping de PP. Agregado regular con D f = 1 y N = 3.
En cada figura (a), (b), (c) y (d) existen tres PP con radios 12, 15 y 18.

Tabla 5.4: Análisis del efecto del overlapping de PP en el volumen de agregados fractales polydispersos con D f = 1.
Para este caso particular se consideró N = 3, r = 12,18 y 15. Caso 2.

Cov ( % ) ma mlose ma/mp 1 − ma/mp mlose[Cov]/ma[Cov = 0] ( %)

0 45804 0 3.2 0.0 0.0
5 45686 119 3.2 0.0 0.2
10 45339 466 3.2 0.0 1.0
15 44776 1028 3.1 0.0 2.2
20 44013 1791 3.1 0.1 3.9
25 43063 2742 3.0 0.1 5.9
30 41940 3865 2.9 0.2 9.2
35 40659 5145 2.8 0.3 12.2
40 39238 6566 2.7 0.4 15.6
45 37694 8110 2.6 0.5 19.3
50 36047 9757 2.5 0.6 23.2
55 34320 11484 2.4 0.8 27.3
60 32542 13263 2.3 0.9 31.6
65 30750 15054 2.1 1.0 35.8
70 29001 16803 2.0 1.1 40.0
75 27384 18420 1.9 1.3 43.9
80 26066 19739 1.8 1.4 47.0
85 - - - - -

es decir depende de como son las intersecciones entre PP, además, dado también el bajo número de

monómeros las mayores pérdidas de volumen se dan cuando dos partículas de mayor tamaño poseen

mayor número de intersecciones. Esto explica la diferencia en los valores de mlose[Cov]/ma[Cov = 0]

para cada caso, en particular cuando la PP de mayor tamaño se ubica al centro se obtienen las mayores

pérdidas de masa que cuando se ubica las más pequeña en dicha ubicación.

Otra observación es que la diferencia de mlose[Cov]/ma[Cov = 0] para los distintos casos es dependiente
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Tabla 5.5: Análisis del efecto del overlapping de PP en el volumen de agregados fractales polydispersos con D f = 1.
Para este caso particular se consideró N = 3, r = 15,12 y 18. Caso 3.

Cov ( % ) ma mlose ma/mp 1 − ma/mp mlose[Cov]/ma[Cov = 0] ( %)

0 45804 0 3.2 0.0 0.0
5 45717 87 3.2 0.0 0.1
10 45462 343 3.2 0.0 0.7
15 45048 756 3.1 0.0 1.6
20 44488 1317 3.1 0.0 2.8
25 43790 2014 3.1 0.1 4.4
30 42968 2836 3.0 0.2 6.6
35 42033 3772 2.9 0.2 8.7
40 40997 4807 2.9 0.3 11.1
45 39876 5928 2.8 0.4 13.8
50 38685 7119 2.7 0.5 16.5
55 37445 8359 2.6 0.5 19.4
60 36180 9624 2.5 0.6 22.4
65 34924 10880 2.4 0.7 25.3
70 33728 12077 2.3 0.8 28.1
75 32674 13130 2.3 0.9 30.5
80 31921 13883 2.2 0.9 32.3
85 - - - - -

de Cov siendo más bajo para menores niveles de overlapping.

Un punto importante es evaluar otras propiedades asociadas a estos agregados, tales como el radio de

giro. El cuadro 5.6 presenta el valor del radio de giro de cada agregado obtenido mediante el método

propuesto por Oh y Sorensen [80].

Tabla 5.6: Comparación del ratio de masas ma/mp y Rg calculados en base al método propuesto por Oh y Sorensen.

Caso (radios de PP) ma/mp exacto ma/mp calculado Rg

caso 1 (18-15-12) 3.065 3.042 21.52
caso 2 (12-18-15) 3.046 3.033 20.50
caso 3 (15-12-18) 3.098 3.072 23.26
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6 | Resultados

6.1. Agregados sin overlapping

6.1.1. Morfología de agregados sin overlapping

6.1.1.1. Agregados con PPSD lognormal

En las Figuras 6.1(a) a la Figure 6.1(g) se muestran ejemplos de agregados generados con PPSD

lognormal. Para dicho ejemplo se han escogido agregados consistentes de N = 300 monómeros.

(a) σg = 1.0 (b) σg = 1.1 (c) σg = 1.5 (d) σg = 1.9

(e) σg = 2.3 (f) σg = 2.7 (g) σg = 3.0 (h) σg = 1.9 TEM

Figura 6.1: Representaciones tri-dimensionales de agregados generados. N = 300, con PPSD lognormal, dispersión de
PP σg entre 1.0 y 3.0.

Para verificar los verdaderos parámetros de los agregados generados, se utilizó la ecuación (2.10),

calculando el radio de giro de acuerdo a la ecuación (2.12). Si se considera una densidad de masa constante

ρ = 1, entonces mi = (4/3)πr3
i , mp = (4/3)πrg

3, y ma =
∑N

i=1 mi. Los parámetros fractales promedio para el

total de 50 casos para cada condición evaluada, denotados como D3D
f y k3D

f son presentados en la Tabla 6.1. La

desviación estándar de cada parámetro es agregada como error. Como se puede ver, D3D
f permanece constante
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para todos los niveles de dispersión de PP, mientras que el prefactor k3D
f permanece aproximadamente

constante para niveles de dispersión hasta σg =1.9, después del cual disminuye significativamente hasta 1.00

cuando σg =3.0.

Tabla 6.1: Comprobación de parámetros tri-dimensionales, agregados con PPSD lognormal.

σg D3D
f k3D

f

1.0 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.00
1.1 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.01
1.5 1.78 ± 0.00 1.31 ± 0.13
1.9 1.78 ± 0.00 1.31 ± 0.15
2.3 1.78 ± 0.00 1.24 ± 0.17
2.7 1.78 ± 0.01 1.07 ± 0.14
3.0 1.78 ± 0.01 1.00 ± 0.14

Además de los resultados presentados en la Tabla 6.1, un análisis estructural más profundo fue llevado

a cabo mediante la obtención de la función de auto-correlación de densidad C(r). Las Figura 6.2(a) y 6.2(b)

presentan los resultados asociados a la obtención de las curvas log(C(r)) − log(r/rp) para agregados con

dispersión de partículas primarias lognormal con número de monómeros 100 y 500 respectivamente. Para

ambos tamaños se observa un tramo perfectamente lineal de dicha curva, lo que implica que los agregados

obtenidos mantienen la fractalidad independiente del grado de dispersión de partículas primarias. Se observa

sin embargo, una desviación del tramo lineal de la curva log(C(r)) − log(r/rp) cuando se incrementa el

nivel de dispersión de partículas principales. También se puede apreciar que la zona de corte permanece

prácticamente constante para los distintos niveles de dispersión de PP.
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Figura 6.2: Análisis de función de auto-correlación de densidad para agregados con distribución de PP lognormal.

Las Figuras 6.3(a) y 6.3(b) presentan las distintas curvas para la función de distribución del número de

coordinación (FDNC) de agregados con N = 100 y N = 500 respectivamente. Para ambos tamaños se observa

un cambio en la distribución al incrementar el nivel de dispersión de PP, para bajos niveles de dispersión de
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PP el peak de contactos se encuentra en FDNC=2 mientras que para altos en FDNC=1. Todas las curvas son

estrictamente decrecientes para FDNC≥2.
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Figura 6.3: Análisis de la función de distribución del número de coordinación (FDNC), para agregados con distribución
de PP lognormal.

La Tabla 6.2 presenta la variación de propiedades morfológicas importantes en la descripción de de

agregados fractales como lo son: el coeficiente de anisotropía A13, el largo máximo tri-dimensional L3D y el

radio de giro R3D
g , respecto a la dispersión de los tamaños de PP. Se observa que el coeficiente de anisotropía

disminuye monótonamente desde A13 = 4.3 para σg = 1.1 hasta A13 = 1.8 para σg = 3.0. El largo máximo

tri-dimensional por su parte, no exhibe una variación monótona, mas bien muestra variaciones erráticas en

torno a L3D = 531 nm, mismo comportamiento es encontrado para el radio de giro con valores en torno a

R3D
g = 176 nm. Finalmente el ratio L3D/(2R3D

g ) no exhibe un comportamiento uniforme respecto al incremento

de la dispersión de PP teniendo valores entre 1.45 y 1.57, su incerteza en tanto se incrementa de forma

monótona.

Tabla 6.2: Propiedades morfológicas de agregados en función de la dispersión de monómeros, PPSD lognormal con
N = 100.

σg A13 L3D (nm) R3D
g (nm) L3D/(2R3D

g )

1.1 4.3 ± 1.8 523 173 1.51 ± 0.02
1.5 3.5 ± 1.5 543 173 1.57 ± 0.07
1.9 2.3 ± 0.7 524 169 1.55 ± 0.10
2.3 2.1 ± 0.6 526 176 1.49 ± 0.10
2.7 2.1 ± 0.8 530 181 1.47 ± 0.10
3.0 1.8 ± 0.5 538 185 1.45 ± 0.12
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6.1.1.2. Agregados con PPSD normal

En las Figuras 6.4(a) a la Figura 6.4(g) se muestran ejemplos de agregados generados con PPSD

normal, además de un ejemplo de imagen TEM numérica representado por la Figura 6.4(h). Para dicho

ejemplo se han escogido agregados consistentes de N = 300 monómeros y dispersión de partículas primarias

σp/rp = 15 %.

(a) σp/rp = 0 % (b) σp/rp = 5 % (c) σp/rp = 10 % (d) σp/rp = 15 %

(e) σp/rp = 20 % (f) σp/rp = 25 % (g) σp/rp = 30 % (h) σp/rp = 15 % TEM

Figura 6.4: Representaciones tri-dimensionales de agregados generados. N = 300, con PPSD normal, dispersión de PP
σp/rp entre 0 y 30 %.

Análogamente al caso de PPSD lognormal, los parámetros fractales fueron calculados en base a la

ecuación (2.10) y (2.12), considerando en este caso: mp = (4/3)πrp
3. Los parámetros fractales promedio

obtenidos y su desviación estándar son presentados en la Tabla 6.3.

Tabla 6.3: Comprobación de parámetros tri-dimensionales, agregados con PPSD normal.

σp/rp % D f k f

0 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.00
5 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.01

10 1.78 ± 0.00 1.29 ± 0.01
15 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.02
20 1.78 ± 0.02 1.28 ± 0.03
25 1.78 ± 0.03 1.27 ± 0.04
30 1.78 ± 0.04 1.26 ± 0.05

Nuevamente, se puede ver que la dimensión fractal de estos agregados permanece constante con

un valor de D f = 1.78 y una máxima desviación estándar ±0.04. El pre-factor fractal, por otro lado,

exhibe una leve variación respecto al valor pre-fefinido evidenciando además un leve incremento en su

desviación estándar hasta un máximo de ±0.05 cuando se incrementa el nivel de dispersión de PP hasta

σp/rp = 30 %. Las Figura 6.5(a) y 6.5(b) presentan los resultados asociados a la función de auto-correlación
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de densidad para agregados con dispersión de partículas primarias normal, con número de monómeros 100

y 500 respectivamente. En Figura 6.5(a) se puede observar que para todos los niveles de dispersión de PP

analizados log(C(r))− log(r/rp) presenta un tramo uniformemente lineal. Para el caso de N = 500 presentado

en Figura 6.5(b) presenta una leve desviación respecto a la linea tangente del tramo lineal, pero aun puede ser

ajustada con una recta con factor de ajuste de 99 %. Los resultados sugieren que independiente del número de

PP, los agregados siguen siendo fractales y con una variación estructural prácticamente nula, para niveles de

dispersión de PP hasta σp/rp = 30 %..
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Figura 6.5: Análisis de función de auto-correlación de densidad para agregados con distribución de PP normal.
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Figura 6.6: Análisis de sensibilidad de la función de distribución del número de coordinación (FDNC), para agregados
con distribución de PP normal.

Las Figuras 6.6(a) y 6.6(a) muestran que la función de distribución del número de coordinación

es muy poco sensible a la dispersión de PP para N = 100 y N = 500 respectivamente. Las curvas DFNC
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mantienen la forma para todos los niveles de dispersión de PP, experimentando las mayores variaciones de

frecuencia para DFNC=1 y DFNC=1, siendo dichas variaciones menores al 6 %.

Tabla 6.4: Propiedades morfológicas de agregados en función de la dispersión de monómeros, PPSD normal con
N = 100.

σp/rp ( %) A13 L3D (nm) R3D
g (nm) L3D/(2R3D

g )

0 3.9 ± 1.5 517 171 1.50 ± 0.02
5 4.5 ± 1.8 519 172 1.51 ± 0.02

10 4.3 ± 1.7 520 171 1.51 ± 0.03
15 4.5 ± 1.8 525 171 1.53 ± 0.03
20 4.4 ± 1.7 525 171 1.53 ± 0.04
25 3.9 ± 1.7 525 171 1.53 ± 0.05
30 3.8 ± 1.3 529 171 1.54 ± 0.05

La Tabla 6.4 presenta la variación de propiedades morfológicas importantes en la descripción de de

agregados fractales como lo son: el coeficiente de anisotropía A13, el largo máximo tri-dimensional L3D y el

radio de giro R3D
g , respecto a la dispersión de los tamaños de PP. El coeficiente de anisotropía no presenta una

tendencia teniendo valores en torno a A13 = 4.2 para los niveles de dispersión de PP estudiados. Por su parte

el largo máxmo presenta un leve incremento con valor L3D = 517 nm para σp/rp = 0 % hasta L3D = 529 nm

para σp/rp = 30 %, por s parte el radio de giro permanece prácticamente constante con valor R3D
g = 171 nm

independiente del grado de dispersión de PP. El ratio L3D/(2R3D
g ) presenta un muy leve incremento desde

1.50 hasta 1.54 sobre el rango de dispersión de PP estudiado.

6.1.2. Radio de partículas principales

En la Figura 6.7 se ejemplifica la efectividad de este método para la obtención de la distribución

de tamaños de partículas primarias de dos agregados con PPSD lognormal y normal, en color azul se

presenta la distribución teórica o tridimensional definida para cada agregado mientras que en rojo se observan

las frecuencias obtenidas mediante el uso del método aquí descrito. Además para cada figura se presenta

una imagen de cada agregado en la cual los círculos rojos corresponden a los detectados por este código.

Los agregados analizados en dicha figura son los mismos presentados previamente en la Figura 6.1(h) y

la Figura 6.4(h), para el agregado con PPSD lognormal y σg = 1.9, y el agregado con PPSD normal y

σp/rp = 15 %. El código demostró efectividad al obtener el valor promedio con error menor al 1 %. Los

resultados son muy prometedores ya que solamente una imagen fue analizada en cada caso.

6.1.3. Número de partículas principales

El número de partículas primarias N fue obtenido mediante el uso la ecuación (2.25) para el caso

del método de Brasil et al., de la ecuación (2.32) para el caso del método de Tian et al. Ambos métodos
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Figura 6.7: Detección de PP en base a la transformada circular de Hough.

fueron explicados en la sección 2.5.1. Las Figuras 6.8(a) a la 6.8(d) muestran la variación del error relativo

en el número de partículas primarias para los dos métodos y las dos distribuciones de tamaños de partículas

primarias estudiadas. El error relativo εN presentado en la Figura 6.8 es calculado en base a la siguiente

ecuación,

εN =
N2D − N3D

N3D , (6.1)

donde N2D es el número de partículas primarias promedio obtenido mediante el análisis de imágenes

TEM’s numéricas de agregados consistentes de N3D PP, de los cuales cinco tipos de agregados fueron

estudiados (100, 200, 300, 400 y 500). Las barras de error coresponden a la desviación estándar de εN .

En primer lugar, independiente del PPSD utilizada y el método implementado, se encontró siempre

εN > 0 con un comportamiento monótonamente creciente respecto al nivel de dispersión de partículas

primarias.

Para proyecciones bi-dimensionales de agregados consistentes de PPSD lognormal y un nivel de

dispersión de tamaño de PP de σg ≥ 1.9, los valores de εN están por sobre el 100 % y hasta 600 % cuando

σg = 3.0. También se puede apreciar que para niveles de dispersión superiores a σg ≥ 1.9 existe una clara

diferencia en el error εN dependiendo del tamaño del agregado (o N3D). Además, para mayores valores de

N3D se obtuvieron mayores errores εN .

Para proyecciones bi-dimensionales de agregados consistentes de PPSD normal se obtuvieron valores

de εN hasta 24 % para niveles de dispersión de tamaño de partículas primarias desde 0 hasta 30 %. Para estos

agregados y niveles de dispersión de PP considerados se puede observar que el método de Tian et al. obtiene

mejores resultados en cuanto a la obtención del número de PP, comparado con el método de Brasil et al. Esto
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Figura 6.8: Variación del error relativo en el número de partículas primarias calculado.

podría ser atribuido al hecho de que el método basado en ROD no depende de correlaciones empíricas o

constantes obtenidas mediante simulación numérica, además de ser un método que de forma intrínseca es

menos sensible a la obtención de imágenes de un agregado desde distintos ángulos.

Para analizar la variación de la masa de estos agregados respecto al nivel de dispersión de partículas

primarias se generó un indicador η. La idea detrás de este análisis es que para el caso de un agregado formado

de monómeros sin dispersión de tamaños se cumple ma/mp = N, sin embargo esta relación no es válida para

agregados con dispersión de PP. Dicho indicador η es representado las siguientes ecuaciones para el caso de

PPSD normal y lognormal respectivamente,

η[σp] =
ma[σp] − ma[σp = 0]

ma[σp = 0]
, (6.2a)
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η[σg] =
ma[σg] − ma[σg = 1]

ma[σg = 1]
. (6.2b)

donde ma es calculado en base a las ecuaciones (5.3b) y (5.5b) para agregados con PPSD normal

y lognormal respectivamente. En la Figura 6.8 se han graficado las curvas η obtenidas para cada PPSD. Se

puede apreciar que para niveles de dispersión de tamaños de PP bajos las curvas εN y η se comportan de

forma muy similar, mientras que para altos niveles de dispersión, εN tiende a ser menor que η. Es interesante

notar además que para altos niveles de dispersión de agregados con PPSD lognormal, a mayor N3D más cerca

se encuentran las curvas εN respecto a η, esto se aprecia tanto para el método de Tian et al. como para el de

Brasil et al.

6.1.4. Radio de giro

Las Figuras 6.9(a) y 6.9(b) muestran la variación de la relación empírica introducida en la ecua-

ción (2.36), cuando se incrementa el nivel de dispersión de partículas primarias para agregados consistentes

de N = 100 y N = 500. Además, los ratios entre el largo tri-dimensional L3D y el radio de giro fueron

graficados, incluyendo también los ratios entre los largos máximos 2D y 3D.
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Figura 6.9: Variación de los ratios de tamaños de agregados calculados a partir de los datos 2D y 3D.

Independiente de la distribución y nivel de dispersión de tamaños de PP, se encontró que el ratio

L2D/(2Rg) presenta pequeñas desviaciones (< 10 %) respecto al valor 1.50 de la ecuación (2.36) obtenido por

Brasil et al. [37]. No hay clara tendencia en la variación de dicho ratio tanto para el tipo de PPSD como para

el nivel de dispersión de PP. El largo máximo tri-dimensional exhibe un comportamiento muy similar.
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6.1.5. Parámetros fractales

El efecto de la dispersión del tamaño de partículas primarias en la obtención de D f y k f es estudiado

en la presente sección. Como se mencionó previamente, el procedimiento para la obtención de D f y k f

utilizado en el presente trabajo consiste en un ajuste por mínimos cuadrados de log(N)− log(L/rp) para el caso

de PPSD normal y log(N) − log(L/rg) para el caso de PPSD lognormal. El número de partículas primarias

fue obtenido mediante el uso del método de Brasil et al. y Tian et al. como se explicó previamente.

Tabla 6.5: Error en la dimensión fractal y pre-factor obtenidos mediante los métodos de Tian et al. y Brasil et al.
Agregados con PPSD normal.

σp/rp ( %) Tian et al. Brasil et al.
εD f ( %) εk f ( %) εD f ( %) εk f ( %)

0 -0.21 ± 0.04 1.65 ± 0.08 -0.43 ± 0.32 3.42 ± 0.58
5 -0.14 ± 0.07 1.97 ± 0.12 -0.65 ± 0.11 5.23 ± 0.2

10 -0.10 ± 0.10 4.07 ± 0.19 -0.21 ± 1.01 5.24 ± 1.81
15 0.16 ± 0.09 6.95 ± 0.17 -2.09 ± 0.95 24.07 ± 1.70
20 0.10 ± 0.03 13.52 ± 0.06 -1.56 ± 0.85 26.45 ± 1.53
25 0.51 ± 0.19 18.85 ± 0.35 -1.16 ± 1.06 32.88 ± 1.92
30 0.82 ± 0.07 28.27 ± 0.13 0.50 ± 0.67 34.63 ± 1.23

Las Tablas 6.5 y 6.6 presentan la variación del error relativo en la obtención de D f y k f , cuando se

incrementa el nivel de dispersión del tamaño de partículas primarias para las dos PPSD estudiadas. El error

relativo para D f y k f es calculado en base a las siguientes ecuaciones,

εD f =
D2D

f − D3D
f

D3D
f

, (6.3a)

εk f =
k2D

f − k3D
f

k3D
f

, (6.3b)

donde D2D
f y k2D

f son los valores obtenidos para un determinado conjunto de imágenes, D3D
f y k3D

f

son los parámetros reales de estos agregados previamente calculados y presentados en las Tablas 6.1 y 6.3

para PPSD lognormal y normal respectivamente. Estos indicadores cuantifican el error en la obtención de los

parámetros fractales de agregados formados de partículas primarias en un punto en contacto y con tamaños

dispersos.

Independiente de la PPSD y para ambos métodos, los valores obtenidos D2D
f y k2D

f pueden ser

diferentes de aquellos obtenidos para agregados formados de partículas primarias sin dispersión de tamaños,

lo cual es un supuesto típico encontrado en la literatura (ver sección 3.1). Para agregados con PPSD normal,

se encontró que εD f permanece dentro del rango ±1 %, para niveles de dispersión hasta σp/rp = 30 % cuando

se utiliza el método de Tian et al. Cuando se utiliza el método de Brasil et al., esta desviación permanece
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dentro del rango ±2 % . Además, no se observa una clara tendencia en εD f para ninguno de los métodos

estudiados. Por otro lado,εk f se incrementa de forma monótona cuando se incrementa el nivel de dispersión

de PP alcanzando los valores máximos de 28.27 ± 0.13 y 34.63 ± 1.23 % para el método de Tian et al. y el

método de Brasil et al respectivamente. Este resultado es muy destacable dada la inconsistencia sistemática

encontrada en estudios experimentales y numéricos encontrados en la literatura referido a la determinación

del pre-factor fractal [93, 94, 130].

Tabla 6.6: Error en la dimensión fractal y pre-factor obtenidos mediante los métodos de Tian et al. y Brasil et al.
Agregados con PPSD lognormal.

σg
Tian et al. Brasil et al.

εD f ( %) εk f ( %) εD f ( %) εk f ( %)

1.0 -0.21 ± 0.04 1.65 ± 0.08 -0.43 ± 0.32 3.42 ± 0.58
1.1 -0.73 ± 0.43 7.43 ± 0.77 -2.86 ± 0.37 23.87 ± 0.67
1.5 2.19 ± 0.98 26.45 ± 1.72 1.82 ± 1.15 40.02 ± 2.01
1.9 3.93 ± 3.61 102.07 ± 6.49 4.82 ± 2.95 114.58 ± 5.30
2.3 12.38 ± 2.49 105.61 ± 4.46 12.94 ± 1.97 118.95 ± 3.54
2.7 21.73 ± 1.33 83.85 ± 2.75 17.13 ± 1.89 151.95 ± 3.91
3.0 23.15 ± 6.00 115.77 ± 13.76 20.31 ± 5.75 155.99 ± 13.19

Para agregados consistentes de partículas primarias con PPSD lognormal, como lo muestra la Tabla 6.6,

se encontró un incremento monótono en la tendencia tanto de εD f como de εk f cuando se incrementa el nivel

de dispersión de PP. Para valores típicos de dispersión de partículas primarias de hollín (σg < 1.9), se encontró

una desviación de εD f menor al 5 % y 4 % para el método de Brasil et al. y Tian et al. respectivamente. Por

otro lado, los valores de εk f presentaron desviaciones hasta 114 y 102 % para los métodos de Brasil et al. y

Tian et al. respectivamente, para el mismo rango de dispersión de PP. Finalmente para niveles de dispersión

superiores a σg = 1.9 el método de Tian et al. entrega considerablemente mejores resultados en términos de

la predicción del pre-factor real, pero pero en la predicción de la dimensión fractal, comparado con el método

de Brasil et al.

6.2. Agregados con PP dispersas y en overlapping

Aparte del nivel de dispersión de partículas primarias, como se explicó en la sección 3.1 los agregados

de hollín poseen además un grado de overlapping entre partículas primarias. Dicho efecto fue evaluado de

forma numérica y los resultados obtenidos son presentados en la presente sección.

6.2.1. Morfología de agregados con PP dispersas y en overlapping

Se generaron agregados consistentes de partículas primarias con distribución de tamaño normal y

grados de overlapping desde 5 % hasta 25 %, los cuales son valores representativos de partículas de hollín hasta
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ahora calculados en la literatura [37, 96, 69]. También son valores consistentes con los estudios numéricos

revisados en la sección 3.2.2, en los cuales se ha estudiado el caso de overlapping de PP sin dispersión de

tamaños. La Figura 6.10(a) presenta un ejemplo de agregado consistente de N = 300 monómeros, PPSD

normal con dispersión σp/rp = 30 % y COV = 25 % (valores típicos para agregados de hollín estudiados en la

literatura [93, 96, 113]). En dicha figura se realiza una ampliación que permite visualizar de mejor forma el

efecto de overlapping de partículas primarias vecinas.

(a) Agregado 3D (b) Imagen TEM numérica

Figura 6.10: Representaciones tri-dimensionales de agregados generados. N = 300 monómeros, con dispersión
σp/rp = 30 % y overlapping Cov = 25 %.

Como se explicó en el Capítulo 4, el radio de giro de agregados con partículas primarias en overlapping

debe ser calculado en base a la ecuación (4.1).

Tabla 6.7: Comprobación de parámetros tri-dimensionales, agregados con distinto grado de overlapping de PP.

Cov = 5 % Cov = 15 % Cov = 25 %

σp/rp % D3D
f k3D

f D3D
f k3D

f D3D
f k3D

f

0 1.78 ± 0.00 1.31 ± 0.00 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.00 1.78 ± 0.00 1.31 ± 0.00
5 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.00 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.01 1.78 ± 0.00 1.30 ± 0.01
10 1.78 ± 0.01 1.30 ± 0.01 1.78 ± 0.01 1.30 ± 0.02 1.78 ± 0.01 1.30 ± 0.02
15 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.03 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.03 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.04
20 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.04 1.78 ± 0.01 1.29 ± 0.04 1.78 ± 0.01 1.28 ± 0.04
25 1.78 ± 0.01 1.27 ± 0.05 1.78 ± 0.01 1.27 ± 0.06 1.78 ± 0.01 1.27 ± 0.08
30 1.78 ± 0.01 1.24 ± 0.08 1.78 ± 0.01 1.25 ± 0.08 1.78 ± 0.01 1.26 ± 0.07

Los parámetros fractales promedio, denotados como D3D
f y k3D

f , con su respectiva desviación estándar

son presentados en la Tabla 6.7. De manera similar a los casos previamente descritos en este capítulo para

agregados con partículas en un punto en contacto, la dimensión fractal permanece constante alrededor de

D f = 1.78 con una desviación estándar máxima ±0.01. Por otro lado, el pre-factor fractal presenta una

variación mayor desde 1.30± 0.00 hasta 1.25± 0.08 cuando se incrementa el grado de dispersión de PP desde
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Cov = 0 hasta Cov = 25 %.
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Figura 6.11: Análisis de función de auto-correlación de densidad y función de distribución del número de coordinación
de agregados con N = 100 y Cov = 25 %.

En la Figura 6.11(a) se presentan las distintas curvas de la función de auto-correlación de densidad,

mientras que la Figura 6.11(b) presenta las distintas curvas de la función de distribución del número de

coordinación. Estas curvas fueron obtenidas para agregados con distintos niveles de dispersión de partículas

primarias, considerando agregados consistentes de N = 100, y un nivel de overlapping de partículas primarias

Cov = 25 %. Observando la Figura 6.11(a) se puede notar que estos agregados exhiben un comportamiento

cuasi-fractal debido a que la curva log(C[r])− log[r/rp] no corresponde a una recta perfecta en el tramo previo

al decaimiento brusco asociado al cut-off del agregado (cuyo número de monómeros es finito). Por su parte al

observar la Figura 6.11(b) es posible notar una clara diferencia en la distribución del número de coordinación

de agregados sin dispersión a agregados con dispersión de tamaños de partículas primarias.

Tabla 6.8: Propiedades morfológicas de agregados en función de la dispersión de monómeros, PPSD normal con
N = 100 Y Cov = 25 %.

σp/rp ( %) A13 L3D (nm) R3D
g (nm) L3D/(2R3D

g )

0 5.9 ± 2.2 521 186 1.40 ± 0.09
5 12.4 ± 5.6 531 194 1.37 ± 0.13

10 13.6 ± 7.2 530 195 1.37 ± 0.12
15 15.9 ± 11.4 532 195 1.37 ± 0.13
20 14.3 ± 8.3 535 195 1.39 ± 0.15
25 12.9 ± 8.7 533 197 1.36 ± 0.14
30 12.1 ± 5.2 534 186 1.44 ± 0.13

La Tabla 6.8 presenta la variación de propiedades morfológicas importantes en la descripción de de

agregados fractales como lo son: el coeficiente de anisotropía A13, el largo máximo tri-dimensional L3D y

el radio de giro R3D
g , respecto a la dispersión de los tamaños de PP. Se observa una notable variación del
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coeficiente de anisotropía para niveles de dispersión de partículas primarias σp/rp ≥ 5 % siendo el valor

de este duplicado y acompañado de un incremento en la variabilidad de este parámetro. El largo máximo

permanece aproximadamente constante para los distintos niveles de dispersión de PP mientras que el radio

de giro experimenta un incremento hasta σp/rp = 25 % y luego disminuye. Respecto al ratio L3D/(2R3D
g ),

presenta valores que van entre 1.37 y 1.44 sin mostrar una tendencia clara.

6.2.2. Número de partículas primarias

Las Figuras 6.12(a) a la 6.12(d) muestran el número de partículas primarias calculado mediante el

método de Brasil et al. y Tian et al. para N3D = 100 y N3D = 500. Es evidente que el método de Brasil et al.

es afectado significativamente por el nivel de overlapping de PP, con εN hasta 30 % para N = 100 y -42 %

para N = 500 comparado con -7 % para N = 100 y -9 % para N = 500 para el método de Tian et al.

(a) Método Brasil et al., N=100 (b) Método Tian et al., N=100

(c) Método Brasil et al., N=500 (d) Método Tian et al., N=500

Figura 6.12: Error en el cálculo del número de partículas primarias. Agregados con dispersión y overlapping de PP.
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Para explicar estos resultados se hace uso del análisis teórico desarrollado en el Capítulo 5. En primer

lugar, mientras el nivel de dispersión de partículas primarias tiende a incrementar la masa del agregado,

el overlapping tiende a disminuirla. Eso explica por qué ambos métodos tienen a sobreestimar N cuando

se incrementa el nivel de dispersión de PP, mientras tienden a subestimarlo cuando se incrementa el nivel

de overlapping de partículas primarias, tal como se aprecia en las Figuras 6.12. Otro punto interesante de

la Figura 6.12 está asociado a la variación de εN , para un nivel dado de overlapping. Por ejemplo para

Cov = 15 %, se puede apreciar que εN tiene un abrupto cambio desde σp/rp = 0 hasta σp/rp = 5 %, el cual es

debido a que los agregados formados de partículas primarias en un punto en contacto son afectados de mayor

forma por el overlapping que aquellos con partículas primarias de tamaños dispersos, como se discutió en la

sección 5.3.

6.2.3. Parámetros fractales

Por otro lado, las Figuras 6.13(a) a la 6.13(d) muestran los valores obtenidos de εD f y εk f usando el

método de Brasil et al. y de Tian et al. Se puede apreciar que el método de Tian et al. tiene una variación

de εD f en el rango ±2 %, mientras que para el método de Brasil et al. estas variaciones van entre -2 y 11 %

para el rango de dispersión de PP considerado. Además, los valores de εk f para el método de Tian et al. van

desde -2 hasta 5 % para dispersión de PP hasta 15 % independiente del nivel de overlapping de PP. Para

niveles de dispersión de PP superiores a 15 % se obtuvieron εk f desde 7.8 hasta 21 % dependiendo del nivel

de overlapping de PP. Por su parte el método de Brasil et al. presentó valores de εk f entre -7 a 30 %.
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(a) D f , Método Brasil et al. (b) D f , Método Tian et al.

(c) k f , Método Brasil et al. (d) k f , Método Tian et al.

Figura 6.13: Efecto del overlapping de PP en el cálculo de los parámetros fractales.
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7 | Análisis de Sensibilidad

7.1. Sensibilidad a la dimensión fractal

Dado que los agregados estudiados fueron generados a partir de un algoritmo PCA, se hace un análisis

de sensibilidad de los parámetros pre-definidos a través del cálculo de la función de auto-correlación de

densidad dada por la ecuación (2.8). Como se mencionó en la sección 2.2.2.1, la función de auto-correlación

de densidad describe la estructura de un agregado. Para cada condición estudiada se generó una muestra de

50 agregados los cuales fueron promediados para obtener un valor representativo de las curvas C(r) tomando

como referencia los mismos parámetros utilizados en el estudio, es decir D f = 1.78 y k f = 1.30.

(a) D f = 1.40 (b) D f = 1.60 (c) D f = 1.80 (d) D f = 2.00 (e) D f = 2.20 (f) D f = 2.40

Figura 7.1: Análisis de sensibilidad de D f del algoritmo PCA, con parámetros k f = 1.30 y N = 100.

La Figura 7.1 presentan agregados representativos para valores de dimensión fractal desde D f = 1.40

representado por la Figura 7.1(a) hasta D f = 2.40 representado por la Figura 7.1(f). para el presente análisis

de sensibilidad. A partir de esta figura se puede comprobar el aspecto morfológico alargado o estirado de

agregados con baja dimensión fractal mientras que aquellos con gran dimensión fractal poseen un aspecto

mucho más compacto.

En la Figura 7.2(a) se presenta el análisis de sensibilidad de la función de auto-correlación de densidad

respecto a la dimensión fractal para agregados compuestos de 100 partículas primarias. Se aprecia que para

valores de D f < 1.80 se observa un tramo lineal muy uniforme de la curva log(C(r)) − log(r/rp), también se

observa que dichas pendientes van entre -1.26 y -2.40 cuando la dimensión fractal ingresada definida en el
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algoritmo PCA es variada desde 1.40 a 2.40.
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Figura 7.2: Análisis de sensibilidad de D f del algoritmo PCA, con parámetros de base: k f = 1.30 y N = 100.

La Figura 7.2(b) presenta un análisis de sensibilidad de la función de distribución del número de

coordinación (FDNC) respecto a la dimensión fractal de los agregados D f . De aquí se deduce que FDNC

es considerablemente sensible a la dimensión fractal de los agregados, especialmente para números de

coordinación bajos. Se observa un cambio en la forma de la distribución, para D f = 1.40 existe un peak de

frecuencia en FDNC=2 mientras que para D f = 2.40 dicho peak se encuentra para FDNC=1.

Tabla 7.1: Sensibilidad de parámetros morfológicos de agregados respecto a la dimensión fractal. Agregados con
parámetros k f = 1.30 y N = 100.

D f A13 L3D (nm) R3D
g (nm) L3D/(2R3D

g )

1.4 17.4 ± 11.7 1050 333 1.50 ± 0.07
1.6 8.7 ± 4.4 696 225 1.54 ± 0.01
1.8 4.3 ± 1.8 503 166 1.44 ± 0.05
2.0 2.6 ± 0.8 391 130 1.49 ± 0.02
2.2 1.8 ± 0.3 320 106 1.49 ± 0.01
2.4 1.5 ± 0.1 270 90 1.49 ± 0.01

La Tabla 7.1 presenta la variación de propiedades morfológicas importantes en la descripción de de

agregados fractales como lo son: el coeficiente de anisotropía A13, el largo máximo tri-dimensional L3D y el

radio de giro R3D
g , respecto a la dimensión fractal de los agregados. El coeficiente de anisotropía decrece de

forma monótona cuando se incrementa la dimensión fractal, presentando un valor A13 = 17.4 cuando D f = 1.4

hasta A13 = 1.5 cuando D f = 2.4, lo cual es cercano al coeficiente de anisotropía de una esfera A13 = 1.0

(isotropía perfecta). El largo máximo y el radio de giro disminuyen de forma monótona cuando se incrementa

la dimensión fractal. Cuando la dimensión fractal varía desde D f = 1.4 hasta D f = 2.4 (variación del 42 %)

el largo máximo disminuye en un 74 % y el radio de giro en un 73 %. Finalmente el ratio L3D/(2R3D
g ) se
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exhibe prácticamente invariable respecto a la dimensión fractal de los agregados con una variación máxima

del 6 %.

7.2. Sensibilidad al pre-factor fractal

La Figura 7.3 presentan agregados representativos de cada valor de pre-factor fractal desde k f = 1.00

representado por la Figura 7.3(a) hasta k f = 1.80 representado por la Figura 7.3(e).

(a) k f = 1.00 (b) k f = 1.20 (c) k f = 1.40 (d) k f = 1.60 (e) k f = 1.80

Figura 7.3: Análisis de sensibilidad de k f del algoritmo PCA, con parámetros D f = 1.78 y N = 100.

Por otro lado al observar la Figura 7.4(a) se observa que para agregados con D f = 1.78, cuando se

modifica su correspondiente pre-factor fractal entre k f = 1.00 y k f = 1.80, entonces la pendiente de la curva

log(C(r)) − log(r/rp) puede variar entre -2.43 y -1.81, no obstante dicha curva permanece aproximadamente

lineal independiente del valor de pre-factor fractal.
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Figura 7.4: Análisis de sensibilidad de k f del algoritmo PCA, con parámetros de base D f = 1.78 y N = 100.

De la Figura 7.4(b) se desprende que FDNC es relativamente insensible al valor de pre-factor fractal

de los agregados. Las mayores variaciones encontradas son para FDNC=1 y FDNC=2, siendo ambas en

términos absolutos menores al 4 %.

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 79



CAPÍTULO 7. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD 7.3. SENSIBILIDAD AL TAMAÑO Y NÚMERO DE MONÓMEROS

Tabla 7.2: Sensibilidad de parámetros morfológicos de agregados respecto al pre-factor fractal. Agregados con
parámetros D f = 1.78 y N = 100.

k f A13 L3D (nm) R3D
g (nm) L3D/(2R3D

g )

1.0 6.1 ± 2.5 599 198 1.50 ± 0.02
1.2 5.0 ± 2.1 541 179 1.50 ± 0.02
1.4 3.7 ± 1.2 498 164 1.51 ± 0.02
1.6 3.3 ± 1.0 463 152 1.51 ± 0.01
1.8 2.8 ± 0.9 435 142 1.52 ± 0.02

La Tabla 7.2 presenta la variación de propiedades morfológicas importantes en la descripción de de

agregados fractales como lo son: el coeficiente de anisotropía A13, el largo máximo tri-dimensional L3D y el

radio de giro R3D
g , respecto al pre-factor fractal de los agregados. El coeficiente de anisotropía disminuye de

manera monótona cuando se incrementa el pre-factor fractal, sin embargo exhibe una menor sensibilidad en

comparación a la dimensión fractal. El largo máximo y el radio de giro disminuyen de forma monótona al

incrementar el pre-factor fractal. Cuando k f aumenta en un 80 %, el largo máximo L3D disminuye en un 27 %

mientras que el radio de giro R3D
g lo hace similarmente en un 28 %. Por su parte el ratio L3D/(2R3D

g ) permanece

aproximadamente constante independiente del k f con una variación absoluta máxima de 0.02.

7.3. Sensibilidad al tamaño y número de monómeros

En la Figura 7.5 se presentan ejemplos de agregados consistentes de un número de monómeros

que va desde N = 25 representado por la Figura 7.5(a) hasta N = 4000 representado por la Figura 7.5(f),

aquí se observa que el algoritmo PCA entrega morfologías altamente ramificadas para altos valores de N.

Además de acuerdo a la Figura 7.6(a) se observa que para agregados compuestos de N > 500 la curva

log(C(r)) − log(r/rp) ya no sigue un comportamiento lineal, lo cual implica que el algoritmo PCA lleva

a la creación de agregados que no cumplen el principio de autosimilitud ya que su densidad de masa se

distribuye espacialmente con distinta dimensión fractal dependiendo de la escala en que sean analizados.

Por lo tanto para N ≤ 500, que es el rango de número de partículas considerado en el presente estudio, se

obtienen agregados que poseen una sola dimensión fractal que describe su morfología.

(a) N = 25 (b) N = 50 (c) N = 100 (d) N = 500 (e) N = 1000 (f) N = 4000

Figura 7.5: Análisis de sensibilidad de k f del algoritmo PCA, con parámetros D f = 1.78 y N = 100.

Finalmente viendo la Figura 7.6(b) se puede apreciar que la curva log(C(r)) − log(r/rp) presenta un
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tramo lineal de igual pendiente independiente del radio de partícula principal impuesto, no obstante la curva

sufre un desplazamiento producto del valor de radio de partícula principal que se utilice en el algoritmo PCA.

La Figura 7.7 corresponde al análisis de sensibilidad de la función de distribución del número de coordinación

respecto al número de monómeros, se puede apreciar que dicha función es prácticamente insensible al número

de partículas primarias de un agregado para el rango analizado con variaciones de frecuencias relativas

menores al 1 %.
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Figura 7.6: Análisis de sensibilidad de N y rp del algoritmo PCA, con parámetros de base D f = 1.78, k f = 1.30 y
N = 100.

La Figura 7.7 presenta un análisis de sensibilidad de la función de distribución del número de

coordinación respecto al tamaño del agregado medido a través del número de monómeros que este contiene.

Se observa que esta función es prácticamente insensible al número de monómeros (para N = 25 − 4000) con

variaciones absolutas de frecuencia de un máximo de 4 %.

7.4. Sensibilidad en el mallado de agregados en overlapping

La resolución del mallado utilizado para el cálculo del radio de giro, el coeficiente de anisotropía

y la función de auto-correlación de densidad de agregados con overlapping de partículas primarias fue

variada y analizada. Dicha resolución fue definida en el capítulo 4 como la mínima distancia entre partículas

principales di j dividida por un número al cual llamaremos x, en dicha sección se aclaró que para todos los

resultados presentados en el capítulo precedente se utilizó un valor x = 8. En la Tabla 7.3 se presentan los

valores del radio de giro y coeficiente de anisotropía obtenidos para agregados consistentes de N = 100 y

Cov = 25 %. Los valores de resolución fueron variados desde x = 0.5 hasta x = 15. Para el caso de agregados

monodispersos (σp/rp = 0 %), para x ≥ 5 ya se obtiene precisión al primer dígito en el radio de giroy en

Universidad Técnica Federico Santa María, Departamento de Industrias 81



CAPÍTULO 7. ANÁLISIS DE SENSIBILIDAD 7.4. SENSIBILIDAD EN EL MALLADO DE AGREGADOS EN OVERLAPPING

FDNC

F
re

cu
en

ci
a 

re
la

ti
va

 (
%

)

1 2 3 4 5 6 7 80

10

20

30

40

50 25
50
100
500
1000
4000

N

Figura 7.7: Análisis de sensibilidad de la función de distribución del número de coordinación (FDNC) respecto al
número de monómeros.

el segundo dígito para el coeficiente de anisotropía. Para el caso de agregados con partículas primarias con

dispersión σp/rp = 25 % se observa una variación similar.

Tabla 7.3: Sensibilidad del radio de giro y el coeficiente de anisotropía a resolución del mallado di j/x, agregados con
N = 100 y Cov = 25 %.

x
σp/rp = 0 % σp/rp = 25 %

Rg (nm) A13 Rg (nm) A13

0.5 178.328 6.948 185.389 12.323
1 184.549 5.931 185.967 12.171
2 185.598 5.913 185.884 12.153
5 185.871 5.916 185.870 12.162
8 185.877 5.913 185.875 12.162
10 185.878 5.913 185.880 12.162
15 185.880 5.913 185.880 12.162

Por lo tanto se concluye que para el cálculo del radio de giro y el coeficiente de anisotropía, la

resolución del mallado x = 8 lleva a resultados con precisión de al menos un dígito.
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8 | Conclusiones y trabajo futuro

Mediante el uso de agregados fractales generados numéricamente el presente estudio investigó el

efecto de la dispersión de los tamaños de partículas primarias y el overlapping existente entre ellas en la

morfología de estos agregados. El estudio de la morfología de estos agregados se llevó a cabo mediante

la obtención de los parámetros fractales (D f y k f ) que parametrizan estos agregados, la obtención de la

función de auto-correlación de densidad, la función de distribución del número de coordinación, el cálculo

del coeficiente de anisotropía, el cálculo del largo máximo y el radio de giro de estos agregados. Además

se desarrolló un análisis teórico del efecto de la dispersión de PP y su overlapping sobre la masa y área de

agregados fractales. Las siguientes conclusiones fueron obtenidas:

1. Para agregados consistentes de partículas primarias en un punto en contacto y con tamaños dispersos, tal

que dicha dispersión puede ser descrita por una PPSD normal. En el límite de N → ∞, para un tamaño

promedio de PP constante (rp), el área superficial y la masa del agregado se incrementa de forma

cuadrática respecto a la dispersión de partículas primarias (σp). Dicho resultado es morfológicamente

independiente, es decir que no depende de D f y k f del agregado estudiado.

2. Para agregados consistentes de PPSD lognormal la función de distribución del número de cordinación

experimenta un cambio notable en su forma a medida que se incrementa la dispersión de PP, el mismo

comportamiento fue observado para agregados con N = 100 y N = 500. También se encontró una leve

disminución en el coeficiente de anisotropía al incrementar la dispersión de PP.

3. Análogamente, para agregados consistentes de partículas primarias en un punto en contacto y con

tamaños dispersos, tal que dicha dispersión puede ser descrita por una PPSD lognormal. En el límite de

N → ∞, para un tamaño promedio de PP constante (rg), la masa del agregado se incrementa de forma

exponencial respecto a la dispersión de partículas primarias (σg). Dicho resultado es morfológicamente

independiente, es decir que no depende de D f y k f del agregado estudiado.

4. Para agregados consistentes de PPSD normal la función de distribución del número de coordinación

experimenta un cambio muy leve en su forma a medida que se incrementa la dispersión de PP, el

mismo comportamiento fue observado para agregados con N = 100 y N = 500. El coeficiente de

anisotropía no presentó un comportamiento regular y persistente respecto al nivel de dispersión de
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partículas primarias.

5. Cuando dos partículas de distinto tamaño existe un máximo nivel de overlapping menor al 100 %

y que depende de los tamaños de ambas partículas primarias como lo muestra la ecuación (5.9). Si

dos partículas de distinto tamaño están en overlapping entonces la partícula de menor tamaño se ve

mayormente afectada en cuanto a la pérdida de masa y área superficial.

6. Para agregados consistentes de N = 100 y nivel de overlapping de partículas primarias Cov = 25 %

se encontró un incremento en el coeficiente de anisotropía al incrementar el nivel de dispersión de

partículas primarias.

Finalmente, se estudió el efecto sobre los parámetros obtenidos mediante el análisis de imágenes

TEM’s. Un método automático de identificación de partículas primarias fue implementado para obtener

el tamaño y distribución de las partículas primarias a partir de imágenes TEM’s numéricas. Dos métodos

actualmente utilizados en las comunidades científicas de estudio de aerosoles y combustión para el desarrollo

de estudios morfológicos fueron empleados para obtener el número de partículas primrias dentro de un

agregado y posteriormente obtener la dimensión fractal y el pre-factor, basado en el largo máximo como

parámetro que define el tamaño de los agregados. Las siguientes conclusiones fueron obtenidas:

1. El algoritmo basado en la transformada de Hough presentó resultados muy promisorios al obtener los

tamaños de partículas principales tanto para PPSD normal y lognormal con error en el valor promedio

(aritmérico y geométrico respectivamente) menor al 1 %, para agregados con N = 300 y σp/rp = 15 %

y σg = 1.9 para PPSD normal y lognormal respectivamente.

2. El número de partículas primarias inferido a través del análisis de imágenes TEM’s numéricas es

considerablemente afectado por el nivel de dispersión del tamaño de partículas primarias para los dos

métodos estudiados. El número de partículas primarias es sistemáticamente sobre-estimado tanto por el

método de Brasil et al. como por el método de Tian et al. Para PPSD normal, para un valor típico de

dispersión de tamaño de PP σp/rp = 25 % el método de Brasil et al. sobre-estima N en un 14 ± 1 %

mientras que el método de Tian et al. lo hace en un 13 ± 0.1 %. Además, para agregados consistentes

de PPSD lognormal con σg = 1.9, el método de Brasil et al. sobre-estima N en un 142 ± 10 % mientras

el método de Tian et al. lo hace en un 118 ± 8 %, para N en el rango de 100 a 500.

3. Bajo las condiciones estudiadas, el ratio L2D/(2Rg) permanece aproximadamente constante en torno a

1.5 con una máxima desviación del 10 % para agregados consistentes de PP en un punto en contacto y

de tamaños dispersos con PPSD normal y lognormal.

4. Tanto el método de Brasil et al. como el de Tian et al. exhiben resultados similarmente buenos respecto

a la obtención de la dimensión fractal D f (con error <3 %). Por otro lado, el valor obtenido de k f

correspondiente a agregados sin dispersión de tamaño de PP diverge cuando se toman niveles de

dispersión mayores.
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5. Cuando las partículas están en overlapping el método de Brail et al. se demuestra altamente sensible en

la obtención del número de partículas primarias, especialmente para bajos niveles de dispersión de PP

combinados con grandes niveles de overlapping. El valor obtenido de la dimensión fractal mediante el

método de Tian et al. resulta ser más preciso, con errores absolutos en el rango ±2 %, comparados con

el rango desde -11 hasta 2 % exhibido por el método de Brasil et al. Para la obtención de k f el método

de Tian et al. presenta una desviación desde -1 hasta 20 % mientras que el método de Brasil et al. lleva

a desviaciones con un rango más amplio, entre -7 hasta 30 %.

Finalmente, la dimensión fractal obtenida demuestra una sensibilidad débil respecto tanto al nivel de

dispersión de partículas primarias como a su nivel de overlapping, con especial mención al método de Tian

et al. Esto sugiere que la dimensión fractal de agregados de hollín puede ser obtenida de forma confiable

mediante el análisis de imágenes TEM’s. Sin embargo, el pre-factor fractal presenta una alta sensibilidad al

nivel de dispersión de PP y su overlapping, lo cual quizás explicaría parcialmente las altas diferencias de

valores de k f reportadas en la literatura, tal como se discutió en el Capítulo 3.

Lo que se puede recomendar como trabajo futuro para la continuación del presente estudio es:

Por supuesto que un modelo de agregados de hollín que tome en cuenta las variables físicas que

determinan la morfología de estas partículas sería ideal para la obtención de agregados de forma

numérica. Es decir obtener estas morfologías de agregados desde la simulación directa de una llama.

Desarrollar ecuaciones o relaciones empíricas para el cálculo de la masa y área superficial de agregados

fractales con un número finito de monómeros, tomando en cuenta la dispersión de tamaños de partículas

primarias.

Desarrollar ecuaciones para el cálculo de la masa y el área superficial de agregados fractales tomando

en cuenta la función de distribución del número de coordinación real de agregados fractales.

Considerar otros efectos morfológicos encontrados en estudios experimentales de partículas de hollín,

tales como coating y necking de partículas primarias.

Estudiar el efecto de otras distribuciones de partículas primarias que se han encontrado en estudios

experimentales de partículas de hollín, tales como distribuciones multimodales.

Estudiar las implicancias en propiedades físicas de la morfología de partículas de hollín como se

estudió en el presente trabajo, es decir considerando partículas primarias de tamaños dispersos y en

overlapping. Tales propiedades físicas de interés en la comunidad científica pueden ser: radiación o

aerodinámica.

Los puntos previamente mencionados corresponden a posibles estudios que pueden expandir los

resultados del presente trabajo de investigación.
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ANEXO A. DEMOSTRACIÓN DE LA ECUACIÓN (2.17)

A | Demostración de la ecuación (2.17)

Cualquier agregado consistente de masa m =
∑N

i=1 mi partículas primarias de tamaños dispersos puede
ser dividido en dos clústeres consistentes de masas m1 =

∑N1
j=1 m j y m2 =

∑N2
k=1 mk tal que m = m1 + m2,

con centros de masa rc1 y rc2 respectivamente, dichos centros pueden ser calculados en base a las siguientes
ecuaciones,

rc1 =
1

m1

N1∑
j=1

m jr j, (A.1a)

rc2 =
1

m2

N2∑
k=1

mkrk. (A.1b)

Sea rc el centro de masa del agregado consistente de N monómeros, entonces se cumple la siguiente
relación,

mrc =

N∑
i=1

miri =

N1∑
j=1

m jr j +

N2∑
k=1

mkrk, (A.2)

por lo tanto,

mrc = m1rc1 + m2rc2. (A.3)

Sea Γ el vector asociado a la distancia entre los centros de masa de los dos clústeres consistentes de
N1 y N2 monómeros,

Γ = rc2 − rc1, (A.4)

Despejando m1 y m2 de la relación m = m1 + m2 y reemplazando en la ecuación (A.3) se obtienen las
siguientes relaciones,

rc1 − rc =
m2

m
Γ, (A.5a)

rc2 − rc =
m1

m
Γ, (A.5b)
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Para el caso de agregados con dispersión de tamaño de PP, su radio de giro debe ser calculado en base
a la ecuación (2.12). Por lo tanto para el agregado principal (de N monómeros) y de los clústeres consistentes
de N1 y N2 monómeros se obtiene,

R2
g =

1
m

N∑
i=1

mi(ri − rc)2, (A.6a)

R2
g1 =

1
m1

N1∑
j=1

m j(r j − rc1)2, (A.6b)

R2
g2 =

1
m2

N2∑
k=1

mk(rk − rc2)2. (A.6c)

Expandiendo la sumatoria de la ecuación (A.6a),

m2R2
g =

N1∑
j=1

m j(r j − rc1 + rc1 − rc)2 +

N2∑
k=1

mk(rk − rc2 + rc2 − rc)2, (A.7)

desarrollando los cuadrados de binomio del miembro derecho de la ecuación (A.7) se llega a,

m2R2
g =

N1∑
i=1

mi(ri − rc1)2 + 0 + m1(rc1 − rc)2 +

N2∑
j=1

mi(r j − rc2)2 + 0 + m2(rc2 − rc)2, (A.8)

tomando los resultados de las ecuaciones (A.5b) y (A.6a) para reemplazar los términos (rc1 − rc) y
(rc2−rc) respectivamente. Además tomando las ecuaciones (A.6b) y (A.6c) para reemplazar las dos sumatorias
del miembro derecho de la ecuación (A.8) se obtiene,

mR2
g = m1R2

g1 + m1
m2

2

m2 Γ2 + m2R2
g2 + m2

m2
1

m2 Γ2, (A.9)

expandiendo y simplificando términos se llega finalmente a,

m2R2
g = m

(
m1R2

g1 + m2R2
g2

)
+ Γ2m1m2, (A.10)

donde se puede notar que para el caso particular de agregados formados de monómeros sin dispersión
de tamaños m = Nmp, m1 = N1mp y m2 = N2mp, por lo tanto se obtiene,

N2R2
g = N

(
N1R2

g1 + N2R2
g2

)
+ Γ2N1N2, (A.11)

dicha ecuación coincide exactamente con la obtenida por Filippov et al. 2000.
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B | Demostraciones de ecuaciones teó-
ricas de área y masa de agregados

B.1. Agregados con dispersión de PP normal

Considerando un agregado fractal con un número de partículas principales N → ∞, cuyos radios
tienen la distribución de densidad de probabilidad normal dada por la ecuación (5.1). Cuya área superficial y
masa son dadas por las ecuaciones (5.3a) y (5.3b). Entendiendo lo análogo del análisis, a continuación se
desarrolla como ejemplo la ecuación (5.3a) asociada a sa,

sa =

∫ +∞

−∞

4πr2 1

σ
√

2π
exp

[
−

(r − µ)2

2σ2

]
dr, (B.1)

para resolver esta integral se propone el siguiente cambio de variables u = (r − µ)/(
√

2σ), du =

dr/(
√

2σ), considerando que los extremos de integración se mantienen, reemplazando en la ecuación
(B.1),

sa = 4
√
π

∫ +∞

−∞

(
uσ
√

2 + µ
)2

exp
[
−u2

]
du, (B.2)

sa = 8σ2 √π

∫ +∞

−∞

u2 exp
[
−u2

]
du + 8σµ

√
2π

∫ +∞

−∞

u exp
[
−u2

]
du + 4µ2 √π

∫ +∞

−∞

exp
[
−u2

]
du. (B.3)

Basado en la demostración de Laplace (1778) se propone la siguiente integral, considerando α > 0
una constante real,

I2 =

(∫ +∞

−∞

exp
[
−αu2

]
du

)2

=

(∫ +∞

−∞

exp
[
−αx2

]
dx

) (∫ +∞

−∞

exp
[
−αy2

]
dy

)
, (B.4)

donde se han introducido dos nuevas variables x e y, luego se puede plantear la siguiente integral
doble equivalente,

I2 =

∫ +∞

−∞

∫ +∞

−∞

exp
[
−αx2 − αy2

]
dxdy, (B.5)

donde dxdy corresponden a elementos de área del plano cartesiano cuyo dominio está acotado por los
límites de integración a los cuatro cuadrantes. Llevando esta expresión a coordenadas polares con variables
de radio R y ángulo θ definidos como x = R cos θ e y = R sin θ,
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I2 = 2π
∫ +∞

0
R exp(−αR2)dR =

π

α
(B.6)

Finalmente se llega a la siguiente identidad,

∫ +∞

−∞

exp
[
−αu2

]
du =

√
π

α
, α > 0, (B.7)

retornando a la ecuación (B.3),

sa = 8σ2 √π

∫ +∞

−∞

∂

∂α

(
− exp

[
−αu2

])
du + 4µ2 √π

(√
π
)

(B.8)

sa = 8σ2 √π
∂

∂α

(∫ +∞

−∞

− exp(−αu2)du
)

+ 4πµ2, (B.9)

derivando a ambos lados de la identidad (B.7) respecto a α y evaluando el resultado para α = 1,
finalmente se obtiene,

sa = 4π(σ2 + µ2). (B.10)

B.2. Agregados con dispersión de PP lognormal

Análogamente, considerando un agregado con un número de partículas principales N → ∞, cuyos
radios tienen la distribución de densidad de probabilidad dada por la ecuación (5.4). Cuya área superficial y
masa son dadas por las ecuaciones (5.5a) y (5.5b). Entendiendo lo análogo del análisis, a continuación se
desarrolla como ejemplo la ecuación (5.5a) asociada a sa. Para resolver esta integral se propone el siguiente
cambio de variables y = ln(r) con dr = exp(y)dy,

sa = 4π
∫ +∞

−∞

exp[2y]
1

σ
√

2π exp[y]
exp

[
−

(y − µ)2

2σ2

]
exp[y]dy, (B.11)

desarrollando dicha expresión y reagrupando se llega a,

sa = 4π
∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
4yσ2 − (y − µ)2

2σ2

]
dy, (B.12)

sa = 4π
∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
−(y − (µ + 2σ2))2 + 4µσ2 + 4σ4

2σ2

]
dy, (B.13)

sa = 4π exp
[
2µ + 2σ2

] ∫ ∞

−∞

1

σ
√

2π
exp

[
−(y − (µ + 2σ2))2

2σ2

]
dy, (B.14)

La integral de la ecuación (B.14) puede ser considerada una función de densidad de probabilidad
Normal con valor esperado (µ + 2σ2) y varianza σ2 por lo tanto dicha integral tiene valor 1 en el rango
evaluado, finalmente se obtiene,

sa = 4π exp
[
2µ + 2σ2

]
. (B.15)
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