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Resumen

La dualidad AdS/CFT es una realizacion concreta del principio holografico. Es
una herramienta muy eficaz para extraer informacion de teorias gauge fuertemente
acopladas (en d-dimensiones) de una teoria gravitacional clasica (en d+1 dimen-
siones). Los agujeros negros asintoticamente AdS juegan un rol importante en el
entendimiento de la dindmica y termodinamica de las teorias del campo hologréficas
duales. En particular, estos agujeros negros son duales a los estados térmicos de la
teoria del campo del borde. Los campos desenpenan un rol importante en cosmologia
para modelar la materia oscura, en fisica de altas energias la particula de Higgs es
escalar.

Consideramos teorfas de campos escalares minimamente acoplados a la gravedad
con potenciales (escalares) no-triviales. Calculamos la accion on-shell regularizada
con el método de renormalizacion holografica y de esta obtenemos las cantidades
termodinamicas de soluciones exactas de agujeros negros. Estudiamos los diagramas
de fase de estos agujeros negros y sus interpretaciones en la teorfa del campo dual.
Construimos el tensor de stress de Brown-York y calculamos la masa (holografica).
A continuacion, para una solucién general, calculamos la masa holografica, la masa
Hamiltoniana y vemos que concuerdan para cualesquiera condiciones de borde. Estu-
diamos la anomalia de traza y su contribuciéon no-trivial a la masa. Estos resultados

fueron anteriormente publicados en [1-3].



Contribucion de los autores
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en el desarrollo de la investigacion y mostramos ejemplos intuitivos ampliamente
conocidos en la literatura. Los capitulos 5 y 6 son la presentacion de los articulos de
ref. [1-3] los que fueron publicados por mi, Dumitru Astefanesei, Andres Anabalon
y Cristian Martinez. Mi contribucion a estos trabajos fue desarrollar los célculos,
construir las graficas mediante paquetes matematicos, participar en las discusiones

en todos los estados del desarrollo de los proyectos, disenar y/o editar los articulos.



Agradecimientos

Este trabajo no habria sido posible sin el apoyo y el estimulo de mi tutor, Prof.
Dumitru Astefanesei, bajo cuya supervision desarrollé mi tema de investigacion. Al
Prof. Andres Anabalon quien en diversas conversaciones y reuniones aprendi el uso
de los paquetes matematicos de Maple y Matematica para el desarollo de célculos
complejos, muy comunes en la Fisica teorica.

Me gustaria agradecer a la Direccion General de Investigacion y Postgrado de la
Univ. Técnica Federico Santa Marfa, quienes a mi llegada al programa de Doctora-
do me brindarén subvenciéon y demas facilidades para incorprarme al programa de
Doctorado. Especialmente al Prof. Issac Florez (Director de Postgrados Cientifico-
Tecnologicos), las secretarias Elizabeth Muga y Maria Loreto Vergara, por la gran
amabilidad y eficacia para con diversos tramites de becas y matriculas. De igual
forma agradezco al Instituto de Fisica de la PUCV y a sus investigadores quienes me
acogieron y compartierén sus diversas experiencias en la investigacion.

También me gustaria agradecer al programa de becas CONICYT, por su confianza
y subvencion a mis estudios de Doctorado. De la misma forma, mediante su apoyo
realicé una pasantia de investigacion en Alemania, Berlin en el instituto Max Planck.
Finalmente dicha subvencén me permitio ampliar mi biblioteca personal, la que fue
crucial para el desarrollo de la presente tésis.

No puedo terminar sin agradecer a mi familia, en cuyo estimulo constante y amor
he confiado a lo largo de mis anos en el postgrado. Estoy agradecido también con los
profesores de mi alma mater, la Universidad Nacional San Anténio Abad del Cusco,

en especial con el Prof. Oswaldo Luizar que bajo su guia postulé al postgrado en la
UTFSM.



Notacion

Se usan unidades naturales A = 1 = ¢, donde A la constante de Planck reducida

mientras que c es la velocidad de la luz.

Usamos las siglas en Ingles CFT de Conformal Field Theory en vez de su traduc-

cion al espanol que es Teoria del Campo Conforme.

Usaremos las siglas QCD para Quantum Chromodynamics en lugar de su version

en espainol, la cual rara vez es usada en la literatura.

De la misma forma usamos las siglas en Ingles QFT de Quantum Field Theory

en lugar de su traduccion al espanol Teoria Cudntica del Campo.

Usamos la palabra bulk en lugar de la traduccion al Espanol bolsa. Esta se refiere
al interior de una variedad, cuya dindmica esta determinada por las ecuaciones de

Einstein (espacio-tiempo).

Otras de las palabras que dejamos en Ingles son background y ground. Por ejem-
plo usamos la expresion métrica del background la cual se entiende como métrica no
dindmica. Y por supuesto la frase ground state que se refiere al estado basal, o estado

no ezitado.

Los siglas, AdS y SAdS son para denominar las expresiones Anti de Sitter y
Schwarzschild Anti de Sitter.
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Capitulo 1

Introduccion

Los agujeros negros han fascinado a las diversas generaciones de fisicos, desde
John Michell en 1783, nombrada por él como estrellas oscuras. Pasando luego por el
advenimiento de la Relatividad General en 1915 y un ano después Karl Schwarzschild
obtuvo una de las primeras soluciones a la Relatividad General, el agujero negro de
Schwarzschild. En los anos 60, conocido como la época de oro de los agujeros negros,
cuyos pricipales protagonistas fueron, Wheeler, Bekenstein, Hawking entre otros,
mostraron que los agujeros negros se comportan como un sistema termodindmico.
Uno de los grandes problemas es describir el origén microscopico de la entropia de
los agujeros negros. La teoria de cuerdas fue capaz de explicar la entropia de algunos
agujeros negros (extremos y cercanamente extremos) cargados y/o rotantes, donde
AdS forma parte de la geometria (altamente simétrica) cerca del horizonte |7, 8].
Finalmente, es importante mencionar que observaciones astrondémicas demuestran
la existencia de agujeros negros cercanamente extremos, por ejemplo la fuente de

rayos-X GRS 1915+105 es un agujero negro rapidamente rotante de Kerr [9].

De forma paralela, las teorfas cuanticas fueron desarrollandose, explicando con
mayor precision escalas de energia mayores (distancias muy pequenas). La teoria
que describe las interacciones fuertes de las particulas (quarks) que constituyen a los
mesones y bariones es QCD, se basa en el grupo gauge SU(3). Esta teoria tiene una
caracteristica muy especial, ya que a bajas energias el acoplamineto es fuerte, por
lo que los quarks estan confinados. En este ente régimen fuerte de acoplamiento es

dificil realizar calculos. En 1974 't Hooft sugiri6 que cuando el niimero de colores N

12



Capitulo 1. Introduccion 13

es muy grande se pueden encontrar grandes simplificaciones [10].

Juan Maldacena en 1997 propuso la dualidad AdS/CFT [11], mostrando un ejem-
plo concreto donde dos teorias aparentemente distintas, como son, gravitacion por un
lado y una teorfa cuantica por el otro son duales. Esta dualidad nos permite obtener
informacion de una teoria cuantica (en d-dimensiones) en su régimen de acolplamien-
to fuerte a partir de una teoria clasica gravitacional en (d+1 dimensiones) clasica.
Esta es una realizacion concreta del principio holografico. Interesantemente se mos-
tré que las simetrias locales de AdS corresponden a las simetrias globales de la CFT.
Es bien conocido que las simetrias AdS en el borde cambian en presencia de campos
escalares, la cuestion es investigar en que condiciones los campos escalares preser-
van la simetria conforme. Los agujeros negros asintoticamente AdS, con temperatura
de Hawking T', son los estados térmicos de la teoria cuantica dual, por lo tanto, es
importante en el lado gravitacional definir adecuadamente la energia, temperatura,
entropia, etc, del sistema gravitacional. En espacios-tiempo AdS, existen diversos
métodos para calcular la energia gravitacional. Mientras que el método hologréfico
esta basado en la dualidad AdS/CFT de la que podemos calcular la masa y las de-
més cantidades termodinamicas, el procendimiento Hamiltoniano nos da la energia
debido a la simetria de las traslaciones temporales. Mostramos que ambos métodos
concuerdan en el resultado de la energia, atin cuando la simetria conforme se rompe.

Finalmente es importante destacar la importancia de los campos escalares en
diversas areas de la fisica. En cosmologia el campo escalar conocido como inflaton
describe la estapa inflacionaria de nuestro universo temprano, cuyos efectos pueden
ser medidos del fondo cosmico de radiacion. Ademés uno de los recientes candidatos
a la materia oscura son las particulas escalares conocidas como Aziones. En Fisica
de altas energias la particula de Higgs, recientemente descubierta es una particula

escalar con una masa aproximada de 125 GeV.
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1.1. Perfil

La presente tesis esta basada en el material previamente publicado en [1-3], y
estd organizada de la siguiente manera.

El segundo capitulo muestra como el grupo de isometria del espacio tiempo AdS es
exactamente (isomorfa) el grupo conforme de la teorfa cuantica dual CFT. Presenta-
mos la formulacion precisa de la dualidad AdS/CFT y describimos el comportamiento
de un campo escalar masivo en el espacio-tiempo AdS.

En el capitulo 3 se presentan soluciones de agujeros negros ampliamente conoci-
dos en la literatura, los cuales usaremos en algunos calculos posteriores para ganar
intuicion, explicamos el teorema de no pelo y dos ejemplos de soluciones ezdctas de
agujeros negros que logran evandir dicho teorema. Estos resultados fueron publicados
en [4, 5].

Capitulo 4 presentamos detalles de los métodos de Renormalizacion holografica
y el formalismo Hamiltoniano, los cuales se aplican en el desarrollo delos capitu-
los posteriores. Para la soluciéon SAdS calculamos la accién on-shell y regularizamos,
comparamos con el método de sustraccion del background. De la misma forma, calcu-
lamos el tensor de de stress de Brown-York y de la teoria cuéntica dual. Los ejemplos
de esta seccidon son resultados conocidos en la literatura.

Capitulo 5 esta basada en [3]. Investigamos las condiciones de borde de AdS, en
presencia de un campo escalar minimamente acoplado a la gravedad. Concrétamente
para un campo escalar de masa conforme m? = —2/I?, para las ramas logaritmica y
no logaritmica. Calculamos la accién on-shell, estudiamos el principio variacional y
planteamos nuevos contratérminos que regularizan la accion. Construimos el tensor
de Brown-York, calculamos el tensor de stress de la teoria cudntica dual y analizamos
la anomalia de traza. Con el método Hammiltoniano calculamos la masa gravitacional
y estudiamos en que condiciones el campo escalar da una contribucién la masa.

Capitulo 6, la que esta basada en [1, 3|, describimos las transiciones de fase de
agujeros negros con pelo escalar y de horizontes planar y esférico. Construimos los
diagramas de fase y discutimos sus implicaciones en la teorfa cuantica dual.
Finalmente en el capitulo 7 se presentan las conclusiones y futuras direcciones del

trabajo.



Capitulo 2
Dualidad gravedad /gauge

La evidencia experimental es la base del modelo estandar que describe la fisica
a nivel fundamental. Este modelo clasifica a toda la materia de acuerdo a su espin,
Bosones y Fermiones, donde estas particulas son excitaciones de algiin campo. Las
interacciones fuertes requieren grandes cantidades de energia (pequenas distancias)
para explorar sus propiedades e implicaciones, que se muestran adistancias del orden
de la longitud de Planck. En esa escala los efectos de la gravedad cuéntica son
significativos pero por el momento no se ha podido cuantizar la gravedad de forma
consistente. Al rescate viene la teoria de cuerdas, donde los elementos fundamentales,

las particulas, son reemplazadas por cuerdas.

Las cuerdas oscilantes dan un espectro de masas o energias, estas oscilaciones
son particulas a bajas energias, de hecho las oscilaciones de la cuerda pueden darnos
distintos tipos de particulas. Es interesante aclarar que hay varias teorias de cuerdas
y todas ellas incluyen particulas de masa cero y espin dos (graviton). Actualmente, la
teoria de cuerdas 10-dimensional es descrita por cuerdas con excitaciones fermionicas
y da lugar a una teoria supersimétrica. Y es posible ir a cuatro dimensiones conside-
rando teorfa de cuerdas en R* x Mg donde Mg es alguna variedad seis dimensional
compacta.

La relacion entre teorias gauge y las teorfas de cuerdas en espacios-tiempo AdS
fue motivado por el estudio de las D-branas y agujeros negros en teoria de cuerdas.
Las D-branas son solitones en teoria de cuerdas y vienen en distintas dimensiones.

Por ejemplo la D-cero-brana es una particula puntual tipo soliton. Cuando el aco-

15



Capitulo 2. Dualidad gravedad/gauge 16

plamiento de la cuerda es pequeno, g, << 1, las D-branas son méas fundamentales
que las cuerdas. En la teoria de cuerdas perturbativa, las Dp-branas se definen como

superficies donde las cuerdas abiertas terminan y son fuentes de las cuerdas cerradas'.

En esta seccion discutiremos algunos aspectos a cerca de la dualidad AdS/CFT
(gravedad /gauge). En la primera parte mostramos las simetrias (local/global) que
comparten el espacio-tiempo AdS y la teoria cuéntica conforme. Presentamos la
dualidad y su formulacion precisa. Finalmente estudiamos el comportamiento de un

campo escalar masivo en el espacio-tiempo AdS.

2.1. Grupo conforme

Una extension interesante de la invarianza de Poincaré es la adicion de la simetria
de invarianza de escala que relaciona la fisica a diferentes escalas®. En relatividad
especial, el algebra de Poincaré 15O(d,1) define las simetrias fundamentales del

espacio-tiempo d+1 dimensional®, con la signatura n,, = (—, +, +..+):

My, Mpo] = 1upMpue — NupMoo — NopuMpw + 1oy My, (2.1)
[Py Mop| = NupPo — Mo By
[P/u P,,] =0,

donde P,, M,, son los generadores de traslaciéon y transformacion de Lorentz res-

pectivamente. Cuando intentamos relacionar la fisica a diferentes scalas (energias)

! Estas Dp-branas, son hiperplanos (p-+1)-dimensionales en el espacio-tiempo y pueden estar
cargados dentro de potenciales gauge (p+1)-forma.
La letra "D"hace referencia a las condiciones de borde de Dirichlet de las cuerdas

2Es interesante mencionar que este es precisamente el comportamiento que muestran los mate-
riales durante una transicion de fase cerca del punto critico.

3En esta seccién las letras griegas corresponden a las coordenadas del espacio-tiempo, u,v =
0,---,d—1



Capitulo 2. Dualidad gravedad/gauge 17

agregamos la invarianza de escala al grupo de Poincaré (2.1):

l'[D’ P/t] = PM ) (2'2)

Hasta este punto, el grupo de Poincaré es extendida por D el cual es el generador de
dilationes®. La transformacion de escala 2#* — Az preserva la forma de la métrica
salvo un factor de escalar, esta s6lo cambia la distancia entre los puntos de forma
rigida, como una fotografia que preserva la forma de la foto a diferentes tamanos.
El grupo de generadores P,, M,, D, forman el grupo de Weyl y puede extenderse
mediante un generador vectorial, K,, que describe las transformaciones conformes
especiales
Tt + ata?

K, : - : 2.3
! s 1+ 2z2va, + a?x? (2:3)

cuyas simetrias estan generadas segun el siguiente dlgebra en conjunto con (2.1) y
(2.2)

Z[Mulu Kp] = nupKl/ - T]l/pKu ) (24)
D, K,] =iK, ,
[le KV] = Qi(M;w UMVD) )
[Ku’ K,,] =0.

Se tiene que, el grupo de Poincaré, més transformaciones de escala y la transforma-
ciones conformes especiales forman el grupo conforme. Las teorias cuanticas que son
invariantes bajo este grupo se conocen como Teorias Cuéanticas Conformes (CFT).
El grupo conforme es el grupo de transformaciones que preservan la forma de la
métrica salvo un factor conforme g, (x) — Q*(x)g,,(z). Incluye ademas la simetria

de inversion, que es una simetria discreta actuando como z* — x# /2.

*En esta seccién usamos d 4+ 1 como la dimensién del espacio-tiempo en lugar de D para evitar
confusiones con el operador de dilataciéon D
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Esta 4lgebra es isomorfa al algebra del grupo de isometria SO(d,2), con gene-
radores J,, = —Jp, (a,b = 0,...,d + 1). Usando la descomposicion de los indices

a = (p,d,d+ 1), se pueden realizar las identificaciones de los generadores:

1 1
J,uu = Muu > J,ud = E(KM - 'P[L) ) Ju(d-H) = E(KM + PM) ) J(d+1)d =D.
(2.5)

Estos generadores forman una matriz antisimétrica (d+ 1) x (d+ 1)

s Jud  Jud+1)
Jw=| -Ju 0 D . (2.6)
—Jya+1y —D 0

Un caso especial es para un espacio-tiempo d = 2 dimensional, donde el grupo es

infinito dimensional, esto debido a que tiene un conjunto infinito de generadores.

Para espacios-tiempo de dimesion d > 3 el niimero de generadores es”: %

» P, :x, — x,+ a, = d (generadores) ,

= My, iz, — Nz, = @ (generadores) ,

» Dt — \a* =1 (generador) ,

K, @ x, — —2etws g d

L] TR T oz, a” ta222 genera OI'eS) .

Los operadores (o campos) son autofunciones del operador de escala Do = —iAg,
donde A es la dimension escala (scaling dimension) del campo

T — A\t = o(z) = o(x) = N2o(\x) . (2.7)

Esquematicamente hablando los generadores K, y P, cumplen la funcion de opera-
dores destruccién y creacion respectivamente, donde K, disminuye la dimension del

campo y P, la aumenta, veamos, P,¢ =? Considerando el dlgebra conforme

(D, P)] = —iF, = D(P,¢) = —i(A + 1)(Pu¢) - (2.8)

5En este conteo no se toma en cuenta la simetria de inversién ya que esta es discreta.
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Donde la accion de P, sobre el campo ¢(x) (de dimension A) da como resultado un
campo de dimension A + 1. Cada representacion del grupo conforme tiene campos
u operadores de dimension minima, estos se llaman Operadores Primarios (primary
operators), y son tales que K, ¢ = 0, entonces los operadores primarios son como el
estado de vacio |0).

Considerando el 4lgebra conforme la funcién de correlacion a dos puntos de dos

campos de igual dimension es

(6(0)6()) = vz 29)

Ademas la dimension del tensor energia-momento de cualquier teoria conforme es un
operador de dimensiéon A = d, y siempre que hayan simetrias globales las corrientes

J,, conservadas tienen dimensiéon A = d — 1.
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2.2. Espacio Anti-de Sitter

El espacio anti-de Sitter (AdS), es un espacio-tiempo (o variedad) de geometria
Lorentziana, curvatura constante negativa y que posee el nimero maximo de isome-
trias en todas las dimensiones. Es importante diferenciar entre un espacio (variedad
Riemanniana) y un espacio-tiempo (variedad Pseudo-Riemanniana o Lorentziana),
esta diferencia radica en la signatura de la métrica, la cual debe ser Lorentziana para

espacios-tiempo.

Para entender la diferencia, revisaremos rapidamente la geometria de espacios

con curvatura constante, como la esfera y el espacio hiperbdélico.

La esfera bidimensional S? puede definirse como la compactificacion del espacio
Euclideo plano R? el que se consigue agregando un punto en el infinito, en donde
podemos definir naturalmente una teoria conforme en S2. Otra manera de obtener
S? es agregando una ligadura (vinculo) en el espacio Euclideo R3:

ds* = dX* +dY* +dZ* (2.10)

donde la esfera S? estd sumergida y se define por la ligadura L = cte,

X2+ Y+ 2P =17, (2.11)

Resolviendo esta ligadura la métrica es

ds® = L*(d0* + sin® 0dyp?) . (2.12)

Esta métrica que define a la esfera S? tiene las isométrias descritas por el grupo
SO(3), en otras palabras, la esfera de curvatura constante R = 2/L? es invariante
(homogéneo) bajo el grupo de rotaciones SO(3). Similarmente el espacio de curvatura
constante negativa es el hiperboélico. No debemos confundir el hiperbolide definido

en el espacio Euclideo

ds® = dZ* + dX* + dY? | (2.13)
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cuya ligadura es

72+ X2+ Y: =-L%, (2.14)

pero este hiperboloide no es homogeneo, es decir no hay un grupo de simetria SO(3)
que lo deje invariante®.
El espacio hiperbolico H? no puede sumergirse en el espacio Euclideo pero si en el

espacio 3-dimensional de Minkowski. Definimos el espacio hiperbolico como:

ds* = —dZ® +dX* +dY? (2.15)

-2+ X+ Yi=-17%, (2.16)

donde el grupo de simetria es SO(1,2) el cual es el grupo de "Lorentz". Parame-

trizando la ligadura como:

X = Lsinhpcosyp , Y = Lsinhpsing , Z = Lcoshp , (2.17)
se obtiene la métrica de curvatura constante negativa, R = —2/L?,
ds® = L*(dp?® + sinh? p d¢?) . (2.18)

Vemos que el espacio hiperbolico no es un espacio-tiempo (signatura Lorenzia-
na). Este espacio es la version euclidea del espacio AdS;. Esta métrica puede ser
conformalmente mapeada a un disco Dy cuyo borde 0Dy = S*, considerando que
St = {oco}U{R}. Entonces, el borde del espacio hiperbolico es el espacio Euclideo

compactificado (un circulo).

6La signatura de la métrica del hiperboloide en general tiene p-direcciones tipo tiempo y q-tipo
espacio, (—---—,+---+), la cual si es invariante bajo el grupo SO(p, ¢) pero no es invariante bajo
el grupo SO(p), donde p + g = 3.
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2.2.1. Geometria del espacio-tiempo AdS

El espacio-tiempo AdS, (en cuatro dimensiones) es una soluciéon particular con
simetria méaxima a las ecuaciones de Einstein con constante cosmologica negativa,

A <0,

1
R, — §gWR =—Agu , (2.19)

donde la constante cosmolégica esta relacionada con el radio-AdS, [, mediante A =
—3/I%. Los tensores de Riemann, de Ricci y la curvatura escalar, para el espacio-

tiempo AdS4, son respectivamente

1 3 12
R;U/Qo = _Z_Q(g,uégzzo - guof]u@) 5 R,uz/ = _l_29/w ) R= _l_2 . (220)

El espacio-tiempo AdS, puede entenderse como un hiperboloide Lorentziano su-

mergido en un espacio-tiempo 5-dimensional con dos direcciones tipo tiempo (X, X;)
ds® = —dX§ — dX] +dX7 +dX; +dX; | (2.21)
—Xe - Xi+ X7+ X0+ X5 =17, (2.22)

La ligadura (2.22) puede ser parametrizada en términos de las coordenadas

(T7 p7 97 gp) como

Xo=1lcoshpcosT, (2.23)
Xy =lcoshpsinTt ,

X1 =Ilsinhpsinfsing ,

Xy = lsinh psinfcosy ,

X3 =Ilsinhpcosf .
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Entonces la métrica (2.21) toma la forma

ds?

5 = — cosh® pdr® + dp? + sinh?® p(d6” + sin® fl?) (2.24)

Estas coordenadas cubren todo el hiperboloide si 0 < 7 < 27 y p > 0, por consi-
guiente las coordenadas (7, p, 0, ¢) son conocidas como coordenadas globales de AdS.
La métrica cerca p = 0 se comporta como
ds’ 2 2 20102 | winn2 2

= —dr* + dp” + p*(df° + sin” 0dy?) , (2.25)
cuya topologia es S x R%, donde S! son las curvas cerradas tipo tiempo en la di-
reccién 7, las cuales violan causalidad, para evitarlo consideramos el cubrimiento
universal, desenvolviendo (unwrap) el circulo S' (esto es, —oo < 7 < o0), entonces
la topologia es R3. Las coordenadas canénicas (¢,7, 6, ¢) se obtienen con la siguiente

transformacion

r:=sinhp , t:=Ir, (2.26)

entonces

[

ds

r2 r2\ 1 ‘
= (1 + 1—2) dt* + (1 + 1_2) dr® + r*(df? + sin® 0dp?) . (2.27)

La métrica (2.24) en el sistema de coordenadas conformes (7, x, 0, ¢) se obtiene con-

siderando tan y :=sinhp (0 < x < 7/2)

ds? 1
liQ = m[_dT2 + dx? + sin® x(d6? + sin? 0dyp?)] . (2.28)

Otro importante sistema de coordenadas es el de Poincaré, estas coordenadas

cubren sélo la mitad del hiperboloide (2.22), la parametrizacion es:
Irf o o 1 ,
X():— xi—t + = +1 5 XZ:lTIZ (221,2>, (229)
r

z
X3:§(fg_t2+__1) X, —=1Irt, (2.30)
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donde (r,t,7), (0 < r, 7 € R?)

ds? . dr?
- = r(—dt* + di®) + g (2.31)
Las coordenadas de Poincaré son usualmente escritas bajo el siguiente cambio de

coordenadas r = 1/z, de donde ahora el borde es z = oo y el interior es z = 0,

2
ds? = L (—dt2 + d7® + dz2> : (2.32)

22

En este sistema de coordenadas es facil ver que AdS, es conformamente plano. Un
espacio-tiempo es maximamente simétrico si admite un maximo ntimero de genera-
dores de simetria, este es el caso del espacio-tiempo AdSy. El grupo de isometria

para un espacio-tiempo D-dimensional AdSp es SO(D — 1,2), cuyo ntumero de ge-

D(D+1)
2

neradores es 7. Es importante notar que, el borde conforme de AdSp es el

espacio-tiempo de Minkowski con topologia RVP~2,

La conclusion de estas dos secciones es: El nimero de generadores del grupo conforme

D(D+1 ,
%. Y el nimero

de generadores de isometrias del espacio-tiempo AdSp (en D-dimesiones) es w.

Entonces el grupo de isometria de AdSp es el grupo conforme del espacio-tiempo de

en un espacio-tiempo de (D — 1)-dimensiones de Minkowski® es

Minkowski en una dimension menor”.
Otra de las caracteristicas del espacio-tiempo AdS es que la constante cosmologica
actia como un potencial atractivo, de manera mas precisa, la constante cosmologica

negativa da como resultado el diagrama conforme (2.1)%.

"Usamos en esta seccién "D"para referirnos a la dimension del espacio-tiempo AdS, no confundir
con el generador de dilataciones D

8Note que, D = d + 2, donde d es el nimero de dimensiones del espacio-tiempo de Minkowski
del borde conforme de AdS.

9En la secciéon anterior, dejamos en claro que el grupo conforme y el grupo de isometria son
isomorfos. Un enunciado que deja més claro el espiritu de la dualidad AdS/CFT es: El grupo de
isometria (simetria local) del espacio-tiempo AdSp, actia como el grupo de simetria conforme
(simetria global) del borde (conforme) de AdSp el cual, es el espacio-tiempo de Minkowsky en
(D — 1)-dimensiones.

10Esta figura fue obtenida de [12].
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Figura 2.1: (a) El diagrama de Penrose para el espacio-tiempo Anti-de-Sitter (2.28),
es un cilindro sélido. El borde contiene la direccién temporal y una esfera, S9!,
representada como un circulo. (b) Geodésica de una particula masiva (linea solida)
y la geodésica de una particula no masiva (linea punteada).

Las particulas masivas no llegan a alcanzar el borde en un tiempo finito, pero las

particulas sin masa (por ejemplo los fotones) pueden alcanzar el borde y retornar en

un tiempo propio finito. Este paradigma es ttil para explicar el porque un agujero

negro en un espacio-tiempo asintoticamente AdS es estable, contrario a lo que sucede

en en espacios-tiempo asintéticamente planos.
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2.3. Dualidad AdS/CFT

En la teoria de cuerdas, los objetos fudamentales son las cuerdas las cuales pue-
den ser abiertas o cerradas. El tinico parametro libre de la teoria es la tensi6n
T= Tlo/ = #157 cuya dimension es [T] = L™2, donde I, es la lingutud de la cuerda y
es del orden de 107%*m. En casos concretos, la consistencia de la teoria requiere 10
dimensiones. En estas dimensiones, las distintas oscilaciones de la cuerda describen
distintas particulas del modelo estandar. Es importante recordar que la gravedad
emerge cuando cuantizamos las cuerdas. Hay dos tipos de cuerdas, abiertas y cerra-
das. Las cuerdas abiertas en un espacio-tiempo de 4 dimensiones tienen dos modos
de oscilacién que corresponden a dos grados de libertad, los cuales son las dos po-
larizaciones de un campo gauge (foton). Podemos concluir que las cuerdas abiertas
representan a una teoria gauge. Por otro lado, las oscilaciones de las cuerdas cerradas
representan al graviton y dos particulas escalares atin no descubiertas, el dilaton y el
axién. Ya que los modos derecho e izquierdo tienen dos grados de libertad, en total
serian 4 grados de libertad (en 4 dimensiones), dos para el graviton y el resto son los
grados de libertad de las dos particulas escalares restantes.

Dos cuerdas abiertas (teorfa gauge) pueden unirse y formar una nueva cuerda
abierta, también pueden unirse los extremos (se requiere una ligadura no local) para
formar una cuerda cerrada (graviton). La conclusion es que la teoria de cuerdas puede
describir de manera unificada las teorias gauge (modelo estandar) y la gravitacion.

En 1997, Juan Maldacena present6 la conjetura a cerca de la dualidad entre
dos teorias aparentemente disconexas. Bésicamente explica que existe una duali-
dad entre una teoria de gravitacion (espacios-tiempo asintoticamente AdS) en D-
dimensiones y una teoria cuantica conforme (N° = 4 SY M en 4-dimensiones) en
(D —1)-dimensiones. Esta es una realizacion concreta del pricipio hologréfico, donde
la coordenada radial en AdSp es la escala de energfa para la teoria cuéntica dual en
(D-1)-dimensiones.

Esta dualidad (correspondencia) nos permite calcular ciertas cantidades en el
lado de la gravitacion (clasica) las cuales tienen una correspondiente interpretacion
en el lado de la teoria cuantica dual. Por ejemplo, la dualidad identifica a los agujeros
negros en AdS con los estados térmicos de la teorfa cuantica dual [13, 14].

La formulacion prescisa de dualidad AdS/CFT plantea que las funciones de parti-
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cion de la teoria de cuerdas tipo IIB en AdSs x S® coincide con la funcién de particion
de N = 4 super-Yang-Mills en el borde de AdSs [11, 15, 16]

Zgauge = ZListring (233)

2.3.1. Limite de ’t Hooft

QCD es una teorfa gauge basada en el grupo gauge SU(3). Es una teoria asinto-
ticamente libre, es decir, las constantes de acoplamiento efectivas decrecen a medida
que la escala de energia se incrementa. A bajas energias la teoria es fuertemente
acoplada y no es facil realizar calculos'!, de hecho una posible aproximacion es usar
simulaciones numéricas en el lattice. Sea la teoria de Yang-Mills (puro) definida por

la siguiente funcion de Lagrange, con el grupo gauge SU(N), con N-colores

L= _zg]; - FYEY (2.34)
Donde F),, es la fuerza del campo para el grupo SU(N), cuyos generadores T
Para un valor finito de N no hay un cambio escensial, pero en el limite N — oo
manteniendo ¢%,, fijo ocurren simplificaciones importantes. En el limite de ’t Hooft
el nimero de colores N — oo es muy grande y el acoplamiento ¢g2,, — 0 es muy
pequeno tal que el parametro A = Ngi,, (conocido como acoplamiento de 't Hooft)
es fijo. Note que en las teorfas gauge SU(N), el acoplamiento de 't Hooft A = g3, N
es el que controla la expansion perturbativa y no el acoplamiento de Yang-Mills,
9y -
't Hooft esperaba que se pudiese resolver exictamente la teoria con N = oo, y
entonces un podria hacer una expansion en 1/N = 1/3. La expansion diagraméatica
de la teoria del campo sugiere que la teoria N-grande es una teoria de cuerdas libre

y que el acoplamiento de la cuerda es g; ~ 1/N.

1En este régimen de energia se estudia el fenémeno de confinamiento.
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2.3.2. Prescripciéon de Gubser-Klevanov-Polyakov y Witten

En la presente tesis, nos concentramos en el régimen de acoplamiento débil de
la teoria de cuerdas (gravedad clasica), la que es dual al régimen de acoplamiento

fuerte de la teoria gauge.

En el lado de la CFT, el régimen de acoplamiento fuerte de la teoria N' = 4 SYM,
esta controlada por el acoplamiento de 't Hooft dada por A = ¢2,,N ~ g;N >> 1y
N — o0, donde g, es el acoplamiento de la cuerda y se relaciona con el acoplamiento
de Yang-Mills como ¢%,, = 2mg,. La funciéon de particiéon de la CFT esta dada por

la funcional generatriz W para la funcion de Green en la teoria gauge'?

Zopp=e . (2.35)

En la teorfa de cuerdas tipo IIB en AdS5 x S®, cuando el radio de curvatura de
AdSs es méas grande en comparacion a la longitud de la cuerda [ >> [, el régimen
de la supergravedad es vélida, concrétamente

l4

s

de donde g; < 1 implica el limite N — co. Entonces la funciéon de particiéon de la

teoria de cuerdas se aproxima por la funciéon de particién
~ o 18
Zcuerdas X e "SUGRA y (237)

donde, 15,54 s la accion clasica de supergravedad (en la aproximacion de punto-
silla y en la seccion Euclidea) evaluada en AdSs x S® (0 en pequenas deformaciones

de este espacio). Entonces,

_JE _
Zcuerdas ~ e Tsuara =€ w - ZCFT . (238)

La ecuacion (2.38) es una formula concreta para calcular observables en la teo-

ria gauge a partir de calculos geométricos en el lado de supergravedad (gravedad

2Trabajamos en la seccién Euclidea, donde 7 = —it
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clasica). Esta fué propuesta en 1998 por Gubser-Klebanov-Polyakov e independien-
temente por Witten (GKPW) [13, 15]. A temperatura finita, W esta relacionada con
la energia libre de la teoria gauge por W = F/T, donde T es la temperatura. En el
lado izquierdo de (2.38), aplicando por ejemplo al agujero negro de Schwarzschild-
AdS, la accion 155, se calcula on-shell en las ecuaciones de movimiento. Entonces,
dada la igualdad (2.38), se concluye que el agujero negro de Schwarzschild-AdS es

dual a los estados térmicos de la teoria gauge (fuertemente acoplado) [13, 14].

Correspondencia Campo < Operador

Es bien sabido que el cambio de la constante de acoplamiento de la teoria gauge
corresponde a un cambio en el valor del borde del dilatén[16]. Entonces (en un

espacio-tiempo de 4-dimensiones en el bulk) se tiene'?

<€f d3x¢0(f)0(f)> — o Thu[9loaas—so] ’ (2.39)
CFT

donde @(r, T)|,—0c = ¢0(Z), en el lado gravitacional son los valores del dilaton en el
borde!'*. En el lado de la teoria gauge, ¢, corresponde a la fuente del operador local
O(Z). Entonces las condiciones de borde (en el lado gravitacional), fijan los valores
del dilaton ¢g (en el borde) y estas corresponden a operadores en la teoria gauge. De
alli que, si consideramos perturbaciones en la métrica (el graviton) en el borde esta

viene a ser la fuente del operador tensor de energia-momento de la teorfa gauge'®.

<€f d*x hngab> = e*Iﬁ,zk[hwadS”hgb] . (2.40)
CFT

13La expresion: ¢|gaqs, se refiere al valor que toma el campo ¢ en el borde de AdS.

4 ¢(r, ) es el dilaton que se propaga en el bulk con la condicién de borde de que el campo ¢ en
el borde tiene el valor de ¢g. Aqui consideramos las coordenadas en la secciéon Euclidea & = (1,0, ¢)
y 7 la coordenada radial, donde el borde se encuentra en r = oo.

150, también, que el gravitén se acopla al operador tensorial de energia-momento de la teoria
gauge. Los indices se descomponen como u = (a,r).
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2.3.3. Particulas y campos en el espacio-tiempo AdS

De acuerdo a la prescripcion de GKPW, el campo escalar en el borde es la fuente
en la teoria cuéntica dual de un operador local O, por lo que es importante estudiar la
dindmica de campos escalares y sus condiciones de borde en el espacio-tiempo AdS.
En especial, nos concentramos en un campo escalar masivo en un espacio-tiempo
AdS de 4-dimensiones acoplado minimamente a la gravedad y sin potencial.

Sea la ecuacion de Klein-Gordon en las coordenadas de Poincaré (2.32), donde con-

sideramos la descomposicion de los indices (¢, Z, z) = (2™, z), donde el borde es z = 0
(VAV, —m?)®(z,2") =0, (2.41)

mponien T*,z) en sus m urier
descomponiendo P(z*, z) en sus modos de Fourie

&k -
@(m”,z):/<27r)2dwfk(z)elk”m , (2.42)

la ecuacion de Klein-Gordon queda de la siguiente forma

Y 22
Jo_2d g2 ™

—_Jr = ( 2
dz? z dz 22

)fk=0. (2.43)
La solucion general es
fi(2) = a1 232K, (kz) + ap2%%1,(kz) | (2.44)

donde I,(kz) y K,(kz) son las funciones de Bessel de primer y segundo tipo. El

comportamiento de la ecuacion (2.43) en el interior del espacio AdS (z — o0)

& fi
dz?

— K f =0, (2.45)

mientras las soluciones se comportan como: K,(kz) ~ e % and I,(kz) ~ e**. El
campo escalar debe ser regular en el interior de AdS, por lo que a; = 0. Entonces la

solucion es:

EI—V(]{:Z) _ Iu(kz)

2 sin(v)

fi(2) = a12°° K, (k=) | K,(kz) = (2.46)
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La solucion fi(z) cerca del borde z — 0 es

_ a8 L (BT __ 1 (kY
fil#) = a2” 2251n7w [F(l —v) ( 2 ) r(1+v) ( 2 ) ] ’ (2.47)
fe(2) = ¢z + 12t

donde ¢y = 127 ""ETVT(v), ¢ = 127 VEYT(—v) y AL = 3/2 & v. Sustituyendo

en (2.43) obtenemos informacion adicional para el indice v
Ar(Ar —3)—ml? =22 Z5 A (AL —3)—ml> =0, (2.48)

cuyas soluciones son

Ai:g:ty, sz/%—i—m?l?. (2.49)

Entonces, la dimensién conforme A del campo escalar depende de su masa m. La

9
a2

sean reales ya que exponentes complejos son signos de inestabilidad lineal. Sea la

condicién de Breitenlohner-Freedman (BF) m? > —-%, asegura que los exponentes

masa BF m%, = —% que define una cota inferior, el limite superior para la masa

se le conoce como limite unitario

1
m2BF§m2<mQBF+l—2=>O§V<1. (2.50)

En adelante trabajamos en las coordenas canonicas (t,r, %) = (r,2"), donde, Xy, es

la seccion transversal, la que puede ser planar k = 0, esférica £ = 1 e hiperbdlica

k = —1. Entonces el fall-off del campo escalar es
nalz™) Bz
o(r,x") = rg—A) + E‘A ) + ..., (2.51)

A:g—i—l/, V:\/%—i—m?l% (2.52)

cuando el cuadrado de la masa del campo escalar se encuentra dentro de las cotas

unitaria y la de BF (conocida como la ventana de BF), ambos modos a/r3=2 y B/r?
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son normalizables'®. Entonces las posibles condiciones de borde son:

= Condiciéon de borde de Dirichlet: a =0, 5 #0 .
= Condiciéon de borde de Neumann: o £ 0, =10 .

= Condicién de borde mixta: aw # 0, S # 0 .

Veamos un ejemplo concreto para un campo escalar de masa m? = —2/I? en
cuatro dimensiones, cuyas potencias relevantes del fall-off son: v = 1/2, A = 2
3—A=1

a f
» = ?—Fﬁ—F... (2.53)

Dirichlet: El modo 3/r* cae méas rapidamente que o/r y es en general norma-
lizable y puede ser cuantizado, entonces a = 0 corresponde a ¢ fijo en el borde, es

: -2
decir ¢(z™,r = €) = € .
Neumann: En es este caso 0,¢ es fijo en el borde, veamos:

p=——-—L4 =24 (2.54)

note que r~2 es un modo irrelevante y esto equivale a fijar 8 = 0.

Mixto: Finalmente, este caso es cuando a¢ + 00,¢ fijo en el borde, veamos:

a¢+ba,¢:a(g+ﬁ2>+b(—3—%):3+5—2+... (2.55)
r T T

r

lo que equivale a considerar aw # 0y 3 # 0.

A partir de la prescripcion de GKPW, se verfica que la dimensién conforme del

operador O es A.

16Definiendo un producto interior (¢i,¢2), en una foliacién tipo espacio, la norma (¢, ®) es
convergente cuando 0 < v < 1.
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Deformaciones en AdS/CFT

Uno de los motivos mas importantes para estudiar teorfas cuanticas conformes
es comprender algunos de los aspectos poco entendidos de teorias del campo no
conformes como QCD. La pregunta es, cuanto podemos aprender de las teorias no
conformes (QCD) de las teoria conformes. Una de las formas de romper la invarian-
za conforme es estudiar la teoria a temperatura finita'”. Pero también es posible
romper la invarianza conforme y al mismo tiempo preservar la simetria de Lorentz,

deformando la accion mediante operadores locales,

Iepr — Iopr —i—p/d%(’)(m) , (2.56)

para algin operador escalar de Lorentz y algtn coeficiente p. Las diferentes defor-

maciones dependen de la dimension de escala A del operador O.

= Si, A — 3 < 0, la deformacién es conocida como relevante, en la que la defor-

macion es fuerte en el régimen IR (r — 0) y débil en el régimen UV,

= Si, A — 3 > 0, la deformacién es llamada irrelevante, y su efecto es fuerte en
el régimen UV. No discutiremos sobre las deformaciones irrelevantes, ya que

divergen cerca del borde r = oo.

= El dltimo caso son las deformaciones marginales, donde A = 3 el cual no

rompe la invarianza conforme en ordenes relevantes a la deformacion.

"De hecho, CFT a temperatura finita es muy préxima a QCD a temperatura finita (a altas
temperaturas).
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Agujeros negros

La velocidad de escape de un objeto celeste (estrellas, planetas, etc) puede calcu-
larse usando mecanica Newtoniana y esta dada por v = \/2G'M /r. Esta es la minima
velocidad necesaria para escapar al campo gravitacional de objeto celeste (con sime-
tria esférica) de masa M y de radio 7 '. Un agujero negro es un objeto celeste cuya
velocidad de escape es la velocidad de la luz ¢ y ya que no es posible alcanzar ve-
locidades mayores a esta velocidad entonces nada puede escapar de su atraccion
gravitacional®. La teorfa Newtoniana es muy limitada para describir correctamente
campos gravitacionales muy intensos, en esos casos la Relatividad General es la més
adecuada. En esta seccion describimos varias de las soluciones de agujeros negros y
de que manera podemos evadir el teorema de no pelo, para obtener soluciones de
agujeros negros con pelo escalar. Mostramos detalles de como obtener una familia
de soluciénes de agujeros negros con pelo escalar y de seccion transversal plana. Los
detalles del célculo del potencial se encuentran en el apéndice C. Es interesante,
que esta familia de soluciones, para algunos de los valores del parametro pelo v,
se reducen a soluciones particulares encontradas en la literatura. Finalmente, en el
limite son constante cosmologica, 1/1? = 0 en la teoria y en las soluciones, se obtiene
de forma consistente soluciones asintoticamente planas, y nuevamente este potencial

escalar evade el teorema de no pelo.

IPor ejemplo las velocidades de escape de la tierra y del sol son: verrq = 11,2 km/s y vgo =
617,5 km/s, donde los radios de la tierra y del sol son: jerrq = 6 371 km y 755, = 695 700 km.

2Jhon  Michell, 1783, ver  https://www.aps.org/publications/apsnews/200911/
physicshistory.cfm.
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3.1. Principio variacional

Estudiamos el principio variacional de la accién de Hilbert-Einstein, la que des-
cribe gravedad pura (sin materia) y sin constante cosmolédgica. Como ya vimos en
el capitulo anterior, el calculo de la accién on-shell en la seccién Euclidea (en la
aproximacion del punto silla), nos da la energia libre F' = BIE . 3 con la que
podemos calcular las cantidades termodinamicas y estudiar las posibles fases térmi-
cas de los agujeros negros. Las ecuaciones de movimiento son obtenidas variando la
accion, donde los términos de borde no tienen contribucién a las ecuaciones, pero
son importantes para obtener las cantidades conservadas y la energia libre.

El pricipio variacional esta bien definido si 0/ = 0 en todo el espacio-tiempo. La

accion de Hilbert-Einstein con un término de borde es
1 4
I:2— dx/—gR+ Ip . (3.1)
K

Variando la accion respecto a la métrica, se obtiene

1

5 = 2_/d4x\/—_96’aﬁ59aﬁ + /d4xv —99*"0Rap + 615 | (3.2)
K

donde Gy es el tensor de Einstein

1
Gaﬁ = Raﬁ — égagR (33)

y el término 6/ debe ser elegido de tal forma que 1 = 0, esto es
0lp = —/ d*z\/—gg°P S Rop = —7{ ev'n, vV —hd’x | (3.4)
M oM

donde

G0 R = vt |

o= g PoTE — Tl e=nfn,=£1.  (3.5)

3Donde F puede ser la energia libre de Helmholtz, Gibbs o el Gran potencial, dependiendo del
ensemble termodinamico.
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El vector unitario n, es la normal en el borde y es un vector tipo tiempo (e = —1)
o tipo espacio (e = 1), dependiendo si el borde es una variedad de tipo espacio o

tiempo. Se puede mostrar que
Ip = / d*rv/—hK . (3.6)
oM

Donde la curvatura extrinseca Kn5 = V(4n), la métrica inducida h*? = g* + en®n”
y la traza K = h*K,5. Este es el término de borde de Gibbons-Hawking que da
un principio variacional bien definido d = 0 *. Aqui K = 87G con G la constante
gravitacional de Newton, h es el determinante de la métrica del borde. Entonces la

accion con la contribucion de Gibbons-Hawking es

I= i/ d*z/—gR + l/ Bxv/—hK . (3.7)
26 Jm K Jom
Este término de borde tiene contribucién a la acciéon on-shell. En especial, el calculo
de la energia libre para el agujero negro Schwarzschild asintéticamente plano en
el que el término de bulk (referida a la integral en el volumen del espacio-tiempo)
desaparece ya que R = 0 °. La tinica contribucion a la accion (energia libre) esta dada
por el término de borde Gibbons-Hawking. En general esta es IR divergente. En las
secciones posteriores mostramos métodos concretos para eliminar estas divergencias

y obtener la accién finita. Para mas detalles, ver la el apéndice A.

3.2. Agujeros negros asintéticamente planos, A =0

La solucion de las ecuaciones de Einstein (sin constante consmologica) de un
objeto estatico de masa M y con simetria esférica es el agujero negro de Schwarzschild
descubierto en 1916 por Karl Schwazschild. Esta soluciéon esta caracterizada por su
masa y tiene un horizonte de sucesos que esconde la singularidad. Si consideramos un
campo electromagnético minimamente acoplado a la gravedad, obtenemos la solucion

de Reissner-Nordstrom, este es una agujero negro estatico y con carga eléctrica. El

*En las condiciones de borde de Dirichlet, en la que §h = 0.
®La ecuaciones para la métrica son R,g = 0, de donde R = 0.
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ansatz mas general con simetria esférica y estatico, para ambas soluciones, es:
ds® = —N(r)dt* + H(r)dr® + r*(d6? + sin® Odp?) . (3.8)

En estas coordenadas el sector asintético corresponde a r = cte — oco. Las soluciones

asintoticamente planas tienen las siguientes propiedades :

La métrica se aproxima a la métrica de Minkowski:

ds® ~ —dt* + r2(df? + sin® 0dp?) en la region r = cte — oo .

6

El horizonte se obtiene de N(r) = 0 y esta localizado en r =1,

La tnica topologia permitida por las ecuaciones de Einstein, para la seccion

transversal, es la esférica: d¥2_, = df? + sin® 0dy? .

El invariante de Kretschmann:

Krets = R Rop.0 . (3.9)

Evaluada para la solucion de Schwarzschild es Kret ~ 1/r% y para Reissner-Nordstrom
es Krets ~ 1/r8. Eso nos dice que la singularidad del espacio-tiempo se encuentra

en r = (, regién donde la gravedad es infinitamente fuerte.

Agujero negro de Schwarzschild

Sea la accion

2K K

1 1
Ig] = 5 /M d'z/—gR + ~ /8 y drKv/—h, (3.10)

donde k = 87 G, GG es la constante de Newton y el término de borde asegura que el
principio variacional se satisface 6/ = 0. Ya que no hay materia 7,, = 0, entonces

las ecuaciones para la métrica son

R;w =0. (311)

6Es importante recalcar que para el caso de Reissner-Nordstrém hay dos soluciones para N (r;,) =
0, por lo que hay dos horizontes, r_ y r4, tal que r— < rj.
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Dado el ansatz (3.8), la solucion es

-1
ds® = — (1 — g) dt* + (1 - g) dr® 4 r*(d6? + sin’ 0d¢?) | (3.12)

donde el horizonte es tal que: —gy = 0 = r, = p. La masa AMD o energia del
agujero negro es '

=F (3.13)

Es facil ver que en la regién cerca del borde, r — oo, esta solucién se aproxima a la

métrica de Minkowski .

Agujero negro de Reissner-Nordstrom

La accion del campo gravitacional acoplado minimamente a un campo gauge

U(1), es®

1

1 1
I[glwv AM] =5 //\/l d4x\/ -9 <R - ZF;WFW/> +

- / BrKV—h, (3.14)
oM

2K K

donde F,, = 0,A, — 0,A, es el tensor de Maxwell?, A, es el potencial gauge. Las

ecuaciones de movimiento para la métrica y el campo gauge son, respectivamente,

]‘TEM

R, — %ng = 50w (3.15)
V.F*" =0, (3.16)

donde el tensor de stress para el campo gauge es
TN = FuoF — 1gWF2 : (3.17)

4

"Mas adelante calcularemos esta masa midiante tres diferentes formas para un caso mucho méas
general y veremos que en el caso especial de Schwarzschild la masa es justamente M = u/2G.

8En esta seccion usaremos algunas expresiones usando las formas diferenciales. Para una breve
revision de las formas diferenciales, ver el apéndice D

9El tensor de Maxwell satisface la identidad de Bianchi F),,,, = 0
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Las ecuaciones para el campo gauge (3.16) se satisfacen considerando que

A= Adat = (g—i) it, F=-Larnat. (3.18)
roory

Las condiciones de borde para el campo gauge son tales que es cero en el horizonte

de sucesos del agujero negro, A(r;) = 0 y constante en el borde A(c0) = —¢/r. El

horizonte r es la raiz mayor de la ecuaciéon —g;; = 0 0.

Considerando el anzats (3.8), la distribuciéon de materia es tal que N(r) = H(r)™' =

f(r) y la solucion para la métrica es

ds* = —f(r)dt* + f(r)"'dr* 4+ r*(d6* + sin® 0dp?) | (3.19)
I R e | Gk
f)=1-"+5= > : (3.20)

donde ry = %(u + /2 — ¢2) con u? > ¢*. Este agujero negro esta caracterizado por

su masa M y carga (). La masa AMD puede leerse facilmente de —gy,

M:M_“_ H

=55 (3.21)

y la carga eléctrica de la ley Gauss es el flujo del campo electromagnético en la

seccion transversal en el borde, con elemento de superficie d?%,,,:

Qz%j{d%F:—%. (3.22)

La ecuacion para el horizonte (—gy = 0), expresada en términos de (M, Q) tiene dos

raices (r_,ry), r— <ry=ry
re = G(M = /M2 — 4Q?) . (3.23)

El horizonte de sucesos existe si M > 2|@Q|, por lo que hay una cantidad méaxima de
carga que el agujero negro puede tener. A diferencia de los agujeros negros Schwarzs-

child, estos agujeros negros cargados pueden llegar a tener temperatura cero cuando

107,25 soluciones para —gu(r,) = 0, son r, = 74, es decir r_ y 74, donde r_ < r = ry, se tiene
p b) b) ) )
dos horizontes.
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r_ = r, y al mismo tiempo tener un horizonte finito!'’.
El potencial quimico ® se define como la energia AFE necesaria para traer una carga
AQ de la region asintoética r = oo al horizonte del agujero negro

1GQ

q) = At'r:oo - 14t|,,,:7ﬂ+ - 7’—+ (324)

Es interesante mencionar que los agujeros negros de RN se generalizan a p-branas

en mayores dimensiones [16-18|.

3.3. Agujeros negros asintéticamente anti-de Sitter

Los agujeros negros asintoticamente anti-de Sitter son aquellas soluciones a las
ecuaciones de Einstein con constante cosmologica negativa A = —3/[%. Nuevamente
consideramos un ansatz radialmente simétrico y estatico. Estas soluciones son tales

que el borde es
2

2 _ T 2 | 12732
ds* = 1—2(—dt +1 dEk) : (3.25)
A diferencia de las soluciones asimtoticamente planas, la constante cosmolégica per-
mite soluciones con secciénes transversales planares, esféricas e hiperbélicas. El an-

satz de un agujero negro estatico y esféricamente simétrico es
ds®* = —N(r)dt* + H(r)dr* + S(r)d%} . (3.26)
donde las posibles geometrias para la secciéon transversal son

df? + sin®0dp?  for k = +1 ,
dsi =< L3°7  da? for k=0, (3.27)
df? + sinh? Ady?® for k= —1 .

110 también M = 2|Q)|
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Distintas elecciones de la geometria de la secciéon transversal £ = —1,0,1 nos dan

distintas topologias del borde !
R x H?, R x R? | R x S? | (3.28)

respectivamente. Este tipo de soluciones se conocen como agujeros negros topologi-
cos v donde R corresponde al tiempo y H?, R?, S? a k = —1,0, 1. Estas geometrias
son el background donde la CFT se define. Es importante aclarar que el borde de
AdS '? es no dindmico ya que no hay grados de libertad gravitacionales en la teorfa
cuéntica dual.

Una expresion muy 1til para la secciéon transversal a la hora de usar paquetes mate-

maticos de calculo es

dy?

ays = ——
Pl — ky?

+ (1 — ky?*)dz* . (3.29)

En la que para £k = 0 cuyo dominio es —oco < (y,z) < oco. Para k = 1 se tiene,
y = cost, z = ¢ por lo que el dominio es 0 < 0 < 7, 0 < ¢ < 27. Finalmente para
k = —1 se tiene, y = sinhf y z = ¢ por lo que el dominio es —00 < 0 < 00, 0 < p <
2.

Agujero negro de Schwarzschild-AdS

La accion de Hilbert-Einstein con constante consmologica A = —3/1% es

Ig,] = i /M d*r/—g(R — 2A) + = /8 y dPrKV~h . (3.30)

K

Las ecuaciones de Einstein son

1
R, — §gWR = —Ag, . (3.31)

12La topologia del borde nos dice como debemos foliar radialmente el espacio-tiempo

13Este borde (conforme), salvo el factor conforme 72 /12, es Minkowski, es decir, el borde conforme
del espacio-tiempo AdSy es Minkowski en tres dimensiones.

14Esta es una forma compacta de escribir la expresién (3.27), y ademas puede generalizarse para
dimensiones mayores, ver apéndice A.
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La solucion es

2 2\ 1
ds® = — (k: S r—) dt* + (k: By T—) dr® + r2ds} . (3.32)

ro 12 ro 12

El horizonte es la solucion mayor del polinomio dado por —gy (1) =0

moTy
k——4+2=0 3.33
Tn + l2 ’ ( )
donde la masa AMD es
M= (3.34)
K

Fijando p = 0, recuperamos el espacio-tiempo AdS (global). Si el radio del horizonte
del agujero negro esférico AdS, es pequefnio en comparacion al radio AdS, r, << [,
este se parece a la solucion asintoticamente plana. De hecho, si fijamos 1/l = 0, se

obtiene la teoria (la accion) y la solucion de Schwarzschild de manera consistente.

3.4. Agujeros negros con pelo escalar

J. A. Wheeler (1971) propuso su famosa conjetura, de que los agujeros negros no
tienen pelo de campos de materia mas generales que el Maxwell en 4 dimensiones
[19] 5. Sin embargo se mostro que la hipotesis de Wheeler no se cumple, por ejemplo
para teorias Einstein-Yang-Mills, Einstein-Skyrme y en otras varias combinaciones

con campos dilatonicos [20].

3.4.1. Teorema de no pelo

En esta seccién presentamos los teoremas de no pelo y como pueden evadirse
para obtener soluciones de agujeros negros con pelo. En la literatura existen varias
soluciones exactas pero nos concentraremos en las soluciones estudiadas en [4]. El

primer teorema de no-pelo-escalar fue planteado por Bekenstein (1974)

15E] pelo se refiere a cantidades conservadas, las mismas que estan relacionadas a las constantes
de integracion. En general los agujeros negros tienen tres pelos, masa, momento angular y carga
eléctrica.
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= No existen soluciones regulares de agujeros negros esféricos asintéticamente
planos con pelo escalar, para campos escalares acoplados minimamente con

potenciales convexos (minimo): 9?V/0¢? > 0

Este teorema fue generalizado para campos escalares no-minimamente acoplados
y para potenciales arbitrariamente positivos [21]. Mas tarde estos teoremas fueron

obtenidos para agujeros negros asintoticamente AdS [22, 23].

= No hay soluciones de agujeros negros con pelo escalar asintéticamente AdS

cuyo potencial tiende asintoticamente a un minimo (negativo) del potencial,
D*V/0¢? > 0

Sea la acciéon de la gravedad acoplada minimante a un campo escalar

ot = [ a'ay=5 |57 = 30,000 - V(o) | (3.35)

donde usamos la convenciéon k = 87 (. Consideramos unidades naturales ¢ =1 = A,
[k] = Mp5? donde Mp es la masa reducida de Planck.

La ecuacién de movimiento para el campo escalar es

ov

I (V=99"0.,0) — 5= i

— (3.36)
Para evadir el teorema de no-pelo, el potencial debe cumplir con las siguientes con-
diciones, las mismas que aseguran la existencia del vacio estable AdS en la region
asintotical®

3 >V

= V = —— —_ 0. 3.37
0, (0) prR e ¢:O< (3.37)

av

Esta nos dice que el potencial tiene un extremo, que es negativo y es méaximo.
Por ejemplo los potenciales escalares construidos en [24, 25|, evaden el teorema de

no pelo. El potencial V(¢)qs tiene dos parametros a y A = —3/1?,

V(0) aas = < l12 + agb) (4 4 2 cosh ¢) — 6asinh ¢ (3.38)

16 Consideramos que el campo escalar en el borde es cero.
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Para graficar, fijamos o = (constante)l™2. Donde, para cualquier sistema de coor-
denadas en el borde el campo escalar tiende a cero ¢ = 0. Es interesante que este
potencial también permite obtener soluciones si, ademas de haber un campo escalar,
hay un campo gauge que se acopla al campo escalar en la forma no minimal, e®F?,
en la accion.

Un segundo potencial se obtiene del anterior, fijando 1/1 = 0, con este potencial se

pueden obtener soluciones asintdticamente planas.
V(@) fiat = 2ap(2 + cosh ¢) — 6asinh ¢ . (3.39)

De acuerdo a la figura 3.1, para ambos casos hay dos ramas (familias) ¢ <0y ¢ > 0,

_14,

,16,

|— o=0 o=5 o=-5 =20 a:-20| |_ o=5 o=-5"—""0=20— (x:-20|

Figura 3.1: En nuestra notacion: V = V(¢), ¢(x) = Inx. La figura de la izquierda es
el potencial para teorias asintoticamente AdS. La figura de la derecha es el potencial
para teorias asintoticamente planas.

en la que ¢ = 0 corresponde al valor del campo escalar en el borde y donde el potencial

es un maximo global (en cada rama). Note ademas que V (¢, a) = V(—¢, —a).
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3.4.2. Agujero negro neutro con pelo escalar

Sean las ecuaciones de movimiento para el campo escalar dada en (3.36) y la

métrica obtenidas a partir de la accion (3.35)

1
E/J,l/ - R/,Ll/ - Eg/.U/R - KT‘L?V s (340)
donde el tensor de stress del campo de materia es
1

Usaremos el siguiente ansatz para la métrica de seccion transversal plana

2dx? dy?  d2?
ds® = Q(z) |~ f(x)dt? + 2 A 42
2= 0(0) | ~flaar + T U (3.42)
Las ecuaciones para métrica son:
- / 302 -20"Q
Ef—Ex:O—ub?:T, (3.43)
. Qf
Ef—E5:0—>f +T:O’
1 " ! ’
Ef+E§:O—>V(¢):—92n2(fQ +fQ> .

Las ecuaciones de movimiento pueden ser integradas si escogemos el siguiente factor

conforme [5, 24, 25, 95]:

vy~

Pz —1)%

1

O(x) = (3.44)

donde n? es solo una constante de integracion que esta relacionada con la masa y v
es el parametro de pelo. El borde se encuentra en z, = 1 ya que 2(x) diverge en ese
punto.

Con esta eleccion de Q(z), la ecuacion para el campo escalar puede ser inmediata-
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mente integrada

n  (v—1) vy - Dav=2 4™t 2v—1) 4v(l—v— o)z 2V
¢ = + + +
x? v —1 (xv —1)2 x? (v —1)2 ’
(3.45)

simplificando e integrando tal que en el borde z;, = 1 el campo escalar es ¢(z;) = 0,

¢ = ”zﬁ;j = / ” Odqﬁ ,/ / (3.46)

21
s A
¢(I) 1% nx ) 12 2/{,/

se tiene que

(3.47)

La término ;! le llamamos longitud del dilaton. El campo escalar es cero, ¢ = 0,
cuando v = 1, [{' = 0, es decir el caso v = 1 el es de no-pelo. De la misma forma,
con la eleccion de este factor conforme, podemos proceder a integrar facilmente la

segunda ecuacion para métrica

(f) =0, (3.48)
o= [ e
@) =+ 2L < AR x> |
Las constantes'” se fijan de tal forma que en el borde z, = 1, f(x;) = 1/ y

¢y = a/n?, entonces se obtiene'®

1 1 x? xv x¥

Esta soluciéon es invariante bajo la transformacién v — —v, por lo que es lo mismo

estudiar en el rango de valores ¥ > 1y v < —1, mostramos que el potencial tambien
es invariante bajo el cambio de signo de v. Trabajaremos en el rango de valores

v > 1. Es fécil verificar que esta solucion es bien comportada para cualquier valor

17 Aclaro que s6lo hay una constante de integracion, ya que una de ellas es en realidad la constante
cosmologica y esta es un pardmetro de la teoria.

18Esta eleccion es importante porque cuando calculamos el potencial on-shell, 5 no debe aparecer
en el potencial ya que es una constante de integracién y no un parametro de la teoria.
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del parametro hairy v > 1 incluso en v = 2, ya que en el limite de v = 2, f(x)
es convergente. Es interesante que con )(x) y f(z) podemos obtener una expresion
para el potencial V' (¢), después de un largo y cuidadoso céalculo, considerando que

x = el se obtiene

A2 —4)[v—-1 v+1 -1
v _ —oly (v+1) ¢ll,(l/ 1) 4 —¢l 3.50
(9) 6rL? [1/+26 +1/—2 * 2 _4° (8:50)

«

k2l v+2

v—1 . v+1 v —1
[V 51nh¢ll,(1/+1)—y 2smhgbl (V—1)+4 481nh¢l]

Este potencial tiene dos partes, una que depende de la constante cosmolbgica A y otra
que es controlada por «. Los parametros que definen la teoria son: A, G, «a, v. Este
parametro « es importante, ya que si a = 0 se obtiene una singularidad desnuda,
pero cuando « # 0 se tiene un horizonte regular. Por lo que « tiene una relevancia
importante en el interior del espacio-tiempo.

El comportamiento asintotico del potencial se obtiene expandiendo alredededor de

¢ =0

A 2 2 l3
Vg =t G R

s T ETIR 2o L (Av? — 4N — 6a)¢° + O(4%) | (3.51)

de donde vemos que esta solucion exacta evade el teorema de no-pelo y acepta el

vacio estandar AdS:

A dv d*v 2
Vo)==, —| =0, —| =-5. (3.52)
K d¢ =0 dg? =0 12
El campo escalar tiene masa conforme m? = —2/1% cuyo valor pertenece a la ventana

de BF. El campo escalar vive en la parte exterior del horizonte de sucesos y se man-
tiene relativamente estable por la autointeraccion del campo escalar (back-reaction).

Este pelo escalar rapidamente disminuye en las proximidades del borde.
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Finalmente, es importante destacar que hay dos familias de soluciones bien com-

portadas, tales que n > 0%,

= En el intérvalo x € (0,1) el campo escalar es negativo ¢ < 0, en ese caso, la

singularidad se encuentra en x = 0 y el borde es z;, = 1.

» En el intérvalo x € (1, 00) el campo escalar es positivo ¢ > 0, en donde, x, = 1

sigue siendo el borde y la singularidad se encuentra en x = oc.

Siguiendo un procedimiento similar se puede obtener la solucion de secciéon transver-
sal esférica (k = 1). El potencial que obtuvimos para el caso k = 0 es el mismo para

este caso, y el campo escalar es (3.47). El ansatz y la solucion es

ds? = Q(z) {— F(z)dt? + ”;(Cij + d6? + sin® edgo?} , (3.53)
1 1 x? x7v i x
f(x):ﬁ+a{u2—4_ﬁ<1+y—2_V+2>}+Q(a:)' (3:54)

Cuando fijamos el parametro v = 1 el campo escalar es ¢ = 0 y el potencial escalar
se reduce a V' = A/k, entonces « deja de ser un parametro de la teoria y junto con
n forman una séla constante de integracion. Para ver esto realizamos la siguiente

transformacion de coordenadas

1
Qa)|per=r*=r=1+—, (3.55)
nr
donde n > 0 y £ es para la rama positiva y negativa respectivamente, se obtiene la
solucion de Schwarzschild-AdS

2 2
_ moor a4+ 3n

(3.56)

Aqui p es la nueva constante de integraciéon relacionada con la masa del agujero

negro en las coordendas (t,r,%y).

19M4s adelante mostramos que el comportamiento termodindmico es muy similar para ambas
familias de soluciones
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3.4.3. Agujeros negros eléctricamente cargados con pelo

Veamos un ejemplo simple de una solucién de agujero negro cargado con pelo

escalar

1 1 1
I, Ay, 0] = 167G /d4x\/—_g {R — ZewF2 —5 00 p —V (9)] , (3.57)

donde el acoplamiento del campo gauge y el potencial son funciones del dilatén, y
usamos la convencion k = 87 (G. Las ecuaciones de movimiento para el campo gauge,

el dilatéon y la métrica, son
v, (e9F) =0,

1 ov 1
- g L NP2 —
\/_—ga,u ( 99 aI/¢) 8¢ 4’76 0 ’
R#y — §g#l’R = 5 [ij + T/W } ,

donde el tensor de stress de los campos de materia es
1 , o 1
Tfu = 0,00,0 — g {5 ((9925)2 + V(gﬁ)} , TﬁjM = e (FWF,, — Zg‘“’}ﬂ) .

Solution, v =1

El caso v = 1, asint6ticamente AdS, el caso asintéticamente plano fue explicado

en [25]. El potencial de la teoria en este caso es

V(e) = (% + ozqﬁ) (4 4+ 2 cosh(¢)) — 6asinh(¢) . (3.58)
Considerando el ansatz
Qd 2
ds* = Q(z) {—f(:c)dt2 + ;féf) + df* + sin® 0dp? | | (3.59)

se obtienen las soluciones para la métrica y el campo gauge

ﬂ@:%+QF¢£U

(z =172 ¢
T 22

(z—1)°, (3.60)

— lnx} +n?
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Qx) = m : ¢(r) =Inz, (3.61)
A= q(l _ i) dt, F=—Lawndt. (3.62)
T xy T

Es interesante que para a = 0 (a diferencia del caso neutro descrito en la seccion
anterior) atin existen soluciones regulares, en el sentido en el que existen horizontes
(los ceros de la ecuacion f(z1) = 0) que esconden la singularidad. Actualmente es-
tamos investigando sobre la transicion de fase de estos agujeros negros cargados con
pelo en diversos escenarios. Por ejemplo si 1/I1*> = 0 las soluciones asintoticamente
planas son regulares (por lo tanto permitidas). Otro caso interesante se da cuando
estudiamos soluciones sin potencial escalar V(¢) = 0. En esos casos la responsabi-
lidad para evadir el teorema de no pelo recae en el término ¢7F?. Varias de estas

soluciones pueden ser encontradas en [24, 25].



Capitulo 4

Renormalizacion holografica y

formalismo Hamiltoniano

4.1. Sustracciéon background vs contratérminos

El background es el campo de fondo, usualmente el estado base respecto al cual se
comparan los estados o campos. En general, la accion on-shell para soluciones de agu-
jeros negros tienen divergencias'. Estas divergencias pueden eliminarse si calculamos
la accién on-shell respecto de su estado base. El método de sustraccion background se
basa en hecho de que se conoce a prior{ el estado base de la solucion del agujero negro
a estudiar. Pero hay soluciones en la literatura donde el estado ground es patologico
y casos en los que es imposible obtener el estado ground. Por esta razon seria mucho
mejor tener un método independiente del background. Es bien sabido que la accion
on-shell contiene divergencias debido a la integraciéon en un volumen infinito. Estas
divergencias IR (infrarojas) en el lado de la teoria gravitacional (invocando la duali-
dad AdS/CFT) se interprentan como las divergencias UV (ultravioleta) de la teoria
cuantica dual. La técnica usual en teorfas cuanticas del campo consiste en agregar
contratefminos que eliminen estas divergencias. Entonces, en el lado gravitacional

podemos agregar contratérminos locales que dependen de la geometria intrinseca del

ncluso para el espacio-tiempo AdS (global) la accién contiene divergencias.

51
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borde [26]

1
I, =—
g 87TGN

/ &Bzv/—=h Z(,R,VR) . (4.1)
oM

Donde Z(I, R, VR) depende del radio AdS [ y de los invariantes construidos a partir
de la curvatura de Riemann del borde R“bcd2. La métrica inducida es h,, y usamos
la descomposicion de los indices del espacio-tiempo 1 = (r, a). Sea el espacio-tiempo

AdS en coordenadas estaticas

2 2\ 1L
2 r 2 r 2 2 v2

ds :—<k+l—2>dt +(k+l—2> dr® 4+ red%;, | (4.2)

de la cual, la seccion transversal dX7 admite diferentes topologias. La foliacion r =
R = constante nos da la métrica inducida

R2

hapdz®da’® = — (k - 1—2) dt* + R*dX} . (4.3)

Es claro que los contratérminos gravitacionales® I, que dependen de R y sus deriva-

das son distintas segun la foliacién que escogamos (en este caso, segtn la topologia

de la seccion transversal). Concretamente, el proceso de regularizacion depende de la

eleccion del sistema de coordenadas en la region asintotica de AdS. Entonces diferen-

tes foliaciones dan como resultado diferentes teorias cuanticas del campo duales. El

borde conforme de AdS como vimos anteriormente es el espacio-tiempo de Minkowski

2

T
ds® = l—g(—dt2 + 12d¥3) | (4.4)

donde 7}, es el borde r = c©

2El hecho de que dependa s6lo de la geometria intrinseca del borde garantiza que las condiciones
de borde para la métrica del borde 6h = 0 (Condicién de borde de Dirichlet) no se violen.

3De ahora en adelante nombraremos I, como contratérminos gravitacionales ya que dependen
fundamentalmente de la geometria intrinseca del borde
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Sustraccion background

Sea la accion con constante cosmologica A = —3/1* dada en (3.30) y dada la

solucion de Schwarzschild-AdS de seccion transversal esférica k = 1, dada en (3.32)

2 _ port po v’ o 2 220002 1 qin 2
ds* = — 1—;—1—[—2 dt” + 1_?+l_2 dr® + r°(d6” + sin® 0dy*) (4.5)

El horizonte es tal que —g;; = f(p,7) = 0 y la temperatura es

1 . 1 (3ri 412
T="2_| = = . 4.6
47T e /B 471— 12T+ ( )
El término on-shell del bulk es:
© 1208 (%, AnB, o 4
bulk = T 12" redr = 2 (R*—ry) . (4.7)

T+

Donde R es un cut-off tal que el borde es R — r, = oo. El término de Gibbons-

Hawking se obtiene considerando la foliacién r = R = constante®

2

hapda®da’ = — (1 — % + %)dtQ + R*(d6? + sin® 0dp?) | (4.8)

ab

donde el proyector P%® = g% — n%?, la normal, la curvatura extrinseca y la traza

K = P®K,, de la foliacién son, respectivamente

or /g7 1 m R2 —1/2 3l2,u ; )
Ng = 7 ) Kab = Tarhab ) K = 2R2 (1_E+l_2 —T+3R +2RI
(4.9)
y obtenemos
4 312
15, = —:—lf (—T“ + 3R + sz2> : (4.10)

4No confundir R con la curvatura escalar de Ricci
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Entonces la accion Euclidea para el agujero negro explicitamente divergente es®:

473 (3l2u

Ly, = Ty + I6n = Tl 2R* — 2RI* — ri) : (4.11)

2

El estado ground es el espacio-tiempo AdS (global) a temperatura finita 5, = 1/T;
(AdS térmico), el cual se obtiene a partir de la solucion Schawarzschild-AdS consi-
derando p =0

2 2\ —1
ds? = — (1 + %) dt* + (1 - %) dr® +r2(d6? + sin® 0dg?) . (4.12)

Necesitamos calcular la accién on-shell para esta métrica, en la que 0 < r < r,. La
coordenada temporal en la seccion Euclidea t — —it? tiene periodicidad (tempera-
tura) By = Ty *

4
B =10, + 15, = Zlfo (-233 — 252R> : (4.13)

Para comparar las dos acciones necesitamos que esten a la misma temperatura (am-

bas soluciones con la misma periodicidad en el borde)

R? R pu
1+ — = 1+ ——-=. 4.14

Con esta relacion podemos comparar las acciones on-shell (energias libres) en el borde

R — Ty
4 2
¥ =1k — 1%, = if [(Bl—u —2R* —2RI* — ri) _b <—2R3 - 2l2R)} , (4.15)
Kl 2 15}
de donde obtenemos la energia libre
_ 47t (12

®La acciéon Euclidea se rlaciona con la energia libre de la siguiente forma F = 3711 | conside-
ramos unidades tales que la constante de Boltzman es igual a 1.
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Contratérminos

En este caso consideramos que desconocemos la métrica del estado ground. Enton-
ces consideramos contratérminos que estan en funcion de de cantidades geométricas
intrinsecas al borde, estas eliminan las divergencias infrarojas que aparecen en el
lado de la gravedad. Estos contratérminos en el espacio-tiempo se interpretan como
los contratérminos que eliminan las divergencias ultravioletas de la teoria cuéntica

dual y tienen la forma®

K ) 2

I, = 1 /BM cf”m/—_h(2 + ZE) : (4.17)

En 4-dimensiones, estos dos primeros contratérminos son suficientes para eliminar las
divergencias ctibicas de la contribucion del IZ,, v las divergencias ctibicas y lineales
de I5y. La accion BEuclidea on-shell del bulk y de Giboons-Gawking (GH) es

4 302
Ly + 161 = %26 (_2M —2r) = 2r,% — Ti) : (4.18)
Los contratérminos evaluados on-shell son
45 2 pl? o 47
17 = —5 (1 t T (2R* + kI°R) = m(zrg’ + 207, — pl?) , (4.19)
—r

entonces la accidén Euclidea on-shell con esta nueva contribuciéon es

43 (121
E _ JE E E 3
Concluimos que ambos métodos nos dan el mismo resultado comparando con (4.16).
Un procedimineto similar muestra que para los agujeros negros asintoticamente pla-
nos, mostrados en (3.12) la acciéon finita (usando el método de sustraccion back-

ground)” da I¥ = % Las energia libres para el agujero negro de Schwarzschild y

6Para espacios-tiempo de 4-dimensiones, estos dos contratérminos son suficientes. Para mayores
detalles ver el apéndice A.

"Mas adelante aclaramos que la extensiéon del metodo de contratérminos a espacio-tiempo asin-
toticamente planos fue extendido.
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Schwarzschild-AdS son

27 4 (P
Fiat = pa FSAdSZW(T—M ; (4.21)

respectivamente. Vemos que el agujero negro de Schwarzschild tiene una energia libre
siempre positiva F' > 0, es decir no cambia de signo por lo que no hay transiciones
de fase, de hecho se puede mostrar que es inestable termodindmicamente, ya que la
capacidad calorifica es siempre C' < 0 8.

Para el caso de los agujeros negros de SAdS la energia libre puede cambiar de signo y
en este caso podemos hablar de agujeros negros grandes r, > [ y de agujeros negros
pequenios ry < [ respecto del radio AdS, [. La energia (masa del agujero negro) se

calcula mediante la siguiente relacion termodinamica, donde I¥ = BF

orr 1
E= —TQa—T =G (4.22)
En la figura 4.1, la capacidad calorifica C' = 0F/OT es la pendiente de la curva de
la izquierda donde los agujeros negros grandes (de energia o masa grande) tienen
capacidad calorifica positiva y son termodinamicamente estables, al contrario de los
agujeros negros pequenos (C<0) que son inestables. En la derecha de la figura 4.1,
la energia libre puede cambiar de signo, donde el punto critico (F' = 0) esta dado
por la temperatura de Hawking-Page, Typ = 1/7l. Esto es signo de transiciones
de fase de primer orden °. En la region donde F' < 0, los agujeros negros grandes
(ry > 1) son preferidos y estables en cambio en la region donde F' > 0, el espacio
AdS (global 1 = 0, a temperatura finita) es preferido (ry < [) pero inestable'’. Mas

adelante mostramos que las temperaturas de los agujeros negros de Schwarzschild y

8El hecho de que los agujeros negros de Schwarzschild tengan C < 0, siginifica que el agujero
negro nunca llega a un equilibrio térmico, es decir, radia mas de lo que absorbe. Debido a que el
borde es plano las particulas pueden escapar al borde (es como un sistema abierto), en cambio AdS
€s como una caja y un agujero negro en AdS es como un sistema cerrado.

9Una transicion de fase de 1°” orden es tal que que la energia libre F = 0 y la entropia cambia
de forma discontinua. En términos de agujeros negros, eso sginifica que la formacién de un agujero
negro es una transicion de fase de primer orden.

10De hecho en esta regién hay agujeros negros pequends (r, < [), pero se evaporan rapidamente
y es como si el espacio fuese AdS puro.
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0.1+

-0.14

0.5 —

-0.2+

Tix 0.3

Figura 4.1: Ambas figuras son para los agujeros negros de Schwarzschild-AdS. Iz-
quierda, E vs T y Derecha F vs T. En la figura Gy es la constante de Newton, pero
a lo largo de la tesis usaremos G.

Schwarzschild-AdS son respectivamente'!

1 1 312
Thiat = , Tsags = 1+ —5). 4.23
flat = SAdS 47rr+< T > (4.23)

4.2. Formalismo de Brown-York

En el contexto de la dualidad AdS/CFT, el graviton AdS se acopla al tensor de
stress energia del CFT |27, 28|

/ dBrh® T,y . (4.24)
oM

Entonces, desde el punto de vista holografico, el tensor de stress de Brown-York
se interpreta como el tensor de stress energia de la teoria dual del campo. En esta
seccion, trabajamos en el sistema de coordenadas canonicas (t,r, X)) para el cual, la

métrica fue dada en (5.4). Para la geometria del bulk, usaremos la siguiente foliacion

HRecuerde que el horizonte lo designamos con 7, pero la ecuacién para el horizonte de
Schwarzschild-AdS es cuadrética, por lo que hay dos raices. En ese caso, consideramos a la raiz
mayor como el horizonte ry, = r.
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con superficies r = R = constant donde la métrica inducida es
ds® = hgydr®da® = —N(R)dt* + S(R)dY} . (4.25)

El tensor de stress cuasi-local de Brown-York es definido como [29]

aw_ 2 0L
B V _hahab ’

donde I es la accién total, debidamente suplementada con los contratérminos 2. Ya

(4.26)

que la métrica donde la teoria dual vive esta relacionada con la métrica del borde por
un factor conforme, es muy importante enfatizar que el tensor de stress de CFT esta
relacionado con el tensor de stress de Brown-York salvo un factor conforme. Veamos
un ejemplo, donde mostramos los detalles de este metodo para el agujero negro de
Schwarzschild-AdS— seguiremos el analisis de [30]. Sea la métrica del agujero negro
de Schwarzschild-AdS

2 2\ —1
ds? = —(1-E+)ar v (1-E+ 1) ar?+r2a02. (4.27)
ro 12 ro 12
Si consideramos la foliacion, r = R, la métrica inducida hg;, de cualquier ‘slice’ '3, es
po, R’
ds® = — (1 -5+ l—2>dt2 + R*dQ? (4.28)

El tensor de stress hologréafico se obtiene variando la accion debidamente suplemen-

tada con los contratérminos gravitacionales, I,

1 1 1 2 1
I=— [ d'zv/—g(R—2A)+ —/ d*rvV—hK — —/ de\/—h(— + E) :
25 Jur K Jom K Jom l 2
(4.29)

de donde .

S T

2
(Kab — ha K — Thay + lGab> . (4.30)

12Una de las conclusiones méas importantes en esta investigacion es que una accién debidamente
regularizada, tal que el principio variacional este bien definido d1 = 0, se obtiene un tensor cuasi-
local 7 libre de divergencias. Mostramos que de este tensor cuasi-local podemos obtener la energia.
13En espaiiol se dice céscara o rabanada. Dejamos la expresién en Ingles.
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Como ya puntualizamos anteriormente, la métrica del borde es

R2
ds}, g = l—z(—dtz + 12d0?) . (4.31)
pero la métrica del background donde la teoria cuantica dual vive es 7,, definida de
la siguiente forma
ds? e = Yapdrda® = —dt?* + 12d? (4.32)

La métrica 7,, no es dindmica y esta relacionada por un factor conforme con la

métrica del borde. El correspondiente tesor de stress dual es

(rdualy = 1fm a

R _ 050
a o TTab = m(%aéb -+ ")/ab) . (433)

Escrita en esta forma [30], esta corresponde al tensor de stress de un gas térmico de
particulas sin masa y como ya se esperaba, debido a la simetria conforme su traza

debe desaparecer (r%al) = (rdualy~ab — ()

4.3. Formalismo Hamiltoniano

En espacios-tiempo AdS existen diferentes métodos para calcular la masa gravi-
tacional y es importante compararlas —para la condicién de borde de Dirichlet esto
fue hecho en gran detalle [31] y salvo algunas ambiguedades relacionadas a términos
constantes en el borde, el formalismo Hamiltoniano, la masa AMD, y el método holo-
grafico producen el mismo resultado. Aunque, como ya fue aclarado en [32], cuando
la simetria conforme se rompe en el borde la masa AMD no es la masa fisica correcta
y se debe calcular la masa Hamiltoniana del sistema. En esta seccién mostraremos
algunos detalles del calculo de la masa Hamiltoniana y mostraremos que coincide
con la masa holografica aun cuando la simetria conforme en el borde se rompe.

Consideramos el método de Regge-Teitelboim [33] para calcular la masa de teo-
rias de campos escalares acoplados minamente a la gravedad en espacios-tiempo

asintéticamente locales AdS. Consideramos la accién

1
2

Mool = [ dov=g|5t = 5002 Vi) 41 [ #arvi. a3

R
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para el cual la ligaduras Hamiltonianas H, and H,;, con ¢« = 1,2, 3, tienen contribu-
ciones del término gravitacional y de la materia que en este caso corresponde a un

campo escalar minimamente acoplado con un potencial auto-interactuante V(o).

Estas ligaduras son funciones de las variables candnicas: la métrica 3-dimensional
gij y €l campo escalar ¢, y sus correspondientes momentos conjugados 77 y m,. Las

ligaduras Hamiltonianas estan dadas por

2K N N 1
e P Ny g 2 _ (3)
H NG {ﬂ'”ﬂ' 5 (7T z) } 2/{\/5 R
1 7T¢2 ij
—+ 5 (% + \/Eg Qs,z (ﬁ,y ) -+ \/EV (Qb) s (435)
H; = —27); + mpdyi - (4.36)

La métrica 3-dimensional g;; puede ser reconocida del elemento de linea escrita en
su forma ADM

ds? = —(N1)2dt* + g;; (da’ + N'dt) (da’ + Nidt) | (4.37)

donde, g, ® R y la barra vertical | denotan el determinante, la curvatura escalar, y la
derivada covariante asociada a métrica espacial, respectivamente. El generador cano-
nico de la simetria asintotica definida por el vector &# = (&4, €%) es una combinacion

lineal de las ligaduras H, , H; més un término de superficie Q[¢]
HIG = [P (€30 +6H) +Qle) (138
oM

Q[E] es escogido de tal forma que cancela los términos de superficie que provienen
de la variacion de los generadores respecto a las variables canoénicas. De esta forma,
el generador H[¢] posee una derivada funcional bien definida [33]. La forma general
de Q[¢] para el generador (4.38) esta dado por [34]

2K
+(26% " — ) ogie — (V&g ¢, +Emy)09] (4.39)

17kl
0Q[¢] = ]{dQSl {GJ (E0gij1 — € 10g45) + 26,07
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donde

G =S Vol +g'g" — 2979") . (4.40)

La normal y las componentes tangenciales de la deformacién permitida (14, £%) estan

relacionadas con las componentes del espacio-tiempo (£+, ®)¢%) en la siguiente forma
eh=Nte', g=Og 4 Ng (4.41)

El siguiente paso es notar que el generador Hamiltoniano (4.38) se reduce al tér-
mino de superficie Q[¢] cuando las ligaduras se mantienen. Esto es, el valor de los
generadores — las cargas conservadas asociadas a las simetrias asintéticas — estan
justamente dadas por Q[¢]. Ya que las cargas estan definidas por un término de
superficie en el borde, estas necesitan solamente el comportamiento de las variables
canodnicas y simetrias cercanas al borde i.e. su comportamiento asintotico. Nos cen-
traremos en el caso estatico. Por definicion hay un vector de Killing tipo-tiempo
§ = "0, = 0, y la correspondiente carga conservada asociada con esta simetria
— traslaciones temporales — es de primeros principios la masa M '*. En el caso
estatico todos los momentos desaparecen y la expresion (4.39), evaluado para £ = 0,

se reduce a

ijkl

SM = 6Q[0,] = f 425, [G (E g0 — € 1095) — VIET 0,5 00| . (4.42)

2K
Notamos que hay una contribucion explicita del campo escalar en la masa. En general
esta cantidad es distinta de cero. Con el fin de conseguir un mejor entendimiento de
esta contribucién, es conveniente separarla de la contribucién usual gravitacional

escribiendo d M como

OM = 0M¢ + 6My , (4.43)
donde g
2 GIH! 1 1L
y
M, =~ § S 970,556 (1.45)

14Del teorema de Noether.
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Como ya mencionamos anteriormente, la variacion de la masa, dada por la integral de
superficie (4.42), necesita justamente el comportamiento asintotico de las variables
canonicas y simetrias. Sin embargo, esta variacion usualmente requiere més informa-
cion para ser intregrada, y las condiciones de borde deben ser impuestas. La masa
de un sistema queda bien definida después de imponer las condiciones de borde. El
efecto del fall-off lento del campo escalar en la masa de espacios-tiempo asintoti-
camente con pelo fueron estudiados en [34-36| usando el formalismo Hamiltoniano
descrito anteriormente. Otras aproximaciones y metodos pueden ser encontrados en
[20, 37-40].

Un paso mas alla se hizo en [32] donde los célculos de la masa de estas con-
figuraciones con pelo fueron hechas considerando informacion adicional obtenidas
por las ecuaciones de campo. Para este trabajo, nos centraremos en el andlisis de

2 = —2]72 en cuatro dimensiones. La

una clase de potenciales de masa conforme m
construcciéon de la masa Hamiltoniana nos dié una til intuicion para construir los

contratérminos.



Capitulo 5
Gravedad disenada

El término de Gravedad disenada (Designer gravity) fue acunado en [41]. Son
aquellos espacios-tiempo asintoticamente AdS tales que para la misma acciéon hay
varias posibles condiciones de borde para el campo escalar y que alterando estas

condiciones, las propiedades de la teoria cambian.

5.1. Condiciones de borde y deformaciones multi-
traza AdS,

En esta seccion, revisamos el rol de las condiciones de borde de AdS en el con-
texto de la dualidad AdS/CFT [11]. De acuerdo al diccionario holografico, imponer
condiciones de borde mixtas en el campo escalar corresponde a perturbar la teoria
del borde N-largo por una deformacion multi-traza relevante, irrelevante o marginal
[42] L.

Vamos a empezar por exhibir algunos hechos conocidos acerca de la dualidad
AdS/CFT [11]. Nos gustaria describir qué tipo de condiciones de borde preservan la
simetria conforme de la teoria dual del campo e interpretarlas en el contexto de la
dualidad AdS/CFT |20, 34, 42].

Ver la seccién 2.3.3

63
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En primer lugar, describimos el espacio-tiempo AdS, y explicamos como las si-
metrias de las dos teorias duales coinciden. Como explicamos anteriormente en la
seccion (2.1), el grupo de isometria SO(3,2) de AdS, actiia en el borde (conforme)
como el grupo conforme ? actuando en el epacio-tiempo de Minkowski.

El espacio-tiempo AdS tiene el ntmero maximo de isometrias en todas las di-
mensiones. Por lo tanto, tiene una forma simple en un gran nimero de sistemas
de coordenadas (ver, p.ej., [43] para una discusion en el contexto de la dualidad
AdS/CFT). Dependiendo de la eleccion de la coordenada radial, las foliaciones a ra-
dio constante pueden tener una geometria diferente o incluso una topologia diferente.

Por ejemplo, uno puede foliar AdS, de la siguiente forma:

2 R r’ 2 dr? 2 12
ds* = g datde” = — | k+ — | dt” + 5 +riddy (5.1)
& k+ %
donde k = {+41,0,—1} para las foliaciones esférica (d¥? = dQ?), plana (dX =
dx? + dy?), e hiperbolica (dX_; = dH?), respectivamente. Aqui, dQ? y dH? son la
meétricas unitarias de una esfera e hiperboloide 2-dimensional, respectivamente. El
radio [ de AdS, esta relacionada con la constante cosmologica por A = —3/I%. El

borde conforme estd en r — oo, para el cual la métrica inducida es

T2

hapdadx® = l—2(—dt2 + 12d%3) . (5.2)
Ahora esté claro que la geometria background donde vive la teorfa del campo, esta
relacionada con la geometria del borde por una transformacion conforme. Por lo
tanto, la métrica del bulk estd asociada con una estructura conforme en el infinito.
El factor conforme juega un papel importante cuando se calcula el tensor de strees
del borde.

Aun cuando las diferentes foliaciones de AdS, estan relacionadas por transfor-
maciones de coordenadas locales, las correspondientes teorias gauge duales no son
fSicamente equivalentes (por ejemplo, en el caso k = 1 existen transiciones de fase
Hawking-Page, pero no para k = 0). Esto es debido al hecho de que diferentes folia-

ciones tipo espacio de la geometria del background conducen a diferentes definiciones

2El grupo conforme del espacio-tiempo de Minkowski es el grupo de invariancia del cono de luz,
en otras palabras, todas las transformaciones que dejan ds? = 0 invariante
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de la coordenada temporal (y del Hamiltoniano) del sistema cuéntico dual.

Las coordenadas de Poincaré (2.32), cubren solo una parte del espacio-tiempo
AdSy, el espacio-tiempo de Minkowski aparece de forma natural como el borde con-
forme. Las isometrias finitas de AdS; mapean el borde z = 0 a si mismas y, por
otra parte, acttian como transformaciones conformes en el borde. En particular, la
transformacion (z,t, z,y) < A(z,t,z,y), la cual deja la métrica (?7?) invariante, actua
como la dilatacion (transformacion de escala) en el borde. Dado que el espacio-tiempo
AdS no es globalmente hiperbdlico, uno tiene que imponer las condiciones de borde.
Dentro de la dualidad AdS/CFT, varias deformaciones de las condiciones de borde
de AdS se interpretan como duales a las deformaciones de la CFT. Es bien sabido
[44, 45] que un escalar de la masa arbitraria en AdS puede tener ambos modos norma-
lizable y no normalizable. Se ha demostrado en [46, 47| que los modos normalizables
describen las fluctuaciones en el bulk y los modos no normalizables corresponden a
operadores de insercion en la teoria dual del campo en el borde. Estamos interesados
en el caso en que ambos modos son normalizables:

2 1 2 2 2 9

mBF+l—2>m > mype, T (5.3)
donde m% - is la cota de BF (5.3) en cuatro dimensiones. En lo que sigue mostramos
una breve revision de las condiciones de borde que se adaptan a un campo escalar con
masa conforme. Estamos interesados en la accion (4.34), donde V(¢) es el potencial
escalar, kK = 87G con G la constante gravitacional de Newton, y el dltimo término es
el término de borde de Gibbons-Hawking. Aqui, h es el determinante de la métrica
del borde y K es la traza de la curvatura extrinseca. Las ecuaciones de movimiento
para el campo escalar y la métrica fueréon dadas en (3.36) y (3.40), donde el tensor

de stress del campo escalar es (3.41). Trabajamos con el ansatz general
ds* = —N(r)dt* + H(r)dr* + S(r)d%} . (5.4)

Como se demostro por primera vez en tres dimensiones [35], y luego se generalizo
a cuatro y mas dimensiones |20, 34, 36, 40|, en presencia de campos escalares las
condiciones de borde estandares AdS son modificadas. Uno puede obtener el fall-off

consistente para la componente métrica g,,. considerando las ecuaciones de movi-
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miento y el fall-off del campo escalar. Una discusion general para cualquier masa
del campo escalar en el rango (5.3) se puede encontrar en [34], pero en este trabajo

nos concentraremos en el caso concreto de masa conforme en cuatro dimensiones

m? = —2172. Empezamos con el potencial®
3 2 4
V(g)=——5 -5 +0(¢). (5.5)

El fall-off del campo escalar en este caso es

olr) = = + T’% +0(r ). (5.6)

Con el fin de acomodar agujeros negros se considera el siguiente comportamiento

asintotico para los coeficientes métricos, N(r) y S(R)

N(r) = —gu = ;—2 +k— % +0(r™?) (5.7)
S(ry=r*+0(r?). (5.8)

Ahora, utilizamos la combinacién de las ecuaciones de movimiento (3.40), E} —

E’ =0, de la que obtenemos

NS?H —2NS"HS + (NH)' S'S —2kNHS?*p? =0 (5.9)
y entonces
IR o’k P/ 4rkaf 6
e UV AN U A A IOV A o -6y . 1

La razon por la que desemos obtener el fall-off de g, de esta manera es por que la
masa Hamiltoniana se puede leer de él — si hay una contribuciéon del campo escalar

a la masa, uno debe ser capaz de identificarla en g,.. A partir de ahora, se utilizara

3Se verifica inmediatamente que este potencial evade el teorema de no-pelo. Ademaés la teoria es
tal que V(0) = —3/kl?, lo que significa que tiene como vacio a AdS.
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la notacién genérica para la expansiéon de g, como

2 alt 0P 6
donde a = —k — "2%2 yb=%— 4;;,5. En este punto, es interesante investigar que

cuando las condiciones asintoticas son AdS invariantes y el Hamiltoniano esta bien
definido. Parece que, para una relaciéon funcional especial de los modos del campo
escalar o y 3, ambas condiciones se cumplen. Esto se hizo de manera explicita en

[20, 34] y aqui solo presentamos el resultado:

B=Ca’ (5.12)

Curiosamente, también se puede obtener un Hamiltoniano finito cuando la sime-
tria conforme del borde se rompe. Un andlisis similar se puede hacer para la llamada
rama logaritmica |36]. En lo que sigue nos gustaria analizar cuidadosamente este

caso y presentar detalles que se van a utilizar en las siguientes secciones.

Es bien sabido que una ecuacién diferencial de segundo orden tiene dos soluciones
linealmente independientes. Cuando la relacion de las raices de la ecuacion indicial
es un numero entero, la soluciéon puede desarrollar una rama logaritmica. Esto es
exactamente lo que ocurre cuando el campo escalar satura la cota de BF, en cuyo caso
el fall-off contiene un término logaritmico [36]. Sin embargo, estamos interesados en
un campo escalar de masa conforme m? = —2[~2. Para obtener la rama logaritmica,
un término cubico en la expansion asintética del potencial del campo escalar es

necesario [34]
2

V(9) = g — G+ A0+ 00" (513)

de manera que el fall-off del campo escalar a considerar es

oy =2 4 £ 4 20

r o r? 72

+0(r?) . (5.14)

Para obtener el fall-off de g, usamos el mismo fall-off para las otras componentes

de la métrica y la misma combinacion de las ecuaciones de movimiento como en la
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rama no-logaritmica, Ef — E" = 0. Obtenemos

2 2 5 5 2
Hr) Zgrrz%—I—%(—k—ﬂ)+l—(ﬁ—4/{qﬁ+2/{a7>+l lnr(_4&a7)+0[ln(r) } .

2(2 N\l 3 93 ro 303 r6
(5.15)
Utilizando de nuevo la notacién genérica para la expansion asintotica de g,
2 1'a I°b [Pclnr In (r)?
H(r):772+r—4+r—5+ 5 +O{ 6 }, (5.16)
identificamos los coeficientes relevantes como
. a’k b K 4kaf N 2Ky 4Ky (5.17)
a=—k— — = — c=— .
2027 l 303 93 303

Ahora, vamos a ver cuando el fall-off del campo escalar que hemos considerado es

compatible con su ecuacién de movimiento:

¢ SV N v
ar( NG ) — S\/NH0—¢ —=0. (5.18)

En la region asintotica, » — oo, esta ecuacion viene a ser

212\
3l 4y

= (r'\y=0, (5.19)
y de esta forma, el coeficiente de 7 esta fijado por a as v = —3[*Xa? (o, usando
la notacion que se usaremos méas adelante, v = C,a?, donde C, = —3[%)). Este

resultado es importante porque, como veremos en breve, también forma parte de las
condiciones que preservan la simetria conforme del borde. El ultimo paso en nuestra
derivacion es investigar cuando las condiciones de borde se preservan dentro de la
simetria asintotica AdS. El correspondiente vector de Killing asintotico &4 = (£7,£™)

es

& =rn"(a™) +0(r ), (5.20)
{"=0(1),

donde {m} es un indice que para el tiempo y las coordenadas angulares. El fall-off
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del campo escalar debe ser invariante dentro de las simetrias asintoticas AdS y asi

obtenemos:
¢/(x) = 6(z) + €"0,0(x) = 0‘7 + f—; el 1;12(” +0(r7%) (5.21)
donde
o =a—n"a+Emd,a, (5.22)

B =B=n"(28—=7)+E"0mb
Y =y =29 + "0y -

Si los coeficientes de la serie (5.21) estan funcionalmente relacionados, 8 = f(a, ™)
y v = v(a,x2™), la simetria conforme en el borde fija la relacién funcional entre los
coeficientes de modo que las ecuaciones anteriores son compatibles. Se puede realizar

una expansion de Taylor de 7' y 8 para obtener:

a/@—f)//:O:Oza—g—”Y‘F??T(Q”Y_OCa_W)+§m(a_Q@_ﬂ) (523)

oo 0 Oa ox™ dae  Oz™
y
Oy a0l O8Y | (0005 03
Yoo _O_Oéﬁ_a g (25 7 a8a>+§ <8:L'm8a 8xm> (5:24)

Considerando el hecho de que 1" y £™ son independientes, conseguimos de (5.23) que
2y = ag—z, lo que implica que v = C,a?. Este es el resultado obtenido antes de la

ecuacion de movimiento para el campo escalar. De la integracion (5.24) obtenemos
B(a) = (=C,In(a) + C)a” . (5.25)

Si Cy = 0, el resultado coincide con la condicién que se encuentra para la rama no
logaritmica (5.12). Una vez mas, se puede obtener un Hamiltoniano finito incluso si
la invariancia conforme se rompe. Una formulacion precisa de la dualidad AdS/CFT

[11] se propuso en [13, 15] v fue desarrollado para deformaciones multi-traza en [412].
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Las observables en el lado de la teoria del campo de la dualidad son las funciones
de correlacion de los operadores invariantes gauge, que estan compuestos de campos
elementales. Cualquier campo en supergravedad ¢ corresponde a un operador O en
la teoria del campo en el borde. La dualidad relaciona la funcional generadora (ge-
neratriz) de funciones de correlacion del operador O con la funcion de particion de
cuerdas/gravedad en el espacio AdS con las condiciones de borde que se imponen
a las excitaciones en el bulk. En nuestro caso, los campos relevantes en el bulk son
el graviton (perturbaciones métricas) y el campo escalar. Los operadores correspon-
dientes en la teoria del campo dual son el tensor de stress de energia T, de la teoria
dual del campo y un operador escalar de dimension A, respectivamente. Conside-
remos un campo escalar masivo. Al resolver la ecuacion de movimiento cerca de la
frontera, se obtiene:
o g

o(r) = o + AL + ... (5.26)

donde a y [ son las componentes relevantes y sub-relevantes de la expansion asin-
totica del campo escalar y Ay = % + 4 /% + m2[2. Dependiendo del valor de la masa,
los dos modos (en la seccion de Lorentz) puede ser divergente o finito. Por ejemplo,
para una masa cuadrado-positiva m? > 0 el modo de 3 es divergente en el interior
y finito en el borde y el modo « es divergente en el borde pero finito en el interior.
Entonces, el modo [ corresponde a la fuente de las corrientes en la teoria dual del
borde. Por otro lado, activando el modo de «, la geometria del bulk es modifica-
da, mientras la estructura AdS cerca del borde puede ser preservada — este es el
tipo de deformaciéon que nos interesa en este trabajo. Puesto la solucion de grave-
dad en el bulk cambia, uno tiene que realizar un analisis linealizado alrededor del
nuevo background para calcular las funciones de correlacion. Esto es exactamente lo
que sucede cuando se cambia el vacio en torno al cual se expande para obtener las
cantidades fisicas. Entonces, en la teoria dual, se da una situacién similar: la teoria
del campo dual se expande alrededor de un vacio con valores expectacion de vacio
no triviales (VEV) para los operadores apropiados. De hecho, en en el diccionario
estandar AdS/CFT [46, 47], una solucion para la gravedad en el bulk con un dilatén
no trivial corresponde en la teoria del campo dual a la insercion de una fuente para

un operador de dimension conforme A_, VEV «, y la corriente 5 = J(z).

El espectro de los operadores de la teoria del campo dual incluye todas las can-
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tidades invariantes gauge, es decir, el producto de las trazas de los productos de
los campos (o la suma de estos productos). Los operadores de una sola traza en la
teoria del campo pueden ser identificados con los estados de una sola particula en
AdS, mientras que los operadores multi-traza corresponden a los estados de multiples
particulas. La importancia de las deformaciones multi-traza desde un punto de vista
del lado de la gravedad se investig6 en |20, 42]. Las condiciones de borde mixtas
juegan un papel importante, ya que corresponden a una deformaciéon de la accion de

la teoria del campo dada por *

Iopr — Iopr — / d2W[O(z)] (5.27)

donde f(z) = fa—%, y W es fijada por las condiciones de borde del lado de la teoria

de cuerdas.

5.2. Contratérminos y accién regularizada

En la seccién 4.1 mostramos a manera de ejemplo, el anélisis y los calculo para el
agujero negro de Schawrzschild-AdS. En esta seccién mostramos una generalizacion
al caso de campos escalares minimamente acoplados a la gravedad. En el apéndice
A.1 se muestran algunos detalles de los calculos en D-dimensiones del espacio-tiempo,

los cuales se reducen a este caso especial fijando D = 3 + 1.

5.2.1. Principio variacional

Nuestro objetivo es construir contratérminos (términos de borde) que regularizan
la accion de forma que el principio variacional este bien definida. Los términos de
borde no cambian las ecuaciones de movimiento y de esta forma estos pueden ser
incorporados en la accion. Para conseguirlo, primero consideramos la accion (4.34)
cuando el campo escalar esta apagado. En este caso, la acciéon tiene dos términos:
la accién del bulk y término de superficie de Gibbons-Hawking necesario para ase-

gurar que la variacion de Euler-Lagrange este bien definida. La acciéon gravitacional

“Este es un ejemplo concreto de deformacién, ver seccién 2.3.3
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calculada en esta forma (aiin a tree-level) contiene divergencias que surgen por in-
tegrar sobre el volumen infinito del espacio-tiempo. En el contexto de AdS/CFT, la
divergencias infrarrojas (IR) de la gravedad son interpretadas como las divergencias
ultravioletas (UV) de dual CFT. Es bién conocido, que la forma de calcular la accion
del bulk sin introducir un background es adicionar contratérminos locales a la accién,
los cuales eliminan todas las divergencias, dejando una accién finita que corresponde
a la funcion de particion del CFT. Para gravedad AdS puro en cuatro dimensiones,

la accion debe ser suplementada con el siguiente contratérmino [26] °:

1 2
I = ——/ d%\/—h(— + ﬂ) . (5.28)
oM

K l 2

Donde, h,, es la métrica inducida en el borde y R es el escalar de Ricci. En presencia
del campo escalar, este contratérmino no es suficiente para cancelar las divergencias
en la accién. Para este caso, un término de borde adicional que depende del campo
escalar es necesario, concretamente I,. Estudiaremos el principio variacional de la

siguiente accion:

I = /d4a:\/—_g(£ _ 09y V(gzs))+l /aM P/ =K - d%\/—_h(g + E) +1,

2K 2 K K Jom [ 2
(5.29)
para un campo escalar de masa conforme m = —2(~2. En algunos trabajos previos

(por ejemplo, ver [48, 49|), el siguiente contratérmino que produce una accion finita

para la rama no-logaritmica fue propuesto:

2

[ d%\/—_h(gbn” b — —) . (5.30)

6Kk Jom 21

Sin embargo, esta es problematica porque no es intrinseco al borde y también, para
condiciones de borde mixtas, el principio variacional no se satisface. En su reemplazo,
proponemos nuevos contratérminos para las ramas, logaritmica y no-logaritmica, de
forma que la accién es finita y el principio variacional esta bien definido 61 = 0. Los
contratérminos intrinsecos son construidos de tal forma que sean compatibles con el
método Hamiltoniano, en el sentido en el que los resultados concuerdan para cual-

quier condicién de borde. Comenzaremos con la rama no-logaritmica con el término

5Incluso para el agujero negro de Schwarzschild-AdS, ver la seccién 4.1
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de borde asociado al campo escalar dado por

I=— /8M d?’x\/—_h[?—j + Mz/(i?) (;53} . (5.31)

Entonces, usando la expansion en el borde de la métrica y el campo escalar, la

variacion de la accién da un término de borde evaluada en el cutoff r:

§I = /d?’x\/—_h{%(—mgb/ _¢ M) (1+1W> + (%@‘) —6)

T o3 r  da?
(5.32)
Es facil mostrar que el principio variacional esta bien definido cuando el cutoff tiende
al infinito:
lim 01 =0 . (5.33)
r—00

Para la rama logaritmica debemos trabajar con el siguiente contratérmino para el

campo escalar:

_ ¢* ¢ ay\  ¢°C,. (¢
I¢_—/8Md3a:\/—_h[g+la—3(W—?> —Tln(a)l : (5.34)

Usando la expansion asintotica de la métrica y el campo escalar, también se muestra
que el principio variacional esta bien definido para condiciones de borde arbitrarias

cuando el cutoff en el término de superficie tiende a infinito.

5.2.2. Accidn regularizada y variables termodindmicas

Evaluando la accién nos da resultados formalmente divergentes. nos gustara mos-
trar que, de hecho, que todas la divergencias pueden ser eliminadas usando los con-
tratérminos propuestos en la seccidon previa, de tal forma que la accion queda finita.
Usaremos la técnica estadar de la rotacion de Wick de la direccién temporal ¢ = 7.
Entonces, la temperatura esta relacionada a la periodicidad del tiempo Euclideo 7
(AT = =1/T) y la contribucion relevante a la energia libre esta deteriminada por
la evaluacién de la accion Euclidea. La acciéon tiene cuatro términos, la parte del
bulk 7Z, , el término de superficie Gibbons-Hawking 15, y dos contratérminos del
borde (I, I¢'): I = Iy, + 15y + 15" + I§'. Primero calculamos estas contribuciones

U

a la rama no-logaritmica.

Joa
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Ya que estudiaremos la propiedades de la familia de soluciones exactas de agujeros

negros con pelo®, comenzamos con el siguiente ansatz para la métrica

77261.1’2

/()

ds* = Q(z) | —f(z)dt* + +d¥7| . (5.35)
Expresiones concretas para las funciones Q(z) y f(z) fueron presentadas en la seccion
3.4.2. Los célculos en el (t,x,%) sistema de coordenadas (5.35) estan relacionados
por una simple transformacion de coordenadas al sistema (5.4). En lo que sigue, x; y
ry denotan el borde y x, v, el horizonte. La acciéon Euclidea on-shell del bulk puede

ser escrita como

1/T Ty d(Qf) Tp
Ep= dr | &z/gPV(4) = 2= .
fu= [ ar / AGECEE i (5.36)

donde oy, es el area de ¥, (por ejemplo, para k = 1, oy = 47)" v g¥ es la métrica
en la seccon Euclidea. Los dos sistemas de coordenadas (t,z, %) v (t,7,X%) estan
relacionadas por

N(r) VNH

dez —

Q(x) = S(r), flz) — St S

dr (5.37)

y de esta forma, podemos reescrbir la integral del bulk en el sistema de coordenadas

(t,r,3x) como
rp

o S N
26T \/NH dr

Ahora calculamos el termino de Gibbons-Hawking. Consideramos una hiper-superficie

1, = (5.38)

T+

tipo-tiempo (timelike) z = xy. Entonces, la métrica inducida h*” = g" — n#n”, nor-

mal, curvatura extrinseca, y su traza K = h*” K, son

ds® = hgydz®da’ = Q(x) {— f(zo)dt* + dEk} : (5.39)

6Ver la seccién 3.4.2
"Para los casos de k = —1, 1 se trabaja con densidades, por ejemplo la densidad de energia.
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L@ 2
K—%(ﬁ) l—w *ﬂ .
(5.40)

Usando las ecuaciones de transformacion (5.37), la contribucién de este término

617

a

gﬂ?ﬂ?

) Kab = La

Ng = 9 zJab

r=x0

puede ser reescrita como

or QF [(Qf) Ok S dN 2N dS
Iy = —— = =t ——— 5.41
I RT 2 { &of = VN dr | JNH dr (5.41)
La contribucién del contratérmino gravitacional es
207, %k l2k:
et — Q3/2f1/2 L U8 p1/2001)2 49
/ HTZ( e . a5V (1 s (5-42)
Usando la formula general para la temperatura
NI
= 5.43
4nv NH |, (5:43)
uno puede escribir la suma de estas contribuciones en la accién total como
1 [opS(ry)T o | 2N dS 4 l2k:
R e -5 5.44
ik TLGH T T[ rrei e d vy e A Cary | | IR
Para el fall-off del campo escalar de masa conforme m? = —2[~2 dada en (5.6) y con
el fall-off de la métrica (5.7) y (5.11), la accién Euclidea viene a ser
A o 4o ro?
E E ct
]bulk’+‘[GH+]g :—E—T(___F 3[2 +W . . (545)

Aqui, A = 03S(ry) es el area del horizonte. Ahora es claro que el contratérmino
gravitacional no es suficiente para eliminar las divergencias en el borde r, — oo, pero
esta nueva divergencia lineal puede ser regularizada con el siguiente contratérmino

que depende del campo escalar:

2 W aBf  ra?
[ct: 3 E ¢ ( ) 3 :% e bl e
6 /(de”h {21 w )T \E Tt T

(5.46)

[ee]
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La accion Euclidea renormalizada puede ser reescrita usando 5 = dW/da como

A  opfp 1 a dW
E _ 7F E ct ct __ ”7

y de esta forma, la energia libre viene a ser
F=I*T=M-TS . (5.48)

Las relaciones termodinamicas nos dan la misma masa y entropia para los agujeros

negros:
orr w1 adW
— 727" _ [ _ "
VP PRV 50
' orrT) A
S=- RTeR (5.50)

Un calculo similar puede ser realizado para la rama logaritmica. Trabajaremos de
nuevo con un campo escalar de masa conforme m? = —2[~2 con un fall-off (5.14)
para el cual la métrica fall-off es (5.15). Si trabajamos con el contratérmino (5.46),

obtenemos

A 1 aw 2
Ly 16 + 15+ 1§ = ———i—%{%—kl—z{W(Q)—%%—i—%—%lnr}} (5.51)

4G T
y vemos que alin hay una divergencia logaritmica. Por consiguiente, uno debe consi-

derar una nueva contribucién del campo escalar que cancele esa divergencia:

3
ot _ 3 =] ¢ ay _Ok|_ay avylnr 1
5= o s n(G) ) = e o]

(5.52)
También obtenemos una accion finita para la rama logaritmica
- A op[p 1 adW  avy
E _ 1F E ct ct ct

donde v = C,a* y C, = —3[*\. Las relaciones termodinamicas dan resultados co-
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rrectos:

or¥ w1 adWV vy
M:_Tga_T:U’“[E+l_2<W_§%_?)] (5.54)
' a(I°T) A
S=—"ant = (5.55)

La simetria conforme del borde es preservada cuando W (a) = o3(C + I?AIna).

5.3. Tensor de stress Brown-York

En la seccion 4.2, presentamos el formalismo de Brown-York y sus interpretaciones
en la teoria dual. A modo de ejemplo, mostramos los calculos para el agujero negro
Schwarzschild-AdS. En esta seccion estudiaremos la generalizacion de cuando los
campos escalares estan presentes.

En la seccién anterior vimos que el campo escalar tiene contribucién a la accién la
misma que nos da un buen pricipio variacional 6/ = 0. De esta acciéon suplementada
con los términos de borde del campo escalar, construiremos el tensor de stress de
Borwn-York, la cual tiene contribucién del campo escalar.

Un procedimiento similar puede ser usado para los agujeros negros con pelo, pero
uno de be anadir contratérminos del borde relacionados con el campo escalar. En
el caso de la rama no-logaritmica, la accién completa es (5.29) y el contratérmino
escalar fue dada en (5.30), donde G es el tensor de Einstein para la folicacion (4.25)

dado por Go, = 0L0LNk/S. El tensor de stress regularizado es

1 2 hav [ 9°
Tab = —— Kab - habK + _hab - lGab - _b ¢_ + M(bg . (556)
K [ |2 %
Entonces, las componentes del tensor de stress son
1 ] 1 af L
T = h |:—87TGZ2 + I (W ?)] +O(R™) , (5.57)
. [ 1% 1 af )
700 = R|:167TG 2 (W 3 )} TOET)

[sin?0[ p 1 af L
T = TR [167TG_Z_2<W_?)}+O(R )
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El tensor de stress de la teoria dual del campo puede ser puesta en la forma similar

a la del agujero negro de Schwarzschild-AdS:

3 Yo [ M 1 af

dual 050

= 0.0, + — - = —— . .
(o) = Tongr0ad + 72 [167?6‘ 2 (W(O‘) 3 (5.58)
La traza puede ser facilmente calculada y obtenemos

3

<7_dual> — _l_4

{W(a) — ?1 : (5.59)
A diferencia del agujero negro de Schwarzschild-AdS, para los agujeros negros con
pelo existen diferentes tipos de condiciones de borde, concretamente esta preserva o
no la simetria conforme. Como se esperaba, cuando la simetria conforme es preserva-
da, W = Ca?, la traza del tensor de stress desaparece (794%) = (0 y no hay anomalia
conforme. Un procedimiento similar pero mas complicado puede ser aplicado a la
rama lograritmica. La accion (5.29) tiene una nueva contribucion (5.52) que cancela

la divergencia logaritmica, y el nuevo tensor de stress cuasilocal regularizado es

1 2 2 3 3
Tab = _E(Kab_habK+7hab_lGab) - @[¢_+%<W_ ﬂ) +m1n <g):| )

I |72 3 ) 302 "\ %
(5.60)
cuyas componentes son
[ 1 1 aff  ay (In R)3
- = w1 O 5.61
T R{SWGPJFH( 3 9>]+ [ R | (561)
L] u 1 aff ay (In R)3
= — o @)
oo RLMG 12( 39 )} * { iz
[sin?0[ p 1 af  ay (In R)3
= — o L O .
T = TR {167@ l2< 39 )} * { R2 1
El tensor de stress de la teoria dual viene a ser
3u Yab [ 1 1 af ay
dual\ __ 050 _rav N - - = — . .62
(o ™) = Torgzde% + 2 lleG 2 (W(O‘) 379 (5.62)

Su traza es

(puaty _ 3 (W _af ﬂ) (5.63)

N
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y, como se esperaba, esta desaparece para las condiciones de borde que preserva la

condiciones de borde que preserva la simetria conforme:

<7_dual> =0=~= —312)\a2 : W(a) — CYB[C‘F 12)\11104] . (564)

5.4. Masa Hamiltoniana

Mediante el formalismo Hamiltoniano calculamos la masa o energia del agujero
negro y mostraremos la contribucion no-trivial del campo escalar. Nos centramos en
el caso concreto de teorias campos escalares minimamente acoplados a la gravedad

2 = —2/I?. Esta masa conforme es mayor que la masa de

y de masa conforme: m
BF (Breitenlohner-Freedman) m%, = —9/41% y esta por debajo de la cota unitaria:

mp 4+ 1/12 = —5/412,

—5/41* > m* > —9/41* . (5.65)

De esta forma ambos modos de la expansion (en la vecindad del borde r — o)

del campo escalar son normalizables

o(r) = % + :% LOuY . (5.66)

Mostamos la equivalencia de la masa holografica (obtenida mediante el méto-
do de renormalizacion holografica) y la masa Hamiltoniana. Finalmente vemos una

aplicacion concreta a la solucion exacta de agujero negro con pelo.
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5.4.1. Rama logaritmica y no-logaritmica

En la expansion del potencial como una serie de potencias en torno a ¢ = 0, se
demostro en [34] la ausencia de ramas logaritmicas en el comportamiento asintotico
de la métrica y del campo escalar, es debido a que la serie no contien un término ci-
bico. Este conjunto de condiciones asintoticas permite soluciones exactas de agujeros
negros escalares [5, 6, 50]. El fall-off del campo escalar y la métrica en el infinito se

obtuvo en la seccién 5.1.

Ahora, evaluamos las expresiones generales (4.44) y (4.45) para configuraciones
estaticas, usando las anteriores condiciones asintoticas. Consideramos el borde loca-
lizado en r = oo. Integrando las ‘coordenadas angulares’, obtenemos la contribucién

gravitacional

SMe = %[réa +16b+ O(1/r)] (5.67)

v la contribucion del campo escalar

SM, = %[rozécz +adB + 286a + O(1)r)] . (5.68)

Mediante la adicion de ambas contribuciones tenemos la variacion de la masa

Ok
Kkl?

SM [r(I*0a + kada) + I°6b + k(B + 2B6a) + O(1/r)] . (5.69)
Es importante recordar que esta expresion para oM tiene sentido sb6lo en el caso
cuando se cumplen las ligaduras Hamiltonianas. En el caso estatico, solo hay una
ligadura no trivial, H, = 0, el cual para las condiciones asintoticas dadas anterior-

mente obtenemos
E+a o

ko212

La divergencia lineal en (5.69) es removida por el reemplazo de (5.70) en (5.69).

~0. (5.70)

Entonces, la variacion asintotica de la masa queda finita

SM = ZE[135b + k(adB + 2850)] . (5.71)

 kl2

Para integrar las variaciones en (5.71), las condiciones de borde para el campo escalar

son necesarias. En particular, la integracion de (5.71) requiere una relacion funcional
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entre o y (. Si definimos § = dW(a)/da, la masa del espacio tiempo esta dada por

M = oy, [@ + 1 (aM + W(a))] : (5.72)

k12 do

Observamos que en la masa (5.72) se define salvo una constante. Esta constante se
fija a cero con el fin de fijar una masa cero para el espacio-tiempo AdS a nivel local

debido a que en cuatro dimensiones no hay energia Casimir.

Para obtener la rama logaritmica, es necesario usar el potencial auto-interactuante
(5.13) de tal forma que el campo escalar a considerar es (5.14). La ligadura Hamil-

toniana H, = 0 se satisface si (5.70) y

l
C4aPA=0 (5.73)

K

se cumplen. Ahora, evaluamos (4.44) y (4.45). En este caso encontramos

2
S M :{@ 40 Py o (1n(r) ) }ak (5.74)
K K K r
y
2 272
SM, — [04(56 + 650;2+ 3ot N +ral5204

—120a5an(r) + O (1“(:)2)] ox | (5.75)

Ambas contribuciones contienen divergencias lineales y logaritmicas. Sumando (5.74)
y (5.75), las divergencias lineales se cancelan en virtud de (5.70) y las divergencias lo-
garitmicas desaparecen considerando (5.73). De este modo, obtenemos una expresion
finita para la variacion de la masa,
lob 68 + 265 + 3a21?N\d
sy = |00, a0b F 200 F 307N (5.76)

K {2

Nuevamente, necesitamos condiciones de borde, una relacién funcional entre o y 3,

para integrar 0 M. Consideramos la relacion general [ = %, de forma que la masa
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Hamiltoniana esta dada por

1
M:{lb ( aw

o L aW 372
/£+l2 - +W(a)+al>\)} O - (5.77)

La masa puede estar relacionada con el primer término sub-relevante de g, usando

(5.17). Asi, la masa se puede ser escrita como

w1 1 dW 1 4,
M=%+ (W) -a——+% : :
[/@+l2( (a) 3ad&+3alA o (5.78)

Por lo tanto, la expresion M = uo,k~! es obtenida sélo para o = 0 o
W(a) =a® [C+ PAIn(a)] , (5.79)

que corresponden con las condiciones de borde AdS invariantes [34].

5.4.2. Equivalencia entre masa holografica y masa hamilto-

niana

Armado con el formalismo de Brown-York suplementado con contratérminos,
se puede obtener la energia de agujeros negros con pelo. La métrica del borde se
puede escribir, al menos localmente, en forma similar a ADM. Siempre y cuando la
geometria del borde tiene una isometria generada por el vector de Killing £* = (0,)¢,
la energia es, de forma usual, la carga conservada. En concreto, vamos a utilizar las

coordenadas (t,r, oy) con la métrica (5.4) y la foliacion (4.25) parametrizada como

d¥; = _d + (1 — ky?)dg? . (5.80)
1 — ky?
La energia
E = /dainjfj = /dydnguiTijfj , (5.81)

estd asociada con la superficie t = constante, para el cual la métrica inducida es

ds® = oyda'dr! = SdY; (5.82)
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con el vector normal u® = N~/2(9,)®. Para la rama no-logaritmica, usando el tensor

de stress quasilocal (B.3), se obtiene

o B L (o edV
B[t (w20 559

Con un célculo similar para la rama logaritmica, pero con el tensor de stress quasi-

local (5.60), se obtiene la siguiente energia del agujero negro con pelo:

w1 1 dW  ay [ 1 dW o*C

Esto muestra un perfecto acuerdo con la masa Hamiltoniana incluso si la simetria
conforme se rompe en el borde — con ambos métodos es posible obtener una energia
finita y los resultados coinciden. Sin embargo, la prescripcion AMD [51] para el
calculo de la masa de un espacio-tiempo con pelo no es adecuado cuando el campo

escalar rompe la invariancia asintotica anti-de Sitter [32].

Ejemplo para una solucién exacta

Como ejemplo concreto, discutimos las condiciones de borde y algunas propie-
dades holograficas de las soluciones exactas de |5, 6]. Consideramos el siguiente po-
tencial escalar mostrada anteriormente en la seccion 3.4.2, y para evitar confusiones
cambiamos de notacion o — Y. Para algunos valores particulares del parametro T,
se convierte en una de las truncaciones de w-deformed gauged N =8 supergravedad
[6, 52, 53]:

AV =4 v=1 oy Y+ gy V=1

Vig) = 6r?  |v+2° + v —9° +4V2 —4° (5.85)
T —1 1 2_1
W{ZJrZsinh(bly(qu 1) - ZjQSinh¢ly(V— D) +4- _4sinh¢zy] .

Utilizando el ansatz para la métrica (5.35), las ecuaciones de movimiento pueden ser
integradas para el factor conforme (3.44) donde Y, v, kK y A = —3172 son parame-
tros del potencial y n es una constante de integracion. Todos ellos caracterizan la

solucion con pelo. Con esta eleccion del factor de conforme, es sencillo de obtener las
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expresiones para el campo escalar ®
p(x)=1"Inx (5.86)

y la funcién métrica

1 1 x? xv fid x
f(x):l_?+T[y2—4_ﬁ(1+z/—2_V—|—2)}+Q(:L’) (5.87)

donde ;' = /(12 — 1)/2k.

Para comparar con los resultados presentados en la seccién anterior, debemos

trabajar con las coordenadas candnicas de AdS. Vamos a discutir la rama z € (1, 00)
para el cual el campo escalar se define positivamente. Cambiamos la coordenada r de

forma que la funcion delante de la seccion transversal, dXg, tiene la siguiente fall-off:
Qz) =r*+0(r?). (5.88)

Esta eleccion estad motivada por el hecho de que el término O(r~2) genera un término

lineal en el fall-off de Q2. Los tres primeros términos sub-relevantes son

1 m n D _6
x:1+%—l—ﬁ—l—r—4+r—5+0(7“ ) (5.89)

y pueden ser calculados teniendo en cuenta la expansion alrededor de r = oo:

2_24m773 +v?2 -1 _24n774 -2+ 1 720m2n® — 480pn° + vt — 2002 + 19+

0 =
(@) =r 121 127 240712
(5.90)
Después de un calculo sencillo obtenemos
1 (2 —1) 1 9(v? —9)
=1+—-—-—1-— - — O(r™9). 5.91
* + nro 24n3r3 nr 80n?2r? +00) (5:91)
Las siguientes expansiones asintoticas para las funciones métricas:
r? T + 3n? 4
— G = f($)Q(x) = l_2 + 1+ W + O(?" ) , (592)

8Estas fueron mostradas anteriormente en la seccién 3.4.2
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Q(x)n? (dx 2 or Pt -1 P22+ -2 +1
e = (@)n” (de 18I ) 1*(3n )+0(r—6).
flx) \dr r2 ot 4n2rs 3n3rd

(5.93)

La expansion asintdtica del campo escalar en estas coordenadas es
o(z) =151 ! L _ 29 o (5.94)

x) = nx = — — r .
v Lnr  2lL,n%*r?  24n3r3

y entonces, en la notacion estandar, obtenemos a = 1/I,n, 8 = —1/2l,n*. Ambos
modos son normalizables y, ya que 3 = Ca? con C' = —1,,/2, la simetria conforme en

el borde se preserva. Ahora, podemos calcular facilmente la masa Hamiltoniana del

sistema como se propuso en [32]

w1 adW
M=c|®y (w220 5.95
U|:/£ * 2 ( 3 da )] (5.95)
y considerando W = —[,a%/6, 0 = 4w, y I = \/(v? — 1)/2k obtenemos
o3+ 7T
M=——|—7— 5.96
ff( 3n° ) ’ (5:90)

que coincide con la masa hologréafica. Finalizamos con la interpretacion de estas solu-
ciones con pelo dentro de la dulidad AdS/CFT. Es decir, puesto que W = —[,a3/6,
corresponde a la adiciéon de una deformacion de triple traza a la accion del borde

como es (5.27) (ejemplos similares se pueden encontrar en [20, 54]):

L,
Icpr — Iopr + G / dPxO? . (5.97)

Para diferentes agujeros negros con pelo, los cuales estan caracterizados por el paré-
metro v, la relaciéon entre o y S no cambia por lo que hay deformaciones triple traza,

pero con diferentes acoplamientos.

5.5. Discusion

Ya que esta seccion contiene calculos detallados e interpretaciones, presentamos

algunas conclusiones generales.



Capitulo 5. Gravedad disenada 86

El método de contratérminos [26], el cual fue obtenido en el contexto de la duali-
dad AdS/CFT inicialmente fue propuesto para soluciones asintéticamente AdS [55—
57| v entonces fue generalizado a soluciones asintoticamente planas [58—-65] e incluso
a soluciones dS [66-69]|, aunque en los tltimos dos casos la interpretacion hologréfica
no es clara y generalmente es poco aceptada. Interesantemente, este método da el
tensor de stress cuasilocal y las cargas conservadas, en una forma muy similar con

la bien comprendida holografia de espacios-tiempo asintéticamente AdS.

Cuando la teoria contiene campos escalares, existe una diversidad de condiciones
de borde mixtas que pueden ser impuestas, en particular las condiciones de borde que
rompen la simetria conforme del borde. El método de renormalizacion hologréfica
[55-57, 70] que usa la expansion de Fefferman-Graham fue generalizado para condi-
ciones de borde mixtas que corresponden a la rama no-logaritmica de las soluciones
en [71].

En este trabajo construimos contratérminos explicitamente covariantes que son
similares a las propuestas por Balasubramanian y Kraus [26] y generalizadas para
teorias (potenciales moduli) que contienen ademaés soluciones de rama logaritmica.
Para construir estos contratérminos nos guiamos por el método Hamiltoniano que
provee las condiciones de borde correctas (en particular, el fall-off del campo escalar)
de tal forma que las cargas conservadas son finitas. También verificamos que el prin-
cipio variacional para la accion gravitacional este bien definida. Puede que no sea
una sorpresa de que la masa holografica concuerda con la masa Hamiltoniana para
todas las condiciones de borde. Sin embargo, cuando comparamos con el formalismo
AMD hay un cambio drastico cuando las condiciones de borde no preservan la sime-
tria conforme y, como fue mostrado en [32], la masa AMD no es adecuada para este

Caso.

Como futuras direcciones, nos gustaria considerar contratérminos para otras ma-
sas conformes del campo escalar y para otras teorias en mayores dimensiones. Seria
util, si fuese posible, plantear un algoritmo general para construir contratérminos
usando el método Hamiltoniano — no es del todo claro si eso es posible para solucio-
nes de gravedad que son asintoticamente dS. Para agujeros negros extremos, existen
diferentes métodos para calcular las cantidades conservadas, el formalismo de la fun-

cion entropia de Sen |7, 72, 73] (para agujeros negros rotantes fue generalizado en [§]
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y en el contexto de la dualidad AdS/CFT, ver por ejemplo [74-78]). Sin embargo,
este método nos da las cargas usando los datos de la geometria cerca del horizonte y,
cuando hay un flujo RG no-trivial en teorias con escalares encendidos, es interesante
comparar las cargas conservadas calculadas en el horizonte con las obtenidas en el
borde por el método de contratérminos. El método de contratérminos también fue
usado en [1] para estudiar los diagramas de fase de una clase general de agujeros
negros con pelo de horizonte esférico.

Una perspectiva diferente naturalmente surge cuando los campos escalares y la
gravedad interactuan. De hecho, se demostro anteriormente que en espacios-tiempo
asintoticamente planos y cuando el potencial escalar es convexo, el tinico agujero
negro esféricamente simétrico es la solucion de Schwarzschild |79, 80|, el cual fue
generalizado a auto-interacciones no negativas [21, 81|, para un reciente review ver
[82]. Se esperaba que los teoremas de no-pelo se preservaran cuando, asint6ticamente
existe una constante cosmoldgica no trivial. La existencia numérica de agujeros negros
AdS fueron verificadas en varios articulos [20, 22, 83] (un gran nimero de agujeros
negros con pelo exéctos fueron encontrados cuando el campo escalar tiene una masa
m? = —2/1* [5, 6, 50, 84-88|). Algunos de esos agujeros negros son linealmente
estables |83, 89]. Otra interesante direccion es sobre soluciones de estrellas bosonicas

y la relacion con las inestabilidades de algunas soluciones AdS (y el propio AdS)
[90-94].
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Los agujeros negros asintéticamente AdS juegan un rol importante en el entendi-
miento de la dindmica y termodinamica de las teorias holograficas duales del campo
via la dualidad AdS/CFT [11]. En particular, estos agujeros negros son duales a
los estados térmicos de la teoria del campo en el borde. Las transiciones de fase de
primer orden en el bulk pueden ser relacionadas a las transiciones de fase confina-
minamiento/deconfinamiento en la teoria del campo dual [14]. Ya que los campos
escalares aparecen como el moduli en teoria de cuerdas, es importante entender la

termodinamica y sus propiedades genéricas de los agujeros negros con pelo.

Motivados por esas consideraciones, en esta seccion estudiaremos en detalle la ter-
modindmica de una clase general de agujeros negros con pelo escalar 4-dimensional
[6, 88, 95] (ejemplos en otras dimensiones o para diferentes topologias del horizon-
te pueden ser encontradas en [5, 24, 25, 48, 49, 86, 96, 97]). El potencial escalar
esta caracterizado por dos pardmetros y la solucién del agujero negros tiene una
constante de integracion que esta relacionada con su masa. Para algunos valores
particulares de los parametros en el potencial, las soluciones pueden ser inmersas en
supergravedad |6, 86|. El potencial del campo escalar contiene como casos especiales
todas las soluciones exactas estaticas no cargadas discutidas ampliamente en la lite-
ratura [50, 84, 85| (para los detalles, ver [4]). Esas configuraciones estaticas fueron

extendidas a soluciones de agujeros negros dinamicos [98, 99].

Hay algunas sutilezas en la definicion de la masa de los agujeros negros con pelo

[20, 32, 34, 37, 40]. En [32], un método concreto del calculo de la masa de un agujero

88
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negro asintoticamente AdS fue propuesto. Este método es muy tutil desde un punto
de vista practico porque esta usa justamente la expansion de las funciones métricas
en el borde. Sobre todo, esta puede ser usada para agujeros negros con pelo que
preservan o no la simetria conforme (las isometrias AdS) del borde. Usaremos este
método, el cual esta basada en el formalismo Hamiltoniano [33], para calcular la

masa de las soluciones de agujeros negros.

Sin embargo, basados en la fisica de la dualidad AdS/CFT, un método diferente
fue desarrollado, y se conoce como Renormalizacion Hologréfica [100] (ver, también,
[26, 57, 70, 101, 102]') — para condiciones de borde mixtas del campo escalar, este
método fue desarrollado y promovido en [71]. La principal idea detras de este método
es que, considerando la holografia, las divergencias infrarrojas (IR) que aparecen en
el lado de la gravedad son equivalentes con las divergencias ultravioletas de la teoria
dual del campo. Entonces, para curar estas divergencias, uno necesesita adicionar
contratérminos que son locales y dependen en la geometria intrinseca del borde. De
esta forma, uno puede usar el formalismo cuasi-local de Brown y York [29] suple-
mentadas con estos contratérminos para calcular la accion Euclidea regularizada y
el stress tensor del borde. La energia es la carga asociada con el vector de killing 9,

y esta puede ser obtenida del stress tensor del borde.

Con estos resultados, uno puede investigar la termodinamica y los diagramas de
fase de las soluciones de agujeros negros con pelo. En particular, mostramos que
existen transiciones de fase de primer orden que llevan a una discontinuidad en en la
entrpia. Resultados similares fueron obtenidas para una clase general de soluciones

de agujeros negros en una teorfa con un campo escalar invariante conforme [103].

Este capitulo esta organizado de la siguiente manera: En la primera parte des-
cribimos un método desarrollado en [64| para calcular la temperatura de cualquier
agujero negro estacionario. En la siguiente parte mostramos las transiciones de fase
los agujeros negros con horizonte esférico y planar. Presentamos una discusion con

el resumen para cada caso.

1Un método similar para espacios-tiempo asintéticamente AdS fue desarrollado en [58, 59] y
algunas aplicaciones concretas fueron presentadas en [64, 65].
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6.1. Espacio-tiempo de Rindler

En el espacio-tiempo de Minkowski se puede definir un nimero infinito de observa-
dores (sistemas de coordenadas) inerciales y no-inerciales. Los observadores inerciales

son invariantes bajo el grupo de Lorentz SO(1, 3) que dejan invariante la métrica
ds® = —dt* + da* + dy® + d2*. (6.1)

En espacio-tiempos curvos el pricipio de equivalencia asegura que el espacio-tiempo
es localmente de Minkowski. Es decir, localmente no es posible saber si acceleracion es
debido a la gravedad o a una fuerza externa. Consideremos obervadores no-inerciales
en el espacio-tiempo de Minkowski. Esto puede conseguirse mediante la siguiente

transformacion de coordenadas

t = psinh (at), x = pcosh (ar) (6.2)
que mapea la métrica (6.1) a

ds®> = —a’p*dr* + dp* + dy® + dz* | (6.3)

donde los dominios de la aceleracion y el parametro temporal son respectivamente,
ata, = a’>, 0 < a < oo, —0o < 7 < oo. Estos son los observadores de Rind-
ler y tienen acceso s6lo a una parte del espacio-tiempo de Minkowski, el resto es
inaccessible causalmente, oculto por el horizonte de Rindler. Es importante recor-
dar que si el obervador no-inercial deja de acelerar, este horizonte desaparece. Este
tipo de observadores pueden encontrarse en las cercanias del horizonte de sucesos
del agujero negro de Schwarzschild, pero a diferencia del espacio-tiempo de Rind-
ler, el horizonte del agujero negro no puede desaparecer bajo un cambio global de
coordenadas. Entonces el campo gravitacional del agujero negro de Schwarzschild es
equivalente a la aceleracion que mide un observador no-inercial en un espacio-tiempo
de Minkowski. Este es el principio de equivalencia. El espacio-tiempo de Rindler en
la seccion Euclidea 7 — —i7¥, donde 7% € (0, 27), presenta una singularidad conica
en p = 0: ds* = p?d(at?)? + dp?.. , la que puede ser evitada considerando la pe-

riodicidad § = 27’7 Esta periodicidad esta relacionada con la temperatura mediante
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T = % = 5-. Entonces, un observador de Rindler mide una temperatura distinta de
cero, y que por el principio de equivalencia un observador en las cercanias del aguje-
ro negro de Schwarzschild (localmente) mide una temperatura. Basados en esta idea
en [64] mostraron un método general para determinar la temperatura de agujeros

negros estacionarios.

6.2. Temperatura de agujeros negros estacionarios

En capitulos anteriores mostramos que en la secciéon Euclidea podemos obtener
la funcién de particién y, de esta, las cantidades termodindmicas. Sin embargo hay
casos en los cuales este metodo no funciona correctamente, tal es el caso de agujeros
negros en 5 dimensiones como las soluciones de anillos negros (black rings) debido a
que la métrica en la seccién Euclidea no es una métrica para una variedad real?.

En nuestro caso, el ansatz estatico (3.26) en la seccion euclidea t — —itg es:
ds®> = N(r)dt3, + H(r)dr?* + S(r)d%3. (6.4)

Vemos que la métrica resultante es real, pero cuando consideramos soluciones es-
tacionarias® donde el término g,dtdp esta presente en la métrica. En la seccion
Euclidea este nuevo término toma la forma —ig., dtgdy, entonces la métrica queda
compleja. Estas configuraciones con geometria compleja y accion real (funcion de
particion) funcionan adecuadamente y el procedimiento se conoce con el nombre de
cuasi-Euclidean method [104]".

Aqui nos concentraremos en el caso estatico de cuatro dimensiones. Realizando el
cambio p = /N, en la seccion Euclidea y reordenando se puede identificar la singu-

laridad conica en el sector (7g,7)

AN [ L[]

drs + dp?| . .
) |” anvg,, B TP (6.5)

d82 = Grr

2Las componentes angulares son funciones complejas

3Por ejemplo la solucién de Kerr

“En este método se realiza una transformaciéon de Wick a las variables intensivas, para el caso
de black ring, ¢ — —ip
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Recordando el caso de Rindler, identificamos la periodicidad A7g = ( con la tem-

peratura,

1 (N
B 4 V NQ.g’M‘ H .

Cuando gy, = 0, la métrica invariante bajo la inversioéon temporal t — —t, se dice

(6.6)

que es el caso estatico. Son las soluciones estaticas las que estudiamos a lo largo de

la presente tesis.

Usando esta formula podemos calcular la temperatura de los agujeros negros de

Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, asintéticamente planos:

1 1 2
Thar = 1 : TRN—flat = (1 d ) : (6.7)

T, A7y 42

De igual forma la temperatura de los agujeros negros de Schawazschild-AdS y RN-
AdS:

1 3r 2 1 32 4
Tseh_Ads = 14— TeN—ads = 1 o . (6.8
Sch—AdS s ( + 2 > ; RN—AdS s ( + 2 4r+2) (6.8)

Es insteresante notar que las temperaturas de los agujeros negros de Schwarzschild-
AdS y RN-AdS, cuando el horizonte r, es pequeno r, < [, se aproximan a las
temperaturas de los agujeros negros asintoticamente planos °. Finalmente, calcula-
mos la temperatura de los agujeros negros con pelo escalar (3.53) y (3.54) de secciones

transversales k = 0,1, —1:

772dl’2
ds* = Q(x) {—f(x)alt2 + (@) + do* + dEi} ) (6.9)
x
con la funcién métrica
1 1 x? xV x¥ kx
= — ——(1 — . NI
/(@) 12—{—6{1/2—4 y2< +V—2 1/+2>}+Q(x) (6.10)

Una identidad importante es

5Esto es quivalente a decir que el radio AdS es muy grande | — oo, tomando ese limite se puede
ver inmediatamente que las expresiones para la temperatura se reducen a (6.7)
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¥ +1

) «
Qx)=—+2k+k 6.11
[ Q) e + 2k + VT (6.11)
Entonces la temperatura de acuerdo a la formula (6.6)
f 1 oY ry+1
T=—"—| =—F|=+2k+k 6.12
dmn |, AmnQ(zy) \ n? e Vx% -1/ (6.12)

donde la ecuaciéon que define el horizonte es f(xp,n) = 0.

6.3. Transiciones de fase de agujeros negros esféricos

Como ejemplo, trabajaremos con el agujero negro de Schwarzschild-AdS (SAdS)

en coordenadas (¢, z, 6, ), el que puede ser obtenido fijando el parametro hairy v = 1

ds®> = Q) — d2+?72dx2+d92+'29d2 1

s (x)( f(z)dt (@) sin c,p) , (6.13)

Q ——1 ——1—1—1 —1)3 +n? —1)? 6.14
(x) = 2w 1)E flz) = 2 ga(:c ) n z(x ). (6.14)

Para obtener el agujero negro de SAdS en su forma canoénica, necesitamos el siguiente

cambio de coordenadas
1
r=14+—, r=1——. (6.15)

Tenemos dos ramas que corresponden a = € [0,1) y « € [1,00). Ya que hay algunas
sutilezas en el calculo de la accion para la rama z € [1, 00) (por ejemplo, la curvatura
extrinseca cambia de signo debido al cambio de la normal para la foliacion x =
constante) en lo que sigue trabajaremos explicitamente en la rama = € [0, 1]. Usando
el cambio de coordenadas (6.15) obtenemos el agujero negro de SAdS en coordenadas

canodnicas:
2
Mmoo a+3n

Qx)f(z)=F(r)=1-=+ = , p= 35 (6.16)
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En este caso, el potencial del campo escalar se reduce a V' = %, y el parametro de
la teoria « pasa a ser una constante de integracion. Es bien conocido que la accion
tiene divergencias ain a tree level debido a la integracién en un volumen infinito.

Para regularizar la accion, usaremos los contraterminos [26]:

1 2 RI
19| = Tyuix + Ioa — —/ d*zv —h(— + —) ; (6.17)

R Jom ) 2
donde R es el escalar de Ricci de la métrica del borde hy,. Ahora calcularemos la
accion del bulk. En este caso, siendo que el campo escalar desaparece, el potencial
viene a ser la constante cosmolégica: V' = % = —%. Usamos la traza del tensor de

Einstein y la siguiente combinaciéon de las ecuaciones de movimiento

I !

0w Qf
El-Ej=0=0=f +T+2772’ (6.18)
t b _ () 2
Et+E —0:>2/€V(¢)——Q2—772+5,
para obtener
473 1 1 _ AmpB

[lfilk = (7"1? - 7“2) . (6.19)

P2 (z,—1)3 + (zp, —1)3]  &I2

Aqui, z, and z, son las localizaciones del borde y del horizonte, y S es la periodicidad
del tiempo Euclideo que esta relacionado con la temperatura por 8 = T~ !.
El término de superficie de Gibbons-Hawking puede ser calculado si elegimos la

foliaciaciéon x = constante con la métrica inducida
ds® = hoda®dz® = Q(z) [~ f(z)dt® + d6> + sin® 0d¢*] . (6.20)
La normal y la curvatura extrinseca son

533 T
Ne= —2  Ky=Y)" 9 ha (6.21)
Vo 2
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y la contribucién de Gibbons-Hawking a la accion es

B _ 2m 3 6 4 o+ 3n?
Gk {_12773(1;—1)3_77(35—1)_( 773 )]

2 613
Ko\ [?

(6.22)

La ultima contribucién esta dada por el contratérmino gravitacional, el cual es un

Zp

término intrinseco de superficie que depende solo de la geometria del borde

2m 3 4 4 213 (4}
7 = —ou| = 8 2 4y — 20 ) 6.23
g K {12773(% —1)3 * n(xy — 1) 4 K ( A M) (6.23)

Podemos ver que las divergencias proporcionales a r, y rj se cancelan, y la accion

regularizada es

4 1 12 4 12
IE:[£1k+IgH+[f: ™ —i—u—}— 7Tﬁ( sy B

=—| - . 24
Kl? [n?’(xh— 13 2 2\ ) (6.24)

Los calculos para el agujero negro general con pelo (5.35), (6.53), (6.55) son muy
similares, pero debemos agreger un contratérmino que dependa del campo escalar [57,
71, 100]. Nosotros trabajamos con un contratérmino que es intrinseco a la geometria
del borde (no depende de la normal al borde o de las derivadas del campo escalar)
[71]:

2 43 v —1 v?—1
15 = RN/l (AL — . (625
¢ /aM v (2[ 6l¢ K 423 (xp — 1) N 3023 (6.25)

La suma de los otros tres primeros términos de la accion es®

1 /AT 47 v —1 120212 + 4al? — 412 + 4
I£Zk+[irf+]f:_ ( ) ﬂ{ 1 },

T\ 4G k4P (zp — 1) * 120273

(6.26)
donde A = 47Q(xp,) es el area del horizonte. Es importante mencionar que el contra-
término gravitacional [26] no es suficiente para cancelar la divergencia en la accion

(aun queda un término divergente proporcional a (z; —1)™1) pero cuando agregamos

%En el apéndice estan las expresiones en D-dimensiones de I}, %, ;, 1% asi como la suma de
estos tres primeros términos



Capitulo 6. Termodindmica de agujeros negros 96

el contratérmino (6.25) obtenemos la accion finita:

AT 473n* + «
7E — = 4T , 2
5( 4G * k33 ) (6.27)

Como ya vimos, en el limite clasico, la accidon esta relacionada con el potencial termo-
dinamico (la energfa libre F en este caso), el cual es F' = I¥/3 = M — TS. Usando
las relaciones termodindmicas podemos mostrar que la masa es (o comparando con

la definicion de la energia libre):

M= (O‘+3”2> . (6.28)

TG 33

Usando las siguientes expresiones para la temperatura y la entropia

f@| 1
AT ey, 4T022n)

T = , (6.29)

a xy+1 _ A AnQ(z)
[n2+2+v ], S_4G_—4G

vo_
ry —1

podemos verificar que la primera ley dM = T'dS se satisface, considerando la ecuacién

del horizonte f(xp,n) =0

M
0 ﬂ—T(aS asﬁ). (6.30)

o den \ow, T on day,

Como ya mencionamos anteriormente, hay dos tipos de soluciones. Para la familia

con campo escalar positivo z € [0, 00) la masa es

1 [(a+ 3n?
M=—-— 6.31
2G( 3 ) (6:31)
y la temperatura
1 « ¥ +1
T=—-——r—|=+2 h 6.32
AmnQ(zp) {772 T 1] ’ (682

con la entropia dada por la ley de area.
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6.3.1. Transicién de fase a la Hawking y Don Page

El espacio-tiempo AdS en la region asintotica puede ser interpretado como una
pared de potencial y esta se comporta como una caja infinita (tiene borde conforme)”.
Dado que no es un espacio-tiempo globalmente hiperbolico es necesario imponer
condiciones de borde.

El campo escalar satisface diferentes condiciones de borde dependiendo si este
es positivo o negativo, el cual corresponde a dos familias de soluciones mencionadas
anteriormente®. Una teoria clasica del campo es completamente definida cuando las
condiciones de borde estan pre-escritas. Para cualesquiera condiciones de borde en
el campo escalar, la configuracion de vacio dado por la solucion del agujero negro-
SAdS debe ser incluido como un estado permitido de la teorfa. Por lo tanto, en el
ensemble candnico, su energia libre puede ser comparada con la del agujero negro
a una temperatura dada. Figura 1(a) muestra que, para una familia con un campo
escalar positivo, SAdS es siempre méas favorable que la configuracién hairy. Figura
(b) muestra el mismo fenémeno para la familia con un campo escalar negativo. En-
contramos que, para valores valores genéricos de « el comportamiento cualitativo de
los diagramas de fase no cambia.

Como en el caso SAAS, aqui hay dos ramas consistentes de agujeros negros grandes
y pequenos. Figuras 2(a) y 2(b) muestran la masa versus temperatura para familias
con campo escalar positivo y negativo respectivamente.

Estos graficos nos dan informacion sobre el calor especifico

oM
C=—:, 6.33
aT (6:33)
que es interpretado como un cambio en la pendiente.
La rama entera de pequenos agujeros negros (para ambas familias) es inestable
termodinamicamente y tiene energia libre positiva, mientras que los agujeros negros
grandes son estables termodindmicamente y la energia libre negativa para tempera-

turas T' > T,.

"Ver la seccién 2.2.1
8Donde el campo escalar es ¢ = [} Inz, en el intervalo x € [0, 1] el campo escalar es ¢ < 0. En
el intervalo = € [0, 00) el campo escalar es ¢ > 0



Capitulo 6. Termodindmica de agujeros negros 98

F Gy F Gn

02

01

-01

-021

(a) (b)

Figura 6.1: (a) Energia libre adimensional versus temperatura adimensional, para
diferentes valores de v y o = —10[72 y campo escalar positivo. Los graficos son para
v=1v=19y v =23 (de abajo acia arriba). La energia libre de Schwarzschild AdS
(v = 1) tiende a cero cuando T tiende a infinito. La energia libre de los agujeros
negros con pelo tienden a una constante a temperatura infinita. (b) Energia libre
adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores de v, a =
10172 y campo escalar negativo. Los gréficos son para v = 1, v =19y v = 3 (de
abajo hacia arriba).
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Figura 6.2: (¢) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes
valores de v, a = 1072 y campo escalar negativo. Los graficos son parav = 1,v = 1,9
y v = 3 (de izquierda a derecha). Aqui es posible ver la existencia de pequenos y
grandes agujeros negros, exactamente similar a Schwarzschild AdS.

(d) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores de
v, a = —10{72 y campo escalar positivo. Los graficos son parav =1, v =19y v = 3
(de izquierda a derecha). Aqui es posible ver la existencia de pequenos y grandes
agujeros negros, exactamente similar a Schwarzschild AdS.



Capitulo 6. Termodindmica de agujeros negros 100

mlT THT

. 2

1.5 L5

1 1

0.5 0.5

0 ﬂ SGy,
1 0 - - - . —=

0 02 04 06 08 1 12 14 16 Pn 0 02 04 06 08 1 12 14 16 Pn

(e) (f)

Figura 6.3: (e) Temperatura adimensional versus entropia adimensional, para di-
ferentes valores de v, o = 1072 y campo escalar negativo. Los graficos son para
v=1v=19y v =23 (de izquierda a derecha). Aqui es posible ver la existencia de
pequenos y grandes agujeros negros, exdctamente similar a Schwarzschild AdS.

(f) Masa adimensional versus temperatura adimensional, para diferentes valores de
v, a = —10l72 y campo escalar positivo. Los graficos son parav =1, v =19y v = 3
(de izquierda a derecha). Aqui es posible ver la existencia de pequenos y grandes
agujeros negros, exactamente similar a Schwarzschild AdS.
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A diferencia de los agujeros negros planares, para el cual no existen transiciones
de fase de primer orden respecto AdS. Las soluciones de agujeros negros con pelo
escalar y horizonte esférico, existen transiciones de fase de primer orden respecto a
AdS a temperatura finita — las soluciones de los agujeros negros grandes que tienen

energia libre negativa respecto a AdS son claramente preferidas.

6.3.2. Discusion

Desde el punto de vista de la dualidad AdS/CFT, el estudio de la termodinamica
de agujeros negros asintoticamente AdS es relevante para entender los diagramas de
fase de algunas teorias duales del campo holograficas. Investigamos la termodinamica
de una clase general de agujeros negros con pelo con condiciones de borde para el
campo escalar de masa conforme m? = —2/I%, los cuales preservan las isometrias de
AdS. Es importante remarcar la cercana similitud que observamos con la estructura
familiar del agujero negro SAdS. Los agujeros negros grandes son termodindmica-
mente estables, y los pequenos tienen calor especifico negativo.

Calculamos la accion Euclidea (y el potencial termodinamico) usando el formalis-
mo cuasilocal suplementado con contratérminos. Usando esos resultados, mostramos
que existen transiciones de fase de primer orden entre AdS térmico y el egujero negro
con pelo. Por otro lado, comparando la energia libre del agujero negro con pelo con

el de la solucion SAdS, se muestra que el agujero negro SAdS es siempre preferido.

6.4. Transiciones de fase de agujeros negros planares

En esta seccién construimos soluciones neutras de solitones con pelo escalar en un
espacio-tiempo asintoticamente AdS [11]. Este analisis es importante en el contexto
de la dualidad AdS/CFT porque las soluciones del bulk corresponden a fases de la
teoria dual del campo |14].

Consideramos teorias de gravedad acoplados minimalmente a un campo escalar
con un potencial V(¢). Siendo que para la misma auto-interaccion existen distintas
condiciones de borde para el campo escalar (que pueden o no romper la simetria

conforme), uno puede especificar la teoria del campo [41| con un potencial efectivo
41, 54, 89].
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Diferentes foliaciones del espacio-tiempo AdS llevan a diferentes definiciones del
tiempo y por lo tanto a distintos Hamiltonianos de la teoria del campo dual. Ya que
el clasico background de (super)gravedad, con posibles correciones a', es equivalente

9 uno espera diferentes

a una teoria cuintica gauge en el correspondiente cascaréon
teorias gauge fisicamente distintas para distintas foliaciones. De hecho cuando la
topologia del horizonte es Ricci-plano y sin direcciones compactas, no existen tran-
siciones de fase de primer orden similares a las transiciones de fase de Hawking-Page
[105] que existen para agujeros negros esféricamente simétricos.

Sin embargo, cuando algunas de las direcciones espaciales son compactificadas
asintoticamente en un circulo, uno espera la existencia de una energia negativa de
Casimir de una teoria del campo no-supersimétrica que vive en la topologia corres-
pondiente. Horowitz y Myers mostraron en [106] que, de hecho, existe una soluciéon

(bulk) gravitacional apodado como AdS solitén'’

con una energia mas baja que el
de AdS. Esta solucion fue obtenida por una doble continuacién analitica (una en la
coordenada temporal y la otra en una de las direcciones angulares compactificadas)
del agujero negro planar. Esta encaja de una manera muy bonita con la propues-
ta de Witten [14] donde una teoria gauge no-supersimétrica de Yang-Mills puede
ser descrita dentro de la dualidad AdS/CFT compactificando una de las direccio-
nes e imponiendo condiciones de borde antiperiddicas para los fermiones alredor del
circulo.

Los solitones AdS neutros con pelo escalar fueron previamente analizados (ver,
e.g. [L07-113]), aunque varios de esos estudios usan metodos numéricos. Por lo tanto,
es interesante encontrar ejemplos de solitones AdS con pelo analiticos e investigar
sus propiedades genéricas. Fin afios recientes, estas soluciones analiticas fueron cons-
truidas, por ejemplo en [5, 24, 48, 86, 97, 114, 115|. De alli que la construccion de
soluciones analiticas si es posible. Usamos una de las soluciones exactas particulares
de agujeros negros obtenidas en [5, 24| y obtendremos los correspondientes solitones

usando la doble continuacion analitica como en [106]. Los solitones con pelo AdS son

9Se refiere a una de las hiper-superficies, definidas por una folicaciéon tipo-tiempo (r = R =
constante).
19Como veremos més adelante, una de las direcciones de la métrica del solitén es periddica por lo
que puede interpretarse como un nimero topolégico que caracteriza la métrica del soliton. Ademas
esta tiene una energia. Esto encaja dentro del concepto de solitén en fisica no lineal y teoria cuantica
de campos.
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los candidatos del estado ground de la teoria [116].

Ya que el soliton AdS es la solucién con la energia minima dentro de condiciones
de borde dadas [117, 118], es natural investigar la existencia de tansiciones de fase
respecto a este background térmico. En un bonito trabajo [119], mostraron que existe
transiciones de fase de primer orden entre los agujeros negros planares y el soliton
AdS. Construimos el soliton AdS con pelo y calculamos su masa por el metodo de
Balasubramanian y Kraus [26] suplementado con contratérminos extra para el campo
escalar como fue propuesto en [2]. Investigamos la existencia de transiciones de fase
de primer orden respecto al soliton AdS con pelo y discutimos el efecto del pelo en

el comportamiento termodinamico.

6.4.1. AdS soliton

Comenzaremos con una pequena revision de [119]. Sin embargo, para conectar
este analisis con el resto de la seccion, los calculos se haran usando el metodo de
contratérminos de Balasubramanian y Krauss [26]. Consideramos la accion usual

para la gravedad suplementado con el contratérmino gravitacional'! propuesto en

[26]

rm :/ d*z (R —2N)v/—g + 2/ Bz KN/—h — >z %l\/—_h . (6.34)

M oM oM
donde A = —3/I? es la constante cosmologica (I es el radio de AdS), 167G = 1 con
G la constante gravitacional de Newton, el segundo término es el término de borde
de Gibbons-Hawking, y el tltimo término es el contratérmino gravitacional. Aqui, h
es el determinante de la métrica inducida del borde y K es la traza de la curvatura

extrinseca. La solucion del agujero negro planar es

2 2\ —1 2
ds? = —( Hb + 7“_) dt® + ( Ho + 7n—) dr? + T—(dx% + dz3) | (6.35)

BERNE I 2

" Aqui el término de la curvatura escalar de Ricci es nulo R = 0. Debido a que la métrica del
borde (r = 0o) es plano i.e. Ry, = 0.
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donde py, es el parametro de masa y consideraremos las coordenadas compactificadas
0<a < Lyand 0 < 25 < L'2. Lanormalizacion es tal que la coordenada temporal y
las coordenadas x; y x5 tienen la misma dimension y de esta manera la continuacion
analitica para obtener el soliton AdS produce la misma geometria del borde.

El rol de contratérmino es cancelar la divergencia infraroja de la accion de esta forma

el resultado final es finito!?:

(L )

IF (6.36)

/4 o9 /4

El radio del horizonte es denotado por 7, y 5 es la periodicidad del tiempo Euclideo

que esta relacionada a la temperatura del agujero negro por:

B 3’/“h
CAr2

(_gtt)/

T:@’_l: 47

(6.37)

T=Th

Usando las relaciones termodinamicas usuales y la energia libre F' = I/, obtene-

mos la energia y entropia del agujero negro planar:

8]5 o 2LLb,ub

E=-T? =
oT 2

(6.38)

O(IFT)  LLy? A

S=="37 T~ ipc 10

(6.39)

Por completitud, presentaremos el cuasi-local stress tensor de Brown and York
[29]. Este tensor esta relacionado con el stress tensor de la teoria del campo dual,
salvo un factor conforme. Considerando la folicacién r = R = constante. La metrica
del bulk esta asociada con una estructura conforme en el borde y la geometria donde
la teoria del campo esta definida se relaciona con la geometria del borde mediante
una trasformaciéon conforme:

2

7 ds? = ypdrds® = —dt* + da} + das . (6.40)

2 _
dsdual -

I2E] horizonte es un toro: S x ST
3Este calculo se puede hacer usando directamente el método porpuesto en la seccién 5.2
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El stress tensor dual es [30]

_ M
167TGN12

<7_;lguzl> = P}E};@ 77' ab =

[30005 + ar] - (6.41)

donde 7, es el Brown-York stress tensor. Vemos que el stress tensor dual es similar a

la de un gas térmico de particulas sin masa, y como es de esperarse, su traza es cero

(rdualy = (rdualy~ab — () Ta energfa es la carga conservada asociada con la isometria

(de la métrica del borde) generada por el vector de Killing £* = (9;)*. Obtenemos
l2

E = th = /dzzﬂ]f] = LLb |:H’b + E + O(R ):| (642)

que esta en acuerdo con (6.38). El soliton AdS fue obtenido en [106]

2\ —1
ds® = —l—2d7' + < Hs + l_2) dr? + (—& + l2>d92 + 2 de , (6.43)

usando una doble continuacién analitica t — 6, x; — ¢7 de la métrica agujero
negro planar (6.35). Para distinguir de la solucion del agujero negro, denotamos por
s el pardametro de masa del soliton AdS y, en la seccion Euclidea (7 — iTg), la
periodicidad es 0 < 75 < f,. Para obtener una soluciéon Lorentziana regular, la
coordenada r esta restringida a ry < r, donde
r2
s
B s . 6.44
-t (6.44)
Para evitar la singularidad conica en el plano (r, ), imponemos la siguiente periodi-

cidad'* para 6:

4./ r Arl?
Ly = V900G _ 2T (6.45)
(900)" |, 37s
La accion on-shell Euclidea y la masa del soliton AdS pueden ser obtenidas de forma
similar al del agujero negro (pero no presentaremos los detalles aqui):

LL,S
E sPsHs
e = -

(6.46)

4Esta formula se demostro en la seccion 6.2
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y la masa puede ser obtenida usando las relaciones termodinamicas con la energia

libre ' = I /B, = M (o del tensor de stress cuasilocal) y el resultado es

LLgps

M=—- 2

(6.47)

La masa del soliton AdS corresponde a la energia Casimir asociada a las direcciones
compactas de la teoria dual en el borde y es negativa [106]. Las energias libres (accion
on-shell) del agujero negro y del solitén respectivamente (6.36),(6.46) son negativas
de alli que son termodinamicamente estables (no hay transiciones de fase) respecto
al background AdS.

En [119] se muestra que existen transiciones de fase de primer orden entre agujeros
negros y el soliton AdS. Con toda la informaciéon obtenida hasta ahora, es sencillo
verificar la existencia de las transiciones de fase de primer orden'®. Para comparar
las soluciones Fuclideas, debemos imponer las mismas condiciones de periodicidad,
las cuales en el borde (r — oo) son: B, = 85 y Ls = L,. Comparemos ahora las

acciones on-shell (6.36),(6.46), esto equivale a comparar las energias libres:

L [472\? - - L [4rl?
ar= g1 gt () mie - 0= g () ()
(6.48)

El cambio de signo es indicacion de una transicion de fase a primer orden entre
el agujero negro planar y el soliton AdS. Vemos que a diferencia de la transicion
de fase Hawking-Page para agujeros negros esféricos AdS, esta es controlada por
la proporcion 1/l (pardmetro de orden), en el caso planar la proporcion ry,/rs es
relevante!®. Por consiguiente debemos comparar la periodicidad del tiempo Euclideo
(el inverso de la temperatura) con la periodicidad de las coordenadas compactas
obtenidas por la doble continuacién analitica.

Para los agujeros negros esféricos AdS [14, 105], cuando rj, < [ el espacio-tiempo

15La transicion de fase de primer orden plantea que la derivada de la energia libre es discontinua,
para nuestro caso S = —9F/0T. Entonces quiere decir que la entropia es discontinua en el punto
critico definido por F' = 0 y que respecto a ese punto critico la energia libre es F' > 0 (térmicamente
inestable) o F' < 0 (térmicamente estable).
Para el caso de transiciones de fase de segundo orden, la primera derivada de F' es continua pero
la segunda derivada es discontinua.

16Recuerde que 7, es radio del horizonte del agujero negro y 7, es el radio minimo que la métrica
del soliton puede describir ry < r .
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AdS a temperatura finita domina y cuando 7, > [ los agujeros negros grandes son
térmicamente estables. Para el caso planar, hay cambio drastico [119]. Esto es, la
estabilidad del agujero negro planar no depende sblo de la temperatura, tambien
depende de su tamario. Escribiendo el area del agujero negro A = LLyri/I* en

términos de T'y Lg como en [119], encontramos la proporcion

A L[(4r\’

Si Al7%2 << Tl (y L del mismo orden del radio AdS [) entonces L,T << 1, y usando
(6.37) y (6.45) se verifica que 1, << rgy F' > 0, lo que significa que los agujeros
negros pequenos y calientes (respecto a r,) son inestabes y decaen a agujeros negros
pequenos. Por otro lado, si Al™2 >> Tl entonces L,T >> 1, y usando (6.37) y (6.45)
obtenemos 7y << 1, y F' < 0, esto es una indicacién de que los agujeros negros
grandes y frios son estables. Cuando A ~ TI3 el solitén y el agujero negro estan
en equilibrio e incluye los casos cuando son frios y pequenos o grandes y calientes.
El punto critico es cuando Al = 0, para el cual 1 = L, T y r, = r,. Note que la

transicion de fase esta controlada por el pardmetro adimensional z = T' L.
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6.4.2. Solitén AdS con pelo

Consideramos las soluciénes regulares exactas de agujeros negros con pelo escalar
[5, 24, 25]. La accion es

g, ¢) = /M d*z\/—g [R - (85)2 - V(gzﬁ)] +2 /{9 y BPrKv—h (6.50)

y estamos interesados en el siguiente potencial moduli: !*

A2 —4)[v—-1 v+1 v —1
V — 7¢IV(V+1) qf)l,,(llfl) 4 —ol, 651
(9) 312 V—i-Qe +V—26 * 1/2—46 ( )
2 —1 1 2 1
V_(;z {1/ - sinh¢l, (v +1) — Zi_ 5 sinh¢l, (v — 1) + 4; — sinh gzﬁly} .

Nos concentraremos en el caso concreto de v = 3. Sin embargo, los solitones AdS
con pelo para otros valores de v probablemente también existen, pero el analisis es
técnicamente mas complicado y no lo presentaremos en el presente trabajo. En este

caso el potencial del campo escalar vienea a ser

2A
V(o) =5 (5em +10eV?/? 16e¢ﬂ/4> (6.52)

n j_g [sinh <¢\/§) — 10sinh (¢\/§/2) + 16sinh (¢\/§/4)] .

El potencial tiene dos partes que son controladas por los parametros A y . Asintoti-
camente, donde el campo escalar desaparece, justamente el pardmetro A sobrevive y
esta relacionado con el radio AdS como A = —3[72. Usando el ansatz para la métrica

dada en (5.35), las ecuaciones de movimiento pueden ser integradas para el factor

7Para algunos de los valores particulares de los pardmetros, biene a ser una de las truncasiones
de w-deformed gauged A = 8 supergravedad [120] , ver [6, 52, 53].
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conforme [5, 24, 25, 88|
922

Pz —1)2

Con esta eleccion del factor conforme, es sencillo obtener las expresiones para el

Q(z) = (6.53)

campo escalar

o(x) =22z (6.54)
y la funcién métrica
1 1 a? P

Donde 7 es solo una constante de integraciéon. El pardmetro « es positivo para x < 1
y negativo para x > 1. Nos concentraremos en el caso x < 1. El borde conforme esta

en x = 1, donde la métrica viene a ser

2

ds* i [—dt2 + da? + dw%} : (6.56)

T

Usaremos la siguiente notacion para el factor conforme:

) _ 1
B= (6.57)

La geometria donde la teoria dual vive tiene la métrica

l2
ﬁds2 = Ypdrds® = —dt* + da? + drd . (6.58)

2 _
dsdual -

La accion Euclidea regularizada para estos agujeros negros fue obtenida en [2| (ver,
también, [121]) (en lo que sigue usaremoas la siguientes notaciones similares a la

anterior seccion para B, y Lp):

AT 2LLb i) . _LLbOéﬁb (6 59)

E
[BH_Bb(_4GN+ 2 3 32
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donde el 4rea del horizonte y la temperatura del agujero negro son

. LLbQ(l’h) (67

T=———. 6.60
A [2 ’ 43 (6.60)
La masa del agujero negro es |2, 32|
QLLb/Lb «
M, = = — 6.61

también se puede verificar usando las relaciones termodindmicas usuales, y por su-
puesto se verfica la primera ley. Ahora construiremos el soliton AdS. Usando de nuevo

la doble continuacion analitica 1 — i7 and ¢ — 46 in (5.35), la métrica viene a ser

dr?  Ndx? d_l’%

ds? = Qy(z) | ——5 dg? 6.62
=) |~ + oy + @+ (662
De manera similar al agujero negro con pelo, el factor conforme (6.53) es
922
() = 55— 6.63

pero ahora denotaremos la constante de integraciéon con A para distinguir de la
constante de integracion n del agujero negro. Para evadir la singularidad conica en

el plano (z,0), imponemos la periodicidad:

I 4\ B AT N30,
s f/ s - a

s

: (6.64)

donde z; es el minimo valor de x, concrétamente la raiz mayor de f(x;) = 0. Después
de imponer la periodicidad en 6 y restringir la coordenada x de tal forma que la
métrica es Lorenziana, obtendremos una soluciéon regular bien definida Usaremos el

metodo de [2| para calcular la accion regularizada Euclidea y el resultado es

[E — _L/BSQS("I;S) + QLLsBsi o _LLS/BS ( (0% ) (665)

soliton 412G N 2 3\ 12 \3)3
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de donde la masa puede ser inmediatamente leida:

LLgps
a a (6.66)

Msoliton = - 12 y Hs = SA?’

Por completitud, calculamos el strees tensor cuasi-local de Brown y York y calculamos
la masa. del soliton a partir de ella. El nuevo contratérmino para el campo escalar da

una nueva contribucién al stress tensor

l, 2 0I?
[ /dgiC\/ ( 6l ) Ta(i = —ﬁm . (667)

Entonces el stress tensor renormalizado es

1 2 hay (0° 1y 5
Tab = —— <Kab — hay K + 7hab — lEab> — T( 5 E¢ > , (6.68)

donde las componentes son:

T = % + 0|z —1)4 (6.69)
o= 222Dy offa -1y (6.70)
Tonas = —% +0[(z —1)7 . (6.71)

La métrica (6.62) en el borde esta relacionada con la métrica conforme como

l2
ds3,.; = ﬁdf = —dr* + db* + dx3 | (6.72)
donde R = 1/n(z — 1), y en el borde R — oo implica * — ;. Entonces el stress
tensor de la teoria dual al solitén es:

ua / R ’ 1 1 «
<be l> = lim TTab = lim {—m} Tab = 2 (ﬁ) [—3(5255 +Yw) - (6.73)

R—o0 T—xp
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La cantidad conservada (masa del solitén) generada por el vector de Killing ¢ = (9, )°
es:
LL,

LLf'?Q , o
?(&) 7i(0r ) = l_2|:w+0($—1)} . (6.74)

M= 75 Py/Tme et —
>

donde la foliacion es de tipo espacio T = constante, con el vector normal y unitario:

i _ ()
N
dx?3

ds? = oyda'da? = Q(z) { f(z)do* + —} : (6.75)

6.4.3. Implicaciones para las transiciones de fase

En el marco de la dualidad AdS/CFT, los agujeros negros son interpretados como
estados térmicos en la teoria dual del campo. Mostraremos que existen transiciones
de fase de primer orden entre el agujero negro con pelo planar y el solitén con pelo
AdS.

Con los resultados de la seccion previa, estamos listos para investigar la existen-
cia de las transiciones de fase. '® Nos concentraremos en el caso D = 4. Antes de
comparar las acciones, es importante puntualizar que de las definiciones de x, v x),
se concluye que son iguales, xy = x,. A primer vista, esto puede ser un poco extraino
porque en general se espera estos dependan de los pardmetros de masa \ y 1 para
el soliton y el agujero negro. Sin embargo, en estas coordenadas poco usuales, x; y
xp, estan definidas por (6.55), pero la verdadera area del horizonte y centro del so-
liton estan determinados por el factor conforme en frente de la métrica. Este factor
conforme depende del parametro de masa, asi que definimos:

2 _ Qxn,n) 2 _ Oz, M)

Como antes (6.48), necesitamos comparar las energia libres de las soluciones en
la misma teoria y debemos imponer las mismas condiciones de periodicidad en el
borde 5, = 5 y Ls = Ly. El soliton AdS con pelo tiene energia negativa (el espacio
AdS en coordenadas planares tiene masa cero) y este es el ground state de la teoria.

De alli que, la energia del agujero negro con pelo debe ser calculado respecto a este

18E] caso k = 1, cuando la topologia del horizonte es esférico, fue estudiado en [1].
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estado base y obtenemos

LL
E = Mbh - Msoliton - l_zb(2/14b + ,us) ) (677)
con py, y ps definidas en (6.61) y (6.66). Las misma periodicidad del tiempo Euclideo
implica la misma temperatura. Consideramos la soluciéon del solitéon con pelo como
el background térmico:

AF =B Ihy — I ion) = 372

TLa (LS, L
~ O‘( *Af ;fb> . (6.78)

Usando las expresiones de la temperatura del agujero negro 7Ty la periodicidad Ly,

podemos escribir la diferencia de las energias libres como

—TQ(n,xh)] _ @Q(A,xs>(1 T_g) o (679)

_ AmLL, [Q(N, xy)
B 312 73

AF
312 Ly

Escrita en términos de la temperatura, hay un cidmbio drastico comparado con el
caso sin pelo porque el factor conforme aparece explicitamente. Claramente, el signo

de esta expresion es controlada por la razon r,/rs.

A pesar de la aparicién del factor conforme, el punto critico donde AF = 0
corresponde nuevamente a la temperatura T, = 1/L; (esto es porque cuando AF = 0,
fy = ps y entonces 7 = A). Esto es lo que uno espera para una teoria del campo
conforme, ya que la transiciéon de fase debe depender de la razoén de las escalas.

Escibiendo el area del agujero negro en términos de S, y s, encontramos que

A aL 8L, LL(A
B~ B ¢ 1 \n (6.80)
donde , , X
1672 922
p— . 1
¢~ | (650

Sin embargo, siendo que z;, satisface f(z;) = 0, esta puede ser calculada como funcién
del parametro « del potencial moduli, lo cual implica que el coeficiente L (v, () es

s6lo una funcion de a y [. De la definicion de (6.76), uno puede facilmente obtener
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ry/Ts = A/ y de alli (6.80) puede ser reescrita en esta forma util:

% _ Lﬁga,l):_z (6.82)
Aqui hay una importante diferencia en comparaciéon con el caso sin pelo, concré-
tamente la aparicion de la funcion £ (a,l). Cuando a es muy pequenio entonces £
también es pequeno. En este caso, uno puede mantener el radio del horizonte r, del
mismo tamano que r,. Por consiguiente, para pequenos «, no sélo los agujeros negros
pequenos, también los agujeros negros grandes son inestables y decaen a solitones
AdS con pelo. Cuando el parametro « es grande, el comportamiento termodindmico

de los agujeros negros con pelo es similar al agujero negro planar sin pelo.
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6.4.4. Discusion

Hawking y Page mostraron que existen transiciones de fase entre el agujero ne-
gro esférico (Schwarzschild) AdS y el espacio-tiempo global (k = 1) AdS. Es bien
conocido que las transiciones de fase, ambas en el lado de la gravedad y en el lado
de la teorfa gauge don sensitivas a la topologia de la folicacion AdS. Para los agu-
jeros negros AdS con geometria del horizonte planar, no existen transiciones de fase
Hawking-Page respecto al espacio-tiempo AdS. En otras palabras, la fase del agujero
negro planar es siempre dominante para cualquier temperatura diferente de cero.
Interesantemente, se mostro que cuando una (o méas de las direcciones) son com-
pactas existen también transiciones de fase Hawking-Page entre los agujeros negros
planares y el soliton AdS, el cual es obtenida por una doble continuaciéon analitica
del agujero negro. Obtuvimos un comportamiento similar para los agujeros negros
con pelo, pero ahora el ground state corresponde al soliton con pelo. Una importante
diferencia con el caso sin pelo es que la transicion de fase es también controlada
por el pardmetro « en el potencial escalar. Una vez que « esta fija, la teoria esta
fija, pero para pequefios « la teoria continen agujeros negros calientes (pequenos o
grandes) que son inestables y decaen a solitones AdS con pelo. Este cambio dréstico
esta relacionado con el hecho de que cuando o desaparece, la solucion del agujero
negro con pelo biene a ser una singularidad desnuda. La auto-interaccion del campo
escalar es muy debil y entonces las temperaturas grandes pueden desestabilizar el

sistema independientemente del tamano del agujero negro.
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La dualidad AdS/CFT es una herramienta eficaz para obtener informacion de
teorias gauge fuertemente acopladas a partir de sistemas gravitacionales clasicos.
En particular los campos escalares en AdS corresponden a operadores en la teoria
cuantica dual. Los agujeros negros describen los estados térmicos de la teoria cuéntica
dual. En esta seccién describimos brevemente los resultados de las secciones 5 y 6

los cuales son concrétramente los resultados del trabajo de investigacion.

En la presente tesis estudiamos las condiciones de borde de un campo escalar
(minimante acoplado a la gravedad) y de masa conforme m? = —2/I?, para la cual
ambos modos son normalizables. Estudiamos las condiciones de borde que preservan

o rompen la simetria conforme.

Propusimos nuevos contratérminos locales para la rama logaritmica, las que nos
dieron un buen principio variacional 6/ = 0. Calculamos la accién on-shell y mediante
formulas termodindmicas obtuvimos la entropia y energia gravitacional. Vimos que
la masa tiene contribuciéon del campo escalar. Esta contribucion desaparece cuando
el campo escalar preserva la simetria conforme. Calculamos el tensor de stress de la
CFT a partir del tensor de stress de Brown-York y mostramos que la anomalia de
traza desaparece cuando la simetria conforme es preservada.

Con el fin de complementar los resultados, trabajamos con el procedimiento Ha-
miltoniano para obtener la energia del sistema, esto debido a que la energia es de
primeros principios la cantidad conservada asociada a la simetria de las translaciones

temporales. Vimos que la masa calculada mediante este método d