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Desarrollo e Implementacion de una Condicion de Borde
No Lineal en la Ecuacion de Poisson-Boltzmann Para
Modelar la Asimetria de Cargas en Solvatacion, Utilizando
el Método de Elementos de Frontera

Abstract

In molecular electrostatics, the boundary elements method (BEM) has certain
advantages over other numerical methods. One of the wide-used BEM models is
the Poisson Boltzmann model (PB), which uses a continuous approach to repre-
sent the solvent in a solute-solvent interaction.

One of the issues with the PB model is that it doesn’t account for charge-
hydration assymetry: the fact that a water molecule can approach a negative
charged molecule or ion more closely than it can to positive ones. The SLIC
model includes a non linear boundary condition in the PB model to address this
effect; but has an issue computing solvation energies for a specific problem: two
atoms moving away from each other.

In this work, an improvement is proposed for the SLIC model and imple-
mented using Python and the Bempp library. This proposed model is used to
study the two atoms problem and the solvation of real molecules. Although the
issue in the two atoms problem is carried over to the proposed model, it is effec-
tive in computing the electric potential in one of the surfaces that composes the
problem for the case where the net charge inside it is zero, whereas the SLIC
model isn’t. Computing the solvation energy for real molecules, the proposed
model accomplishes values close to the SLIC model to around 1% and, just like
in the two atoms problem, it calculates proper values for the electric potencial
in one of the surfaces when the net charge inside it is zero.

Resumen

En electrostatica molecular, el método de elementos de frontera posee ciertas
ventajas sobre otros métodos de simulaciéon. Uno de los modelos implementados
utilizando el método mencionado es el de Poisson-Boltzmann (PB), que repre-
senta de manera continua el ambiente en el que se solvata una molécula.

Una de las limitaciones del modelo PB es que no toma en consideracion la
asimetria de carga: el hecho de que las moléculas de agua pueden acercarse mas
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a moléculas con carga negativa. Un modelo propuesto llamado SLIC, resuelve
este problema incluyendo una condiciéon de borde no lineal en el modelo PB;
pero presenta inconsistencias en el calculo de la energia de solvataciéon de dos
atomos alejandose.

En el presente trabajo se propone una mejora al método SLIC, utilizando
el lenguaje de programacion Python y la libreria Bempp; v se estudia su efec-
tividad en el problema mencionado anteriormente y en casos reales. El modelo
propuesto no logra solucionar la inconsistencia en el problema de los dos atomos
pero si logra una representaciéon fisicamente correcta del potencial eléctrico en
una de las superficies que componen el sistema para los casos en que la carga
neta encerrada por ella es cero; el modelo SLIC base considera nulo el valor del
potencial en toda esta superficie. En los casos de moléculas reales, el modelo
propuesto calcula valores cercanos al 1% para la energia de solvatacién en com-
paracién al modelo SLIC base y, al igual que para el problema de los dos ato-
mos, recupera la forma del potencial eléctrico en una de las superficies cuando
la carga neta encerrada por ella es nula.
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Introduccion

Dentro del estudio de interacciones moleculares existen variadas técnicas que
van desde simulaciones extensas y computacionalmente pesadas, como las de
dindmica molecular, en donde se revisan interacciones atomo a atomo en todo el
sistema; hasta simulaciones implicitas, que cambian precision en los resultados

por uso computacional.



Las simulaciones de tipo implicito se caracterizan por representar la region
que rodea la molécula de manera continua y estas son, generalmente, llevadas
a cabo utilizando métodos conocidos en el drea de la ingenieria mecénica como
lo son el método de diferencias finitas o el método de elementos finitos. No ob-
stante, existe otro método que se ha logrado posicionar como alternativa a los
dos mencionados anteriormente: el método de elementos de frontera. Este tiene
ciertas ventajas que resaltan y que lo vuelven interesante para su uso en simula-
ciones de electrostatica molecular.

Uno de los modelos aplicables utilizando el método de elementos de frontera
es el de Poisson-Boltzmann, ampliamente usado en electrostatica molecular.
Este describe una molectila en un solvente utilizando la ecuaciéon de Poisson en
la region al interior de la molécula y la ecuacion acoplada de Poisson-Boltzmann
en la regién exterior y permite obtener, entre otras cosas, la energia de solvat-
acion de la molécula. Esta magnitud describe el cambio de energia entre una
particula en el vacio y la misma particula en un medio acuoso y su calculo per-
mite, por ejemplo, caracterizar un fAirmaco?® o describir la interaccién entre un
biosensor y un espécimen?. Dentro de las herramientas que existen para realizar
este tipo de simulaciones, el lenguaje de programacién Python y sus variadas
librerias y modulos otorga mayor rapidez y flexibilidad que alternativas en soft-
ware y permite, a la vez, implementaciones directas y sencillas gracias a su nivel
de abstraccion.

Una limitacién del modelo de Poisson-Boltzmann es que no considera la in-

fluencia de los signos de las cargas de la molécula en el calculo de la energia de



solvatacion: Debido a la forma de las moléculas de agua, dos atomos con car-
gas de igual magnitud y signos opuestos poseen efectos distintos en la energia
de solvatacion real de una molécula. El modelo estandar de Poisson-Boltzmann
considera estos efectos como iguales. Un modelo llamado SLIC, por sus siglas
en inglés Solvation-Layer Interface Condition, propone una mejora al modelo
de Poisson-Boltzmann que si considera el efecto de los signos de las cargas en la
simulaciéon de una molécula.

El modelo SLIC es exitoso en modelar esta asimetria de carga en solvatacién
pero presenta inconsistencias en un caso de dos atomos alejandose. El objetivo
general de esta memoria es desarrollar e implementar el modelo SLIC utilizando
el lenguaje de programacién Python, y proponer una mejora para intentar re-
solver la inconsistencia mencionada anteriormente.

Los objetivos especificos de esta memoria de titulacion son:

1. Estudiar e implementar el modelo SLIC en Python 3 utilizando la libreria

Bempp.

2. Desarrollar e implementar una mejora al modelo SLIC para intentar re-

solver la inconsistencia en el caso de la unién de dos iones.

3. Probar la mejora en casos realistas.



Marco Teorico

2.1 Mcétodo de Elementos de Frontera

El método de elementos de frontera o BEM por sus siglas en inglés (Boundary
Elements Method) es usado para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales
parciales en su formulacién integral de frontera.

A diferencia de métodos computacionales como el de diferencias finitas (FDM)



o el de elementos finitos (FEM), en el método de elementos de frontera no se
discretiza el dominio a simular, si no que la frontera de este y, a partir de ella,
se obtienen resultados en el resto del dominio. Esto significa que los problemas
a resolver con BEM poseen una dimensién menos en comparacion; por ejem-
plo, en problemas en tres dimensiones, se discretiza una superficie de dos dimen-
siones. Esto significa que la malla generada y la matriz del sistema son més pe-
quenas que sistemas equivalentes en FEM o FDM. Otra ventaja de este método
es que se pueden obtener resultados en cualquier lugar del dominio a partir de
la superficie discretizada, haciéndolo especialmente ttil en problemas descritos
en un dominio infinito.

Si bien BEM puede ser computacionalmente menos intensivo que otros méto-
dos por tener una dimensién menos en comparacion, las matrices del sistema
lineal generado en este método no son ralas. Otra desventaja del método BEM
es que para poder llevar una ecuacién diferencial parcial a su formulacion inte-

gral es necesario que exista una funcion de Green para ella.

2.2  Funciones de Green

Una funciéon de Green es una funcién matematica utilizada para resolver ecua-
ciones diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales parciales no homogéneas
con condiciones de borde especificadas.

Una funcién de Green se define como:

L|G(r,t")| = 8(r,1") (2.1)



Donde L es un operador diferencial lineal, § es la funcién Delta de Dirac y r y
r’ son puntos en el espacio.

Para la ecuacién de Laplace en tres dimensiones:

Vip(r) =0 (2.2)

La funcién de Green asociada, también llamada operador de Laplace, es:

1
G N — 2.3
L(rr) 47|r — 1| (2:3)
Notar que:
V3G (r, 1) = —8(r) (2.4)
Para la ecuacion de Helmholtz modificada en tres dimensiones:
Vio(r) = «¢(r) (2.5)

Donde x es un nimero real positivo, la funcién de Green asociada u operador
de Yukawa es:

_ !
e K|r—r’|

Gy(r,1’) (2.6)

- 4o|r — 1|

2.3 Derivacion Ecuacion Laplace

Utilizando la funcién de Green descrita en la ecuacion 2.3, se puede llevar un

problema de Laplace a su formulacién integral de frontera. El problema, en su



forma de derivadas parciales, es:

Vip(r) =0en Q

a(P 8(Po

— = T
= PO on  On o

Donde Q es el dominio y I' es la frontera que lo encierra.

Multiplicando por el operador de Laplace (ecuacién 2.3) e integrando:

// . V2 (ry)GL(rg,1,)dQ =0 (2.8)

Donde r, es un punto en el dominio. Modificando el integrando de la ecua-

()cién 2.8 se llega a:

][ 19 (Vowa)Guira, o) - Vol Vi ra fala =0 (20)
Modificando el segundo término de la ecuacién anterior:

/// - (Vo(ro)Gu(ra,1o)) — V- (9(ro) VGi(ra, 1)) +

9 (rp) V3G (ra, )] dQ = 0

(2.10)

Recordando el Teorema de la Divergencia:

j{F-dF:///QV-FdQ (2.11)

Aplicandolo a los dos primeros términos de la ecuacion 2.10 y utilizando la



Figura 2.1: Semiesfera creada para tratar la singularidad.

expresion 2.4 para simplificar el tercero:

%V(p(r’r)GL(rg,r’r) -ndl — 7{ @(rp)VGL(rg, 1) -ndl — ¢(rg) =0  (2.12)

r

donde n es un vector normal a I' que apunta hacia fuera del dominio Q y r

es un punto en la frontera. Esta ecuacion puede reescribirse como:

a / / / a /
# 50 )CL(ra. 50T — § () S ra. AT — 0ra) =0 (213)

Se puede notar que existe una singularidad en los primeros dos términos de la
ecuacion anterior cuando r. = r,, en estos casos el denominador en la Funcién
de Green y en su derivada tiende a cero. Para resolverla, se puede crear una

semiesfera de radio € en el punto de la singularidad (figura 2.1) y hacer que &



Figura 2.2: Las dos nuevas superficies creadas para tratar la singularidad.

tienda a cero. De esta forma, la superficie original I" se divide en dos (figura
2.2): la superficie encerrada por la semiesfera (I'spi) y la superficie original
menos la nueva superficie encerrada por la semiesfera (I'"). Cuando ¢ tiende a
cero, la integral sobre esta nueva superficie es igual a la integral sobre la superfi-
cie original.

La integral del primer término de la ecuacion 2.13 sobre la superficie Iy es:

o AU T A B

1 Gl ar = o () ar
| 5 (2.14)
— (r'ydr

- d7e Lo %q)
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Cuando ¢ — 0:

1 0 1 0
limg_,o—— —o@(r)dll = lim;_,o—— — r
Mem0y e ]iemi 8n(p(r d M0y e On mjg d

1 0
ime—og— oo (r)2me

=0

Repitiendo el procedimiento para la integral del segundo término de la ecuacién

2.13 sobre la superficie I'gem;:

0 1 (r—r')-n
N—G Nl = —— N~ dI
j{ .(p(r>8n L(r,r') 4317{ .(p(r) It —r']3
semi 1 semi . (2 16)
_— / N
= i . o(r) = dr
Cuando ¢ — 0:
) 1 € Q(r),, 1
limg_,g — — N—=dI' = =—““lim;_,o— r
1
= —q;(;) lim8%0—22ﬂ82 (2.17)
€
_ o
2

Utilizando los resultados de las ecuaciones 2.15 y 2.17, la ecuacion 2.13 se

convierte en:
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2.3.1 Operadores

Las integrales en la ecuacion 2.18 se llaman operadores integrales y son recur-
rentes en ecuaciones formuladas de manera integral.

Un operador de capa simple se define como:

Glo(r)] = 74 G(r, r')g(r')dT (2.19)

Donde ¢(r) es una funcién definida en el dominio y G(r,r’) es la funcién de
Green asociada a la ecuacion integral.

Un operador de doble capa se define como:

Klo(r)] = § g (2.20)

Un operador de doble capa adjunto se define como:

Klo(r) = § gy (221)

Se puede notar que el término del lado derecho de la ecuaciéon 2.18 es un op-
erador de capa simple y que el segundo término del lado derecho de la misma es
un operador de doble capa; por conveniencia, la ecuacion se puede reescribir de

la forma:

51 K] o) - 6o —0 (2.22)

Siendo I el operador identidad, esto es, un operador que retorna el mismo

12



valor o funcion al que le fue aplicado.

2.4 Discretizacion

Para poder resolver numéricamente una ecuaciéon integral de frontera es nece-
sario discretizarla. A continuacién, se muestra un ejemplo de discretizacion de
la ecuacion 2.18. El primer paso es dividir la superficie I' en un conjunto de N

elementos tal que:

r=r (2.23)

j=1
Donde cada elemento estd compuesto por puntos o nodos.
De esta forma, y omitiendo los argumentos de las funciones por claridad, la

ecuacion 2.18 se convierte en:

N N
¢ 9 _ 9 odl"
> +J.Zl//rjq)8nGLer _JZI//F Gro - dT (2.24)

A nivel de elemento, la discretizacién de las funciones ¢ y %(p estan dadas,

respectivamente, por:

0= W9
5 R (2.25)
50 = ;wa%%

Donde ¢; y a%q)j son los valores de las funciones en cada elemento j, @;, y
%(pja son los valores de las funciones en el nodo a de cada elemento j y y son

las funciones base, estas asocian los valores de las funciones ¢ y 5%q) en los no-
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dos a los valores de estas sobre el elemento. Las incégnitas del sistema lineal
que se forma al discretizar una ecuacion integral de frontera son los valores en
los nodos de alguna de las funciones.

Con lo anterior la ecuacion 2.24 se convierte en:

N N

¢ 0 0

7t D> 0 // Wo g OLdly = > 7n i // W, GLdT (2.26)
=1 «a T =1 o I

Para un nodo i:

N N

®; 0 B 0

E ) 0 //F W GLidly = > 7n Vi //r v, GLidly  (2.27)
=1 «a J =1 «a j

Las integrales en la ecuacién interior se calculan generalmente de manera
numérica.
Suponiendo que se conoce @ en todos los nodos del sistema y que, por ende,
9 s s .
los valores de 7. ¢ en los nodos son las incognitas en la ecuacion; el sistema se

puede reescribir en forma matricial:
Ax =f (2.28)

Con x el vector de las incognitas %(p en cada nodo.
Una forma de resolver el sistema es hacer que 2.28 se cumpla en todos los
nodos, este método es llamado colocacion.

El método de Galerkin, otra forma de resolucion, consiste en econtrar la solu-
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cién de un nuevo sistema de la forma:

(w,Ax) = (y.f) (2.29)

Donde (., .) es el producto interno:

(£(y).£(y)) = / / ) g(y) dx (2.30)

Y y son las funciones base asociadas al sistema.

2.5 Electrostatica Molecular

Esta area de estudio busca modelar procesos y reacciones que ocurren a nivel
molecular. Al igual que en electrostatica clasica, los modelos utilizados en elec-

trostatica molecular estdn construidos a partir de la ecuacién de Poisson!:

Vi(r) = —@ (2.31)

Donde ¢ representa el potencial en un punto, p es la densidad de carga en el
espacio, dependiendo de r y € es la permitividad o coeficiente dieléctrico.
Los distintos modelos en electrostatica molecular se diferencian en cémo se

aplica la ecuacion 2.31 en un problema particular.
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2.5.1 Solvatacion

Los modelos de solvatacion describen la interaccion entre un soluto y un sol-
vente y son de vital importancia en areas como la creacién de farmacos, el desar-
rollo de agroquimicos y la cuantificacién contaminantes ambientales!®.

Existen modelos de solvatacién explicitos e implicitos. En los de primer tipo,
los iones en el solvente se representan en detalle, tomando en consideracién su
posicion y grados de libertad. En los de tipo implicito, el solvente se representa
de manera continua o promediada en el espacio, resultando en simulaciones com-
parativamente menos intensivas computacionalmente, pero menos precisas, que
los métodos explicitos. Esta pérdida de precision debe tenerse en consideracion
al momento de implementar simulaciones implicitas.

Una de las ventajas de aplicar el método de elementos de frontera (seccién
2.1) en simulaciones de solvatacion implicitas es que las condiciones de borde
del problema al infinito son manejadas de manera exacta, con todas las incogni-
tas en la superficie discretizada.

Dos parametros importantes para entender la solvatacion son la energia de

solvatacion y la energia libre de interaccion.

2.5.1.1 Energia de Solvatacion

La energia de solvatacion se define como la energia necesaria para llevar una
molécula desde el vacio a un medio, como por ejemplo agua.

Conocer la energia de solvatacion de una molécula es importante porque luego
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de interacciones con el medio u otra molécula, como por ejemplo en una uniéon o

en un reordenamiento, esta cambia su energia de solvatacion.

2.5.1.2 Energia Libre de Interaccion

La energia libre de interaccion es la energia generada cuando dos elementos en
un solvente, por ejemplo iones o moléculas, interactian. Esta energia se calcula
como la diferencia en la energia de solvatacion del sistema completo menos la

energia de solvatacion de cada componente por si solo.

2.6 Ecuacion de Poisson-Boltzmann en Electrostatica Molecular

El modelo implicito de Poisson-Boltzmann (PB), ampliamente utilizado en elec-
trostatica molecular, acopla las ecuaciones de Poisson y de Boltzmann para de-
scribir una molécula o soluto en un solvente. En la version mas simple de este
modelo, se divide el sistema en dos regiones: la region del soluto y la regiéon

del solvente. En la primera, el potencial eléctrico esta dado por las cargas pun-
tuales que componen la molécula. En la segunda, se deriva una representacion
continua del solvente y se calcula el potencial utilizando la ecuacién de Poisson-
Boltzmann. Para asegurar la continuidad del potencial eléctrico y la densidad
de flujo eléctrico en el espacio, se definen condiciones de contorno en la super-
ficie que divide las dos regiones. Este modelo béasico puede ser escalado para
incluir nuevas regiones que representen, por ejemplo, otras moléculas en el sol-

vente o cavidades dentro de la regién del soluto.
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2.6.1 Solvente en el Modelo PB

Para representar los iones del solvente se asume un potencial uniforme de cada
uno y se deriva una representacién continua del medio, cuya concentracion viene
dada por una expresion de Boltzmann. Para una solucién con un solo tipo de
ion, esta es:

C(r) = coe *(M/kaT (2.32)

Donde q es la carga de un ion, c es la densidad promedio de iones en el sol-
vente, kg es la constante de Boltzmann y T es la temperatura.

En el caso de una solucién salina, los iones que la componen (sodio y cloro)
tienen la misma densidad y cargas opuestas. Sumando las concentraciones de
ambos iones (ecuacién 2.32) y aplicdndola a la ecuacién de Poisson (ecuacién

2.31), el potencial eléctrico en el espacio se puede calcular como:

1

Vio(r) = s (qNaCra(r) + gaiCai(r))
= —C—; (e+ef¢(r)e+/kBT + e*e*(P(r)e_/kBT> (233)

_ 2¢cpe™ sinh ( @(r)e” )

€ kBT

La ecuacion 2.33 se puede linealizar utilizando la aproximacién:

e/ 5, 1 o @0 2.34
e + ke T ( . )

Transforméandose en:
Vie(r) = «*o(r) (2.35)
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Donde x es el inverso del término llamado Longitud de Debye:

2 200€+
N SkBT

(2.36)

Esta aproximacion lineal de la ecuacion de Poisson-Boltzmann genera resulta-
dos razonables para soluciones salinas monovalentes y moléculas con baja densi-

dad de carga lineal.

2.6.2 Soluto en el Modelo PB

La representacion del soluto resulta mas directa: en esta region, el potencial
eléctrico en un punto esta relacionado a las cargas puntuales de los atomos que

lo componen de la forma:

Vi(r) =) qd(r,r) (2.37)

Donde q es la carga de cada ion y & es la funciéon Delta de Dirac.

2.6.3 Definicion de la Superficie

Un punto importante en el modelo de Poisson-Boltzmann es la definicién de la
superficie que divide la region exterior al soluto de la interior. Esto se realiza
como sigue: tomando como punto de inicio la molécula original, se genera una
representacion descrita por los radios de Van der Waals de cada atomo. Cada

radio traza la distancia mas cercana a la que se puede acercar otro atomo, por
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esfera imaginaria <S

(a) Superficie de Van der (b) Superficie excluida al solvente. (c) Superficie accesible al
Waals. solvente.

Figura 2.3: Definiciones de superficies.

lo que la superficie creada, llamada superficie de Van der Waals, puede ser con-
cebida como el limite de interaccién de la molécula con el medio.

Existen dos maneras principales de describir la superficie final a simular: el
area de superficie accesible al solvente y el area de superficie excluida al sol-
vente. En ambas se rueda una esfera imaginaria sobre la superficie de Van der
Waals de la molécula. En el primer método la superficie final estd delimitada
por los puntos mas cercanos a la superficie de Van der Waals a los que el centro
de la esfera imaginaria puede llegar. En el segundo método la superficie esta de-
limitada por los puntos més cercanos a la superficie de Van der Waals a los que
cualquier punto de la esfera imaginaria puede llegar. En la figura 2.3 se pueden

apreciar de mejor forma los tipos de superficie descritos anteriormente.

2.6.4 Soluto en un Solvente Utilizando el Modelo PB

Juntando lo anterior, se puede formular un sistema simple de un soluto en un

solvente compuesto de dos regiones: la primera (Q;) es la region encerrada
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Qz, &2, 02, K

Figura 2.4: Representacion del problema de un soluto en un solvente.

por la superficie que representa al soluto y que, por consiguiente, contiene los
atomos que lo forman. El potencial dentro de esta regién esta descrito por la
ecuacion 2.37. La segunda region es la del solvente (Q,) y su potencial esta de-
scrito por la ecuacion 2.35. Una representacion de este sistema se puede ver en
la figura 2.4.

Tanto el potencial como la densidad de flujo eléctrico deben ser continuos en
el espacio, por ello se imponen dos condiciones de borde en la interfaz entre las

dos regiones, conocida como interfaz dieléctrica (I').
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En esta configuracién, se genera un sistema de cuatro ecuaciones:

V2, (r) =) qud(r) en Q
k

qu)2(r) — chpz(r) =0en Q,

(2.38)
¢ =¢,enl
D¢, 09,
il R o4 r
€1 n € n en

Siendo € y €, las constantes dieléctricas en la regiéon interior y exterior, re-

spectivamente.

2.6.5 Capa de Exclusion [6nica

Cémo es de esperarse, los iones presentes en el solvente tienden a concentrarse
cerca de las cargas que componen el soluto, en la interfaz dieléctrica. Debido
a que el solvente es representado como un continuo en el modelo de Poisson-
Boltzmann, este suele sobreestimar la cantidad de iones presentes en las zonas
cercanas a la interfaz, calculando concentraciones por sobre el maximo teérico.
Este méximo tedrico se origina porque existe un ntimero limitado de iones que
pueden posicionarse proximos a la interfaz; en la figura 2.5 se puede ver un es-
quema de este fendémeno.

Para reducir este efecto, Otto Stern'” propuso incluir una regién delgada li-
bre de iones alrededor de la interfaz, llamada Stern Layer o capa de exclusién
ionica.

En esta region, potencial estd dado por una ecuaciéon de Laplace y su con-
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Molécula de agua

&

Figura 2.5: Distribucion de moléculas alrededor de una superficie cargada.

stante dieléctrica suele ser igual a la de la region del solvente. Incluyendo esta
nueva region en el modelo base descrito en la seccion 2.6.4, se genera el siguiente

sistema de ecuaciones:

Vi, (r) = ) aqid(r) en Q,
k

V2p,(r) =0 en Q,

V2@4(r) — x2@4(r) = 0 en Q;

¢, =@, en T, (2.39)
¢, =@z en Iy

1% = szaai en I,

2% 83%— en I’

En la figura 2.6 se puede observar un esquema de este sistema.
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Qs, €3, P3, K

Figura 2.6: Representacion del problema de un soluto en un solvente, incluyendo una capa de exclusién iénica.

2.6.5.1 Nota Sobre Stern Layers

El concepto de Stern Layer se utiliza también para describir una capa de con-
traiones que se forma en la interfaz entre una superficie cargada y una solucion
i6nica'®. En el presente trabajo se utilizan, indistintamente, la definicién de

Stern Layer expuesta en 2.6.5 y el concepto de capa de exclusién iénica.

2.6.6 Asimetria de Carga

Otro fenémeno fisico que no logra representar el modelo de Poisson-Boltzmann
es la asimetria de carga. Dos iones con carga +q y —q poseen energias de solvat-
acion diferentes, principalmente debido a que los hidrégenos de una molécula de

agua pueden acercarse mas a una carga negativa en comparacion con el oxigeno
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de la molécula a una carga positiva. Extendiendo este efecto a moléculas con
multiples iones, se puede afirmar que un ion positivo tiene un efecto diferente en
la energia de solvatacién de la molécula en comparacién a un ion negativo.

El modelo PB calcula como iguales los efectos de un ion positivo y un ion
negativo sobre la energia de solvatacion de una molécula. El modelo Solvation-
Layer Interface Condition*** o SLIC propone una condicién de borde no lineal

para el modelo Poisson-Boltzmann para resolver esta limitacion.

2.6.7 Modelo SLIC

El modelo SLIC toma como base un sistema como el presentado en la seccién

2.6.5 y plantea una condicién de borde no lineal parametrizada.

2.6.7.1 Condicion de Borde en la Interfaz Dieléctrica

La nueva condiciéon de borde nace del estudio de la energia de solvatacion de
modelos simples de iones, compuestos de una carga centrada en una superficie
esférica.

Estos modelos, conocidos como iones de Born, al ser solvatados en una solu-
cién no iénica, cumplen con la ecuacién integral de frontera PCM, por sus siglas
en inglés polarizable continuum model:

1 fe1+ ¢, ;| O 1 aGL
- [+K | — =-—Y kg 2.40
|:2 (81 — 82) + L} €1 €1 - on 4 ( )

Siendo € y &, las constantes dieléctricas de la regién interior y exterior, re-
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spectivamente; y o una carga superficial aparente en I'; es decir, una distribu-
cién de carga en la interfaz que tendria el mismo efecto en el solvente que las
cargas que encierra. En una esfera con una carga puntual centrada, esta dis-
tribucion de carga es constante.

En superficies lo suficientemente suaves, el operador Kj es igual a —%I. Ade-
mas, en un ion de Born el lado derecho de la ecuacion anterior se reduce a la
expresion del campo eléctrico justo al interior de la superficie. Para este caso en
especifico y sumando lo anterior, la ecuaciéon 2.40 se puede reescribir como:

o 0
(1) omy g, 211

€r2— €1/ €&

Se sabe también que la energia de solvataciéon de un ion de Born, se puede

calcular en funciéon de su carga aparente:
Esolv - g(0> (242)

Los creadores del método SLIC simularon iones de Born utilizando métodos
de dindmica molecular, que si pueden modelar la asimetria de carga, y calcu-
laron su energia de solvatacién para encontrar una carga superficial o4 tal que
se cumpla la expresion 2.42. Luego, analizaron el ratio entre esta carga super-
ficial 0,9 v el campo eléctrico generado por la carga puntual justo al interior
de la interfaz (%h) y notaron que el grafico de este ratio versus el campo eléc-
trico se asimilaba a una funciéon escalonada que dependia fuertemente del signo

de la carga. En la figura 2.7 se puede observar un esquema de la relacién entre
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0.8
-0.5

Figura 2.7: Esquema de la relacion entre el factor campo eléctrico-distribucidon de carga y campo eléctrico.

las variables.
Esto motivo a los autores a capturar el comportamiento del campo eléctrico

con la funcién:
h(E,(r)) = atanh(BE,(r) — v) + 1
(2.43)
i = atanh(—7y)

Donde E,(r) es el campo eléctrico justo al interior de la superficie I' y o, B y

v son parametros con significado fisico usados para ajustar la simulacién. Notar

que E,(r) es variable en el espacio.
Con la funcién anterior, se puede crear un simil no lineal de la ecuacién 2.41

para incorporar la funcién escalonada:

o O¢,
(1 +f(Ea(r))) — = —"Ir
& On (2.44)

F(Ba(r) = -~ h(Bu(r)
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Recordando la Ley de Gauss:

fran=t [[[ v 15

E imaginando una superficie cerrada con una distribucién de carga (o) en
un medio homogéneo (& constante en todo el espacio), se puede afirmar que la
relacién entre el campo eléctrico justo al interior de la superficie y el campo

eléctrico justo al exterior viene dada por:

a(l)in . a(l)ext 0

= — 2.46
on on 3 (2.46)
Sustituyendo la ecuacién 2.44 en 2.46, se obtiene:
d¢ I
(1+f(Ea(r)))— > = f(Ea(r)) 5+ (2.47)

on on

Esta es exactamente la condiciéon de borde que se impone en la interfaz dieléc-

trica del problema original (T',).

2.6.7.2 Condicion de Borde en la Capa de Exclusion Ionica

Retomando la Ley de Gauss (ecuacion 2.45) para el caso especifico de cargas

puntuales:

]{ EdA = Jou (2.48)
r €

Con Qa1 la suma de las cargas encerradas por la superficie T'.

Volviendo al problema original, se puede observar que, al imponer una condi-
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cién de borde no lineal en la interfaz dieléctrica, la Ley de Gauss deja de cumplirse
el exterior de esta. Para remediar esto, se crea una nueva condiciéon de borde en

la capa de exclusion i6nica (T'y):

Qrotal | 99 J9, D¢,
_ Zr2 “24A | 282 2.4
( sz)8n (rband>8n (2.49)

Volviendo al problema original y segtin lo anterior, el nuevo sistema es:

Vi, (r) = Y qd(r) en Q,
k

V2p,(r) =0 en Q,
V2@, (r) — x?@,4(r) = 0 en Q;
¢, = ¢, en I, (250)

¢, =@z en Iy

F(Ea() T2 = (1 4+ (Ba(1)) 2 en T,

total
()% () )
2

El modelo SLIC logra resultados méas precisos para célculos de energia de sol-

vatacion en comparacion con el modelo estandar de Poisson-Bolztmann y logra
representar de buena forma el fendmeno de la asimetria de carga en la mayoria

de los casos.
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Metodologia

Existen implementaciones del modelo SLIC en el sistema MatLab y en el len-
guaje de programaciéon Python, por medio de la libreria PyGBe. En un princi-
pio, el presente trabajo solamente tenia considerado dentro de sus objetivos una
nueva implementacion del modelo utilizando la libreria Bempp; sin embargo, a

raiz de una reunién con los autores del articulo en el que se present6 el método,
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en la que se expuso una inconsistencia en la version de MatLab de SLIC, surgié
la idea de implementar un cambio en el modelo, aprovechando el potencial de

la libreria Bempp. A continuacién, se introduce la mejora propuesta. Luego, se

presentan los problemas estudiados y, al término de este capitulo, las herramien-

tas computacionales utilizadas.

3.1 Mejora Propuesta al Método SLIC

En la seccién 2.6.7.2 se expone una condicién de borde en la capa de exclusién

idnica que normaliza el campo eléctrico al exterior de esta:

Grotat | 995 99y 1) 993
—— | === —=dA | — 3.1
(82)8n (rb(?n >8n (3:1)
Los factores que acompanan a la derivada de los potenciales a ambos lados de

la ecuacién son constantes. La mejora propuesta al método es cambiar el factor

—dwal hor una distribucién de carga o4, sobre I'y tal que:
€) !

G4 = —q:’;al (3.2)

Es decir, que, en promedio, los elementos de o4, sean igual al factor d;.

La distribucién se crea calculando el campo eléctrico producido por las cargas
puntuales en la superficie y luego escalando estos valores tal que se cumpla 3.2.
Esto quiere decir que, en la mejora propuesta, el campo eléctrico se escala local-

mente y el factor de escalamiento depende directamente del signo de las cargas
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puntuales y de la distancia del punto de la superficie a ellas.

Antes de realizar la implementacién del método SLIC y su mejora, es nece-
sario obtener la formulacion integral de los distintos problemas estudiados, to-
dos modelados por la ecuacion de Poisson-Boltzmann. Debido a que la formu-
lacion integral varia segin el niimero y la disposicion de las superficies, a contin-
uacién se introduce un caso general utilizando el método PB a modo de ejemplo

y luego se presentan las formulaciones PB y SLIC asociadas a cada problema.

3.2 Formulaciones Integrales

En los sistemas BEM, por cada superficie se generan dos ecuaciones. La prime-
ra, llamada ecuacién interior, se forma cuando la semiesfera descrita en 2.3
(Tsemi) es creada hacia la regién que encierra la superficie. La segunda, llamada
ecuacion exterior se genera cuando la semiesfera es creada hacia el exterior de

la superficie. Una metodologia para generar los sistemas de ecuaciones de distin-
tos problemas es clasificar las interacciones entre superficies es la propuesta por

Altman'.

3.2.1 Operadores Entre Superficies

Altman define cuatro tipo de operadores segtn la superficie que contiene los
puntos en donde se evaliia la ecuacion y la superficie en donde se evalian las
integrales de los operadores integrales. Estos operadores estan compuestos, a

su vez, por operadores integrales (seccion 2.3.1). La notacién a utilizar para los
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operadores integrales es la siguiente:

Operadorfn ™ [F; (perficiek] (3.3)
El tipo de operador puede ser de Laplace o de Yukawa, la superficie i es la su-
perficie en donde se evaltia la ecuacion para el potencial o su derivada, F es la
funcién a la que se le aplica el operador, j es el indice de la regién modelada por
la funcion F y la superficie k es la superficie en donde se encuentran los puntos
en donde se evalia la integral de los operadores integrales. Por ejemplo, el oper-

ador integral:

Ki'[9s,r.] (3.4)

Es un operador de doble capa de Laplace que evalta en I'y el potencial ¢, desde
la superficie I'p; 6 que “lleva” el potencial ¢, de I', a T'y.

A continuacién, se listan los tipos de operadores definidos por Altman:

e Operador Interior Propio: Los puntos en donde se evalta la ecuacién y
la integral de los operadores integrales residen en la misma superficie y
la semiesfera creada para tratar la singularidad se crea hacia dentro de
la superficie. Este tipo de operador es afiadido en la ecuacion interna de
la superficie. Si la region interna de la superficie esta modelada por una

ecuacion de Laplace o Poisson, su operador interior propio es:

q)jzri I T a
T + Kp ((Pj,ri) -G (%(Pj,ri (3.5)
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e Operador Exterior Propio: Similar al anterior, para el caso en donde la
semiesfera es creada hacia la region externa a la superficie. Este tipo de
operador se anade en la ecuacién externa de la superficie y, si esta esta

modelada por una ecuacion de Laplace o Poisson, el operador es:

% - Kll:i((Pj,ri> + %GE (%‘Pj,ri) (3.6)

e Operador Interior No Propio: La ecuacion se evaltia en una superficie situ-
ada al interior de la superficie en donde se encuentra los puntos en donde
se evalian las integrales de los operadores integrales. En este caso el op-

erador se suma a la ecuacion externa de la primera. Si la regién entre am-
bas superficies estd modelada por la ecuacién de Laplace o Poisson, el op-

erador es:

. [0
KD'(9,5) ~ GF (m0un,) (37)

e Operador Exterior No Propio: La ecuacién se evaliia en una superficie que
se encuentra afuera de la que contiene los puntos en donde se evaltian las
integrales de los operadores integrales. Se suma a la ecuacion exterior si
ambas superficies comparten una region externa y a la interior si no lo ha-
cen. Si la regién entre ambas superficies esta modelada por una ecuacion

de Laplace o Poisson, el operador es:

. Sin . a
—Ki'(9)r) + Gy (5%7“) (3.8)

L
ext
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J I Qs, €6, P6, K

Q3, €3, 03

Ie Qs, €5, Qs

Figura 3.1: Representacion del caso general.

3.2.2 (Caso General

Este sistema se compone de cinco superficies: las superficies I'y y I', represen-
tan dos interfaces dieléctricas y comparten una capa de exclusién iénica (I'.); la
superficie I'y es una interfaz dieléctrica con su propia capa de exclusion idnica
(Te). Un esquema de este sistema se puede ver en la figura 3.1.

A manera de ejemplo y siguiendo las indicaciones expuestas en la seccién

3.2.1, se pueden escribir las ecuaciones interna y externa para el potencial en
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la superficie I'.. La interna viene dada por:

Q3 r. . (0 . €1 (0
T + KII:C((P&FC) - G{L (%‘Parc) _KB((Pl,ra) + 8_3G£° (%(Pl,l"a>

(. AN J/

Vv vV
Operador Interior Propio Operador Exterior No Propiode 'y a I'¢
%) 0
r r
—Ki(9yr,) + =G | 59 =0
L L
27 l—‘b € 3 an 27 l—‘b

Operador Exterior No Propiode I'y a I'¢

(3.9)

Mientras que la ecuacion externa es:

Ps3,r. r €3, [ 0 r &s r, [ 9
2L K (g 1)+ =G (= —KY(@s 1)+ =Gl [ =9 =0
2 Y ( 3,1}) €6 Y on 3, T Y ( S,Fe) £6 Y on 5,Te
Operador Exterior Propio Operador Exterior No Propiode I'e a I'c
(3.10)

Haciendo el mismo procedimiento para todas las superficies y reescribiendo
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las ecuaciones de forma matricial, se obtiene el siguiente sistema:

_(%I—&-K{a) ~Gje 0 0 0 0 0 0 0 o
(%I—K{a) ugpe —K[® 26l Kl e 0 o . .
0 o (4+kr) -G 0 0 0 0 . .
Kpopel (-kP) 2ol K G o 0 0 0
—Ke ugfe —K[e Gl (%HKEC) —are 0 o . .
R . R
0 0 0 0 0 o (dr+xY) - 0 0
0 0 0 0 0 0 (%I_Kgd) %;‘GE“ Kl oy
0 0 0 0 0 0 _ng %G{e (%I i K{e) —G{e
L 0 0 0 0 —Kle %ZG& 0 0 (%I B ng) E—ZG&_
[ ?1r, ] Z%(:l W‘;*n\

%‘P],ra 0
P21, Z?:IWH

%‘Pz,rb 0

P31, _ 0

%%,rc 0
P41, ZL‘WQ—&I

%%,rd 0

Ps 1, 0
_%%,re_ i 0 |
(3.11)

Los sistemas de ecuaciones de los problemas presentados a continuacién son

submatrices del caso general.

37



3.3 Problema de los Dos Atomos

3.3.1 Motivacion

Uno de los autores del articulo en el que se presenté el método SLIC, PhD. Ali
Mehdizadeh, estudid, usando el sistema MatLab, la interaccion entre dos iones
que se alejan para tres casos distintos utilizando los métodos PB y SLIC: dos
iones positivos, dos iones negativos y dos iones con cargas opuestas; calculando,
a medida que se separan, su energia de solvatacion y energia libre de interac-
ciéon.” Los iones se posicionan inicialmente a una distancia de 3 angstrom ([A} )
distancia en la cual comparten su capa de exclusion iénica, y se alejan hasta es-
tar a 10 [A}, dejando de compartir su stern layer en el proceso. Los valores de
interés se calculan en pasos de 0.5 [A}

Para este problema, existen tres configuraciones de superficies posibles. En
la primera (1) , los iones comparten interfaz dieléctrica y capa de exclusién
iénica. En la segunda (2), los iones comparten solamente su stern layer. En la
ultima configuracién (3), cada ion tiene su propia interfaz dieléctrica y capa de
exclusion iénica. En la figura 3.2 se muestra un esquema de la separacion y de
las tres configuraciones posibles.

Las configuraciones de superficies utilizadas por PhD. Mehdizadeh en el es-
tudio se muestran en la tabla 3.1. Se puede notar que el autor no utilizé la

primera configuracion; omitiendo, involuntariamente, las configuraciones fisi-

*Los resultados de este estudio fueron compartidos de manera privada con el autor del
presente trabajo.
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CO-CO00

Figura 3.2: Esquema de la separacion de los dos atomos. De izquierda a derecha las configuraciones son:

interfaz dieléctrica y capa de exclusién idnica compartidas, capa de exclusién idénica compartida e interfaces

dieléctricas no compartidas, interfaces dieléctricas y capas de exclusion no compartidas.
camente correctas segun los parametros de simulacién utilizados para los casos
en los que los iones se encuentran a 3.0, 3.5 y 4.0 [A}

Los valores para la energia de solvatacion del sistema calculados por PhD.
Mehdizadeh se muestra en la tabla 3.2. En la tabla 3.3 se pueden ver los resul-
tados para la energia de solvatacion de cada atomo por si solo. Con los valores
anteriores, obtuvo la energia libre de interaccion del sistema, expuestos en la
tabla 3.4.

Se puede observar un salto en el valor de la energia libre de interaccién entre
las dos configuraciones posibles para el caso de los iones con cargas opuestas a
6.5 [A} de distancia. En teoria, esta transiciéon deberia ser suave'?, similar a los
resultados obtenidos con el modelo PB. Esta inconsistencia en el modelo SLIC

motivo la propuesta de mejora descrita en 3.1.

3.3.2  Alcance

El estudio de este problema contempla implementar, utilizando el lenguaje de
programacion Python y la libreria Bempp, todos los casos simulados por , in-

cluyendo los de cada atomo por si solo; y anadir nuevos casos que representen
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Distancia entre atomos

Interfaz dieléctrica Capa de exclusion idnica

3.0
3.5
4.0
4.5
2.0
9.5
6.0
6.5
6.5
7.0
7.5
8.0
8.5
9.0
9.5
10.0

No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida

Compartida
Compartida
Compartida
Compartida
Compartida
Compartida
Compartida
Compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida
No compartida

Tabla 3.1: Configuraciones de superficies usadas por el autor del estudio.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia [A] Configuracién = ++4/- - + - ++ + - - -

3.0 2 -262.84 -265.69 -187.92 -251.90 -321.12
3.5 2 -263.08 -265.52 -192.83 -251.29 -318.88
4.0 2 -263.25 -265.38 -196.10 -250.86 -317.36
4.5 2 -263.38 -265.27 -198.32 -250.55 -316.34
5.0 2 -263.48 -265.18 -200.11 -250.31 -315.48
9.5 2 -263.56 -265.10 -201.17 -250.14 -315.00
6.0 2 -263.62 -265.04 -201.92 -250.00 -314.68
6.5 2 -263.68 -264.98 -202.46 -249.90 -314.46
6.5 3 -263.68 -264.99 -203.14 -259.74 -313.98
7.0 3 -263.73 -264.94 -203.23 -259.71 -314.05
7.5 3 -263.78  -264.90 -203.29 -259.68 -314.09
8.0 3 -263.80 -264.86 -203.33 -259.65 -314.12
8.5 3 -263.84 -264.83 -203.37 -259.63 -314.15
9.0 3 -263.87 -264.80 -203.40 -259.61 -314.17
9.5 3 -263.90 -264.78 -203.43 -259.59 -314.19
10.0 3 -263.91 -264.76 -203.46 -259.57 -314.21

Tabla 3.2: Resultados para la energia de solvatacién en [kcal/mol] segun la distancia entre los atomos, la carga
de cada uno y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC
- - - .
-132,17 -132,17 -101,95 -157,35

Tabla 3.3: Resultados para la energia de solvatacidn de cada atomo en [kcal/mol] seglin su carga y el modelo
utilizado.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia [A] Configuraciéon  ++/--  + - ++ 4+ - --

3.0 2 149  -1.36 1599 7.40 -6.43
3.5 2 1.25  -1.18 11.08 &8.00 -4.19
4.0 2 1.08 -1.05 7.81 844 -2.67
4.5 2 095 -094 559 875 -1.65
5.0 2 085 -0.84 3.80 899 -0.79
9.5 2 077 -0.77 273 916 -0.31
6.0 2 0.71 -0.71 198 9.29 0.01
6.5 2 0.66 -065 145 940 0.23
6.5 3 065 -0.65 0.76 -0.44 0.71
7.0 3 0.60 -0.61 0.68 -0.41 0.64
7.5 3 0.55 -0.57 0.62 -0.38 0.60
8.0 3 0.53 -0.53 0.57 -0.35 0.57
8.5 3 0.50 -0.50 054 -0.33 0.54
9.0 3 046 -047 0.50 -0.31 0.52
9.5 3 044 -045 047 -0.29 0.50
10.0 3 042 -043 045 -0.27 048

Tabla 3.4: Resultados para la energia libre de interaccion en [kcal/mol] segun la distancia entre los &tomos, la
carga de cada uno y el modelo utilizado.
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Distancia entre atomos Interfaz dieléctrica Capa de exclusion idnica

3.0 Compartida Compartida
3.0 No compartida Compartida
3.5 Compartida Compartida
3.5 No compartida Compartida
4.0 Compartida Compartida
4.0 No compartida Compartida
4.5 No compartida Compartida
5.0 No compartida Compartida
5.5 No compartida Compartida
6.0 No compartida Compartida
6.5 No compartida Compartida
6.5 No compartida No compartida
7.0 No compartida No compartida
7.5 No compartida No compartida
8.0 No compartida No compartida
8.5 No compartida No compartida
9.0 No compartida No compartida
9.5 No compartida No compartida
10.0 No compartida No compartida

Tabla 3.5: Configuraciones de superficies a simular en el presente trabajo.

la configuracion fisicamente correcta para las distancias de 3, 3.5y 4 [A] En la
tabla 3.5 se muestran todas las configuraciones a simular. Se utiliza, ademas, la
libreria de métodos de elementos de frontera PyGBe para comprobar los resulta-
dos.

Para la implementacién, es necesario formular los sistemas de ecuaciones para
las tres configuraciones distintas en su forma de Poisson-Boltzmann y de SLIC;
la mejora propuesta a SLIC es solo una variacién del sistema SLIC original. Se
deben, ademas, generar las mallas para todos los casos y analizar como resul-

tados la energia de solvatacion del sistema, la energia libre de interacciéon y el
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I'v

Qz, &2, (2
Q3, €3, 03, K

Figura 3.3: Primera configuracién, interfaz dieléctrica y capa de exclusién idnica compartidas.

valor del potencial eléctrico y de su derivada en las superficies.

3.3.3 Pardmetros de Simulacion

Para todos los casos, y al igual que en las simulaciones hechas por , se considera
una superficie excluida al solvente y una esfera de 1.4 [A} para generar la malla,
se utiliza una capa de exclusion iénica de 2 [A] de grosor y SLIC se parametriza
cona =094, = —1872y v = —0.47. La Longitud de Debye del sistema se
asume nula, se usa una constante dieléctrica de 1 para las regiones encerradas

por una interfaz dieléctrica y una constante de 80 para el resto de las regiones.
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3.3.4  Configuraciones

3.3.4.1 Interfaz Dieléctrica y Stern Layer Compartidas

Esta es la configuracién de superficies fisicamente correcta para el caso en el que
los iones estan a 3, 3.5 y 4 [A}, y para el caso de un solo ion. En la figura 3.3
se muestra un esquema de esta. El sistema generado usando el modelo Poisson-

Boltzmann viene dado por:

a a k i
(A1+K*) -G 0 0 ¢, Dl T
(I-Ki) 261+ K ~Gi*| |&enr, _ 0

—Ki* 2G" (3I+K(") -G O, 0
r r
0 0 (I-Ky) 2Gy| |[&m@r) | O |

Para generar el sistema SLIC, se deben aplicar las nuevas condiciones de

borde propuestas por el modelo. De esta forma, el sistema 3.12 se transforma

en:
(1 I, I, 1 T ] [k ]
(EI + K ) -G 0 0 ?ir, >ic m
1 I T, f I, I, 0
(51 - K¢ ) Gt Ky -G, . P, _ 0
-Ki" Gy (GIHKY) G| | e, 0
I\ d F

0 0 (31— Ky) Gy’ _%(pz’ L 0 |
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Donde
e

.~ h(E)
h(Ex(r)) = atanh(BE,(r) — ) + 1 (3.14)

p = atanh(—7y)

0,
= —=dA
d> j{b on d (3.15)

Para el modelo SLIC original:

dy = — o (3.16)
€2

Mientras que en el modelo SLIC con la mejora propuesta:
d; = aq, (3.17)

Donde oy, se calcula como sigue:

Z?:l %
Od — _thtal ‘ Ty l| (318)

1
%) k i
Zi:l ‘rl—b —rj|

Donde q; son las cargas que se encuentran dentro de la superficie que repre-
senta la capa de exclusiéon iénica. Es importante notar que el término que se

encuentra en el denominador es un promedio.
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El campo eléctrico E,(r) (ecuacion 3.14) viene dado por:

qu (-5 + ()0 (319)

Donde o es una carga aparente en la superficie I',. Esta distribucién se ob-

tiene resolviendo la ecuacién:

0 1
G{‘c = G{ﬂ—(g;“ — <§I + K{*’) ®1 1o (3.20)

La energia de solvatacion del sistema se calcula como:

x 0
Egorw = qu ( L 0P, +GL(:O %(pl,l"a> (321)

Con x4 las ubicaciones de las cargas. Kf ;v Gf , son operadores potenciales
de Laplace de doble capa y capa simple, respectivamente. Estos se utilizan para
calcular el potencial eléctrico y su derivada en puntos del dominio. La energia
libre de interacciéon se calcula restando la energia de solvatacion de cada ion por

si solo a la energia de solvatacion del sistema:

Elibre = Esolv, sistema Eso]v,iones (322)

En la seccién A.3 se muestra un resumen del coédigo creado para simular esta
configuracion. El notebook Jupyter con el cédigo en su totalidad se puede en-

contrar en Github?!.

47



I

Qs, €3, 03

Qa, €4, @4, K

Figura 3.4: Segunda configuracién, interfaces dieléctricas separadas y capa de exclusién idénica compartida.

3.3.4.2 Interfaces Dieléctricas Separadas y Stern Layer Compartida

En esta configuracion, utilizada para simular los iones separados a distancias en

el rango de 3 a 6.5 [A] , los atomos comparten su stern layer. El sistema para
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el modelo de Poisson-Boltzmann viene dado por:

-(%I+K{ﬂ) —Gj* 0 0 0 0 |
(31—-K{*) 2G[* -K* 2G* K* -G
0 0 (AI+K") -G 0 0
KD EGM (oK) 26l KD G
Kl* nGls K[* 26 (1+K[) -G
0 0 0 0 (GI-Ky) 2Gy
?ir, Z?:lﬁ;—ri\
a%%,ra 0
P21, _ Z:(:I ﬁl_rd (3.23)
%‘Pz,rb 0
@3, r. 0
_%(PB,FC_ i 0 i

En este caso existen dos interfaces dieléctricas. por lo que hay dos funciones
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f(E,) en la formulacién con el método SLIC:

(1+Ki") -G 0 0

1 Ty r,_fry T, r, fr

(EI - KL ) G 1+rfra —Kp GL 1+fbrb
0o 0 (4+k) -af

_xlo Iy, _fr, Ir _ wlh Iy _fry
KL GL 1+fr, (2I KL ) GL 1+frb

0 0
K{® —Gj®
0 0
Ki* -G

f
KEGR KD Gl (kD) o
|0 0 0 0 (3T-Ky) §G¥
_ - o |
o | (S8 ai
a%(Pl,ra 0
k i
(P2’ Ly _ Zi:1 4a'r|rlc-lb7r,-\
%‘Pz, T, 0
@3 r, 0
_%(Ps,rc_ i 0
Con:
fr. = — h(Epp (1))
r,. — £y — £ n, [y
fr, = —2— — h(E, r,(r))
Fv = €3 — &) m,To
h(Ex(r)) = atanh(BEA(r) — v) + p
p = atanh(—vy)
Y

dzzf %dA
r. on
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Para el modelo SLIC original:

Jrotal
d

= — 3.27
. (3.27)
En el modelo SLIC con la mejora propuesta:

d; = gy, (3.28)

Donde oy, se calcula como:

k i
_ _qtotal Zizl |rr. — i
T T e S (3.29)
Ziil ‘rrc_ril

Donde q; son las cargas que se encuentran dentro de la superficie que repre-

senta la capa de exclusion idnica.

Los campos eléctricos E, r,(r) y En, r,(r) vienen dados por:

0G; *
qu( ) T (—K™)ar,
8Grb o
Il Fb qu + (_K b)GFb

or, y or, son cargas aparentes en I'y y I'y, respectivamente; y se calculan

COImao:

on 2

de¢ 1
Gitor, = GE’% - <§I + K{b) P2, v

0 1
Gi‘or, = Gia—q)l’ra - (_I+KEH) Pi,ra
(3.31)
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I'v Id

Qo, &2, P2 Qa, €4, Q4

Qs, &5, Ps, K

Figura 3.5: Tercera configuracion, interfaces dieléctricas y capas de exclusion idnica separadas.

La energia de solvatacion del sistema se calcula utilizando:

k
X X 8
Egonw = Zch (_KL?O ¢ r, + Gl %‘hn) +
=1 (3.32)

K
X X 8
; di <_KLC,IO ¢y, + GL?O %‘Pz, rb>

Con q; y xq las cargas encerradas por cada interfaz dieléctrica y sus respecti-

vas ubicaciones. La energia libre de interacciéon del sistema se calcula utilizando

la ecuacidén 3.22.

El cédigo creado para simular esta configuracién se encuentra en la seccion

A4y en Github?!.

3.3.5 Interfaces Dieléctricas y Stern Layers Separadas

En esta dltima configuracién, expuesta en la figura 3.5 y utilizada para los casos

en que los iones se encuentran en un rango de 6.5 a 10 [A}, cada atomo posee
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su propia interfaz dieléctrica y capa de exclusion iénica. El sistema a resolver en

su formulacién Poisson-Boltzmann esta dado por:
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Implementando las condiciones de borde del método SLIC:

(1K)
(31— Ki*)
_KEb
0

o o o O

r
_GLa

fra

Iy
1+fr, Gp

fr,
1+fr,

0

Iy
GL

o o o O

(3
(5

0
K*
1+K")

1-KD)

Iy
_KY

0
_G{a
_Gib

el
3 Oy

d =l
dy GY

o4

o o O

0 0
0 0
0 0
Kl Gh
0 0
Ki© -G
(I+K) -Gy
(1 -Ky') 26y
>t T
0
0
0
Y T
0
0
0
(3.34)



a : n, 1,

€3
fr, = — h(Eq, r.(r))
€4 — &3 (3.35)

h(En(r)) = atanh(BE, (r) — 1) +

p = atanh(—7y)
Y 0
d, = 7{ “P24A
. On
° 5 (3.36)
d; = f EAZRY
r, on
Para el modelo SLIC original:
d1 _ _qtotal7 Ty
&2 (3.37)
d3 _ _qtotal,Fd
€4
En el modelo SLIC con la mejora propuesta:
d1 = 0q,
(3.38)
d3 = Og,
Donde o4, y og4, se calculan como:
k di
Gu = total Zi:l ‘rrb—ri|
d = = =
£ k qi
? Zi:l Irr, =il
(3.39)
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Donde q; son las cargas que se encuentran dentro de las respectivas capas de

exclusion idnica.

Los campos eléctricos E, r,(r) y E, r.(r) vienen dados por:

0G;* ,
qu ( ) T (=K[™)or,

k
B _ OG; ¢ -
ar®) =) ai( —— = ) + (=K{)or,

i=1

(3.40)

or, vy or, son cargas aparentes en I', y I'¢, respectivamente; y se calculan

como: 5 |
Gi*or, = Gi* (gll;ra - (EI + KEa) Qi ra
D¢ ) (3.41)
: 9P 1, .
Gicor, = Gi“w - (EI +K{ > 0P
La energia de solvatacion del sistema se calcula utilizando:
0
Eolv = qu Lo(P1rd+GLoa ®r, |t
(3.42)

0
qu LO(p3 FC+GLOan(P3 Te

Con q; y Xq las cargas encerradas por cada interfaz dieléctrica y sus respec-

tivas ubicaciones. La energia libre de interaccién del sistema se puede calcular

utilizando la ecuacion 3.22.

El cédigo relacionado a esta configuracién se puede ver en la secciéon A.5 y en

Github?'.
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3.4 Energia de Solvatacion de Proteinas y Aminoacidos

3.4.1 Motivacion

El siguiente paso es comprobar el comportamiento de la mejora propuesta en ca-
sos reales. Para esto, es necesario estudiar la solvatacion de moléculas complejas

como proteinas o aminoacidos.

3.4.2 Alcance

Para el andlisis de este problema se deben implementar en el lenguaje de pro-
gramacion Python, y utilizando la libreria Bempp, simulaciones de una pro-
teina compleja y de los siete aminoacidos estudiados en el articulo en el que
se publicé el método SLIC. Estos tltimos se deben simular tanto en su estado
deprotonado como protonado. La simulacién de la proteina se utiliza, ademas,
para validar los modelos implementados en un caso real, comparando los resulta-
dos de su energia de solvataciéon en Bempp con los obtenidos usando la libreria
PyGBe.

Es necesario generar las mallas para todos los elementos a simular, formu-
lar los sistemas utilizando los modelos PB y SLIC y analizar como resultados
la energia de solvatacion de la molécula y el valor del potencial eléctrico y su
derivada en las superficies.

La proteina elegida a simular es 1BPI, una enzima pancreatica bovina. Los
siete aminoacidos mencionados anteriormente son: arginina, acido aspartico, cis-

teina, acido glutamico, histidina, lisina y tirosina.
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3.4.2.1 Nota sobre Protonacion

Debido a que existen protones libres en el agua (H"), es posible que estos se
unan a grupos funcionales de los aminoacidos, cambiando su composiciéon molec-
ular. Este fendémeno es llamado protonacion y una molécula bajo este efecto es
llamada protonada. Un aminoédcido deprotonado es aquel que no posee protones

extra'l.

3.4.3 Parametros de Simulacién

Para crear las mallas se consideran superficies excluidas al solvente, una esfera
imaginaria de 1.4 [A] y una capa de exclusiéon ionica de 2 [A] de grosor.

El modelo SLIC se parametriza con a = 0.5, = —60y vy = —0.5. Se
utilza un valor de 0.125 para la Longitud de Debye y constantes dieléctricas de
4 para las regiones encerradas por una interfaz dieléctrica y 80 para el resto de

las regiones.

3.4.4  Configuracion de Superficies y Sistemas

Cada aminoacido o proteina a simular esta compuesto por dos superficies: una
interna que representa la interfaz dieléctrica y una externa para modelar la capa
de exclusion idnica. La configuracion de superficies es similar a la del modelo
base expuesto en la seccion 2.6.5.

Los sistemas creados son idénticos a los de la primera configuracion del prob-

lema de los dos dtomos (seccion 3.3.4.1) y por concisiéon no se reescribiran aqui.
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La formulacién PB para este problema viene dada por 3.12, el sistema lineal
para la formulacion SLIC es 3.13.

En la seccién B y en Github?! se puede ver el cédigo creado para este prob-
lema.

En este caso, en el que existen superficies complejas, se puede hacer uso de

precondicionadores para resolver los sistemas lineales de una manera mas rap-

ida.

3.4.4.1 Nota Sobre Precondicionadores

Teniendo un sistema lineal de la forma

Ax=b (3.43)

Un precondicionador P es una matriz tal que el sistema:

P'Ax=P'b (3.44)

Se resuelva en menos iteraciones que el sistema 3.43. Un precondicionador P,
elegido de manera correcta, puede hacer que se encuentre la solucién a un sis-

tema de mas rapidamente.

59



3.5 Herramientas Computacionales

3.5.1 Python

Python es un lenguaje de programacion interpretado, caracterizado por su ver-
satilidad y su facil comprensién. Lo anterior, sumado a la cantidad de mdédulos
disponibles y hacen que sea uno de los lenguajes de programacion mas populares
en el mundo?,

Existen moédulos en Python creados especificamente para trabajos en matematica
y simulaciones computacionales. Para la implementacion de los problemas pre-
sentados en este trabajo se utilizan los médulos numpy, SciPy, Plotly y Bempp.
La libreria PyGBe se utiliza para comprobar resultados en el problema de los

dos atomos y en la simulacion de la proteina 1BPI.

3.5.1.1  Numpy

Numpy es un proyecto de codigo abierto que tiene como objetivo permitir el uso

de métodos computacionales en Python. Los arreglos y las funciones matemati-

cas de Numpy son un estandar en librerias y programas relacionadas a la matematica,
estos permiten un mejor manejo de matrices y vectores, menor uso computa-

cional y una mayor versatilidad que las alternativas nativas de Python?®.
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35.1.2 SciPy

La libreria SciPy es una coleccion de herramientas matematicas de cédigo abierto
orientadas a optimizacion, métodos numéricos, entre otros. Dentro de esta libr-
eria se encuentra una funciéon que implementa el método GMRES para la resolu-

cién de sistemas lineales y otras herramientas utilizadas en este trabajo??.

3.5.1.3 Plotly

Plotly es un médulo de Python de cédigo abierto orientado a la creacién de gra-
ficos en 2D y 3D interactivos. Es especialmente 1til para generar visualizaciones

de las mallas y los resultados obtenidos de las simulaciones!’.

3.5.2 NanoShaper

NanoShaper es un software utilizado para crear mallas moleculares. El pro-
grama crea, a partir de un archivo conteniendo informacion de la locacion de los
atomos y sus radios, una superficie cerrada que describe la forma de la molécula.
El software soporta las definiciones de superficie descritas en 2.6.3 y permite

variar, entre otras cosas, el tamafo de la esfera que se rueda sobre la superficie”.

3.5.3 MSMS

MSMS, al igual que NanoShaper, se utiliza para crear mallas moleculares. El
software permite crear la superficie excluida al solvente de una molécula a partir

de un archivo con informacién sobre los 4tomos que la componen '°.
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354 PyGBe

PyGBe es una libreria de Python creada para resolver problemas de electrostatica
molecular utilizando el modelo de Poisson-Boltzmann®. Luego de su creacion,

fue actualizado para incluir la formulacion SLIC. Esta libreria es utilizada para
verificar los resultados obtenidos con las implementaciones PB y SLIC en el

problema de los dos atomos y en la simulacion de la proteina 1BPI.

3.5.5 Bempp

Bempp es una plataforma para Python de codigo abierto creada para implemen-
tar y resolver problemas de elementos de frontera®. Se caracteriza por su facil-
idad de uso y su algebra de operadores intuitiva. Bempp atna la importacién
de las mallas, la definiciéon del potencial y su derivada, la creacién de los oper-
adores integrales, la resolucién del sistema y el grafico de los resultados; comple-

mentandose con los moédulos mencionados en 3.5.1.

3.5.5.1 Malla

El primer paso para resolver un sistema en Bempp es la importacion de la malla.
Bempp acepta tnicamente mallas en dos o tres dimensiones compuestas de
triangulos planos. Como las mallas creadas con NanoShaper o MSMS son com-
patibles con el moédulo, se importan directamente.

Bempp permite exportar mallas en distintos formatos, graficarlas utilizando

Plotly e imprimir informacién y datos relevantes de la malla, como el niimero de
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elementos o vértices.

3.5.5.2  Espacios Funcionales

El segundo paso es crear espacios funcionales donde se discretizaran las formu-
laciones del problema. Un espacio funcional se define como un conjunto de fun-
ciones entre dos conjuntos fijos; en este caso los espacios funcionales se utilizan
para representar valores continuos y funciones en un espacio discreto.

Bempp permite discretizar la superficie usando polinomios discontinuos entre
sus elementos de grado 1 o constantes; o polinomios continuos de grado 1 en-
tre sus elementos. En el presente informe se utilizan elementos discontinuos de

grado 0.

3.5.5.3  Funciones de Malla

Las funciones de malla son utilizadas para mapear directamente una funcién
analitica continua a un espacio funcional. Estas funciones se utilizan, por ejem-
plo, para mapear el lado derecho de la ecuaciéon 3.12 a un espacio funcional

definido en la superficie discretizada.

3.5.5.4 Operadores Integrales

Los operadores integrales son definidos directamente en Bempp segtin su tipo.
A pesar de existir mas opciones, en el presente informe solo se utilizan los op-
eradores de capa simple, de doble capa y de doble capa adjunto. Para definir

un operador, es necesario definir los espacios funcionales correspondientes al
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dominio, recorrido y espacio dual. La definiciéon de estos permite operaciones

aritméticas entre operadores y su consistencia.

3.5.5.5  Solver

Bempp permite la resolucion directa o iterativa sobre los sistemas lineales uti-
lizando métodos implementados en SciPy. Los datos necesarios para resolver el
problema son: el lado izquierdo que multiplica las incégnitas y el lado derecho

del sistema; permitiendo también el uso de precondicionadores.
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Resultados y Discusion

41 Dos Atomos

En la tabla 4.1 se pueden observar los valores de energia de solvatacién obtenidos
en Bempp para cada configuracién y caso del problema de los dos atomos, uti-
lizando los modelos PB, SLIC y SLIC con la mejora propuesta. En la tabla 4.2

se encuentran los valores de la energia de solvatacién de cada dtomo por si solo.
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Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
Distancia [A] Configuracién ++/--  + - ++ + - -- ++ + - --

3.0 1 -364.01 -146.38 -301.34 -146.66 -427.48 -301.26 -146.63 -427.40
3.0 2 -258.57 -261.36 -189.63 -258.27 -318.50 -189.55 -258.25 -318.43
3.5 1 -350.51 -163.11 -291.87 -163.43 -409.82 -291.82 -163.40 -409.77
3.5 2 -258.81 -261.19 -195.20 -258.65 -315.39 -195.14 -258.62 -315.34
4.0 1 -340.22 -176.22 -283.72 -176.51 -396.96 -283.66 -176.47 -396.90
4.0 2 -258.97 -261.05 -199.06 -258.94 -313.19 -198.99 -258.90 -313.13
4.5 2 -259.10 -260.94 -201.51 -259.13 -311.80 -201.43 -259.09 -311.74
5.0 2 -259.19 -260.85 -203.17 -259.27 -310.87 -203.11 -259.22 -310.82
5.5 2 -259.27 -260.78 -204.39 -259.38 -310.18 -204.34 -259.33 -310.14
6.0 2 -259.33  -260.72 -205.19 -259.46 -309.76 -205.15 -259.40 -309.72
6.5 2 -259.39 -260.67 -205.72 -259.51 -309.50 -205.69 -259.45 -309.48
6.5 3 -259.43 -260.67 -206.47 -258.97 -308.96 -206.47 -258.97 -308.96
7.0 3 -259.43 -260.62 -206.52 -258.93 -309.01 -206.52 -258.93 -309.00
7.5 3 -259.47  -260.58 -206.58 -258.90 -309.05 -206.58 -258.90 -309.05
8.0 3 -259.51 -260.55 -206.63 -258.87 -309.09 -206.63 -258.87 -309.09
8.5 3 -259.54 -260.52 -206.68 -258.85 -309.12 -206.68 -258.85 -309.12
9.0 3 -259.57 -260.49 -206.71 -258.83 -309.15 -206.71 -258.83 -309.15
9.5 3 -259.59 -260.47 -206.74 -258.80 -309.17 -206.74 -258.80 -309.17
10.0 3 -259.61 -260.44 -206.77 -258.79 -309.19 -206.77 -258.79 -309.19

Tabla 4.1: Resultados de energia de solvatacion en [kcal/mol] obtenidos con la libreria Bempp segun la distancia
entre los atomos, la configuracion elegida, la carga de cada atomo y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
+ - + - + -
-130.01 -130.01 -103.62 -154.77 -103.62 -154.77

Tabla 4.2: Resultados de la libreria Bempp para la energia de solvatacion de cada 4tomo en [kcal/mol] seguin su
carga y el modelo utilizado.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia [A] Configuracion  ++/--  + - ++ - -

3.0 1 -364.29 -146.65 -299.22 -432.70
3.0 2 -258.88 -261.67 -187.40 -324.70
3.5 1 -350.78 -163.38 -289.83 -414.84
3.5 2 -259.12  -261.50 -193.04 -321.10
4.0 1 -340.51 -176.51 -281.66 -401.99
4.0 2 -259.28 -261.36 -196.95 -318.60
4.5 2 -259.41 -261.25 -199.45 -317.04
5.0 2 -259.50 -261.17 -201.14 -315.99
9.5 2 -259.58 -261.09 -202.39 -315.22
6.0 2 -259.64 -261.03 -203.21 -314.75
6.5 2 -259.70  -260.98 -203.74 -314.46

Tabla 4.3: Resultados de la energia de solvatacion en [kcal/mol] obtenidos con la libreria PyGBe segun la
distancia entre los atomos, la configuracion elegida, la carga de cada 4tomo y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC
- - - -
-130,17 -130,17 -102,65 -157,22

Tabla 4.4: Resultados de la libreria PyGBe para la energia de solvatacion de cada 4tomo en [kcal/mol] seguiin su
carga y el modelo utilizado.

Asimismo, en la tabla 4.3 se exponen los valores de energia de solvatacién
obtenidos utilizando la libreria PyGBe y los métodos PB y SLIC. Debido a la
forma en la que fue creada la libreria, no es posible simular en ella los casos en
los que los atomos tienen cargas opuestas ni las configuraciones en las que los
atomos no comparten interfaces dieléctricas ni capas de exclusion idénicas. En
la tabla 4.4 se pueden observar los valores de la energia de solvatacién de un
atomo por si solo.

Utilizando los resultados obtenidos en Bempp de las energias de solvatacion
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Modelo PB

Modelo SLIC

Modelo SLIC Prop.

Distancia [A] Configuracion ++/--  + - ++ + - - - ++ + - - -
3.0 1 -103.98 113.65 -94.09 111.73 -117.94 -94.01 111.76 -117.87
3.0 2 1.46 -1.33 1761 0.12 -8.96 1770 0.14 -8.90
3.5 1 -90.48  96.92 -84.63 94.96 -100.29 -84.57 9499 -100.23
3.5 2 1.22 -1.16  12.04 -026  -5.85 1211 -0.23  -5.80
4.0 1 -80.19 8381 -76.48 81.88 -87.43 -76.41 81.92 -87.36
4.0 2 1.06 -1.02 819 -0.55 -3.66 826 -0.51  -3.60
4.5 2 0.93 -0.91 5.74  -0.74 -2.26 5.81 -0.70 -2.20
5.0 2 0.84 -0.82 408 -08 -1.33 414 -083 -1.29
5.5 2 0.76 -0.7%5 285  -0.99  -0.65 290 -094 -061
6.0 2 0.70 -0.69 205 -1.07 -023 210 -1.01  -0.19
6.5 2 0.64 -0.64 153  -1.12 0.03 1.56  -1.06 0.05
6.5 3 0.60 -0.64 078  -0.58 0.57 0.78  -0.58 0.57
7.0 3 0.59 -0.59  0.73  -0.54 0.53 0.73  -0.54 0.53
7.5 3 0.55 -0.55  0.66  -0.51 0.48 0.66 -0.51 0.48
8.0 3 0.52 -0.52 0.61  -0.48 0.44 0.61 -0.48 0.44
8.5 3 0.49 -049  0.57  -0.46 0.41 0.57  -0.46 0.41
9.0 3 0.46 -046 054 -0.44 0.39 0.54 -0.44 0.39
9.5 3 0.44 -0.44 0.51 -0.41 0.36 0.51 -0.41 0.36
10.0 3 0.42 -041 048  -0.40 0.34 0.48  -0.40 0.34

Tabla 4.5: Resultados de la energia libre de interaccion en [kcal/mol] obtenidos con la libreria Bempp segun la
distancia entre los atomos, la configuracion elegida, la carga de cada 4tomo y el modelo utilizado.

se puede calcular la energia libre de interaccién para cada configuracion y caso.

En la tabla 4.5 se exponen estos valores.

Realizando el mismo proceso con los resultados de energia de solvatacion

obtenidos con la libreria PyGBe se obtienen los valores de la energia libre de

interaccién expuestos en la tabla 4.6.

4.1.1 Diferencias entre Bempp y PyGBe

Llama la atencion que, utilizando las mismas mallas y parametros para simular

este problema en las librerias PyGBe y Bempp, hay una diferencia consistente

entre las energias de solvatacion calculadas con el modelo SLIC de alrededor de
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia [A] Configuracion ++/--  + - ++ - -

3.0 1 -103.95 113.69 -93.92 -118.27
3.0 2 1.46 -1.33 1790 -10.27
3.5 1 -90.44  96.96 -84.54 -100.41
3.5 2 1.22 -1.16  12.26  -6.66
4.0 1 -80.17  83.83 -76.37 -87.56
4.0 2 1.06 -1.02  8.34 -4.17
4.5 2 0.93 -0.91 5.85 -2.60
5.0 2 0.84 -0.83  4.16 -1.56
5.5 2 0.76 -0.75  2.90 -0.79
6.0 2 0.70 -0.69  2.09 -0.31
6.5 2 0.64 -0.64 1.55 -0.03

Tabla 4.6: Resultados de la energia libre de interaccion obtenidos en [kcal/mol] con la libreria PyGBe segtn la
distancia entre los atomos, la configuracion elegida, la carga de cada 4tomo y el modelo utilizado.
2 a 5 [kcal/mol]. En el modelo PB existe una diferencia no tan pronunciada de
alrededor de 0.3 [kcal/mol].

Para llegar a la raiz de esta diferencia y validar la implementacion en Bempp,
se estudia un caso del problema: dos atomos con carga positiva a 3.0 [A} de
distancia, compartiendo interfaz dieléctrica y capa de exclusion idnica. Este
estudio se realiza con el codigo del método SLIC, debido a que las diferencias
presentes utilizando este modelo son mayores en comparaciéon con el modelo PB,
pero esperando que los hallazgos puedan explicar también las diferencias exis-
tentes utilizando este tltimo.

Las diferencias entre ambas librerias apuntan hacia las matrices que represen-
tan la discretizacion de los operadores integrales en cada una. Extrayéndolas,

calculando el ratio elemento a elemento y graficando los resultados, se pueden
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% 200 - 400 00 500 1000

Figura 4.1: Ratio elemento a elemento entre la discretizacién del operador de doble capa de PyGBe y de
Bempp.

ver discrepancias: para los operadores de doble capa adjunto (figura 4.3) y doble
capa (figura 4.1), esta es de orden similar a la diferencia entre los valores de la
energia de solvatacién de ambas librerias. En el caso del operador de capa sim-
ple (figura 4.2) la diferencia no es tan pronunciada. Para realizar los graficos se
retiraron los valores Nan* y los valores atipicos de las matrices, menores que el
primer percentil y mayores que el percentil 99. Se debe notar, ademas, que las
filas de las matrices se encuentran dispuestas de abajo hacia arriba en los grafi-
Cos.

Estas diferencias se pueden atribuir a la manera en que se discretizan los

operadores en ambas librerias. Para el caso de PyGBe se utiliza el método de

*Del inglés Not a Number, representan en programacién valores imposibles de calcular, por
ejemplo, divisiones por cero.
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Figura 4.2: Ratio elemento a elemento entre la discretizacion del operador de capa simple de PyGBe y de
Bempp.

Figura 4.3: Ratio elemento a elemento entre la discretizacién del operador de doble capa adjunto de PyGBe y
de Bempp.
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colocacion, mientras que en la libreria Bempp se utiliza el método de Galerkin.
En la seccién 2.4 se puede encontrar mas informacion sobre métodos de dis-
cretizacion.

Para comprobar el efecto que tiene esta diferencia sobre el resultado final, se
realiza una simulacion del caso estudiado en Bempp, pero reemplazando la ma-
triz original del operador doble capa adjunto por la equivalente de PyGBe. El
resultado para la energia de solvatacién calculado fue de -299.54 [kcal/mol] ver-
sus las -301.34 [kcal/mol| del modelo con la matriz original Bempp y las -299,22
[kcal /mol] obtenidas en PyGBe.

Considerando que la diferencia existente entre ambas librerias se genera por
este motivo, habiendo descartado errores en el codigo y considerando que los
parametros utilizados para todas las simulaciones son similares, los modelos PB

y SLIC implementados en la libreria Bempp se dan por validados.

4.1.2 Sobre los Resultados Originales y la Inconsistencia en el

Modelo SLIC

Se recuerda que los resultados para la energia de solvatacion de cada par de ato-
mos obtenidos por PhD. Ali Mehdizadeh se encuentran en la tabla 3.2. En la
tabla 3.3 se pueden ver los resultados de energia de solvatacién de cada ion y en
la tabla 3.4 se exponen los resultados de la energia libre de interacciéon de cada
configuracion y caso del problema.

Comparando y graficando los resultados de PhD. Mehdizadeh obtenidos uti-

lizando el modelo PB con los calculados usando el mismo modelo en PyGBe

72



—— PhD. Mehdizadeh ++/- -

fZSEK —— PhD. Mehdizadeh + -

—— PyGBe ++/--
~260 —— PyGBe + -
Bempp ++/- -

-261
/”/” Bempp + -

-262

-263

-264

Energia de Solvatacion [kcal/mol]

-265

-266
3

Distancia [A]

Figura 4.4: Comparacion entre los resultados del la energia de solvatacion obtenidos usando el modelo PB en
PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.
y Bempp (figura 4.4), se puede ver que todos siguen la misma tendencia, con
una diferencia constante entre los valores. Esta diferencia puede deberse a que
las mallas utilizadas por PhD. Mehdizadeh y por el autor de este trabajo no
son idénticas, por los métodos de discretizacion utilizados o por parametros
matematicos de las simulaciones que se escapan del alcance de este trabajo.

Los resultados de la energia libre de interacciéon siguen una tendencia similar
(figura 4.5) pero no se presenta una mayor diferencia entre los valores simula-
dos por PhD. Mehdizadeh y por el autor de este trabajo. La no existencia de
la diferencia puede deberse a que la energia libre de interacciéon no es un valor
absoluto, sino una resta entre energias de solvatacion; y demuestra una consis-
tencia en el modelo PB.

Analizando los resultados de energia de solvatacion obtenidos con el método
SLIC, se puede comentar que los casos en donde los atomos tienen cargas iguales

(++ y + —) simulados en Bempp y PyGBe siguen una tendencia similar entre
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1.5, —— PhD. Mehdizadeh ++/+ -
—— PhD. Mehdizadeh + -
T —— PyGBe ++/+ -
—— PyGBe +-

S— _ Bempp ++/+ -
Bempp + -

Energia Libre de Interaccion [kcal/mol]

Distancia [A]

Figura 4.5: Comparacion entre los resultados del la energia libre de interaccion obtenidos usando el modelo PB
en PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

ellos y con los resultados obtenidos por PhD. Mehdizadeh, existiendo un salto
semejante en el valor calculado por PhD. Mehdizadeh y en la libreria Bempp
al pasar de la configuracién 2 a la configuracién 3 con una distancia de 6.5 [A}
(se recuerda que la configuracién 3 no se puede simular en la libreria PyGBe).
En la figura 4.6 se muestra un grafico de los resultados de la energia de solvat-
acion. La diferencia en los valores entre PyGBe, Bempp y los calculados por
PhD. Mehdizadeh es constante y su existencia se puede explicar por las mismas
causas de las diferencias advertidas en los resultados obtenidos con el modelo
PB. PyGBe logra resultados mas cercanos a los de PhD. Mehdizadeh que Be-
mpp.

Para los casos en que los atomos tienen carga opuesta, en Bempp se observa
un pequetio salto en el valor de la energia de solvatacion. Este salto es més pro-
nunciado en los valores calculados por PhD. Mehdizadeh y es la razén por la

que se habla de una inconsistencia en el modelo SLIC. Al parecer esta inconsis-
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-180
—— PhD. Mehdizadeh ++
-200 —— PhD. Mehdizadeh +-
—— PhD. Mehdizadeh - -
-220 —— PyGBe ++
PyGBe + -
=240 Bempp ++
Bempp + -
Bempp - -

-260

Energia de Solvatacion [kcal/mol]

Distancia [A]

Figura 4.6: Comparacion entre los resultados del la energia de solvatacion obtenidos usando el modelo SLIC en
PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

tencia es menor en Bempp y el hecho de que sea mayor en la implementacién de

PhD. Mehdizadeh puede deberse a errores numéricos.

La tendencia cambia para el cdlculo de la energia libre de interaccién (figura
4.7). Para el caso de atomos con cargas similares se aprecia, a distancias pe-
quenas, una diferencia entre los valores calculados en PyGBe, Bempp y los resul-
tados de PhD. Mehdizadeh y, a medida que los atomos se alejan, la diferencia
entre todos los resultados disminuye. Para el caso de los &tomos con cargas op-
uestas, el salto se puede apreciar de mejor manera y se puede explicar por los

mismos motivos expuestos en el parrafo anterior.

4.1.3 Comentarios sobre la Configuracion 1

Los resultados de la energia de solvatacion para la nueva configuracion prop-
uesta, la fisicamente correcta para los sistemas de atomos a 3.0, 3.5y 4.0 [A],

son mayores a los de la configuracion 2 para todos los casos, independiente del
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—— PhD. Mehdizadeh ++
—— PhD. Mehdizadeh +-
—— PhD. Mehdizadeh - -
—— PyGBe ++

PyGBe + -

Bempp ++

Bempp - -

Energia Libre de Interaccion [kcal/mol]

Distancia [A]

Figura 4.7: Comparacion entre los resultados del la energia libre de interaccion obtenidos usando el modelo
SLIC en PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.
modelo utilizado y la libreria. Este aumento se debe a la geometria utilizada y
es el efecto que la nueva zona de la malla tiene sobre la energia de solvatacion.
Debido a la magnitud de estos valores y al hecho que el estudio original del
problema de los dos atomos no consideraba esta configuracion, el comportamiento

de la mejora propuesta se analizard solo para las configuraciones 2 y 3.

4.1.4 Comportamiento de la Mejora Propuesta

4.1.4.1 Energia de Solvatacion y Energia Libre de Interaccion

Comparando el comportamiento del modelo SLIC implementado en Bempp con
el modelo SLIC con la mejora propuesta, se puede observar que los resultados
para la energia de solvatacién son casi idénticos. En la figura 4.8 se puede apre-
ciar que los graficos para cada caso se superponen.

Para la energia libre de interaccion se repite la tendencia descrita en el par-
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|
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Bempp + -
Bempp - -
Bempp Prop. ++
Bempp Prop. + -
-240 Bempp Prop. - -

!
N
N}
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Energia de Solvatacion [kcal/mol]

Distancia [A]

Figura 4.8: Comparacion entre los resultados del la energia de solvatacion obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta.

rafo anterior. El salto observado en el modelo SLIC con la mejora propuesta

es ligeramente menor, sin embargo, no se puede afirmar que esta diferencia es

debida a la existencia o no de la mejora; el efecto matematico que tiene la intro-

duccion de la distribucién o4, puede haber generado esta diferencia. En la figura

4.9 se puede observar un grafico de lo descrito y, nuevamente, se aprecia que las

series se superponen.

4.1.4.2 Potencial y su Derivada en las Superficies

Los valores del potencial eléctrico y su derivada en las superficies se pueden ex-
traer de Bempp y ser graficados para su visualizacion y estudio. En esta seccion,
se analizaran tres casos representativos del problema: un atomo por si solo, dos
atomos separados a 5.0 [A} y dos atomos separados a 8.0 [A]

En la figura 4.10 se puede ver una comparacion entre los resultados obtenidos

con el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta para el potencial
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Bempp ++
Bempp + -
Bempp - -
Bempp Prop. ++
Bempp Prop. + -
Bempp Prop. - -

Energia Libre de Interaccion [kcal/mol]
w

Distancia [A]

Figura 4.9: Comparacion entre los resultados del la energia libre de interaccion obtenidos usando el modelo
SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

y su derivada en la interfaz dieléctrica de un atomo para los dos casos posibles
(carga negativa y carga positiva), es importante notar que el gréafico estd com-
puesto de cuatro subgraficos que comparan, caso a caso, las variables de interés.
Todos los valores, practicamente, se superponen. El grafico de estos valores en
la capa de exlcusion idnica se puede observar en el grafico 4.11. Nuevamente, los
valores son similares y las lineas se superponen.

Por un lado, con la mejora propuesta no se ve un cambio significativo en este
caso especifico; por el otro, esto significa que representa de la misma forma que
SLIC original una configuraciéon candnica de electrostatica molecular: una esfera
con una carga centrada.

Para el caso de dos atomos a 5 [A], la figura 4.12 muestra los valores del po-
tencial y su derivada en la interfaz dieléctrica para las tres combinaciones posi-
bles de carga. En esta configuracién existen dos interfaces dieléctricas y el gra-

fico muestra los valores concatenados de ambas superficies. Las series graficadas
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~—SLICPot.q=1
0.01345 00111~ SLICProp.Pot.q =1
SLICPot.q=-1
0.01105 SLIC Prop. Pot. q = -1
SLIC Deriv. Pot.q=1
0.0134 oomn SLIC Prop. Deriv. Pot. q = 1
SLIC Deriv. Pot.q =-1
9 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = -1
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-0.02
0.02
-0.04
0
0 200 400 600 0 200 400 600

Figura 4.10: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica de un ion
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

3064 ~———SLICPot.q=1
-305.54 SLIC Prop. Pot.q =1
SLIC Pot. g =-1
~— SLIC Prop. Pot. q = -1
305.54 SLIC Deriv. Pot. q =1
A 3064 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = 1

SLIC Deriv. Pot.q =-1

-0.0025 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = -1
-0.0022
-0.00255
-0.00225
-0.0026

Figura 4.11: Comparacién entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de un ion obtenidos
usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.
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-0.048

0.015 .
0049 SLIC Pot. q = [1, 1]

-0.05 SLIC Prop. Pot. g =[1, 1]
-0.051 SLICPot. q =[1,-1]
0.015 0.05 SLIC Prop. Pot. q = [1,-1]
0.014 SLICPot. q = [-1, -1]
0.013 0 SLIC Prop. Pot. q = [-1, 1]
0.012 SLIC Deriv. Pot. q = [1, 1]
8811 005 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, 1]
0.0125) 0.054 SLIC Deriv. Pot. q = [1, -1]
0.012 0.052 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, -1]
0.0115 0.05 SLIC Deriv. Pot. q = [-1,-1]
0.011 0.048 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [-1, -1]

0.014

Figura 4.12: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en las interfaces dieléctricas de dos
atomosa 5 [M obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.
se superpone, lo que quiere decir que no hay un cambio significativo entre los
modelos.

Graficando los valores de interés evaluados en la stern layer (figura 4.13) se
puede ver que no hay diferencia para la derivada del potencial calculada en am-
bos modelos. Para los valores del potencial en la superficie si se aprecia un cam-
bio: para los casos en que los atomos tienen cargas similares, el modelo SLIC
propuesto tiende a calcular magnitudes mayores o menores que el modelo SLIC
dependiendo de la regién de la superficie. La mayor diferencia se da en el caso
en que los atomos tienen cargas opuestas: el potencial, que en el modelo SLIC
base es cercano a cero en toda la superficie, ahora tiene una forma coherente
fisicamente, proporcional a las cargas que componen el sistema. El cambio se
puede apreciar de mejor manera en la figura 4.14.

El caso de dos atomos separados a 8 [A} presenta resultados similares para

los valores calculados con el modelo SLIC base y el modelo SLIC propuesto. En
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600p" -0.003
5000 ¢ ' 00035 SLICPot. q=[1,1]
‘ , ‘ ’ -0.004 SLIC Prop. Pot. q = [1, 1]
400u -0.0045 SLIC Pot. q = [1,-1]
20p ~0.0025 SLIC Prop. Pot. g = [1,-1]
o -0.003 SLIC Pot. q = [-1, -1]
0 -0.0035 SLIC Prop. Pot. g = [-1,-1]
~10p ~0.004 SLIC Deriv. Pot. q = [1, 1]
- SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, 1]
-400p - g ] ~0.0025 SLIC Deriv. Pot. q = [1,-1]
-500 ‘ b b 0003 SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, -1]
—600p1 || 1 -0.0035 SLIC Deriv. Pct‘. q=[1,-11
SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [-1, -1]
-0.004

Figura 4.13: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de dos atomos a 5
[A] obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

20p
600p
15p
400p 10p
200p 31 su
hY 1]
0 Q
z z A —5p
P
-200p 2 -10p
a2
—400p s 7 x ~15
N s
(a) Modelo SLIC sin la mejora propuesta. (b) Modelo SLIC con la mejora propuesta.

Figura 4.14: Graficos del potencial en la stern layer para dos &tomos de cargas opuestas separados a 5 [A}
obtenidos seglin el modelo indicado.
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-0.02
0005 SLICPot.q=[1,1]
-0.04 SLIC Prop. Pot. q =[1, 1]
0 SLICPot.q=[1,-1]
005 SLIC Prop. Pot. q = [1,-1]
SLIC Pot. q = [-1,-1]
0.005 SLIC Prop. Pot. q = [-1, -1]
SLIC Deriv. Pot. q = [1, 1]
SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, 1]
0.01 SLIC Deriv. Pot. q = [1, -1]
SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [1, -1]
0.02 SLIC Deriv. Pot. q = [-1,-1]
SLIC Prop. Deriv. Pot. q = [-1, -1]

Figura 4.15: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica de dos
atomos a 8 [M obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.
la figura 4.15 se pueden observar los graficos para el potencial y su derivada en
las interfaces dieléctricas, los valores en las dos interfaces fueron concatenados
para una mejor visualizacién. En la figura 4.16 se muestran los graficos para los

valores de interés en las dos capas de exclusion idnica, también concatenados.

4.2  Proteinas y Aminoacidos

421 Proteina 1BPI

En la tabla 4.7 se muestran los resultados de la energia de solvataciéon de la pro-
teina 1BPI. La diferencia entre las librerias PyGBe y Bempp sigue presente y
ahora es menor para los valores calculados con el modelo SLIC y mayor para los
valores calculados con el modelo PB, pero consistente entre ambos modelos. La
discrepancia se puede explicar por los mismos motivos que la encontrada en el

problema de los dos atomos. El hecho de que sea menor en el método SLIC y
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SLIC Pot. q =[1, 1]
-0.04 SLIC Prop. Pot. g =[1, 1]
0 SLIC Pot. q =[1,-1]
0.05 SLIC Prop. Pot. q = [1, -1]
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Figura 4.16: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de dos atomos a 8
[A] obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

PyGBe PB  PyGBe SLIC Bempp PB  Bempp SLIC Bempp SLIC Prop.
-322.487744  -296.197973  -321.591081  -295.666638 -294.807223

Tabla 4.7: Resultados de la energia de solvatacion en [kcal/mol] para la proteina 1BPI segtin el modelo y la
libreria utilizada
consistente entre ambos métodos puede significar que la naturaleza artificial y
simplificada del problema de los dos atomos hace que la diferencia se vea acen-
tuada. Comparando los resultados entre el modelo SLIC base y el modelo prop-
uesto, se puede notar que existe una diferencia menor al 1% entre ambos.
Analizando los calculos del potencial y su derivada en la superficie de la pro-
teina y la capa de exclusion ionica, se puede ver que solo se obtienen resultados
distintos para los valores de la derivada del potencial en la stern layer. En la
figura 4.17 se grafica lo anterior, mientras que en la figura 4.18 se observa un
grafico en tres dimensiones de la derivada del potencial en la capa de exclusion

iénica. Su forma es similar entre los dos modelos pero se puede ver que en el
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Figura 4.17: Comparacion entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica y stern layer
de la proteina 1BPI, obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

modelo SLIC propuesto, este tiene peaks mayores.

4.2.2  Aminoacidos

En la tabla 4.8 se muestran los resultados calculados de la energia de solvat-
acion de los distintos aminodcidos segin su estado. Comparando los valores con
la carga total de cada aminoacido 4.9 se puede ver que en los casos que la carga
encerrada por el aminoéacido es cercana a cero, las energias de solvatacion calcu-
ladas con el modelo SLIC base y SLIC con la mejora propuesta difieren en una
menor magnitud que en los casos en que la carga encerrada es distinta de cero.
En el apéndice C se pueden observar los graficos del potencial y su derivada
en la interfaz dieléctrica y capa de exclusion idnica para cada aminoacido y es-
tado. En todos los casos, el potencial y su derivada en la interfaz y la derivada
del potencial en la stern layer son similares para los métodos SLIC base y SLIC

propuesto. Los casos en que la carga total del aminoacido es distinta de cero, el
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(a) Modelo SLIC sin la mejora propuesta. (b) Modelo SLIC con la mejora propuesta.

Figura 4.18: Graficos del potencial en la stern layer para la proteina 1BPI obtenidos segtn el modelo indicado.

Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
Aminoécido Deprotonado Protonado Deprotonado Protonado Deprotonado Protonado
Arginina -8.871 -24.537 -8.151 -19.453 -8.146 -19.348
Acido Aspértico -19.398 -3.804 -22.632 -4.074 -22.548 -4.072
Cisteina -20.871 -4.320 -24.029 -4.139 -23.949 -4.135
Acido Glutdmico -19.695 -3.756 -23.101 -4.090 -22.99 -4.089
Histidina -7.685 -21.721 -7.568 -17.995 -7.561 -17.915
Lisina -4.986 -23.274 -4.887 -19.526 -4.884 -19.381
Tirosina -24.558 -6.067 -28.728 -5.511 -28.539 -5.507

Tabla 4.8: Energias de solvatacién en [kcal/mol] calculadas para cada aminoacido en sus estados protonado y

deprotonado segun el modelo utilizado.

Carga
Aminoacido Protonado Deprotonado
Arginina ~1 ~0
Acido Aspértico ~0 ~-1
Cisteina ~0 ~-1
Acido Glutdmico ~0 ~-1
Histidina ~1 ~0
Lisina ~1 ~0
Tirosina ~0 -1

Tabla 4.9: Carga total de cada aminoacido en sus estados protonado y deprotonado.
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potencial en la stern layer se comporta de la misma forma que en el problema
de la proteina 1BPI: forma similar, pero con valores maximos mas altos para
el modelo SLIC propuesto. En los casos en que la carga total del aminoacido
es cero, los valores de la derivada del potencial en la capa de exclusién idnica
son cercanos a cero para el modelo SLIC base, mientras que en el modelo SLIC
propuesto, estos son coherentes en magnitud con el resto de las variables de in-
terés.

Al igual que el caso de los dos atomos, el modelo SLIC propuesto recupera
la forma del potencial en la capa de exclusion idénica, mientras que el valor cal-

culado de la energia de solvatacion no varia demasiado en comparacion con el

modelo SLIC base.
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Conclusiones

En el presente trabajo fue implementado, utilizando el lenguaje de programacion
Python y la libreria Bempp, el modelo SLIC para solvatacion. Este modelo lo-
gra representar de buena manera la asimetria de carga. Los resultados obtenidos
con el modelo se comparan con una implementacién ya existente en la libreria

PyGBe y presentan diferencias justificadas por el tipo de discretizacion utilizado
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en cada una.

Junto con lo anterior, se propone una mejora al modelo implementada en la
misma plataforma, esperando solucionar una inconsistencia en la implementacion
original de SLIC en el célculo de la energia de solvatacién para un problema de
dos atomos alejandose.

La inconsistencia también se presenta en la implementacién SLIC en Python
y Bempp, con una magnitud menor y el modelo propuesto no logra solucionarla;
sin embargo, si logra recuperar y representar de buena manera el potencial eléc-
trico en la superficie de la capa de exclusion idnica.

Estudiando el comportamiento del modelo propuesto en casos reales de pro-
telnas y aminoacidos, se puede afirmar que los resultados para la energia de sol-
vatacion tienen una variaciéon menor al 1% en todos los casos en comparacién
al modelo SLIC base y que, de las variables estudiadas: potencial eléctrico y su
derivada; solo el potencial en la stern layer varia con respecto al modelo base.
La diferencia en la energia de solvatacién se hace menor para los casos analiza-
dos en los que la carga total de la molécula es cercana a cero y, sin embargo, en
estos casos el potencial en la capa de exclusion idnica tiene valores fisicamente
correctos solo en el modelo propuesto, en el modelo base es cercano a cero en
toda la superficie.

Serfa interesante comprobar el comportamiento y la convergencia del modelo
propuesto con simulaciones mas cercanas a la realidad, por ejemplo, de dinamica
molecular; y utilizar el potencial de la libreria Bempp para afinarlo, expandirlo

o prototipar nuevas ideas.
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