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Desarrollo e Implementación de una Condición de Borde
No Lineal en la Ecuación de Poisson-Boltzmann Para

Modelar la Asimetría de Cargas en Solvatación, Utilizando
el Método de Elementos de Frontera

Abstract

In molecular electrostatics, the boundary elements method (BEM) has certain
advantages over other numerical methods. One of the wide-used BEM models is
the Poisson Boltzmann model (PB), which uses a continuous approach to repre-
sent the solvent in a solute-solvent interaction.

One of the issues with the PB model is that it doesn’t account for charge-
hydration assymetry: the fact that a water molecule can approach a negative
charged molecule or ion more closely than it can to positive ones. The SLIC
model includes a non linear boundary condition in the PB model to address this
effect; but has an issue computing solvation energies for a specific problem: two
atoms moving away from each other.

In this work, an improvement is proposed for the SLIC model and imple-
mented using Python and the Bempp library. This proposed model is used to
study the two atoms problem and the solvation of real molecules. Although the
issue in the two atoms problem is carried over to the proposed model, it is effec-
tive in computing the electric potential in one of the surfaces that composes the
problem for the case where the net charge inside it is zero, whereas the SLIC
model isn’t. Computing the solvation energy for real molecules, the proposed
model accomplishes values close to the SLIC model to around 1% and, just like
in the two atoms problem, it calculates proper values for the electric potencial
in one of the surfaces when the net charge inside it is zero.

Resumen

En electrostática molecular, el método de elementos de frontera posee ciertas
ventajas sobre otros métodos de simulación. Uno de los modelos implementados
utilizando el método mencionado es el de Poisson-Boltzmann (PB), que repre-
senta de manera continua el ambiente en el que se solvata una molécula.

Una de las limitaciones del modelo PB es que no toma en consideración la
asimetría de carga: el hecho de que las moléculas de agua pueden acercarse más
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a moléculas con carga negativa. Un modelo propuesto llamado SLIC, resuelve
este problema incluyendo una condición de borde no lineal en el modelo PB;
pero presenta inconsistencias en el cálculo de la energía de solvatación de dos
átomos alejándose.

En el presente trabajo se propone una mejora al método SLIC, utilizando
el lenguaje de programación Python y la librería Bempp; y se estudia su efec-
tividad en el problema mencionado anteriormente y en casos reales. El modelo
propuesto no logra solucionar la inconsistencia en el problema de los dos átomos
pero sí logra una representación físicamente correcta del potencial eléctrico en
una de las superficies que componen el sistema para los casos en que la carga
neta encerrada por ella es cero; el modelo SLIC base considera nulo el valor del
potencial en toda esta superficie. En los casos de moléculas reales, el modelo
propuesto calcula valores cercanos al 1% para la energía de solvatación en com-
paración al modelo SLIC base y, al igual que para el problema de los dos áto-
mos, recupera la forma del potencial eléctrico en una de las superficies cuando
la carga neta encerrada por ella es nula.

iv



Índice

1 Introducción 2

2 Marco Teórico 5
2.1 Método de Elementos de Frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 5
2.2 Funciones de Green . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Derivación Ecuación Laplace . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.3.1 Operadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 12
2.4 Discretización . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
2.5 Electrostática Molecular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.5.1 Solvatación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.6 Ecuación de Poisson-Boltzmann en Electrostática Molecular . . . . . 17

2.6.1 Solvente en el Modelo PB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.6.2 Soluto en el Modelo PB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.6.3 Definición de la Superficie . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
2.6.4 Soluto en un Solvente Utilizando el Modelo PB . . . . . . . . 20
2.6.5 Capa de Exclusión Iónica . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22
2.6.6 Asimetría de Carga . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.6.7 Modelo SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 25

3 Metodología 30
3.1 Mejora Propuesta al Método SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
3.2 Formulaciones Integrales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32

3.2.1 Operadores Entre Superficies . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
3.2.2 Caso General . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.3 Problema de los Dos Átomos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.1 Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
3.3.2 Alcance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39
3.3.3 Parámetros de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44
3.3.4 Configuraciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

v



3.3.5 Interfaces Dieléctricas y Stern Layers Separadas . . . . . . . . 52
3.4 Energía de Solvatación de Proteínas y Aminoácidos . . . . . . . . . . 57

3.4.1 Motivación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.4.2 Alcance . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
3.4.3 Parámetros de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 58
3.4.4 Configuración de Superficies y Sistemas . . . . . . . . . . . . . 58

3.5 Herramientas Computacionales . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.5.1 Python . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 60
3.5.2 NanoShaper . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.5.3 MSMS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
3.5.4 PyGBe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62
3.5.5 Bempp . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62

4 Resultados y Discusión 65
4.1 Dos Átomos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 65

4.1.1 Diferencias entre Bempp y PyGBe . . . . . . . . . . . . . . . . . 68
4.1.2 Sobre los Resultados Originales y la Inconsistencia en

el Modelo SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
4.1.3 Comentarios sobre la Configuración 1 . . . . . . . . . . . . . . . 75
4.1.4 Comportamiento de la Mejora Propuesta . . . . . . . . . . . . 76

4.2 Proteínas y Aminoácidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2.1 Proteína 1BPI . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 82
4.2.2 Aminoácidos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

5 Conclusiones 87

Apéndice A Código para el Estudio del Problema de los Dos Átomos 89
A.1 Creación de Mallas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 89
A.2 Parámetros de Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
A.3 Configuración 1: Interfaz Dieléctrica y Stern Layer Compartidas . . 91

A.3.1 Formulación PB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
A.3.2 Formulación SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97
A.3.3 Formulación SLIC con la Mejora Propuesta . . . . . . . . . . . 100

A.4 Configuración 2: Interfaces Dieléctricas Separadas y Stern Layer
Compartida . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103
A.4.1 Formulación PB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108
A.4.2 Formulación SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 111
A.4.3 Formulación SLIC con la Mejora Propuesta . . . . . . . . . . . 116

A.5 Configuración 3: Interfaces Dieléctricas y Stern Layers Separadas . 120

vi



A.5.1 Formulación PB . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 125
A.5.2 Formulación SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 129
A.5.3 Formulación SLIC con la Mejora Propuesta . . . . . . . . . . . 135

Apéndice B Código para el Estudio de la Energía de Solvatación de Pro-
teínas y Aminoácidos 142
B.1 Creación de Mallas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 142
B.2 Simulación . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143

B.2.1 Parámetros SLIC . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 143
B.2.2 Definición de Constantes . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
B.2.3 Información sobre las cargas . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 144
B.2.4 Precondicionadores . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 145
B.2.5 Solución del Sistema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 152

Apéndice C Gráficos de las Variables de Interés para el Problema de los
Aminoácidos 154

Referencias 165

vii



Lista de Figuras

2.1 Semiesfera creada para tratar la singularidad. . . . . . . . . . . . . . . 9
2.2 Las dos nuevas superficies creadas para tratar la singularidad. . . . . 10
2.3 Definiciones de superficies. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20
2.4 Representación del problema de un soluto en un solvente. . . . . . . 21
2.5 Distribución de moléculas alrededor de una superficie cargada. . . . 23
2.6 Representación del problema de un soluto en un solvente, incluyendo

una capa de exclusión iónica. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
2.7 Esquema de la relación entre el factor campo eléctrico-distribución

de carga y campo eléctrico. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27

3.1 Representación del caso general. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35
3.2 Esquema de la separación de los dos átomos. De izquierda a derecha

las configuraciones son: interfaz dieléctrica y capa de exclusión
iónica compartidas, capa de exclusión iónica compartida e in-
terfaces dieléctricas no compartidas, interfaces dieléctricas y ca-
pas de exclusión no compartidas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 39

3.3 Primera configuración, interfaz dieléctrica y capa de exclusión
iónica compartidas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.4 Segunda configuración, interfaces dieléctricas separadas y capa
de exclusión iónica compartida. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48

3.5 Tercera configuración, interfaces dieléctricas y capas de exclusión
iónica separadas. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 52

4.1 Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador
de doble capa de PyGBe y de Bempp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70

4.2 Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador
de capa simple de PyGBe y de Bempp. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 71

4.3 Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador
de doble capa adjunto de PyGBe y de Bempp. . . . . . . . . . . . . . . 71

viii



4.4 Comparación entre los resultados del la energía de solvatación
obtenidos usando el modelo PB en PyGBe y Bempp con los cal-
culados por PhD. Mehdizadeh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 73

4.5 Comparación entre los resultados del la energía libre de inter-
acción obtenidos usando el modelo PB en PyGBe y Bempp con
los calculados por PhD. Mehdizadeh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 74

4.6 Comparación entre los resultados del la energía de solvatación
obtenidos usando el modelo SLIC en PyGBe y Bempp con los
calculados por PhD. Mehdizadeh. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75

4.7 Comparación entre los resultados del la energía libre de inter-
acción obtenidos usando el modelo SLIC en PyGBe y Bempp
con los calculados por PhD. Mehdizadeh. . . . . . . . . . . . . . . . . . 76

4.8 Comparación entre los resultados del la energía de solvatación
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora
propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77

4.9 Comparación entre los resultados del la energía libre de inter-
acción obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con
la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78

4.10 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica de un ion obtenidos usando el modelo SLIC
y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.11 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la stern layer de un ion obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 79

4.12 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
las interfaces dieléctricas de dos átomos a 5

[
Å
]

obtenidos us-
ando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . 80

4.13 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la stern layer de dos átomos a 5

[
Å
]

obtenidos usando el mod-
elo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . 81

4.14 Gráficos del potencial en la stern layer para dos átomos de car-
gas opuestas separados a 5

[
Å
]

obtenidos según el modelo in-
dicado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

4.15 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica de dos átomos a 8

[
Å
]

obtenidos usando
el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . 82

ix



4.16 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la stern layer de dos átomos a 8

[
Å
]

obtenidos usando el mod-
elo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . 83

4.17 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer de la proteína 1BPI, obtenidos
usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora prop-
uesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84

4.18 Gráficos del potencial en la stern layer para la proteína 1BPI
obtenidos según el modelo indicado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

C.1 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido arginina en
su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 155

C.2 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido arginina en
su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156

C.3 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido ácido aspár-
tico en su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC
y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . 156

C.4 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido ácido aspár-
tico en su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC
y el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . 157

C.5 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido cisteína en
su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 157

C.6 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido cisteína en
su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

C.7 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido ácido glutámico
en su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 158

x



C.8 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido ácido glutámico
en su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y
el modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

C.9 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido histidina en
su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 159

C.10 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido histidina en
su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

C.11 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido lisina en su
estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 160

C.12 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido lisina en su
estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

C.13 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido tirosina en
su estado protonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el mod-
elo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 161

C.14 Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en
la interfaz dieléctrica y stern layer del aminoácido tirosina en
su estado deprotonado, obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 162

xi



Lista de Tablas

3.1 Configuraciones de superficies usadas por el autor del estudio. . . . . 40
3.2 Resultados para la energía de solvatación en [kcal/mol] según

la distancia entre los átomos, la carga de cada uno y el modelo
utilizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.3 Resultados para la energía de solvatación de cada átomo en [kcal/mol]
según su carga y el modelo utilizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

3.4 Resultados para la energía libre de interacción en [kcal/mol] según
la distancia entre los átomos, la carga de cada uno y el modelo
utilizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.5 Configuraciones de superficies a simular en el presente trabajo. . . . 43

4.1 Resultados de energía de solvatación en [kcal/mol] obtenidos con
la librería Bempp según la distancia entre los átomos, la config-
uración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado. . . . . 66

4.2 Resultados de la librería Bempp para la energía de solvatación
de cada átomo en [kcal/mol] según su carga y el modelo utilizado. . 66

4.3 Resultados de la energía de solvatación en [kcal/mol] obtenidos
con la librería PyGBe según la distancia entre los átomos, la con-
figuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado. . . 67

4.4 Resultados de la librería PyGBe para la energía de solvatación
de cada átomo en [kcal/mol] según su carga y el modelo utilizado. . 67

4.5 Resultados de la energía libre de interacción en [kcal/mol] obtenidos
con la librería Bempp según la distancia entre los átomos, la con-
figuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado. . . 68

4.6 Resultados de la energía libre de interacción obtenidos en [kcal/mol]
con la librería PyGBe según la distancia entre los átomos, la con-
figuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado. . . 69

4.7 Resultados de la energía de solvatación en [kcal/mol] para la pro-
teína 1BPI según el modelo y la librería utilizada . . . . . . . . . . . . 83

xii



4.8 Energías de solvatación en [kcal/mol] calculadas para cada aminoá-
cido en sus estados protonado y deprotonado según el modelo
utilizado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

4.9 Carga total de cada aminoácido en sus estados protonado y de-
protonado. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85

1



1
Introducción

Dentro del estudio de interacciones moleculares existen variadas técnicas que

van desde simulaciones extensas y computacionalmente pesadas, como las de

dinámica molecular, en donde se revisan interacciones átomo a átomo en todo el

sistema; hasta simulaciones implícitas, que cambian precisión en los resultados

por uso computacional.
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Las simulaciones de tipo implícito se caracterizan por representar la región

que rodea la molécula de manera continua y estas son, generalmente, llevadas

a cabo utilizando métodos conocidos en el área de la ingeniería mecánica como

lo son el método de diferencias finitas o el método de elementos finitos. No ob-

stante, existe otro método que se ha logrado posicionar como alternativa a los

dos mencionados anteriormente: el método de elementos de frontera. Este tiene

ciertas ventajas que resaltan y que lo vuelven interesante para su uso en simula-

ciones de electrostática molecular.

Uno de los modelos aplicables utilizando el método de elementos de frontera

es el de Poisson-Boltzmann, ampliamente usado en electrostática molecular.

Este describe una molecúla en un solvente utilizando la ecuación de Poisson en

la región al interior de la molécula y la ecuación acoplada de Poisson-Boltzmann

en la región exterior y permite obtener, entre otras cosas, la energía de solvat-

ación de la molécula. Esta magnitud describe el cambio de energía entre una

partícula en el vacío y la misma partícula en un medio acuoso y su cálculo per-

mite, por ejemplo, caracterizar un fármaco25 o describir la interacción entre un

biosensor y un espécimen4. Dentro de las herramientas que existen para realizar

este tipo de simulaciones, el lenguaje de programación Python y sus variadas

librerías y módulos otorga mayor rapidez y flexibilidad que alternativas en soft-

ware y permite, a la vez, implementaciones directas y sencillas gracias a su nivel

de abstracción.

Una limitación del modelo de Poisson-Boltzmann es que no considera la in-

fluencia de los signos de las cargas de la molécula en el cálculo de la energía de
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solvatación: Debido a la forma de las moléculas de agua, dos átomos con car-

gas de igual magnitud y signos opuestos poseen efectos distintos en la energía

de solvatación real de una molécula. El modelo estandar de Poisson-Boltzmann

considera estos efectos como iguales. Un modelo llamado SLIC, por sus siglas

en inglés Solvation-Layer Interface Condition, propone una mejora al modelo

de Poisson-Boltzmann que sí considera el efecto de los signos de las cargas en la

simulación de una molécula.

El modelo SLIC es exitoso en modelar esta asimetría de carga en solvatación

pero presenta inconsistencias en un caso de dos átomos alejándose. El objetivo

general de esta memoria es desarrollar e implementar el modelo SLIC utilizando

el lenguaje de programación Python, y proponer una mejora para intentar re-

solver la inconsistencia mencionada anteriormente.

Los objetivos específicos de esta memoria de titulación son:

1. Estudiar e implementar el modelo SLIC en Python 3 utilizando la librería

Bempp.

2. Desarrollar e implementar una mejora al modelo SLIC para intentar re-

solver la inconsistencia en el caso de la unión de dos iones.

3. Probar la mejora en casos realistas.
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2
Marco Teórico

2.1 Método de Elementos de Frontera

El método de elementos de frontera o BEM por sus siglas en inglés (Boundary

Elements Method) es usado para resolver numéricamente ecuaciones diferenciales

parciales en su formulación integral de frontera.

A diferencia de métodos computacionales cómo el de diferencias finitas (FDM)
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o el de elementos finitos (FEM), en el método de elementos de frontera no se

discretiza el dominio a simular, si no que la frontera de este y, a partir de ella,

se obtienen resultados en el resto del dominio. Esto significa que los problemas

a resolver con BEM poseen una dimensión menos en comparación; por ejem-

plo, en problemas en tres dimensiones, se discretiza una superficie de dos dimen-

siones. Esto significa que la malla generada y la matriz del sistema son más pe-

queñas que sistemas equivalentes en FEM o FDM. Otra ventaja de este método

es que se pueden obtener resultados en cualquier lugar del dominio a partir de

la superficie discretizada, haciéndolo especialmente útil en problemas descritos

en un dominio infinito.

Si bien BEM puede ser computacionalmente menos intensivo que otros méto-

dos por tener una dimensión menos en comparación, las matrices del sistema

lineal generado en este método no son ralas. Otra desventaja del método BEM

es que para poder llevar una ecuación diferencial parcial a su formulación inte-

gral es necesario que exista una función de Green para ella.

2.2 Funciones de Green

Una función de Green es una función matemática utilizada para resolver ecua-

ciones diferenciales ordinarias o ecuaciones diferenciales parciales no homogéneas

con condiciones de borde especificadas.

Una función de Green se define como:

L|G(rrr, rrr′)| = δ(rrr, rrr′) (2.1)
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Donde L es un operador diferencial lineal, δ es la función Delta de Dirac y rrr y

rrr′ son puntos en el espacio.

Para la ecuación de Laplace en tres dimensiones:

∇2φ(rrr) = 0 (2.2)

La función de Green asociada, también llamada operador de Laplace, es:

GL(rrr, rrr′) =
1

4π|rrr − rrr′| (2.3)

Notar que:

∇2GL(rrr, rrr′) = −δ(rrr) (2.4)

Para la ecuación de Helmholtz modificada en tres dimensiones:

∇2φ(rrr) = κ2φ(rrr) (2.5)

Donde κ es un número real positivo, la función de Green asociada u operador

de Yukawa es:

GY(rrr, rrr′) =
e−κ|rrr−rrr′|

4π|rrr − rrr′| (2.6)

2.3 Derivación Ecuación Laplace

Utilizando la función de Green descrita en la ecuación 2.3, se puede llevar un

problema de Laplace a su formulación integral de frontera. El problema, en su
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forma de derivadas parciales, es:

∇2φ(rrr) = 0 en Ω

φ = φ0 ó ∂φ
∂n =

∂φ0
∂n en Γ

(2.7)

Donde Ω es el dominio y Γ es la frontera que lo encierra.

Multiplicando por el operador de Laplace (ecuación 2.3) e integrando:

∫∫∫
Ω
∇2φ(rrr′Ω)GL(rrrΩ, rrr′Ω)dΩ = 0 (2.8)

Donde rrrΩ es un punto en el dominio. Modificando el integrando de la ecua-

()ción 2.8 se llega a:

∫∫∫
Ω
[∇ · (∇φ(rrr′Ω)GL(rrrΩ, rrr′Ω))−∇φ(rrr′Ω)∇GL(rrrΩ, rrr′Ω)] dΩ = 0 (2.9)

Modificando el segundo término de la ecuación anterior:

∫∫∫
Ω
[∇ · (∇φ(rrr′Ω)GL(rrrΩ, rrr′Ω))−∇ · (φ(rrr′Ω)∇GL(rrrΩ, rrr′Ω)) +

φ(rrr′Ω)∇2GL(rrrΩ, rrr′Ω)
]

dΩ = 0
(2.10)

Recordando el Teorema de la Divergencia:

∮
Γ

F · dΓ =

∫∫∫
Ω
∇ · FdΩ (2.11)

Aplicándolo a los dos primeros términos de la ecuación 2.10 y utilizando la
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Figura 2.1: Semiesfera creada para tratar la singularidad.

expresión 2.4 para simplificar el tercero:

∮
Γ
∇φ(rrr′Γ)GL(rrrΩ, rrr′Γ) · nnndΓ −

∮
Γ

φ(rrr′Γ)∇GL(rrrΩ, rrr′Γ) · nnndΓ − φ(rrrΩ) = 0 (2.12)

donde nnn es un vector normal a Γ que apunta hacia fuera del dominio Ω y rrrΓ

es un punto en la frontera. Esta ecuación puede reescribirse como:

∮
Γ

∂

∂nnnφ(rrr′Γ)GL(rrrΩ, rrr′Γ)dΓ −
∮

Γ
φ(rrr′Γ)

∂

∂nnnGL(rrrΩ, rrr′Γ)dΓ − φ(rrrΩ) = 0 (2.13)

Se puede notar que existe una singularidad en los primeros dos términos de la

ecuación anterior cuando rrrΓ = rrrΩ, en estos casos el denominador en la Función

de Green y en su derivada tiende a cero. Para resolverla, se puede crear una

semiesfera de radio ε en el punto de la singularidad (figura 2.1) y hacer que ε
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Figura 2.2: Las dos nuevas superficies creadas para tratar la singularidad.

tienda a cero. De esta forma, la superficie original Γ se divide en dos (figura

2.2): la superficie encerrada por la semiesfera (Γsemi) y la superficie original

menos la nueva superficie encerrada por la semiesfera (Γ′). Cuando ε tiende a

cero, la integral sobre esta nueva superficie es igual a la integral sobre la superfi-

cie original.

La integral del primer término de la ecuación 2.13 sobre la superficie Γsemi es:

∮
Γsemi

∂

∂nnnφ(rrr′)GL(rrr, rrr′)dΓ =
1

4π

∮
∂

∂nnnφ(rrr′) 1
|rrr − rrr′|dΓ

=
1

4πε

∮
Γsemi

∂

∂nnnφ(rrr′)dΓ
(2.14)
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Cuando ε → 0:

limε→0
1

4πε

∮
Γsemi

∂

∂nnnφ(rrr′)dΓ = limε→0
1

4πε
∂

∂nnnφ(rrr)
∮

Γsemi

dΓ

= limε→0
1

4πε
∂

∂nnnφ(rrr)2πε2

= 0

(2.15)

Repitiendo el procedimiento para la integral del segundo término de la ecuación

2.13 sobre la superficie Γsemi:∮
Γsemi

φ(rrr′) ∂

∂nnnGL(rrr, rrr′)dΓ = − 1
4π

∮
Γsemi

φ(rrr′)(rrr − rrr′) · nnn
|rrr − rrr′|3 dΓ

= − 1
4π

∮
Γsemi

φ(rrr′) ε
ε3 dΓ

(2.16)

Cuando ε → 0:

limε→0 −
1

4π

∮
Γsemi

φ(rrr′) ε
ε3 dΓ =

φ(rrr)
4π limε→0

1
ε2

∮
Γsemi

dΓ

=
φ(rrr)
4π limε→0

1
ε2 2πε2

= −φ(rrr)
2

(2.17)

Utilizando los resultados de las ecuaciones 2.15 y 2.17, la ecuación 2.13 se

convierte en:

φ(rrrΓ)

2 +

∮
Γ

φ(rrr′Γ)
∂

∂nnnGL(rrrΓ, rrr′Γ)dΓ =

∮
Γ

GL(rrrΓ, rrr′Γ)
∂

∂nnnφ(rrr′Γ)dΓ (2.18)
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2.3.1 Operadores

Las integrales en la ecuación 2.18 se llaman operadores integrales y son recur-

rentes en ecuaciones formuladas de manera integral.

Un operador de capa simple se define como:

G[φ(rrr)] =
∮

Γ
G(rrr, rrr′)φ(rrr′)dΓ (2.19)

Donde φ(rrr) es una función definida en el dominio y G(rrr, rrr′) es la función de

Green asociada a la ecuación integral.

Un operador de doble capa se define como:

K[φ(rrr)] =
∮

Γ

∂G(rrr, rrr′)
∂nnn φ(rrr′)dΓ (2.20)

Un operador de doble capa adjunto se define como:

K′[φ(rrr)] =
∮

Γ

∂G(rrr, rrr′)
∂nnnrrr′

φ(rrr′)dΓ (2.21)

Se puede notar que el término del lado derecho de la ecuación 2.18 es un op-

erador de capa simple y que el segundo término del lado derecho de la misma es

un operador de doble capa; por conveniencia, la ecuación se puede reescribir de

la forma: [1
2I + K

]
φ(rrr)− G ∂

∂nnnφ(rrr) = 0 (2.22)

Siendo I el operador identidad, esto es, un operador que retorna el mismo
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valor o función al que le fue aplicado.

2.4 Discretización

Para poder resolver numéricamente una ecuación integral de frontera es nece-

sario discretizarla. A continuación, se muestra un ejemplo de discretización de

la ecuación 2.18. El primer paso es dividir la superficie Γ en un conjunto de N

elementos tal que:

Γ =
N⋃

j=1
Γj (2.23)

Donde cada elemento está compuesto por puntos o nodos.

De esta forma, y omitiendo los argumentos de las funciones por claridad, la

ecuación 2.18 se convierte en:

φ
2 +

N∑
j=1

∫∫
Γj

φ ∂

∂nnnGLdΓj =
N∑

j=1

∫∫
Γj

GL
∂

∂nnnφdΓj (2.24)

A nivel de elemento, la discretización de las funciones φ y ∂
∂nnn φ están dadas,

respectivamente, por:
φj =

∑
α

ψαφjα

∂

∂nnnφj =
∑

α
ψα

∂

∂nnnφjα

(2.25)

Donde φj y ∂
∂nnn φj son los valores de las funciones en cada elemento j, φjα y

∂
∂nnn φjα son los valores de las funciones en el nodo α de cada elemento j y ψ son

las funciones base, estas asocian los valores de las funciones φ y ∂
∂nnn φ en los no-
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dos a los valores de estas sobre el elemento. Las incógnitas del sistema lineal

que se forma al discretizar una ecuación integral de frontera son los valores en

los nodos de alguna de las funciones.

Con lo anterior la ecuación 2.24 se convierte en:

φ
2 +

N∑
j=1

∑
α

φjα

∫∫
Γj

ψα
∂

∂nnnGLdΓj =
N∑

j=1

∑
α

∂

∂nnnφjα

∫∫
Γj

ψαGLdΓj (2.26)

Para un nodo i:

φi
2 +

N∑
j=1

∑
α

φjα

∫∫
Γj

ψα
∂

∂nnnGL,idΓj =
N∑

j=1

∑
α

∂

∂nnnφjα

∫∫
Γj

ψαGL,idΓj (2.27)

Las integrales en la ecuación interior se calculan generalmente de manera

numérica.

Suponiendo que se conoce φ en todos los nodos del sistema y que, por ende,

los valores de ∂
∂nnn φ en los nodos son las incógnitas en la ecuación; el sistema se

puede reescribir en forma matricial:

Ax = f (2.28)

Con x el vector de las incógnitas ∂
∂nnn φ en cada nodo.

Una forma de resolver el sistema es hacer que 2.28 se cumpla en todos los

nodos, este método es llamado colocación.

El método de Galerkin, otra forma de resolución, consiste en econtrar la solu-
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ción de un nuevo sistema de la forma:

⟨ψ,Ax ⟩ = ⟨ψ, f ⟩ (2.29)

Donde ⟨., .⟩ es el producto interno:

⟨ f(y), g(y) ⟩ =
∫∫

Γ
f(y) g(y) dx (2.30)

Y ψ son las funciones base asociadas al sistema.

2.5 Electrostática Molecular

Esta área de estudio busca modelar procesos y reacciones que ocurren a nivel

molecular. Al igual que en electrostática clásica, los modelos utilizados en elec-

trostática molecular están construidos a partir de la ecuación de Poisson17:

∇2ϕ(rrr) = −ρ(rrr)
ε (2.31)

Donde ϕ representa el potencial en un punto, ρ es la densidad de carga en el

espacio, dependiendo de rrr y ε es la permitividad o coeficiente dieléctrico.

Los distintos modelos en electrostática molecular se diferencian en cómo se

aplica la ecuación 2.31 en un problema particular.

15



2.5.1 Solvatación

Los modelos de solvatación describen la interacción entre un soluto y un sol-

vente y son de vital importancia en áreas como la creación de fármacos, el desar-

rollo de agroquímicos y la cuantificación contaminantes ambientales18.

Existen modelos de solvatación explícitos e implícitos. En los de primer tipo,

los iones en el solvente se representan en detalle, tomando en consideración su

posición y grados de libertad. En los de tipo implícito, el solvente se representa

de manera continua o promediada en el espacio, resultando en simulaciones com-

parativamente menos intensivas computacionalmente, pero menos precisas, que

los métodos explícitos. Esta pérdida de precisión debe tenerse en consideración

al momento de implementar simulaciones implícitas.

Una de las ventajas de aplicar el método de elementos de frontera (sección

2.1) en simulaciones de solvatación implícitas es que las condiciones de borde

del problema al infinito son manejadas de manera exacta, con todas las incógni-

tas en la superficie discretizada.

Dos parámetros importantes para entender la solvatación son la energía de

solvatación y la energía libre de interacción.

2.5.1.1 Energía de Solvatación

La energia de solvatación se define como la energía necesaria para llevar una

molécula desde el vacío a un medio, como por ejemplo agua.

Conocer la energía de solvatación de una molécula es importante porque luego
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de interacciones con el medio u otra molécula, como por ejemplo en una unión o

en un reordenamiento, esta cambia su energía de solvatación.

2.5.1.2 Energía Libre de Interacción

La energía libre de interacción es la energía generada cuando dos elementos en

un solvente, por ejemplo iones o moléculas, interactúan. Esta energía se calcula

como la diferencia en la energía de solvatación del sistema completo menos la

energía de solvatación de cada componente por sí solo.

2.6 Ecuación de Poisson-Boltzmann en Electrostática Molecular

El modelo implícito de Poisson-Boltzmann (PB), ampliamente utilizado en elec-

trostática molecular, acopla las ecuaciones de Poisson y de Boltzmann para de-

scribir una molécula o soluto en un solvente. En la versión más simple de este

modelo, se divide el sistema en dos regiones: la región del soluto y la región

del solvente. En la primera, el potencial eléctrico esta dado por las cargas pun-

tuales que componen la molécula. En la segunda, se deriva una representación

continua del solvente y se calcula el potencial utilizando la ecuación de Poisson-

Boltzmann. Para asegurar la continuidad del potencial eléctrico y la densidad

de flujo eléctrico en el espacio, se definen condiciones de contorno en la super-

ficie que divide las dos regiones. Este modelo básico puede ser escalado para

incluir nuevas regiones que representen, por ejemplo, otras moléculas en el sol-

vente o cavidades dentro de la región del soluto.
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2.6.1 Solvente en el Modelo PB

Para representar los iones del solvente se asume un potencial uniforme de cada

uno y se deriva una representación continua del medio, cuya concentración viene

dada por una expresión de Boltzmann. Para una solución con un solo tipo de

ion, esta es:

C(rrr) = c0e−φ(rrr)q/kBT (2.32)

Donde q es la carga de un ion, c es la densidad promedio de iones en el sol-

vente, kB es la constante de Boltzmann y T es la temperatura.

En el caso de una solución salina, los iones que la componen (sodio y cloro)

tienen la misma densidad y cargas opuestas. Sumando las concentraciones de

ambos iones (ecuación 2.32) y aplicándola a la ecuación de Poisson (ecuación

2.31), el potencial eléctrico en el espacio se puede calcular como:

∇2φ(rrr) = −1
ε (qNaCNa(rrr) + qClCCl(rrr))

= −c0
ε
(
e+e−φ(rrr)e+/kBT + e−e−φ(rrr)e−/kBT

)
= −2c0e+

ε sinh
(φ(rrr)e+

kBT

) (2.33)

La ecuación 2.33 se puede linealizar utilizando la aproximación:

e−φ(rrr)q/kBT ≈ 1 +
φ(rrr)q
kBT (2.34)

Transformándose en:

∇2φ(rrr) = κ2φ(rrr) (2.35)
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Donde κ es el inverso del término llamado Longitud de Debye:

κ2 =
2c0e+

εkBT (2.36)

Esta aproximación lineal de la ecuación de Poisson-Boltzmann genera resulta-

dos razonables para soluciones salinas monovalentes y moléculas con baja densi-

dad de carga lineal.

2.6.2 Soluto en el Modelo PB

La representación del soluto resulta más directa: en esta región, el potencial

eléctrico en un punto está relacionado a las cargas puntuales de los átomos que

lo componen de la forma:

∇2φ(rrr) =
∑

k
qkδ(rrr, rrrk) (2.37)

Donde q es la carga de cada ion y δ es la función Delta de Dirac.

2.6.3 Definición de la Superficie

Un punto importante en el modelo de Poisson-Boltzmann es la definición de la

superficie que divide la región exterior al soluto de la interior. Esto se realiza

como sigue: tomando como punto de inicio la molécula original, se genera una

representación descrita por los radios de Van der Waals de cada átomo. Cada

radio traza la distancia más cercana a la que se puede acercar otro átomo, por
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(a) Superficie de Van der
Waals.

(b) Superficie excluída al solvente. (c) Superficie accesible al
solvente.

Figura 2.3: Definiciones de superficies.

lo que la superficie creada, llamada superficie de Van der Waals, puede ser con-

cebida cómo el límite de interacción de la molécula con el medio.

Existen dos maneras principales de describir la superficie final a simular: el

área de superficie accesible al solvente y el área de superficie excluída al sol-

vente. En ambas se rueda una esfera imaginaria sobre la superficie de Van der

Waals de la molécula. En el primer método la superficie final está delimitada

por los puntos más cercanos a la superficie de Van der Waals a los que el centro

de la esfera imaginaria puede llegar. En el segundo método la superficie está de-

limitada por los puntos más cercanos a la superficie de Van der Waals a los que

cualquier punto de la esfera imaginaria puede llegar. En la figura 2.3 se pueden

apreciar de mejor forma los tipos de superficie descritos anteriormente.

2.6.4 Soluto en un Solvente Utilizando el Modelo PB

Juntando lo anterior, se puede formular un sistema simple de un soluto en un

solvente compuesto de dos regiones: la primera (Ω1) es la región encerrada

20



Figura 2.4: Representación del problema de un soluto en un solvente.

por la superficie que representa al soluto y que, por consiguiente, contiene los

átomos que lo forman. El potencial dentro de esta región está descrito por la

ecuación 2.37. La segunda región es la del solvente (Ω2) y su potencial está de-

scrito por la ecuación 2.35. Una representación de este sistema se puede ver en

la figura 2.4.

Tanto el potencial como la densidad de flujo eléctrico deben ser continuos en

el espacio, por ello se imponen dos condiciones de borde en la interfaz entre las

dos regiones, conocida como interfaz dieléctrica (Γ).
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En esta configuración, se genera un sistema de cuatro ecuaciones:

∇2φ1(rrr) =
∑

k
qkδ(rrrk) en Ω1

∇2φ2(rrr)− κ2φ2(rrr) = 0 en Ω2

φ1 = φ2 en Γ

ε1
∂φ1
∂nnn = ε2

∂φ2
∂nnn en Γ

(2.38)

Siendo ε1 y ε2 las constantes dieléctricas en la región interior y exterior, re-

spectivamente.

2.6.5 Capa de Exclusión Iónica

Cómo es de esperarse, los iones presentes en el solvente tienden a concentrarse

cerca de las cargas que componen el soluto, en la interfaz dieléctrica. Debido

a que el solvente es representado como un continuo en el modelo de Poisson-

Boltzmann, este suele sobreestimar la cantidad de iones presentes en las zonas

cercanas a la interfaz, calculando concentraciones por sobre el máximo teórico.

Este máximo teórico se origina porque existe un número limitado de iones que

pueden posicionarse próximos a la interfaz; en la figura 2.5 se puede ver un es-

quema de este fenómeno.

Para reducir este efecto, Otto Stern19 propuso incluir una región delgada li-

bre de iones alrededor de la interfaz, llamada Stern Layer o capa de exclusión

iónica.

En esta región, potencial está dado por una ecuación de Laplace y su con-
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Figura 2.5: Distribución de moléculas alrededor de una superficie cargada.

stante dieléctrica suele ser igual a la de la región del solvente. Incluyendo esta

nueva región en el modelo base descrito en la sección 2.6.4, se genera el siguiente

sistema de ecuaciones:

∇2φ1(rrr) =
∑

k
qkδ(rrrk) en Ω1

∇2φ2(rrr) = 0 en Ω2

∇2φ3(rrr)− κ2φ3(rrr) = 0 en Ω3

φ1 = φ2 en Γa

φ2 = φ3 en Γb

ε1
∂φ1
∂nnn = ε2

∂φ2
∂nnn en Γa

ε2
∂φ2
∂nnn = ε3

∂φ3
∂nnn en Γb

(2.39)

En la figura 2.6 se puede observar un esquema de este sistema.
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Figura 2.6: Representación del problema de un soluto en un solvente, incluyendo una capa de exclusión iónica.

2.6.5.1 Nota Sobre Stern Layers

El concepto de Stern Layer se utiliza también para describir una capa de con-

traiones que se forma en la interfaz entre una superficie cargada y una solución

iónica13. En el presente trabajo se utilizan, indistintamente, la definición de

Stern Layer expuesta en 2.6.5 y el concepto de capa de exclusión iónica.

2.6.6 Asimetría de Carga

Otro fenómeno físico que no logra representar el modelo de Poisson-Boltzmann

es la asimetría de carga. Dos iones con carga +q y −q poseen energías de solvat-

ación diferentes, principalmente debido a que los hidrógenos de una molécula de

agua pueden acercarse más a una carga negativa en comparación con el oxígeno
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de la molécula a una carga positiva. Extendiendo este efecto a moléculas con

múltiples iones, se puede afirmar que un ion positivo tiene un efecto diferente en

la energía de solvatación de la molécula en comparación a un ion negativo.

El modelo PB calcula como iguales los efectos de un ion positivo y un ion

negativo sobre la energía de solvatación de una molécula. El modelo Solvation-

Layer Interface Condition 2,22 o SLIC propone una condición de borde no lineal

para el modelo Poisson-Boltzmann para resolver esta limitación.

2.6.7 Modelo SLIC

El modelo SLIC toma como base un sistema como el presentado en la sección

2.6.5 y plantea una condición de borde no lineal parametrizada.

2.6.7.1 Condición de Borde en la Interfaz Dieléctrica

La nueva condición de borde nace del estudio de la energía de solvatación de

modelos simples de iones, compuestos de una carga centrada en una superficie

esférica.

Estos modelos, conocidos como iones de Born, al ser solvatados en una solu-

ción no iónica, cumplen con la ecuación integral de frontera PCM, por sus siglas

en inglés polarizable continuum model:

[1
2

(ε1 + ε2
ε1 − ε2

)
I + K′

L

] σ
ε1

= − 1
ε1

nq∑
i=1

∂GL
∂nnn qi (2.40)

Siendo ε1 y ε2 las constantes dieléctricas de la región interior y exterior, re-
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spectivamente; y σ una carga superficial aparente en Γ, es decir, una distribu-

ción de carga en la interfaz que tendría el mismo efecto en el solvente que las

cargas que encierra. En una esfera con una carga puntual centrada, esta dis-

tribución de carga es constante.

En superficies lo suficientemente suaves, el operador K′
L es igual a − 1

2 I. Ade-

más, en un ion de Born el lado derecho de la ecuación anterior se reduce a la

expresión del campo eléctrico justo al interior de la superficie. Para este caso en

específico y sumando lo anterior, la ecuación 2.40 se puede reescribir como:

(
1 − ε1

ε2 − ε1

) σ
ε1

=
∂φ1
∂nnn |Γ = E|Γ (2.41)

Se sabe también que la energía de solvatación de un ion de Born, se puede

calcular en función de su carga aparente:

Esolv = g(σ) (2.42)

Los creadores del método SLIC simularon iones de Born utilizando métodos

de dinámica molecular, que sí pueden modelar la asimetría de carga, y calcu-

laron su energía de solvatación para encontrar una carga superficial σmd tal que

se cumpla la expresión 2.42. Luego, analizaron el ratio entre esta carga super-

ficial σmd y el campo eléctrico generado por la carga puntual justo al interior

de la interfaz (∂φ1
∂nnn |Γ) y notaron que el gráfico de este ratio versus el campo eléc-

trico se asimilaba a una función escalonada que dependía fuertemente del signo

de la carga. En la figura 2.7 se puede observar un esquema de la relación entre
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Figura 2.7: Esquema de la relación entre el factor campo eléctrico‐distribución de carga y campo eléctrico.

las variables.

Esto motivó a los autores a capturar el comportamiento del campo eléctrico

con la función:
h(En(rrr)) = αtanh(βEn(rrr)− γ) + μ

μ = αtanh(−γ)
(2.43)

Donde En(rrr) es el campo eléctrico justo al interior de la superficie Γ y α, β y

γ son parámetros con significado físico usados para ajustar la simulación. Notar

que En(rrr) es variable en el espacio.

Con la función anterior, se puede crear un símil no lineal de la ecuación 2.41

para incorporar la función escalonada:

(1 + f(En(rrr)))
σ
ε1

=
∂φ1
∂nnn |Γ

f(En(rrr)) =
ε1

ε2 − ε1
− h(En(rrr))

(2.44)
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Recordando la Ley de Gauss:

∮
Γ

EEEdAAA =
1
ε

∫∫∫
ρdV (2.45)

E imaginando una superficie cerrada con una distribución de carga (σ) en

un medio homogéneo (ε constante en todo el espacio), se puede afirmar que la

relación entre el campo eléctrico justo al interior de la superficie y el campo

eléctrico justo al exterior viene dada por:

∂φin
∂nnn − ∂φext

∂nnn =
σ
ε (2.46)

Sustituyendo la ecuación 2.44 en 2.46, se obtiene:

(1 + f(En(rrr)))
∂φ2
∂nnn = f(En(rrr))

∂φ1
∂nnn (2.47)

Esta es exactamente la condición de borde que se impone en la interfaz dieléc-

trica del problema original (Γa).

2.6.7.2 Condición de Borde en la Capa de Exclusión Iónica

Retomando la Ley de Gauss (ecuación 2.45) para el caso específico de cargas

puntuales: ∮
Γ

EEEdAAA =
qtotal

ε (2.48)

Con qtotal la suma de las cargas encerradas por la superficie Γ.

Volviendo al problema original, se puede observar que, al imponer una condi-
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ción de borde no lineal en la interfaz dieléctrica, la Ley de Gauss deja de cumplirse

el exterior de esta. Para remediar esto, se crea una nueva condición de borde en

la capa de exclusión iónica (Γb):

(
−qtotal

ε2

)
∂φ2
∂nnn =

(∮
Γb

∂φ2
∂nnn dAAA

)
∂φ3
∂nnn (2.49)

Volviendo al problema original y según lo anterior, el nuevo sistema es:

∇2φ1(rrr) =
∑

k
qkδ(rrrk) en Ω1

∇2φ2(rrr) = 0 en Ω2

∇2φ3(rrr)− κ2φ3(rrr) = 0 en Ω3

φ1 = φ2 en Γa

φ2 = φ3 en Γb

f(En(rrr))
∂φ1
∂nnn = (1 + f(En(rrr)))

∂φ2
∂nnn en Γa(

−qtotal

ε2

)
∂φ2
∂nnn =

(∫
Γb

∂φ2
∂nnn dΓ

)
∂φ3
∂nnn en Γb

(2.50)

El modelo SLIC logra resultados más precisos para cálculos de energía de sol-

vatación en comparación con el modelo estándar de Poisson-Bolztmann y logra

representar de buena forma el fenómeno de la asimetría de carga en la mayoría

de los casos.
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3
Metodología

Existen implementaciones del modelo SLIC en el sistema MatLab y en el len-

guaje de programación Python, por medio de la librería PyGBe. En un princi-

pio, el presente trabajo solamente tenía considerado dentro de sus objetivos una

nueva implementación del modelo utilizando la librería Bempp; sin embargo, a

raíz de una reunión con los autores del artículo en el que se presentó el método,
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en la que se expuso una inconsistencia en la versión de MatLab de SLIC, surgió

la idea de implementar un cambio en el modelo, aprovechando el potencial de

la librería Bempp. A continuación, se introduce la mejora propuesta. Luego, se

presentan los problemas estudiados y, al término de este capítulo, las herramien-

tas computacionales utilizadas.

3.1 Mejora Propuesta al Método SLIC

En la sección 2.6.7.2 se expone una condición de borde en la capa de exclusión

iónica que normaliza el campo eléctrico al exterior de esta:

(
−qtotal

ε2

)
∂φ2
∂nnn =

(∮
Γb

∂φ2
∂nnn dAAA

)
∂φ3
∂nnn (3.1)

Los factores que acompañan a la derivada de los potenciales a ambos lados de

la ecuación son constantes. La mejora propuesta al método es cambiar el factor

−qtotal
ε2

por una distribución de carga σd1 sobre Γb tal que:

σd1 = −qtotal
ε2

(3.2)

Es decir, que, en promedio, los elementos de σd1 sean igual al factor d1.

La distribución se crea calculando el campo eléctrico producido por las cargas

puntuales en la superficie y luego escalando estos valores tal que se cumpla 3.2.

Esto quiere decir que, en la mejora propuesta, el campo eléctrico se escala local-

mente y el factor de escalamiento depende directamente del signo de las cargas
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puntuales y de la distancia del punto de la superficie a ellas.

Antes de realizar la implementación del método SLIC y su mejora, es nece-

sario obtener la formulación integral de los distintos problemas estudiados, to-

dos modelados por la ecuación de Poisson-Boltzmann. Debido a que la formu-

lación integral varía según el número y la disposición de las superficies, a contin-

uación se introduce un caso general utilizando el método PB a modo de ejemplo

y luego se presentan las formulaciones PB y SLIC asociadas a cada problema.

3.2 Formulaciones Integrales

En los sistemas BEM, por cada superficie se generan dos ecuaciones. La prime-

ra, llamada ecuación interior, se forma cuando la semiesfera descrita en 2.3

(Γsemi) es creada hacia la región que encierra la superficie. La segunda, llamada

ecuación exterior se genera cuando la semiesfera es creada hacia el exterior de

la superficie. Una metodología para generar los sistemas de ecuaciones de distin-

tos problemas es clasificar las interacciones entre superficies es la propuesta por

Altman1.

3.2.1 Operadores Entre Superficies

Altman define cuatro tipo de operadores según la superficie que contiene los

puntos en donde se evalúa la ecuación y la superficie en donde se evalúan las

integrales de los operadores integrales. Estos operadores están compuestos, a

su vez, por operadores integrales (sección 2.3.1). La notación a utilizar para los
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operadores integrales es la siguiente:

Operadorsuperficie i
tipo [Fj, superficie k] (3.3)

El tipo de operador puede ser de Laplace o de Yukawa, la superficie i es la su-

perficie en donde se evalúa la ecuación para el potencial o su derivada, F es la

función a la que se le aplica el operador, j es el índice de la región modelada por

la función F y la superficie k es la superficie en donde se encuentran los puntos

en dónde se evalúa la integral de los operadores integrales. Por ejemplo, el oper-

ador integral:

KΓ1
L [φ3,Γ2 ] (3.4)

Es un operador de doble capa de Laplace que evalúa en Γ1 el potencial φ3 desde

la superficie Γ2; ó que “lleva” el potencial φ3 de Γ2 a Γ1.

A continuación, se listan los tipos de operadores definidos por Altman:

• Operador Interior Propio: Los puntos en donde se evalúa la ecuación y

la integral de los operadores integrales residen en la misma superficie y

la semiesfera creada para tratar la singularidad se crea hacia dentro de

la superficie. Este tipo de operador es añadido en la ecuación interna de

la superficie. Si la región interna de la superficie está modelada por una

ecuación de Laplace o Poisson, su operador interior propio es:

φj,Γi

2 + KΓi
L (φj,Γi)− GΓi

L

(
∂

∂nnnφj,Γi

)
(3.5)
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• Operador Exterior Propio: Similar al anterior, para el caso en donde la

semiesfera es creada hacia la región externa a la superficie. Este tipo de

operador se añade en la ecuación externa de la superficie y, si esta está

modelada por una ecuación de Laplace o Poisson, el operador es:

φj,Γi

2 − KΓi
L (φj,Γi) +

εin
εext

GΓi
L

(
∂

∂nnnφj,Γi

)
(3.6)

• Operador Interior No Propio: La ecuación se evalúa en una superficie situ-

ada al interior de la superficie en donde se encuentra los puntos en donde

se evalúan las integrales de los operadores integrales. En este caso el op-

erador se suma a la ecuación externa de la primera. Si la región entre am-

bas superficies está modelada por la ecuación de Laplace o Poisson, el op-

erador es:

KΓi
L (φj,Γl

)− GΓi
L

(
∂

∂nnnφj,Γk

)
(3.7)

• Operador Exterior No Propio: La ecuación se evalúa en una superficie que

se encuentra afuera de la que contiene los puntos en donde se evalúan las

integrales de los operadores integrales. Se suma a la ecuación exterior si

ambas superficies comparten una región externa y a la interior si no lo ha-

cen. Si la región entre ambas superficies está modelada por una ecuación

de Laplace o Poisson, el operador es:

−KΓi
L (φj,Γk

) +
εin
εext

GΓi
L

(
∂

∂nnnφj,Γk

)
(3.8)
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Figura 3.1: Representación del caso general.

3.2.2 Caso General

Este sistema se compone de cinco superficies: las superficies Γa y Γb represen-

tan dos interfaces dieléctricas y comparten una capa de exclusión iónica (Γc); la

superficie Γd es una interfaz dieléctrica con su propia capa de exclusión iónica

(Γe). Un esquema de este sistema se puede ver en la figura 3.1.

A manera de ejemplo y siguiendo las indicaciones expuestas en la sección

3.2.1, se pueden escribir las ecuaciones interna y externa para el potencial en
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la superficie Γc. La interna viene dada por:

φ3,Γc

2 + KΓc
L (φ3,Γc)− GΓc

L

(
∂

∂nnnφ3,Γc

)
︸ ︷︷ ︸

Operador Interior Propio

−KΓc
L (φ1,Γa) +

ε1
ε3

GΓc
L

(
∂

∂nnnφ1,Γa

)
︸ ︷︷ ︸

Operador Exterior No Propio de Γa a Γc

−KΓc
L (φ2,Γb

) +
ε2
ε3

GΓc
L

(
∂

∂nnnφ2,Γb

)
︸ ︷︷ ︸

Operador Exterior No Propio de Γb a Γc

= 0
(3.9)

Mientras que la ecuación externa es:

φ3,Γc

2 − KΓc
Y (φ3,Γc) +

ε3
ε6

GΓc
Y

(
∂

∂nnnφ3,Γc

)
︸ ︷︷ ︸

Operador Exterior Propio

−KΓc
Y (φ5,Γe) +

ε5
ε6

GΓc
Y

(
∂

∂nnnφ5,Γe

)
︸ ︷︷ ︸

Operador Exterior No Propio de Γe a Γc

= 0

(3.10)
Haciendo el mismo procedimiento para todas las superficies y reescribiendo
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las ecuaciones de forma matricial, se obtiene el siguiente sistema:



(
1
2 I + KΓa

L
)

−GΓa
L 0 0 0 0 0 0 0 0(

1
2 I − KΓa

L
) ε1

ε3
GΓa

L −KΓa
L

ε2
ε3

GΓa
L KΓa

L −GΓa
L 0 0 0 0

0 0
(

1
2 I + KΓb

L
)

−GΓb
L 0 0 0 0 0 0

−KΓb
L

ε1
ε3

GΓb
L

(
1
2 I − KΓb

L
) ε2

ε3
GΓb

L KΓb
L −GΓb

L 0 0 0 0

−KΓc
L

ε1
ε3

GΓc
L −KΓc

L
ε2
ε3

GΓc
L

(
1
2 I + KΓc

L
)

−GΓc
L 0 0 0 0

0 0 0 0
(

1
2 I − KΓc

Y
) ε3

ε6
GΓc

Y 0 0 −KΓc
Y

ε5
ε6

GΓc
Y

0 0 0 0 0 0
(

1
2 I + KΓd

L
)

−GΓd
L 0 0

0 0 0 0 0 0
(

1
2 I − KΓd

L
) ε4

ε5
GΓd

L KΓd
L −GΓd

L

0 0 0 0 0 0 −KΓe
L

ε4
ε5

GΓe
L

(
1
2 I + KΓe

L
)

−GΓe
L

0 0 0 0 −KΓe
Y

ε3
ε6

GΓe
Y 0 0

(
1
2 I − KΓe

Y
) ε5

ε6
GΓe

Y



·



φ1, Γa
∂
∂nnn φ1, Γa

φ2, Γb
∂
∂nnn φ2, Γb

φ3, Γc
∂
∂nnn φ3, Γc

φ4, Γd
∂
∂nnn φ4, Γd

φ5, Γe
∂
∂nnn φ5, Γe



=



∑k
i=1

qi
4π|rΓa −ri|

0∑k
i=1

qi
4π|rΓb−ri|

0

0

0∑k
i=1

qi
4π|rΓd−ri|

0

0

0


(3.11)

Los sistemas de ecuaciones de los problemas presentados a continuación son

submatrices del caso general.
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3.3 Problema de los Dos Átomos

3.3.1 Motivación

Uno de los autores del artículo en el que se presentó el método SLIC, PhD. Ali

Mehdizadeh, estudió, usando el sistema MatLab, la interacción entre dos iones

que se alejan para tres casos distintos utilizando los métodos PB y SLIC: dos

iones positivos, dos iones negativos y dos iones con cargas opuestas; calculando,

a medida que se separan, su energía de solvatación y energía libre de interac-

ción.∗ Los iones se posicionan inicialmente a una distancia de 3 ángstrom (
[
Å
]
),

distancia en la cual comparten su capa de exclusión iónica, y se alejan hasta es-

tar a 10
[
Å
]
, dejando de compartir su stern layer en el proceso. Los valores de

interés se calculan en pasos de 0.5
[
Å
]
.

Para este problema, existen tres configuraciones de superficies posibles. En

la primera (1) , los iones comparten interfaz dieléctrica y capa de exclusión

iónica. En la segunda (2), los iones comparten solamente su stern layer. En la

última configuración (3), cada ion tiene su propia interfaz dieléctrica y capa de

exclusión iónica. En la figura 3.2 se muestra un esquema de la separación y de

las tres configuraciones posibles.

Las configuraciones de superficies utilizadas por PhD. Mehdizadeh en el es-

tudio se muestran en la tabla 3.1. Se puede notar que el autor no utilizó la

primera configuración; omitiendo, involuntariamente, las configuraciones físi-
∗Los resultados de este estudio fueron compartidos de manera privada con el autor del

presente trabajo.
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Figura 3.2: Esquema de la separación de los dos átomos. De izquierda a derecha las configuraciones son:
interfaz dieléctrica y capa de exclusión iónica compartidas, capa de exclusión iónica compartida e interfaces

dieléctricas no compartidas, interfaces dieléctricas y capas de exclusión no compartidas.

camente correctas según los parámetros de simulación utilizados para los casos

en los que los iones se encuentran a 3.0, 3.5 y 4.0
[
Å
]
.

Los valores para la energía de solvatación del sistema calculados por PhD.

Mehdizadeh se muestra en la tabla 3.2. En la tabla 3.3 se pueden ver los resul-

tados para la energía de solvatación de cada átomo por sí solo. Con los valores

anteriores, obtuvo la energía libre de interacción del sistema, expuestos en la

tabla 3.4.

Se puede observar un salto en el valor de la energía libre de interacción entre

las dos configuraciones posibles para el caso de los iones con cargas opuestas a

6.5
[
Å
]

de distancia. En teoría, esta transición debería ser suave12, similar a los

resultados obtenidos con el modelo PB. Esta inconsistencia en el modelo SLIC

motivó la propuesta de mejora descrita en 3.1.

3.3.2 Alcance

El estudio de este problema contempla implementar, utilizando el lenguaje de

programación Python y la librería Bempp, todos los casos simulados por , in-

cluyendo los de cada átomo por sí solo; y añadir nuevos casos que representen
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Distancia entre átomos Interfaz dieléctrica Capa de exclusión iónica
3.0 No compartida Compartida
3.5 No compartida Compartida
4.0 No compartida Compartida
4.5 No compartida Compartida
5.0 No compartida Compartida
5.5 No compartida Compartida
6.0 No compartida Compartida
6.5 No compartida Compartida
6.5 No compartida No compartida
7.0 No compartida No compartida
7.5 No compartida No compartida
8.0 No compartida No compartida
8.5 No compartida No compartida
9.0 No compartida No compartida
9.5 No compartida No compartida
10.0 No compartida No compartida

Tabla 3.1: Configuraciones de superficies usadas por el autor del estudio.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ + - - -
3.0 2 -262.84 -265.69 -187.92 -251.90 -321.12
3.5 2 -263.08 -265.52 -192.83 -251.29 -318.88
4.0 2 -263.25 -265.38 -196.10 -250.86 -317.36
4.5 2 -263.38 -265.27 -198.32 -250.55 -316.34
5.0 2 -263.48 -265.18 -200.11 -250.31 -315.48
5.5 2 -263.56 -265.10 -201.17 -250.14 -315.00
6.0 2 -263.62 -265.04 -201.92 -250.00 -314.68
6.5 2 -263.68 -264.98 -202.46 -249.90 -314.46
6.5 3 -263.68 -264.99 -203.14 -259.74 -313.98
7.0 3 -263.73 -264.94 -203.23 -259.71 -314.05
7.5 3 -263.78 -264.90 -203.29 -259.68 -314.09
8.0 3 -263.80 -264.86 -203.33 -259.65 -314.12
8.5 3 -263.84 -264.83 -203.37 -259.63 -314.15
9.0 3 -263.87 -264.80 -203.40 -259.61 -314.17
9.5 3 -263.90 -264.78 -203.43 -259.59 -314.19
10.0 3 -263.91 -264.76 -203.46 -259.57 -314.21

Tabla 3.2: Resultados para la energía de solvatación en [kcal/mol] según la distancia entre los átomos, la carga
de cada uno y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC
+ - + -

-132,17 -132,17 -101,95 -157,35

Tabla 3.3: Resultados para la energía de solvatación de cada átomo en [kcal/mol] según su carga y el modelo
utilizado.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ + - - -
3.0 2 1.49 -1.36 15.99 7.40 -6.43
3.5 2 1.25 -1.18 11.08 8.00 -4.19
4.0 2 1.08 -1.05 7.81 8.44 -2.67
4.5 2 0.95 -0.94 5.59 8.75 -1.65
5.0 2 0.85 -0.84 3.80 8.99 -0.79
5.5 2 0.77 -0.77 2.73 9.16 -0.31
6.0 2 0.71 -0.71 1.98 9.29 0.01
6.5 2 0.65 -0.65 1.45 9.40 0.23
6.5 3 0.65 -0.65 0.76 -0.44 0.71
7.0 3 0.60 -0.61 0.68 -0.41 0.64
7.5 3 0.55 -0.57 0.62 -0.38 0.60
8.0 3 0.53 -0.53 0.57 -0.35 0.57
8.5 3 0.50 -0.50 0.54 -0.33 0.54
9.0 3 0.46 -0.47 0.50 -0.31 0.52
9.5 3 0.44 -0.45 0.47 -0.29 0.50
10.0 3 0.42 -0.43 0.45 -0.27 0.48

Tabla 3.4: Resultados para la energía libre de interacción en [kcal/mol] según la distancia entre los átomos, la
carga de cada uno y el modelo utilizado.
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Distancia entre átomos Interfaz dieléctrica Capa de exclusión iónica
3.0 Compartida Compartida
3.0 No compartida Compartida
3.5 Compartida Compartida
3.5 No compartida Compartida
4.0 Compartida Compartida
4.0 No compartida Compartida
4.5 No compartida Compartida
5.0 No compartida Compartida
5.5 No compartida Compartida
6.0 No compartida Compartida
6.5 No compartida Compartida
6.5 No compartida No compartida
7.0 No compartida No compartida
7.5 No compartida No compartida
8.0 No compartida No compartida
8.5 No compartida No compartida
9.0 No compartida No compartida
9.5 No compartida No compartida
10.0 No compartida No compartida

Tabla 3.5: Configuraciones de superficies a simular en el presente trabajo.

la configuración fisícamente correcta para las distancias de 3, 3.5 y 4
[
Å
]
. En la

tabla 3.5 se muestran todas las configuraciones a simular. Se utiliza, además, la

librería de métodos de elementos de frontera PyGBe para comprobar los resulta-

dos.

Para la implementación, es necesario formular los sistemas de ecuaciones para

las tres configuraciones distintas en su forma de Poisson-Boltzmann y de SLIC;

la mejora propuesta a SLIC es solo una variación del sistema SLIC original. Se

deben, además, generar las mallas para todos los casos y analizar como resul-

tados la energía de solvatación del sistema, la energía libre de interacción y el
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Figura 3.3: Primera configuración, interfaz dieléctrica y capa de exclusión iónica compartidas.

valor del potencial eléctrico y de su derivada en las superficies.

3.3.3 Parámetros de Simulación

Para todos los casos, y al igual que en las simulaciones hechas por , se considera

una superficie excluída al solvente y una esfera de 1.4
[
Å
]

para generar la malla,

se utiliza una capa de exclusión iónica de 2
[
Å
]

de grosor y SLIC se parametriza

con α = 0.94, β = −18.72 y γ = −0.47. La Longitud de Debye del sistema se

asume nula, se usa una constante dieléctrica de 1 para las regiones encerradas

por una interfaz dieléctrica y una constante de 80 para el resto de las regiones.
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3.3.4 Configuraciones

3.3.4.1 Interfaz Dieléctrica y Stern Layer Compartidas

Esta es la configuración de superficies físicamente correcta para el caso en el que

los iones están a 3, 3.5 y 4
[
Å
]
; y para el caso de un solo ion. En la figura 3.3

se muestra un esquema de esta. El sistema generado usando el modelo Poisson-

Boltzmann viene dado por:



( 1
2 I + KΓa

L
)

−GΓa
L 0 0( 1

2 I − KΓa
L
) ε1

ε2
GΓa

L KΓa
L −GΓa

L

−KΓb
L

ε1
ε2

GΓb
L

( 1
2 I + KΓb

L
)

−GΓb
L

0 0
( 1

2 I − KΓb
Y
) ε2

ε3
GΓb

Y


·



φ1,Γa

∂
∂nnn φ1,Γa

φ2,Γb

∂
∂nnn φ2,Γb


=



∑k
i=1

qi
4π|rΓa−ri|

0

0

0


(3.12)

Para generar el sistema SLIC, se deben aplicar las nuevas condiciones de

borde propuestas por el modelo. De esta forma, el sistema 3.12 se transforma

en:



( 1
2 I + KΓa

L
)

−GΓa
L 0 0( 1

2 I − KΓa
L
)

GΓa
L

f
1+f KΓa

L −GΓa
L

−KΓb
L GΓb

L
f

1+f
( 1

2 I + KΓb
L
)

−GΓb
L

0 0
( 1

2 I − KΓb
Y
) d1

d2
GΓb

Y


·



φ1,Γa

∂
∂nnn φ1,Γa

φ2,Γb

∂
∂nnn φ2,Γb


=



∑k
i=1

qi
4π|rΓa−ri|

0

0

0


(3.13)
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Donde
f = ε1

ε2 − ε1
− h(En(rrr))

h(En(rrr)) = αtanh(βEn(rrr)− γ) + μ

μ = αtanh(−γ)

(3.14)

Y

d2 =

∮
Γb

∂φ2
∂nnn dAAA (3.15)

Para el modelo SLIC original:

d1 = −qtotal
ε2

(3.16)

Mientras que en el modelo SLIC con la mejora propuesta:

d1 = σd1 (3.17)

Donde σd1 se calcula como sigue:

σd1 = −qtotal
ε2

∑k
i=1

qi
|rΓb−ri|∑k

i=1
qi

|rΓb−ri|

(3.18)

Donde qi son las cargas que se encuentran dentro de la superficie que repre-

senta la capa de exclusión iónica. Es importante notar que el término que se

encuentra en el denominador es un promedio.
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El campo eléctrico En(rrr) (ecuación 3.14) viene dado por:

k∑
i=1

qi

(
−∂GΓa

L
∂nnn

)
+ (−K′Γa

L )σ (3.19)

Donde σ es una carga aparente en la superficie Γa. Esta distribución se ob-

tiene resolviendo la ecuación:

GΓa
L σ = GΓa

L
∂φ1,Γa

∂nnn −
(1

2I + KΓa
L

)
φ1,Γa (3.20)

La energía de solvatación del sistema se calcula como:

Esolv =
k∑

i=1
qi

(
−Kxq

L, 0 φ1,Γa + Gxq
L, 0

∂

∂nnnφ1,Γa

)
(3.21)

Con xq las ubicaciones de las cargas. Kx
L, 0 y Gx

L, 0 son operadores potenciales

de Laplace de doble capa y capa simple, respectivamente. Estos se utilizan para

calcular el potencial eléctrico y su derivada en puntos del dominio. La energía

libre de interacción se calcula restando la energía de solvatación de cada ion por

si solo a la energía de solvatación del sistema:

Elibre = Esolv, sistema − Esolv, iones (3.22)

En la sección A.3 se muestra un resumen del código creado para simular esta

configuración. El notebook Jupyter con el código en su totalidad se puede en-

contrar en Github21.
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Figura 3.4: Segunda configuración, interfaces dieléctricas separadas y capa de exclusión iónica compartida.

3.3.4.2 Interfaces Dieléctricas Separadas y Stern Layer Compartida

En esta configuración, utilizada para simular los iones separados a distancias en

el rango de 3 a 6.5
[
Å
]

, los átomos comparten su stern layer. El sistema para
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el modelo de Poisson-Boltzmann viene dado por:


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qi
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0

0

0
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(3.23)

En este caso existen dos interfaces dieléctricas. por lo que hay dos funciones
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f(En) en la formulación con el método SLIC:



( 1
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Y
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(3.24)

Con:
fΓa =

ε1
ε3 − ε1

− h(En,Γa(rrr))

fΓb =
ε2

ε3 − ε2
− h(En,Γb(rrr))

h(En(rrr)) = αtanh(βEn(rrr)− γ) + μ

μ = αtanh(−γ)

(3.25)

Y

d2 =

∮
Γc

∂φ3
∂nnn dAAA (3.26)
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Para el modelo SLIC original:

d1 = −qtotal
ε3

(3.27)

En el modelo SLIC con la mejora propuesta:

d1 = σd1 (3.28)

Donde σd1 se calcula como:

σd1 = −qtotal
ε3

∑k
i=1

qi
|rΓc−ri|∑k

i=1
qi

|rΓc−ri|

(3.29)

Donde qi son las cargas que se encuentran dentro de la superficie que repre-

senta la capa de exclusión iónica.

Los campos eléctricos En,Γa(rrr) y En,Γb(rrr) vienen dados por:

En,Γa(rrr) =
k∑

i=1
qi

(
−∂GΓa

L
∂nnn

)
+ (−K′Γa

L )σΓa

En,Γb(rrr) =
k∑

i=1
qi

(
−∂GΓb

L
∂nnn

)
+ (−K′Γb

L )σΓb

(3.30)

σΓa y σΓb son cargas aparentes en Γa y Γb, respectivamente; y se calculan

como:
GΓa

L σΓa = GΓa
L
∂φ1,Γa

∂nnn −
(1

2I + KΓa
L

)
φ1,Γa

GΓb
L σΓb = GΓb

L
∂φ2,Γb

∂nnn −
(1

2I + KΓb
L

)
φ2,Γb

(3.31)
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Figura 3.5: Tercera configuración, interfaces dieléctricas y capas de exclusión iónica separadas.

La energía de solvatación del sistema se calcula utilizando:

Esolv =
k∑

i=1
qi

(
−Kxq

L, 0 φ1,Γa + Gxq
L, 0

∂

∂nnnφ1,Γa

)
+

k∑
i=1

qi

(
−Kxq

L, 0 φ2,Γb
+ Gxq

L, 0
∂

∂nnnφ2,Γb

) (3.32)

Con qi y xq las cargas encerradas por cada interfaz dieléctrica y sus respecti-

vas ubicaciones. La energía libre de interacción del sistema se calcula utilizando

la ecuación 3.22.

El código creado para simular esta configuración se encuentra en la sección

A.4 y en Github21.

3.3.5 Interfaces Dieléctricas y Stern Layers Separadas

En esta última configuración, expuesta en la figura 3.5 y utilizada para los casos

en que los iones se encuentran en un rango de 6.5 a 10
[
Å
]
, cada átomo posee
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su propia interfaz dieléctrica y capa de exclusión iónica. El sistema a resolver en

su formulación Poisson-Boltzmann está dado por:
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Implementando las condiciones de borde del método SLIC:



( 1
2 I + KΓa

L
)

−GΓa
L 0 0 0 0 0 0( 1

2 I − KΓa
L
) fΓa

1+fΓa
GΓa

L KΓa
L −GΓa

L 0 0 0 0

−KΓb
L

fΓa
1+fΓa

GΓb
L

( 1
2 I + KΓb

L
)

−GΓb
L 0 0 0 0

0 0
( 1

2 I − KΓb
Y
) d1

d2
GΓb

Y 0 0 −KΓb
Y

d3
d4

GΓb
Y

0 0 0 0
( 1

2 I + KΓc
L
)

−GΓc
L 0 0

0 0 0 0
( 1

2 I − KΓc
L
) fΓc

1+fΓc
GΓc

L KΓc
L −GΓc

L

0 0 0 0 −KΓd
L

fΓc
1+fΓc

GΓd
L

( 1
2 I + KΓd

L
)

−GΓd
L

0 0 −KΓd
Y

d1
d2

GΓd
Y 0 0

( 1
2 I − KΓd

Y
) d3

d4
GΓd

Y



·



φ1,Γa

∂
∂nnn φ1,Γa

φ2,Γb

∂
∂nnn φ2,Γb

φ3,Γc

∂
∂nnn φ3,Γc

φ4,Γd

∂
∂nnn φ4,Γd



=



∑k
i=1

qi
4π|rΓa−ri|

0

0

0∑k
i=1

qi
4π|rΓc−ri|

0

0

0


(3.34)
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Con:
fΓa =

ε1
ε2 − ε1

− h(En,Γa(rrr))

fΓc =
ε3

ε4 − ε3
− h(En,Γc(rrr))

h(En(rrr)) = αtanh(βEn(rrr)− γ) + μ

μ = αtanh(−γ)

(3.35)

Y
d2 =

∮
Γb

∂φ2
∂nnn dAAA

d4 =

∮
Γd

∂φ4
∂nnn dAAA

(3.36)

Para el modelo SLIC original:

d1 = −
qtotal,Γb

ε2

d3 = −
qtotal,Γd

ε4

(3.37)

En el modelo SLIC con la mejora propuesta:

d1 = σd1

d3 = σd3

(3.38)

Donde σd1 y σd3 se calculan como:

σd1 = −qtotal
ε2

∑k
i=1

qi
|rΓb−ri|∑k

i=1
qi

|rΓb−ri|

σd3 = −qtotal
ε4

∑k
i=1

qi
|rΓd−ri|∑k

i=1
qi

|rΓd−ri|

(3.39)
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Donde qi son las cargas que se encuentran dentro de las respectivas capas de

exclusión iónica.

Los campos eléctricos En,Γa(rrr) y En,Γc(rrr) vienen dados por:

En,Γa(rrr) =
k∑

i=1
qi

(
−∂GΓa

L
∂nnn

)
+ (−K′Γa

L )σΓa

En,Γc(rrr) =
k∑

i=1
qi

(
−∂GΓc

L
∂nnn

)
+ (−K′Γc

L )σΓc

(3.40)

σΓa y σΓc son cargas aparentes en Γa y Γc, respectivamente; y se calculan

como:
GΓa

L σΓa = GΓa
L
∂φ1,Γa

∂nnn −
(1

2I + KΓa
L

)
φ1,Γa

GΓc
L σΓc = GΓc

L
∂φ2,Γc

∂nnn −
(1

2I + KΓc
L

)
φ2,Γc

(3.41)

La energía de solvatación del sistema se calcula utilizando:

Esolv =
k∑

i=1
qi

(
−Kxq

L, 0 φ1,Γa + Gxq
L, 0

∂

∂nnnφ1,Γa

)
+

k∑
i=1

qi

(
−Kxq

L, 0 φ3,Γc + Gxq
L, 0

∂

∂nnnφ3,Γc

) (3.42)

Con qi y xq las cargas encerradas por cada interfaz dieléctrica y sus respec-

tivas ubicaciones. La energía libre de interacción del sistema se puede calcular

utilizando la ecuación 3.22.

El código relacionado a esta configuración se puede ver en la sección A.5 y en

Github21.
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3.4 Energía de Solvatación de Proteínas y Aminoácidos

3.4.1 Motivación

El siguiente paso es comprobar el comportamiento de la mejora propuesta en ca-

sos reales. Para esto, es necesario estudiar la solvatación de moléculas complejas

como proteínas o aminoácidos.

3.4.2 Alcance

Para el análisis de este problema se deben implementar en el lenguaje de pro-

gramación Python, y utilizando la librería Bempp, simulaciones de una pro-

teína compleja y de los siete aminoácidos estudiados en el artículo en el que

se publicó el método SLIC. Estos últimos se deben simular tanto en su estado

deprotonado como protonado. La simulación de la proteína se utiliza, además,

para validar los modelos implementados en un caso real, comparando los resulta-

dos de su energía de solvatación en Bempp con los obtenidos usando la librería

PyGBe.

Es necesario generar las mallas para todos los elementos a simular, formu-

lar los sistemas utilizando los modelos PB y SLIC y analizar como resultados

la energía de solvatación de la molécula y el valor del potencial eléctrico y su

derivada en las superficies.

La proteína elegida a simular es 1BPI, una enzima pancreática bovina. Los

siete aminoácidos mencionados anteriormente son: arginina, ácido aspártico, cis-

teína, ácido glutámico, histidina, lisina y tirosina.
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3.4.2.1 Nota sobre Protonación

Debido a que existen protones libres en el agua (H+), es posible que estos se

unan a grupos funcionales de los aminoácidos, cambiando su composición molec-

ular. Este fenómeno es llamado protonación y una molécula bajo este efecto es

llamada protonada. Un aminoácido deprotonado es aquel que no posee protones

extra11.

3.4.3 Parámetros de Simulación

Para crear las mallas se consideran superficies excluídas al solvente, una esfera

imaginaria de 1.4
[
Å
]

y una capa de exclusión iónica de 2
[
Å
]

de grosor.

El modelo SLIC se parametriza con α = 0.5, β = −60 y γ = −0.5. Se

utilza un valor de 0.125 para la Longitud de Debye y constantes dieléctricas de

4 para las regiones encerradas por una interfaz dieléctrica y 80 para el resto de

las regiones.

3.4.4 Configuración de Superficies y Sistemas

Cada aminoácido o proteína a simular esta compuesto por dos superficies: una

interna que representa la interfaz dieléctrica y una externa para modelar la capa

de exclusión iónica. La configuración de superficies es similar a la del modelo

base expuesto en la sección 2.6.5.

Los sistemas creados son idénticos a los de la primera configuración del prob-

lema de los dos átomos (sección 3.3.4.1) y por concisión no se reescribirán aquí.
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La formulación PB para este problema viene dada por 3.12, el sistema lineal

para la formulación SLIC es 3.13.

En la sección B y en Github21 se puede ver el código creado para este prob-

lema.

En este caso, en el que existen superficies complejas, se puede hacer uso de

precondicionadores para resolver los sistemas lineales de una manera más ráp-

ida.

3.4.4.1 Nota Sobre Precondicionadores

Teniendo un sistema lineal de la forma

Ax = b (3.43)

Un precondicionador P es una matriz tal que el sistema:

P−1Ax = P−1b (3.44)

Se resuelva en menos iteraciones que el sistema 3.43. Un precondicionador P,

elegido de manera correcta, puede hacer que se encuentre la solución a un sis-

tema de más rápidamente.
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3.5 Herramientas Computacionales

3.5.1 Python

Python es un lenguaje de programación interpretado, caracterizado por su ver-

satilidad y su fácil comprensión. Lo anterior, sumado a la cantidad de módulos

disponibles y hacen que sea uno de los lenguajes de programación más populares

en el mundo23.

Existen módulos en Python creados específicamente para trabajos en matemática

y simulaciones computacionales. Para la implementación de los problemas pre-

sentados en este trabajo se utilizan los módulos numpy, SciPy, Plotly y Bempp.

La librería PyGBe se utiliza para comprobar resultados en el problema de los

dos átomos y en la simulación de la proteína 1BPI.

3.5.1.1 Numpy

Numpy es un proyecto de código abierto que tiene como objetivo permitir el uso

de métodos computacionales en Python. Los arreglos y las funciones matemáti-

cas de Numpy son un estándar en librerías y programas relacionadas a la matemática,

estos permiten un mejor manejo de matrices y vectores, menor uso computa-

cional y una mayor versatilidad que las alternativas nativas de Python8.
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3.5.1.2 SciPy

La librería SciPy es una colección de herramientas matemáticas de código abierto

orientadas a optimización, métodos numéricos, entre otros. Dentro de esta libr-

ería se encuentra una función que implementa el método GMRES para la resolu-

ción de sistemas lineales y otras herramientas utilizadas en este trabajo24.

3.5.1.3 Plotly

Plotly es un módulo de Python de código abierto orientado a la creación de grá-

ficos en 2D y 3D interactivos. Es especialmente útil para generar visualizaciones

de las mallas y los resultados obtenidos de las simulaciones10.

3.5.2 NanoShaper

NanoShaper es un software utilizado para crear mallas moleculares. El pro-

grama crea, a partir de un archivo conteniendo información de la locación de los

átomos y sus radios, una superficie cerrada que describe la forma de la molécula.

El software soporta las definiciones de superficie descritas en 2.6.3 y permite

variar, entre otras cosas, el tamaño de la esfera que se rueda sobre la superficie7.

3.5.3 MSMS

MSMS, al igual que NanoShaper, se utiliza para crear mallas moleculares. El

software permite crear la superficie excluída al solvente de una molécula a partir

de un archivo con información sobre los átomos que la componen15.
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3.5.4 PyGBe

PyGBe es una librería de Python creada para resolver problemas de electrostática

molecular utilizando el modelo de Poisson-Boltzmann5. Luego de su creación,

fue actualizado para incluir la formulación SLIC. Esta librería es utilizada para

verificar los resultados obtenidos con las implementaciones PB y SLIC en el

problema de los dos átomos y en la simulación de la proteína 1BPI.

3.5.5 Bempp

Bempp es una plataforma para Python de código abierto creada para implemen-

tar y resolver problemas de elementos de frontera3. Se caracteriza por su facil-

idad de uso y su álgebra de operadores intuitiva. Bempp aúna la importación

de las mallas, la definición del potencial y su derivada, la creación de los oper-

adores integrales, la resolución del sistema y el gráfico de los resultados; comple-

mentándose con los módulos mencionados en 3.5.1.

3.5.5.1 Malla

El primer paso para resolver un sistema en Bempp es la importación de la malla.

Bempp acepta únicamente mallas en dos o tres dimensiones compuestas de

triángulos planos. Como las mallas creadas con NanoShaper o MSMS son com-

patibles con el módulo, se importan directamente.

Bempp permite exportar mallas en distintos formatos, graficarlas utilizando

Plotly e imprimir información y datos relevantes de la malla, como el número de
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elementos o vértices.

3.5.5.2 Espacios Funcionales

El segundo paso es crear espacios funcionales donde se discretizarán las formu-

laciones del problema. Un espacio funcional se define como un conjunto de fun-

ciones entre dos conjuntos fijos; en este caso los espacios funcionales se utilizan

para representar valores continuos y funciones en un espacio discreto.

Bempp permite discretizar la superficie usando polinomios discontinuos entre

sus elementos de grado 1 o constantes; o polinomios continuos de grado 1 en-

tre sus elementos. En el presente informe se utilizan elementos discontinuos de

grado 0.

3.5.5.3 Funciones de Malla

Las funciones de malla son utilizadas para mapear directamente una función

analítica continua a un espacio funcional. Estas funciones se utilizan, por ejem-

plo, para mapear el lado derecho de la ecuación 3.12 a un espacio funcional

definido en la superficie discretizada.

3.5.5.4 Operadores Integrales

Los operadores integrales son definidos directamente en Bempp según su tipo.

A pesar de existir más opciones, en el presente informe solo se utilizan los op-

eradores de capa simple, de doble capa y de doble capa adjunto. Para definir

un operador, es necesario definir los espacios funcionales correspondientes al
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dominio, recorrido y espacio dual. La definición de estos permite operaciones

aritméticas entre operadores y su consistencia.

3.5.5.5 Solver

Bempp permite la resolución directa o iterativa sobre los sistemas lineales uti-

lizando métodos implementados en SciPy. Los datos necesarios para resolver el

problema son: el lado izquierdo que multiplica las incógnitas y el lado derecho

del sistema; permitiendo también el uso de precondicionadores.
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4
Resultados y Discusión

4.1 Dos Átomos

En la tabla 4.1 se pueden observar los valores de energía de solvatación obtenidos

en Bempp para cada configuración y caso del problema de los dos átomos, uti-

lizando los modelos PB, SLIC y SLIC con la mejora propuesta. En la tabla 4.2

se encuentran los valores de la energía de solvatación de cada átomo por sí solo.
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Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ + - - - ++ + - - -
3.0 1 -364.01 -146.38 -301.34 -146.66 -427.48 -301.26 -146.63 -427.40
3.0 2 -258.57 -261.36 -189.63 -258.27 -318.50 -189.55 -258.25 -318.43
3.5 1 -350.51 -163.11 -291.87 -163.43 -409.82 -291.82 -163.40 -409.77
3.5 2 -258.81 -261.19 -195.20 -258.65 -315.39 -195.14 -258.62 -315.34
4.0 1 -340.22 -176.22 -283.72 -176.51 -396.96 -283.66 -176.47 -396.90
4.0 2 -258.97 -261.05 -199.06 -258.94 -313.19 -198.99 -258.90 -313.13
4.5 2 -259.10 -260.94 -201.51 -259.13 -311.80 -201.43 -259.09 -311.74
5.0 2 -259.19 -260.85 -203.17 -259.27 -310.87 -203.11 -259.22 -310.82
5.5 2 -259.27 -260.78 -204.39 -259.38 -310.18 -204.34 -259.33 -310.14
6.0 2 -259.33 -260.72 -205.19 -259.46 -309.76 -205.15 -259.40 -309.72
6.5 2 -259.39 -260.67 -205.72 -259.51 -309.50 -205.69 -259.45 -309.48
6.5 3 -259.43 -260.67 -206.47 -258.97 -308.96 -206.47 -258.97 -308.96
7.0 3 -259.43 -260.62 -206.52 -258.93 -309.01 -206.52 -258.93 -309.00
7.5 3 -259.47 -260.58 -206.58 -258.90 -309.05 -206.58 -258.90 -309.05
8.0 3 -259.51 -260.55 -206.63 -258.87 -309.09 -206.63 -258.87 -309.09
8.5 3 -259.54 -260.52 -206.68 -258.85 -309.12 -206.68 -258.85 -309.12
9.0 3 -259.57 -260.49 -206.71 -258.83 -309.15 -206.71 -258.83 -309.15
9.5 3 -259.59 -260.47 -206.74 -258.80 -309.17 -206.74 -258.80 -309.17
10.0 3 -259.61 -260.44 -206.77 -258.79 -309.19 -206.77 -258.79 -309.19

Tabla 4.1: Resultados de energía de solvatación en [kcal/mol] obtenidos con la librería Bempp según la distancia
entre los átomos, la configuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
+ - + - + -

-130.01 -130.01 -103.62 -154.77 -103.62 -154.77

Tabla 4.2: Resultados de la librería Bempp para la energía de solvatación de cada átomo en [kcal/mol] según su
carga y el modelo utilizado.
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Modelo PB Modelo SLIC
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ - -
3.0 1 -364.29 -146.65 -299.22 -432.70
3.0 2 -258.88 -261.67 -187.40 -324.70
3.5 1 -350.78 -163.38 -289.83 -414.84
3.5 2 -259.12 -261.50 -193.04 -321.10
4.0 1 -340.51 -176.51 -281.66 -401.99
4.0 2 -259.28 -261.36 -196.95 -318.60
4.5 2 -259.41 -261.25 -199.45 -317.04
5.0 2 -259.50 -261.17 -201.14 -315.99
5.5 2 -259.58 -261.09 -202.39 -315.22
6.0 2 -259.64 -261.03 -203.21 -314.75
6.5 2 -259.70 -260.98 -203.74 -314.46

Tabla 4.3: Resultados de la energía de solvatación en [kcal/mol] obtenidos con la librería PyGBe según la
distancia entre los átomos, la configuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado.

Modelo PB Modelo SLIC
+ - + -

-130,17 -130,17 -102,65 -157,22

Tabla 4.4: Resultados de la librería PyGBe para la energía de solvatación de cada átomo en [kcal/mol] según su
carga y el modelo utilizado.

Asimismo, en la tabla 4.3 se exponen los valores de energía de solvatación

obtenidos utilizando la librería PyGBe y los métodos PB y SLIC. Debido a la

forma en la que fue creada la librería, no es posible simular en ella los casos en

los que los átomos tienen cargas opuestas ni las configuraciones en las que los

átomos no comparten interfaces dieléctricas ni capas de exclusión iónicas. En

la tabla 4.4 se pueden observar los valores de la energía de solvatación de un

átomo por sí solo.

Utilizando los resultados obtenidos en Bempp de las energías de solvatación
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Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ + - - - ++ + - - -
3.0 1 -103.98 113.65 -94.09 111.73 -117.94 -94.01 111.76 -117.87
3.0 2 1.46 -1.33 17.61 0.12 -8.96 17.70 0.14 -8.90
3.5 1 -90.48 96.92 -84.63 94.96 -100.29 -84.57 94.99 -100.23
3.5 2 1.22 -1.16 12.04 -0.26 -5.85 12.11 -0.23 -5.80
4.0 1 -80.19 83.81 -76.48 81.88 -87.43 -76.41 81.92 -87.36
4.0 2 1.06 -1.02 8.19 -0.55 -3.66 8.26 -0.51 -3.60
4.5 2 0.93 -0.91 5.74 -0.74 -2.26 5.81 -0.70 -2.20
5.0 2 0.84 -0.82 4.08 -0.88 -1.33 4.14 -0.83 -1.29
5.5 2 0.76 -0.75 2.85 -0.99 -0.65 2.90 -0.94 -0.61
6.0 2 0.70 -0.69 2.05 -1.07 -0.23 2.10 -1.01 -0.19
6.5 2 0.64 -0.64 1.53 -1.12 0.03 1.56 -1.06 0.05
6.5 3 0.60 -0.64 0.78 -0.58 0.57 0.78 -0.58 0.57
7.0 3 0.59 -0.59 0.73 -0.54 0.53 0.73 -0.54 0.53
7.5 3 0.55 -0.55 0.66 -0.51 0.48 0.66 -0.51 0.48
8.0 3 0.52 -0.52 0.61 -0.48 0.44 0.61 -0.48 0.44
8.5 3 0.49 -0.49 0.57 -0.46 0.41 0.57 -0.46 0.41
9.0 3 0.46 -0.46 0.54 -0.44 0.39 0.54 -0.44 0.39
9.5 3 0.44 -0.44 0.51 -0.41 0.36 0.51 -0.41 0.36
10.0 3 0.42 -0.41 0.48 -0.40 0.34 0.48 -0.40 0.34

Tabla 4.5: Resultados de la energía libre de interacción en [kcal/mol] obtenidos con la librería Bempp según la
distancia entre los átomos, la configuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado.

se puede calcular la energía libre de interacción para cada configuración y caso.

En la tabla 4.5 se exponen estos valores.

Realizando el mismo proceso con los resultados de energía de solvatación

obtenidos con la librería PyGBe se obtienen los valores de la energía libre de

interacción expuestos en la tabla 4.6.

4.1.1 Diferencias entre Bempp y PyGBe

Llama la atención que, utilizando las mismas mallas y parámetros para simular

este problema en las librerías PyGBe y Bempp, hay una diferencia consistente

entre las energías de solvatación calculadas con el modelo SLIC de alrededor de

68



Modelo PB Modelo SLIC
Distancia

[
Å
]

Configuración ++/- - + - ++ - -
3.0 1 -103.95 113.69 -93.92 -118.27
3.0 2 1.46 -1.33 17.90 -10.27
3.5 1 -90.44 96.96 -84.54 -100.41
3.5 2 1.22 -1.16 12.26 -6.66
4.0 1 -80.17 83.83 -76.37 -87.56
4.0 2 1.06 -1.02 8.34 -4.17
4.5 2 0.93 -0.91 5.85 -2.60
5.0 2 0.84 -0.83 4.16 -1.56
5.5 2 0.76 -0.75 2.90 -0.79
6.0 2 0.70 -0.69 2.09 -0.31
6.5 2 0.64 -0.64 1.55 -0.03

Tabla 4.6: Resultados de la energía libre de interacción obtenidos en [kcal/mol] con la librería PyGBe según la
distancia entre los átomos, la configuración elegida, la carga de cada átomo y el modelo utilizado.

2 a 5 [kcal/mol]. En el modelo PB existe una diferencia no tan pronunciada de

alrededor de 0.3 [kcal/mol].

Para llegar a la raíz de esta diferencia y validar la implementación en Bempp,

se estudia un caso del problema: dos átomos con carga positiva a 3.0
[
Å
]

de

distancia, compartiendo interfaz dieléctrica y capa de exclusión iónica. Este

estudio se realiza con el código del método SLIC, debido a que las diferencias

presentes utilizando este modelo son mayores en comparación con el modelo PB,

pero esperando que los hallazgos puedan explicar también las diferencias exis-

tentes utilizando este último.

Las diferencias entre ambas librerías apuntan hacia las matrices que represen-

tan la discretización de los operadores integrales en cada una. Extrayéndolas,

calculando el ratio elemento a elemento y graficando los resultados, se pueden
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Figura 4.1: Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador de doble capa de PyGBe y de
Bempp.

ver discrepancias: para los operadores de doble capa adjunto (figura 4.3) y doble

capa (figura 4.1), esta es de orden similar a la diferencia entre los valores de la

energía de solvatación de ambas librerías. En el caso del operador de capa sim-

ple (figura 4.2) la diferencia no es tan pronunciada. Para realizar los gráficos se

retiraron los valores Nan∗ y los valores átipicos de las matrices, menores que el

primer percentil y mayores que el percentil 99. Se debe notar, además, que las

filas de las matrices se encuentran dispuestas de abajo hacia arriba en los gráfi-

cos.

Estas diferencias se pueden atribuir a la manera en que se discretizan los

operadores en ambas librerías. Para el caso de PyGBe se utiliza el método de
∗Del inglés Not a Number, representan en programación valores imposibles de calcular, por

ejemplo, divisiones por cero.
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Figura 4.2: Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador de capa simple de PyGBe y de
Bempp.

Figura 4.3: Ratio elemento a elemento entre la discretización del operador de doble capa adjunto de PyGBe y
de Bempp.

71



colocación, mientras que en la librería Bempp se utiliza el método de Galerkin.

En la sección 2.4 se puede encontrar más información sobre métodos de dis-

cretización.

Para comprobar el efecto que tiene esta diferencia sobre el resultado final, se

realiza una simulación del caso estudiado en Bempp, pero reemplazando la ma-

triz original del operador doble capa adjunto por la equivalente de PyGBe. El

resultado para la energía de solvatación calculado fue de -299.54 [kcal/mol] ver-

sus las -301.34 [kcal/mol] del modelo con la matriz original Bempp y las -299,22

[kcal/mol] obtenidas en PyGBe.

Considerando que la diferencia existente entre ambas librerías se genera por

este motivo, habiendo descartado errores en el código y considerando que los

parámetros utilizados para todas las simulaciones son similares, los modelos PB

y SLIC implementados en la librería Bempp se dan por validados.

4.1.2 Sobre los Resultados Originales y la Inconsistencia en el

Modelo SLIC

Se recuerda que los resultados para la energía de solvatación de cada par de áto-

mos obtenidos por PhD. Ali Mehdizadeh se encuentran en la tabla 3.2. En la

tabla 3.3 se pueden ver los resultados de energía de solvatación de cada ion y en

la tabla 3.4 se exponen los resultados de la energía libre de interacción de cada

configuración y caso del problema.

Comparando y graficando los resultados de PhD. Mehdizadeh obtenidos uti-

lizando el modelo PB con los calculados usando el mismo modelo en PyGBe
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Figura 4.4: Comparación entre los resultados del la energía de solvatación obtenidos usando el modelo PB en
PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

y Bempp (figura 4.4), se puede ver que todos siguen la misma tendencia, con

una diferencia constante entre los valores. Esta diferencia puede deberse a que

las mallas utilizadas por PhD. Mehdizadeh y por el autor de este trabajo no

son idénticas, por los métodos de discretización utilizados o por parámetros

matemáticos de las simulaciones que se escapan del alcance de este trabajo.

Los resultados de la energía libre de interacción siguen una tendencia similar

(figura 4.5) pero no se presenta una mayor diferencia entre los valores simula-

dos por PhD. Mehdizadeh y por el autor de este trabajo. La no existencia de

la diferencia puede deberse a que la energía libre de interacción no es un valor

absoluto, sino una resta entre energías de solvatación; y demuestra una consis-

tencia en el modelo PB.

Analizando los resultados de energía de solvatación obtenidos con el método

SLIC, se puede comentar que los casos en donde los átomos tienen cargas iguales

(++ y +−) simulados en Bempp y PyGBe siguen una tendencia similar entre
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Figura 4.5: Comparación entre los resultados del la energía libre de interacción obtenidos usando el modelo PB
en PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

ellos y con los resultados obtenidos por PhD. Mehdizadeh, existiendo un salto

semejante en el valor calculado por PhD. Mehdizadeh y en la librería Bempp

al pasar de la configuración 2 a la configuración 3 con una distancia de 6.5
[
Å
]

(se recuerda que la configuración 3 no se puede simular en la librería PyGBe).

En la figura 4.6 se muestra un gráfico de los resultados de la energía de solvat-

ación. La diferencia en los valores entre PyGBe, Bempp y los calculados por

PhD. Mehdizadeh es constante y su existencia se puede explicar por las mismas

causas de las diferencias advertidas en los resultados obtenidos con el modelo

PB. PyGBe logra resultados más cercanos a los de PhD. Mehdizadeh que Be-

mpp.

Para los casos en que los átomos tienen carga opuesta, en Bempp se observa

un pequeño salto en el valor de la energía de solvatación. Este salto es más pro-

nunciado en los valores calculados por PhD. Mehdizadeh y es la razón por la

que se habla de una inconsistencia en el modelo SLIC. Al parecer esta inconsis-
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Figura 4.6: Comparación entre los resultados del la energía de solvatación obtenidos usando el modelo SLIC en
PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

tencia es menor en Bempp y el hecho de que sea mayor en la implementación de

PhD. Mehdizadeh puede deberse a errores numéricos.

La tendencia cambia para el cálculo de la energía libre de interacción (figura

4.7). Para el caso de átomos con cargas similares se aprecia, a distancias pe-

queñas, una diferencia entre los valores calculados en PyGBe, Bempp y los resul-

tados de PhD. Mehdizadeh y, a medida que los átomos se alejan, la diferencia

entre todos los resultados disminuye. Para el caso de los átomos con cargas op-

uestas, el salto se puede apreciar de mejor manera y se puede explicar por los

mismos motivos expuestos en el párrafo anterior.

4.1.3 Comentarios sobre la Configuración 1

Los resultados de la energía de solvatación para la nueva configuración prop-

uesta, la físicamente correcta para los sistemas de átomos a 3.0, 3.5 y 4.0
[
Å
]
,

son mayores a los de la configuración 2 para todos los casos, independiente del
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Figura 4.7: Comparación entre los resultados del la energía libre de interacción obtenidos usando el modelo
SLIC en PyGBe y Bempp con los calculados por PhD. Mehdizadeh.

modelo utilizado y la librería. Este aumento se debe a la geometría utilizada y

es el efecto que la nueva zona de la malla tiene sobre la energía de solvatación.

Debido a la magnitud de estos valores y al hecho que el estudio original del

problema de los dos átomos no consideraba esta configuración, el comportamiento

de la mejora propuesta se analizará solo para las configuraciones 2 y 3.

4.1.4 Comportamiento de la Mejora Propuesta

4.1.4.1 Energía de Solvatación y Energía Libre de Interacción

Comparando el comportamiento del modelo SLIC implementado en Bempp con

el modelo SLIC con la mejora propuesta, se puede observar que los resultados

para la energía de solvatación son casi idénticos. En la figura 4.8 se puede apre-

ciar que los gráficos para cada caso se superponen.

Para la energía libre de interacción se repite la tendencia descrita en el pár-
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Figura 4.8: Comparación entre los resultados del la energía de solvatación obtenidos usando el modelo SLIC y el
modelo SLIC con la mejora propuesta.

rafo anterior. El salto observado en el modelo SLIC con la mejora propuesta

es ligeramente menor, sin embargo, no se puede afirmar que esta diferencia es

debida a la existencia o no de la mejora; el efecto matemático que tiene la intro-

ducción de la distribución σd1 puede haber generado esta diferencia. En la figura

4.9 se puede observar un gráfico de lo descrito y, nuevamente, se aprecia que las

series se superponen.

4.1.4.2 Potencial y su Derivada en las Superficies

Los valores del potencial eléctrico y su derivada en las superficies se pueden ex-

traer de Bempp y ser graficados para su visualización y estudio. En esta sección,

se analizarán tres casos representativos del problema: un átomo por sí solo, dos

átomos separados a 5.0
[
Å
]

y dos átomos separados a 8.0
[
Å
]
.

En la figura 4.10 se puede ver una comparación entre los resultados obtenidos

con el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta para el potencial
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Figura 4.9: Comparación entre los resultados del la energía libre de interacción obtenidos usando el modelo
SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

y su derivada en la interfaz dieléctrica de un átomo para los dos casos posibles

(carga negativa y carga positiva), es importante notar que el gráfico está com-

puesto de cuatro subgráficos que comparan, caso a caso, las variables de interés.

Todos los valores, practicamente, se superponen. El gráfico de estos valores en

la capa de exlcusión iónica se puede observar en el gráfico 4.11. Nuevamente, los

valores son similares y las líneas se superponen.

Por un lado, con la mejora propuesta no se ve un cambio significativo en este

caso específico; por el otro, esto significa que representa de la misma forma que

SLIC original una configuración canónica de electrostática molecular: una esfera

con una carga centrada.

Para el caso de dos átomos a 5
[
Å
]
, la figura 4.12 muestra los valores del po-

tencial y su derivada en la interfaz dieléctrica para las tres combinaciones posi-

bles de carga. En esta configuración existen dos interfaces dieléctricas y el grá-

fico muestra los valores concatenados de ambas superficies. Las series graficadas
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Figura 4.10: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica de un ion
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

Figura 4.11: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de un ion obtenidos
usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.
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Figura 4.12: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en las interfaces dieléctricas de dos
átomos a 5

[
Å
]
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

se superpone, lo que quiere decir que no hay un cambio significativo entre los

modelos.

Graficando los valores de interés evaluados en la stern layer (figura 4.13) se

puede ver que no hay diferencia para la derivada del potencial calculada en am-

bos modelos. Para los valores del potencial en la superficie sí se aprecia un cam-

bio: para los casos en que los átomos tienen cargas similares, el modelo SLIC

propuesto tiende a calcular magnitudes mayores o menores que el modelo SLIC

dependiendo de la región de la superficie. La mayor diferencia se da en el caso

en que los átomos tienen cargas opuestas: el potencial, que en el modelo SLIC

base es cercano a cero en toda la superficie, ahora tiene una forma coherente

físicamente, proporcional a las cargas que componen el sistema. El cambio se

puede apreciar de mejor manera en la figura 4.14.

El caso de dos átomos separados a 8
[
Å
]

presenta resultados similares para

los valores calculados con el modelo SLIC base y el modelo SLIC propuesto. En
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Figura 4.13: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de dos átomos a 5[
Å
]
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

(a) Modelo SLIC sin la mejora propuesta. (b) Modelo SLIC con la mejora propuesta.

Figura 4.14: Gráficos del potencial en la stern layer para dos átomos de cargas opuestas separados a 5
[
Å
]

obtenidos según el modelo indicado.

81



Figura 4.15: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica de dos
átomos a 8

[
Å
]
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

la figura 4.15 se pueden observar los gráficos para el potencial y su derivada en

las interfaces dieléctricas, los valores en las dos interfaces fueron concatenados

para una mejor visualización. En la figura 4.16 se muestran los gráficos para los

valores de interés en las dos capas de exclusión iónica, también concatenados.

4.2 Proteínas y Aminoácidos

4.2.1 Proteína 1BPI

En la tabla 4.7 se muestran los resultados de la energía de solvatación de la pro-

teína 1BPI. La diferencia entre las librerías PyGBe y Bempp sigue presente y

ahora es menor para los valores calculados con el modelo SLIC y mayor para los

valores calculados con el modelo PB, pero consistente entre ambos modelos. La

discrepancia se puede explicar por los mismos motivos que la encontrada en el

problema de los dos átomos. El hecho de que sea menor en el método SLIC y
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Figura 4.16: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la stern layer de dos átomos a 8[
Å
]
obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

PyGBe PB PyGBe SLIC Bempp PB Bempp SLIC Bempp SLIC Prop.
-322.487744 -296.197973 -321.591081 -295.666638 -294.807223

Tabla 4.7: Resultados de la energía de solvatación en [kcal/mol] para la proteína 1BPI según el modelo y la
librería utilizada

consistente entre ambos métodos puede significar que la naturaleza artificial y

simplificada del problema de los dos átomos hace que la diferencia se vea acen-

tuada. Comparando los resultados entre el modelo SLIC base y el modelo prop-

uesto, se puede notar que existe una diferencia menor al 1% entre ambos.

Analizando los cálculos del potencial y su derivada en la superficie de la pro-

teína y la capa de exclusión iónica, se puede ver que solo se obtienen resultados

distintos para los valores de la derivada del potencial en la stern layer. En la

figura 4.17 se grafica lo anterior, mientras que en la figura 4.18 se observa un

gráfico en tres dimensiones de la derivada del potencial en la capa de exclusión

iónica. Su forma es similar entre los dos modelos pero se puede ver que en el
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Figura 4.17: Comparación entre los resultados del potencial y su derivada en la interfaz dieléctrica y stern layer
de la proteína 1BPI, obtenidos usando el modelo SLIC y el modelo SLIC con la mejora propuesta.

modelo SLIC propuesto, este tiene peaks mayores.

4.2.2 Aminoácidos

En la tabla 4.8 se muestran los resultados calculados de la energía de solvat-

ación de los distintos aminoácidos según su estado. Comparando los valores con

la carga total de cada aminoácido 4.9 se puede ver que en los casos que la carga

encerrada por el aminoácido es cercana a cero, las energías de solvatación calcu-

ladas con el modelo SLIC base y SLIC con la mejora propuesta difieren en una

menor magnitud que en los casos en que la carga encerrada es distinta de cero.

En el apéndice C se pueden observar los gráficos del potencial y su derivada

en la interfaz dieléctrica y capa de exclusión iónica para cada aminoácido y es-

tado. En todos los casos, el potencial y su derivada en la interfaz y la derivada

del potencial en la stern layer son similares para los métodos SLIC base y SLIC

propuesto. Los casos en que la carga total del aminoácido es distinta de cero, el
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(a) Modelo SLIC sin la mejora propuesta. (b) Modelo SLIC con la mejora propuesta.

Figura 4.18: Gráficos del potencial en la stern layer para la proteína 1BPI obtenidos según el modelo indicado.

Modelo PB Modelo SLIC Modelo SLIC Prop.
Aminoácido Deprotonado Protonado Deprotonado Protonado Deprotonado Protonado
Arginina -8.871 -24.537 -8.151 -19.453 -8.146 -19.348
Ácido Aspártico -19.398 -3.804 -22.632 -4.074 -22.548 -4.072
Cisteína -20.871 -4.320 -24.029 -4.139 -23.949 -4.135
Ácido Glutámico -19.695 -3.756 -23.101 -4.090 -22.99 -4.089
Histidina -7.685 -21.721 -7.568 -17.995 -7.561 -17.915
Lisina -4.986 -23.274 -4.887 -19.526 -4.884 -19.381
Tirosina -24.558 -6.067 -28.728 -5.511 -28.539 -5.507

Tabla 4.8: Energías de solvatación en [kcal/mol] calculadas para cada aminoácido en sus estados protonado y
deprotonado según el modelo utilizado.

Carga
Aminoácido Protonado Deprotonado
Arginina ≈1 ≈0
Ácido Aspártico ≈0 ≈-1
Cisteína ≈0 ≈-1
Ácido Glutámico ≈0 ≈-1
Histidina ≈1 ≈0
Lisina ≈1 ≈0
Tirosina ≈0 ≈-1

Tabla 4.9: Carga total de cada aminoácido en sus estados protonado y deprotonado.
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potencial en la stern layer se comporta de la misma forma que en el problema

de la proteína 1BPI: forma similar, pero con valores máximos más altos para

el modelo SLIC propuesto. En los casos en que la carga total del aminoácido

es cero, los valores de la derivada del potencial en la capa de exclusión iónica

son cercanos a cero para el modelo SLIC base, mientras que en el modelo SLIC

propuesto, estos son coherentes en magnitud con el resto de las variables de in-

terés.

Al igual que el caso de los dos átomos, el modelo SLIC propuesto recupera

la forma del potencial en la capa de exclusión iónica, mientras que el valor cal-

culado de la energía de solvatación no varía demasiado en comparación con el

modelo SLIC base.
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5
Conclusiones

En el presente trabajo fue implementado, utilizando el lenguaje de programación

Python y la librería Bempp, el modelo SLIC para solvatación. Este modelo lo-

gra representar de buena manera la asimetría de carga. Los resultados obtenidos

con el modelo se comparan con una implementación ya existente en la librería

PyGBe y presentan diferencias justificadas por el tipo de discretización utilizado
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en cada una.

Junto con lo anterior, se propone una mejora al modelo implementada en la

misma plataforma, esperando solucionar una inconsistencia en la implementación

original de SLIC en el cálculo de la energía de solvatación para un problema de

dos átomos alejándose.

La inconsistencia también se presenta en la implementación SLIC en Python

y Bempp, con una magnitud menor y el modelo propuesto no logra solucionarla;

sin embargo, sí logra recuperar y representar de buena manera el potencial eléc-

trico en la superficie de la capa de exclusión iónica.

Estudiando el comportamiento del modelo propuesto en casos reales de pro-

teínas y aminoácidos, se puede afirmar que los resultados para la energía de sol-

vatación tienen una variación menor al 1% en todos los casos en comparación

al modelo SLIC base y que, de las variables estudiadas: potencial eléctrico y su

derivada; solo el potencial en la stern layer varía con respecto al modelo base.

La diferencia en la energía de solvatación se hace menor para los casos analiza-

dos en los que la carga total de la molécula es cercana a cero y, sin embargo, en

estos casos el potencial en la capa de exclusión iónica tiene valores físicamente

correctos solo en el modelo propuesto, en el modelo base es cercano a cero en

toda la superficie.

Sería interesante comprobar el comportamiento y la convergencia del modelo

propuesto con simulaciones más cercanas a la realidad, por ejemplo, de dinámica

molecular; y utilizar el potencial de la librería Bempp para afinarlo, expandirlo

o prototipar nuevas ideas.
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