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Titulo:
Estimacion empirica bayesiana utilizando suma de distribuciones

gaussianas

RESUMEN
El problema clésico de estimacion bayesiana ha sido estudiado en diferen-
tes areas de la ciencia y tecnologia. La idea principal se fundamenta en
el teorema de Bayes, con el fin de obtener una estimaciéon de un proce-
so estocastico basado en observaciones relacionadas a la variable aleatoria
y el conocimiento previo de la funciéon de densidad de probabilidad del
proceso. Sin embargo, el correcto desempeno del algoritmo de estimacion
esta sujeto a las suposiciones iniciales acerca de la distribucion de proba-
bilidad a prior: de la variable aleatoria. En este trabajo se propone un
algoritmo de identificacién para obtener una estimacién de la funciéon de
distribucién a priori del problema tradicional de inferencia bayesiana. Se
utiliza en enfoque de estimacion empirica bayesiana modelando la funcion
de distribucién a priori como una mezcla finita de distribuciones gaussia-
nas. El problema de estimaciéon se resuelve usando un algoritmo basado
en la maximizacién de la esperanza considerando simultaneamente la in-
formacion de un conjunto de experimentos independientes. El algoritmo
propuesto presenta una buena exactitud en la estimacién a medida que se
aumenta el nimero de experimentos. Finalmente, los beneficios del algo-

ritmo propuesto se muestran a través de ejemplos numéricos de simulacién.
Palabras clave: Inferencia bayesiana, Estimaciéon empirica bayesiana,

Modelo de mezclas gaussianas, Distribuciéon a priori, Maximizar la espe-

ranza.

v



Title:

Empirical Bayes estimation utilizing Gaussian mixture models

ABSTRACT
The classical problem of Bayesian estimation has been addressed in diffe-
rent frameworks of science and technology. The key idea comes from the
well-known Bayes Theorem, where we need to obtain an estimation of a
stochastic process utilizing measurements and a prior distribution of the
random variable. Nevertheless, the estimation accuracy can be far from the
true value when the assumption of the prior distribution does not corres-
pond to the true distribution. In this thesis an identification algorithm to
obtain an estimation of the prior distribution in the classical problem of
Bayesian inference is developed. The Empirical Bayes approach is consi-
dered to obtain the prior distribution as a finite Gaussian mixture model.
An Expectation-Maximization based algorithm is used to obtain an esti-
mate of the Gaussian mixture model parameters. This approach shows an
accurate estimation of the prior distribution when the number of experi-
ments is increased. The benefits of the proposed algorithm are illustrated

via numerical simulations.

Keywords: Bayesian inference, Empirical Bayes estimation, Gaussian mix-

ture model, Prior distribution, Expectation-Maximization.
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1. Introducciéon 1

CAPITULO 1
INTRODUCCION

1.1. Motivacion

La estimacion bayesiana es un tipo de inferencia estadistica en la que se
usan observaciones de una variable aleatoria para inferir la probabilidad de
que un supuesto o hipdtesis pueda ser cierto. Este concepto ha sido aplicado
en diversas areas como inferencia estadistica [1-3], sistemas lineales con
datos cuantizados [4], sistemas no lineales [5,6], control [7], comunicaciones
[8,9] v astronomia [10,11], entre otros. La idea principal se basa en obtener
una estimacién de un proceso aleatorio usando: i) la informacién contenida
en un conjunto de observaciones relacionadas a una variable aleatoria y ii)
el conocimiento previo de la funcién de densidad de probabilidad (pdf) del
proceso. La formulacién del problema de estimacion se basa en el teorema

de Bayes el cual se expresa como:

p(210)p(0)
p(2)

donde Z es un conjunto de observaciones o mediciones del proceso esto-

p(0|2) = (1.1)

castico 0, p(2|0) es la funcién de verosimilitud, p(f) es la pdf a priori
(prior distribution) y p(0|2) es la pdf a posteriori (posterior distribution)
del proceso estocastico. Es importante resaltar que p(2) puede ser conside-
rada como una “constante”’de normalizacién que no es necesario calcularla

directamente [12].

La metodologia de estimacion bayesiana permite obtener estimadores clasi-
cos a partir de la caracterizacion de la pdf a posteriori del proceso estocas-
tico en funcion del error de estimacion, por ejemplo, maximizar la funcion

de distribucién a posteriori (MAP) [13], maximizar la funcién de verosi-
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militud (ML) [14, 15], minimizar el error cuadréatico medio de estimacién
(MMSE) [16], minimizar el valor absoluto del error de estimacion (MA-
VE) [17], entre otros. Un enfoque préctico ha sido estudiado en sistemas
de comunicacién inalambrica para analizar el comportamiento aleatorio del
canal de comunicacién [8,9]. De manera similar, el enfoque bayesiano ha
sido usado en el diseno de clasificadores para cuantificar la calidad perci-
bida en sistemas de voz sobre protocolo de internet (VoIP) [18] o bien en
sistemas jerarquicos de aprendizaje [19]. Todas estas formulaciones requie-
ren conocer (o asumir) un modelo de la pdf a priori a fin de obtener una

metodologia de estimacion.

El principal problema del paradigma de estimacion bayesiana es determi-
nar de manera apropiada la estructura o modelo de la pdf a priori, p(0).
Tipicamente, la seleccién se hace en base a informaciéon conocida acerca
del proceso en estudio o bien sobre la experiencia en el area de aplica-
cion [20-22]. Otro enfoque corresponde a la estimacion empirica de Bayes
(EB), la cual consiste en utilizar la estimacion por ML a fin de obtener
los pardmetros que definen la pdf a prior: [23,24]. Este planteamiento
considera una suposicion inicial sobre el modelo de la pdf a priori, donde
el desempeno del algoritmo de estimacion puede comprometerse cuando
p(6) no corresponde con la suposicién inicial considerada. Por lo tanto, es
necesario considerar escenarios mas flexibles que permitan estudiar la es-
timacion de la pdf a priori, por ejemplo, aproximacion usando un modelo

de suma finita de distribuciones gaussianas (GMMs).

Tradicionalmente, las GMMs han sido usadas para aproximar funciones de
distribucién desconocidas o no-gaussianas en areas como filtros no linea-
les [25], seguimientos de trayectorias [26,27], clasificacién [28], inferencia
estadistica [3,29] entre otros. Recientemente, las GMMs han sido usadas
para obtener algoritmos de identificacion para sistemas dinamicos con el
enfoque de ML [30] y con un enfoque bayesiano [31,32]. Ademads, el proble-

ma de identificacion en sistemas estaticos ha sido abordado usando mezcla

Rafael A. Orellana P.
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finita de distribuciones, por ejemplo, en la deconvolucion de la velocidad
de rotacién estelar [29,33]. Por otro lado, es posible obtener la formulacién
clasica del algoritmo de maximizacién de la esperanza (EM) con GMMs pa-
ra el problema de estimacién por ML en el marco empirico bayesiano. Para
ello se utiliza el enfoque de datos aumentados en donde se incorpora una
variable no observada con el fin de maximizar de forma iterativa el valor
esperado condicional de la funcién de verosimilitud del conjunto de datos
completos (mediciones observadas y no observadas) [34]. Sin embargo, este
planteamiento requiere observaciones directas de la variable estocastica 0,
las cuales no estan disponibles para el problema de estimacién empirica
bayesiana.

Por todo esto, el objetivo principal de este trabajo es proponer una metodo-
logia de identificacién usando el enfoque EB para obtener una estimacién
de la pdf a priori, p(), en (1.1) como la suma finita de distribuciones gaus-
sianas. Se propone un algoritmo basado en ML para estimar los pardmetros
de la GMM que define la pdf a priori del proceso estocastico . Se utiliza
un algoritmo basado en EM para resolver el problema de estimacién por

ML en forma iterativa.

1.2. Contribuciones de la Tesis

Las principales contribuciones de la tesis son las siguientes:

1. Se propone una metodologia de identificacion para la funcién de dis-
tribucién a priori como una suma finita de distribuciones gaussianas

usando el enfoque EB.

2. Se propone un algoritmo basado en EM para resolver el problema de
optimizacion asociado al algoritmo de estimacion EB. Con el algorit-
mo propuesto se obtiene una forma cerrada de los estimadores de los

parametros que definen la GMM.
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3. La implementacion del algoritmo propuesto se hace utilizando apro-
ximacién numeérica para resolver las ecuaciones integrales que definen
los estimadores de la GMM.

1.3. Publicacion asociada a la tesis

Articulo en Conferencia:

R. Orellana, R. Carvajal and J.C. Agiliero, “Empirical Bayes estimation
utilizing finite Gaussian Mixture Models,” in 2019 IEEE CHILEAN Con-
ference on Electrical, Electronics Engineering, Information and Communi-
cation Technologies (CHILECON ), Valparaiso, Chile, 2019, pp. 1-6.

Abstract: In this paper we develop an identification algorithm to obtain
an estimation of the prior distribution in the classical problem of Bayesian
inference. We consider the Empirical Bayes approach to obtain the prior
distribution approximation by a finite Gaussian mixture. An Expectation-
Maximization based algorithm is used to obtain an estimate of the Gaus-
sian mixture parameters. Our approach shows a good approximation of
the prior distribution when the number of experiments is increased. We
illustrate the estimation performance of our proposal with numerical simu-

lations.

1.4. Notacion

La notacion que se utiliza en el documento es la siguiente: p(x|n) representa
la funcion de densidad de probabilidad de la variable aleatoria x conociendo
el vector de parametros 7. ny denota el vector de parametros verdadero, 7
una estimacién de ny y 7*) denota la k-ésima iteracién para la estimacién
del parametro. (-)T denota el operador traspuesto. R representa el conjunto

de nuimeros reales. Finalmente, E {-} representa el operador esperanza.

Rafael A. Orellana P.



CAPITULO 1. 1.5. ORGANIZACION DEL DOCUMENTO

1.5. Organizacion del documento

La presente tesis esta organizada por capitulos de la siguiente manera:

= El Capitulo 2 presenta los conceptos fundamentales relacionados a la

representacion de funciones de distribucién de probabilidad como la

suma finita de funciones de distribucion gaussianas. El objetivo es con-

siderar esta representacion para aproximar la funciéon de distribucién

a priori en el enfoque EB cuando ésta no corresponde a una GMM.

» El Capitulo 3 muestra los conceptos relacionados a la estimaciéon por

ML usando GMM. Adicionalmente, se formula el problema de estima-

ciéon usando el enfoque EB para obtener los parametros que definen

la GMM.

» El Capitulo 4 presenta el desarrollo de un algoritmo basado en EM

para el problema de interés, obteniendo los estimadores para los para-

metros que definen la GMM que aproxima la funcién de distribucién

a priori.

= El Capitulo 5 presenta los ejemplos de simulacion numérica para ana-

lizar el desempeno del algoritmo propuesto.

= El Capitulo 6 presenta las conclusiones de la tesis y las opciones de

trabajo futuro para dar continuidad a la investigacion.
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CAPITULO 2
MODELO DE MEZCLAS GAUSSIANAS

2.1. Introduccion

En este capitulo se estudian los conceptos basicos asociados a funciones
de distribucién de probabilidad dadas por la suma finita de distribuciones
conocidas, en particular funciones de distribucion gaussianas. Se muestra la
fundamentacién tedrica para aproximar funciones de distribucién usando
modelos de mezclas gaussianas. Por tltimo, se muestran algunos criterios
para la seleccion del nimero de componentes en los modelos de mezclas

gaussianas.

2.2. Formulacién basica

En estadistica, un modelo de mezclas de funciones de distribucion permite
determinar la presencia de sub-poblaciones dentro de una poblacion gene-
ral, esto sin requerir observaciones individuales de cada una de ellas [35].
La Figura 2.1 muestra un ejemplo considerando la mezcla de tres funciones
de distribucién gaussiana.

La funcién de densidad de probabilidad en el caso de una mezcla finita de
distribuciones de una variable aleatoria n,-dimensional discreta Y, viene

dada por:
p(y) = 3 _Aimi(y), (2.1)

donde k es el nimero de componentes de la mezcla de distribuciones, \; es
el factor de ponderacién de la mezcla sujetoa d - A\ =1,0< )\ <1y
pi(y) son las funciones de densidad que forman la mezcla de distribuciones.

Tipicamente, en los modelos de mezclas de distribuciones se considera que




2.3. Modelos de mezclas gaussianas para aproximar funciones de distribucion 7

0.2 === pi(y;m) =023 |
— p(y; 1)
=01 B
Q,
0 _________________
| | | | | | | | |

-10 -8 -6 -4 -2 0 2 1 6 8 10

Figura 2.1: Ejemplo de una mezcla de tres funciones de distribucién gaussiana.

las componentes son parametrizadas por un vector de parametros ;. En

ese caso, la mezcla finita de distribuciones se puede escribir como:
K
p(yin) = Z Aipi (Y3 %i); (2.2)
i=1

donde n = [M v ... Ay vE]T representa el vector de pardmetros que
definen el modelo de mezclas de distribuciones. Generalmente, las compo-
nentes de la mezcla, p;(y; y;), pertenecen a la misma familia de funciones de
distribucién, por ejemplo, funciones de distribucion gaussianas [34,36]. Sin
embargo, en algunas aplicaciones la funcion de distribucién corresponde a
la mezcla de funciones de densidad diferentes, por ejemplo, el problema de

procesamiento y detecciéon de imagenes multi-espectrales [37].

2.3. Modelos de mezclas gaussianas para aproximar

funciones de distribucion

Tipicamente, las GMMs han sido usadas en areas como filtros no linea-
les [12,38,39], seguimientos de trayectorias [26,27], clasificacién [28] entre
otros. Recientemente, este enfoque ha sido usado para proponer algoritmos

de identificacion de sistemas dindmicos con fuentes de ruido de distribu-
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cion no-gaussiana. Para esto, se considera la aproximacion de la funcion de
distribuciéon no-gaussiana usando una GMM [30]. Considerando funciones
de distribucion gaussianas en (2.2) para p;(y; v:) = ¢(y; wi, 2;), se tiene que
la GMM viene dada por:

plyin) = Nib(y; i, o), (2.3)
i=1
donde ¢(y; pi, 3;) corresponde a una pdf gaussiana dada por:
Oy 11, 2 : ) S ) b (24
s Moy 24i) = € S\ = M j — i) (> .
(Y e DA Xp A i \Y—H

donde p; € R™*! es la media y ¥; € R™*™ es la matriz de covarianza.

Las GMMs han representado una solucién frecuente para aproximar fun-
ciones de distribucién desconocidas [40]. Basado en el teorema de aproxi-
macién de Wiener [41,42] es posible aproximar cualquier pdf con soporte
compacto a través de una suma finita de distribuciones gaussianas [43].

Toda esta formulacion se resume a continuacion:

Lema 1. Cualquier funcion de densidad de probabilidad p(x|n) de una
variable aleatoria n-dimensional x, puede ser aprorimada en el espacio

Li(R™) por una distribucion de probabilidad de la siguiente forma:
plxln) =~ Y Nig(w; i, $i), (2.5)
i=1

donde ¢(x; p;, ;) representa una distribucion gaussiana n-dimensional de

media p; y varianza X;, k > 2, \; > 0 sujeto a > A\ = 1.
Demostracion. Ver [42, Teorema 3. O

Es importante senalar que el resultado del Lema 1 puede extenderse a
mezcla de funciones de distribucién conocidas que tengan traslacion. Este

hecho se fundamenta en la formulacién del problema de Wiener [43] el cual

Rafael A. Orellana P.
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muestra que para un cierto conjunto .# en el espacio L(—o0,00), toda

funcion de la forma

Z cirfilr + &)
ik

donde ¢;;, es cualquier ntimero, & es un numero real y f; € .#, pertenece
al espacio L y la totalidad de estas funciones representan una combinacién

lineal en el espacio L.

2.4. Seleccion de modelos de mezclas gaussianas

Determinar el nimero de componentes de una mezcla finita de distribu-
ciones dada por (2.2) representa un problema importante, dado la relacién
directa del niimero de componentes de la distribucién con los problemas
de identificabilidad en los modelos de mezclas de distribuciones [34].

Una solucién viable corresponde a utilizar los criterios de informacién tra-
dicionalmente usados para determinar el orden del modelo en la estimacién
de sistemas dindmicos, por ejemplo, el criterios de informacién de Akaike
(AIC) [44] o el criterio de informacién bayesiana (BIC) [45]. Sin embargo,
las propiedades asintoticas de estros criterios de informaciéon dependen de
condiciones de regularidad que requieren que el modelo sea identificable. A
pesar de esto, el BIC ha sido usado en el caso de mezclas de funciones de dis-
tribucién gaussianas manteniendo sus propiedades de consistencia [46,47].
De manera similar, es posible utilizar criterios de informacién como pen-
diente heuristica (SH) [48-50], criterio de informacién de desviaciéon (DIC)
[51,52], longitud del dltimo mensaje (MML) [53,54], entre otros. Para efec-
tos de su aplicacién al problema de estimacion de mezclas de distribuciones,
se diferencian en la forma de escoger el factor de penalizacion de la funcion
de verosimilitud de acuerdo al nimero de componentes de la mezcla.

Por otro lado, el problema de selecciéon del orden de una GMM también
ha sido tratado con un enfoque de aproximacién cuasi-Bayesiano [55, 56].

Tipicamente se utilizan técnicas basadas en: i) descartar factores de pon-
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deracion de la mezcla de distribuciones (pruning), ii) similitud entre las
distribuciones que componen la mezcla (joining) y iii) seleccion del ntime-

ro de componentes de la mezcla en funciéon de la integral cuadratica del
error (ISE-GMM) [25].

La técnica de pruning consiste en descartar aquellas componentes de la
GMM cuyos factores de ponderacion, \;, sean menores a un valor umbral
y mantener las componentes asociadas que cumplan \; > €. En este caso,
el valor umbral se en base al conocimiento previo del problema asociado a

la aproximacién usando GMM.

En cuanto a la técnica de joining se basa en medir la similitud que existe
entre las diferentes componentes que integran la GMM. Para ello, se deter-

mina el grado de similitud entre dos componentes ¢ y j de la GMM usando
la distancia de Mahalonobis d;; [57]:

K Ai + )\j

(i = 1) 27 (s = ), (2.6)

donde X es la varianza combinada de la GMM, A; y A; son los factores de
ponderacién , y pu; y p; son las medias de las componentes gaussianas %
y j de la GMM. Este tipo de criterio favorece a fusionar aquellas compo-
nentes de la GMM asociadas a factores de ponderaciéon bajos con respecto
a los que tienen factores de ponderacion altos [25]. Por lo tanto, aquellas
componentes que tengan una distancia d;; pequena se pueden fusionar en
una distribucién gaussiana, ¢(-; ., %), con factor de ponderacion A. tal
que [56,57]:

A=A+ A\, (2.7)
c = )\Z i Aj 14 y 2.
M )\i+)\j( fi + Ajft) (2.8)
1 A\
Y, = NS+ NS+ (i — ) (g — i)y 2.9
AﬁAj{ ARG S G ) ug)} (2.9)

Rafael A. Orellana P.
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Por ultimo, la técnica basada en el ISE considera la seleccién del orden de
la GMM considerando la informacién de toda las componentes de la GMM

y resolviendo el siguiente problema de minimizacién [56]:

n, = arg min /R (p(y; mn) — p(y; ) ?dy, (2.10)

donde p(y;np) representa la GMM original con pardmetros n, y p(y;n,)
representa la GMM con un nimero reducido de componentes y parametri-
zada por n,. Este tipo de estrategia combina de manera simultanea las ideas
de las técnicas de pruning y joining. El problema de minimizacién puede

ser tratado usando técnicas basadas en el descenso del gradiente [56,57].

2.5. Conclusiones

En este capitulo se mostro la formulacion basica de las funciones de distri-
bucién de probabilidad modeladas como mezclas finitas de distribuciones
conocidas. Se abordaron los fundamentos tedricos que establecen el uso de
mezclas finitas de distribuciones gaussianas para aproximar funciones de
distribucién desconocidas. Para el problema de interés, este enfoque puede
usarse para aproximar la funcion de distribucion a priori en el enfoque de
estimacion empirica bayesiana. Finalmente, se mostraron algunas técnicas
que permiten seleccionar el orden del modelo para el caso de mezclas de

distribuciones gaussianas.
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CAPITULO 3
MAXIMA VEROSIMILITUD USANDO MODELOS DE
MEZCLAS GAUSSIANAS

3.1. Introduccion

En este capitulo se muestra la relacién entre la técnica de maxima vero-
similitud y la estimacién empirica bayesiana. Seguidamente se formula el
algoritmo de estimacion con enfoque empirico bayesiano usando mezclas

de distribuciones gaussianas. Finalmente se muestran las conclusiones.

3.2. Meétodo de maxima verosimilitud y estimacion

empirica bayesiana

La estimacién por méxima verosimilitud (ML) es una técnica que permi-
te obtener una estimacion de los parametros que definen un modelo. Los
parametros se determinan tal que maximizan la probabilidad de que el
proceso descrito por el modelo puedan generar los datos observados [58].
Suponiendo que se tiene un conjunto, 2!, de observaciones independientes
e identicamente distribuidas (i.i.d) de una variable aleatoria y con una pdf,

p(y|0), entonces la funciéon de verosimilitud viene dada por:

N
£(0) = p(210) = | [ p(w:1). (3.1)

t=1

Tipicamente se utiliza el logaritmo de la funciéon de verosimilitud como:

N
(0) = log [p(y:l6)]. (3.2)

19 se refiere a un conjunto de N mediciones de la variable aleatoria y se denota como 2 = yi.y =
{yla"'7yN}-
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Entonces, el estimador de maxima verosimilitud se obtiene resolviendo:
Onir, = arg meaﬁx 0(0). (3.3)

En algunos casos es posible obtener una expresion explicita para el estima-
dor de ML en funcién del conjunto de observaciones, sin embargo, muchas
veces hay que utilizar algoritmo numéricos de optimizacion para resolver

el problema de estimacion [59].

Por otro lado, la estimacién por ML corresponde a un caso particular del
problema de estimacién bayesiana basado en la maximizacién de la funcion
de distribucién a posteriori (MAP) de un vector de parametros estocéstico

0. Este se puede formular como:

N
Oap = argméx Y log [p(y160)] + log[p(0)]. (3.4)

t=1
donde p(#) corresponde a la funcién de distribucion a priori del vector de
parametros 0. Es importante resaltar que el estimador en (3.4) combina la
informacién de la funcién de verosimilitud y la funcién de distribucion p(9).
Ademas, asumir una funcién de distribucién a priori difusa, es decir p(6)

como una distribucién uniforme, corresponde al estimador por ML [1,2].

Tradicionalmente, la selecciéon de la funcion de distribuciéon a priori en
el problema de estimacion MAP se hace en base a informaciéon conocida
acerca del proceso en estudio o bien sobre la experiencia en el area de

aplicacién [20-22].

Por otro lado, es posible usar el enfoque de estimacion EB, el cual utiliza la
técnica de ML con el fin de obtener los parametros que definen la funcién
de distribucién a priori [23,24]. La formulacién consiste en considerar la
variable estocastica desconocida # como una variable escondida o latente
(hidden variable), y tiene una funcién de distribucion, p(6|n), definida por

un vector de parametros 7. Entonces, la funciéon de verosimilitud se puede
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obtener marginalizando la variable latente como:

p(PIn) = / " p(210)p(0ln)do. (3.5)

oo

El problema de estimaciéon EB puede resolverse usando el algoritmo tra-
dicional de maximizacion de la esperanza [60]. Sin embargo, es necesario
considerar una suposicion inicial sobre la estructura de la pdf a priori,
p(0|n), donde la exactitud de la estimaciones se compromete cuando la su-

posicién inicial no corresponde al comportamiento verdadero de p(#) [30].

3.3. Estimacién empirica bayesiana usando modelos

de mezclas gaussianas

3.3.1. Formulacién del estimador por maxima verosimilitud

El objetivo principal es caracterizar la funcién de distribucion p(6|n) en
(3.5) con una estructura de GMM en (2.5) usando el enfoque de estimacion
por ML. Para esto, el vector de pardametros 6 es considerado como una
variable escondida (hidden variable) cuya pdf esta parametrizada por un
vector de parametros deterministicos n que definen la GMM. Entonces, el

vector de parametros a estimar viene dado por:

n= Al’llJL]-?E]-?"'?AK’/’LK?EK' (36)

Uit Nk

De manera similar, se define 7, como el vector de pardmetros verdadero. Por
otro lado, se asume que se realizan M experimentos independientes tal que
el proceso estocastico 6 toma diferentes valores 81, r = 1,..., M en cada
experimento. Ademads, se considera que se tiene un conjunto de mediciones,
2, diferente para cada experimento, es decir, 2V, r = 1,..., M. Este tipo
de formulacién ha sido utilizada de manera similar para el modelado de la

incertidumbre en sistemas dindmicos [61,62].

Rafael A. Orellana P.
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Asumiendo que 2" es un conjunto de mediciones independientes e idén-
ticamente distribuidas (i.i.d) para cada experimento, se obtiene la funcién

de verosimilitud como:

(2,....2Mn) (3.7)

5
=
[
e

M 0
“TI / (2760, ) p(67 1) o, (3.8)

donde £(n) es la funcién de verosimilitud. Considerando que p(6"1|n) en

(3.8) es una GMM, entonces se obtiene:

M kK 00
e =TI [ s(@"Io mprole s soael. 3.9)

r=1 j=1 Y =
donde ¢(-) es una funciéon de distribucion gaussiana de media p;, matriz
de covarianza ; y factor de ponderacion ;. Entonces, el logaritmo de la

funcion de verosimilitud es el siguiente:

M K 0
((n) =) log [Z A / p(2M07 ) p(61; i, Yol | . (3.10)
r=1 i=1 o
Finalmente, el estimador de maxima verosimilitud se obtiene resolviendo:
mvr, = argmax £(n) sujetoa 0 <\ <1, Z/\i = 1. (3.11)
U
i=1

Observacion 1. El vector de pardmetros n = {\;, i, 2; }5_, no depende del
indice r. La notacion 0 indica que la realizacién de 6 depende del expe-
rimento r, pero todas la realizaciones estan definidas en el mismo espacio

de probabilidad con la misma funcion de distribucion parametrizada por n.

\Y

Observacion 2. Se asume que el vector de parametros verdadero, 1y, satis-
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face las condiciones de reqularidad que garantizan que la solucion Ny, del
problema de optimizacion en (3.11) converge (en probabilidad casi sequra)

a la solucion verdadera n, cuando N — oo. \V4

Observacion 3. Es importante resaltar que formulacion de la estimacion
por ML para el problema de interés en (3.9) permite obtener un resultado de
estimacion del vector de parametros que define la GMM usando de manera

conjunta la informacion de M experimentos independientes. \V4

3.3.2. Funcién de verosimilitud usando modelos de mezclas gaus-

sianas

El problema de estimacion por ML se obtiene encontrando el vector de pa-
rametros que maximiza la funcion de verosimilitud en (3.10). La solucién
puede ser dificil de obtener cuando se incrementa el niimero de componen-
tes de la GMM, dado que la funcién de verosimilitud puede tener méximos
locales. Ademas, el problema de estimacién usando GMMs permite obte-
ner multiples soluciones de acuerdo al nimero de componentes de la GMM
y las permutaciones de las mismas [63]. Esto implica que se debe mane-
jar restricciones sobre los parametros que definen la GMM, por ejemplo,
ordenar de forma ascendente los factores de ponderacion \; de la GMM.

Para ilustrar el comportamiento de la funcién de verosimilitud en (3.10),
la cual va a depender de la cantidad de componentes s de la GMM y de la
cantidad de experimentos M, se considera que la funciéon de distribucién
a priori esta definida por una GMM de cuatro componentes (k=4). Los
valores de los parametros corresponden a igual factor de ponderacién \; =
0,25 para cada componente, igual varianza >; = 10, y las medias vienen
dadas por puy = —5, us =5, u3 = —15y puy = 15. La Figura 3.1 muestra
la funciéon de verosimilitud para M = 1 y variaciones en los valores de

las medias de dos componentes de la GMM (1 y p4) considerando que el

Rafael A. Orellana P.
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A~

H1 —20 —20 H4

Figura 3.1: Logaritmo de la funciéon de verosimilitud para M = 1 y variaciones de las
medias (1 y fig.

resto de los parametros permanecen en sus valores verdaderos. Se puede
observar la presencia de maximos locales, ademas se muestra la dificultad
de obtener una buena estimaciéon usando la informacién de un experimento
simple (M = 1) dado que el punto maximo en la funcién de verosimilitud

no corresponde a los valores verdaderos.

De manera similar la Figura 3.2 muestra la funciéon de verosimilitud para
M = 20. De igual manera se muestra la presencia de maximos locales, ade-
mas de los puntos 6ptimos que producen el mismo valor del logaritmo de
la funciéon de verosimilitud debido a la permutacién de las componentes.
Sin embargo, ambos puntos corresponden a una solucion del estimador por
ML para las componentes de la GMM. Para resolver este tipo de problema
es usar técnicas de optimizacién global, sin embargo esto implica un ma-
yor costo computacional. Por otro lado, la exactitud de las estimaciones
usando técnicas de optimizacion local, por ejemplo algoritmos de EM, esta

sujeto a los valores de inicializacién de los parametros que definen la GMM,
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Valores verdaderos

104
—0.8
= -1
<
1.2

1 —20 —20 Ha

Figura 3.2: Logaritmo de la funcién de verosimilitud para M = 20 y variaciones de las
medias (1 y fig.

los cuales condicionan el desempeno y velocidad de convergencia de estos

algoritmos, ver por ejemplo [64-67].

3.4. Conclusiones

En este capitulo se mostré la relacion entre la técnica de maxima verosi-
militud y el enfoque empirico bayesiano para obtener una estimacién de la
funcion de distribucion a priori en el problema clasico de inferencia esta-
distica. Ademas, se mostrd la formulacion del problema de estimacién em-
pirica bayesiana usando una GMM para definir la estructura de la funcién
de distribucion a priori. Para ello, se consider6 usar de manera simultanea
la informacién de un conjunto finito de experimentos independientes a fin
de obtener un estimador por ML con restricciones dadas por la estructura
de la GMM. Finalmente, se analizé el comportamiento de la funciéon de
verosimilitud para la estrategia de estimacion EB usando GMM. Se ob-

servo que la presencia de maximos locales condicionan la exactitud de las

Rafael A. Orellana P.
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estimaciones, por lo que es necesario establecer una buena inicializacién

para usar técnicas de optimizaciéon convencionales.
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CAPITULO 4
ALGORITMO BASADO EN MAXIMIZACION DE LA
ESPERANZA USANDO MODELOS DE MEZCLAS
GAUSSIANAS

4.1. Introduccion

En este capitulo se muestra la formulacion clasica del algoritmo EM para
el problema de interés. Seguidamente, se propone un algoritmo basado en
EM usando GMMs para obtener la funcion de distribuciéon a prior: en el
problema de estimacion empirica bayesiana. Se muestra la forma de obtener

los estimadores de los parametros que definen la GMM.

4.2. Algoritmo de estimacién de maximizacién de la

esperanza (EM)

El algoritmo de maximizacion de la esperanza (EM) ha sido usado para
identificar diferentes sistemas, por ejemplo, sistemas continuos usando da-
tos muestreados [68], sistemas con datos cuantizados [69-75], sistemas en
espacio de estados usando datos incompletos [76], telecomunicaciones [77],
modelado de la incertidumbre en sistemas dindmicos [78], sistemas estéti-
cos [3,29, 33], sistemas bilineales en espacio de estado [79] y sistemas no
lineales [80], entre otros.

El objetivo principal del algoritmo EM es obtener el estimador por ML en
(3.11) del pardmetro n utilizando el enfoque de datos aumentados o datos
completos [60]. En este caso, los datos completos estan formados por el
conjunto de mediciones 20 y el conjunto de datos no observados (o varia-
ble escondida) #. El procedimiento iterativo para obtener una estimacién

consiste en construir una funcién auxiliar, Q(n, #*)), en funcién de los da-
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w— (1)

=== Q(n,7")
=== Q(n,AkTY)
=== Q(n,Hk+2))

) )

) )
L
9

77(k) ﬁ(k+1)ﬁ(k+2)f](k+3)

Figura 4.1: Iteraciones del algoritmo de maximizacién de la esperanza (EM).

tos completos y la estimacién actual #*) (E-step), y seguidamente obtener

(k+1) maximizando la funcién auxiliar (M-step) [60].

una nueva estimacion 7
La Figura 4.1 muestra el procedimiento iterativo del algoritmo EM. Para
el problema de interés en (3.11), el algoritmo iterativo EM viene dado por:

E-step:

M K 00
Q(n, i"™)=E {Zlog [ZA/ p(gm9[’"],77)@5(9[”;#1-,Zi)dQ[’“}]
r=1 i=1 e

M-step:

K

A = argméx Q(n,A™) sujetoa 0 < N\ <1, Z)\i =1. (4.2
1
i=1
Es importante resaltar que obtener la funcién auxiliar en (4.1) tiene un
alto grado de dificultad, dado que requiere resolver el logaritmo de una

sumatoria de ecuaciones integrales en el problema de optimizaciéon [29].




22 4. Algoritmo EM usando GMMs

Ademas, la complejidad varia a medida que se incrementa las componentes
de la GMM dado que se aumenta el tamano del espacio de bisqueda [30].
Por todo esto, en la siguiente secciéon se propone una metodologia basada

en la formulaciéon mostrada en [3] con el fin de obtener un algoritmo basado
en EM usando GMM.

4.3. Formulacién del algoritmo basado en EM usando

modelos de mezclas gaussianas

Para la formulacion del algoritmo de estimacion, usando (3.10) se define lo

siguiente:
K (0", m:) = Ap(2710", ) p(0"; i, o). (4.3)

Entonces, el logaritmo de la funcién de verosimilitud en (3.10) se puede

re-escribir como:
() =) logV!(n)], (4.4)

donde )
Vi) =3 / K (67, ) do". (4.5)

Una formulacion similar ha sido estudiada en diversas aplicaciones aso-
ciadas a la optimizacién de un funcional de costo dado por una ecuacion
integral con una variable escondida [3,29,33]. En estos trabajos se formulan
algoritmos basados en EM [60] definiendo una funcién auxiliar adecuada
para el funcional de costo integral. Definiendo BUl(n) = log[VI'(n)], es
posible obtener [3]:

B(n) = QM(n, 7#™) — HI (5, 7)), (4.6)

Rafael A. Orellana P.
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donde

K (0", 5,")
log[K (0, n) ] =~ df], 4.7
Z / NS (4.7)

D) 1K (0,
Z/ log [ [r] 3 )] V([r](ngf ) )dQH (4.8)

Con el objetivo de construir la funcién auxiliar para el algoritmo iterativo,

se tiene el siguiente resultado:

Lema 2. La funcion H"(n, 7)) en (4.8) es una funcién decreciente para

cualquier valor de n y satisface la siguiente desiqualdad:
H i, i) = H (5@, 5%) <0 (4.9)
Demostracién. Ver en [3, Seccion 3.1]. O

Finalmente, del Lema 2 se obtiene un algoritmo iterativo basado en EM

de la siguiente forma:

M

Qn, 7™y =" all(n,7M), (4.10)
r=1

7"t = argmix Q(n, 7™), (4.11)

sujetoa 0 <\, <1, Y% A\ =1.

Es importante senalar que (4.10) y (4.11) estan relacionados con la formu-
lacion clasica (E-step y M-step respectivamente) del algoritmo iterativo de
EM [60]. Por otro lado, la formulacién presentada en [3]| es una variacién
del algoritmo EM que no se limita a funciones de distribucién para resolver
problemas de estimacion por maxima verosimilitud, en donde el problema

de estimacion puede tener una solucién explicita.

Observacion 4. FEl algoritmo propuesto difiere de las soluciones cldsi-
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cas con EM usando GMM donde el vector de parametros desconocido 0
es deterministico. En este caso, 6 es un proceso aleatorio para el cual se
considera aproximar p(0) a través de una GMM usando conjuntamente la

informacion de un numero finito M de experimentos. \V4

4.4. Estimadores para los parametros del modelo de

mezclas gaussianas

Para la optimizacién de la funcién auxiliar Q(n, 7#*)) en (4.10) se pueden
obtener estimadores en forma cerrada para el vector de parametros 1 que
define la. GMM. De manera similar a [3,29], la optimizacién con respecto

a 7 se obtiene de la siguiente manera:

Teorema 1. El vector de parametros 1 que optimiza la funcion auxiliar

Q(n, ﬁ(k)) en (4.10) con respecto a n viene dado por:

S\(kﬂ) _ P(97ﬁz(k>) (4.12)
(k)
ey - MO0, ) (4.13)
PO, ")
$o(k+1) _ S04 (4.14)
LT P |
donde M (k)
* K0, n")
P, = / i) i) (4.15)
; o VI(H®)
M 00 rl (k)
M) =3 [ 095 (116
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by [ ] e KO )
S0, =3 [ (01 - e - g g e @
Demostracion. Ver el Apéndice A. [

Finalmente, el algoritmo propuesto se resume en los pasos mostrados en
la Figura 4.2. Cabe resaltar que los estimadores del Teorema 1 se pueden
aproximar de forma numérica usando métodos de integraciéon por Monte

Carlo, ver por ejemplo [81,82].

4.5. Meétodos de integraciéon numérica por Monte Car-

lo

En general, el area de inferencia estadistica esta relacionado en la resolucién
de problemas de optimizacion y estimacion asociados a ecuaciones integra-
les [81], por ejemplo, problemas de estimacion con enfoque de ML [71,73,74]
o bien formulacién de algoritmos de estimacion bayesiana [3,23,24]. En
muchos de estos casos no es posible obtener una soluciéon analitica del pro-
blema, por lo que es necesario estudiar técnicas que permitan aproximar
numéricamente este tipo ecuaciones integrales.

La integraciéon por Monte Carlo (MC) es una técnica de integracion que
permite aproximar numéricamente una ecuacion integral. El calculo se fun-
damenta en usar un conjunto de puntos aleatorios en los cuales el integran-
do es evaluado [81,83]. En la literatura existen diversas técnicas de integra-
cién por MC, por ejemplo importance sampling [84], métodos secuenciales
de MC (Particle filtering) [85], aproximacién por suma de Riemann [86],
entre otros.

Una metodologia clasica de integracién por MC corresponde a la propuesta

en [87], el cual establece una solucién para evaluar una integral dada por:

E{h(X)} = /OO h(z)p(x)dz, (4.18)
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Inicio

Fijar el nimero de
componentes K

Fijar el nimero de
experimentos M

Escoger el valor inicial
para 77

Estimar los parametros de
la GMM usando
(4.12)—(4.14)

k=k+1

Satisface el
criterio de
parada?

Fin

Figura 4.2: Algoritmo iterativo para estimar los parametros de la GMM.

donde p(x) es la pdf de la variable aleatoria X y h(z) es una funcién de la
variable aleatoria X . Utilizando un conjunto finito de muestras (X, ..., X;,)
de la funcién de distribucién de probabilidad definida por p(x), se aproxima

numéricamente la integral como:
> (X)) (4.19)

Por otro lado, la metodologia de importance sampling o también llamado

Rafael A. Orellana P.



CAPITULO 4. 4.6. CONCLUSIONES 27

muestreo ponderado, establece una aproximaciéon similar usando las llama-
das “funciones de importancia”(importance functions) [88]. Este método se

basa en una representacién alternativa de (4.18) como:

E{h(X)} = /_OO h(x)%g(x)dm, (4.20)

donde g(x) es una funcién de distribuciéon dada. Entonces usando un con-
junto finito de muestras (X1, ..., X,,) de la pdf definida por g(x), la integral

(4.20) se aproxima como:

% (4.21)

||M3

Es importante resaltar que este método establece muy pocas restricciones
en cuanto a la seleccion de la distribucién instrumental g(x), por lo que
pueden elegirse distribuciones faciles de simular. Ademas es posible usar la
misma muestra generada por g(z) la cual la hace una técnica robusta de
aproximacion [81]. Por otro lado, los estimadores (4.19) y (4.21) convergen
a la integral en (4.18) con probabilidad casi segura por la ley de los grandes

numeros.

4.6. Conclusiones

En este capitulo se mostré una metodologia para obtener una estimaciéon de
la funcién de distribucion a priori como una mezcla finita de distribuciones
gaussianas. Para ello se utiliza el enfoque de estimacién empirica bayesiana
con el fin estimar los parametros que definen la GMM. Se formul6é un
algoritmo basado en EM en donde se plantea una metodologia para obtener
una funcién auxiliar que considere la informaciéon conjunta de un ntmero
finito de experimentos independientes. Ademas, se obtienen estimadores en
forma cerrada para cada uno de los pardametros que definen la GMM los

cuales pueden ser calculados usando métodos de integracion numérica.
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CAPITULO 5
EJEMPLOS NUMERICOS DE SIMULACION

5.1. Introduccion

En este capitulo se muestra el desempeno del algoritmo propuesto a través
de un ejemplo numérico de simulacién. Se considera un sistema estocés-
tico en el cual se quiere aproximar la distribuciéon a prior: del pardametro
desconocido como una GMM. Se analiza la inicializacién del algoritmo pro-
puesto y la seleccién del nimero de componentes de la GMM. Finalmente,
se obtiene la funciéon de distribucion a posteriori con el fin de comparar
el desempeno del algoritmo propuesto con el enfoque clasico de usar una

funcion de distribucién a priori difusa.

5.2. Descripcion general

En esta seccion se muestra la descripcion del sistema para ilustrar el fun-
cionamiento del algoritmo propuesto con el enfoque de EB. Para esto se
considera que las mediciones 2l = ygﬂN vienen dadas por el siguiente

sistema estocastico:
yy] — Q[T]ut,l -+ wy], (51)

donde t = 1,...,N, r = 1,...,M, la senal de entrada deterministica
ug ~ A(0,02), 02 = 10, wy ~ A(0,02), 62 = 1 es una seiial de ruido

blanco y 0" es un vector de pardmetros desconocidos con una funcién de

} representa una realizacion diferente

. . .7 . . T
distribucion no-gaussiana. El ruido wt[
para cada experimento independiente r.

El vector de pardmetros a estimar es n = {\;, i, X; }i;. La simulacion se

lleva a cabo de la siguiente forma:

(a) Se utiliza la aproximacién clasica de MC en (4.18) para calcular los
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estimadores de la GMM.
(b) El nimero de datos es N = 500.
(c) El nimero de simulaciones de Monte Carlo! (MC) son 100.

(d) El criterio de convergencia del algoritmo viene dado por:

7?(k) _ ﬁ(k‘—l)H/

ﬁ“f)H <1x107

o se alcance el nimero maximo de 100 iteraciones del algoritmo EM.

Se analiza una estrategia de inicializacion del algoritmo propuesto y se
establece un criterio de seleccion para el nimero de componentes de la
GMM. Adicionalmente, se obtiene la funcién de distribucién a posteriori,
p(0|2), usando (1.1) tal que:

p(012) < p(210)p(0). (5.2)

En este sentido, se comparan las distribuciones a posteriori obtenidas cuan-
do se considera la aproximacién de una GMM para p(f) con al algorit-
mo propuesto y el enfoque cldsico de una distribucion p(6) difusa (difusse

prior) [1,2].

5.3. Ejemplo 1: Estimacion de una distribucion a prio-
ri dada por una GMM.

Para este caso se considera que la funciéon de distribucién verdadera de 6

viene dada por una GMM para (k = 2):

p(0) ) = X1 (0; i1, S1) + Aad(0; pia, n), (5.3)

ICada simulacién de Monte Carlo corresponde a una estimaciéon obtenida usando M experimentos
independientes.
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Figura 5.1: Histograma de la estimaciones de fr5 obtenidas para el Ejemplo 1 y la GMM
inicial para k = 2.

donde A\ = Ay = 0,5, X1 = Yo =1, 1 = —2,2 y uo = 2,2. Los datos
de esta distribucién son generados con Slice Sampler [89]. Se utiliza la

aproximaciéon clasica de MC en (4.18) para calcular los estimadores de la
GMM.

5.3.1. Inicializacion del algoritmo propuesto

En primer lugar es necesario obtener una inicializacion para los parametros
que definen la GMM. Para ello se asume que el parametro 6 es determi-
nistico y se obtienen estimaciones para cada experimento independiente
utilizando M = 500. Para las estimaciones del parametro se utiliza la téc-
nica ML, el cual para este caso particular corresponde al estimador por
minimos cuadrados, frs. En la Figura 5.1 las barras grises representan el
histograma para las estimaciones obtenidas usando minimos cuadrados.
Las lineas segmentadas azules y la linea roja representan las componentes
de la mezcla gaussiana y la GMM respectivamente, para x = 2. Los valores
iniciales para n'%), en funcién de la cantidad de componentes , se escogen

de la siguiente forma:

» Cada componente ¥; se inicializa en el valor de la covarianza muestral

Rafael A. Orellana P.
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Tabla 5.1: Estimaciones de la GMM para el Ejemplo 1 usando M = 200 experimentos y
diferentes valores de

Componentes de k=2 K=3 k=4
GMM i i )35 Ai i % Ai i )35
1=1 0,4678 —2.,1914 1,0636 | 0,4864 —2,0782 1,2670 | 0,2944 —2,6280 0,6173
1=2 0,5322 22046 1,0892 | 0,2012  2,3929 0,3945 | 0,1434 —1,2590 1,3018
1=3 - - - 0,3124 22540 0,6261 | 0,4746  2,3962 0,4261
1=4 - - - - - - 0,0877 —0,0846 1,9988

de las estimaciones fg.

» Las medias de las componentes de la GMM, p;, se inicializan en los
valores equiespaciados entre el valor maximo y minimo de las estima-

ciones 01g.

= Los factores de ponderacion de la GMM, J;, se escogen de igual valor
tal que > 7| A\ = 1.

5.3.2. Selecciéon del nimero de componentes de la GMM

Para la seleccion del orden la GMM, se obtienen las estimaciones usando el
algoritmo propuesto para diferentes valores de k para la GMM. Para ello
se fija un nimero de experimentos en M = 200. La Figura 5.2 muestra las
{2,3,4}. Se

observa como las estimaciones obtenidas logran ajustar una estructura de

distribuciones estimadas usando GMM para valores de k =

una GMM de dos componentes.

La Tabla 5.1 muestra los valores de la estimaciones para los valores de
k = {2,3,4}. Para k = 3, se analiza la similitud entre las componentes
i = {2,3} usando la metodologia joining [25] para la seleccion del niime-
ro de componentes de la GMM. Entonces, se encuentra la distancia de
Mahalonobis [57] de acuerdo a (2.6) obteniendo d3; = 4,15 x 10~*. Por lo
tanto, de acuerdo a este criterio de seleccion es posible fusionar los pares
de distribuciones consideradas estableciendo una GMM de dos componen-

tes, k = 2, definida por (2.7)—(2.9). Se obtiene un factor de ponderacion
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Figura 5.2: Estimaciéon de la funciéon de distribucion a priori para M = 200 y diferentes
valores de k en el Ejemplo 1.

Ay = 0,5136, media de la componente de py = 2,3084 y covarianza de la
GMM de Xy = 0,5400. Para x = 4, es posible descartar la componente
1 = 4 de acuerdo a la metodologia prunning. Por otro lado, se aplica la
técnica de joining evaluando la similitud entre los pares de componentes
i = {1,2}. Entonces, se encuentra la distancia de Mahalonobis [57] de
acuerdo a (2.6) obteniendo d?, = 3,17 x 1072, Por lo tanto, de acuerdo
a este criterio de seleccion es posible fusionar los pares de distribuciones
consideradas estableciendo una GMM de dos componentes, k = 2, defi-
nida por factor de ponderacién Ay = 00,4377, media de la componente de
= —2,1796 y covarianza de la GMM de ; = 1,2543. Finalmente se
concluye que el mejor modelo que ajusta la distribucién a prior: es una
GMM con k = 2.

5.3.3. Resultados de las simulaciones de Monte Carlo

La Tabla 5.2 muestra los resultados de las estimaciones de los parame-
tros de la GMM usando una estructura x = 2 para diferentes nimeros de
experimentos (M = {5,200}). La Figura 5.3 muestra el promedio de la
estimacion de la funcién de distribucion a priori para todas las simulacio-
nes de MC, todo esto para diferentes nimeros de experimentos. Se observa

un mejor ajuste a la distribucién verdadera a medida que se incrementa el

Rafael A. Orellana P.
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Tabla 5.2: Estimaciones de las simulaciones de MC para los parametros de la GMM en el
Ejemplo 1.

M=5 M = 200
Comp./ Exper.
Ai Hi % A Hi %

=1 0,4876 40,2320 —1,7743 £1,2218 0,7291 40,9820 | 0,5010 & 3,26 x 1072 —2,1863 £ 0,1287 0,9982 40,2017

=2 0,5124 40,2320  1,9331 41,2827  0,6824 40,9818 | 0,4990 4 3,26 x 1072  2,1988 40,1005  0,9703 & 0,1931
0.4 T T T T T T T I T

ammm p(e)(True) p(é)(l\l:E:) p(é)(JVIZSO) +p(é)(M:2(JO)

0.3 |- |

Figura 5.3: Estimacion de la funcién de distribucion a priori para el Ejemplo 1.

nimero de experimentos en el algoritmo propuesto.

La Figura 5.4 muestra la funcién de distribucion a posteriori promedio
de todas las simulaciones de MC, utilizando la estimacion obtenida con el
algoritmo propuesto para M = 200. La region gris sombreada representa el
area determinada por el resultado de todas la estimaciones de MC usando el
algoritmo propuesto. Se observa un mejor ajuste a la distribucion verdadera
usando una GMM en comparacién a la obtenida cuando se considera una
estructura difusa para la distribucién a priori de 6. De manera similar, la
Figura 5.5 muestra la funcién de distribucién acumulada (CDF) a posteriori

obteniendo una mejor aproximacién usando el algoritmo propuesto.
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Figura 5.4: Funcion de distribucion a posteriori obtenida para el Ejemplo 1 con M = 200.

1 BELLLI CDF(True)

- CDF(Difusse)
—_ CDF(GMM)

0.5

CDF

Figura 5.5: CDF a posteriori obtenida para el Ejemplo 1 con M = 200.

5.4. Ejemplo 2: Estimacion de una distribucién a prio-

ri uniforme.

Se considera que la funcién de distribucién verdadera de 8 viene dada por:

1
p(@) (True) __

- ml[a,b](9)7 (54)

Rafael A. Orellana P.
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Figura 5.6: Histograma de la estimaciones de f5 obtenidas para el Ejemplo 2 y la GMM
inicial para kK = 5.

donde a = =2, b = 2, I3 es una funcion indicatriz tal que:
I I, a<60<b (5.5a)
e 0, caso contrario (5.5b)

5.4.1. Inicializacién del algoritmo propuesto

La inicializacion del algoritmo propuesto corresponde al procedimiento des-
crito en el ejemplo anterior. Se asume que el parametro 6 es deterministico
y se obtienen estimaciones independientes usando los datos de cada expe-
rimento (M = 500). Las estimaciones corresponden a las obtenidas con el
estimador por minimos cuadrados, frs. En la Figura 5.6 las barras grises
representan el histograma para las estimaciones obtenidas usando mini-
mos cuadrados. Las lineas segmentadas azules y la linea roja representan
las componentes de la mezcla gaussiana y la GMM respectivamente, para
k = 5. En base a los resultados se establece que los valores iniciales para
n©

forma:

, en funcion de la cantidad de componentes k, se escogen de la siguiente

» Cada componente ¥; se inicializa en el valor de la covarianza muestral
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Tabla 5.3: Estimaciones de la GMM para el Ejemplo 2 usando

diferentes valores de &

M = 150 experimentos y

Componentes de k=3 k=05 k=T
GMM Ai i % Ai Hi % A i %
i=1 0,3399 —1,3206 1,73 x 107! |0,1115 —1,7989 2,08 x 1072 | 0,0600 1,8523 2,20 x 1073
=2 0,4837 0,2063 3,38 x 107! | 0,1991 —1,1500 4,90 x 1072 | 0,0198 1,5575 4,07 x 104
i=3 0,1764 1,4468 1,08 x 107! | 0,4895 0,1102 3,30 x 107! | 0,2996 —0,9859 1,59 x 107"
i =4 - - - 0,0491  1,8516 1,6 x 1073 | 0,0631 —1,9483 6,93 x 10~*
=25 - - - 0,1507 11,2656 6,71 x 1072 | 0,3673  0,2841 1,34 x 107!
i=06 - - - - - - 0,1210 1,0708 1,96 x 1072
i=17 - - - - - - 0,0691 —1,6756 1,40 x 1072
I I I I I I I
o4l L p(,g)(True) _p(g)(nf3) - p(9)(”*5) p(g)(wfﬂ |

Figura 5.7: Estimacion de la funciéon de distribucion a priori para M = 150 y diferentes
valores de k en el Ejemplo 2.

de las estimaciones 0.

= Las medias de las componentes de la GMM, pu;, se incializan en los
valores equiespaciados entre el valor maximo y minimo de las estima-

ciones 0.

= Los factores de ponderacion de la GMM, J\;, se escogen de igual valor
tal que > i ;A\ = 1.

5.4.2. Seleccién del nimero de componentes de la GMM

Para la seleccion del orden la GMM, se obtienen las estimaciones usando
diferentes valores de x para la GMM. Para ello se fija un nimero de ex-

perimentos en M = 150. La Figura 5.7 muestra como la GMM se ajusta

Rafael A. Orellana P.
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Tabla 5.4: Valores de BIC para la seleccion de la GMM en el Ejemplo 2

Componentes BIC
k=3 1,0451 x 10°
k=5 1,0440 x 10°
k=T 0,4645 x 10°

a la distribuciéon uniforme a medida que se consideran mayor cantidad de
componentes de la mezcla de gaussianas.

Por otro lado, la Tabla 5.3 muestra los valores estimados para la GMM
usando valores de k = {3,5, 7}. En este caso particular no es evidente apli-
car técnicas de seleccién de estructuras de GMM como prunning o joining,
ya que descartar alguna componente puede disminuir la exactitud de la
aproximacion de la distribucion verdadera. Para la seleccién del ntimero

de componentes de la GMM se utiliza el criterio de informacién bayesiana
(BIC), tal que:

1
BIC = arg II}/l;Il mnl’n N [—20(n) + p.ulog(NM)], (5.6)

donde . es el conjunto de modelos a considerar y p_, es la dimension del
vector de parametros n para el modelo .# . La Tabla 5.4 muestra los valores
de BIC para diferente cantidad de componentes de la GMM. De acuerdo a
este criterio el mejor modelo que ajusta la distribucion a priori corresponde
a k = 7. Sin embargo, para este caso particular una GMM que considere
k > 7 podria ajustar con mejor exactitud la distribucion verdadera que
corresponde a una distribuciéon uniforme. Finalmente, en este ejemplo se

selecciona una GMM de k = 7.

5.4.3. Resultados de las simulaciones de Monte Carlo

La Figura 5.8 muestra la aproximacion de la distribucion a priori usando
una estructura GMM con k = 7 para diferentes niimeros de experimen-

tos. En ella se muestra el promedio de las estimaciones de las funciones de
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Figura 5.8: Estimacion de la funcién de distribucion a priori para el Ejemplo 2.

Tabla 5.5: Valores de MISE de la estimacion de la distribucion a priori para el Ejemplo 2

Experimentos MISE
M=5 7,745 x 1071
M =50 2,740 x 1072
M =150 9,600 x 1073

distribucion a priori obtenidas de las simulaciones de MC, logrando una
mejor aproximacion cuando se incrementa el nimero de experimentos. Pa-
ra complementar este andlisis, se calcula la integral del error cuadratico
medio (MISE) para cuantificar el error de estimacién de p(d) consideran-
do diferentes niimero de experimentos como se muestra en la Tabla 5.5.
Al igual que el ejemplo anterior, se observa como la estimacion de p(f) se
ajusta a la distribucion verdadera cuando se consideran un mayor nimero

de experimentos. El MISE se obtiene como:

1 nmMmc 1 N )
MISE= — S [ = (~9A—»9<Twe> .
b1 SO CULIEC ). 6D

donde pj(Ql)(Tme) representa la pdf a priori verdadera evaluada en la [-
ésima muestra de la j-ésima simulacién de MC, p;(6;9) es la pdf a priori
estimada usando una GMM para la j-ésima simulacién de MC evaluada
en la i-ésima muestra, nyc es el nimero de simulaciones de MC y N es la

longitud de los datos. La Figura 5.9 muestra claramente el impacto sobre

Rafael A. Orellana P.
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Figura 5.9: Funcién de distribucion a posteriori obtenida para el Ejemplo 2 con M = 150.

la funcién de distribucién a posteriori si se considera p(f) estimada para
M = 150. La regién gris sombreada representa el area determinada por el
resultado de todas la estimaciones de MC usando el algoritmo propuesto.
De la misma manera, la Figura 5.10 muestra un mejor ajuste para la CDF a
posteriori cuando se utiliza la aproximacion de GMM para p(6). En ambos
casos se observa el beneficio de las estimaciones usando una aproximacion
por GMM en comparacion con ele enfoque tradicional de considerar una

distribucion a priori difusa.

5.5. Conclusiones

En este capitulo se mostré el funcionamiento de algoritmo propuesto a
través de ejemplos numéricos de simulacion en donde se consideran dos
casos: 1) una distribucién de probabilidad a priori no-gaussiana y ii) una
distribucién uniforme. Para cada ejemplo se establecié una metodologia de
inicializacién del algoritmo propuesto. Adicionalmente, se analizo6 el uso de
criterios de seleccion para la cantidad de componentes de la GMM. Final-
mente, un andlisis usando simulaciones de MC mostré un ajuste adecuado

de la distribucion a priori usando una suma finita de distribuciones gaussia-
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Figura 5.10: CDF a posteriori obtenida para el Ejemplo 2 con M = 150.

nas, obteniendo mejor resultado al incrementar el niimero de experimentos

en el algoritmo.
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CAPITULO 6
CONCLUSIONES

6.1. Conclusiones

En esta tesis se ha analizado el problema de estimaciéon de la funciéon de
distribucion a prior: para la formulacién clasica de inferencia estadisti-
ca bayesiana. Para ello se consideré modelar la funcién de distribucion a
priori como la suma finita de funciones de distribucion gaussianas. Adi-
cionalmente, para distribuciones que no corresponden a la suma finita de
distribuciones gaussianas, se consider6 la posibilidad de su aproximaciéon
usando una GMM. Este enfoque se basa en la fundamentacion teérica plan-
teada en el teorema de aproximacion de Wiener respecto a la aproximacion
de funciones de distribucion desconocidas.

Para la formulacion del algoritmo de estimacion se utilizé el enfoque de
estimacion empirica bayesiana, la cual utiliza la técnica de maxima verosi-
militud considerando la variable estocastica desconocida como una variable
latente, y asi obtener una estimacién de los parametros que definen la fun-
cién de distribucién a priori como una GMM. Adicionalmente, un analisis
del comportamiento la funciéon de verosimilitud mostré la presencia de ma-
ximos y minimos locales, lo que condiciona la exactitud de las estimaciones
de los parametros que definen la GMM a una buena inicializaciéon en los
algoritmos de optimizacion.

El problema de estimacién fue resuelto usando un algoritmo iterativo ba-
sado en la maximizacion de la esperanza (EM). Para ello se estableci6 una
metodologia que permite obtener una funciéon auxiliar directamente de la
ecuacion integral obtenida de la formulacién empirica bayesiana usando
GMM. El algoritmo propuesto considera la informaciéon conjunta de un nu-

mero finito de experimentos independientes para obtener una estimacién
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de los parametros de la distribucion a priori como una GMM. Se obtu-
vieron expresiones en forma cerrada para los estimadores que definen la
GMM, en donde se utilizan aproximacién numérica por métodos de Monte

Carlo para resolver las ecuaciones integrales relacionadas a los estimadores
de la GMM.

El funcionamiento del algoritmo propuesto fue analizado a través de ejem-
plos numéricos de simulacién, en donde se consideraron dos casos: i) una
distribucién de probabilidad a priori no-gaussiana, en particular la suma
de dos distribuciones gaussianas, y ii) una distribucién a priori uniforme.
Se analiz6 una metodologia de inicializacién del algoritmo propuesto, ade-
mas de diferentes criterios de seleccién del nimero de componentes para la
GMM. En ambos casos se observé un ajuste adecuado usando una suma
finita de distribuciones gaussianas, obteniendo resultados con mejor exac-
titud al incrementar el niimero de experimentos en el algoritmo. Por otro
lado, un analisis considerando simulaciones de Monte Carlo mostré como
disminuye el error de estimaciéon a medida que se incrementa el ntimero
de experimentos. Ademas, se mostré el impacto de nuestros resultados al
obtener la pdf a posteriori y la CDF para el enfoque de estimacién baye-
siana. Todo esto puede ser utilizado para evaluar el impacto de la funcién
de distribucion a priori estimada en diferentes técnicas de inferencia baye-
siana y sus aplicaciones en areas como inteligencias artificial, maquinas de

aprendizaje entre otras.

6.2. Trabajo futuro

El problema teodrico resuelto en este trabajo contemplé una solucién itera-
tiva que permita estimar la funcion de distribuciéon priori como una GMM
en el problema clasico de estimacion bayesiana. Este planteamiento es un
punto de partida para tratar el problema de interés, en el cual se puede

seguir analizando lo siguiente:

Rafael A. Orellana P.



» Analizar el desempeno del algoritmo considerando los diferentes cri-
terios de seleccién del ntimero de componentes de la GMM. Ademés,
considerar la posibilidad que el nimero de componentes de la GMM

sea un parametro a estimar en funciéon de un criterio de seleccion.

= Analizar la convergencia del algoritmo propuesto basado en EM. Para
ello es posible considerar el caso en donde la estructura de la distribu-
cion desconocida corresponde a una GMM o bien es una aproximaciéon

de otra distribucién aproximada como una GMM.

» Extender la formulacién propuesta para sistemas dindmicos en don-
de se utilicen consideraciones de aproximaciéon de distribuciones no-
gaussianas usando una GMM, por ejemplo, caracterizar la incertidum-
bre de modelos lineales dinamicos usando mezclas de distribuciones

gaussianas.
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APENDICE A

CALCULO DE LOS PARAMETROS DEL MODELO GMM

Derivando la funcién auxiliar Q(n, 7)) en (4.10) con respecto a y; e igua-

lando a cero se obtiene:

aQ 77 77 Z/ >A ))d(g[r]_ (A.l)

(9,LLZ

Sl ) (A.2)

De manera similar, derivando Q(n,7*)) en (4.10) con respecto a o = ¥; !

e igualando a cero:

[r] ()
" (k) TM " _
Z/ (9 “Z‘) gy 6 =0



Usando (4.15) y (4.17) se obtiene:

i A(k)
P Z / (G[T}—ﬂﬁ’ﬁ))T—K(eH’"l ) 4ot

Sk - 8(‘9—77@() (A4)
P(6,4")

7

Finalmente, para el pardmetro \; se define Z(\;):

= ilog[)\i] {7’(9,@@)} : (A.5)

sujeto a la restriccion Z§:1 A; = 1. Es importante resaltar que inicialmente

no se considera la restriccion 0 < \; < 1.

Usando un multiplicador de Lagrange para considerar la restriccion de \;

se define:

2L (Ni7) =Y logA {PO.) |~ (Z = 1)  (AD)

Derivando .Z(\;,7y) con respecto a A; y -y, entonces igualando a cero se

tiene:
~ (k)
w;;mnge,;z;ftv:o 4
a,% 02 (x7) Z/\ —1=0 (A.8)
Entonces:
AR PO.3") (A.9)



Usando (A.8) y sumatoria en i = 1,...,k para (A.9) se tiene:

K

S oAk Z 9”@ —1. (A.10)

1=1 1=1

Finalmente se obtiene:

S+ _ PO, 7")

)

S PO,y

Hay que resaltar que la restriccién de 0 < \; < 1 se mantiene en (A.11), a

(A.11)

7

pesar de no ser considerada explicitamente en (A.6).






APENDICE B
CODIGO DE SIMULACION EN MATLAB®

Algoritmo: Cédigo en Matlab® para estimacion de la GMM

99

(74

©

% Prueba Prior Estimation - GVM
07

cle;
clear all;
close all;

N=1000 % Longitud de datos

terml="data_ FIRsystem N";

term2="'_M200 MCsimul"';

filename=[terml ,int2str (N),term2 |;

load (filename );

M=200 % Numero de experimentos

Nmc=10000 % Longitud para integracion MC

realz=100 % Realizaciones
o

%GQVM valores iniciales
(5

K=2;
mu_ O=mean(yt (:));

sigma_O=var(yt (:));
lambda_ 0=1/K;

gammO=[ones (K,1) .*mu_0 ones(K,1) .x*sigma_0 ones(K,1) .*lambda_0];

nb=1;
ut=u_t(1:end-nb);

for k=1l:realz

clearvars yt;

yt=y_t(nb+1l:end ,k*M-M+1:ksM);

gamma=gammag ;

for j=1:100
k, ]
[Vt,dataMC]=Vtfunc_no_GPU(yt , ut ,gamma,N,M, K, Nmc);
[P,Mm, S]=Estep (yt ,ut ,gamma, Vt ,N,M,K, dataMC ) ;




gamma,_m_1=Mstep (P ,Mm, S ,K)
toll=[gamma m_ 1(:)] -[gamma (:)];
tol=norm(toll ,2)/norm ([gamma (:)],2)
if tol < be-5

gamma=gamma,_m_1;
break;
end
gamma=gamma,_ m_ 1;
end
estimate__gamma (: ,: ,k)=gamma;
end

terml="est Prior GMM "';

term2="'N";

term3="_M";

filename=[terml ,term2,int2str (N),term3,int2str (M)];
estimate gamma=gamma;

save (filename , 'estimate gamma');

function [Vt,dataMC]=Vtfunc_no_GPU(yt ,ut,gamma,N,M,K,Nmc)
mu=gamma (: ,1);
sigma=gamma (: ,2);
lambda=gamma (: ,3);

dataMC=zeros (length (lambda) ,Nmc);
for j=1:length (lambda)

dataMC(j ,:)=sqrt (sigma(j))*randn (1 ,Nmc)+mu(j );
end

Vt=zeros (N,M);

for r=1:M
for t=1:N
acum=0;
for j=1:K
acum=acum+MC__integration( yt(t,r), ut(t), lambda(j), mu(j),
H 1 H ;1 dataMC(j 7:))9
end

Vt(t,r)=acum;
if Vt(t,r)<eps
Vt(t,r)=eps;
end
end
end

end




Algoritmo: Codigo en Matlab® para el E-step

function [P,Mm,S]=Estep(yt,ut,gamma,Vt,N,M K, dataMC)
mu=gamma (: ,1); % medias de la GVMM

sigma=gamma (: ,2); % varianza de la GQVM
lambda=gamma (: ,3); % pesos de la GVM

for j=1:K
for r=1:M
for t=1:N

intauxP (t,r)=MC_integration( yt(t,r), ut(t), lambda(j), mu(j),
[],1, Vt(t,r), 2, dataMC(j,:));

intauxM (t ,r)=MC__integration( yt(t,r), ut(t), lambda(j), mu(j),
[],1, Vt(t,r), 3, dataMC(j,:));

intauxS (t,r)=MC_integration( yt(t,r), ut(t), lambda(j), mu(j), ...

[],1, Vt(t,r), 4, dataMC(j,:));

end
end
P(j, ): (sum(lntauxP)),
Mm( ,1)=sum (sum (intauxM ));
): (sum(mtauxS)),
end
end

Algoritmo: Cdédigo en Matlab® para el M-step

function gamma m 1=Mstep (P ,Mm, S ,K)
lambda_ml=zeros (K,1); % pesos de la GVM

mu_ml=zeros (K,1); % medias de la GVM
sigma_ml=zeros (K,1); % varianzas de la GMM
for j=1.K
lambda_m1(j,1)=P(j)/(sum(P));
mu ml(j,1)=Mm(j,1)/P(j,1);
sigma_m1(j,1)=(S(j,1))/(P(j,1)); % (mu ml(j,1))"2;

end
gamma_m_1=[mu ml sigma_ml lambda_ml];

end

Algoritmo: Codigo en Matlab® para integracion numérica

function result=MC_integration(y,u,lambda ,mu,sigma ,sigma_ w,Vt,opt,x)

if opt==1




py_eta=@(x)(1/sqrt (2« pi*sigma_w)).x(exp(-0.5.*((y-x.xu)."2)./sigma_w));

result=lambda*mean(py_eta(x));

end

if opt==
py_eta=Q(x)(1/sqrt (2« piksigma_w)) .* ...
(exp(-0.5.%((y-x.*u)."2)./sigma_w))./(Vt);
result=lambdaxmean (py_eta(x));

end

if opt==

py_eta=Q@(x) (x).=*(1/sqrt(2xpixsigma_w)).*...
(exp(-0.5.%((y-x.*%u)."2)./sigma w))./(Vt);

result=lambdaxmean (py_eta(x));

end

if opt==

py_eta=Q(x) ((x-mu).” 2).x(1/sqrt(2xpixsigma_w)) .x*...

(exp(-0.5.%((y-x.*u)."2)./sigma_w))./(Vt);
result=lambda*mean(py_eta(x));

end

end




