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ABSTRACT

This Thesis addresses the identification problem of output-error systems with non-
Gaussian measurement noise.

Initially the problem is restricted to minimum phase noise zeros, i.e. the roots of the
numerator associated with the noise transfer function lies within the unit circle.

The noise distribution is approximated by a finite Gaussian mixture, whilst the pa-
rameters of the system and the parameters that approximate the noise distribution are
simultaneously estimated using the principle of Maximum Likelihood.

To this end, a global optimization algorithm is utilized to solve the resulting non-
convex optimization problem.

It is shown that our approach improves the accuracy of the estimates, when compa-

red with classic estimation techniques such as the Prediction Error Method (PEM), in
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terms of covariance of the estimation error, while also obtaining an approximation of the
noise distribution. The benefits of the proposed technique are illustrated by numerical
simulations.

Later, a Maximum Likelihood estimation algorithm for a non-minimum-phase linear
dynamic system with Gaussian mixture noise distribution is developed.

Based on the Expectation-Maximization algorithm, we propose an identification tech-
nique to estimate the system model parameters and the Gaussian mixture parameters.
We show that the estimates obtained by using this approach exhibit good accuracy. The
benefits of our proposal are illustrated via numerical simulations.

The work hereby presented is divided in three main parts. First, an overview of
classical system identification and the state of the art technique, given by the Method
of Moments, for solving the problem of interest is discussed. The second part of the
thesis presents a solution based on a global optimization method, given by the Pattern
Search algorithm, to solve the Maximum Likelihood estimation problem. A Gaussian
Mixture Model is considered to approximate the noise distribution and its parameters
are simultaneously estimated with the system parameters. The third part of the thesis
addresses an extension by considering non-minimum phase noise zeros. An Expectation-
Maximization based algorithm is proposed to estimate the system model parameters and

the Gaussian mixture parameters.

Keywords — Gaussian Mixture Model, Linear Dynamical Systems, Maximum Like-
lihood, non-Gaussian Noise Distribution, Minimum Phase Zeros, non-Minimum Phase

Zeros, Expectation-Maximization, Method of Moments, Global Optimization.



INDICE

Pagina

[INDICE X
[INDICE DE FIGURAS| XT
INDICE DE TABLAS| XTI
INDICE DE ALGORITMOQS| XV
[1. INTRODUCCION| 1
[1.1. Definicion del problema . . . . . . . ... ... o000 2
1.2, KEstadodelartel . . . ... . .. ... . ... 3
[1.3. Organizacion de la tesis| . . . . . . . . . . . ... .. 5
[1.4. Publicaciones realizadas por el autor| . . . . . .. ... ... ... 7
L5 Notacionl. . . . o v o e e e 9
[L5.1. Glosariol . . . . . . . . . e 9

5.2, Abreviacioned . . . . . . . . . . ... 10

[1.5.3. Convenciones de Notacionl . . . . . . . . . ... ... ... ..... 11

[1.5.4. Convenciones de Polinomios . . . . . . . . .. . ... ... ..... 11

2. IDENTIFICACION DE SISTEMAS| 13
DI _Sistemal . . . . . oo 13
[2.2. Elementos principales de identificacion de sistemas| . . . . . . . . ... .. 14
[2.2.1. Conjunto de Datos| . . . . . . .. .. ... ... .. ... 14

[2.2.2. Conjunto de Modelos| . . . . . ... ... .. ... .. ....... 15

2.2.3. Meétodo de Identificacionl. . . . . . . . ... oo 16

[2.3. Método de maxima verosimilitud (ML)[. . . . .. ... ... ... .. ... 17
2.3.1.  Analisis asintoticol . . . . . . ... 19



viii

[2.4. Método del error de prediccion (PEM)| . . . . . ... ... ... ... ... 20
[2.5. Algunas definiciones| . . . . . . . . .. ... 24
[2.6. Lecturas complementarias| . . . . . . . ... ... ... L. 28

3. METODO DE LOS MOMENTOS| 30

[3.1. Descripcion del problemal . . . .. . ... ... ... 0 0. 30
[3.2. Supuestos del Modelo| . . . . . ... ... ... o 32
3.3, Preliminares|. . . . . . . . . . o 33
[3.3.1. Momentos y cumulantes| . . . . . ... ... ... ... .. ..., . 33
[3.3.2.  Cumulantes en procesos aleatorios y sistemas| . . . . . . . ... .. 36
3.4, Procedimiento de Identificacionl . . . . . . . . ... .. 39
13.4.1.  Estimacion de un modelo espectralmente equivalente| . . . . . . . . 39
[3.4.2. Determinacion de la ubicacion correcta de los cerosl. . . . . . . . . 41
[3.5. Lecturas complementarias| . . . . . . ... ... ... 43

4. IDENTIFICACION MEDIANTE ML DE SISTEMAS CON RUIDO |

[ GMM 46
4.1. Estimacion de una constantel . . . . . . . .. ... 46
[4.1.1. Estimacién mediante minimos cuadrados (LS)[. . . . . .. ... .. 47

[4.1.2.  Estimacion mediante méxima verosimilitud (ML) . . . . . . . . .. 48

|4.1.3. Comparacion de precision entre ambos estimadores| . . . . . . . . . 49

|4.2. Funcion de verosimilitud para ruido no-gaussiano| . . . . . . . . . .. ... 50

4.2.1. Modelo de mezcla de distribuciones gaussianas para aproximar rui- |

dOo NO-ZAUSSIANO|. . « « « v v v v e e e e e e e e 50

|4.2.2. Funcion de verosimilitud para mezcla de distribuciones gaussianas| 51

4.3. Extension a Sistemas Dinamicos Lineales . . . . . . .. .. ... ... .. 53
4.4. Ejemplos numéricos| . . . . . . ... Lo 55
|4.4.1. Configuracion de las simulaciones|. . . . . . . .. ... ... .... 56
|4.4.2. Criterios de desempeno| . . . . . . . . .. . . ... ... ..., 56
|4.4.3. Ejemplo 1: Sistema dinamico con ruido de distribucion uniforme| . 57
[4.4.4. Ejemplo 2: Sistema dindmico con ruido de distribucién 7 . . . . . 63
[4.4.5. Resumen y analisis de los resultados| . . . . . ... ... ... ... 69

5. IDENTIFICACION MEDIANTE ML DE SISTEMAS DE FASE NO- |

| MiINIMA CON RUIDO GMM 73

58

Descripcion del problemal . . . ... ... ... ... .. . 0000 L. 74

b.1.1. Supuestos| . . . . . ... 75




ix

5 Timaconde s T, — b dc Tomhig l

| gaussianas mediante maxima verosimilitud | . . . ... .. .00 76

[5.2.1. Error de prediccion para sistemas dinamicos de fase no-minima) . . 77

5.2.2. Bstimacion de sistemas lineales de fase no-minima utilizando un |

| modelo de mezcla gaussiana mediante maxima verosimilitud|. . . . 78

[5.3.  Algoritmo de maximizacion de la esperanza (EM) para sistemas lineales |

| con mezcla finita de distribuciones gaussianas| . . . . . . . . ... .. ... 80

9.3.1. Formulacion del algoritmo basado en la maximizacion de la espe- |

[ ranza EMI . . . . .. oo o 80
[5.3.2. Procedimiento de inicializacion para el algoritmo EM con GMM| . 85

b.4. Ejemplos numéricos| . . . . . .. ... Lo 86
[5.4.1.  Configuracion de las simulaciones|. . . . . . .. ... ... .. ... 87

[5.4.2. Ejemplo 1: Sistema de fase no-minima con distribucién de ruido |

| dada por una mezcla gaussiana superpuestal . . . . . . ... .. .. 87

15.4.3. Ejemplo 2: Sistema de fase no-minima con ruido de distribucion |

[ uniformel. . . . .. e 89
[5.4.4.  Ejemplo 3: Sistema de fase minima con ruido de distribucién Chi- |

[ cuadradol . . . ... 91
6. CONCLUSIONES 94
[6.1. Resumen de los capitulos de la tesis destacando las contribuciones| . . .. 94
6.2. Conclusionesl . . . . .. .. . .. 95
[6.3. Trabajos futuros| . . . . . . . . . ... 96
REFERENCIAS] 97

A, APENDICE 115

|A.1. Probabilidades y procesos aleatorios| . . . . ... .. ... ... ...... 115
[A.2. Algoritmo maximizaciéon de la esperanza EM| . . . .. ..o 000 116
[A.2.1. Ejemplo numeérico| . . . ... . ... L 120
|A.2.2. Lecturas complementarias| . . . . . . ... ... ... ........ 121

B.1. Breve Introduccionl . . . . . . . . . ..o 124
[B.2. Recocido Simulado (Simulated Annealing)[ . . . . . . ... ... ... ... 127
[B.2.1. Inspiracion| . . . . . . ... 127
B.22. Metaforal . ... .. ... . 128




IB.2.4. Algunas consideraciones| . . . . . . . ... .. ... 129
B.2.5. Lecturas complementarias| . . . . .. ... ... ... ... ... .. 130
[B.3. Algoritmo genético (Genetic Algorithm)| . . . . . . .. ... ... .. ... 130
IB.3.1. Inspiracion| . . . . . . . . ... 131
B.32. Metdforal . . . ... ... ... .. 131
[B.3.3. Estrategia y procedimiento| . . . . . .. ... ... ... ... ... 131
IB.3.4. Algunas consideraciones| . . . . . . . ... .. 135
IB.3.5. Lecturas complementarias| . . . . . . ... ... ... ... ... .. 136
[B.4. Optimizaciéon mediante enjambre de particulas (Particle Swarm Optimi- |
7ablOn)| . . . . 136
IB.4.1. Inspiracion| . . . . . . . . . . . 136
B.42. Metaforal . .. ... ... 137
IB.4.3. Estrategia y procedimiento| . . . . . ... ... ... ... ..... 137
[B.4.4. Algunas consideraciones| . . . . . . . .. ... L. 139
IB.4.5. Lecturas complementarias| . . . . . . ... ... ... ... ..... 139
[B.5. Busqueda de patrones (Pattern Search) . . . .. ... ... ........ 140
IB.5.1. Estrategia y procedimiento| . . . . . ... ... ... .. ...... 140
[B.5.2. Algunas consideraciones| . . . . . . . ... ... L oL 141
IB.5.3. Lecturas complementarias| . . . . . . . ... ... ... ... .... 142
[B.6. Comparacién entre algoritmos|. . . . . . . . . . .. ... ... ... ..., 144
IB.6.1. Funciones de pruebal . . . . . ... ... ... .. .. L. 144
[B.6.2. Pruebas realizadasen RY . . . . . ... ... ... ... ...... 148
[B.6.3. Pruebas realizadas en R"; n € (2,20 .. ... ... ........ 149

B.7. Codigos utilizados| . . . . . . . ... .. 152
[B.7.1. Recocido simulado (Simulated Annealing)[ . . . . . ... ... ... 152
[B.7.2. Algoritmo genético (Genetic Algorithm)| . . . . .. . ... ... .. 152
[B.7.3. Busqueda de patrones (Pattern Search)| . ... ... ... ... .. 152
[B.7.4. Optimizacién mediante enjambre de particulas (Particle Swarm |
Optimization)|. . . . . . . . . . ..o 152




INDICE DE FIGURAS

[2.1. Diagrama de bloques de un sistema genérico.| . . . . . . .. ... .. ... 14
13.1. Cumulantes muestrales Cy,(z) versus cumulantes teéricos Cj(x) a partir |
de n realizaciones.| . . . . . . . .. ..o 36
|3.2. Varianza tedrica P, () y muestral Pg, () de los cumulantes muestrales a |
partir de n realizaciones.|. . . . . . . ..o Lo oL 37
4.1. Covarianzas del error de estimacion para el ejemplo de estimar una cons- |
tante cuando la distribucion del ruido corresponde a un GMM de dos |
componentes] . . . . ... L 50
{4.2. Logaritmo de la funcion de verosimilitud para valores medios p; y p; con |
1 # 7 al utilizar GMM para aproximar la distribucion del ruido.| . . . . . . 53
{4.3. Logaritmo de la funcion de verosimilitud para el valor medio p; del GMM |
v el pardmetro 6. . . . . . ..o 54
|4.4.  Aproximaciones de la distribucion unitorme del ruido al utilizar un GMM |
para el Ejemplo 1 con N =100 datos.| . . . . . .. .. ... ... ..... 58
|4.5.  Aproximaciones de la distribucion unitorme del ruido al utilizar un GMM |
para el Ejemplo 1 con N =500 datos.| . . . .. ... ... ... ...... 59
[4.6. Aproximaciones de la distribucion uniforme del ruido al utilizar un GMM |
para el Ejemplo 1 con N =1000 datos.|. . . . . . ... ... ... ..... 60
4.7.  Aproximaciones de la distribucion uniforme del ruido al utilizar un GMM |
para el Ejemplo 1 con V. =15000 datos.|. . . . . . . . ... ... ... ... 61
|4.8.  Aproximaciones de la distribucion unitorme del ruido al utilizar un GMM |
para el Ejemplo 1 con N = 10000 datos.| . . . . . .. .. ... ... .... 62
4.9. Aproximaciones de la distribucion Chi-cuadrado del ruido al utilizar un |
GMM para el Ejemplo 2 con N =100 datos.| . . . ... ... ... ... .. 64
|4.10. Aproximaciones de la distribucion Chi-cuadrado del ruido al utilizar un |
GMM para el Ejemplo 2 con N =500 datos.| . . ... ... ... ..... 65




xii iNDICE DE FIGURAS

[4.11. Aproximaciones de la distribucion Chi-cuadrado del ruido al utilizar un |

| GMM para el Ejemplo 2 con N =1000 datos.| . . . . . . ... ... .... 66
|4.12. Aproximaciones de la distribucion Chi-cuadrado del ruido al utilizar un |
| GMM para el Ejemplo 2 con N =5000 datos.| . . . . . . ... ... .... 67
[4.13. Aproximaciones de la distribucion Chi-cuadrado del ruido al utilizar un |
| GMM para el Ejemplo 2 con N = 10000 datos.| . . . . . ... ... .... 68

|5.1. Diagrama de bloques del esquema utilizado para realizar el filtrado anti- |

| causal y obtener ,(0) en (5.10).[. . . . . .. ... oo 7
[5.2. Histograma de £,(6(9)) obtenido a partir de (5.9) y (5.10), con §©) = §("EM) | g6
5.3. Resultados de la estimacion paramétrica para el Ejemplo 1.| . . . . . . .. 89

[5.4. Aproximacion de la distribucion del ruido w; al utilizar un GMM para el |
| Fjemplo 1.f. . . . . o o o o 89
15.5. Resultados de la estimacion paramétrica para el Ejemplo 2.| . . . . . . .. 90

[5.6.  Aproximacion de la distribucion del ruido w; al utilizar un GMM para el |
| Ejemplo 2. . . . . . .. 91

[5.7. Resultados de la estimacion paramétrica para el Ejemplo 3. . . . . . . .. 92

[5.8.  Aproximacion de la distribucion del ruido w; al utilizar un GMM para el |
| Ejemplo 3. . . . . . . 92

[A.1. Logaritmo de la funcién de verosimilitud £y(Y) y funcién auxiliar Q (6, ;) |

| para diferentes iteraciones k del algoritmo EM para el sistema (A.23)|. . . 121
|B.1. Optimo global y local.| ............................. 125
IB.2. Funcion convexa. . . . . . . . .o 126
IB.3. Ejemplos de recombinacion binaria.|. . . . . . ... ... 133
B.4. Mutacion binarial. . . . . . ..o oo 134
IB.5. Comportamiento del algoritmo de optimizacion mediante busqueda de |

| patrones (PS) para diferentes iteraciones.| . . . . ... ... ... ... .. 142
[B.6. Funciones de prueba utilizadas en R*.| . . . . . . . .. .. ... ...... 147

[B.7. Error medio fi. de las soluciones éptimas obtenidas utilizando diferentes |

| algoritmos sobre la funcion de Rosenbrock en R" ,n € [2,20].| . . . .. .. 150

[B.8. Error medio fi. de las soluciones dptimas obtenidas utilizando diferentes |

| algoritmos sobre la funciéon de Rastrigin en R” ,n € [2,20]]. . . . . . . .. 150

B.9. Error medio u. de las soluciones optimas obtenidas utilizando diferentes |
| algoritmos sobre la funcion de Ackley en R™ ;n € [2,20[ . . . . ... ... 151




INDICE DE TABLAS

[2.1.  Algunas clasificaciones de los sistemas LTl de acuerdo a su estructura. . . 16

|4.1. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 100.| 59

|4.2. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 500.| 60

|4.3. HEstadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = |

| TO00J . .« . o e e e e e e e e e 61
4.4. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = |
....................................... 62
|4.5. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = |
[ 10000, . . o . e e e e e e e e 63

|4.6. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 100.| 64

|4.7.  Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 500.| 65

|4.8. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = |
| TO00J . .« . o e e e e e e e e e 66

14.9. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = |
| O000U . .« . e e e e 67

[4.10. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = |
[ 10000, . . . . e e e e e e 68

|4.11. Resumen de las estadisticas de la simulacion de MC para el Ejemplo 1 |

| (ver paginalpb7).f. . . . . ..o 69
|4.12. Resumen de las estadisticas de la simulacion de MC para el Ejemplo 2 |
| (ver pagina|63). . . . . . . ... 69
[4.13. Tiempos medios de ejecucion t. [s| para los Ejemplos 1y 2] . . ... ... 69
|b.1. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 1.| . . . . . 88
b.2. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 2.| . . . . . 90

|5.3. Estadisticas de la simulacion de Monte-Carlo para el Ejemplo 3.| . . . . . 92




xiv INDICE DE TABLAS

AT Fsadetcs & b soilacdn de Monte—Carlo al oh BT ] l

| algoritmo EM para el sistema (A.23).. . . . ... ... ... 120
[B.1. Tiempos de ejecucion promedio te [s|.|. . . . . . . .. ... 148
B.2. Error promedio pe.| . . . . .. oo 149
IB.3. Desviacion estandar del error o.| . . . . . . .. oo 149

[B.4. Tiempos de ejecucion promedio t.[s|.|. . . . . .. ... ... L. 151




INDICE DE ALGORITMOS

[A.2.1Pseudo-cédigo para el algoritmo maximizacion de la esperanza (EM). . . . 119
[B.2.1Pseudo-cédigo para el algoritmo Recocido Simulado (SA).. . . . . . .. .. 129
[B.3.1Pseudo-cédigo para el algoritmo genético (GA)|. . . .. ... ... ... .. 135
IB.4.1Pseudo-codigo para el algoritmo de optimizacion mediante enjambre de |
| particulas (PSO).| . . . . . . . . . 138
IB.5.1Pseudo-codigo para el algoritmo de optimizacion mediante busqueda de |
| patrones (PS).| . . . . . . .. 143

XV



xvi iNDICE DE ALGORITMOS




Capitulo 1

INTRODUCCION

La identificacién de sistemas representa una fase crucial en numerosas aplicacio-
nes la ingenieria. Se entiende por identificacién de sistemas a la obtencion de modelos
matematicos a partir de datos experimentales (tipicamente entrada-salida), los cuales
generalmente se encuentran contaminadas con ruido [1H3].

Los algoritmos de identificaciéon involucran generalmente sistemas con caracteristi-
cas particulares, por ejemplo embebido estocéastico (Stochastic Embedding) 4], sistemas
lineales [5], sistemas con salida cuantizada [6.[7], sistemas distribuidos [8], sistemas con-
tinuos [9] entre otros. Dichos enfoques poseen supuestos similares respecto de las ca-
racteristicas de las fuentes de ruido, por ejemplo media cero, funciéon de densidad de
probabilidad gaussiana, entre otras. No obstante, existen sistemas donde la distribucion
del ruido es no-gaussiana, en los cuales los algoritmos de identificacion cldsicos basados
en el supuesto de distribucién normal poseen un desempeno deficiente, particularmente
cuando se utilizan pocos datos (ver e.g. [10,/11])

Los algoritmos clésicos de identificacién, como méaxima verosimilitud (ML), han
sido ajustados considerando fuentes de ruido con distribuciones gaussianas, dando origen
a los métodos del error de prediccién (PEM) para sistemas lineales [1,2]. Bajo
este supuesto sobre la distribucién del ruido, dichos estimadores son asintéticamente
consistentes, es decir, que la estimacién mejora a medida que el nimero de datos se
incrementa, aproximandose hacia el valor verdadero de los parametros del sistema 6.

En la literatura se ha visto cémo la eficiencia de los estimadores disminuye cuando
no se satisface la suposicién de gaussianidad del ruido de medicién. Por ejemplo, en [12]
se muestra que un sistema autoregresivo (AR) exitado con ruido gaussiano presenta una
cota inferior de Cramér-Rao (CRB) superior (peor) que para el caso no-gaussiano.
En [13] se presenta una extensién de dicho resultado para sistemas autorregresivos de
media mévil (ARMA). Estos resultados implican que es posible estimar los pardmetros
del sistema con mayor precisién en el caso no-gaussiano.

El objetivo principal de este trabajo es desarrollar un estimador para sistemas linea-

les, cuando la distribucién del ruido es desconocida y no-gaussiana. A continuacién se

1
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define formalmente el problema de interés.

1.1. Definicién del problema

Este trabajo considera la identificacién de un sistema lineal (LTI) cuando la distri-
bucién del ruido es no-gaussiana. Considere entonces un sistema lineal genérico dado

por
ye =G (¢7",00) ue + H (g7, 00) w, (1.1)

donde y; corresponde a la salida del sistema, u; a la entrada deterministica (manipulable)
del sistema, G y H son funciones de transferencia estables del operador retardo de
tiempo ¢~! parametrizadas mediante @, mientras que w; es ruido blanco de distribucién

cualesquiera y desconocida.

Observacion 1.1. Una distribucion es generalmente denominada no-gaussiana, de-
bido a que no se utiliza una distribucion particular y se asume desconocida. El problema
de identificacion del sistema dado por , cuando wy posee una distribucion arbitraria
conocida ha sido resuelto con anterioridad, obteniéndose una version particular de PEM

o ML para la distribucion en cuestion. [1,|2). \V/

Utilizando el teorema de aproximaciéon de Wiener [14.|15] es posible aproximar
arbitrariamente la distribucién desconocida del ruido wy, como una combinacién con-
vexa (combinacién lineal donde todos los coeficientes son no negativos y suman 1) de

distribuciones Gaussianas, es decir

M M
p(w) =~ Zajqb(wt;uj, ;) st Zaj =1, (1.2)
j=1 j=1

para algin M € N; ¢ (wy; iy, ;) representa la distribucion gaussiana correspondiente
a la j-ésima componente de la mezcla, con media p; y covarianza Y;, mientras que o;
corresponde al j-ésimo coeficiente de peso de la mezcla.

En primera instancia se restringe el problema al considerar solo funciones de trans-
ferencia de fase minima (todos los ceros se encuentran dentro del circulo unitario) en
las dindmicas del ruido, es decir H (q_l, 90). Utilizando el método de maxima vero-
similitud se busca estimar el vector de pardmetros aumentado 8 = {0,n}, donde 6
corresponden a los pardmetros del sistema y n = {oj, yj, Ej}j]\il los parametros que

aproximan la distribucién del ruido como una mezcla de distribuciones gaussianas (ver

E2).
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Puesto que el problema de optimizacién resultante, al utilizar el estimador de méaxi-
ma verosimilitud, es multi-modal y por ende no-convexo, es necesario utilizar un
algoritmo de optimizacién global para resolverlo.

Posteriormente se extiende dicho resultado, al considerar ceros de fase no-minima
para la funcién de transferencia del ruido H (qil, 6) y utilizar el algoritmo de maximi-
zacién de la esperanza (EM) para resolver el problema de estimacién.

Mediante ambos enfoques se busca mejorar la precisién del estimador, en términos
de varianza del error de estimacién, junto con obtener una aproximacion razonable de
la distribucién del ruido p (w;). Los posibles beneficios del método propuesto se ilustran
mediante simulaciones numéricas contrastando los resultados obtenidos con los algorit-
mos clésicos de identificacién [1H3] (como el método del error de prediccién PEM)

y el método de los momentos (MoM) [16].

1.2. Estado del arte

Cuando la distribucién del ruido w; en (1.1 es gaussiana, el método del error de
prediccién (PEM) obtiene el modelo espectralmente equivalente de fase minima
(SEMP) (sistema cuyos polos y ceros se encuentran dentro del circulo unitario) del ruido

coloreado a la salida del sistema dado por @, |2,|17], con

yr =G (g7, 0) w + vy
vy =H (q_l, 9) Wy
®,(z) = H (2,0)H (:7',0) Py, (1.3)

donde P, corresponde a la varianza de w; |18, Capitulo 4]. Esto se debe a que las
senales gaussianas quedan completamente determinadas por sus estadisticas de segundo
orden [19].

Sin embargo, cuando la distribucién del ruido w; es no-gaussiana, es posible identi-
ficar transferencias H (q_l, 0) de fase no-minima, debido a que las estadisticas de alto
orden permiten la identificabilidad del sistema H (q~*,60) (ver [16,20]).

En [12/13] se analiza el comportamiento de la cota inferior de Cramér-Rao (CRB)
de sistemas lineales excitados con ruidos gaussiano y no-gaussiano. En ellos se demuestra
que es posible estimar los parametros del sistema con mayor precisiéon en el caso no-
gaussiano, dado que presenta una CRB inferior que para el caso gaussiano.

Las técnicas presentes en la literatura para estimar sistemas lineales con ruido no-
gaussiano explotan dicha caracteristica utilizando el método de momentos (MoM)
[16/17,[2123], el cual requiere un gran numero de muestras para producir estimaciones

precisas [24], ademads de restringir la distribucién de w; a cierto conjunto.
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Los algoritmos clasicos de identificacion, como el método del error de prediccion,
el método de minimos cuadrados, entre otros [1H3], también son frecuentemente
utilizados en la practica, pese a poseer las desventajas senaladas anteriormente.

Problemas que involucran distribuciones no-gaussianas han sido abordados en la li-
teratura, especialmente en el 4&mbito de errores en variables (EIV), el cual trata la
problematica de identificar un sistema dindmico cuando todas las variables y senales se
encuentran contaminadas con ruido (ver e.g. [25-27]).

El modelo de mezcla de distribuciones gaussianas (GMM) ha sido ampliamente
utilizado en la literatura para aproximar distribuciones no-gaussianas en diversos ambitos
tales como filtros no-lineales [28}29], seguimiento 30|, comunicaciones [31], estimacién
bayesiana [32,33], clasificacién [34], reconocimiento de dialectos [35] y estimacién de
distribuciones [36] por mencionar algunas. En [33] se muestra un enfoque de estimacién
Bayesiana con métodos hamiltonianos de Monte Carlo (HMC) para sistemas dindmicos
con ruido no-gaussiano, no obstante se centra en el caso particular de un modelo auto-
regresivo con entrada exégena (ARX) y GMM. Sin embargo, hasta la fecha, no existe una
generalizacién de dicho resultado ni ha sido abordado el problema mediante el método
de maxima verosimilitud.

La motivacién para considerar sistemas de fase no-minima ha sido previamente
considerada en [20,[37-40] entre muchos otros. En [41] se prueba que al obtener muestras
de un sistema continua, el modelo de tiempo discreto posee ceros inestables de manera
regular y no excepcionalmente.

Si bien la utilizacién del error de prediccién (la funcién de verosimilitud utiliza el
error de prediccién) en la estimacién de los pardmetros posee numerosas ventajas [1,[2],
también presenta dificultades cuando H (q_l, 0) posee ceros de fase no-minima (NMPZ).
El predictor requiere de la inversa de H, por ende al poseer NMPZ se vuelve inestable.
En [42,43] se aborda este problema y se presenta una solucién mediante filtrado de
tiempo reverso.

El algoritmo de maximizacién de la esperanza (EM) [44,/45] es una herramienta
para resolver el problema de estimacion mediante méxima verosimilitud. Ha sido am-
pliamente utilizada en identificacién de sistemas dindmicos lineales y no-lineales, tanto
en el dominio del tiempo (ver e.g. [46-48|) como en el dominio de la frecuencia |[49]. La
formulacién del algoritmo EM con un modelo de mezcla de distribuciones gaussianas
GMM ha sido abordado previamente en [36},50,51] con resultados satisfactorios.

Entre posibles aplicaciones se encuentran: recuperacién de periodicidades ocultas en
datos ruidosos [52], estimacién de amplitud y fase de sistemas lineales [53},/54], reduccién
de modelos y determinacién de orden de sistemas [164|55./56].

Dentro de otras areas de aplicacién destacan: estimacion de la fuente en procesa-
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miento de datos sismicos [57,58], construccién de ecualizadores en sistemas de comunica-
cién [59], interferometria de moteado en astronomia [60], procesamiento de imagenes [61],
andlisis de series de tiempo y prediccién de inflacién en econometria [62,63], estudios
de interaccién de oleaje en oceanografia [64], procesamiento de datos astronémicos [65],

entre muchas otras.

1.3. Organizacién de la tesis

A continuacion se presenta una breve descripcién acerca de los temas tratados en los

siguientes capitulos:

e El Capitulo [2| consiste en una breve introduccién a la identificaciéon de siste-
mas. En primer lugar se detallan los tres elementos principales de la identificacién
de sistemas dados por el conjunto de datos, el conjunto de modelos y un método de
identificacién. Posteriormente se describen y ejemplifican dos métodos de identifi-
cacion paramétrica, dados por el método de maxima verosimilitud y el método
del error de prediccién, junto a sus propiedades més relevantes. Finalmente se
presentan algunas definiciones y propiedades, las cuales serdn de esencial ayuda

para comprender los andlisis realizados en los capitulos posteriores.

e En el Capitulo [3]|se presenta un método presente en la literatura para la estima-
cién de sistemas dindmicos con ruido no-gaussiano, denominado método de los
momentos. La principal ventaja que posee este enfoque, por sobre el presentado
en el Capitulo 4] es que considera ceros de fase no-minima en la funciéon de
transferencia asociada a las dindmicas del ruido, es decir H (q_l, 9) . Inicial-
mente se presenta una breve introducciéon y motivacién para considerar sistemas
de fase no-minima. Posteriormente se define el problema y los supuestos asociados,
para continuar con algunos resultados y definiciones preliminares. Finalmente se

detalla el procedimiento del método y algunas consideraciones relevantes.

e El Capitulo |4] aborda el problema de interés descrito en la Seccién restrin-
gido a sistemas fase minima para la funcién de transferencia asociada al ruido,
es decir H(qg™1,0) en . En primer lugar se analiza el problema de estimacién
de una constante, cuyas mediciones se encuentran contaminadas con ruido aditivo
de distribucién no-gaussiana, mediante los estimadores de maxima verosimilitud
(ML) y minimos cuadrados (LS). Luego se analiza la funcién de verosimilitud
asociada al problema de estimacién de una constante en presencia de ruido, cuando
la distribucién es modelada como una combinacién convexa de distribuciones gaus-

sianas (GMM). Posteriormente se desarrolla la expresion que define el estimador de
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maxima verosimilitud para sistemas dindamicos, considerando que la distribucién
del ruido se puede aproximar, o corresponde, a un modelo de mezcla de dis-
tribuciones normales (GMM). Finalmente se evalia el desempeno del método

propuesto mediante ejemplos numéricos y se analizan los resultados obtenidos.

El Capitulo [5| consiste en una extensién del método propuesto en el Capitulo
para la identificacién de sistemas lineales, al considerar ceros de fase no-minima
para la funcién de transferencia asociada al ruido H(g™!,0) y utilizar el algoritmo
de maximizacién de la esperanza (EM) para resolver el problema de estimacién
mediante méxima verosimilitud. Luego de una breve introduccién, se describe el
problema y los supuestos asociados. Posteriormente se presenta un desarrollo de
una expresién que permite considerar ceros de fase no-minima en el calculo del
error de prediccion, extendiendo asf los resultados presentados previamente en los
Capitulos 2|y 4] Utilizando dicho resultado, se formula el problema de estimacién
mediante maxima verosimilitud. Después, se desarrolla un algoritmo basado en la
maximizacién de la esperanza para resolver el problema de estimacién formulado
previamente y se describe el procedimiento utilizado para inicializar el algoritmo.
Finalmente se evaliia el desempeno del método propuesto mediante simulaciones
numéricas y se analizan los resultados obtenidos. Dichos resultados son contrasta-
dos con el método de los momentos MoM (descrito en el Capitulo [3]) y el método
del error de predicciéon PEM (presentado en la Seccién [2.4)).

En el Capitulo [6] se resumen las contribuciones por capitulo. Posteriormente se
presentan las conclusiones obtenidas y se proponen posibles trabajos de investiga-

cién futuros.

En el Apéndice [A]se presentan algunas definiciones y resultados de probabilidad
y procesos aleatorios utilizados en el desarrollo de este trabajo. Posteriormente se

describe el algoritmo de maximizacion de la esperanza.

En el Apéndice [B|se introduce al lector en los conceptos y definiciones basicas
de optimizacién global. Luego se presentan algunos algoritmos de optimizacién
global heuristicos y uno basado en un patrén de bisqueda (no requiere gradiente).
Para cada algoritmo se detalla la estrategia utilizada, el procedimiento a seguir
mediante un pseudo-cédigo, algunas consideraciones relevantes y lecturas comple-
mentarias. Finalmente se detallan algunas funciones clasicas de prueba, las cuales
son utilizadas para evaluar el desempeno de los algoritmos de optimizacion global.
A partir del anélisis del desempeno sobre las funciones de prueba, se selecciona un
algoritmo, el cual es utilizado para solucionar el problema de optimizacién asociado

a la estimacion paramétrica descrita en el Capitulo
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1.4.

Publicaciones realizadas por el autor

Relacionadas a este trabajo

1. Revista cientifica

a) R. Orellana, G. Bittner, R. Carvajal and J. C. Agiliero, “Maximum Like-

lihood estimation for non-minimum-phase linear dynamic systems with Gaus-
sian mixture noise distribution,” Manuscript in preparation to be submitted to
Automatica.

Abstract: In this paper a Maximum Likelihood estimation algorithm for a
non-minimum-phase linear dynamic system with Gaussian mixture noise dis-
tribution is developed. Based on the Expectation-Maximization algorithm, we
propose an identification technique to estimate the system model parameters
and the Gaussian mixture parameters. We show that the estimates obtained
by using this approach exhibits good accuracy. The benefits of our proposal

are illustrated via numerical simulations. [l

2. Conferencia

a) G. Bittner, R. Orellana, R. Carvajal and J. C. Agiiero, “Maximum Likelihood

identification for Linear Dynamic Systems with finite Gaussian mixture noise
distribution,” 2019 IEEE CHILEAN Conference on Electrical, Electronics En-
gineering, Information and Communication Technologies (CHILECON), Val-
paraiso, Chile, 2019, pp. 1-7, DOI: [10.1109/CHILECON47746.2019.8987642.
Abstract: This paper considers the identification of a linear dynamic system
driven by a non-Gaussian noise distribution. The noise is approximated by a
finite Gaussian mixture, whilst the parameters of the system and the para-
meters that approximate the noise distribution are simultaneously estimated
using the principle of Maximum Likelihood. To this end, a global optimization
algorithm is utilized to solve the resulting nonconvex optimization problem. It
is shown that our approach improves the accuracy of the estimates, when com-
pared with classic estimation techniques such as the prediction error method
(PEM), in terms of covariance of the estimation error, while also obtaining an
approximation of the noise distribution. The benefits of the proposed techni-

que are illustrated by numerical simulations E}

2Presentado integramente en el Capitulo

!Presentado parcialmente en el Capitulo
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Otras

1. Revista cientifica

a) Miller N., Kouro S., Zanchetta P., Wheeler P., Bittner G., Girardi F., “Energy
Storage Sizing Strategy for Grid-Tied PV Plants under Power Clipping Limi-
tations,” Energies, 2019, 12(9):1812, DOI: https://doi.org/10.3390/en12091812
Abstract: This paper presents an analyses of an Energy Storage System
(ESS) for grid-tied photovoltaic (PV) systems, in order to harness the energy
usually lost due to PV array oversizing. A real case of annual PV power
generation analysis is presented to illustrate the existing problem and futu-
re solutions. Three PV modeling techniques have been applied to estimate
non-measured non-harnessed PV power to provide an ESS energy and power
sizing strategy. Moreover, a control strategy to store or release power from
the DC-link, without modifying the Maximum Power Point Tracking (MPPT)
strategy, is presented. The results show an estimation of the annual power loss
caused by oversizing the PV array. The ESS sizing strategy gives insight in-
to not only the energy requirements, but also the power requirements of the
system. Simulation results show that the proposed ESS control strategy is
capable of harnessing the extra power without modifying the existing power

converter of the PV plant nor its control strategy.
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1.5. Notacion

1.5.1. Glosario

M Conjunto de modelos.

Z Conjunto de ntiimeros enteros.

N Conjunto de nimeros naturales.

R Conjunto de ntimeros reales.

R* Conjunto de numeros reales positivos ({x € R : z > 0}).

(C] Conjunto de parametros factibles.

R" Conjunto de vectores de dimensién n con elementos reales.
Y1:N Conjunto o set de datos con N muestras y1.xy = {y(t)}i\il

O Desviacién estdndar de la variable aleatoria z (var (z) = ¢2).

N (a,b)  Distribucién normal (gaussiana) con media a y varianza b > 0.
pz Vp(xz) Funcién de densidad de probabilidad (PDF) de la variable aleatoria z.
P {} Funcién de probabilidad.

Ln(B) Funcién de verosimilitud

In(B) Logaritmo de la funcién de verosimilitud
Zr () Matriz de informacién de Fisher
L Media de la variable aleatoria .

cov (z,y) Operador covarianza de x e y (5 {(x —&{z}) (y—-¢& {y})T}> Note que cov (z,z) = var (x).

q Operador desplazamiento en el tiempo (qu; = uy1).

E{} Operador esperanza.

var (x) Operador varianza de z (8 {(:1: —&E{a})(x - €& {x})T})

On Pardametro estimado en base al conjunto de datos {u(t),y(t)};. -

fo Parametro verdadero contenido en © (parametro que describe perfectamente al sistema).
0 Parametro(s) utilizado en la estimacién.

Urj—1 (0)  Predictor a un paso para y(t) dada la coleccién {u(t),y()};.n_1-
zlly Variables aleatorias x e y independientes.

zly Variables aleatorias x e y no correlacionadas.
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1.5.2.

AIC
a.s.
CRB
EM
FIM
GA
GMM
ii.d.
IR
LS
LTI
MAIC
MC
ML
MSS
NMPZ
PDF
PEM
PS
PSD
PSO
RS
RV
SA

SE
SEMP
SISO
w.p.1.

Abreviaciones

Criterio de informacién de Akaike (Akaike Information Criterion).

casi seguro o casi siempre (Almost Surely).

Cota de Cramér-Rao (Cramér-Rao Bound).

Maximizacién de la esperanza (Expectation Maximization).

Matriz de informacién de Fisher (Fisher Information Matrix).

Algoritmo genético (Genetic Algorithm).

Modelo de mezcla de distribuciones gaussianas (Gaussian Mixture Model).
independiente e idénticamente distribuidos (Independent and Identically Distributed).
Respuesta a impulso infinita (Infinite Impulse Response).

Método de Minimos Cuadrados (Least Squares).

Lineal e invariante en el tiempo (Linear Time Invariant).

Criterio de informacién de Akaike modificado (Modified Akaike Information Criterion).
Monte Carlo.

Método de Maxima Verosimilitud (Maximum Likelihood).

Sentido cuadratico medio (Mean Square Sense).

Ceros de fase no-minima (Non-Minimum Phase Zeros).

Funcién de densidad de probabilidad (Probability Density Function).

Método del error de prediccién (Prediction Error Method).

Optimizacién mediante bisqueda de patrones (Pattern Search).

Densidad espectral de potencia (Power Spectral Density).

Optimizacién mediante enjambre de particulas (Particle Swarm Optimization).
Muestra aleatoria (Random Sample).

Variable aleatorio (Random Variable).

Recocido simulado (Simulated Annealing).

Espectralmente equivalente (Spectrally Equivalent).

Espectralmente equivalente de fase minima (Spectrally Equivalent Minimum Phase).
Una entrada y una salida (Single Input Single Output).

con probabilidad uno (With Probability 1).
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1.5.3. Convenciones de Notacion

H () [H ()]

i )"

AT a1”

£ Definido por/como.
~ Distribuido segun.

1.5.4. Convenciones de Polinomios

A(q) "+ arg" "+ +a,
A (q_l) ¢ " +aqg ™Y+ +a,
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CAP{TULO 1. INTRODUCCION




Capitulo 2

IDENTIFICACION DE SISTEMAS

La obtencién de modelos matematicos, o modelado, representa una fase crucial en
diversas areas y aplicaciones. Por modelado se entiende al proceso de obtener una des-
cripcién matematica de un fenémeno, al cual llamaremos sistema. Ejemplos incluyen
pronésticos de la demanda de electricidad [66], prondsticos bursétiles [67], estimacién del
canal de comunicaciones [68], predicciones de migracién aviar [69], modelos de propa-
gacién de enfermedades [70L/71], diseno de controladores en procesos industriales [1-3],
entre muchos otros.

Existen dos enfoques principales al modelado. El primer enfoque considera el mode-

lado del sistema o fenémeno a partir de leyes fisicas, por ejemplo el uso de las leyes de
Kirchoff de tensién y corriente para modelar un circuito eléctrico [72].
El segundo enfoque considera el modelado del sistema como un modelo de caja negra
(black box), o caja gris (gray box) en caso de contar con informacién acerca de las leyes
fisicas del sistema, e identificar el modelo en base a datos de entrada y salida obtenidos
a partir de un experimento realizado sobre el sistema (e.g. aplicar una tensién sobre un
circuito eléctrico y medir la corriente para obtener un modelo para la impedancia equi-
valente). Este trabajo se centra en el segundo enfoque, el cual se conoce comtinmente
como identificacién de sistemas.

A continuacién se presentan algunos antecedentes relevantes respecto de la identifi-

cacién de sistemas, lo cual sera de suma utilidad en los capitulos posteriores.

Observacion 2.1. En caso de encontrarse familiarizado con identificacion de sistemas,
se sugiere continuar en el Capitulo [3, donde se presenta el método de los momentos
MoM.

2.1. Sistema

La identificacion de sistemas concierne el modelado de un sistema en base a datos de

entrada y salida obtenidos de él. Algunos autores [1,]2] han definido sistema como un
13
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objeto en el cual variables de diferentes tipos interactuan para producir seriales observa-
bles. En este contexto, se denominan entradas a los estimulos externos que afectan el
sistema, los cuales pueden ser manipulados por el usuario, y salidas a las senales ob-
servables de interés. Adicionalmente, el sistema puede estar sujeto a perturbaciones,
las cuales corresponden a estimulos que no pueden ser controlados (no obstante algunas
veces pueden ser medibles). En la Fig. se puede apreciar un diagrama de bloques que
representa el concepto de sistema. En dicha figura u; corresponde a la entrada, y; a la

salida y v a las perturbaciones.

(%7

Uy Yt

Sistema ————

Fig. 2.1: Diagrama de bloques de un sistema genérico.

A partir de la definicién de sistema se puede inferir que la teoria de identificacién de
sistemas puede ser aplicada en numerosas dreas y problemas. A continuacién se describen

los elementos principales de la teoria de identificacién de sistemas.

2.2. Elementos principales de identificacion de sistemas

Para construir un modelo a partir de datos se requieren 3 entidades béasicas. En pri-
mer lugar es necesario un arreglo o conjunto de datos de entrada-salida, un conjunto
de modelos y un método de identificacién que permita encontrar un modelo (ade-
cuado en cierto sentido) a partir del conjunto de candidatos. A continuacién revisaremos

brevemente dichos elementos

2.2.1. Conjunto de Datos

Para poder estimar un modelo es necesario contar con un arreglo de datos de entrada-
salida del sistema, el cual denominaremos conjunto de datos. De esta manera y si-

guiendo la notacién utilizada en la Fig. se define el conjunto de datos como

{yr, u}isy (2.1)

donde N representa el nimero de datos.
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2.2.2. Conjunto de Modelos

A partir del conjunto de datos {yt,ut}i\i | se desean estimar los pardmetros de un
modelo para el sistema. Dicho modelo se encuentra usualmente restringido a un conjunto
de descripciones matemadticas posibles denominado conjunto de modelos M.

Cabe destacar que los modelos contenidos en M se encuentran parametrizados por 6 € ©,
donde 0 y © corresponden a los parametros utilizados en la estimacion y al conjunto de
parametros factibles respectivamente.

La eleccion de dicho conjunto se realiza en base a la informacion previa disponible del

sistema, utilizando técnicas no-paramétricas o una combinacién de ambas [1-3].

Observacién 2.2 (Submodelado).

Un supuesto ampliamente utilizado sobre el conjunto de modelos M (0) es que eziste al
menos un 0y € © tal que al evaluar el modelo en 6y describe perfectamente al sistema. Si
dicha condicion no se satisface, entonces es posible afirmar que el sistema se encuentra

sub-modelado por M (0). \V4

Existen diversos conjuntos de modelos descritos en la literatura [1}3},27,/73-75], no
obstante en este trabajo nos centraremos en una clase especifica de modelos, denominada
sistemas dinamicos lineales e invariantes en el tiempo, la cual es presentada a

continuacion.

Sistemas lineales invariantes en el tiempo

Si el sistema opera linealmente en torno a un punto de operacién [72,76] resulta
razonable considerar que el sistema puede encontrarse representado por un modelo dentro

del conjunto definido por
M(0) 2 {y: = G (¢:0) ut + H (¢;0) w; | 0 € O}, (2.2)

donde © € R™ (vector de dimensién n con coeficientes reales) corresponde al con-
junto de parametros factibles, G (¢;0) y H (q;0) corresponden a funciones racionales del
operador desplazamiento en el tiempo ¢ (qu; = w;y1) parametrizadas por € © y w;
representa una secuencia de ruido blanco de media cero (u(w;) = 0) y varianza finita
(P(w) < 00).
Dependiendo de los supuestos realizados sobre G (q;0) y H (¢;0) es posible describir
el sistema mediante diversas estructuras. Dichas estructuras se pueden clasificar (ver
Tabla dependiendo de los polinomios utilizados en las definiciones de G (¢;0) y
H (¢;0) [12].
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Acrénimo Nombre Estructura
1
AR Aut i =
utoregresivo Yt A (q; 0) Wt
MA Media Movil yr = C(q;0) wy
. i _ Cl(g;9)
ARMA Autoregresivo de Media Mévil Y = wy
A(q;0)
FIR Respuesta Finita al Impulso yr = B (q;0) ug + wy
. B(g;0)
ARX Aut trada Exé =
R utoregresivo con entrada Exdégena ggq; z; ug + A0 wy
. q;
OE E de Salid =
rror de Salida Yt égq;zgut—l-cg( )
. q; q;
B-J Box-Jenk =
ox-Jenkins Yt A(q:0) ut + D(q: g)wt

Tabla 2.1: Algunas clasificaciones de los sistemas LTT de acuerdo a su estructura.

Observacion 2.3. Algunos autores incluyen un polinomio adicional al lado izquierdo
de algunas estructuras, por ejemplo B-J, no obstante dicho polinomio puede ser omitido

sin perdida de generalidad. \V4

Observaciéon 2.4. La perturbacion v, presente en la Fig. puede ser descrita de la

siguiente manera
vy = H(q; 0wt (2.3)

Para algin 0y € ©. Para mayor informacion se sugiere revisar Factorizacion Espec-
tral [18, Capitulo 4. \V/

2.2.3. Meétodo de Identificacion

El objetivo es encontrar un modelo contenido en M (6) que explique de mejor manera
los datos {u¢, y¢ },_;.y en algin sentido (dado por un funcional de costo). De manera mas
formal, se debe determinar un mapeo desde los datos contenidos en {u¢,y;},_;.5 hacia

el conjunto de modelos M parametrizados por 6, es decir
{ue, ye b1y — M (0) € M (O) (2.4)

Dicho mapeo se realiza mediante un algoritmo o método, el cual se denomina méto-

do de identificacién (particularmente, método de estimacién paramétrica [1-3]).
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Si bien existen numerosos métodos de identificacién en la literatura, por ejemplo
minimos cuadrados (LS) [2, Capitulo 4], variables instrumentales (IV) [77], nos

centraremos en los siguientes dos métodos de identificacién
1. Método de maxima verosimilitud (ML)
2. Método de error de prediccién (PEM)

Dichos métodos se detallan en las siguientes secciones.

2.3. Método de maxima verosimilitud (ML)

El método de méaxima verosimilitud (ML) es uno de los métodos de identifi-
cacién de sistemas mas atractivos debido a sus propiedades estadisticas. El método de
maxima verosimilitud se basa en la distribucion del conjunto de datos o muestra aleato-
ria y1.n (las observaciones son modeladas como realizaciones de variables aleatorias, ver
Definicion , la cual se encuentra parametrizada por 6 € O. El objetivo es encontrar
el pardametro estimado 0L que explique de mejor manera las muestras yi.y. Al definir
p(y1:n10) como la funcién de densidad de probabilidad (PDF) conjunta asociada a los

datos y1.n, es posible estimar éN mediante el método de méaxima verosimilitud como
Orrr = argmax p (y1.5]0) (2.5)
0cO

La expresién dada por (2.5) se puede interpretar intuitivamente como: 6y € © corres-
ponde al pardmetro que hace a los datos observados y;.y més probables [1}2].
La funcién Lx(0) = p (y1.n,0) se denomina generalmente verosimilitud de los datos

o funcién de verosimilitud.

Observacién 2.5. Hallar Oy, es, en general, muy dificil (salvo para el caso lineal y
gaussiano) dado que la distribucion puede ser muy compleja o dificil de parametrizar.
En general se utilizan algoritmos numéricos para aproximar Opr. Ver algoritmo de
mazimizacion de la esperanza (EM) en la Seccion [A.Z [44,[78]. \V/

Usualmente es preferible maximizar el logaritmo de la funcién de densidad de pro-
babilidad, es decir £x(6) £ Inp (y1.x]0), en vez de p (y1.n|0). Dicha expresién (£x(6)) se
conoce como logaritmo de la funcién de verosimilitud (o log-likelihood function).

Dado que la funcién logaritmo es estrictamente creciente, entonces la solucién de

éML £ arg max Inp (y1.n0) (2.6)
6cO
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es equivalente solucién . En general se utiliza por sobre puesto que los
productos contenidos en p (y1.n]0) se transforman en sumas y debido a que la funcién
logaritmo remueve las exponenciales (lo cual resulta favorable cuando la funcién de
distribucién de probabilidad (PDF) es del tipo exponencial ya que lne® = a). Otra
razén por la cual se prefiere utilizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud es debido

a que dan lugar a algoritmos mejor condicionados numéricamente [79}80].

Ejemplo 2.1. Considere una muestra aleatoria xi.y de la variable aleatoria escalar
X~N (M:m w) Encuentre estimadores de méaxima verosimilitud para ji, y o2
Dado que se trata de una muestra aleatoria, es posible caracterizar la funcién de proba-

bilidad conjunta como

. (@i )’
p(x1.5]0) = H exp 572 (2.7)

121 27T0'
T
con 6 = [Hx aﬂ . Reemplazando ([2.7]) en (2.6) es posible obtener

O, = Oy = arg max Inp (z1.n]0)
feR?

AER?

N 1
=argmax {n(0) ;{n(6) = <—2 In (2702) — Z (x; — u$)2> (2.8)
A partir de £x(0) es posible obtener el estimador para la media de x como

N
den(0)  Oln(0) 22 1)

001 8/% 202

T =1

% > (@i (2.9)

i=1

Despejando se tiene

1 N
fronrr = N Z i (2.10)
1=1

De manera andaloga es posible obtener el estimador para la varianza de x

din(0) Oty(0) N 1 1
005 do? 22%02 2 Z =0 (2.11)

T =1



2.3. METODO DE MAXIMA VEROSIMILITUD (ML) 19

Despejando se obtiene

Iu’JjIML (212)

Mz

33]WL -
z:l

Los estimadores obtenidos son ampliamente conocidos y es posible demostrar que
[z, €s insesgado, eficiente y consistente. Del mismo modo es posible demostrar que
63:1»@ es asintdticamente insesgado, asintéticamente eficiente y consistente (ver e.g. [81]).

Estas propiedades estadisticas son tipicas de los estimadores de méaxima verosimilitud,

por lo cual resultan particularmente atractivos en identificacion.

2.3.1. Analisis asintotico

Los estimadores obtenidos mediante el método de maxima verosimilitud ML y el
método del error de prediccién PEM (para un caso particular de [ (-) e innovaciones
Gaussianas, el cual se analiza posteriormente en el Ejemplo [2.2)) son asintéticamen-
te eficientes. Entonces, resulta interesante analizar como el estimador Oy se comporta
cuando N — oo. El resultado clave, introducido en [82,83], acerca de la distribucién
asintotica de los estimadores de ML al modelar las observaciones como realizaciones de

variables aleatorias i.i.d. se presenta a continuacién

Lema 2.1 (Distribucién asintética del estimador de méxima verosimilitud).

Suponga que las variables aleatorias (RV) x1.n son independientes e idénticamente dis-
tribuidas (i.i.d. ). Adicionalmente asuma que la distribucion de x1.5 esta dada por
p (z1.5|00) para algin Oy € O©. Entonces cuando N — oo, la variable aleatoria Oy tiende
a 6y con probabilidad uno (w.p.1. ), y la variable aleatoria VN (éN — 90) converge en

distribucion hacia

VN (éN - 90) ~ As N (0,7 (0)) , (2.13)
donde Ip (0) se encuentra dado por (2.36) (ver Teorema [2.2).
Demostracién 2.1. Ver [1, Cdapitulo 9 y Apéndice 9. U

El Lema (2.1 indica que, cuando N — oo, la distribucién de v N (HN 00> tien-
de a una normal con media cero y matriz de covarianza dada por la cota inferior de
Cramér-Rao. Este resultado también es valido bajo ciertas condiciones leves [1] cuando
se aplica el método de maxima verosimilitud en sistemas dindmicos. El Lema se
aplica también al estimador obtenido mediante el método del error de prediccion PEM
cuando la secuencia de ruido blanco dada por w; es Gaussiana y la funcién [ (-) es una

funcién cuadrética [1].



20 CAPITULO 2. IDENTIFICACION DE SISTEMAS

Corolario 2.1.

A partir de lo anteriormente expuesto se tiene que (ver (1,[83]):
° éML es asintoticamente insesgado.
° éML es asintoticamente eficiente.

e Oy es consistente.

2.4. Método del error de predicciéon (PEM)

El método del error de prediccién (PEM) es otra manera de abordar el problema
de encontrar el mejor modelo a partir del conjunto de modelos M (0) que explique los
datos contenidos en {u¢, y: },_1. 5 (ver e.g. [1,184,85]). La idea bésica del método del error

de prediccién es bastante simple y consta de los siguientes pasos:

1. Describa el modelo como un predictor de la siguiente salida:

f&t\tfl =f ({uiayi}izlztfl) (2.14)

Donde §j;;_; representa la prediccién a un paso de la salida y;, y f (+) corresponde

a una funcién arbitraria de los datos pasados (hasta el instante t — 1).

2. Parametrice el predictor en términos de un vector de pardmetros de dimensién
finita denotado por 6 € ©:

G- (0) = f (i, yitim1q—1,0) (2.15)

Algunas condiciones de regularidad son necesarias para realizar dicha parametri-

zacién. Para mayor informacién se sugiere revisar |1, Capitulo 4].

3. Defina el error de prediccién como la distancia entre la prediccion g, (0) y la
salida y(t):

ee(0) =y — Qt|t—1 (0) (2.16)

Opcionalmente, es posible filtrar la secuencia de error de predicciéon mediante un

filtro LTI estable arbitrario L(g) antes de la estimacion |1, Capitulo 7:

et (0) = L(q)z: () (2.17)
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4. Estime 6 (denotada por é) a partir de la parametrizacién y del conjunto de datos
{ws, yi},_q.y minimizando la distancia entre g1(0),...,9n(6) ¥ y1, ..., yn en alguna

norma, es decir

éPEM = éN = argmin VN (9) (2.18)
0eO

Con

Vi (6) =Y L(ef (9)) (2.19)

t=1

Donde [ (-) representa una funcién positiva arbitraria definida por el usuario (ge-

neralmente se utiliza una norma apropiada).

Cabe destacar que existen varios métodos de identificacién contenidos dentro de PEM
dependiendo de las elecciones de [ (+), L (q), estructura de los modelos M(6) y métodos
de minimizacién.

La minimizacién del error de prediccién e,(6) tiene sentido, puesto que los modelos
obtenidos son utilizados tanto en prediccién como en sintesis de controladores.

Note que la funcién Vi (0) corresponde a una funcién escalar bien definida del pardmetro

. Dicha funcién puede ser considerada como una medida natural de la validez del modelo

M(0).

Observacién 2.6. Si la funcion (o norma) previamente mencionada 1 (-) es elegida
adecuadamente, la estimacion Oy coincide con la estimacion mediante el Método de
Mdazima Verosimilitud. Ver Ejemplo (para mayor informacion se sugiere revisar (1,
Capitulo 7] y [86]). \V/

El método de error de prediccion (PEM) posee algunas ventajas [1,84,[85], entre las

cuales destacan:

e Puede ser aplicado a un amplio espectro de parametrizaciones del modelo puesto

que solo requiere una expresién para ([2.15)).

e Los modelos obtenidos poseen excelentes propiedades asintoticas debido a la cer-
canfa entre PEM y ML (Ver Ejemplo [2.2]).

e Soporta sistemas operando en lazo cerrado (es decir, la entrada del sistema se
encuentra parcialmente determinada por realimentacion de la salida al momento
de recolectar los datos) sin la necesidad de recurrir a técnicas adicionales. Esta

caracteristica también es vélida para el método de maxima verosimilitud.
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No obstante, también posee algunos inconvenientes entre los cuales destacan [1, Capitulo
7]:

e Requiere una parametrizacion explicita del modelo (e.g. un modelo ARX de quinto

orden (ver Tabla [2.1))).

e La buisqueda de los parametros que maximizan la prediccién de la salida puede ser

tediosa e involucrar una busqueda sobre superficies con multiples minimos locales.

e El predictor a un paso de la salida g, (¢) debe ser estable.

La conexién entre PEM y ML (ver Observacion [2.6)) se puede apreciar a continua-

cién:

Ejemplo 2.2 (Relacién entre PEM y ML).

Considere un sistema SISO que puede ser expresado mediante

Yt = Yyje—1 (0o) + wr, (2.20)

Para algin 6y. Con w; ruido blanco Gaussiano de media cero puw; = 0 y varianza

o%(wy) (o) desconocida. Si el predictor gy,_q (fo) se encuentra dado por

Grje—1 (6o) = E{melyr:e—1} (2.21)

Entonces, bajo las condiciones anteriores, es posible obtener el logaritmo de la funcién

de verosimilitud como

I (6) =Ip (yrn|6) = —3 SO (6) — 5 Ino (0) +c (2.22)

Con g; dado por (2.16)) y ¢ una constante independiente de . Al asumir que g (9) y o2 ()
se encuentran independientemente parametrizados por @, entonces es posible maximizar

dicha expresién sobre o2 () para obtener una expresién en funcién de ; (/). Esto permite

reescribir (2.22)) como
LN
Inp (y1.n0) = —N;af (6) +c (2.23)

Al comparar el funcional de PEM dado por con es posible apreciar que
el método del error de prediccién deriva del método de maxima verosimilitud
cuando la secuencia {w;} es ruido blanco gaussiano con media cero y se elige I (g4 (0)) =
N—1e2 (0).
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No obstante el predictor definido por (el cual corresponde al estimador 6ptimo
en sentido cuadrético medio a un paso de y; dada la coleccién de datos y;.4—1 [18, Capitu-
lo 5]) no posee una expresién cerrada en general.

Exceptuando el caso lineal (ver sistemas lineales e invariantes en el tiempo en la Subsec-
cién y casos particulares de sistemas no-lineales, la expresién solo puede ser
obtenida de manera numérica, utilizando, por ejemplo, el método de filtro de particu-
las [87].

A continuacién es posible apreciar la expresién cerrada para utilizada para siste-

mas lineales.

Ejemplo 2.3. Considere el conjunto de modelos M (6) definido por (2.2]) . A continua-

cién se obtiene el predictor a un paso g, (¢) con 6 € ©. Suponga que lim H (g¢;0) = I.
q—00

Bajo este supuesto es posible reescribir cualquier modelo a partir de (2.2)) (ver Tabla [2.1])

Ccomo
v =G (q;0)ur + (H (¢;0) — I) wy +wy (2.24)

Note que el término (H (q;0) — I) wy en (2.24]) contiene solo términos hasta t —1. A partir
de (2.2)) es posible despejar w; en funcién de y; y u; e insertar dicho resultado en ([2.24))

obteniendo de esta manera
ye=H " (q:0) G (q:0)ue + (I — H (¢:0)) g1 + wy (2.25)

Note que los términos H ! (¢;0) G (¢;0) us y (I —H (g 9)) y¢ solo dependen de {y;, uz}f;%
si G (¢;0) es estrictamente propia (si u; es deterministica no es necesaria dicha condi-
ci6n). Adicionalmente dado que {w;} corresponde a una secuencia de ruido blanco, se
tiene que la mejor estimacién de w; dado {yi,u;}'_| es £ {w;} = 0. De esta manera el

predictor a un paso asociado al conjunto de modelos (2.2) se encuentra dado por
o1 (0) = H ' (;0) G (q:0) e + (I — H ' (;0)) we (2.26)

La expresién (2.26) corresponde a un predictor vélido para y; si H ' (¢;0) G (¢;0) y
H~1(q;0) son estables [1, Capitulo 5].

Observacion 2.7. En el Ejemplo wt no puede ser estimado a partir de {y;, ul}f;}
puesto que wy es ruido blanco. Dada esta propiedad, se denomina wy como un proceso de

innovacidn (18, Capitulo 6]. \V/



24 CAPITULO 2. IDENTIFICACION DE SISTEMAS

2.5. Algunas definiciones

A continuacién se presentan algunas propiedades y definiciones relativas a los esti-

madores paramétricos

Definicién 2.1 (Muestra aleatoria).
Dada una variable aleatoria (RV) X, se define una muestra aleatoria (RS) de X como
una secuencia finita i.i.d. (independiente e idénticamente distribuidas) de variables que

distribuyen como X. Para ello utilizaremos la siguiente notacion
{z;:i=1,.,N} o {zin} (2.27)

Definicién 2.2 (Sentido cuadrético medio).
Considere un estimador de y dado por §(0). Dicho estimador es dptimo en sentido

cuadrdtico medio (MSS) ssi

9(0) = argmin J (6) (2.28)
0cO

Donde J (6) corresponde al funcional definido por

J1(0) 2 & {(y-900) (v - (0)"} (2.29)

Note que es posible definir el error de estimacion como ¢ = y — §(0), por ende el
estimador optimo en sentido cuadrdtico medio reduce la esperanza del error de estimacion
al cuadrado [18)].

Definicién 2.3 (Sesgo).
Sea 0 un estimador del pardmetro 0 basado en una muestra aleatoria (RS) de dimension

N. Entonces
e El estimador 0 es insesgado ssi

£ {0} —0 ;v (2.30)

e 0 es asintoticamente insesgado ssi
lfm & {9} —0 (2.31)
N—oo

Dichas definiciones tiene sentido puesto que 0 es una variable aleatoria (es una estadisti-

ca de una muestra aleatoria).
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Que un estimador sea insesgado no es particularmente til en la prdctica, puesto que
para poder recuperar 6 en base a un estimador insesgado es necesario repetir el experi-
mento que genera la muestra aleatoria (si el nimero de experimentos es suficientemente

grande es posible utilizar la ley de los grandes nimeros para aprozimar la esperanza).

Definicién 2.4 (Consistencia).
Sea 0 un estimador del pardmetro 0 basado en una muestra aleatoria (RS) de dimension

N.

A~

e O es consistente ssi
lim Pr{’é—0)>e}:0 ;Ve > 0;V0 (2.32)
N—oo

Un estimador es consistente si a medida que el tamano de la muestra aleatoria N crece, la
estimacion 0 tiende al pardmetro 6y. Note que para explotar esta propiedad es necesario
extender el largo del experimento y no repetirlo, lo cual resulta particularmente util en

la prdctica.

Para mayor informacién y detalle acerca de las propiedades de sesgo y consistencia

de los estimadores paramétricos se sugiere revisar |81, Capitulos 7 y 8].

Teorema 2.1. Sea 0 un estimador para el pardmetro 8 basado en una muestra aleatoria

de dimension N. Entonces, si

lim & {9} -y (2.33)

N—oo

lim var (9) = lim P = ngnoog{(é—g{é}) (é "y {9})T} =0 (2.34)

entonces el estimador 0 es consistente. En (2.34)) P; corresponde a la varianza del error
de estimacion.
Note que un estimador puede tener sesgo y aun asi ser consistente (este resultado exige

que 0 sea asintéticamente insesgado).
Demostracién 2.2. Ver [81, Capitulos 7y 8] y [1§]. O

Teorema 2.2 (Cota de Cramér-Rao).

Suponga que la funcion de densidad de probabilidad (PDF) de una variable aleatoria Y se
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encuentra parametrizada por 6, es decir p (y|f). Considere ahora una muestra aleatoria

de tamano N de la variable aleatoria (y1.n). Todo estimador sin sesgo para 6y satisface

£ { (éN - 00) (éN . 90>T} > 771 (9) (2.35)

Donde
Ip(0) 2 € { {80‘9:%] [89‘9:90] } (2.36)
() a [8(') 3(')}
a0 001 00,
L(y1:n10) = Inp (y1.5]0) (2.37)

Ir (0) se denomina matriz de informacion de Fisher (FIM), mientras que Z.' (6)

se denomina cota inferior de Cramér-Rao (CRB) [85] |1, Capitulo 7].

Observacion 2.8. La matriz de informacion de Fisher I (0) depende tinicamente de
la muestra aleatoria (y de su distribucion), por ende Ip (0) cuantifica la informacion de
Oy contenida en yi.N.

El cdlculo de I (0) requiere conocer el valor de 6y, por ende generalmente no se dispone
del valor exacto de la matriz de informacion de Fisher.

Dado que este resultado y (2.36) es vdlido para todo estimador, la cota de Cramér-
Rao (CRB) establece un limite fundamental (tanto para estimadores lineales como no-

lineales). \V/

Demostracién 2.3 (Cota de Cramér-Rao).
Considere el caso en el cual § € © =R (es decir hay que estimar un solo pardmetro).

Sea éN un estimador insesgado de 0 basado en la muestra aleatoria 1.5 dado por
On = g(z1.v) (2.38)

Puesto que Oy es insesgado, se tiene que & {éN} =0, lo cual puede reescribirse como

o — / g(en)p 21y 6) e

—00

8 o0
1= | senpainlo) dof

> 0 N[0
1:/ g(xLN)p(xaleN’)dx{V
—00
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1:/m OL (x1.v10)

g(xlzN)Tp (z1.50) dzf

L (2.
1= & { glapn) 2 EE) (2.39)
00
Por otra parte se tiene que
1 :/ p(x1.5]0) dzl¥
> 0L (x1.n10
Ozlm(éM)memmﬁ
OL (z1.n0)
0=E8J0—= 2.40
(a) { 90 (2.40)

En (a) es posible agregar 0 dentro del operador esperanza, dado que 0 € © = R. Utilizando

(2.39) v (2.40) es posible obtener

1= & {glorn) - 0) 2N

aL (.%'1:]\[’9) }2

1—¢ {(g@cl;m g Ol (2.41)

Finalmente, utilizando la desigualdad de Cauchy - Schwarz se obtiene

el { ()

IFI(H)g{(f’L(:’;Mf} ge{(é-af} (2.42)

Esta demostracion y su extension (cuando © € R™ ) se puede apreciar con mayor detalle
en (1, Apéndice TA] y [2]. O

Observacién 2.9. El Teorema exige ciertas condiciones de regqularidad (permiten
introducir la derivada dentro de la integral), las cuales se encuentran detalladas en [1].
La demostracion no requiere que y1., sea una muestra aleatoria (no se utilizan sus propie-
dades), por lo cual el resultado es vdlido aun cuando las muestras no son independientes

(ver [1, Capitulo 7]). \V/

Definicién 2.5 (Eficiencia).
Sea O un estimador insesgado del pardmetro 0 basado en una muestra aleatoria (RS)

de dimension N. Entonces
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e 0 es eficiente ssi su varianza es igual a la cota inferior de Cramér-Rao, es decir
. . . T
var (9N> _¢ { (eN - 9) (eN - 9) } =71 () (2.43)

e 0 es asintdticamente eficiente ssi su varianza es igual a la cota inferior de
Cramér-Rao cuando N — oo, es decir

lim var (éN) — lim & { (éN - 9) (éN - «9>T} = 7.1 (0) (2.44)

N—o0 N—o0

2.6. Lecturas complementarias

e En [1, Capitulo 14] y [2, Capitulo 5] es posible revisar los aspectos més relevantes
de diseno del experimento y senales de entrada para obtener el conjunto de datos.

En [88-90] es posible encontrar mayores detalles acerca del diseno del experimento.

e Para mayor informacion acerca de procesos estocasticos y variables aleatorias se
sugiere revisar [83/91H93]. Mientras que [18] se centra con mayor detalle en sistemas

estocasticos, su estimacion y control.

e Informacion adicional sobre conjuntos de modelos, sus parametrizaciones y aspectos

relevantes se pueden revisar en [1, Capitulo 4 y 5], |2, Capitulo 6] y |3, Capitulo 4].
e En [72/94] se encuentra un anélisis de sistemas lineales en general.

e Diversos métodos de identificacién, propiedades, aspectos relevantes tanto tedricos
como préacticos se encuentran [1H3,(73}/77,/95,/96] y sus referencias, por mencionar

algunos.

e La convergencia del estimador de méxima verosimilitud ML y del método del error

de prediccién PEM se puede revisar en [86}97-99].
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Capitulo 3

METODO DE LOS MOMENTOS

El método de los momentos (MoM) es una técnica utilizada en la estimacién
paramétrica de modelos estadisticos. La idea bésica consiste en encontrar valores para los
pardmetros de manera que los momentos tedricos (que implica el modelo) se aproximen
tanto como sea posible a los momentos muestrales de los datos.

Esta metodologia es atribuida a Pearson [100], quien la utilizé por primera vez para
ajustar los parametros de un modelo de mezcla sencillo.

Generalmente es considerado como un primo menor del método de maxima ve-
rosimilitud (ver Seccién debido a que este ultimo posee propiedades tedricas
superiores en diversas configuraciones. No obstante el método de los momentos y sus
generalizaciones contintdan siendo utilizadas en la préctica en ciertos problemas de esti-
macion debido a su simpleza en términos conceptuales y computacionales.

A continuacién se presenta el método de los momentos propuesto por Tugnait [16] pa-
ra la identificacién paramétrica de un sistema lineal invariante el en tiempo (LTT), de fase
no-minima (NMP) cuya entrada se encuentra dada por ruido blanco no-Gaussiano
desconocido. La identificaciéon se basa solamente en observaciones ruidosas de la salida

del sistema.

Observacion 3.1. En caso de encontrarse familiarizado con el método de los momentos
MoM, se sugiere continuar en el Capitulo [{] donde se aborda el problema de interés

mediante mdxima verosimilitud.

3.1. Descripcién del problema

Considere el siguiente sistema lineal e invariante en el tiempo

P p—1
ys () == ais (t—i) + Y bw (t — i), (3.1a)
i=1 =0

con by = 1,
30
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y () = ys(t) + v(t); teN, (3.1b)

donde la senal ys(t) corresponde a un sistema ARMA(p,p — 1) (ver Tabla , la
medicién escalar contaminada con ruido se encuentra dada por y(t), {w(t)} representa
una secuencia de ruido no-gaussiana escalar independiente e idénticamente distribuida
(i.i.d.) con media cero y varianza o2 y {v(t)} corresponde a una secuencia de ruido
escalar, gaussiana 4.i.d. con media igual a cero y varianza o2. Las secuencias v(t) y w(t)
son mutuamente independientes, es decir w(t) 1L v(t).

Entonces, a partir del vector de mediciones ruidosas Y.y = {y(t),1 <t < N} se

desea estimar el vector de pardmetros desconocidos 6, el cual se encuentra definido por

0= (al,ag,...,ap,bl,bg,...,bp_l,ai,ag) (32)

Dicho problema ha sido extensamente estudiado en la literatura de estimacion y
control, andlisis de series de tiempo y procesamiento adaptativo de senales (ver e.g.
[1,13}/101,/102]). La mayoria de las técnicas de identificacién existentes utilizan solo las
estadisticas de segundo orden del conjunto de datos Yi.y. Por ello, en el mejor de los
casos, logran identificar el sistema espectralmente equivalente de fase minima
(SEMP) [37,97,103]. En otras palabras, un sistema de la forma es identificable a
partir del conjunto de datos Y7.y utilizando solo las estadisticas de segundo orden ssi el
sistema es de fase minima [3§].

Se consideran conjuntos de datos extensos y procesos estacionarios en los siguientes
desarrollos, por ello los sistemas que originan los datos deben ser exponencialmente
estables (es decir que los polos del sistema deben encontrarse dentro del circulo unitario).
Note que al obtenerse un sistema SEMP, los ceros también se encuentran restringidos al
circulo unitario.

La motivacion para considerar sistemas de fase no-minima ha sido previamente con-
siderada en [20,,37-40] entre muchos otros, por ende no sera tratado aqui.

La identificacién de sistemas de fase no-minima ha sido abordado desde diferentes
perspectivas. Por ejemplo en [37] la entrada es restringida a una secuencia de ruido
Gaussiano, blanco, no estacionario con covarianza conocida. En [38] se limita el modelo
a sistemas FIR sin ruido. Otro enfoque se puede apreciar en [20], donde la identificacién
se realiza al ajustar los espectros de alto orden (mayor que 2) entre las observaciones y
el modelo.

Si bien existen diversas estrategias basadas en el métodos de los momentos para la
identificacién paramétrica de sistemas, nos centraremos en el desarrollo propuesto por

Tugnait en [16].
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3.2. Supuestos del Modelo

Sea H|z| la funcién de transferencia (de tiempo discreto) del sistema definido por
(3.1]) con entrada w(t) y salida ys(t). Entonces

Hlz| =) biz"/
=0

p
1+ Zaizi] by =1; (3.3)
=1

Los siguientes supuestos son impuestos al modelo (3.1]) (3.3])

Supuesto 3.1. Las raices del polinomio denominador de la funcién de transferencia

H{z] (3.3) satisfacen |z| < 1. Es decir, el sistema es exponencialmente estable.

Supuesto 3.2. La secuencia i.i.d. no-Gaussiana de media cero {w(t)} es tal que el

cumulante de 4° orden 74 de la variable aleatoria w(t) es distinto de cero
1 = Ca(w(t)) 2 € {wh(t)} — 3 [€ {w?(t)}]*. (3.4)

Supuesto 3.3. El ruido de medicién {v(t)} (3.1) es Gaussiano, i.i.d. con media igual a

cero.

Supuesto 3.4. Sean pg y 0y los valores verdaderos del orden del sistema dado por (|3.1))
y del vector de pardmetros a estimar (3.2) respectivamente. Adicionalmente se asume
que la funcién de transferencia (3.3) no posee cancelaciones polo-cero con p = pg y 6 = 6

y que pg > 1

Observacion 3.2. Variables no-Gaussianas con media cero y cumulante de 4° orden
va # 0 incluyen la distribucion de Bernouilli-Gaussiana considerada en [37], Uniforme,

Chi-cuadrado, Mazwelliana [36,106], entre muchas otras. \V/

Observacién 3.3. El Supuesto incluye modelos ARMA(p,q) donde p < q. Del
mismo modo incluye modelos AR de dimension finita (ver pdgz'na \V/

Se define el vector aumentado de parametros a estimar, de dimensién (2p 4 2), como

¥ = (0,74) (3.5)

y el conjunto de parametros factibles como

© = {6 : (Supuesto se cumple para H(z|0)} (3.6)
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3.3. Preliminares

En esta seccion se revisan brevemente algunas definiciones y propiedades generales
acerca de los cumulantes y momentos. Posteriormente se presentan definiciones necesarias

para el desarrollo y se introduce la notacién utilizada posteriormente en el capitulo.

3.3.1. Momentos y cumulantes

Los momentos no centrales p para una variable aleatoria = se encuentran defi-

nidos por

= E{z"}, (3.7)

mientras que los momentos centrales iy se definen de la siguiente manera

e = E{(z — E{=})"} (3-8)

Los cumulantes Cy(z) son estadisticas que proporcionan una alternativa a los momentos
pese a encontrarse estrechamente relacionados.

Los momentos determinan los cumulantes en el sentido de que dadas dos distri-
buciones de probabilidad cuyos momentos sean idénticos, también tendran cumulantes
idénticos, y de manera similar, los cumulantes determinan los momentos.

El primer cumulante corresponde a la media, el segundo cumulante a la varianza
y el tercer cumulante igual al tercer momento central. No obstante los cumulantes de
cuarto orden y superiores no son iguales a los momentos centrales [107,/108]. En algunos
problemas es preferible utilizar los cumulantes por sobre los momentos debido algunas
propiedades atractivas de éstos. Dentro de las propiedades de los cumulantes destacan

las siguientes [107]:

e Los cumulantes de tercer orden y superiores de una distribucién gaussiana son cero,

siendo ésta la unica distribuciéon que presenta esta caracteristica.

e Dadas dos variables aleatorias x e y independientes, es decir x 1L y, se tiene
que el cumulante de orden n de la suma de ellas corresponde a la suma de los

correspondientes cumulantes de los sumandos

Cn(z+y) =Ch(z)+ Cy(y), siz 1L y. (3.9)

e Considere una variable aleatoria x y una constante ¢, entonces se tiene que el primer

cumulante es equivariante y los demas son invariantes, es decir

Ci(z+c¢)=Ci(x)+ ¢ (3.10a)
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Cp(x+c¢)=Cp(z), Vn>2 (3.10b)

en otras palabras, al desplazar una variable aleatoria (agregando una constante c)

solo modifica el primer cumulante y no afecta a los demaés.
e El cumulante de orden n es homogéneo de grado n, o sea
Cp(cx) = "Cp(x), (3.11)
donde x representa una variable aleatoria y ¢ una constante.

Estas y otras propiedades de los cumulantes se pueden revisar en [107}/108|.
A continuacién se presentan algunas relaciones entre los cumulantes C, y los mo-

mentos centrales p, (se ha omitido la variable aleatoria (z) en las siguientes expresiones)

Co = pis (3.12a)
Cs = s (3.12b)
Ci = s — 343 (3.120)
Cs = us — 1032 (3.12d)
Co = i — 15112 — 1043 + 30143 (3.12¢)
Cr = p7 — 21 ps iy — 35papis + 2103063 (3.12f)
Adicionalmente se tiene que el primer cumulante es igual a la media C7 = p}. Las

relaciones entre los momentos no centrales (1, momentos centrales p, y cumulantes Cj,
se pueden revisar en detalle en [109].

A partir de la ley de los grandes nimeros es posible obtener estimadores para los
momentos (ver y (3.8)), los cuales se denominan momentos muestrales. Luego,
a partir de las relaciones entre cumulantes y momentos se obtienen los cumulantes

muestrales. A continuacién se pueden apreciar los cumulantes muestrales hasta orden 4

. 1 X

Cr=5 ;x (3.13a)
R 1 R

Cr= Zl(m — ()2 (3.13b)
N R

Cs = Z(a: - )3 (3.13c)

. 1 & . .
4= (N > (i - 01)4> — 304, (3.13d)
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donde N corresponde al niimero de muestras. Cabe destacar que los cumulantes muestra-
les obtenidos de esta manera son asintoticamente insesgados y consistentes |109].
Las varianzas del error de estimacién asociadas a los cumulantes muestrales (3.13)) se

encuentran dadas por

1

var (C1) = Pey = ~H2 (3.14a)
1

var (C2) = Pe, = N (g — 13) (3.14b)
1 2 3

var (C3) = Pey = 7 (6 — p3 + 94ty — Gpizpia) (3.14c)
1

var (C) = Po, = - (s — 12p16/t2 = Spispis — 3 + 48puapi3 + 64ji5p10 — 3615) . (3.14d)

donde N corresponde al nimero de muestras. En [24] se presentan dichos resultados y
se analiza el efecto de un ndmero limitado de muestras N en los cumulantes muestrales.
En [109] es posible revisar estimadores insesgados y consistentes para los cumulantes, los
cuales se denominan estadisticas-k, junto a sus varianzas.

Con el fin de ilustrar el efecto del nimero de datos en los cumulantes muestrales se
presentan a continuacién los resultados de una simulacién numérica. Considere que se
cuentan con n realizaciones de la variable aleatoria x, la cual posee una distribucion Chi-
cuadrado, i.e. x ~ x%(k), con k = 2. Los cumulantes (tedricos) para dicha distribucién

son conocidos y se encuentran dados por

Cr(z) =281k = 1)k, Vo~ x%(k) (3.15)

En la Fig. se pueden observar los cumulantes téoricos Cy(x) de primer a cuarto
orden obtenidos a partir de y los cumulantes muestrales C’k(x) obtenidos a partir
de para todo n.

Note que la cantidad de muestras requeridas para que los cumulantes muestrales
convergan aumenta junto al orden de estos (ver las diferencias en las escalas). En la
Fig. [3.2] se presentan los resultados obtenidos a partir de la simulacién numérica para
la varianza tedrica de los cumulantes muestrales P, () obtenidos mediante y las
varianzas muestrales pck(x) obtenidas a partir de la simulaciéon numérica.

En la Fig. [3.2] se puede apreciar que el error o incertidumbre asociado a los cumulantes
muestrales aumenta junto con el orden.

Entonces, a partir de los resultados obtenidos es posible afirmar que los cumulantes
muestrales (y debido a su estrecha relacion, los momentos muestrales) de alto drden

requieren un numero de muestras elevado para producir estimaciones precisas.
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Ca(z) - - - Calz)

5 &
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1 |- —
2 |- —
0 | | | | 0 | | | |
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300 | .
< 200
Q
100
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Fig. 3.1: Cumulantes muestrales C(z) versus cumulantes tedricos C(z) a partir de n realizacio-

nes.

3.3.2. Cumulantes en procesos aleatorios y sistemas

A continuacién se presentan algunas definiciones y propiedades de los cumulantes
para procesos aleatorios.

Para un vector de datos Yi.v = {y(t1),y(t2),...,y(tr)} con € {y(t;)F} < o0 i =
1,2, ..., k, denotaremos como Cumy, (y(t1),y(t2), ..., y(t3)) al k-ésimo cumulante de Y.
Para una serie de tiempo estacionaria {y(t1),y(t2),...,y(tx)} y para todo retardo de

tiempo 7 se tiene que

Cumk (y(t)a y(t + tl)v sy y(t + tk*1)> = Cumk (y(t + 7—)7 y<t + 7+ tl)? ceey y(t + 7+ tk*l))
2 Crlt1,toy o tp_1) (3.16)

Para una serie estacionaria de media cero {y(t)} se puede demostrar que [1104|111]

Cy (t1,t2,t3) = Ry (t1,t2,t3) — Ra(t1)Ra(ts — t2)...
~ Ro(ta) Ra(ts — t1) — Ra(ts)Ralts — t1), (3.17)

donde

Ry (t1,ta,t3) = E{y(t)y(t + t1)y(t + t2)y(t + t3)} (3.18)
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1072
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Fig. 3.2: Varianza tedrica Pg, () y muestral Pck(m) de los cumulantes muestrales a partir de n

realizaciones.

Ry () = E{y(t)y(t + 1)} (3.19)

Adicionalmente, para una variable aleatoria gaussiana, el cumulante de orden k-ésimo
v desaparece para k > 2. Del mismo modo, para un proceso gaussiano el cumulante de

orden k-ésimo 7y, desaparece para k > 2. Por ende, dado que v(t) en (3.1) distribuye de
manera Normal, se tiene que

C4(t1, ta, tg) = 054(t1, to, tg) = Cum (ys (t)ys(t + tl)ys(t + tg)ys(t + tg)) (320)

Al aplicar la transformada Zeta bilateral al cumulante de 4° orden Cy (1, t2, t3) se obtiene

00 00 00
Sy (21, Z9, Z3) = Z Z Z Cy (tl, to, t3) Z;t125t2zgt3 (3.21)

ti=—o0tg=—0o0 tzg=—00

Para un modelo dado por (3.1)) en el cual se cumplan los supuestos presentados en la
Seccién y (3.20)) se puede probar que [110-112]

Sy (z1,29,23) = 74H(21)H(zz)H(zg)H([212223]71). (3.22)

Al reemplazar z; por e/“i con i = (1,2,3) y j = v/—1 se obtiene S, (ej“’l, elw2, ej‘“3)
el cual se denomina Triespectro de la serie de tiempo {y(¢)}.
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En [20] se demuestra que para estimar la fase de un sistema es necesario el uso de
espectros de alto orden (o de manera equivalente, momentos o cumulantes de alto orden)

junto a la densidad espectral de potencia (PSD).

Lema 3.1. Considere la salida ys(t) de un sistema definido por (3.1)). Adicionalmente
asuma que H(1) # 0 y que los Supuestos Y definidos en la Seccién
se cumplen. Entonces, la funcion de transferencia H(z) se puede determinar para z =
exp(jw), —7m < w < 7 a partir de la densidad espectral de potencia (PSD) y el
triespectro de {ys(t)}.

Demostracién 3.1. Ver (113, Pdgina 349-350]. O

A continuacién se resumen algunos resultados acerca de la obtencién del cumulante
de 4° orden del proceso {y(t)} dado por (3.1). La dependencia de los pardmetros y
variables contenidos en 6 y 1 seran explicitados en las siguientes ecuaciones. Utilizando
las propiedades presentes en [111, Pdgina 211] y [110, Pdgina 1357] se puede demostrar

que

Cy (t1,t, t3|v) = 74 () D bty +,0)h(ta + i, 0)h(ts + i, 0)h(i, 0), (3.23)
=0

donde h(i,0), i > 0 representa la respuesta a impulso del modelo parametrizado por

0, es decir satisface la siguiente ecuacién recursiva

D p—1
h(i,0) = =Y a;(O)h(i —4,0) + > b;(0)uli — j), (3.24)
j=1 3=0

con u(i) = 6(i) y h(i,0) = 0 para i < 0. Este resultado se puede demostrar al calcular
los momentos de un sistema de media mévil (MA) o respuesta a impulso infinita (IIR)
de manera anéloga al presentado en |2.[18] para el cdlculo de las funciones de covarianza.
Debido al Supuesto se sabe que h(i,0) ~ 0 para algin entero positivo ¢ > F. Por
consiguiente, en la practica, es posible reemplazar el limite superior de por F. Note
que F' puede ser una funcién de 6 (ver e.g. tiempo de asentamiento en [76}/114]).

En [115] se presenta una manera alternativa de calcular los cumulantes teéricos a
partir de una representacién en variables de estado del sistema utilizando el producto
de Kronecker. Otros autores han utilizado las ecuaciones de Yule-Walker y su version
modificada para el calculo de los cumulantes tedricos principalmente para sistemas AR

y en algunos casos ARMA (ver e.g. [116]).

Observacion 3.4. De manera andloga a la funcién de covarianza (sequndo momento)

existen ciertas simetrias en los cumulantes. En el caso del cumulante de 4° orden se
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tiene que
Cy (t1,t2, t3|p) = Cy (—t3,t1 — t3,t2 — t3]0))
= Cy (—ta,ty —tg,t3 — tal1))
=0y (—tl, to — 11,13 — tl‘"(b) (325)
con oo <t; <oo,i=1,2,3 (ver (110-112]). \V4

3.4. Procedimiento de Identificacion

A continuacién se presenta el método de identificacién propuesto por Tugnait [16],

el cual consiste de 2 pasos.

3.4.1. Estimacién de un modelo espectralmente equivalente

En el primer paso del procedimiento se puede utilizar cualquier método que obtenga
una estimacién consistente (ver Definicién de un modelo espectralmente equiva-
lente.

Por simplicidad utilizaremos el método del error de prediccién (PEM), el cual
fue abordado previamente en el Capitulo [2| (particularmente en la Seccién [2.4)), no
obstante se presentan a continuacion algunos pasos cruciales para facilitar la discusién
del segundo paso. (para mayor detalle u otro método de identificacién que obtenga una
estimacién consistente de un modelo espectralmente equivalente se sugiere revisar [143,
102)).

En el método del error de prediccién se minimiza (Nota: En algunos casos se omite
la varianza) el siguiente funcional de costo escalar respecto de 6 sujeto al modelo y

el Supuesto (3.1

N
In (6) = % S [216)/ P(il0) + log P(i10)] . (3.26)

=1

donde g(i|#) = (y(i) — y(i|#)) representa el error de prediccidn, 3(i|f) corresponde al
predictor a un paso para y(i) dada la coleccion {y(t)},.5_;. P(i|0) representa la varianza

del error de prediccién, definida por
P(ilo) = & {(y(0) - (i16))°} (3.27)

El funcional de costo, dado por (3.26]), se minimiza mediante un método de optimi-

zacién convexo, usualmente basado en gradiente como el de Gauss-Newton [1184,/117].
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Sea O el pardmetro estimado a partir de los datos {y(t)},. obtenido al minimizar
(3-26) (u obtenida mediante algin método consistente basado en estadisticas de 2° or-
den). El modelo obtenido corresponde a un sistema espectralmente equivalente, cuyos
polos se encuentran dentro del circulo unitario. La funcién de transferencia del modelo

(ignorando el ruido de medicién) se encuentra dada por

p—1
2Pl + E b; 2P
i=1

p
2P+ E a; 2P
i=1

con b; = bi(éN) y a; = ai(éN). El polinomio numerador de (3.28)) posee p — 1 raices.

Suponga que posee n, raices reales y n. raices complejas de modo que

H(z) = H(z|0n) = , (3.28)

np+n.=p—1 (3.29)

Dado que los coeficientes de b; son reales, entonces las raices complejas deben encontrarse
en pares conjugados, por ende n. es un entero par. La densidad espectral de potencia

(PSD) [1,/18] del modelo (omitiendo el ruido de medicién) se encuentra dado por
Sa(2) = oo (On) H (2l0n) H(2 " 0) (3.30)

con z = exp(jw). Consecuentemente existen (a lo més) 2" t"</2 combinaciones posibles
de ceros que poseen, salvo por una constante de escalamiento, la misma densidad es-
pectral de potencia (3.30). Un cero ubicado en f o en 1/f producen el mismo producto

salvo por una constante de escalamiento
=HE"=HN=rCE=fNE"-r" (3.31)

Observacion 3.5. Si el sistema posee ceros ubicados sobre el circulo unitario, entonces
el nimero de combinaciones posibles de ceros que conllevan la misma densidad espectral

de potencia serd menor a 2" ne/2. \V/

Sea O el conjunto de pardmetros de posibles combinaciones del vector de parametros
6y considerando las posibles ubicaciones de los ceros para el modelo espectralmente
equivalente. Note que los elementos de O difieren en los pardmetros b; y o2, dado
que al modificar los coeficientes b; es necesario modificar o2, para mantener una densidad
espectral de potencia idéntica (ver )

Sea an un elemento arbitrario contenido en ©py. Note que todos los elementos oy

poseen el mismo conjunto de polos y varianza del ruido o2. Entonces resumiendo, al
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final del primer paso se obtiene un conjunto de modelos O que contiene a lo més 2P~}

elementos (si todos los ceros son reales). Dicho conjunto se puede definir como
Oy = {9 : Say(2]0) = sgy(z\éN)} , (3.32)
donde
Sy (216) = 02 (0) H (2]6) H (= ~1[6) + 02(6). (3.33)

3.4.2. Determinacién de la ubicacion correcta de los ceros

En el segundo paso se busca estimar la posicién correcta de los ceros del sistema
a partir del conjunto de datos Yi.n y el conjunto de modelos Oy .

En otras palabras, se selecciona un elemento o a partir de © 5 de modo que posea
el menor error cuadratico medio entre la funciéon de cumulantes teoricos y los cumulantes
muestrales obtenidos a partir del conjunto de datos Yi.n.

El cumulante muestral de 4° orden para el conjunto de datos Yi.n se estima de la

siguiente manera

N—ty
Cy(tr, ta,t3) = v >yt +t)y(t + t2)y(t + ts) | — Ra(tr)Ralts — ta)...
t=0
— Ry(t2)Ra(ts — t1) — Ro(ts)Ra(ta — t1), (3.34)

con tyr = max (t1,t2,t3) y

Ry == Z y(t —i) (3.35)

Las incognitas son 74 y ay € Oy, las cuales se seleccionan de manera tal que minimicen

el criterio cuadratico dado por

L L L
Jon = Z Z Z [04 (t1,ta, tslan,va) — o (tl,tg,tg)r, (3.36)

t1=0t2=0t3=0
con Cy y C’4 definidos en y respectivamente y para un L suficientemente
grande. En [16, Seccién 5] se demuestra que para L > 2p la estimacién paramétrica es
consistente (ver Definicién .
Para estimar 4 se deriva el funcional de costo dado por con respecto a 4 para

un ay fijo. Luego se iguala dicha derivada a cero para obtener el siguiente resultado

Mh

L L

Z Z 1(t1,to,t3)Ca(ty, ta, tslan)
N t1=0t3=01t3=
A () = 7 (3.37)

I L
Z Z [Cy t17t2,t3!041v)]2

0t2=0t3=0

~

o

R

1
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donde C; se encuentra dado por (3.34) y C4 se obtiene mediante

O = Cy(t1,t2, t3lan, va)
4 j—
Y4

con Cy obtenido mediante (3.23)). Sustituya (3.37)) en (3.36|) y elija any € O que minimice
el costo Jon.

(3.38)

Observacién 3.6. Si bien el caso presentado corresponde a un modelo ARMA ,
es posible extender fdacilmente el procedimiento de identificacion a sistemas con entrada
exdgena. Para ello obtenga en primer lugar un modelo espectralmente equivalente con
PEM (ver Subseccion y posteriormente determine la ubicacion correcta de los

ceros a partir de del sistema auzilior Yous = Yt — G(z|éN)ut utilizando el procedimiento

descrito en la Subseccion [3.4.23 \VA

A continuacién se presentan algunos resultados que conciernen el comportamiento del

estimador previamente mencionado para un numero de muestras muestras N elevado.

Lema 3.2. Bajo el .S’upuesto se tiene que para todo conjunto de enteros (t1,t2,t3) €
N el cumulante muestral Cy converge con probabilidad uno al cumulante de 4° orden, es

decir

, A w.p.1.
i Cu(ti,ta,t3) "B Cuma (y(t), y(t +t1), y(t +t2), y(t + t3)) = Csa (t1, t2, t3]00, Ya0) -
(3.39)

Demostracién 3.2. Ver [92,|11§]. O

Lema 3.3. Considere la minimizacion del funcional de costo dado por respecto
de 0 sujeto al sistema y © definido en . Adicionalmente asuma que p > po
y Oy € O, es decir el sistema no se encuentra submodelado. Entonces el pardmetro 6
estimado mediante el método del error de prediccion converge con probabilidad uno

al conjunto D1 definido por

Dy ={0:60 € 0,5,(2]0) = Say(2]00)} C © (3.40)
Es decir, converge a un modelo SE.
Demostracién 3.3. Ver [1,/86,98,119). O
Lema 3.4. Bajo los supuestos del Lema y el Supuesto se tiene que

o2(0) = 02(6y), VO € D. (3.41)

v
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Demostracién 3.4. Fvalie la igualdad dada por (3.40) para z = 0. Debido al Supues-

to y (3.33) se tiene que el producto H(z|0)H (271|0) desaparece cuando z = 0 para
todo 6 € Dy. Para mayores detalles ver [10,/101). O

Lema 3.5. Considere los supuestos del Lema[3.4) y suponga adicionalmente que p = py,
v40 # 0 y que no existen cancelaciones polo-cero en el sistema real H(z|6p) ni en su
equivalente espectral de fase minima obtenido al reflejar los ceros ubicados en el exterior
del circulo unitario hacia su interior. Entonces, el estimador paramétrico definido en la

Seccio’n es fuertemente consistente (también denominada convergencia casi sequra,).
Demostracién 3.5. Ver (16, Apéndice]. O

El problema de determinacion del orden del modelo p no sera abordado en pro-
fundidad en este trabajo, dado que se asume conocido. Ademds estamos interesados
principalmente en el analisis del desempeno de los estimadores. De cualquier modo, la
determinacién del orden debe considerarse dentro del primer paso del procedimiento
propuesto en la Secciéon Un criterio ampliamente utilizado para este fin (no obs-
tante existen varios en la literatura, ver e.g. [2,|120]) es el criterio de informacién
de Akaike [121]. No obstante trabajos posteriores demostraron que dicho criterio es
inconsistente [120}|122]. En [120}/122] se propone una modificacién al criterio de Akaike,
el cual se conoce como MAIC, para estimar el orden del sistema y se encuentra dado

por
MAIC(p) = 2Jn(6) + (2p 4 1) log(N) + N log(27) (3.42)

donde Jy(6) corresponde al funcional de costo dado por , 0 corresponde al argu-
mento que minimiza Jy () dado p y el nimero de pardmetros desconocidos se encuentra
dado por 2p + 1. Para seleccionar el orden del modelo elija un limite superior para el
orden del modelo, dado por p y calcule el criterio modificado de Akaike MAIC(p) para

1 < p < p. Finalmente seleccione el valor de p que minimice MAIC(p).

3.5. Lecturas complementarias

e En [107,/108] se encuentran las definiciones, propiedades y varios resultados aso-
ciados a los cumulantes y momentos. El efecto del niimero de muestras en los

cumulantes muestrales se puede revisar en [24].

e En [95, Pdgina 351-355] se presenta una versién resumida y bésica del método
de los momentos para la estimacién de sistemas lineales, junto con ejemplos de

MATLAB.
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Otras estrategias utilizadas en la identificacion paramétrica de sistemas ARMA se

pueden revisar en [21,[564|123],124,/124] y las referencias presentes en ellos.

En [125, Capitulo 3] se presentan diversos estrategias del método de estimacién
paramétrica basada en estadisticas de alto orden para modelos AR, MA y ARMA.
Ademsds se presentan algunos ejemplos, aplicaciones, simulaciones y una estimacion

insesgada de los momentos y cumulantes basadas en las estadisticas-k [126,127].

En [128] se encuentra un andlisis del desempenio de diversos algoritmos para la

identificacion paramétrica de sistemas basados en estadisticas de alto orden.

Un andlisis de la identificabilidad (supuestos, convergencia) de modelos ARMA

no-Gaussianos utilizando cumulantes se presenta en [17].

Un compendio del uso de estadisticas de alto orden aplicadas a diversos usos de
procesamiento de senales, dentro de las cuales se incluye estimacion paramétrica

de sistemas, se encuentra en [129].

En [130] se puede apreciar una biografia de las estadisticas de alto orden junto a

una clasificacién de sus usos y diversas aplicaciones.

MATLAB posee un toolbox de andlisis espectral de alto orden, que incluye el método

de los momentos para la estimacién paramétrica de sistemas ARMA [131]. E]

!Toolbox disponible en https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/

3013-hosa-higher-order-spectral-analysis—toolbox

Documentacién disponible en https://labcit.ligo.caltech.edu/~rana/mat/HOSA/HOSA.PDF


https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3013-hosa-higher-order-spectral-analysis-toolbox
https://www.mathworks.com/matlabcentral/fileexchange/3013-hosa-higher-order-spectral-analysis-toolbox
https://labcit.ligo.caltech.edu/~rana/mat/HOSA/HOSA.PDF
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Capitulo 4

IDENTIFICACION MEDIANTE ML
DE SISTEMAS CON RUIDO GMM

Este capitulo se centra en el desarrollo y analisis de una solucién al problema de
interés definido previamente en la Seccién Para ello se considera en primer lugar el
problema de estimacion de una constante en presencia de ruido aditivo no-gaussiano,
cuyo objetivo es ilustrar el efecto sobre la precision del estimador, dada por la covarianza
del error de estimacién, cuando se conoce o aproxima la distribucion del ruido.

Posteriormente, se analiza la funcién de verosimilitud obtenida en el problema previo.

Luego, se desarrolla la expresién que define el problema de estimacién de méxima ve-
rosimilitud para sistemas dinamicos, considerando que la distribucién del ruido se puede
aproximar, o corresponde, a un modelo de mezcla de distribuciones gaussianas GMM.
Dado que el andlisis de la funcién de verosimilitud muestra que el problema es multi-
modal, y por ende no-convexo, es necesario utilizar un algoritmo de optimizacion
global para resolver el problema de estimacion.

Finalmente se analiza el desempeno del método propuesto mediante ejemplos numéri-
cos. Los resultados son contrastados con el método del error de prediccién PEM.

Cabe destacar que en este capitulo se aborda solamente el problema de fase mini-
ma para la funcién de transferencia asociada al ruido. La extension del método aqui

propuesto se encuentra en el Capitulo

4.1. Estimacion de una constante

Con el fin de ilustrar la ventaja de conocer o aproximar la distribucién del ruido
al utilizar el método de maxima verosimilitud ML (ver Seccién se analiza a
continuacién el problema mas simple de estimacion, el cual se encuentra dado por me-
diciones de una constante en presencia de ruido aditivo.
Se asume que la distribucién del ruido se encuentra dado por una mezcla de distribucio-

46
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nes Gaussianas (4.2), también denominado Modelo de Mezcla Gaussiana (GMM).
Considere entonces que el sistema verdadero a partir del cual se generan los datos, se

encuentra dado por

yr = bo + wi, (4.1)

donde 6y € R corresponde al parametro escalar a ser estimado, 3 a la salida del sistema,
y wy a ruido blanco aditivo de media cero p, = 0.

La distribucién del ruido w; se encuentra dada por el siguiente GMM
M M
pwy) = Zozjgb(wt; ,uj,af-) sujeto a Zaj =1, (4.2)
j=1 j=1

con M > 2 (M € N), a; corresponde al j-ésimo peso de la mezcla y qﬁ(wt;uj,ajz)

representa una distribucién gaussiana o Normal con media p; y varianza O'JQ- dada por

1 — uj)?
(]S(wt,/L],O'?) = \/%0_‘ €xp {_W} (43)
J

J

A continuacién se analiza la precisién, en términos de varianza del error de estimacion, de

los estimadores de minimos cuadrados (LS) y méaxima verosimilitud (ML) aplicados

al sistema dado por (4.1]).
Con la finalidad de simplificar la presentacién y sin pérdida de generalidad se analiza el

caso cuando M = 2.

4.1.1. Estimacién mediante minimos cuadrados (LS)

Es sabido que el estimador de minimos cuadrados Lqﬂ para 6y en (4.1]) se encuentra
dado por

. 1
Ous = ;yt. (4.4)

Si bien el siguiente resultado es ampliamente conocido, es incluido por razones de com-
pletitud.

Lema 4.1. La varianza del error de estimacion del estimador de cuadrados minimos,
cov{0rs}, para el sistema (4.1) con M = 2 se encuentra dado por:

2
- 1
co{frs} = I Z Oéj(U? + ,u?) (4.5)
=1

'El método de minimos cuadrados (LS) es equivalente al método del error de prediccién (PEM) para
el sistema dado por (4.1)) (Ver e.g. [11/2]).
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Demostracién 4.1. El estimador LS para 0y en (4.1)) se encuentra dado por:

A 1Y 1Y
Ors = N;yt (j) o + N;Wt (4.6)

Donde (a) se obtiene al reemplazar (4.1) en (4.6). Dado que la media del ruido w; es
cero, se tiene que el estimador LS es insesgado (ver Deﬁmcio’n Yy que converge de

. . A a.s.
manera casi sequra (a.s. ) a 6y, es decir Op,g — 0y, puesto que

N
A 1
E{Ors} =60+ N E E{w} o 6o, (4.7)
=1 @

donde E{-} corresponde al operador esperanza y (a) es consecuencia de que pj = 0 Vj.

La covarianza del estimador LS se obtiene de la siguiente manera:

A L 2 |
t=1 t=1

Utilizando la definicion del operador esperanza y la funcion de densidad de probabilidad

dada por (4.2) se tiene

E{uw?} = / W2p(wr)duy

K 00
= Z o [/ (we — pj + Mj)2¢(wt; Hj»%z)dwt

— —0

<
I

I
M=

(02 + 122) (4.9)
1

.
Il

Finalmente al reemplazar (4.9) en (4.8) y con K = 2, se obtiene la covarianza del

estimador LS:
. 13
cov{0rs} = N Z aj(o*]? + ,u?) (4.10)
j=1
O

4.1.2. Estimacién mediante maxima verosimilitud (ML)

El estimador de méxima verosimilitud (ML), éML, converge de manera asintética
en distribucién como v N (éML - 00> 4 N (O,I;l (0)), donde ' (0) = As-cov{fyr.}

corresponde a la inversa de la matriz de informacién de Fisher (FIM) [1-3,98] (ver
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Teorema [2.2). Si bien dicho resultado es conocido (ver e.g. [1, Capitulos 7 y 9]), es
necesario adecuarlo a la distribuciéon dada por .

La matriz de informacién de Fisher (FIM), cuando la distribucién del ruido corres-
ponde a un modelo de mezcla de distribuciones gaussianas, ha sido usualmente obtenida
mediante integraciéon numérica [132,133]. No obstante, para el sistema dado por (4.1) y
bajo los supuestos de que la distribucién del ruido corresponde a una mezcla de 2 gaus-
sianas, i.e. M = 2 en , que las medias de ambas componentes son cero p; = s =0
y que las varianzas se encuentran dadas por o} = 02 y 05 = Ao} con A > 1, la Matriz
de informacién de Fisher se encuentra en [132]. Sin embargo, en [134] se presenta una
expresién cerrada para la FIM en términos de la funcién trascendente de Lerch [135], la

funcién hipergeométrica gaussiana y una funcién hipergeométrica generalizada [136].

Lema 4.2. La covarianza asintotica del error de estimacion del estimador ML, As—cov{éML},

para el sistema (4.1) se encuentra dada por:

As-cov{Oy} = No [c +r—r(A=1)°"+rd <—</\, 2, A—l)] , (4.11)
dondec= L, r=23, (= 0%2 — 1y ®(z,q,a) es la funcion trascendental de Lerch dada
por

B(z2,q,a) = 1; Z; (1_»22) S(-1) Vet (4.12)

i= =0 l

lo cual se cumple para todo nimero complejo q y z con Re[z] < 1/2 [137].
Demostracién 4.2. Ver [13], Teorema 2.1]. ]

Observaciéon 4.1. Usualmente el andlisis asintético para el estimador de ML ha sido
abordado para sistemas lineales con ruido blanco Gaussiano (ver [1,/138]). No obstante,
para el caso de una distribucion del ruido dada por un Modelo de Mezcla gaussiana el
andlisis asintotico no es bien conocido, excepto para un caso particular de con un
GMM de dos componentes [1534). \V/

4.1.3. Comparacién de precision entre ambos estimadores

Para ilustrar la diferencia entre la covarianza del error de estimacion del estimador
de minimos cuadrados LS y del estimador de maxima verosimilitud ML, considere el
sistema dado por confp =1, a1 =0,25, ap = 0,75, 02 =10 y O’% = 300. La matriz
de covarianza se obtiene para todo nimero de datos N entre 5 y 400. Se realizan 100

simulaciones de Monte Carlo (MC).



50 CAPITULO 4. IDENTIFICACION MEDIANTE ML DE SISTEMAS CON RUIDO GMM

Los resultados de la simulacién se pueden apreciar en la Fig. [£.1] donde las cova-
rianzas teéricas (RT) de los estimadores LS y ML se obtienen mediante y
respectivamente, mientras que las covarianzas muestrales (RE) se obtienen a partir de
la simulacién numérica. Note que el estimador de ML presenta una menor covarianza
del error de estimacion, pese a que ambos enfoques convergen hacia el mismo valor a
medida que el ntimero de datos N aumenta (debido a la propiedad de consistencia de
ambos estimadores).

Por ende, la principal ventaja de utilizar una mezcla de distribuciones gaussianas en la
estimacién mediante ML es obtener una menor covarianza del error de estimaciéon cuando
el nimero de muestras es limitada. Esto ilustra la relevancia de conocer, o aproximar, la
distribucién del ruido. En [12] se presenta una extensién de este andlisis para sistemas

autoregresivos (AR).

As-cov{ Oy, } BT

. === COV{éML}(RE)
20 ' — COV{éLs}(RT)
< --— cov{éLs}(RE)
—
3
© 10
S. -
~~
O -
L1
10!

Fig. 4.1: Covarianzas del error de estimacién para el ejemplo de estimar una constante cuando

la distribucién del ruido corresponde a un GMM de dos componentes.

4.2. Funcién de verosimilitud para ruido no-gaussiano

4.2.1. Modelo de mezcla de distribuciones gaussianas para aproximar

ruido no-gaussiano

El modelo de mezcla de distribuciones gaussianas (GMM) ha sido previamente utili-
zado en la literatura para aproximar distribuciones no-gaussianas (ver e.g. [31}139,(140]).
A partir del teorema de aproximacién de Wiener, es posible establecer que cualquier

funcién de densidad de probabilidad (PDF) con soporte compacto se puede aproximar
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mediante una suma finita de distribuciones Normales [14,/15]. La aproximacién mediante
combinacién convexa de distribuciones gaussianas puede ser resumida de la siguiente

manera:

Lema 4.3 (Aproximacién de distribuciones mediante GMM).
Toda funcion de densidad de probabilidad de una variable aleatoria x de dimension n,
dada por p(z|B), con soporte compacto puede ser aproximada tan cerca como se desee en

el espacio L1(R™) por una distribucion de la siguiente forma
M
p(x|B) = > ey (asuy, 5y) (4.13)
j=1

. " M .
para algin M € N y escalares positivos o tales que Ej:l aj =1, los cuales se denominan
pesos de la mezcla. ¢; (x; i, ¥;) corresponde a una distribucion gaussiana de dimension

n con vector de medias ji; y matriz de covarianza X;.
Demostracién 4.3. Ver [14, Teorema 3] y [15, Pdgina 224). O

Observacion 4.2. Debido a que mediante un modelo de mezcla de distribuciones gaus-
sianas (GMM) es posible aproximar cualquier distribucion con soporte compacto, este ha
sido utilizado en diversos problemas tales como segquimiento [141)], estimacion Bayesia-
na [142], clasificacion [34,145)], estimacién de velocidad rotacional de estrellas [106] por

mencionar algunos. \V4

Lecturas complementarias sobre la aproximacion de distribuciones mediante combi-

naciones convexas de distribuciones gaussianas se pueden encontrar en [144] y |145].

4.2.2. Funcién de verosimilitud para mezcla de distribuciones gaussia-

nas

Para el sistema dado por (4.1]), se define el vector aumentado de pardmetros a estimar

como:

/B: [97a17,u1,0'%,...7OéM,,lLM,0'12M]. (414)

Del mismo modo es posible definir By como el vector de pardmetros wverdaderos del
sistema. Al modelar el conjunto de mediciones, dado por ¥;.n, como realizaciones de

variables aleatorias, se tiene que

N

p(yin18) = [ [ p(vlB). (4.15)

t=1
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Entonces, la funcién de verosimilitud £y (f) puede ser escrita como

N M
Ln(B) = p(yn|B) = [1 D ajdlye — 05, 07). (4.16)
t=1j=1
Consecuentemente, el logaritmo de la funcién de verosimilitud, denotado por

¢n(B), se encuentra dado por

N M
In(B) = log | > a;é(yr — 05 15,07) | - (4.17)
t=1 j=1

El problema de estimacién mediante méaxima verosimilitud (ML) es solucionado al ma-
ximizar el logaritmo de la funcién de verosimilitud dada por . La soluciéon puede
dificultarse a medida que aumenta el nimero de componentes de la mezcla M, dado que
¢n(B) puede contener diversos mdzimos locales y debido a la gran dimension del espacio

de bisqueda.

Observacién 4.3. Cada componente del GMM ¢(wy; 15, 032-) aumenta en 8 la dimension
del espacio de busqueda, al agregar un peso o; junto con la media p; y varianza UJQ- de

la componente gaussiana adicional. \V4

Considere el sistema dado por con 0y =1, N = 2000 y un ruido w; distribuido
como una mezcla de 4 gaussianas (M = 4) con pesos iguales «; = 0,25, varianzas iguales
UJQ- = 10 y medias dadas por u; = —b, pua =5, u3 = —15 y ug = 15.

En la Fig. es posible apreciar el logaritmo de la funcién de la verosimilitud para
valores de 2 medias de la mezcla (11 y pa) considerando que los pardmetros restantes
son conocidos.

En la Fig. es posible observar la funcion logaritmo de la verosimilitud para 6 y
una de las medias (u4) manteniendo el resto de los pardmetros en los valores verdaderos
del sistema.

En ambas figuras se observan méaximos locales, por ende es necesario utilizar un al-
goritmo de optimizacién global que permita sortear dichas dificultades. El algoritmo
de busqueda de patrones, mas conocido como Pattern Search es utilizado para solucio-
nar el problema de estimacién dado por . Las razones por las cuales se utiliza dicho
algoritmo, junto con una introduccién a la optimizacion global, son tratadas en detalle
en el Anexo La aparicién de maximos locales también se presenta para los demds
parametros del modelo de mezcla de distribuciones gaussianas, es decir las covarianzas
JJZ y los pesos de la mezcla «;.

Dificultades similares ocurren al extender el problema a otros escenarios como por

ejemplo el de sistemas dinamicos, el cual es abordado posteriormente en la Seccién |4.3
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Observacién 4.4 (Unicidad de la solucién).

La solucion al problema de estimacion mediante ML ol utilizar un GMM para aproximar
la distribucion no-gaussiana del ruido no es unica. Una permutacion de las compo-
nentes de mezcla ¢; ;j € [1, M| produce el mismo valor del logaritmo de la funcion
de verosimilitud (Ver Fig. [4.9). Debido a esto es necesario utilizar un método de

optimizacion global. \V/

Maximos globales

10" ¢
—~~ ’,i’ll-.
= o8| Nl
2, \ ""&Q >z
: Az

—1.2

i —20 —20

Fig. 4.2: Logaritmo de la funcién de verosimilitud para valores medios y; y u; con ¢ # j al utilizar

GMM para aproximar la distribucién del ruido.

4.3. Extension a Sistemas Dinamicos Lineales

Considere un sistema lineal invariante en el tiempo genérico (revisar sistemas lineales

invariantes en el tiempo en la pégina dado por:

yr = Golg H)ue + Ho(g Hwr, (4.18)

I corresponde al operador retardo de tiempo (i.e. ¢ ly; = w_1), Go(¢™!) ¥

donde ¢~
Hy(g™!) son funciones de transferencia estables, u; corresponde a la entrada deterministi-
ca del sistema y w; a ruido blanco con distribuciéon no-gaussiana la cual puede ser apro-

ximada mediante (4.13). De manera anéloga al método del error de prediccién PEM (ver
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_

dximo global
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Fig. 4.3: Logaritmo de la funcién de verosimilitud para el valor medio u; del GMM y el pardmetro
6.

Seccién [2.4), se define el error de prediccion, :(6), como [1}2]:

1
CIrR A

Entonces, usando (4.17) para el sistema (4.18)), y aproximando la distribucién del ruido
mediante un GMM (4.13)), se obtiene:

ei(0) = G(gh0)w). (4.19)

N M
IN(B) =D log | > ajd(ed(0); pj,07) | - (4.20)
t=1 j=1
Luego, el estimador de maxima verosimilitud corresponde a:
M
Bmr, = argmgxx IN(B)  sujeto a Zaj =1 (4.21)
j=1

Supuesto 4.1 (Submodelado).
Se asume que existe al menos un g tal que H(q~1,00) = Ho(¢~ 1) y G(qg™1,00) = Go(q™ 1),

i.e. el sistema no se encuentra submodelado.

Supuesto 4.2 (Condiciones de regularidad y fase minima).

Se asume que el vector de parametros Sy, la entrada u; y el ruido wy satisfacen condiciones
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de regularidad de manera que la solucién BML del problema de optimizacién dado por
(4.21) converge (en probabilidad o de manera casi segura) hacia los pardmetros del
sistema By. Adicionalmente, se asume que la funcién de transferencia H(q™1,0) es de

fase minima.

Observacion 4.5. El método de estimacion mediante mdxima verosimilitud dado por
posee el mismo problema que el método del error de prediccion PEM ante ceros
de fase no minima de H(q™',0), debido a que el predictor a un paso Ugje—1 se vuelve
inestable. Este problema ha sido tema de investigacion de varios autores (ver e.q. [42/45])

y es abordado posteriormente en el Capitulo [5] \V/

Observacion 4.6. La funcion logaritmo de la verosimilitud dada por (4.20)) no considera
las condiciones iniciales del sistema. No obstante las condiciones iniciales del sistema

(4.18) pueden incluirse en 6 mediante algunos cambios a la funcion de verosimilitud (ver
e.g. [146]). Y4

Observacion 4.7. Note que el funcional de costo en (4.20) corresponde al costo de
PEM (dado por N~! Zi\il 7 (0)) cuando el nimero de componentes de la mezcla M es
unitario, la media py del ruido es cero y ap = 1 (ver Ejemplo y [1,2]). \V4

Observacién 4.8 (Muestras de la distribucién estimada).

En algunos casos resulta deseable obtener muestras a partir de la funcion de densidad
de probabilidad estimada p(w;) aproximada mediante un GMM . En dicho caso,
las muestras se pueden generar a partir de M distribuciones normales {¢; (1;, Ej)}j]\/il Y
la distribucion categdrica (también denominada distribucion de Bernoulli generalizada)
con p(x = ¢;) = o, donde a; representa el peso de la mezcla asociado a la componente

¢j. Otra manera de obtener muestras es mediante el método de rebanadas (mds conocido

por su nombre en inglés, Slice Sampler) [147]. \V/

4.4. Ejemplos numéricos

En esta seccién se presentan dos ejemplos numéricos con la finalidad de analizar el
desempeno del estimador de médxima verosimilitud dado por (4.21)), considerando un
sistema dindmico LTT con fuente de ruido de distribucién no-gaussiana. Considere que

las observaciones (mediciones) y1.ny son generadas a partir del siguiente sistema real:

blq_1 14+ clq_1
= n
L+aig ' +aqg ' ' T+dig!

Yt W, (4.22)
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conb; =1,a; = —0,5,a2 =0,2, ¢c; =0,1 y di = —0,95. La senal de entrada se encuentra
dada por u; ~ N(0,02) con 02 = 10, mientras que el ruido w; posee una distribucién
no-gaussiana.

El vector aumentado de pardmetros a estimar esta dado por 5 = {6,n}, con 0 =
{bi,a1,a2,c1,d1} y n = {aj,uj,a]z}jj\/il. El algoritmo de bisqueda de patrones, més
conocido como Pattern Search (ver Seccién [148] es utilizado para solucionar el
problema de optimizacién dado por . Las razones por las cuales se utiliza dicho

algoritmo de optimizacién global se encuentran detalladas en la Seccién

4.4.1. Configuracion de las simulaciones
La configuracién de la simulacién utilizada en ambos ejemplos es la siguiente:

(1) Los valores iniciales para el modelo 6 se encuentran dados por la estimacién obtenida
mediante PEM (ver Seccién , es decir HPEM),

(2) Se consideran tres aproximaciones mediante el GMM, con M = 3,5,7 componentes.

(3) La inicializacién del GMM se encuentra dado por la covarianza muestral del error
M
L PEM .
de prediccién de PEM sg ) para las covarianzas {sz} . Los pesos de la mezcla
=1
a; se eligen iguales tal que Z]M:1 a; = 1. Las medias de los componentes de la
se encuentran equiespaciadas entre el valor maximo

y minimo del error de prediccién de PEM, 5§PEM).

mezcla, denotadas por {Mj}j]‘ip

(4) Se consideraron cinco longitudes de datos, dadas por N = {100, 500, 1000, 5000, 10000} .

(5) El nimero de simulaciones de Monte-Carlo es de 100 para cada método y longitud
de datos.

(6) El criterio de detencién del algoritmo de busqueda se encuentra dado por

60108 = £a®)| / (1+||£u(®)]|) < 107,

donde m corresponde al niimero de iteraciones, o se alcanza el maximo de evalua-
ciones del funcional de costo (5000) o se logra el niimero méximo de iteraciones
(1000).

4.4.2. Criterios de desempeno

Con la finalidad de comparar el desempeno del estimador ML en (4.21)) con PEME| 1],

se consideran los siguientes criterios:

2La solucién de PEM fue obtenida utilizando el algoritmo de optimizacién global sobre el funcional
de costo (4.20) con M =1, a1 =1y p1 =0.
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1. La covarianza del error de estimacién, la cual se encuentra dada por
Ry {(é — 00)(0 — eo)T} . (4.23)

2. La norma /¢; del error de aproximacién de la PDF, dado por €(n), se define

de la siguiente manera

(Rea) — () )| (4.24)

el = ||p(wr) 1

donde p(w;) B corresponde a la distribucién real del ruido, mientras que p(w; ) (GMM)

corresponde al promedio de las distribuciones estimadas para todas las simulaciones
de MC.

3. El tiempo medio de ejecucién . [s| de la estimacién de los pardmetros del
sistema dindmico y la aproximacién de la distribucién del ruido mediante un modelo

de mezcla gaussiana GMM.

El objetivo principal del analisis es mostrar que el desempeno de la estimacién mejora

al aumentar el nimero de componentes gaussianas M del GMM.

Observacién 4.9. En este sentido, un criterio de seleccion del modelo podria utilizarse
para elegir el nimero de componentes de la mezcla M (ver e.g. [149]), no obstante no es

el objetivo de este trabajo. \V4

4.4.3. Ejemplo 1: Sistema dinamico con ruido de distribuciéon uniforme

Considere el sistema definido por con w;y uniformemente distribuido en el inter-
valo [—2,2], i.e. wy ~ U[—2,2]. Adicionalmente considere la configuracién de la simulacién
descrita en la pagina
A continuacién en las Figs. [4.4] a[4.§] y Tablas [4.1] a [4.5] es posible apreciar los resultados
obtenidos a partir de la simulaciéon de MC para el sistema dindmico con ruido distribuido
de manera uniforme para diferentes niimeros de datos N, cuando se estiman simultdnea-
mente los parametros del sistema y los parametros que aproximan la distribuciéon del
ruido mediante el método de méaxima verosimilitud ML. En dichas figuras p(wt)GMM
corresponde al promedio de las distribuciones estimadas en la simulaciéon de MC
al utilizar un GMM para aproximar la distribucion del ruido dada por p (wt)Real. El
area sombreada de color gris presente en las figuras representa la regién de incerti-
dumbre (RI), i.e. el drea donde se encuentran todas las aproximaciones de la funcién
de densidad de probabilidad PDF para la simulaciéon de Monte Carlo.

En las tablas previamente mencionadas se presentan las estadisticas de la simulacion

de Monte-Carlo utilizando los criterios de desempeno definidos en la pagina Es decir
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Py, |le(n)|] ¥ te [s], correspondientes a la varianza media del error de estimacién, la norma
{1 del error de aproximacion de la densidad del ruido y el tiempo medio de ejecucién.
Ademsds en dichas tablas se aprecian 1, ¥ Péj que representan la estimacion media del
pardmetro j en las simulaciones de MC y la varianza media del error de estimacion para

el pardmetro j.

PEM GMM (M=3)

T . L " Y )
R p(Wt)(Real)
04 === p(wn) TN 04
e ORI

—_ p(wt)(Real)
- - - pwy)(GMM)
.

3
So02f g
0 |
~6 —4 -2 0 2 4 6
wt Wt
GMM (M=5) GMM (M=)
—_— p(wt)(Real) —_— p(wt)(Real)
04| === p(wn) GV 04| R CORRREE
== ORI . RI
02 4 To2f -
0 : 0 :
~6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
Wt Wt

Fig. 4.4: Aproximaciones de la distribucién uniforme del ruido al utilizar un GMM para el Ejemplo
1 con N = 100 datos.
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Método S B, el teld
Py P, P, P Py
-0,5010  0,2016 0,9992 0,1398 -0,8910

PEM 0,081798 198.6788  1.7137

0,01173 0,01159 0,01434 0,21634 0,17386

-0,5007  0,2009  1,0023  0,1120 -0,9324

GMM (M=3) 0,009436 148.5049 9.7719
0,00985 0,00881 0,01088 0,08192 0,04542

-0,4997  0,1999  1,0013  0,1106 -0,9442

GMM (M=5) 0,006838 135.9757 21.6348
0,01016 0,00871 0,01012 0,07168 0,03658

-0,4995 0,2010 0,9999  0,0895 -0,9393
GMM (M=7) 0,007944  86.2663  33.9000
0,00902 0,01037 0,00988 0,07533 0,04283

Tabla 4.1: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 100.

PEM GMM (M=3)
T T T T T T T
—— p(w;)(Real) plwr) (Read
0.4 —_——— f)(wt)(PEM) || 0.4 —_——— ﬁ(u}g)(GMM) |
o RI RI
. \‘ - "
— " “ — :‘I I ,I ‘|
= / k = VAR
0.2 ¥ \ . 021 VAR .
II \‘ ! II
II “ 3 \
. v
L’ G 4 v
0 == | S 0 ! s | !
—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
Wi Wi
GMM (M=5) GMM (M=7)
[ T a7 rr i - - L L S [
—_— ])(wt)(Rcal) —_— p(wt)(l’ical)
0.4 - == P(we)(GMM) | 0.4 - - == p(we)(GMM) |
RI RI
:. i
— :' XY - 1 |"| — |"| v A) l”l
3 ph o' 0% % o 3 AT
2 e b B o
0.2 - 1 "' 1y N 0.2 f |: LN 1
{ v Ll
i
| | | | | |
0 0
—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
Wt Wi

Fig. 4.5: Aproximaciones de la distribucién uniforme del ruido al utilizar un GMM para el Ejemplo
1 con N = 500 datos.
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Mg, M, Hg, H, M

Método P [le(m)] tels]
[ 1
Py Pgiz Pég Pé4 Py
-0,4997 0,1997 1,0000 0,1180 -0,9365
PEM 0,013583 197.9417  1.4946

0,00468 0,00457 0,00446 0,08603 0,07579

-0,4999  0,2002  1,0003  0,1031  -0,9482
GMM (M=3) 0,000746 114.1453  7.2880
0,00275 0,00265 0,00264 0,02511 0,00943

20,5000 0,2003  0,9998  0,0988  -0,9502
GMM (M=5) 0,000295 81.2055 19.0604
0,00222 0,00223 0,00213 0,01490 0,00777

-0,4998  0,2004  1,0000 0,1004 -0,9496
GMM (M=7) 0,000400 71.5985  35.7366
0,00239 0,00248 0,00252 0,01767 0,00858

Tabla 4.2: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 500.

PEM GMM (M=3)
T T T T T T T
—— p(w;)(Real) plwr) (Read
0.4 —_——— f)(wt)(PEM) || 0.4 —_——— ﬁ(u}g)(GMM) |
= RI RI
'/ ‘\ \
> / \ — ""\ II—\‘ 'll '.
= \ y 1
3 7 ; 3 N
=02 g B So02) AV y
I’ \‘ " :
/ \ 1 |l
/ \
/ I\
/ N\, 1 [\
0 g | S 0 | _ | h |
—6 —4 —2 0 2 4 6 —6 —4 —2 0 2 4 6
Wi Wi
GMM (M=5) GMM (M=7)
T I T = T T
—_ ])(wt)(Rcal) —_ p(wt)(l’ical)
0.4 - - = plwy)(GMM) || 04l - - = plwy)(GMM) |
RI RI
: o ! ;
— ' —
\?z l:| ',”\\ '\\‘ 1 ‘|‘ :II \?z :: :‘_ ."‘ (A ,I\‘\l."‘l "Ill
‘ ’ V)
So2f & W 1 To2f u o y
: \
0 L . I K L 0 L I L
—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
Wt Wi

Fig. 4.6: Aproximaciones de la distribucién uniforme del ruido al utilizar un GMM para el Ejemplo
1 con N = 1000 datos.
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Mg, M, Hg, H, M
PHA PG} Pég Pé4 PHA

-0,4993  0,1998  0,9994 0,1002 -0,9471
PEM 0,001454 198.1862 1.1262
0,00323 0,00273 0,00338 0,03607 0,01139

20,4998  0,2000 0,9998  0,0984 -0,9483
GMM (M=3) 0,000301 108.6302  7.4589
0,00145 0,00178 0,00208 0,01589 0,00600

20,4999  0,2001  0,9997  0,0993  -0,9490
GMM (M=5) 0,000195 71.8924  17.8410
0,00126 0,00114 0,00145 0,01291 0,00483

-0,5002  0,2001  0,9997  0,1000 -0,9498
GMM (M=7) 0,000091  55.8285  33.5500
0,00115 0,00151 0,00162 0,00832 0,00401

Método By ety tels]

Tabla 4.3: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 1000.

PEM GMM (M=3)
T T T T T T T
—— p(w;)(Real) p(er)(Real)
0.4/ === plw) PEM) | 04| === plwn) (GMMD Y
- RI RI
/, \\ ~ "
= P = vy v
3/ B v 3 i B v gt
S 021 B \\ B ) 0.2 | \\, s |I B
H 3 | 1
,I \ il 'I
’ \
0 L=’ | Sl 0 | " | \ L
—6 —4 —2 0 2 4 6 —6 —4 —2 0 2 4 6
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—_— p(wt)(ncal) —_— p(wt)(l’{cal)
0.4 - - I;(wt>(G)/Il\/I) [ 0.4 - I ﬁ(wt)(GMM) L
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. n %
3 RS S o0l 3 P el 3
\9/.. :I\' S50 W “II = |"|'l s ‘;":
0.2 - | v - 0.2 + Y ] *
[
0 L I I 0 L I I
—6 —4 -2 0 2 4 6 —6 —4 -2 0 2 4 6
Wt Wt

Fig. 4.7: Aproximaciones de la distribucién uniforme del ruido al utilizar un GMM para el Ejemplo
1 con N = 5000 datos.
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Mg, M, Hg, H, M

Método P [le(m)] tels]
[ 1
Py Pgiz Pég Pé4 Py
-0,5001  0,2002  1,0000 0,0987 -0,9486
PEM 0,000241 197.9880 1.7012

0,00147 0,00141 0,00153 0,01453 0,00465

20,5001  0,2001  1,0000 0,0995 -0,9493
GMM M=(3) 0,000068 102.2901  7.9552
0,00072 0,00081 0,00088 0,00780 0,00227

20,5001  0,2000 1,0000 0,0997 -0,9497
GMM M=(5) 0,000026 67.1575 18.4397
0,00050 0,00050 0,00057 0,00472 0,00157

-0,5000  0,2000  1,0000  0,0999 -0,9498
GMM M=(7) 0,000013  46.5966  34.0591
0,00036 0,00035 0,00036 0,00332 0,00123

Tabla 4.4: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 5000.

PEM GMM (M=3)
T T T T T T T
—— p(w;)(Real) p(er)(Real)
0.4/ === plwy) PEM) | 04| === plwn) (GMMD Y
. RI RI
/' \\ %
E , \ = | “ 1 \ ,' \
0.2 / \ B 0.2 - | @ . \ i
] | / \
II \ U A
0 L=’ | S~ | 0 | / | “ |
—6 —4 —2 0 2 4 6 —6 —4 —2 0 2 4 6
Wt Wi
GMM (M=5) GMM (M=7)
T I T T T T
—_— p(wt)(ncal) —_— p(wt)(l’{cal)
04| - ) CMM) L 0.4 - P(wr)©MM) ||
RI RI
\ lI 1
g HTARIPAR R "In E B L ".::
3 R 2 USRS
0.2 - i H B 0.2 + v -
I
I I i I I I I
0 0
—6 —4 —2 0 2 4 6 —6 —4 —2 0 2 4 6
Wt Wt

Fig. 4.8: Aproximaciones de la distribucién uniforme del ruido al utilizar un GMM para el Ejemplo
1 con N = 10000 datos.
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Método M0 Me e e R e e, )
P; P, P, Py P;
-0,5002  0,1998  1,0002  0,1004 -0,9497

PEM 0,000053 197.8207 1.7317
0,00092 0,00094 0,00112 0,00637 0,00303
-0,5000  0,2000  1,0000  0,1006  -0,9499

GMM M=(3) 0,000022 101.0719 8.6374
0,00048 0,00057 0,00052 0,00431 0,00145
-0,5001  0,1999  1,0000 0,0997 -0,9501

GMM M=(5) 0,000010 64.6547 19.9937
0,00037 0,00042 0,00034 0,00282 0,00115
-0,5000  0,2000 1,0000  0,0998 -0,9501

GMM M=(7) 0,000004 46.2651 36.1523
0,00023 0,00028 0,00021 0,00195 0,00070

Tabla 4.5: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1 con N = 10000.

4.4.4. Ejemplo 2: Sistema dindmico con ruido de distribucién y?

En este ejemplo se considera que el ruido w; en (4.22) posee una distribucion Chi-
cuadrado, i.e. wy ~ x%(k) con k = 2. El vector aumentado de pardmetros a estimar se
encuentra dado por 8 = {0,n}, con 0 = {by,a1,as,¢c1,d1} y n = {aj,uj,a?}jj\il. Los
parametros reales del sistema se encuentran dados por b1 = 1, a; = —0,5, as = 0,2,
c1 = 0,1 yd =—0,95. La configuracién de la simulacién corresponde a la previamente

descrita en la Subseccion En las Figs. a y Tablas a se pueden

revisar los resultados obtenidos de la simulacién de MC.
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PEM GMM (M=3)
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Fig. 4.9: Aproximaciones de la distribucién Chi-cuadrado del ruido al utilizar un GMM para el

Ejemplo 2 con N = 100 datos.

K,

Mg,

Mg,

M

, Hg:
Método 1 P; [le(m)]| tels]
[ 1 e
P; P, P, P;, P,

-0,4989 0,1954 0,9954 0,0874 -0,9421

PEM 0,010668 125.5257 2.7313
0,019878 0,029737 0,02803  0,088656 0,024142
-0,4979 0,1971 0,9991 0,1137 -0,9422

GMM (M=3) 0,009866  83.2868 7.9366
0,013807 0,010717 0,011886 0,094975 0,015256
-0,4990 0,1979 1,0014 0,1074 -0,9479

GMM (M=5) 0,005421 57.8030 18.4965
0,009869 0,011965 0,009303 0,070433 0,010971
-0,4985 0,1985 1,0003 0,1058 -0,9464

GMM (M=T) 0,004014  38.2280  29.6279
0,011516  0,01576  0,016607 0,056948 0,010152

Tabla 4.6: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 100.
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PEM GMM (M=3)
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Fig. 4.10: Aproximaciones de la distribucién Chi-cuadrado del ruido al utilizar un GMM para el
Ejemplo 2 con N = 500 datos.

Método N P, el tel
P9A1 P9A2 PéS Pt9A4 P9A5
-0,5006 0,2005 1,0014 0,0964 -0,9520

PEM 0,001104 125.5542 3.4223

0,00776 0,00751 0,00849 0,02927 0,00712

20,5006 0,2003  1,0002  0,0997 -0,9500

GMM (M=3) 0,000340 54.4225  7.9882
0,00321 0,00334 0,00342 0,01700 0,00453

20,5001 0,1999  0,9995 0,1004 -0,9500

GMM (M=5) 0,000283  32.6325 17.1827
0,00283 0,00315 0,00561 0,01486 0,00392

20,5000 0,2004 1,0000 0,1008 -0,9500

GMM (M=7) 0,000171  28.3671  31.6666
0,00273 0,00257 0,00317 0,01185 0,00276

Tabla 4.7: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 500.
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PEM GMM (M=3)
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Fig. 4.11: Aproximaciones de la distribucién Chi-cuadrado del ruido al utilizar un GMM para el
Ejemplo 2 con N = 1000 datos.

Método M0 T B e el el
P9A1 P9A2 PéS Pt9A4 P9A5
-0,4996  0,1994  0,9998  0,1005 -0,9501

PEM 0,000358 126.5728 3.5115

0,00533 0,00458 0,00585 0,01524 0,00672

20,4999  0,2000  1,0000  0,0990 -0,9510

GMM (M=3) 0,000111  52.0947  9.0992
0,00193 0,00180 0,00198 0,00980 0,00171

20,4999  0,2000 1,0000 0,1004 -0,9506

GMM (M=5) 0,000061  46.8232 16.8765
0,00123 0,00110 0,00161 0,00736 0,00115

20,4999  0,2000 1,0001  0,1006 -0,9504

GMM (M=7) 0,000082  23.1480 31.4654
0,00162 0,00129 0,00170 0,00856 0,00134

Tabla 4.8: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 1000.



4.4, EJEMPLOS NUMERICOS 67

PEM GMM (M=3)
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Fig. 4.12: Aproximaciones de la distribuciéon Chi-cuadrado del ruido al utilizar un GMM para el
Ejemplo 2 con N = 5000 datos.

Método N P, el tel
PQA1 Pé? Pés Pe; Pe};
-0,5001 02002 1,0001 0,1013 -0,9498

PEM 0,000169 127.8471  3.8465
0,00235 0,00224 0,00232 0,01198 0,00308
20,5000 02000 1,0000 0,0995 -0,9505

GMM (M:3) 0,000019  51.0048 8.6313
0,00081 0,00082 0,00076 0,00396 0,00102
20,5000 02000 1,0000 0,1002 -0,9501

GMM (M:5) 0,000007  31.0971 17.4612
0,00049 0,00048 0,00049 0,00250 0,00061
20,5000 0,2000 1,0000 0,0999 -0,9501

GMM (M:7) 0,000003 18.5576  31.4404

0,00030 0,00030 0,00034 0,00171 0,00036

Tabla 4.9: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 5000.
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PEM GMM (M=3)
T - T T : :
—_— (Real) —_— (Real)
0.6] Pl 0 6] p(r) H
- p(wt)(l EM) - p(wt)(GMM)
RI RI
~ 04 4 — 04} N
3 3
Sy Y
0.2 * 0.2 B
0 = : 0 !
-5 15 -5 15
Wi Wt
GMM (M=5) GMM (M=7)
T I T I
_ (Real) _ (Real)
0.6| ple) o 06| ; Pl |
; - p(wt)(GMl\D : - p(wt>(GMM)
RI RI
— 0.4 - - 04
3 3
SN ISy
0.2 - B 0211
0 ! 0 | L !
-5 0 5 10 15 -5 0 5 10 15
Wt Wt

Fig. 4.13: Aproximaciones de la distribuciéon Chi-cuadrado del ruido al utilizar un GMM para el
Ejemplo 2 con N = 10000 datos.

Método N P, el tel
P9A1 P9A2 PéS Pt9A4 P9A5
-0,5002 0,2000 1,0000 0,1014  -0,9495

PEM 0,000109 127.3036  4.1753

0,00172 0,00180 0,00173 0,00953 0,00286

20,5000  0,2000 0,9999  0,1003 -0,9505

GMM (M=3) 0,000013  51.0223  10.1109
0,00058 0,00061 0,00057 0,00341 0,00081

-0,5000 0,2000 0,9999  0,0996 -0,9502

GMM (M=5) 0,000004 28.8270 19.6741
0,00030 0,00030 0,00035 0,00184 0,00041

20,5000  0,2000  1,0000  0,0999  -0,9502

GMM (M=7) 0,000001  17.8605 33.0091
0,00020 0,00023 0,00023 0,00110 0,00026

Tabla 4.10: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2 con N = 10000.
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4.4.5.

Resumen y analisis de los resultados

A continuacion se resumen los criterios de desempeno obtenidos a partir de las simu-

laciones de Monte-Carlo para ambos ejemplos. Posteriormente se analizan los resultados

expuestos.
PEM GMM (M=3) GMM (M=5) GMM (M=7)
N/ Método
by lle(m)lly Py el by [le(mlly I [le(m)lly
100 818 x 1072 1,99 x 102 | 9,44 x 1073 1,49 x 102 | 6,84 x 1073 1,36 x 10% | 7,94 x 1072 8,63 x 10!
500 1,36 x 1072 1,98 x 10 | 7,46 x 10~* 1,14 x 10% | 2,95 x 10~* 8,12 x 10! | 4,00 x 10~* 7,16 x 10*
1000 1,45 x 1073 1,98 x 10 | 3,01 x 107* 1,09 x 10% | 1,95 x 107* 7,19 x 10! | 9,08 x 107 5,58 x 10!
5000 2,41 x10~% 1,98 x 102 | 6,80 x 107° 1,02 x 10% | 2,55 x 107° 6,72 x 10" | 1,29 x 1075 4,66 x 10"
10000 5,26 x 107° 1,98 x 102 | 2,17 x 107° 1,01 x 102 | 9,70 x 1076 6,47 x 10" | 4,48 x 1076 4,63 x 10!

Tabla 4.11: Resumen de las estadisticas de la simulacién de MC para el Ejemplo 1 (ver pagina .

PEM GMM (M=3) GMM (M=5) GMM (M=T7)
N/ Método
) lle(mIly ) [le(mlly B lle(mI]y ) [le(m)]l;
100 1,07 x 1072 1,26 x 10% | 9,87 x 1073 8,33 x 10' | 5,42 x 1073 5,78 x 10! | 4,01 x 1073 3,82 x 10"
500 1,10 x 1073 1,26 x 10% | 3,40 x 107* 5,44 x 10' | 2,83 x 10™* 3,26 x 10! | 1,71 x 10~* 2,84 x 10"
1000 3,58 x 107 1,27 x10% | 1,11 x 10~* 521 x 10! | 6,08 x 107° 4,68 x 10* | 5,18 x 107° 2,31 x 10!
5000 1,69 x 107% 1,27 x10% | 1,89 x 107° 5,10 x 10* | 7,27 x 1076 3,11 x 10! | 3,33 x 1076 1,86 x 10"
10000 1,10 x 107* 1,27 x10% | 1,34 x 107° 5,10 x 10* | 4,04 x 1076 2,88 x 10! | 1,42 x 1076 1,79 x 10"

Tabla 4.12: Resumen de las estadisticas de la simulacién de MC para el Ejemplo 2 (ver pégina.

PEM GMM (M=3) GMM (M=5) GMM (M=7)
N / Método ) ) ) )

U-2,2][s] x)[s] | U[=2,2][s] x*(2)[s] | U[=2,2][s] x“(2)[s] | U[-22][s] x"(2)[s]
100 1,7137 2,7313 9,7719 7,9366 21,6348 18,4965 33,9000 29,6279
500 1,4946 3,4223 7,2880 7,9882 19,0604 17,1827 35,7366 31,6666
1000 1,1262 3,6115 7,4589 8,0992 17,8410 16,8765 33,5500 31,4654
5000 1,7012 3,8465 7,9552 8,6313 18,4397 17,4612 34,0591 31,4404
10000 1,7317 4,1753 8,6374 10,1109 19,9937 19,6741 36,1523 33,0091

Tabla 4.13: Tiempos medios de ejecucién t, [s] para los Ejemplos 1y 2.

En las Tablas[{.11]y [£.12]se resumen los resultados, obtenidos a partir de la simulacién
de MC, del desempeno del algoritmo de estimacién para diferentes longitudes de datos
N.

La covarianza del error de estimacién es utilizada como criterio de desempeno
de la estimacién de los parametros del sistema 6. Note que la covarianza del error de

estimacion P, disminuye al incrementar el nimero de componentes de mezcla M en
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ambos ejemplos, para una misma longitud de datos V.

La covarianza del error de estimacién también se reduce al aumentar el nimero de
datos N debido a la consistencia de los métodos utilizados (ver pdgina , no obstante
es posible apreciar que al incrementar el nimero de componentes M del GMM se obtiene

una convergencia mas rapida.

La norma ¢; del error de aproximacién de densidad de probabilidad €(n) es usada para
evaluar el desempenio de la aproximacion de la PDF mediante un modelo de mezcla de
distribuciones gaussianas GMM. Note que en ambos ejemplos y para un mismo numero
de datos NV la aproximacion de la densidad mejora a medida que se incrementa el niimero
de componentes de mezcla M (dado que ||e(n)||; disminuye). La aproximacién también
mejora al aumentar el nimero de datos disponibles N (al contar con mdas datos se
reduce la incertidumbre). Resulta importante destacar que el error de aproximacién de
la funcién de densidad de probabilidad no mejora para el método del error de prediccién
PEM, debido a que solo puede ajustar los parametros de una distribucién normal.

El comportamiento previamente sefialado se puede apreciar en las Figs. a[d.§ para
el primer ejemplo y en las Figs. a para el segundo ejemplo. En dichas figuras

se puede apreciar que el promedio de las distribuciones estimadas, dada por p(wt)GMM,

Real 3 medida que aumenta el

aproxima de mejor manera a la distribucién del ruido p(wy)
numero de componentes de la mezcla M y/o el nimero de datos N. Ademds se observa
que la regiéon de incertidumbre RI presenta una gran dispersiéon respecto de la aproxi-
macion media de la distribucién cuando se cuenta con un nimero pequeno de muestras.
No obstante la regién de incertidumbre se contrae a medida que aumenta el nimero de
datos disponibles N. Esto es bastante intuitivo, puesto que al poseer mayor informacién

disponible se obtienen resultados mejores y méas confiables.

La Tabla muestra el tiempo medio de ejecucién t. [s] de las simulaciones de
Monte-Carlo en la estimacién del sistema dindmico y aproximacion de la distribucién del
ruido utilizando un GMM para los Ejemplos 1 y 2. En dicha tabla se puede apreciar el
aumento gradual de la carga computacional al incrementar el nimero de componentes
del GMM (y por ende la dimensién del espacio de busqueda) o la cantidad de datos N

para ambos ejemplos.

A partir de los resultados obtenidos es posible afirmar que el método de méxima
verosimilitud propuesto (4.21)), para estimar los pardmetros del sistema y los pardmetros
que aproximan la distribucién del ruido w; como un GMM de manera simultanea, me-

jora significativamente la estimacién de los pardmetros del sistema respecto del método



4.4, EJEMPLOS NUMERICOS 71

del error de prediccién PEM en términos de la covarianza del error de estimacién (en
general al utilizar M = 7 componentes se obtiene al menos un orden de magnitud).
Este resultado es mas evidente para un nimero reducido de datos N disponibles, debido
a las propiedades asintoticas de ambos métodos. Adicionalmente se obtiene una buena
aproximacion para la funcion de densidad de probabilidad del ruido wy, la cual mejora al
aumentar el nimero de componentes de la mezcla M y/o el nimero de datos disponibles
N.
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Capitulo 5

IDENTIFICACION MEDIANTE ML
DE SISTEMAS DE FASE
NO-MINIMA CON RUIDO GMM

En el Capitulo [4] se presenta una estrategia para resolver el problema de identi-
ficacién de un sistema lineal genérico (ver (4.18)) cuando la distribucién del ruido es
no-gaussiana, mediante el método de maxima verosimilitud. No obstante, el problema
se encuentra restringido a sistemas de fase minima para la funcién de transferencia
asociada al ruido, es decir H (q_l,ﬂ). El problema de estimacién, dado por , es
resuelto mediante un algoritmo de optimizacién global (ver Anexo . Dicho algoritmo
presenta algunas desventajas, entre las cuales destacan la elevada carga computacional,
lo cual implica un gran tiempo de ejecucién y el ajuste de los pardmetros del algoritmo
de optimizacién que impactan considerablemente sobre su desemperfio.

A continuacién se presenta una extension de los resultados obtenidos en el Capitu-
lo [4] al considerar sistemas con ceros de fase no-minima (NMPZ), junto con utilizar el
algoritmo de maximizacién de la esperanza (EM) (Ver Seccién [A.2). Para ello se
describe en primer lugar el problema a solucionar y los supuestos asociados a este. Luego,
se extiende la expresién del error de prediccién con la finalidad de incluir sistemas de
fase no-minima (ver Ejemplo , resultado necesario para formular el problema de
estimacién mediante maxima verosimilitud.

Posteriormente se desarrolla un algoritmo basado en la maximizacién de la esperanza
(EM) para resolver el problema de identificaciéon. Finalmente se analiza el desempeno
del método propuesto mediante ejemplos numéricos. Los resultados se contrastan con el
método del error de prediccion cuando el sistema es de fase minima y con el método de

los momentos para fase no-minima.

73
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5.1. Descripcion del problema

Considere un sistema lineal genérico (ver Tabla dado por

ye = Gz 0wy + H(z7F, 0)wy, (5.1)

donde z corresponde al operador retardo de tiempo (zflut = uy—1) o la variable asociada

a la transformada-Z, mientras que u; corresponde a la senial deterministica de entrada del
sistema, y; a la salida y w; corresponde a ruido blanco de distribucién no-gaussiana con
media igual a cero. A partir de los resultados previamente obtenidos en el Capitulo
supondremos que la distribuciéon de w; se encuentra dada por el siguiente modelo de

mezcla de distribuciones gaussianas
M
plwr) =Y cidwi; i, i), (5.2)
i=1

con M >2 (M € N), o >0, Zi‘il a; = 1y ¢(we; ps, X)) representa una distribucién
gaussiana con media p; y covarianza >; > 0.

El Lema indica que en caso de que w; posea una distribucién diferente, esta
puede ser aproximada arbitrariamente cerca por el modelo de mezcla de distribuciones
gaussianas (5.2)) para algin M > 2 (M € N).

Considere que la funcién de transferencia G(z7!,6) del sistema dado por es
estable, mientras que H (2!, 6) corresponde a una funcién de transferencia que contiene
ceros de fase minima y/o no-minima. Ambas funciones de transferencia se encuentran

parametrizadas por 6 y se encuentran dadas por

G(z71,0) = igiei H(z"',0) = giiig; (5.3)
con
AN =1+ a1z 4+ +ag,z ", (5.4a)
B(z1,0) =biz 4 by 2 (5.4b)
Clz7h,0)=1+ciz7 4+ +epz ™, (5.4c)
D(z"H0) =1+diz" 4+ dyyz™ (5.4d)

Dado que el polinomio C(z7!,6) puede contener ceros de fase no-minima (NMPZ),

considere que se encuentra dado por C(z71,0) = Cs(271,0)Cy (271, 6) , donde
Co(z78,0)=14coz 4+ 2T, (5.5)

Cu(z7h,0) =1+4cyz "+ +ey,27?, (5.6)
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con 7+ p =n.. Cs(z71,0) representa la parte de fase minima de C(z71,0), i.e. todas las
raices de Cs(271,0) se encuentran dentro del circulo unitario, mientras que Cy,(z71,6)
contiene la parte de fase no-minima, es decir que todas las raices de C,(z71,6) se en-
cuentran fuera del circulo unitario. Resulta importante destacar que los coeficientes de
los polinomios descritos en (5.4]) son reales. Por ende, en caso de existir raices complejas

en Cy,(27%,0) o Cs(271,0) deben encontrarse en pares conjugados.

5.1.1. Supuestos

El problema en el cual estamos interesados es estimar el vector aumentado de parame-
tros dado por 8 = [6,~], donde y corresponde al vector de pardmetros asociados al modelo
de mezcla de distribuciones gaussianas GMM del ruido w;, mientras que 6 contiene los
parametros del sistema, es decir los coeficientes de los polinomios descritos en . Del
mismo modo es posible definir 8y como el vector de pardmetros verdaderos del sistema.

A continuacion se presentan los supuestos asociados al problema previamente descri-

to.

Supuesto 5.1 (Lazo abierto). El sistema dado por (5.1]) se encuentra en lazo abierto
y ug corresponde a la senal de entrada exégena y deterministica. Ademads se tiene que

us =0ey; =0 parat <0.

Supuesto 5.2 (Condiciones de regularidad). El vector de pardmetros asociado al sistema
0o, la entrada wu; y el ruido w; en satisfacen ciertas condiciones de regularidad, las
cuales garantizan que la solucién BML del problema de estimacién mediante maxima
verosimilitud converge (en probabilidad o de manera casi segura) hacia los pardmetros

reales del sistema [y a medida que N — oo.

Supuesto 5.3 (Orden del sistema). Los ordenes ng, ny, 7, p y ng de los polinomios del
sistema ([5.1)) son conocidos.

Supuesto 5.4 (Distribucién ruido). La distribucién del ruido w; corresponde a una
mezcla finita de distribuciones gaussianas dada por (5.2)), cuyo nimero de componentes

M es conocido.

Supuesto 5.5 (Estabilidad). El sistema (5.1)) es asintéticamente estable y sus polinomios

(5.4)) no poseen raices sobre el circulo unitario.

Supuesto 5.6 (Cancelaciones). El sistema real (5.1) no posee cancelaciones polo-cero,
ni en su equivalente espectral de fase minima obtenido al reflejar los ceros ubicados en

el exterior del circulo unitario hacia su interior.
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Supuesto 5.7 (Mediciones). El conjunto de mediciones, dado por y;.nx es modelado

como una coleccién de variables aleatorias.

El Supuesto es necesario para asegurar la identificabilidad del sistema. Esto es
analizado en detalle en [75], por ende no sera tratado aqui.

La identificacién de los parametros del modelo de mezcla gaussiana GMM, dados por
v, ha sido generalmente abordado anadiendo restricciones adicionales a los parametros
contenidos en el modelo [50]. No obstante, en el desarrollo del algoritmo de estimacién
no se consideran restricciones adicionales a la impuesta por la definicién del GMM
(la suma de los pesos no negativos de la mezcla deben sumar 1).

Si bien, se asume que el sistema no se encuentra submodelado dado que se conocen
los ordenes de los polinomios (ver Supuesto , es posible relajar dicha restriccion
mediante el uso de un criterio de informacién (ver pagina para determinar orden
correcto del sistema y el nimero correcto de ceros de fase minima para la funcién de
transferencia asociada al ruido. De manera andloga es posible relajar el Supuesto [5.4
al utilizar un criterio que permita seleccionar el niimero de componentes M del GMM
cuando es utilizado para aproximar la distribucién desconocida del ruido w; (explotando
el Lema [4.3), siguiendo una estrategia similar a las utilizadas en [50}[149].

A continuacién se aborda el problema de estimacién, utilizando el método de méxima
verosimilitud para identificar el sistema lineal de fase no-minima, cuando la distribucién
del ruido se encuentra dada (o se puede aproximar) mediante un modelo de mezcla de
distribuciones gaussianas GMM.

Posteriormente se soluciona el problema mediante el algoritmo de maximizacion de

la esperanza (EM).

Observacion 5.1. Dicha solucion corresponde a una especializacion de la metodologia

de identificacion propuesta en [51] para el problema de interés. \V/

5.2. Estimacién de sistemas de fase no-minima con mezcla
de distribuciones gaussianas mediante maxima verosi-
militud

En el Capitulo [4], particularmente en la Seccién se ha abordado el problema
de identificacién de fase minima para el sistema dado por (ie. Cu(z710) =1).

El error de prediccién ahi presentado (4.19) es inviable en caso de que H (2*1,9)
posea ceros de fase no-minima, debido a que el predictor a un paso para y; dado por ;4

se vuelve inestable. El desarrollo de dicha expresién se encuentra en el Ejemplo
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Entonces, para poder formular el problema de estimacién mediante maxima verosimi-
litud para (5.1]), es necesario obtener en primer lugar una expresién que permita obtener
el error de prediccion considerando los ceros de fase minima y no-minima presentes en

la funcién de transferencia H (z_l, 9), cuyo desarrollo se puede apreciar a continuacion.

5.2.1. Error de predicciéon para sistemas dinamicos de fase no-minima

g5 (0) . 1 , e¢(0)
Time reversal m Time reversal ——

Fig. 5.1: Diagrama de bloques del esquema utilizado para realizar el filtrado anticausal y obtener

£¢(0) en (B.10).

El polinomio que contiene los ceros de fase no-minima ([5.6)), dado por C, (271, 8), se
puede reescribir de la siguiente manera
1 Cup_y L, —p
Cu(z77,0) = [1+ F—=2+--+ —2" | cy,2 (5.7)
Cup Cup
= Cu(z,0)cy,z".
El retardo de tiempo c,,27? en (.7) se puede incluir en la descripcién de la secuencia

de ruido w; en (5.1)) al definir vy = ¢,,w;—p, con lo cual se puede redefinir (5.1) como

B(z71,0) Cs(271,0)Cy(2,0)
Yt = 1 o Wt -1
A(z1,0) D(z~1,0)

V¢. (58)

Entonces, el error de prediccion €,(6) para el sistema (5.8) se puede obtener utilizando
un filtrado recursivo causal seguido por un filtrado recursivo no-causal, siguiendo la

estrategia propuesta en [19,|42}|43] de la siguiente forma

_ B(z71,0) D(z71,0)
F ) )

0 p— —_— . .
N (yt A(=1.0) “t> Co(=71,9) >
para posteriormente obtener el error de prediccién como

1
0) = =5/ (0). 5.10
“0) = 5 O (5.10)

Note que ([5.10|) se puede interpretar como un filtro no-causal estable (ver e.g. [150,
Capitulo 4]). En la Fig. se ilustra la manera en la cual se realiza el filtrado no-causal
para obtener el error de prediccién en [5.10

El polinomio C’u(z, 6) en corresponde a un polinomio mdnico, cuyos ceros son

iguales a los ceros de Oy, (271, 0) en (5.6) reflejados hacia el interior del circulo unitario.
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Este esquema presentado en la Fig. explota la propiedad de inversién temporal
de la transformada-Z, la cual indica que si X (z) corresponde a la transformada-Z de
la secuencia z;, entonces la transformada-Z de la secuencia de tiempo invertido x_;
corresponde a X (z~1) [424|72(94L|150].

Observacion 5.2. Este resultado también es aplicable a sistemas de fase minima, al
considerar Cy,(271,0) = 1 en (5.8). Luego, el error de prediccion se obtiene directamente
a partir del filtro causal y estable dado por (5.9) (1,2 \V4

Observacién 5.3. La secuencia vy corresponde a ruido blanco, cuyo espectro es igual al

de wy escalado por c,,. Para sistemas de fase minima, se tiene que vy = wy. \V/

5.2.2. Estimacién de sistemas lineales de fase no-minima utilizando un

modelo de mezcla gaussiana mediante maxima verosimilitud

A continuacién, utilizando el resultado obtenido para el error de prediccién obtenido
previamente (ver ecuaciones y ), es posible definir la funcién de verosimilitud
y posteriormente formular el problema de estimacién mediante maxima verosimilitud
para el sistema dado por .

Para ello debemos definir en primer lugar el vector de parametros a estimar, el cual

se encuentra dado por

B=101] (5.11)
donde
0 =[ay by cs; Cuy di... Gn, by, Cs, Cyy, dny) (5.12a)
y=lon p X1 ... an o Xl (5.12b)
7 Y™

donde v corresponde al vector de pardmetros del modelo de mezcla de distribuciones
gaussianas GMM ([5.2) para el ruido w; y 0 representa los pardmetros del modelo para
el sistema (5.1)). Dado que vy = ¢y, wi—p, se tiene que el vector de parametros asociado a

la distribucién de v; se encuentra dado por

F=lay i1 21 ... an finr Sl (5.13)
\—Y—/ \—Y—/
71 M
con
i = Cuy i (5.14)
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por ende, la distribucién de vy asociada al modelo (5.8]) corresponde a
M M
pv) =Y aid(vi; 11, 67), 0< i <1, > a; =1, (5.16)
i=1 i=1

con M > 2 (M € N) y ¢(vt; fui, 57) representa una funcién de densidad de probabilidad

(PDF) gaussiana con media fi; y covarianza ¥, = 63 dada por

¢(vt; fii, 57) = o &P {(Ut%/;)} : (5.17)

Entonces, bajo los Supuestos a se tiene que la funcién de verosimilitud
L(f) corresponde a

L(B) = p(y1:n18)
M
= HZ@@(Et(e);ﬂi,ii), (5.18)

t=11i=

—

donde €.(6) corresponde al error de prediccién ([5.10)). Por consiguiente, el logaritmo de

la funcién de verosimilitud se encuentra dado por

N M i
(B) = Zlog {Z a;d(ee(0); fus, Ei)} . (5.19)
=1 i1

Luego, el el problema de estimacién mediante méxima verosimilitud se puede escribir

como
M

By = argmﬁéx (B) sujetoa 0<a; <1, Zai =1 (5.20)
i=1
Observacion 5.4 (Relacién con PEM).
Note que la funcion de costo dada por (5.19) corresponde al funcional de costo del método
del error de prediccion PEM (dado por N~ SN €2(6)), cuando el mimero de compo-
nentes del modelo de mezcla de distribuciones gaussianas GMM M = 1, la media del

ruido es igual a cero pu1 = 0 y la funcion de transferencia H(z~1,0) es de fase minima
(ver Ejemplo y [1,12]). \V/

Al igual que en el Capitulo |4} la solucién de puede ser dificil de obtener, mas
aun cuando se incrementa el nimero de componentes de mezcla M en el GMM debido
a que () presenta multiples maximos locales [151] (ver Observacién . Adema3s,
cada componente adicional del modelo de mezcla de distribuciones gaussianas GMM

incrementa la dimensién del espacio de btsqueda en 3.
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En el Capitulo [4]se presenta una manera de solucionar el problema de optimizacién
utilizando un algoritmo de optimizacion global, particularmente el algoritmo de bisque-
da de patrones (Pattern Search). Si bien se obtienen resultados satisfactorios en cuanto
a la covarianza del error de estimacién y aproximacién de la distribucion del ruido, los
tiempos de ejecucién del algoritmo y el ajuste de los pardmetros del algoritmo de buisque-
da representan una dificultad.

El algoritmo de méximizacién de la esperanza [44], mas conocido como Expectation-
Maximization, posee ventajas respecto del algoritmo de optimizacién global en cuanto a
tiempos de ejecucién y convergencia (asumiendo una correcta inicializacién del algorit-
mo). Ademas el paso-E y el paso-M son usualmente de facil implementacién. El algoritmo
EM permite resolver el problema de estimacién dado por mediante una funcién
auxiliar @, la cual es usualmente méaximizada mediante un algoritmo clasico de optimiza-
cién. El algoritmo EM ha sido utilizado con anterioridad para estimar los pardmetros de

un modelo de mezcla de distribuciones gaussianas para sistemas estéticos [36,504/106}152].

5.3. Algoritmo de maximizacion de la esperanza (EM) para
sistemas lineales con mezcla finita de distribuciones

gaussianas

En esta seccion se desarrolla un algoritmo basado en la maximizacion de la espe-
ranza (EM) para resolver el problema de identificacién de un sistema lineal de
fase no-minima cuando la distribucién del ruido es aproximada mediante un modelo de
mezcla de distribuciones gaussianas.

El algoritmo EM es una herramienta muy utilizada en la actualidad para la identifi-
cacién de sistemas dindmicos lineales y no lineales, tanto en el dominio del tiempo (ver

e.g. [46-48]) como en el dominio de la frecuencia [49].

5.3.1. Formulacién del algoritmo basado en la maximizacion de la es-

peranza EM

La formulacién del algoritmo EM (ver [44,/45]) con un modelo de mezcla de distribu-
ciones gaussianas es desarrollado a partir de la definicién de la funcién de verosimilitud
con datos aumentados, siguiendo una estrategia similar a la presentada en [36,50,51].

Al abordar el problema de manera similar, se redefine la funcién de verosimilitud utili-

zando los datos observados y1.y y una variable aleatoria latent(ﬂ u oculta discreta. Esta

'El término variable latente es adoptado a partir de estadistica y se refiere a una variable que no

es directamente observada. Debido a esto, las variables latentes deben ser inferidas (mediante un modelo
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variable aleatoria latente corresponde a un indicador que determina si una observacién
y; proviene de la i-ésima componente del modelo de mezcla de distribuciones gaussianas.
Luego, el algoritmo EM es desarrollado a partir de la redefinicién del logaritmo de la
funcién de verosimilitud utilizando la informacién complet&ﬂ para obtener una fun-
ci6én auxiliar (E-step), la cual es posteriormente maximizada respecto de los pardmetros
del modelo de mezcla de distribuciones gaussianas GMM (M-step) [45450].

Para el problema de interés, el logaritmo de la funciéon de verosimilitud es
definida utilizando el error de prediccién dado por . En [51] se describe un pro-
cedimiento sistemético para construir la funcién auxiliar de £(8) (5.19). Al abordar el
problema de esta manera, se obtiene un algoritmo iterativo capaz de solucionar
manteniendo las propiedades del algoritmo EM tradicional con mezcla de gaussianas. A
continuacién se presenta el algoritmo EM desarrollado para solucionar el problema de

estimacién

Teorema 5.1. Considere el vector de parametros a estimar dado por = [0 | definido
en (5.12)). Entonces, el paso-E (E-step) del algoritmo EM se encuentra dado por

N M
'8 B m) ZZCtZ IOg |:al¢(6t( ) ﬂl?zl):| ) (521)
t=1 1=1
donde [i; y 3 se encuentran dados por (b.14) y (5.15) respectivamente, y
4(m) j(m)y. £(m) $3(m)
o @0 (20 )
ti T — - -
Sy af™ o (= (00m); ™, ™)

(5.22)

En (5.21) y ( ) el indice m representa el numero de iteracion. Considere ademds la
mazximizacion de respecto a B sujeto a 0 < a; < 1 gy Zi:l a; = 1. Al fijar g(m)
y optimizar 1' respecto a 7y, se tiene que el paso-M del algoritmo EM se encuentra

dado por
N 2(m)
L) 2im1 G
Q; = N (5.23)
R -
Z &) o, &

matemadtico) a partir de otras variables, las cuales si pueden ser observadas, i.e. medidas. A las variables
latentes también se les conoce como variables ocultas o variables no-observables y particularmente

dentro de la literatura de EM como datos faltantes o datos incompletos
2La informacién completa corresponde al conjunto de datos observados y los datos ocultos o

datos latentes
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~(m N Am) ~(m 2
i(mﬂ) Zi\il Ct(,i ) (5t(9(m)) — Cz(tp)/h( )>

i 1% <N 2m) (5.25)
[Cup } Doim Cei
Luego, para optimizar (5.21) respecto de 0 se debe solucionar
o0m+Y) — arg main B(9), (5.26)
donde
Al At(r‘n) (m+1) 2
B(9) = Z Z m <€t(9) - ég:)/:‘i ) : (5.27)

Observacién 5.5. La optimizacion de la funcion auziliar Q(B,B(m)) dada por
respecto de 3 se realiza mediante el algoritmo de descenso por coordenadas, mds conocido
por su nombre en inglés coordinate descent algorithm [155]. Para ello, en primer lugar,
se fija el valor del parametro 0 de la iteracion actual dado por (m) y se optimiza
respecto de los pardmetros asociados al modelo de mezcla de distribuciones gaussianas -y.
Posteriormente se fijan los pardmetros del GMM en su valor siguiente, es decir 4(m+1)

y se soluciona el problema de optimizacion dado por (5.26)). \V/

Demostracién 5.1 (Obtencién de la funcién auxiliar Q(3, 5™)).

En primer lugar se define

K (1, Bi) = qiop(e4(0); fis, To), (5.28)
M

Ve(B) =D Ky, B), (5.29)
=1

donde B; = [0 ~;]. Entonces, el logaritmo de la funcién de verosimilitud (5.19) se puede

exrpresar como
N
0(B) = log [Vi(B)]. (5.30)
t=1

Al definir By(B8) = log [Vi(B)], se obtiene

Bu(B) = Qu(B, ™) — Hu(B. 5™), (5.31)
donde las funciones Qq(f, B(m)) Yy ﬂt(ﬁ,ﬁ(m)) se encuentran dadas por

K (yr, B™)

W) .

M
Q:(8,8"™) = log [K (v, £)]
i=1
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0 (n Alm z Ky, Bi) K(yu@-(m))
Hy(8, B >):;10g[ V(5) ] I (5.33)

La funcion ﬁt(ﬁ,ﬁ(m)) es decreciente para todo valor de 3. Este resultado es conse-

cuencia de la desigualdad de Jensen dada por la Definicion (ver e.g. [51] y
sus referencias). Entonces, el logaritmo de la funcion de verosimilitud, dado por ,
satisface lo siguiente

ﬁ(B“”“)) > f(@“”)). (5.34)

Al sustituir en y utilizar (5.28)) y (5.29)) se obtiene la funcion auziliar
Q(8,8™) como

N M
Q(8 B =33~ (" tog [aue(=u(0): s 5)| (5.35)
t=1 i=1
donde .
oy _ & o(e(00); 1™, M)
Ct,i ~ :(m) Z:(m) (536)
Iy (e (00m); ™, 5"™)
O
Demostracién 5.2 (Optimizacién de la funcién auxiliar Q(f, B(m))).
Al derivar (5.35)) respecto de fi; e igualar el resultado a cero se obtiene
5 N
6Q /Ba B(m) Am z(m ~(m
(6~,) =3 (20") = &) P =0 (5.37)
Hi t=1
Al reemplazar (5.14)) se obtiene
N R N
S G0 = empimty Z ) (5.38)
t=1 t=
g0
A _ Zt 1 Ct et )' (5.39)

CUp Zt:l Ct,z'

Siguiendo el mismo procedimiento, considere ahora la derivada de ((5.35) respecto de

A= i;l Al igualar dicho resultado a cero se tiene

990 7A(m) N 1 ~ 2m)\ 2| 2(m
e

t=1

Lo cual se puede reescribir como

R N
54 e <) 33 oy
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Al reemplazar (5.14) y (5.15) en (5.41]) se obtiene
WW>ZHQ(WM el ™2
[éup } Zt:l CAt(T)

Para el pardmetro o; se define R(«;) de la siguiente forma

N M .
=3 > loglanld, (5.43)

t=1 i=1

(5.42)

sujeto a Zf\il a; = 1. Note que no se ha considerado la restriccion 0 < o; < 1 en la
definicion. Entonces, utilizando un multiplicador de Lagrange (154}, Capitulo 5] para

considerar la restriccion sobre oy, se define

M
G(ag, p Z Z log[ 041 —p <Z o — 1) . (5.44)
i=1

t=1 i=1

Al deriwar (5.44)) respecto de «; y p e igualando los resultados a cero se obtiene

0G(0n,p) Sy G

das gD p=0. (5.45)
ag O‘“ Zaz —1=0. (5.46)

Por lo cual N 2m)
alm ) = Et:ft’i . (5.47)

Al sumar (5.47) de i =1... M y reemplazando (5.46)) se tiene

M N z2(m
%W SM SN

=1, 5.48
5 (5.48)

U
M=

(5.49)
i=1 t=1

Note que Zf\il CAt(’T) =1, por ende p = N. Finalmente se obtiene

~(m+1) _ Zz{il étt(T)

. 5.50
i ! (5.50

1 L .
R (mt1) <1 se cumple, pese a no ser explicitamente conside-

rada en . OJ

Note que la restriccion 0 < &;
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Finalmente, es posible resumir el algoritmo de la siguiente manera:

Paso-I Fije el nimero de componentes de la mezcla de distribuciones gaussianas M

a utilizar.

Paso-II Seleccione una estimacién inicial para 5% y fije el nimero de iteracién en

cero m = 0.
Paso-II1 Calcule el error de prediccion 5t(é(m)) a partir de (5.9) y (5.10).

Paso-IV Estime los parametros asociados al modelo de mezcla de distribuciones gaus-

sianas que aproximan la distribucién de w; utilizando las ecuaciones ([5.23))

a (5.25).
Paso-V Estime los pardmetros del sistema mediante (5.26)).

Paso-VI Establezca m = m + 1 y vuelva al Paso{III] hasta que se cumpla el criterio

de detencién del algoritmo.

5.3.2. Procedimiento de inicializacion para el algoritmo EM con GMM

En [155H157] se muestra que la precisién de la estimacién de los algoritmos EM con
GMM depende en gran medida de la estimacion inicial de los pardmetros de la mezcla
gaussiana ’y(o).

Diversas técnicas de inicializacién para los componentes de la mezcla gaussiana han si-
do propuestos y estudiados en los tltimos afios (ver e.g. [151,{155/158,159] entre otros). En
dichos trabajos se muestra que una inicializacién adecuada y meticulosa de los parame-
tros del modelo de mezcla gaussiana GMM para el algoritmo EM es fundamental para
obtener estimaciones precisas y mejorar la convergencia.

Para el problema dado por se utiliza el método del error de prediccion PEM
(ver Seccién y [1,12]) para obtener una estimacién inicial de los pardmetros del
sistema 0(%). Posteriormente se obtiene el error de prediccion, mediante y (5.10)), el
cual proporciona las estadisticas de la distribucién del ruido necesarias para inicializar
los pardmetros del GMM 4(0).

Con la finalidad de ilustrar este procedimiento, considere un sistema (MA) simple
(ver Tabla para (5.1)), con Cs(z71,0) = 1y Cyu(27%,6) = 1 — 1,527, Considere
adicionalmente que la distribucién de w; corresponde a un GMM con M = 2 componentes
, cuyos pesos se encuentran dados por a3 = as = 0,5, varianzas X1 = Yo =1y
medias p1 = —2 y ps = 2. Entonces, los parametros asociados a la distribucién vy del
modelo se encuentran dados por i]l = f)g = 2,25, i1 = =3 y fiz = 3. Luego, el
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método del error de prediccion PEM es utilizado para estimar los parametros iniciales
del modelo () = §(PEM)  Posteriormente, utilizando y se obtiene el error de
prediccion z—:t(é(o)). En la Fig. [5.2) se puede apreciar el error de prediccién obtenido. A
partir de la informacién proporcionada por el error de prediccién (ver Fig. [5.2)) se obtiene
una inicializacién para los pardmetros del GMM 4(9).

La inicializacién del algoritmo propuesto (ver Paso se puede resumir de la si-

guiente manera:

(1) El valor inicial para los parametros asociados al modelo del sistema, é(0)7 se obtienen

utilizando el método del error de prediccién PEM.

(0)

(2) Los valores medios iniciales para los componentes del GMM, dados por i, ', se eligen

equiespaciados entre el valor minimo y méaximo para el error de prediccién Et(H(O)).

. M
(3) Las varianzas iniciales {EEO) } ) del GMM se establecen iguales a la varianza mues-
1=

tral del error de prediccién e,(0().

(0)

(4) Los pesos iniciales ¢&,; ~ de los componentes del GMM se eligen iguales de modo que

M a0 =,

i=1""

plee(80)) e

- (o)
-

>

L

21

-10 -5 0 5 10

e (é(PEM))

Fig. 5.2: Histograma de £,(0(?)) obtenido a partir de (5.9) y (5.10), con §(©) = §FEM),

5.4. Ejemplos numéricos

A continuacién se presentan 3 ejemplos numéricos con la finalidad de analizar el
desempeno del algoritmo EM propuesto (ver Teorema [5.1)) para resolver el problema
de estimacion mediante maxima verosimilitud de un sistema dinamico, el cual puede ser

de fase no-minima, cuando la distribucién del ruido es no gaussiana. Considere entonces,
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que las observaciones son generadas a partir del siguiente sistema

bzt 1+ 9271
= 5.51
Yt 1+a?z_1ut+ 1—|—d‘1’z—1wt’ (5.51)
cuyos parametros para el sistema real se encuentran dados por b = 1, af = —0,5,
d¢ = 0,8. La sefial de entrada se encuentra dada por u; ~ N(0,02) con o2 = 10,

mientras que el ruido w; posee una distribuciéon no-gaussiana.

Nos centraremos en dos escenarios para considerando una funcién de transfe-
rencia de fase minima para H (zfl, 0) con ¢c; = —0,1. Luego se considera el problema
de fase no-minima para la funcién de transferencia asociada al ruido, con c¢{ = 1,25. El
vector de pardmetros a estimar se encuentra dado por 5 = [0 7], con 6 = {b1,a1,¢1,d1}
y v = {ou, pi, S}

Para el primer ejemplo se considera un sistema de fase no-minima para H (zil, 0) en
(5.51)) considerando los Supuestos a . La distribuciéon del ruido w; se encuentra
dada por una mezcla de distribuciones gaussianas, cuyo nimero de componentes M es
conocido.

Posteriormente se consideran 2 ejemplos en los cuales se relaja el Supuesto
al considerar distribuciones no-gaussianas para w;. No obstante, dichas distribuciones
pueden ser aproximadas mediante un modelo de mezcla de distribuciones gaussianas, lo

cual fue abordado previamente en el Capitulo [4] particularmente en el Lema [4.3

5.4.1. Configuracién de las simulaciones
La configuracién de la simulacién utilizada en los ejemplos es la siguiente:

(1) La inicializacién de los parametros del algoritmo B(O) se realiza mediante el procedi-
miento expuesto en la Seccién [5.3.2]

(2) Se considera una longitud de datos dada por N = 5000.
(3) El nimero de simulaciones de Monte-Carlo (MC) es de 100.
(4) El criterio de detencién se encuentra dado por
[ = 3| 3] < 20
donde m corresponde al nimero de iteracion, o cuando se logra el nlimero méximo

de iteraciones dado por m,q, = 2000.

5.4.2. Ejemplo 1: Sistema de fase no-minima con distribucién de ruido
dada por una mezcla gaussiana superpuesta

Considere el sistema definido por (5.51)), con w; distribuido como mezcla de distri-

buciones gaussianas (5.2)) con M = 3. Los pardmetros de la mezcla se encuentran dados
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por uy = —3, ue = 0, ug = 3 para las medias, 31 = Y9 = X3 = 1 para las varianzas y
a1 = ag = 0,25, as = 0,5 para los pesos de la mezcla.

En la Fig. se puede apreciar el promedio de las distribuciones estimadas en la
simulacién de Monte-Carlo, dado por p(w;)(EMM) | Aligual que en el Capitulo [4] el 4rea
sombreada de color gris presente en la figura representa la regién de incertidumbre (RI),
i.e. el drea donde se encuentran todas las aproximaciones de la funcién de densidad de
probabilidad PDF para la simulacion de Monte-Carlo. Se puede observar que el modelo de
mezcla de distribuciones gaussianas GMM estimado se ajusta a la verdadera distribucion
del ruido, dada por p(w;)tead),

Adicionalmente, se estiman los pardmetros del modelo utilizando la metodologia para
los sistemas de fase no-minima propuesta en el Capitulo (3] la cual se encuentra basada
en los momentos de alto orden (MoM) [16]. En la Fig. se presentan los resultados de
la estimacién paramétrica para el sistema de fase no-minima . En dichas figuras,
la cruz roja representa el valor real de los parametros del sistema, i.e. 63. Note que
la estimacién obtenida utilizando el método propuesto, el cual denominaremos EM-
GMM, presenta una menor dispersion respecto del método de los momentos (MoM)
En la Tabla se presentan los resultados estadisticos, de la estimacién paramétrica
del sistema para ambos métodos utilizados (EM-GMM y MoM), en la simulacién de
Monte-Carlo. Se puede ver como el método propuesto presenta una mejor precision en la

estimacién de los parametros del modelo 6 respecto del método de los momentos MoM.

Método . by & di

MoM —0,5009+1,4 x 1072 0,9992+1,7 x 102 1,5081 £ 8,6 x 1072 0,7994 + 2,9 x 102
EM-GMM | —0,5001 + 5,4 x 1073 1,0001 £8,5 x 1073 1,5005+ 1,1 x 1072 00,8002 + 3,6 x 1073

Tabla 5.1: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 1.
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Fig. 5.3: Resultados de la estimacion paramétrica para el Ejemplo 1.

_ﬁ(wt)(GMM)
02l - p(wt)(Real) ||
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3
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0.1 |
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Fig. 5.4: Aproximacién de la distribucién del ruido w; al utilizar un GMM para el Ejemplo 1.

5.4.3. Ejemplo 2: Sistema de fase no-minima con ruido de distribucién

uniforme

Considere el sistema definido por (5.51)), con w; distribuido de manera uniforme en
el intervalo [—2,2], i.e. wy ~ U[—2,2]. Para poder aproximar la distribucién del ruido
mediante un GMM, se consideran M = 7 componentes de mezcla.

En la Fig. es posible observar el promedio de las distribuciones estimadas en la
simulacién de Monte-Carlo, dado por ﬁ(wt)(GM M) Al igual que en el ejemplo anterior, el
area sombreada de color gris corresponde a la regién de incertidumbre. Se puede ver que
el GMM con M = 7 componentes se ajusta adecuadamente a la verdadera distribucién

del ruido, dada por p(w,)tead),



90 CAPITULO 5. IDENTIFICACION MEDIANTE ML DE SISTEMAS DE FASE NO-M{NIMA CON RUIDO GMM

Con la finalidad de comparar los resultados obtenidos, se estiman los pardmetros del
sistema mediante el método de los momentos (MoM) (descrito en la Seccién [3.4)). En la
Fig. se pueden apreciar los resultados de la estimacién paramétrica para el sistema de
fase no-minima cuando el ruido w; se encuentra distribuido de manera uniforme.
La cruz roja presente en dichas figuras corresponde al valor real de los parametros del
sistema #y. Se puede apreciar que el desempefio del método EM-GMM para estimar
los parametros del sistema es considerablemente mejor que el método de los momentos
(MoM), en cuanto a la precisién de la estimacién. Esta afirmacién es confirmada por
los resultados estadisticos de la simulacion de Monte-Carlo para el presente ejemplo
expuestos en la Tabla en la cual se puede apreciar que el método propuesto mejora

la precisién de la estimacién respecto del método de los momentos.

Método a by & dy

MoM —0,5007 £4,9 x 1072 0,9990 + 7,3 x 1073 11,5114 £8,6 x 1072 0,7982 4+ 2,9 x 102

EM-GMM | —0,4998 +1,3 x 1073 0,9999 + 1,7 x 103 1,5003 + 5,9 x 1073  0,8001 + 2,3 x 1073

Tabla 5.2: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 2.

‘ ‘ 09 [ —
1.06 - o  MoM o MoM
+ EM—GMM + EM-GMM
X ag,b 0.85 |- X g, dg |
1.04 - | I S —
0.8 |- B
S 1.02 = 29
0.75 |- N
1 N
0.7+ 8
0.98 N )
! ! ! ! ! ! \
—-0.51 —-0.5 —-049 -048 -—-0.47 1.4 1.6 1.8 2
al C1

Fig. 5.5: Resultados de la estimacién paramétrica para el Ejemplo 2.
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Fig. 5.6: Aproximacién de la distribucién del ruido w; al utilizar un GMM para el Ejemplo 2.

5.4.4. Ejemplo 3: Sistema de fase minima con ruido de distribucién
Chi-cuadrado

En este ejemplo se considera el sistema de fase minima, cuyo ruido w; posee
una distribucién Chi-cuadrado, wy ~ x%(k) con k = 2. Dado que este sistema es de
fase minima, es posible obtener el error de prediccién directamente a partir de
£:(0) = &' (0) (ver Observacién . Al igual que en el ejemplo anterior, se consideran
M = 7 componentes de mezcla para aproximar la distribucién del ruido mediante un
GMM.

En la Fig.[5.8]se presenta el promedio de las distribuciones estimadas en la simulacién

)(GM M) Al igual que en los ejemplos anteriores, el area

de Monte-Carlo, dado por p(w;
sombreada de color gris corresponde a la regién de incertidumbre. Se puede apreciar cla-
ramente, que el GMM con M = 7 componentes se ajusta adecuadamente a la verdadera
distribucién del ruido, dada por ﬁ(wt)(Re“l).

Para contrastar los resultados obtenidos se utiliza el método del error de predicciéon
PEM [1] (ver Seccién [2.4)). Los resultados de la estimacién utilizando el método pro-
puesto y PEM se pueden apreciar en la Fig. En ambas figuras, la cruz roja representa
los valores verdaderos del sistema, es decir 6y. Se puede apreciar que la estimacién obte-
nida con el método propuesto es considerablemente méas precisa que el método del error
de prediccion PEM. Ademés se observa un sesgo en los resultados obtenidos mediante
PEM, particularmente en la identificacién de los parametros asociados a la funcién de
transferencia del ruido.

En la Tabla se presenta la media de las estimaciones y su correspondiente des-
viacién estandar para ambos algoritmos, i.e. EM—GMM y PEM. Se puede apreciar que

mediante el método propuesto se obtiene una estimacién precisa de los parametros del
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sistema, lo cual ilustra el beneficio de considerar un modelo de mezcla de distribuciones

gaussianas para aproximar la distribucién del ruido cuando es no-gaussiana.

Método a by & dy
PEM —0,5089 +4,0 x 1073 1,0058 £6,9 x 1073 0,4810+1,4 x 1072 0,8672+8,5 x 1073
EM-GMM | —0,4999 4+ 6,0 x 10~* 11,0001 £9,0 x 10~* 10,1000 + 2,4 x 1073 00,8001 + 1,6 x 1073

1.06

1.04

b1

1.02

Fig. 5.8: Aproximacién de

Tabla 5.3: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo para el Ejemplo 3.
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Fig. 5.7: Resultados de la estimacién paramétrica para el Ejemplo 3.
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Capitulo 6

6.1.

94

CONCLUSIONES

Resumen de los capitulos de la tesis destacando las

contribuciones

A continuacién se resumen las contribuciones principales de cada capitulo:

El Capitulo [1|introduce el problema de interés y los problemas suscitados al abor-
darlo desde una perspectiva cldsica. Ademas presenta el estado del arte asociado

al problema y la notacién utilizada.

El Capitulo [2| presenta una introduccién a la identificacién de sistemas. En él
se detallan los elementos principales de la identificacion de sistemas y posterior-
mente se describen 2 métodos de identificacién, dados por el método de méxima
verosimilitud y el método del error de prediccién. Finalmente se presentan algunas

propiedades y definiciones relevantes.

En el Capitulo [3| se describe el método de los momentos, el cual representa una
solucién al problema de interés. Adicionalmente se exponen algunas propiedades y

definiciones relevantes, junto con analizar las ventajas y desventajas del método.

El Capitulo |4 se centra en el desarrollo y andlisis de una solucién al problema
de interés, restringido al caso de fase minima para las dindmicas del ruido. Los
beneficios del método se ilustran mediante simulaciones numeéricas, las cuales son

contrastadas con el método del error de prediccion.

El Capitulo [5| presenta una extensién de los resultados del Capitulo [4] al con-
siderar ceros de fase no-minima en las dindmicas del ruido y resolver el problema
de identificacién mediante el algoritmo de maximizacién de la esperanza EM. El
desempenio del método es analizado mediante ejemplos numéricos, contrastando
los resultados obtenidos con el método del error de prediccion y el método de los

momentos para los casos de fase minima y no-minima respectivamente.
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6.2. Conclusiones

En este trabajo se analiza el impacto en la precision de la estimacién de sistemas
dinamicos lineales invariantes en el tiempo, al considerar que la distribucién del ruido es
no-gaussiana y desconocida. Para ello se explota el hecho de que cualquier distribucién
no-gaussiana puede ser aproximada de manera arbitrariamente cercana mediante un
modelo de mezcla de distribuciones gaussianas, denominado GMM (ver Lema [4.3).

Con la finalidad de evaluar el efecto sobre la precision de la estimacién, se analiza. el
problema maés simple dado por la estimacién de una constante en presencia de ruido adi-
tivo no-gaussiano. Se muestra que el estimador de méxima verosimilitud presenta mejores
resultados, al reducir la covarianza del error de estimacién, comparado con algoritmos
clésicos que no consideran distribuciones no-gaussianas en su desarrollo. No obstante, la
funcién de verosimilitud presenta maximos locales cuando se utiliza un modelo de mezcla
de distribuciones gaussianas para aproximar ruidos con distribuciones no-gaussianas.

Posteriormente se desarrolla un estimador para sistemas lineales invariantes en el
tiempo de fase minima (para la funcién de transferencia H(q ', 6) asociada a las dindmi-
cas del ruido), cuando la distribucién del ruido es no-gaussiana. Para solucionar el pro-
blema de optimizacién asociado se utiliza un algoritmo de optimizacién global debido a
la naturaleza multimodal de la funcién de verosimilitud.

A pesar que la carga computacional que involucra el método propuesto es consi-
derablemente mayor que para el método del error de prediccién, se obtienen mejores
resultados al identificar el sistema considerando un GMM para aproximar la distribu-
ciéon del ruido, en términos de la covarianza del error de estimacion P, y la norma ¢; del
error de estimacién de la funcién de densidad de probabilidad del ruido € (7).

Mas adelante, en el Capitulo [5|se presenta una extension del estimador desarrolla-
do, al admitir la existencia de ceros de fase no-minima en la transferencia asociada al
ruido. Para ello es necesario extender la expresiéon del error de prediccién, considerando
los ceros de fase no-minima. Luego utilizando la nueva expresién para el error de predic-
cién se define el problema de estimacién mediante méxima verosimilitud para estimar
simultaneamente los pardmetros del sistema y del modelo de mezcla de distribuciones
gaussianas que aproxima la distribucién del ruido. Utilizando el algoritmo de maximiza-
cién de la esperanza EM y el algoritmo de de optimizacién de descenso por coordenadas,
se obtiene una solucién con expresiones cerradas para el problema de estimacion. Me-
diante simulaciones numéricas se analiza el desempeno del algoritmo propuesto al ser
contrastado con el método del error de prediccién y el método de los momentos para
fase minima y fase no-minima respectivamente. El algoritmo propuesto presenta mejoras
en cuanto a la precision de la estimacién, especialmente en la transferencia asociada al

ruido. Adicionalmente se obtiene una aproximacién bastante precisa de la distribucién
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del ruido.

6.3. Trabajos futuros

A continuacién se proponen algunos posibles trabajos de investigacién futuros, los

cuales extenderian los resultados obtenidos

e Utilizar el método propuesto sobre otros conjuntos de modelos, como variables
de estado tanto lineal como no-lineal, error de salida no-lineal, sistemas lineales

variantes en el tiempo entre otros (ver e.g. |1, Capitulos 4 y 5]).

e Extender el método propuesto a sistemas inestables (G (q_l, 9) en (|1.1))) utilizando

la estrategia propuesta en [43].

e Analizar el comportamiento del método propuesto cuando el sistema se encuen-
tra submodelado y sobremodelado por el conjunto de modelos M (6). Ademés
incluir algtin criterio de informacién (o test de hipétesis) que permita seleccionar
adecuadamente el orden del modelo (es decir, los érdenes ng, np, 7, p y ng de los
polinomios presentes en ), como por ejemplo el criterio de informacién de Akai-
ke (AIC) y su versién modificada (MAIC) (ver (3.42)), la longitud de descripcién
minima (MDL), entre otros |1, Capitulo 16] |2, Capitulo 11].

e Utilizar una estrategia similar a la presentada en [149|] para seleccionar un nimero

adecuado de componentes gaussianas M del modelo de mezcla GMM.

e Extender el método a sistemas multivariables (MIMO) y contrastar su desempeno

con los algoritmos de identificacién cominmente utilizados.

e Estimar la condicién inicial del filtrado en tiempo reverso utilizado en (/5.10]) cuando

la funcién de transferencia asociada al ruido posee ceros de fase no-minima.

e Incluir las condiciones iniciales del sistema en la funcién de verosimilitud (4.21)) y

(5.20]) siguiendo un procedimiento similar al presentado en [160L|161].
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Apéndice A

APENDICE

A.1. Probabilidades y procesos aleatorios

A continuacién se presentan algunas definiciones y resultados basicos de probabilidad
y procesos aleatorios.
Definicién A.1 (Esperanza).
Sea x una variable aleatoria y p(x) su funcion de densidad de probabilidad. Entonces, la

esperanza de la VA x, que corresponde a su media se encuentra dada por
o
pe =E{x} & / xp(z)dz (A.1)
—o0

Definicién A.2 (Independencia).
Considere 2 variables aleatorias x1 y xo. Dichas variables aleatorias son independientes,

xy AL 29, S0

p(z1,22) = p(z1)p(22) (A.2)

Definicién A.3 (Probabilidad condicional).
La densidad de probabilidad condicional de la VA x dado y se define como

A p(l‘,y)
p(y)

p(zly) (A3)

Definicién A.4 (Regla de la cadena).
A partir de (A.3)) se obtiene la regla de la cadena (de probabilidad), la cual se encuentra
dada por

p (xnaxn—h "'71.1) =p (mn’xn—h‘rn—Q? "'7'7;1) -p (mn—l-,xn—Q; "'7'%.1) <A4)

Note que dicha propiedad permite obtener la densidad conjunta a partir de condicionales.

Al repetir dicho proceso con cada término final de (A.4) se obtiene

n

P (Zn, Tn-1,...,21) ZHP(%‘!CI?LZ‘—H (A.5)

i=1
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Definicién A.5 (Desigualdad de Cauchy-Schwartz).
Dadas 2 wvariables aleatoria x e y, se tiene que la desigualdad de Cauchy-Schwartz se

encuentra dada por

1€ {zy}® < € {Jayl}® < € {2} € {v*} (A.6)
Teorema A.1 (Bayes).
_r(ylz)p(z)
p(zly) = v ) (A.7)

Note que el teorema de Bayes permite intercambiar condicionantes.

Definicién A.6 (Desigualdad de Jensen).

Sea y una variable aleatoria y f () una funcion convexa continua, entonces

FEWH <&{f ()} (A.8)

Dicho resultado también es aplicable a esperanzas condicionales de la siguiente manera

FE{yle}) <E€{f (y) |z} (A.9)

Las definiciones y teoremas aqui presentados se pueden revisar en [91, Capitulo 1].
Para mayor informacion acerca de procesos estocasticos y variables aleatorias se sugiere
revisar [83,91H93].

A.2. Algoritmo maximizacién de la esperanza EM

El algoritmo de maximizacion de la esperanza, mas conocido como Expectation-
Maximization o EM, es un algoritmo iterativo que permite solucionar el problema de
estimacion mediante maxima verosimilitud en modelos probabilisticos que involucran
variables latentes ZI

Resulta instructivo analizar el algoritmo EM como un procedimiento sistematico
que consisten en separar un problema dificil en dos nuevos problemas estrechamente
vinculados, los cuales son (idealmente) mas manejables que el problema original. Esta

separacién del problema corresponde a la clave del algoritmo EM.

'El término variable latente es adoptado a partir de estadistica y se refiere a una variable que no
es directamente observada. Debido a esto, las variables latentes deben ser inferidas (mediante un modelo
matemadtico) a partir de otras variables, las cuales si pueden ser observadas, i.e. medidas. A las variables
latentes también se les conoce como variables ocultas o variables no-observables y particularmente

dentro de la literatura de EM como datos faltantes o datos incompletos
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De manera més formal, el algoritmo EM es un método iterativo que alterna entre
el calculo de una esperanza condicional y su posterior maximizacién, de ahi el nombre
maéximizacién de la esperanza. A continuacién se presenta el desarrollo del algoritmo EM
bésico para la identificacién de sistemas dindmicos, basado en [162].

Para ello, considere en primer lugar el problema de estimacion mediante maxima

verosimilitud, abordado previamente en la Seccién el cual se encuentra dado por

Orrr, 2 arg max Ly (0), Ex(0) =logps(Y), (A.10)
€

con Y = y1.n. La estrategia del algoritmo EM consiste en separar el problema de
estimacion mediante maxima verosimilitud en dos problemas vinculados, los
cuales son (idealmente) més manejables que el problema original. Esta separacién se lleva
a cabo al explotar la estructura inherente al modelo probabilistico, lo cual es explicado

en detalle a continuacién.
En vez de estudiar la formulacién original del estimador de méaxima verosimilitud
(A.10), el cual involucra £y () = logpy (Y), el algoritmo EM se basa en el siguiente

logaritmo de la funcién de verosimilitud conjunta

0 (Z2,Y) =logpy (Z,Y), (A.11)

donde Z corresponde a las variables latentes. La idea central del algoritmo EM es con-
siderar la funcién logaritmo de la verosimilitud conjunta de los datos observados
Y y las variables latentes Z.

Si bien este paso resulta algo confuso de entender en un principio, las razones por las
cuales se realiza se esclareceran posteriormente. Una forma de recuperar ¢y (Y) a partir

de ly (Z,Y) es a partir de la definicién de probabilidad condicional

P (Z]Y) = p;ﬁy’)/) (A12)

la cual nos permite establecer la siguiente conexién

logpg (Y') = logpy (Z,Y) —logpy (Z|Y) (A.13)
£o(Y) Lo(Z,Y)

Sea 0, el vector de pardametros estimados de 6 para la k-ésima iteracion del algoritmo.

Entonces, el problema de separacion previamente mencionado es obtenido al integrar
(A.13) respecto de pg, (Z|Y'), mediante lo cual se obtiene

logpy (V) = /logpg (Z,Y)pe, (Z|Y)dZ — /logp9 (ZY ) pe, (Z|Y)dZ
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= gOk- {p9 (Zv Y) |Y} - ng {pe (Z‘Y) ’Y} : (A'14)

£9(0,0) £V(0,01)

Note que en la ecuacién anterior se utiliza el hecho de que

[ 10800 ()b, (217)dZ = 1og o (). (A.15)

Resulta importante notar que se ha supuesto que las variables latentes son continuas.
No obstante, no hay nada que impida derivar el algoritmo EM para variables latentes
discretas, la Unica diferencia es que las integrales en deben ser reemplazadas por
sumatorias.

A continuacion se estudia la diferencia en el logaritmo de la funcién de verosimilitud

lp (Y), al ser evaluada en dos valores diferentes, dados por 6 y 6y, es decir
lo (Y) — Lo, (V) = (Q(0,0k) — Q(0k,0k)) + (V (0k, k) =V (0,01)) , (A.16)

donde Q (6,0y) y V (0, 0y) corresponden a las definiciones presentes en (A.14]). Al analizar
(V (0, 0;) —V(0,0;)) con mayor detalle y utilizar la definicién de V (6, ;) presente en
(A.14) se tiene

V(@k,gk) -y (9,91.;;) = /log (%) pgk (Z|Y) dzZ

— &, { - tog (2 20 ‘y} (A.17)

Dado que el logaritmo negativo es una funcién convexa (ver Definicién |B.1)) es posible
utilizar la desigualdad de Jensen (ver Definicién |A.6)) para establecer lo siguiente

Do (Z|Y)>‘ } {pe (Z|Y)‘ }
Ep A —log| L ||V + > —log&y § 22— 2|V
Gk{ © (Pe (2Y) =TT e (21Y)
= —log/pg (ZY)dzZ =0, (A.18)
lo cual prueba que
V (0k,0r) — V (0,0r) > 0. (A.19)

Entonces, al utilizar este resultado en (A.16) y elegir un nuevo pardmetro, tal que
Q(0,0r) > Q(0,0k), se incrementa la funcién de verosimilitud o, en el peor de los

casos, se mantiene, i.e.
Q (9, Gk) >Q (Qk, Qk) = 69 (Y) > f@k (Y) . (A.QO)

Lo cual sugiere que, al obtener Q (6, 6;) utilizando la definicién presente en (A.14) y
posteriormente maximizar dicho resultado respecto de 6 se obtiene una nueva estima-
cién para 6 dada por 6. Luego, debido al resultado dado por (|A.20)) se tiene que esta
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nueva estimacién produce un valor superior o al menos igual de la funcién de verosi-
militud respecto de la estimacion previa, dada por 0x11. Este procedimiento se repite

hasta lograr la convergencia del algoritmo como se puede apreciar a continuacién en el

Algoritmo

Algoritmo A.2.1: Pseudo-cédigo para el algoritmo maximizacién de la espe-

ranza (EM).
Entrada: La condicién de detencién del algoritmo StopCondition() y la

estimacién inicial para el vector de parametros 6;,;
Salida : El vector de pardametros estimado 6.
k+0;
0o < Oini ;

=

N

3 while - StopCondition() do
Expectation (E)-step:

4 | Q(0,0) « &, {logpe (Z2,Y) [V} = /logpe (Z,Y) py, (Z2|Y)dZ ;
Maximization (M)-step:

5 Orp+1 = argmax Q (6,0%) ;
9

6 k+—k+1;
7 end

return 6 ;

03]

Existen numerosas maneras de abordar la convergencia del algoritmo EM (StopCondition).
Una manera cominmente utilizada es monitorear el valor del logaritmo de la funcién de
verosimilitud y declarar la convergencia del algoritmo cuando el aumento cae por debajo
de cierto umbral arbitrario e, > 0 (cuyo valor por defecto es generalmente £, = 1079).
Es decir

‘ggkﬂ (Y)— ggk} < gy. (A.21)

Otra manera de verificar la convergencia del algoritmo es controlar el cambio en el valor

de los parametros entre iteraciones e indicar que el algoritmo ha convergido cuando
Ok1 — Oklly < ep (A.22)

para algin ep > 0 predefinido.
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A.2.1. Ejemplo numérico

A continuacién se presenta un ejemplo sencillo de identificacién de sistemas en va-
riables de estado mediante el algoritmo EM (ver [162, Seccién 3 y 4]). La ventaja de
considerar un ejemplo sencillo es que facilita la comprensién del algoritmo. Considere

entonces el siguiente sistema escalar descrito en variables de estado

e = Oxy + vy (A.23a)
Yy = 0,021 + ey, (A.23b)

con vy ~ N (0;0,1), e, ~ N (0;0,1) y vy L ey, es decir independientes. Adicionalmente
se asume que el estado inicial del sistema es conocido z; = 0. El pardmetro verdadero
del sistema se encuentra dado por 6 = 0,9.

Entonces, el problema de identificacion consiste en determinar 6 a partir de las ob-
servaciones Y = {y1,¥2,...,yn} mediante el algoritmo EM. Para ello se consideran los
estados del sistema Z = {x1,z2,...,2nx} como variables latentes, lo cual tiene sentido,
puesto que al conocer los estados del sistema se puede recuperar el pardmetro 6 facilmente
mediante una regresion lineal.

El desarrollo completo del algoritmo para el ejemplo presentado (es decir, la obtencién
de la expresién para el paso-E y el paso-M) se puede revisar en [162, Seccién 3|, por
ende es omitido. El caso general de identificacion de sistemas en variables de estado se
encuentra en [46].

A continuacién se presentan los resultados obtenidos a partir de siete estudios de
Monte-Carlo realizados, utilizando 1000 realizaciones de observaciones Y = {y1,y2, ..., yn }
en cada uno. La diferencia entre los estudios es el nimero de muestras N utilizados en
cada uno. La inicializacion del pardametro a estimar se encuentra dado por 6y = 0,1 para

todas las realizaciones de Monte-Carlo.

N 100 200 500 1000 2000 5000 10000

6 | 08716 0,8852 0,8952 0,8978 0,8988 0,8996 0,8998

Tabla A.1: Estadisticas de la simulacién de Monte-Carlo al estimar 6 mediante el algoritmo EM

para el sistema (A.23)).

Los resultados de la simulacién de Monte-Carlo se presentan en la Tabla[A.T], donde se
encuentra el valor medio de la estimacién obtenida 6 para diferentes longitudes de datos
N. Se puede apreciar la consistencia del algoritmo, dado que al aumentar el nimero de
muestras, el parametro estimado tiende al valor real dado por 8 = 0,9.

A continuacién, en la Fig. se presentan graficos del logaritmo de la funcién de
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verosimilitud y la funcién auxiliar para diferentes iteraciones k del algoritmo EM, con

la finalidad de ilustrar de mejor manera su comportamiento. Se consideran N = 1000

datos para la obtencién de dichas figuras.

0 T T 0 T T
— Ly(Y) — (YY)
—100 —o@,0) || ' —— (6,61
—200 | 1 —200 | B
—300 | / | =300 | — | a
7/\
400 7’—“ \ —400 ¢
—500 |- - =500 - \
—600 | 1 —600 ]| h
_700 | | | | | | _700 | | | | |
0 02 04 06 08 1 12 0 02 06 08 1 12
E=1 k=2
0 T T I I 0 T I I
i — % || | — %m |
—100 — o0 || 1O —— Q6,61
—200 | | —200 | _
— ]
~3001 — 1 —300 §
—400 | \ —400
—500[ N 500 §
—600 | 1 —600 §
_700 | | | | | | _700 | |
0 02 04 06 08 1 12 0 1 1.2

Fig. A.1: Logaritmo de la funcién de verosimilitud £y(Y") y funcién auxiliar Q (6, 6;) para dife-
rentes iteraciones k del algoritmo EM para el sistema (A.23)

En la Fig se observa el logaritmo de la funcién de verosimilitud ¢4(Y) para el

sistema, . En dichas figuras es posible apreciar el comportamiento de la funcién
auxiliar Q (0, 0y), obtenida en el paso-E del algoritmo. Posteriormente, en el paso-M se
maximiza dicha funcién, lo cual se encuentra representado con una linea vertical de color
negro. Note la naturaleza creciente (ver ) de la funcién auxiliar respecto de las
iteraciones del algoritmo.

A.2.2. Lecturas complementarias

e La fuente original del algoritmo se encuentra en [44], donde se proporciona el
primer procedimiento sistematico del método y se acuna el nombre maximizacién

de la esperanza.
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Una explicacién detallada del algoritmo EM, junto a ejemplos y bibliografia adi-

cional se encuentra en [162].

En [163] se encuentra una descripcién general del algoritmo EM para la identifica-

cion del sistemas.

Una descripcién més detallada del algoritmo se presenta en [78], junto a multiples

aplicaciones en diversas areas.

La identificacién de sistemas en variables de estado mediante el algoritmo EM se
puede revisar en [46], mientras que una extension a sistemas no-lineales se encuentra

en [73].

La utilizacién del algoritmo EM para la estimaciéon paramétrica de un modelo de

mezcla de distribuciones gaussianas se encuentra en [36},50,106,{152].

En [164}/165] se encuentra un toolbox para la identificacién de sistemas mediante

el algoritmo EM en Matlab y Octave y su documentacién asociada.
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Apéndice B

ALGORITMOS DE
OPTIMIZACION GLOBAL

Los problemas de optimizacion son transversales a la mayoria de los campos de
estudio, tales como ciencia, ingenieria, matématicas y fisica aplicada, tecnologias de la
informacion, entre muchos otros [166-168]. Debido a esto, representa una importante drea
de investigacién al desarrollar nuevos algoritmos de optimizacién [169,170] y verificar su

comportamiento ante diversos criterios de prueba (e.g. [171,172]).

B.1. Breve Introduccién

La optimizacién se define (matematicamente) como la bisqueda de una combina-
cion de pardmetros, o variables de decision (r = x1,T2,23,....,2n, € R™) las cuales
optimizan (al minimizar o mazimizar) una cantidad ordinal (c) (usualmente un esca-
lar, el cual se denomina costo) asignada por una funcidn objetivo o funcion de costo
f(z). La funcién objetivo puede encontrarse o no sujeta a un conjunto de restricciones
(9(x) = {g1(x), g2(), ..., gn(x)}), las cuales corresponden usualmente a limitaciones del
drea de busqueda x € X CR"™, o restricciones dadas por limitaciones de diserio general-
mente descritas mediante igualdad g.(z) =0 o de desigualdad g;(z) < 0.

Para mayor informacién acerca de optimizacién se sugiere revisar [1541|166}/170,/173,
174]. Cabe destacar los manuales de usuario asociados a los toolbox de optimizacién
y optimizacién global de MATLAB, puesto que presentan una introduccién a distintos
algoritmos, los pardmetros asociados a éstos, junto con aplicaciones y ejemplos.

Entonces en términos generales, el problema de optimizacién puede ser escrito como

min f(x) sujeto a

reX
gi(x) <0
ge(x) =0 (B.l)

124
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El objetivo es encontrar el éptimo o mejor plan (al minimizar o maximizar el cos-
to ¢ dado por f(x)) para las variables de decisién x. Resulta importante distinguir la

diferencia entre un éptimo local y un 6ptimo global, lo cual se ilustra en la Fig.

15 T T T ]

Minimos locales

—
e}
T

Minimo global

Fig. B.1: Optimo global y local.

En la Fig. se puede apreciar un funcional costo f(z) graficado para diversos
valores de x dentro de la regién de busqueda o interés X. Denominaremos 6ptimo local
al mejor resultado obtenido en una vecindad en torno a él y 6ptimo global al mejor

resultado dentro del area de busqueda X.

Observacion B.1. Cabe destacar que el estudio de optimizacion comprende una gran
cantidad de disciplinas especializadas basadas generalmente en una clasificacion super-
puesta [168,|170,175]. Por ejemplo, respecto de las variables de decision, los problemas se
pueden clasificar en univariados o multivariados. El tipo de variables de decision puede
ser continuo, discreto o de permutacion de variables. Las dependencias entre las variables
en el funcional de costo define especialidades como programacion lineal, programacion

cuadrdtica, programacion no-lineal. \V/

Estrategias tradicionales de optimizacién |154] corresponde a métodos de optimiza-
cién mateméticos usualmente basados en gradientes (por ejemplo el método de Newton
o Descenso de Gradiente que utilizan derivadas para encontrar el minimo local). Dichos
métodos presentan numerosas cualidades atractivas, tales como efectividad [166] (pro-
piedad del algoritmo respecto de su habilidad para encontrar el 6ptimo), eficiencia [166]
(asociado al esfuerzo requerido para encontrar el 6ptimo), no obstante se encuentran
limitados a una clase particular de problemas denominados convexos [154,174]. A con-

tinuacion se presenta la definicion de funcién convexa:
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Definicion B.1. La funcion f: R™ — R es convexa ssi
Ve, wo € RPAVE€[0,1] 1 f(tx1 + (1 —t)z2) < tf(x1) + (1 —1t)f(x2) (B.2)

Dicha definicién se puede apreciar de mejor manera en la Fig.

tf (@) + (1 — 1) f(z2)

i
1 tey + (1 —t)z2 Z2

f(tZl + (1 — t).TQ) -i-

Fig. B.2: Funcién convexa.

Dichas estrategias poseen limitaciones ante problemas de mayor dificultad, los cua-
les usualmente poseen miultiples éptimos locales (multi-modales), discontinuidades, no-
linealidades, o se encuentran fuertemente restringidos, por mencionar algunas dificulta-
des (en [175] se presenta un anédlisis detallado de las razones por las cuales los enfoques
tradicionales no son adecuados para problemas més complejos).

Por estas y otras razones han surgido principalmente en las ultimas décadas estrate-
gias no convencionales denominadas metaheuristicas. En este contexto, una heuristi-
ca es un algoritmo que encuentra una solucién “suficientemente buena” a un problema,
aun cuando no es posible probar si dicha solucién es éptima |175].

Los métodos heuristicos poseen generalmente un compromiso en cuanto a precision,
calidad y exactitud en favor del costo computacional.

De manera similar a las heuristicas, las metaheuristicas deben ser consideradas como
algoritmos (o estructuras) que pueden ser aplicadas a diferentes problemas de optimiza-
ciéon mediante pequeinias modificaciones y ajustes a fin de ser adaptadas a un problema
especifico [176}/177].

La principal diferencia radica en que las metaheuristicas han sido concebidas tratando
de extender las capacidades de las heuristicas al combinar uno o més métodos heuristicos
(o procedimientos) mediante una estrategia de alto nivel (por ello el “meta”).

Algunos autores [178] han descrito las propiedades que definen las metaheuristicas

de la siguiente manera

e Son estrategias que guian el proceso de bisqueda.
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e El objetivo es explorar el espacio de busqueda para encontrar soluciones cuasi-

Optimas.

e Las técnicas que constituyen las metaheuristicas varian desde bisquedas locales

simples hasta procesos de aprendizaje complejos.
e Los algoritmos son aproximados y usualmente no-deterministicos.

e Generalmente incorporan mecanismos para evitar el quedar atrapados en ciertas

areas del espacio de busqueda.
e No son especificas para un problema.

e Actualmente las metaheuristicas avanzadas utilizan la experiencia de la busqueda

(incorporada mediante alguna clase de memoria) para guiar la biisqueda.

e Debe poseer un balance entre exploracion del espacio de busqueda y explotacion
de Optimos locales encontrados. La explotacion se define como la capacidad del
algoritmo de optimizacién para mejorar la mejor soluciéon que ha encontrado hasta
ahora buscando en un area pequena entorno a dicha soluciéon. Mientras que la
exploracién de un algoritmo, describe la capacidad del algoritmo para salir del

o6ptimo actual y buscar una mejor solucién.

Algunos ejemplos de metaheuristicas son la buisqueda local iterada, la bisqueda Tabu,
los algoritmos genéticos, la optimizaciéon de colonia de hormigas, el recocido simulado,
entre muchos otros. A continuacion se presentan algunos algoritmos de optimizacion
global heuristicos y un método basado en un patréon de busqueda. Posteriormente se
realiza una evaluaciéon comparativa con la finalidad de encontrar un candidato adecuado

para la solucién del problema de optimizacién propuesto en el Capitulo

Observacion B.2. Cabe destacar que para maximizar la funcion objetivo basta con

minimizar el negativo de ésta y viceversa. \V4

B.2. Recocido Simulado (Simulated Annealing)

El recocido simulado (también conocido como Simulated Annealing (SA)) es un al-
goritmo de optimizacion global que pertenece a las dreas de optimizacion estocastica y

metaheuristicas.

B.2.1. Inspiracién

Este algoritmo se encuentra inspirado en el tratamiento térmico llamado recocido

en metalurgia. En dicho proceso el material es calentado hasta cierta temperatura para
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posteriormente enfriarlo lentamente en condiciones controladas con la finalidad de per-
mitir la formacién de estructuras cristalinas e incrementar el tamano de estas junto con
reducir posibles defectos en el material. El efecto obtenido en el material corresponde a
mejoras en cuanto a dureza y durabilidad del material. El calor incrementa la energia de
los dtomos, permitiendo que se muevan libremente, mientras que el esquema de enfriado
paulatino permite la formacién de nuevas configuraciones de baja energia (estructuras

cristalinas).

B.2.2. Metafora

Cada candidato a solucion en el espacio de buisqueda representa un diferente estado
de energia interna del sistema. El aumento de temperatura resulta en una relajacién del
criterio de aceptacion de los posibles candidatos a solucién. A medida que el sistema
se enfria, el criterio de aceptacién de los candidatos se riguriza con el fin de centrarse
en encontrar mejores candidatos. Una vez que el sistema se ha enfriado, el candidato a

solucién representa una muestra en o cercana al éptimo global.

B.2.3. Estrategia y procedimiento

El objetivo es localizar la configuracién que posea el menor costo dentro del espa-
cio de busqueda. La estrategia del algoritmo para llevar a cabo esta tarea consiste en
re-muestrear probabilisticamente el espacio de busqueda en busca de un nuevo candi-
dato. La aceptacién de dicho candidato por sobre la muestra actualmente almacenada
es administrada por una funcién probabilistica que se vuelve mas exigente o rigurosa a
medida que transcurre el tiempo.

Este criterio de decisién probabilistico se basa usualmente en el algoritmo Metropolis-
Hastings para simular muestras de un sistema termodinamico.

Un pseudo-cédigo generalizado del algoritmo SA para minimizar un funcional de costo
se puede apreciar en el Algoritmo
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Algoritmo B.2.1: Pseudo-c6digo para el algoritmo Recocido Simulado (SA).

Entrada: El tamano del problema P;,., el nimero maximo de iteraciones Njzer,
la funcién de costo Cost (-), la temperatura maxima temppqz, €l
limite superior U (opcional) y el limite inferior { (opcional).

Salida : Mejor solucién Spes y su costo asociado Ches.

1 Scurrent < CreateInitialSolution(Psize, U,l) ;
2 Ceurrent < Cost (Scurrent) ;

8 Shest < Scurrent ;

4 Cpest + Cost (Spest) ;

5 for i =1 to Ny, do

6 S; « CreateNeighborSolution(Scurrent, U, 1) ;
7 tempeyrrent < CalculateTemperature (i,tempmaz) ;
8 C; < Cost (5;) ;

9 if C; < Ceyprent then

10 Securrent < Si ;

11 Ceurrent < Ci ;

12 if C; < Cpest then

13 Shest < Si ;

14 Chest < Ci ;

15 end

16 else if EXP(M) > Rand() then

tempeurr

17 Scurrent < Si ;

18 Ceurrent < Ci ;

19 end

20 end

21 return Spes, Chest ;

B.2.4. Algunas consideraciones

e El algoritmo de recocido simulado fue diseniado originalmente para problemas de
optimizacion combinatoria, no obstante se encuentra adaptado para optimizacién

de funciones continuas.

e En [179] se demuestra que para un periodo de enfriamiento suficientemente extenso,
el algoritmo converge de manera casi segura hacia el éptimo global. No obstante el
nimero de muestras necesarias para la convergencia puede ser incluso mayor que

el nimero total de muestras presentes en el espacio de bisqueda, por ende dicho
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resultado no posee utilidad practica real.

El desempeiio del algoritmo para un problema particular se puede mejorar mediante
un esquema adecuado de seleccién del nuevo candidato (a través de la funcién que
crea la nueva solucién en la vecindad de la actual) que sea menos propenso a generar

candidatos con costos mas altos.

Reiniciar el proceso de enfriamiento utilizando la mejor solucién encontrada hasta

el momento puede conducir a mejores resultados en algunos casos.

El método de aceptaciéon mas comin (no obstante existen varios en la literatura)
es aceptar siempre soluciones mejores y aceptar soluciones peores con una proba-
bilidad dada por P, {acept} <+ exp (C_TC/) donde T representa la temperatura

actual, C el costo (o energfa) de la solucién actual y C” el costo del candidato.

El tamafio de la vecindad utilizado para la generacién del nuevo candidato puede
cambiar en el tiempo o encontrarse influenciado por la temperatura, comenzando
inicialmente con una vecindad amplia y estrechdndose a medida que se ejecuta el

algoritmo.

En muchos casos se utiliza un método heuristico especifico para el problema para

proveer una solucién inicial.

B.2.5. Lecturas complementarias

B.3.

La fuente original del algoritmo se encuentra en [180,/181], mientras que la demos-

tracién de convergencia se puede revisar en [179).

Un anélisis detallado del método expuesto y mejoras tales como recocido simulado

adaptativo, templado simulado y métodos hibridos se encuentra en [182].

En [183,|184] es posible revisar con mayor detalle la teoria, procedimiento y apli-

caciones del método.

En [185"1-] se encuentra una aplicaciéon del método de recocido simulado en identi-

ficacion de sistemas, particularmente en el diseno éptimo de entrada.

Algoritmo genético (Genetic Algorithm)

El algoritmo genético (més conocido por su nombre en inglés, Genetic Algorithm

(GA)) corresponde a un estrategia adaptativa y una técnica de optimizacién global. El

!Disponible en https://www.control.isy.liu.se/reglermote2014/modules/request . php?module=

oc_program&action=summary.php&id=33.


https://www.control.isy.liu.se/reglermote2014/modules/request.php?module=oc_program&action=summary.php&id=33
https://www.control.isy.liu.se/reglermote2014/modules/request.php?module=oc_program&action=summary.php&id=33
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algoritmo genético pertenece al area de computacién evolutiva y se encuentra emparen-

tado a una extensa lista de técnicas.

B.3.1. Inspiraciéon

El algoritmo genético se encuentra inspirado, tal como lo implica su nombre, en
la genética (incluyendo la herencia y frecuencia de genes) y la teoria evolutiva de la
poblacién. Ademas, incluye la estructura de la genética mendelianaE] (como cromosomas,

genes y alelos) y sus mecanismos (recombinacién y mutacion).

B.3.2. Metafora

Individuos pertenecientes a una poblacién contribuyen con su material genético (co-
nocido como genotipo) de manera proporcional a la idoneidad de su genoma expresado
(denominado fenotipo) a su entorno en forma de descendencia. La siguiente generacién
de individuos se crea a través de un proceso de apareamiento, el cual implica recombi-
nacion de dos genomas individuales de la poblacién junto con la introduccién de errores
de copia aleatoria (llamada mutacién). Este proceso iterativo puede resultar en un mejor

ajuste entre los fenotipos de los individuos de una poblacién y su entorno.

B.3.3. Estrategia y procedimiento

El objetivo del algoritmo genético es maximizar los resultados de las soluciones can-
didatas o individuos pertenecientes a una poblacién respecto de una funcién de costo. En
este contexto cada individuo representa una soluciéon candidata al problema, cuya infor-
macién se encuentra codificada en su genoma. La estrategia para el Algoritmo Genético
es emplear repetidamente los mecanismos genéticos de recombinacién y mutacion en la
poblacion de candidatos a solucién. La funcién de costo es aplicada a la representacién
decodificada de cada candidato gobernando las contribuciones probabilisticas de super-

vivencia hacia la siguiente generacion, lo cual es denominado mecanismo de seleccion.

Existen numerosas codificaciones empleadas en algoritmos genéticos para representar
las soluciones candidatas como individuos. Las m&s comunes son codificacién binaria
y codificacién real. Dichos individuos son sometidos a los procesos de recombinacion,

mutacion y seleccién las cuales describiremos brevemente a continuacion.

2debido a Cregor Johann Mendel y sus estudios sobre genética.
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Recombinacién (crossover)

La recombinacién es un operador genético utilizado para generar variacién genética
en los individuos de una generacién a la siguiente. Es andlogo a la recombinacion de la
reproduccion sexual biolégica. Existen muchas técnicas de recombinacion dependiendo de

la codificacién utilizada. A continuacion revisaremos algunos ejemplos de recombinacion

binarios (ver Fig. [B.3)

e Recombinacién en un punto (One point crossover): Se selecciona un punto
en el vector del primer parental. Todos los datos ubicados a continuacién de di-
cho punto son intercambiados entre ambos vectores parentales originando de esta
manera la descendencia (ver Fig. [B.3al).

¢ Recombinacién en dos puntos (Two points crossover): De manera andloga
a la recombinacién en un punto se seleccionan dos puntos en el primer vector
parental. Los datos ubicados entre ambos puntos se intercambian entre ambos
vectores parentales originando la descendencia (ver Fig. .

¢ Recombinacién uniforme (Uniform crossover): Se crea un vector de recom-
binacién utilizando una distribucién de Bernoulli con probabilidad P ossover Para
cada elemento del vector. Dicho vector indica la procedencia de cada elemento del

vector de la descendencia (1 corresponde al primer vector parental y 0 al segundo)

(ver Fig. B.3d).
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Padres Descendencia

[1[o]1]1]ofo]1]0]1] [1[o]1]o1]1]0] 1] 0]
—
[oJoft]of1[1[0[1]0O] [oJof1]1]ofo[1][0]1]

Punto de recombinacién Punto de recombinacién
(a) Recombinacién en un punto.

Padres Descendencia

[1]o[1][1]o]o]1]o[1] [1]o[1]o]1]1]o0]0]1]
—
[o]o[1]o]1]1]0]1]0] [oJo[1]1]o]o] 1] 1]0]

Puntos de recombinacién Puntos de recombinacién
(b) Recombinacién en dos puntos.

Padres Descendencia

[1[oft[1][ofo[1[0]1] [oJo[1]o[1]0[0]0]1]
—
[oJo[t[o[1[1[0[1]0O] LLfo[1][1]o[1[1]1]0O]

Vector de recombinacion

Lofo]1]ofof1]of1]1]

(¢) Recombinacién uniforme.

Fig. B.3: Ejemplos de recombinacién binaria.

Mutacién (Mutation)

La mutacién es un operador genético usado para mantener la diversidad genética
de una poblacién. Es analogo a la mutacién biolégica. El propdsito de la mutacién es
proveer un mecanismo para escapar de los éptimos locales, asi como desplazar a los indi-
viduos hacia zonas del espacio de bisqueda que no pueden ser alcanzadas por medio de
otros operadores genéticos. El operador de mutacién binario tradicionalmente utilizado
consiste en la modificaciéon de un bit aleatorio del genoma del individuo seleccionado.
Esta modificacién se efectiia con una probabilidad preestablecida dada por Pputation. En

la Fig. es posible apreciar un ejemplo de mutacién binaria.
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Descendencia Nueva descendencia

Lot tfofof1]of 1} === [1]O] 1] 1]O] 1] 1]O] 1]

Fig. B.4: Mutacién binaria.

Seleccién (Selection)

La seleccion es el proceso mediante el cual se eligen individuos a partir de una po-
blacién, con el objeto de ser reproducidos mediante el operador de recombinacién. Este
operador es andlogo a la seleccion natural. Si bien existen varios mecanismos de seleccion,

a continuacién presentaremos algunos

e Seleccién de ruleta (Roulette-wheel Selection): tambien conocida como se-
leccién proporcional a la funciéon de desempeiio. Sea N el numero de individuos y
fi el desempeno del i-ésimo individuos (dado por el funcional de costo). La proba-

bilidad asociada a su seleccién se encuentra dada por

fi
; = B.3
! Zjvﬂ i (3

Esta seleccion permite que los mejores individuos sean elegidos con mayor proba-
bilidad, pero al mismo tiempo permite a los peores individuos ser elegidos, lo cual

puede ayudar a mantener la diversidad de la poblacién.

e Seleccién por truncamiento (Selection by Truncation): Los individuos son
ordenados segin su desempeno. Posteriormente se reproduce solo una proporcién
arbitraria de ellos (predefinida), eliminando los individuos de peor desempeiio, lo

cual destruye la diversidad y por ende no es muy utilizada en la practica.

e Seleccién por torneo (Tournament Selection): Efectuada mediante un torneo
(comparacién basada en el funcional de costo) entre un pequetio subconjunto de

tamano arbitrario de individuos elegidos al azar desde la poblacién.

En el Algoritmo se presenta un pseudo-cédigo generalizado para el algoritmo

genético
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Algoritmo B.3.1: Pseudo-c6digo para el algoritmo genético (GA)

1

2

w

11
12
13
14
15
16

Entrada: El tamaifio de la poblacién Popg;.., €l tamano del problema Probs; e,
la probabilidad de recombinacién P, ossover, 1a probabilidad de
mutacion Pputation-

Salida : Mejor solucién Spes: y su costo asociado Ches.

Population < InitializePopulation (Popsize, Probsize) ;

EvaluatePopulation (Population);

(Spest, Chest)  GetBestSolution (Population);

while — StopCondition() do

Parents < SelectParents (Population, Pops;ze) ;

Children < 0 ;

foreach Parenti, Parent, € Parents do

Childy, Childy < Crossover (Parenty, Parents, Perossover) ;
Children < Mutate (Childy, Phutation) ;
Children <« Mutate (Childs, Pputation) ;

end

EvaluatePopulation(Children) ;

(Shest, Chest) < GetBestSolution (Children);

Population < Replace (Population,Children)
end

return Speg, Crest ;

B.3.4. Algunas consideraciones

e Resulta deseable adoptar representaciones especificas para el problema y opera-
dores genéticos personalizados, incorporando tanta informacién previa sobre el el

problema como sea posible.

e El tamafio de la poblacién Popg;.. debe ser lo suficientemente grande como para
proporcionar una cobertura suficiente del dominio del problema y garantizar una

adecuada mezcla de los individuos mas adecuados [186].

e El algoritmo genético se ha configurado tradicionalmente utilizando una alta pro-
babilidad de recombinacién (entre el 95[%]-99( %] de la poblacién seleccionada) y

una baja probabilidad de mutacién (usualmente cercano al 5[ %]) |187,/188].

e En algunas versiones del algoritmo se utiliza elitismo, lo cual se refiere a un ntime-

ro arbitrario (seleccionado por el usuario) de individuos inmunes a los procesos de
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seleccién, recombinacién (crossover) y mutacién. Este proceso garantiza la super-

vivencia de las mejores soluciones entre generaciones.

El proceso de seleccion de soluciones candidatas proporcional a su aptitud (da-
da por el funcional de costo) para contribuir a la siguiente generacién no debe
ser demasiado ambiciosa (debido a que puede evitar la generacién de soluciones

candidatas més adecuadas) ni demasiado aleatoria.

B.3.5. Lecturas complementarias

La fuente original del algoritmo genético se encuentra en [189-191].

En [192] se presentan algunas aplicaciones de control adaptativo y optimizacién de

funciones.

Algunos resultados, aplicaciones y marco tedrico junto con un anélisis de las capa-

cidades del algoritmo se presenta en [193].

Un tutorial detallado sobre los aspectos practicos y tedéricos del algoritmo genético

se encuentra en |194].

Un anélisis profundo sobre el método expuesto, aplicaciones y algoritmos desarro-

llados a partir de éste se puede revisar en [195,[196].

En [197] se encuentra una aplicacién del algoritmo genético en identificacién de
sistemas y control, particularmente en la estimacién de sistemas ARMAX y control

adaptativo.

B.4. Optimizacién mediante enjambre de particulas (Par-

ticle Swarm Optimization)

La optimizaciéon mediante enjambre de particulas (también llamado Particle Swarm

Optimization PSO) es un algoritmo de optimizacién perteneciente a las dreas de inteli-

gencia computacional, particularmente inteligencias de enjambre y colectivas.

B.4.1. Inspiracion

La optimizacién mediante PSO se inspira en el comportamiento social de alimen-

tacion de algunos animales, tales como el comportamiento de bandada en aves y el

comportamiento de cardumen en los peces.
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B.4.2. Metafora

Las particulas pertenecientes al enjambre se desplazan a través de un entorno si-
guiendo a los miembros mas calificados (dado por el funcional de costo) del enjambre,

dirigiéndose hacia las areas histéricamente mejores del entorno.

B.4.3. Estrategia y procedimiento

El objetivo del algoritmo es concentrar las particulas (que representan soluciones
candidatas) en torno al 6ptimo global del espacio de busqueda. Para ello distribuye
inicialmente las particulas de manera aleatoria en el espacio de bisqueda y les asigna
una velocidad inicial pequena aleatoriamente. Luego el algoritmo se ejecuta de manera
iterativa, actualizando la posicion de cada particula en funcién de su velocidad, el mejor
lugar conocido por ella y la mejor posicién conocida por una particula del enjambre.
La particulas son analizadas en cada iteraciéon mediante el funcional de costo. Con el
paso del tiempo, a través de una combinacién de exploracion y explotacién de buenas
posiciones conocidas del espacio de busqueda, las particulas se agrupan o convergen a
un 6ptimo.

El algoritmo PSO esta compuesto por una coleccién de particulas que se mueven en el
espacio de busqueda influenciadas por su mejor ubicacion pasada y la mejor ubicacién
pasada de todo el enjambre. En cada iteracion se actualiza la velocidad de una particula

mediante

vi(t+1) =wv;(t) + ((31 X Rand( ) x <p§-’65t —pi(t))> + ((32 X Rand( ) x (pgbest —pz-(t)»
(B.4)

donde v;(t+ 1) corresponde a la nueva velocidad para la i-ésima particula, ¢1 y ¢a repre-
sentan los coeficientes de peso para la mejor posicién individual y global respectivamente.
pi(t) representa la posicién de la i-ésima particula para el tiempo ¢, mientras que p?®*!
corresponde a su mejor posicién conocida. La mejor posicién conocida por el enjambre se
encuentra dada por pgpess- La funciéon Rand( ) genera muestras de una variable aleatoria
(RV) distribuida de manera uniforme en el intervalo [0, 1], es decir ~ U[0, 1].

La posicién de cada particula es actualizada mediante
pi(t+1) = pi(t) + vi(t) (B.5)

Un pseudo-cédigo generalizado para el algoritmo de optimizaciéon mediante enjambre
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de particulas se presenta a continuacién en Algoritmo

Algoritmo B.4.1: Pseudo-cédigo para el algoritmo de optimizacion mediante

enjambre de particulas (PSO).

Entrada: El tamafio de la poblacién Pops;,., el tamano del problema Probs;.,.
y los coeficientes de peso ¢; y ¢2 (mejor posicién individual, mejor
posicién global).
Salida : Mejor solucion Spes ¥ su costo asociado Chegy.
1 Population <+ 0 ;
2 Py pest 0
3 for i =1 to Popg;,e do

4 Pclocity < RandomVelocity( );
5 Pposition < RandomPosition( Probgi.e ) ;
6 Peost < Cost ( Pposition )3
7 Py vest < Pposition
8 if P.ost < Cost(P pest) then
9 Py best < Pppest ;
10 end
11 end
12 while - StopCondition() do
13 foreach P € Population do
14 Pyeiocity < UpdateVelocity ( Pyelocity, Py bests Ppbests C1,¢2 );
15 Pposition < UpdatePosition( Pposition; Poelocity );
16 Peost < Cost ( Pposition J;
17 if Prost < Cost(Pp pest) then
18 Py vest < Pposition ;
19 if Peost < Cost(Py pest) then
20 Py vest < Pposition ;
21 end
22 end
23 end
24 end

25 Sbest <~ Pg,best ;
26 Chest < Cost ( Py pest );

27 return Spes, Chest ;
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B.4.4. Algunas consideraciones

La velocidad méxima a la cual una particula se puede mover (cambio méximo de
posicién por iteracién) debiese ser limitada. Un criterio usual es restringirla a un

porcentaje del tamano del dominio (espacio de bisqueda).

Los coeficientes de peso ¢; y ¢ asociados a la mejor posicién personal y global

respectivamente se encuentran generalmente entre 0 a 4, usualmente 2.
En general se utiliza un nimero de particulas entre 20-50.

Existen variantes al Algoritmo en las cuales se introduce un término adicio-
nal en que representa el momentum o inercia de la particula, limitando de
esta manera el cambio en la velocidad. Otras variantes consideran vecindades de
particulas con buenos resultados en .

Dado que las particulas pudiesen eventualmente salir del espacio de bisqueda del
problema, generalmente se utiliza un coeficiente de penalizacién o son reflejadas

hacia el interior del dominio del problema.

B.4.5. Lecturas complementarias

La fuente original del algoritmo PSO se puede revisar en [198-200].

Algunas modificaciones relevantes al método original, como la introduccién de la

inercia, se encuentra en [201].

Una perspectiva moderna y diversas extensiones del algoritmo PSO se puede revisar
en [202].

Un anélisis centrado en las areas de aplicacién y referencias a estas se presenta
en [203].

En [204] es posible revisar con mayor detalle la teoria, procedimientos y otras

técnicas desarrolladas a partir del algoritmo PSO.

En [205] se encuentra una aplicacién de la optimizacién mediante enjambre de
particulas en identificacion de sistemas y control, particularmente en la identifica-
cién paramétrica de un sistema no-lineal y la optimizacién de un controlador PID.

En |206] el algoritmo es utilizado para identificar los pardmetros de un sistema IIR.
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B.5. Busqueda de patrones (Pattern Search)

El algoritmo de bisqueda de patrones (més conocido como Pattern Search (PS)),
también denominado busqueda libre de derivadas o bisqueda directa, es un método de
optimizacion que no requiere informacion acerca del gradiente de la funcién objetivo.
Este algoritmo pertenece a las areas de optimizacién metaheuristicas categorizado como
método de busqueda directa.

A diferencia de los métodos de optimizacién tradicionales, que utilizan informacién
sobre el gradiente o derivadas para buscar un punto 6ptimo, el algoritmo PS evalta un
conjunto de puntos alrededor del punto actual, buscando uno donde el valor de la funcién
objetivo sea mejor que el valor en el punto actual.

Dichos puntos ubicados en la vecindad del punto actual son conocidos como rejilla
(mesh). Dicha rejilla se forma agregando el punto actual a un multiplo escalar de un
conjunto de vectores llamado patrén (pattern). Si el algoritmo de bisqueda de patrones
encuentra un punto en la rejilla que mejora el costo de la funcién objetivo en el punto
actual, el nuevo punto se convierte en el punto actual en el siguiente paso del algoritmo
y el tamano de la rejilla aumenta. En caso contrario, el punto actual se mantiene y el
tamano de la rejilla disminuye.

El método de busqueda de patrones es utilizado usualmente para resolver problemas en

los cuales la funcién objetivo es no-diferenciable, o discontinua.

B.5.1. Estrategia y procedimiento

El objetivo del algoritmo es localizar el punto que posea el mejor (minimo o maximo)
costo dentro del espacio de bisqueda. Para llevar a cabo esta tarea, el algoritmo evaltia el
funcional de costo en el punto actual, dado por z(i) € R™. Cabe destacar que la posicién
inicial, es decir z(1) € R", es generado de manera aleatoria. Luego genera el conjunto de

vectores, denominado patrén como

pj (i) = {pPr}tp—1.n €ER"; J € [1,n]

1, si k=j
Pk = (B.6)
0, en otro caso.
donde n corresponde al tamano del problema (ntimero de dimensiones de las variables
de decisién). Note que se generan n vectores de dimensién n, los cuales al ser apilados
forman la matriz identidad I(n x n).
A partir del vector de patrones se genera la rejilla M (i) en torno al punto actual (i) de

la siguiente manera

M (i) = {mu (@) - (i) = x(i) + A(i)p; (1), Vi € [1,n]} (B.7)
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donde A(7) corresponde al tamano actual de la rejilla. Note que la cantidad de elementos
my pertenecientes a la rejilla M (i) esta dado por | = 2n.
Una vez generados los puntos de la rejilla son evaluados mediante el funcional de cos-
to. El elemento de la rejilla que posea el mejor costo es contrastado con el costo del
punto actual. Si dicho punto posee un mejor costo respecto del punto actual, entonces
en la siguiente iteracién tomara su lugar, es decir x(i + 1) = my(z) tal que my(i) =
min f(my(¢)) VI € [1,2n]. Junto con el desplazamiento del punto actual, se aumenta el
tamano de la rejilla A(i + 1) = c.rA(i), donde ¢.y > 1 € RT corresponde al coeficiente
de expansion de la rejilla.
En caso contrario, es decir si el mejor punto (en términos del funcional de costo) pertene-
ciente a la rejilla posee un peor desempeno que el punto actual, en la siguiente iteracion
se mantiene el punto actual, es decir z(i + 1) = (7). En este caso se contrae el tamano
de la rejilla, es decir A(i +1) = ¢.fA(i), donde ¢y < 1 € RT representa el coeficiente de
contraccién de la rejilla.
Lo anteriormente descrito se puede apreciar con mayor claridad en la Fig. El punto
central y los puntos de la grilla se encuentran representados por un triangulo negro y
circulos grises respectivamente. El costo asociado a ellos se encuentra al lado derecho de
cada posible solucién. Note que en la primera iteracién (Fig. la grilla se desplaza
hacia la abajo y se expande (Fig. . Luego se desplaza nuevamente hacia abajo y
expande (Fig. . En la dltima iteracién se puede apreciar la contraccién de la grilla,
puesto que el punto central posee el menor costo (Fig. [B.5d)

A continuacién en el Algoritmo se puede apreciar un pseudo-cédigo genera-

lizado del algoritmo de optimizacién mediante busqueda de patrones.

B.5.2. Algunas consideraciones

e El método de busqueda de patrones PS se encuentra estrechamente relacionado con
numerosos métodos, por ejemplo la bisqueda de la seccién dorada (Golden-section
search) y el método de Nelder-Mead [207].

e Los coeficientes c.f y c.f, que representan los factores de expansién y contraccién

respectivamente, se encuentran generalmente dados por c.y =2y c.y = 0,5.

e En |208] se demuestra la convergencia del algoritmo. Posteriormente en [209] se
demuestra que el algoritmo converge para una cierta clase de funciones. Fuera
de dichas clases el algoritmo es una heuristica que puede proporcionar soluciones

aproximadas utiles en varios problemas, no obstante puede fallar en algunos.

e Un criterio usualmente utilizado es detener el algoritmo cuando el tamano de la

rejilla es menor que cierto valor predefinido, es decir A(i) < e, e << 1 € R.
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Fig. B.5: Comportamiento del algoritmo de optimizacién mediante biisqueda de patrones (PS)

para diferentes iteraciones.

e El algoritmo propuesto presenta un patrén de busqueda fijo, definido por el con-
junto de vectores dado por . No obstante existen variaciones en las cuales se

rota o cambian los vectores de busqueda.

B.5.3. Lecturas complementarias

e La fuente original del algoritmo de bisqueda de patrones (PS) se puede revisar en

[210], mientras que la demostracién de convergencia se puede revisar en [208},209].
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Algoritmo B.5.1: Pseudo-cédigo para el algoritmo de optimizacion mediante

busqueda de patrones (PS).

Entrada: El tamaifio del problema Ps;.., la funcién de costo Cost, el coeficiente
de expansion c.y, el coeficiente de contraccién c.¢ y el tamano inicial
de la rejilla A.
Salida : Mejor solucién Spest y su costo asociado Ches.
1 Scurrent < CreateInitialSolution(Ps;ze) ;
2 Ceyrrent < Cost ( Scurrent ) ;

3 while — StopCondition() do

4 Mesh < CreateMesh( Scyrrent, A );
5 foreach m € Mesh do

6 if Cost(m)< Ceyrrent then

7 Securrent < M ;

8 Ceurrent < Cost(m ) ;

9 A < ExpandMesh( A, c.r ) ;
10 else

11 A < RefineMesh( A,c.r ) ;
12 end
13 end
14 end

15 Sbest — Scurrent ;
16 Chest < Ceurrent ;

17 return Spest, Cpest ;

e En [211] es posible revisar un andlisis del método y algoritmos desarrollados a

partir de éste.

e Una perspectiva actualizada y algunas extensiones del método PS se pueden revisar
en [212].

e En [213,214] es posible revisar con mayor detalle la teoria, procedimientos y marco

tedrico del algoritmo.

e En [215] se presenta una aplicacién del algoritmo de bisqueda de patrones en iden-
tificacién de sistemas, particularmente en la identificaciéon paramétrica del modelo
de un puente. En [216] el algoritmo es utilizado para identificar el retardo de un

sistema y ajustar los parametros de un controlador.
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B.6. Comparaciéon entre algoritmos

En el campo de la optimizacién es comun el someter los algoritmos a evaluaciones
comparativas de su desempernio. Esto se realiza mediante un conjunto de funciones ma-
temaéticas, que presentan diferentes caracteristicas, cuyo 6ptimo global es conocido (ver
e.g. [217, Capitulo 3] y [171, Tabla 1]). Existen diversos criterios de desempeno, por
ejemplo el tiempo de ejecucion del algoritmo, la media y desviacién estandar obtenida
a partir de una simulacién de Monte-Carlo, el nimero de evaluaciones del funcional de

costo, el nimero de iteraciones, entre muchos otros.

B.6.1. Funciones de prueba

A continuacién revisaremos algunas funciones clasicas de prueba junto a sus defini-
ciones, soluciones 6ptimas y areas usuales de busqueda. Las definiciones de las funciones
de prueba descritas pueden diferir levemente de las definiciones originales. Note que
las pruebas se encuentran formuladas como problemas de minimizacién, no obstante se

pueden utilizar como problemas de maximizacién al invertir el signo de la funcién (ver

Observacién |B.2)).

Funcién de Matyas

La funcién de Matyas constituye una prueba bastante sencilla para los algoritmos de
optimizacion, puesto que se trata de una funcién continua, convexa y unimodal. Dicha

funcién posee la siguiente definicion
f(z,y) = 0,26 (2% + y*) — 0,48zy (B.8)

El area de prueba se encuentra usualmente restringida al espacio —10 < z,y < 10. El

minimo global se encuentra dado por f (z,y) =0 con (z,y) = (0,0).

Funcion de Easom

La funcion de Easom corresponde a una funcién unimodal cuyo minimo global se
encuentra en un area pequena en comparacion al espacio de busqueda. Dicha funcién se

encuentra definida por

f (w,y) = — cos (z) cos (y) e~ @™ = (B.9)

El drea de busqueda se acota usualmente a —100 < z,y < 100.

El minimo global se encuentra dado por f (x,y) = —1 y se obtiene cuando (z,y) = (m, 7).
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Funcion de Rosenbrock

La funcién de Rosenbrock (también conocida como la funcién banana) constituye
un problema de optimizacion clasico. El éptimo global se encuentra en un valle largo y
estrecho con forma parabdlica. Si bien encontrar el valle resulta trivial, la convergencia
hacia el 6ptimo global es bastante dificil por lo cual es utilizado con frecuencia para
medir el desempeno de los algoritmos de optimizacién. La definicién de la funcién de

Rosenbrock se encuentra dada por

n—1

F (@1, oy an) = [100 (zig1 —22)* + (1 — a:i)2] (B.10)
1

(2

El area de busqueda se encuentra usualmente restringida al hipercubo dado por
—2<z;<2cont=1,...,n.
El minimo global corresponde a f (x1,...,2,) = 0 y se obtiene cuando z; = 1, i =

1,....n.

Funcién de Rastrigin

La funcién de Rastrigin se encuentra basada en la funcién de esfera (f (z1,...,2,) =
"1 7221 con la adicién de un coseno, el cual produce varios minimos locales. Si bien
=1 7 3

dicha funcién es altamente multimodal, la ubicacién de los minimos se encuentra unifor-

memente distribuida. La funcién de Rastrigin se encuentra definida por

n
f(z1,.yxn) =100 + Z [x? — 10 cos (27z;)] (B.11)
i=1
El area de prueba se encuentra acotada por —5,12 < x; < 5,12, i=1,...,n.
El minimo global se encuentra dado por f(x1,...,2,) = 0 y se obtiene cuando x; =

0, ¢1=1,..,n.

Funcién de Ackley

La funcién de Ackley es una funcién multimodal ampliamente usada para probar

algoritmos de optimizacién. Se encuentra determinada por

_p /LS [m2] 1

@y, oan) =—a-e V2=l _gnBisleos(ezal 4y ¢ (B.12)

Los parametros habitualmente utilizados son a = 20, b = 0,2, ¢ = 27. El area de
bisqueda se acota usualmente a —5 < x; <5, i=1,...,n.
El minimo global se encuentra dado por f (z1,...,x,) y se obtiene cuando z; =0, i =

1,...,n.
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Funciones enganosas (Deceptive)

Se denomina funcién engafiosa a una clase de problemas en los cuales la region total
correspondiente a los minimos locales es considerablemente mayor a la regién del 6ptimo
global. A partir de lo anterior es posible inferir que se trata de funciones multimodales.

La forma general de las funciones enganosas se puede apreciar a continuacién

n -
=1

1 & g
@y, m,) = — [ > o (xi)]] (B.13)

Donde § corresponde a un factor no lineal fijo.
En la literatura se han definido al menos 3 tipos de problemas engafiosos dependiendo de
la forma de g; (z;). Un problema engafnioso del Tipo III corresponde a una funcién en la
cual el éptimo global se encuentra en x; = o3, @ =1,...,n, donde «; corresponde a un

nimero aleatorio tal que 0 < «; < 1. Para ello se propone la siguiente funcién auxiliar

4 : 4
% t53 50 <z < 504
bx; 4
=i g si zoy <y < oy
gi (@) =14 50 ) T (B.14)
i S ) a;
=1 +1 sia; <z; < 5
x;—1 4 o 14+4a; .
\1—ai+5 si ==~ <z; <1

Los otros tipos de funciones enganosas corresponden a casos especiales en los cuales
a; =1, i=1,...,n (Tipol) o a; € {0,1} aleatoriamente (Tipo II) para cada dimensién

1=1,..,n.

Observacion B.3. La funcion dada por (B.14) debe ser ajustada de manera adecuada
para problemas del Tipo I y II. \V4

Para los 3 tipos de funciones enganiosas, el tamafo de la region en la cual se encuentran
los 6ptimos locales es 5™ — 1 veces mayor que la regién en la cual se encuentra el éptimo
global.

El numero de éptimos locales corresponde a 2™ — 1 para los problemas de Tipo I y Il y
3" — 1 para los problemas de Tipo III.

El area de prueba se encuentra acotada por 0 < zx; <1, ¢=1,...,n.

El minimo global corresponde a f (z1,...,2,) = —1 y se obtiene cuando x; = «;, i =

1,...,n.
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f(z,y) =05

f(z,y)

(¢) Funcién de Rosenbrock.

flz,y)

(e) Funcién de Ackleys. (f) Funcién enganiosa del Tipo III con a1 =
0,3, ag =0,7y B =2,5.

Fig. B.6: Funciones de prueba utilizadas en R2.

Las funciones de Matyas, Easom y Rosenbrock son unimodales (poseen solo un 6ptimo
global sin 6ptimos locales), por ende son apropiadas para evaluar las caracteristicas de
explotacién de los métodos propuestos. Mientras que las funciones de Rastrigin, Ackley

y enganosa poseen multiples 6ptimos locales, por lo cual resultan adecuadas para evaluar
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las capacidades de exploracién de los algoritmos y sus capacidades de escape de los

optimos locales.

B.6.2. Pruebas realizadas en R?

Utilizando las funciones definidas previamente (ver Subseccién [B.6.1) se prueban
los algoritmos SA, GA, PSO y PS.

La configuracion de la simulacién es la siguiente:

(1) La temperatura maxima utilizada en el algoritmo SA corresponde a tempy,q, = 1000.

(2) El tamano del enjambre utilizado en el algoritmo PSO esta dado por Pops;.. = 250,

mientras que los coeficientes de peso empleados corresponden a ¢y = 2,5y ¢ = 1,5.

(3) El nimero de individuos utilizados el algoritmo GA esta dado por Pops;.. = 100.
Las técnicas de seleccién de ruleta y recombinaciéon uniforme son empleadas, con
una probabilidad de recombinacién dada por Perossover = 0,6. La probabilidad de
mutacion es Ppytation = 0,015 y el nimero de individuos élite es ngje = 4. Se utiliza

una codificaciéon binaria con 5 decimales.

(4) Los coeficientes de expansién y contraccién usados en el algoritmo PS se encuentran

dados por c.y = 2y c.y = 0,5 respectivamente.

(5) El nimero de simulaciones de Monte Carlo (MC) es de 50 para cada funcién de

prueba y algoritmo.

(6) Se considera un nimero méximo de iteraciones para el algoritmo SA de Ny, = 10000

vy Niter = 1000 para los demas.

(7) Las soluciones iniciales se generan de forma aleatoria dentro del espacio de bisqueda.

El promedio de los resultados obtenidos luego de 50 ejecuciones independientes del
algoritmo se pueden apreciar en las Tablas a a continuacién

Algorithm | Matyas Easom Rosenbrock Rastrigin Ackleys Deceptive
SA 6.24 6.25 6.57 6.55 6.86 8.93
PSO 4.34 4.32 4.61 4.64 4.96 6.16
PS 0.02 0.02 0.02 0.02 0.03 0.05
GA 1.52 1.53 1.61 1.63 1.65 1.76

Tabla B.1: Tiempos de ejecucién promedio . [s].
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Algorithm | Matyas Easom  Rosenbrock Rastrigin Ackleys Deceptive
SA 1.51E-10 1.75E-10  6.37E-12 0 8.88E-16  2.22E-8
PSO 0 0 3.90E-21 0 8.88E-16  3.87E-3
PS 7.89E-1  8.09E-1 6.25E-3 0 2.45E-15  3.66E-2
GA 1.66E-3  1.70E-3 6.81E-4 2.99E-8  6.24E-3 5.15E-4

Tabla B.2: Error promedio ..

Algorithm | Matyas Easom  Rosenbrock Rastrigin  Ackleys Deceptive
SA 1.93E-10 2.60E-10  3.81E-11 0 0 1.33E-8
PSO 0 0 1.96E-20 0 0 5.97E-3
PS 4.09E-1  3.94E-1 1.31E-2 0 2.43E-15  1.29E-2
GA 1.23E-3  1.18E-3 1.19E-3 1.27E-7  4.52E-3 9.39E-4

Tabla B.3: Desviacién estandar del error o,.

En la Tabla [B.1] se observan los tiempos de ejecucién promedio de los diferentes
algoritmos. Note que el algoritmo de bisqueda de patrones PS posee el menor tiempo de
ejecucién entre los algoritmos presentados. Esto se debe en parte a que es el algoritmo
que realiza una menor cantidad de evaluaciones del funcional (en total).

En los resultados expuestos en la Tabla y la Tabla se puede apreciar que la
totalidad de los algoritmos descritos en éste capitulo son capaces de solucionar los pro-
blemas de optimizacién asociados a las funciones de prueba con resultados aceptables.
Adems4s es posible apreciar que poseen un buen balance entre exploracion y explotacion
junto con una adecuada capacidad de evadir éptimos locales.

No obstante, el problema de optimizacién en el cual nos encontramos interesados (da-
do por (4.21) en el Capitulo es multidimensional y multimodal, por ende resulta

adecuado evaluar el comportamiento de los algoritmos en dichas condiciones.

B.6.3. Pruebas realizadas en R"; n € [2,20]

Utilizando la misma configuracién para la simulacién (ver Subseccién se
realizan pruebas sobre las funciones de Rosenbrock, Rastrigin y Ackley modificando la
dimensién del espacio de busqueda entre 2 y 20 (note que las definiciones dadas por
(B.10), (B.11) y (B.12) son multidimensionales). Los resultados obtenidos se pueden
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apreciar a continuacién en las Figs. [B.7] a

-PSO

—0— SA -4

Fig. B.7: Error medio fi. de las soluciones éptimas obtenidas utilizando diferentes algoritmos

sobre la funcién de Rosenbrock en R™ ,n € [2,20].
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Fig. B.8: Error medio fi. de las soluciones 6ptimas obtenidas utilizando diferentes algoritmos

sobre la funcién de Rastrigin en R™ ,n € [2,20].
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Fig. B.9: Error medio fi. de las soluciones éptimas obtenidas utilizando diferentes algoritmos

sobre la funcién de Ackley en R™ ,n € [2,20].

Algorithm | Rosenbrock Rastrigin = Ackleys
SA 6.736 7.416 8.272
PSO 3.890 4.672 4.988
PS 0.030 0.038 0.041
GA 1.947 2.510 2.465

Tabla B.4: Tiempos de ejecucién promedio t [s].

A partir de los resultados obtenidos en la simulacién de Monte-Carlo (ver Fig. |B.7
Fig. [B.§| v Fig. se puede apreciar que los algoritmos de recocido simulado SA y
buisqueda de patrones PS poseen el mejor desempefio, en cuanto a error medio, dentro
de los métodos propuestos.

Adicionalmente en la Tabla [B.4] es posible apreciar los tiempos medios de ejecucién
de cada algoritmo. Sin lugar a dudas, el algoritmo de biisqueda de patrones PS, presen-
ta el mejor desempefio en cuanto a tiempo de ejecucién frente a los demds algoritmos.
Por otra parte, el algoritmo que presenta el mayor tiempo de ejecucién medio es el de

recocido simulado (SA).

Debido a que el método de optimizacién basado en bisqueda de patrones (PS) es
capaz de encontrar soluciones cercanas al 6ptimo y posee el menor tiempo de ejecucién de

los algoritmos expuestos, resulta un candidato razonable para solucionar el problema de
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optimizacion en el cual nos encontramos interesados. Dicho método es capaz de solucionar
problemas multimodales y multidimensionales en el menor tiempo, comparado con los
demaés algoritmos presentados. Ademas es el método mas simple de ajustar al problema,
dado que solo posee 2 pardmetros de ajuste (el coeficiente de expansion y el de contraccién

de la rejilla).

B.7. Cddigos utilizados

A continuacién se encuentran hipervinculos hacia algunos cédigos de MATLAB utili-

zados en el desarrollo de la tesis.

B.7.1. Recocido simulado (Simulated Annealing)

El cédigo para el algoritmo de recocido simulado (Simulated Annealing) se encuentra
disponible en https://www.dropbox.com/s/c76f2kjh562i0t2/SA.m?d1=0

B.7.2. Algoritmo genético (Genetic Algorithm)

Codificacién Binaria (Binary coded)

El cddigo para el algoritmo genético con codificacién binaria (Binary coded Genetic
Algorithm) se encuentra disponible en https://www.dropbox.com/s/y7hrqOsmf8dnm3q/
BGA.m7d1=0

Codificacién Real(Real coded)

El c6digo para el algoritmo genético con codificacién real (Real coded Genetic Al-
gorithm) se encuentra disponible en https://www.dropbox.com/s/omp6lurlthmqasy/
RGA.m7d1=0

B.7.3. Bisqueda de patrones (Pattern Search)

El cédigo para el algoritmo de busqueda de patrones (Pattern Search) se encuentra

disponible en https://www.dropbox.com/s/lvwcv7rl6cveeqt/GPS.m7d1=0

B.7.4. Optimizacién mediante enjambre de particulas (Particle Swarm
Optimization)
El cédigo para el algoritmo de optimizacién mediante enjambre de particulas (Par-

ticle Swarm Optimization) se encuentra disponible en https://www.dropbox.com/s/
8r5rl7ypunefajb/PS0.m7d1=0


https://www.dropbox.com/s/c76f2kjh562iot2/SA.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/y7hrq0smf8dnm3q/BGA.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/y7hrq0smf8dnm3q/BGA.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/omp61ur1thmqasy/RGA.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/omp61ur1thmqasy/RGA.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/lvwcv7rl6cveeqt/GPS.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/8r5rl7ypunefajb/PSO.m?dl=0
https://www.dropbox.com/s/8r5rl7ypunefajb/PSO.m?dl=0
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