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Identificacién de un coeficiente desconocido en la ecuacién de
Kuramoto-Sivashinsky

por DIEGO GAJARDO MIRANDA
Resumen

En este trabajo, estudiamos el problema inverso de recuperar el coeficiente de anti-
difusién 7 = ~v(z) en la ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky lineal u; + (0(2)uzy)zr +

v(z)uyz, = 0 a partir de una medicién en tiempo final m(x) = u(z,T), z € (0,1).

Usando un enfoque de control optimal formulamos el problema inverso como un pro-
blema de minimizacién. De este problema mostramos la existencia de un minimo y
derivamos las condiciones de optimalidad. Luego, usando estimaciones de energia del
sistema y las condiciones de optimalidad, deducimos la estabilidad y unicidad siempre
que T sea suficientemente pequeno. Finalmente, presentamos simulaciones numéricas

para la reconstruccion del parametro +.

VII



Identification of unknown coefficient in the Kuramoto-Sivashinsky equation

por DIEGO GAJARDO MIRANDA

Abstract

In this work, we study the inverse problem of retrieving the unknown coefficient
v = ~(z) in the Kuramoto-Sivashinsky equation u; + (0(2)tzs)se + 7(2)Use = 0 from

the final time measurement m(z) = u(x,T), x € (0, 1).

By using an optimal control approach we formulate the inverse problem as a minimi-
zation problem. For this problem we show the existence of a minimum and we derive
the optimality conditions. Then, by using energy estimates and the optimality condi-
tions, we deduce the stability and uniqueness provided T is sufficiently small. Finally,

we present some numerical experiments for the reconstruction of the parameter ~.






Capitulo 1

Introduccion

Los problemas inversos aparecen en muchos campos de la ciencia y la ingenieria, como por
ejemplo la geofisica, astronomia, meteorologia, entre muchas otras areas. Sin dar una definicion
precisa, podemos decir que un problema directo consiste en dadas las causas, determinar sus
efectos. En cambio, un problema inverso consiste en determinar las causas a partir de sus
efectos. Un ejemplo de problema inverso y quizd el méas conocido por la comunidad matematica
es el siguiente: jpodemos oir la forma de un tambor? es decir, ;somos capaces de determinar
la forma de un tambor conociendo el sonido que este emite? Esta pregunta fue planteada por
Marc Kac en el afio 1966 en su célebre articulo Can one hear the shape of a drum? [Kac66].
En este ejemplo el problema directo es el siguiente: dada la forma de un tambor (causas),
determinar el sonido que éste emite (efectos). De manera opuesta, el problema inverso consiste

en dado el sonido de un tambor, determinar la forma de éste.

En el ano 1923 el matematico francés Jacques Hadamard introdujo el término well-posed
(bien puesto) para un problema matematico. De acuerdo a esta definicién, un problema esté
bien puesto si dicho problema posee una tnica soluciéon y dicha soluciéon depende continua-
mente respecto a los datos en alguna topologia. Esta ultima condiciéon se traduce en decir
que pequenos cambios en los datos del problema generan pequenos cambios en la solucion. De
esta forma, un problema esta mal puesto si alguna de las condiciones anteriores no se cumple.
Tipicamente los problemas inversos estan mal puestos. Con la intenciéon de dar una nocién

precisa de lo anterior es que a continuacién presentamos la siguiente definicién.

Sean (X, ||-[x), (Y, ||-|ly) espacios normados y T": X — Y un mapeo (puede ser lineal o

no lineal). Aqui, X denota el espacio de parametros mientras que Y el espacio de observaciones.

Definicién 1.1. El problema directo consiste en, dado x € X, determinar y = T(x). En

cambio, el problema inverso consiste en dado y € Y, determinar x € X tal que y = T(x).
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El estudio de los problemas inversos consta de varios elementos que son de interés ma-

tematico:

(i) Identificabilidad del problema inverso (inyectividad del operador T').
(ii) Estabilidad del problema inverso (continuidad del operador T~!, en caso de existir).

(iii) Reconstruccién numérica.

En esta tesis estamos interesados en estudiar un problema inverso que se presenta en
ecuaciones en derivadas parciales (EDP), esto es, dada una EDP, recuperar algiin dato de la
ecuacion a partir del conocimiento de una parte de la solucién de la EDP (por ejemplo, la
solucién en algin subdominio). Esta clase de problemas inversos ha captado especial interés
por parte de la comunidad matematica, principalmente por los desafios matemaéticos propios
de estos problemas y por el alto grado a nivel de aplicaciones que tienen. Un trabajo que
puede considerarse pionero en el drea, es el publicado en el ano 1980 por A. Calderén [Cal80]
(republicado en el ano 2006 [Cal06]), en el cual estudia el problema de la tomografia de
impedancia eléctrica (EIT por sus siglas en inglés). Este problema, conocido también como
el Problema Inverso de Calderdn, consiste en determinar la conductividad eléctrica de un
medio a partir de midiciones del voltaje y la corriente en la frontera del medio. A continuacion
describimos el modelo matematico usado en este problema. Consideremos €2 C R™ un dominio
acotado con frontera suave. Denotamos por 7 la conductividad eléctrica de € la cual se asume
acotada y positiva. Si f € H/2 (09) es el voltaje en la frontera de © y asumimos ausencia de

fuentes o sumideros, se tiene que la ecuacién para el potencial es dada por

V-(yVu) =0, en,
u=f, sobre 0f).

(1.1)

El operador Dirichlet a Neumann o también llamado voltaje a corriente es dado por

ou

Ay : HY2(0Q) - HY2(09), fs Ay(f) = V5,

donde v denota el vector normal exterior a 9.

El problema inverso de Calderdn consiste en reconstruir v a partir del conocimiento del

operador Dirichlet a Neumann A,.

Desde la publicacién del trabajo de Calderén, este problema ha sido muy estudiado.
En efecto, bajo las hipétesis de que n > 3 y v € C?(Q), los siguientes resultados han sido
probados:
Teorema 1.2. (Sylvester-Uhlmann 1987 [SU87]) Si A, = A,,, entonces y1 = y2 en .
2
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Teorema 1.3. (Alessandrini 1988 [AleS8S]) Sean ~v; € H*(Q) para s > § + 2, y asumir que
Vil sy < My ﬁ <~v; <M (j =1,2). Entonces

71 = Y2llpee () S w (||Am - A’YzHﬁ(H1/2(6Q),H*1/2(8Q))) ;
donde w(t) = C|log(t)|~7 para t > 0 pequeno, con C = C(Q,M,n,s) >0, c =o(n,s) € (0,1).

Teorema 1.4. (Nachman 1988 [Nac88]) Existe un algoritmo convergente para reconstruir =y

a partir de A,.

1.1. Descripcién del problema y antecedentes

En este trabajo de tesis consideramos la ecuacién parabdlica de cuarto orden llamada
ecuacién de Kuramoto-Sivashinsky (KS). Esta ecuacién fue propuesta de manera independien-
te por Kuramoto y Tsuzuki [KT75] como un modelo para la fase turbulenta en sistemas de
reaccién-difusion, y por Sivashinsky [Siv77], como un modelo del fenémeno fisico de propaga-

cién de flamas.

La ecuacién KS con coeficientes no constantes o = o(x) y v = () es dada por

up + (0(2)ugs) gz + V(X)) Ugy +uuy =0, x € (0,1) x (0,7),

(1.2)
u(z,0) = up(z), z € (0,1),

junto con adecuadas condiciones de frontera que hacen que el problema esté bien puesto.

A nuestro conocimiento, en lo que refiere al estudio de problemas inversos relacionados
con esta ecuacién, hay dos trabajos reportados en la literatura que van en esta linea. En Bau-
douin et al. [LBM13] estudian el problema inverso de recuperar el coeficiente de anti-difusién
v = v(x) a partir de mediciones de la solucién de (1.2) en g, (0,t), Uy (0,t) sobre (0,7)
y u(z,Tp) sobre (0,1), con Ty € (0,T). En este trabajo los autores prueban una establidad
tipo Lipschitz para el problema inverso. Para la demostracién usan el método de Bukhgeim-
Klibanov y por lo tanto la prueba se basa en derivar una estimacion de Carleman global para
la ecuacién KS linealizada. En [Guzl3] se estudia el problema inverso de recuperar el coefi-
ciente principal o desde mediciones de la solucién de (1.2) en g, (0, 1), Uzze(0,t) sobre (0,T) y
u(z, Tp) sobre (0,1), con Ty € (0,7). En dicho trabajo se prueba una estabilidad tipo Lipschitz

para el problema inverso usando la misma técnica que en el trabajo ya senalado.

Esta ecuacion también ha sido estudiada desde el punto de vista de la teoria de control.
Se sugiere al lector interesado en revisar por ejemplo [LKO1], [CM11], trabajos en los cuales

se estudia la estabilidad y controlabilidad a cero de la ecuacién (1.2), respectivamente.
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En este trabajo de tesis estudiamos el problema inverso de recuperar el coeficiente anti-
difusiéon v = «(z) en la ecuacién KS lineal (1.3) a partir de una medicién en tiempo final
m(z) = u(z,T) sobre (0, 1).

up + (0(2)Ugs) gz + ¥(@)Uze =0, 2 € (0,1) x (0,7,

u(0,t) =0, wu(l,t) =0, te (0,7), (13
up(0,8) = 0, ug(L,t) =0, te(0,7),

u(x,0) = ug(z), x € (0,1).

Abordamos este problema inverso usando un enfoque de control optimal. Para ello for-
mulamos el problema como un problema de minimizaciéon de un funcional adecuado. De este
problema mostramos la existencia de un minimo y derivamos las condiciones de optimalidad.
Luego, usando estimaciones de energia del sistema y las condiciones de optimalidad, deducimos
la estabilidad y unicidad siempre que T se suficientemente pequeno. Finalmente, presentamos

simulaciones numéricas de la reconstruccion del parametro.

La estrategia de transformar el problema inverso en un problema de control optimal
es una técnica que ha sido usada en distintas ecuaciones en evolucién. Por ejemplo, Hasanov
en [Has07] prueba la identificabilidad de un término fuente y una funcién desconocida de
un término en la frontera en una ecuacién parabdlica. En Deng et al. [ZCDYO08] prueban la
identificabilidad de un coeficiente de primer orden en una ecuaciéon parabdlica a partir de
una medicién en tiempo final. Este método también ha sido utilizado en ecuaciones de orden
superior. Un trabajo que va en esta linea es el de Sakthivel et al. [KSG16] en el cual los autores
estudian el problema inverso de recuperar un término asociado a la velocidad de onda lineal

en la ecuacién Korteweg-de Vries.

El desarrollo de esta tesis estd organizado de la siguiente menera. En el capitulo 2
se muestra la existencia de una unica solucién del sistema (1.3), la que ademds depende
continuamente respecto a los datos. El capitulo 3 se divide en tres secciones. En la secciéon 3.1
se plantea el problema inverso como un problema de control optimal y se muestra la existencia
de un minimo de este problema. En la seccion 3.2 se derivan las condiciones de optimalidad de
primer orden para el problema de control optimal. En la seccién 3.3 se prueban estimaciones
de energia del sistema, para luego junto a las condiciones de optimalidad del sistema, deducir
la identificabilidad del problema inverso siempre que 1" sea suficientemente pequeno. En el
capitulo 4 presentamos varias simulaciones numeéricas de la reconstruccién del coeficiente ~.
Finalmente, en el capitulo 5 se dan conclusiones del trabajo de tesis y se discuten posibles

estudios futuros.



Capitulo 2

Problema Directo

Consideremos el siguiente sistema de Kuramoto-Sivashinsky lineal:

up + (0(2) gy ) gz + Y(@)uze = f, € (0,1) x (0,7),
u(0,t) = u(l,t) =0, te(0,7), 2.1)
ug(0,8) = ug(1,t) =0, te (0,7),

[ u(2,0) = uo(x), z € (0,1),

donde T' > 0, 0 = o(z) es el coeficiente de difusion, v = vy(x) es el coeficiente de anti-difusién,

f = f(x,t) es un término fuente y ug = ug(x) es la condicién inicial.

En este capitulo se probara que el sistema (2.1) estd bien puesto en el sentido de Hada-
mard, es decir, se demostrard que esta ecuacién posee una tnica solucién (en algin sentido),
la que ademas depende continuamente respecto de los datos. Para realizar esto usaremos el
enfoque de Galerkin ([Sall5], [Eva98]).

Notacién. Si no hay peligro a confusién, escribiremos L? en vez de LP(0,1), y analo-
gamente H* en vez de H¥(0,1) para espacios de Sobolev; a los correspondientes espacios de

funciones con trazas cero se les afiade un subindice 0.

A lo largo de este capitulo supondremos que o9 > 0y o € L* tal que o(x) > op c.t.p
x € (0,1).

Comenzamos este capitulo definiendo lo que entenderemos por una solucién débil del
problema (2.1).

Definicién 2.1. Sean ug € L? y f € L*(0,T; L?). Diremos que una funcién u : [0,T] — H3

es una solucion débil de (2.1) si:

(1) u e L*(0,T; Hf) y up € L*(0,T; H?);
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(2) para cada ¢ € H3,
1 1 1 1
/ utgoda;—i—/ a(m)umcpmd:c—i—/ ’y(:c)umgoda;:/ fodx ctpte (0,T); (2.2)
0 0 0 0

(3) u(0) = uyp.

Observacién 2.2. Notar que las condiciones uw € L?(0,T; HZ) y us € L*(0,T; H™?) en la
definicion 2.1, implican que v € C([0,T); L?), de modo que la condicion inicial ug € L? hace
sentido ([Zei90], Proposition 23.23).

El siguiente teorema es el principal resultado de esta seccién, en el cual se establece la
existencia de una unica solucién débil del sistema (2.1) la que ademds depende continuamente

respecto a los datos.

Teorema 2.3. Sea 09 > 0 y 0 € L™ tal que o(x) > og c.t.p t € [0,T]. Sean v € L,

f € L0,T;L?) yug € L?. Entonces existe una tinica solucion débil
we C([0,T); L?) N L*(0,T; Hy)
de (2.1) con uz € L*(0,T; H~2). Mds atin, eriste una constante C tal que

1wl oo 0,702y + HU||L2(0,T;H3) + [Juell 20,52y < C (luoll 2 + ||f||L2(0,T;L2)) .
Sea {wy}reny una base ortonormal de L? y ortogonal en HZ. Consideremos el espacio
finito dimensional Exn = span{ws, ..., wy}.
Ahora definamos lo que entenderemos por una solucién aproximada del problema (2.1).

Definicién 2.4. Sean ug € L? y f € L*(0,T; L?). Una funcion uy : [0,T] — Enx es una

solucion aprorimada de (2.1) si:

(1) uy € L*(0,T; Ex) y unt € L*(0,T; EN);

(2) para cada ¢ € Ey

1 1 1 1
/ unppdr + / OUNzzPredT +/ VUNzzpdr = / ngd.le ctpte [07 T]7 (23)
0 0 0 0

N
(3) un(0) = (uo, wy)wy.

k=1
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Para probar que el problema aproximado posee solucién escribimos
N
un(t) = 3 Oy, (2.4
K=1

donde c; : [0,7] — R son funciones absolutamente continuas. De la linealidad de la ecuacién
se tiene que es suficiente considerar ¢ = wi,...,wy en (2.3). Luego, (2.4) es una solucién

aproximada si y solo si,

& e L*(0,T), &, e L*(0,T) paral <k <N,

y {ck,...,cN} satisface el sistema de EDOs
Chy T Za]kclfv =f7, y(0) =u) paral <j <N, (2.5)
k=1
donde

1 1 1 , 1 '
a’* = / o(z)wk wil, dx +/ (@) )wk wide,  fI(t) = / fwldz, ul= / uow’ dx.
0 0 0 0
La ecuacién (2.5) puede ser escrita como
ent+ Aén = f(t), &n(0) = o, (2.6)

donde

en = (ch,. ..., &) =(fY ..., M, do=(ug,. .., ud)T,

y A es una matriz con coeficientes (ajk)j’kzl,,,., ~- En el siguiente resultado se establece la

existencia de una unica solucion aprozimada del sistema (2.1).

Proposicién 2.5. Para cada N € N, existe una tinica solucion aprozimada uy : [0,T] — En
de la forma (2.4).

Demostracion. Primero notemos que la ecuacion (2.6) es equivalente a la ecuacién integral
¢ t
iy = ®(en), P(cn)(t) = to —/ A(s)en(s)dx —|—/ f(s)ds.
0 0

Como A € L>®(0,T; RN*N) y fe L?(0, T;RYN), se tiene que ® : C([0, T*]; RYN) — C([0, T*]; RY)
para cualquier 0 < 7% < T. Observemos ademés que dados p, 7 € C ([0, T*]; RN),

[2(P) — (D) || oo o, rrry < KT — Gl Loo (0,74):m V)
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donde

K = sup [|A(t)].
0<t<T

De esto tltimo se sigue que si KT* < 1, el mapeo ® es una contraccién sobre C([0, T*]; RY).
Luego, el Teorema del punto fijo de Banach implica que existe una tnica solucion sobre [0, 7],
la cual se puede extender después de aplicar este resultado un numero finito de pasos, a
una solucién ¢y € C([0,T]; RY). De esta forma se tiene que la solucién uy € C([0,T];RYN).

Ademis, de la ecuacién (2.6) se tiene que
nt = ®(én)y = —Acn + fE LQ(O,T;RN),

de donde se sigue que uy; € L?(0,T; Ex). Asi finaliza la demostracion. O

En la siguiente proposicién se muestran estimaciones energia que satisface la solucion

aprozimada del sistema (2.1).

Proposicion 2.6. Existe una constante C, dependiendo solo de T y los coeficientes o y 7y, tal

que para cada N € N, la solucidn aproximada uy de (2.1) satisface

lunllzosorinz) + lunllz2ommz) + lunillzorm-2) < C (luollz + 1fl2oriz) - (2.7)

Demostracion. Multiplicando la ecuacién (2.3) por ¢k (t) con ¢ = wy y sumando para k =
1,... N, obtenemos

1d 1

1 1
5&”1@\/@)“%2 —|—/ U(x)|uNm|2d$ = —/ fy(a:)uNmuNd:c—l—/ fundz.
0 0 0

Si en el lado derecho de esta dltima identidad consideramos

1 1 2 1
oo 1
—/w@WMWm+/ﬂwmsM”nwmﬁﬁ-/ammmﬁm
0 0 200 2 Jo
1 1
IO + 5l (),

entonces

d ! 7o
v+ [ o@hoPde < (P02 40) oy 41701 28)

Usando el lema de Gronwall se tiene que
2~ T ||7||%oo 1 2 2
Jun (@l <exp |7 (FE= +1) | [lun @)l + 171200

2
ol |
<owp |7 (P02 4 )] fluolie + 161,00
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Integrando sobre (0,7") en (2.8) y usando que o(x) > 0g, obtenemos

KT
lun (011720 ;112 < (TOHuN(t)Hiz + 1A ONZ2 + [luollZ--

Usando (2.9) en ésta tltima desigualdad para estimar el término [Jun(t)||2,, se tiene

KT
HUN(t)H%P(O,T;Hg) S (0'0 eXp(KT) + 1> {HUOH%Q + ”fH%Q(O,T;LQ)] 5 (210)
donde )
g =,
g0

Juntando (2.9) y (2.10) se tiene que existe una constante C' tal que

HUNH2LO<>(0,T;L2) + ||UNH%2(07T;H3) <cC (Hu0||%2 + HfH%Z(o,T;LQ)> : (2.11)

Solo resta estimar la norma |[un¢|[r2(0,7,m-2)- Sea ¢ = o'+ p? € H3(0,1), donde ¢! € Ey y

¢* € Ey. Notar que [l¢'[| 2 < |l¢]l 2. Luego

1 1 1 1 1
/ unpdr :/ unrptde :/ foldx —/ Jungpimde‘ —/ YUNzep dr (2.12)
0 0 0 0 0

Ahora estimemos el lado derecho de esta 1ltima identidad. Usando la desigualdad de Poincaré

en HZ(0,1), obtenemos

1
/0 unepdr < [[f @)zl 2 + ol llun @llmzlle az + 1z lun Ol mzlle" 2

< ColF O 21 gz + ol llun Ol g2l 122 + Collvloe lun Ol 2 oz
< Cllun @z + 1O 12l 12

< Cllun @z + I1F Ol z2)llell 2
(2.13)

donde C), denota la constante de Poincaré. De ésta tltima linea se desprende que

June@ -2 < € (lun @l + 1£0)13) (2.14)

, en términos de los datos (ver (2.11)),

Finalmente, como ya hemos estimado la norma [|uy (t)[|%,
0

usando la desigualdad (2.14) obtenemos

T T
lunelBarnsy < € ([ lw@lgae+ 150120t )

< C (IlwollZz + 17122072 ) -

(2.15)
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Con esto finaliza la prueba de proposicién. O

A continuacién presentamos la prueba del teorema 2.3.

Demostracion Teorema 2.3 La proposicién 2.6 implica que las soluciones aproximadas

{un} estén acotadas en L%(0,T; HZ) y sus derivadas temporales {uy;} estdn acotadas en

L?(0,T; H=2). Luego, existe una subsucesién de {uy} la cual seguiremos denotando por {ux},
tal que

uy —wen L*(0,T; HZ), uni — ugen L*(0,T; H2). (2.16)

Sea ¢ € C§°(0,T) y w € Ep para algin M € N fijo. Considerando ¢ = ¢(t)w en (2.3) e
integrando sobre (0,7"), obtenemos que para N > M

/0 ' /0 1uNtd>(t)wd:cdt+ /0 ' /0 laude>(t)wmdxdt+ /0 ' /0 lwmm(t)wdwdt: /O ' /0 1 fo(t)wdzdt.

Como ¢ € L*(0,T; H3), de (2.16) deducimos que cuando N — oo,

T 1 1 1 1
/ 10) [/ wwdx +/ OUppWerdT +/ YUz wdx —/ fwda;] dt = 0.
0 0 0 0 0

Como la identidad anterior vale para todo ¢ € C§°(0,T") entonces

1 1 1 1
/ wpwdx —I—/ OUppWayrdT +/ YUy wd :/ fwdz ct.ptel0,T].
0 0 0 0

Maés ain, como UpenEas es denso en Hg , la ecuacién anterior vale para cada w € Hg , Y por
consiguiente u satisface (2.2).

Resta probar que u(0) = ug. Sea ¢ € C*°(]0,T]) tal que ¢(0) =1y ¢(T) = 0. Dada w € Epf
definimos ¢ = ¢(t)w. Notemos que luego de integrar por partes en tiempo sobre (0,7) se

obtiene

1 T 1 T 1 T 1 T 1
/ u(0)wdx = —/ / ud)twdxdt—i—/ / aumwmda:+/ / ’yumwdaﬁ—/ / Sfwdzdt.

0 o Jo o Jo o Jo o Jo
(2.17)

De manera similar, para la aproximacién de Galerkin con w € Ej; con N > M obtenemos

1 T 1 T ;1 T /1 T /1
/ un(0)wdz = —/ / uNgZ)twdazdt—f—/ / auwamdx—l—/ / 'yuwadm—/ / Sfwdzdt.
0 0 0 0 0 0 0 0 0

Luego de tomar limite cuando N — oo en esta tltima ecuacién se tiene que

1 T 1 T /1 T 1 T 1
/ up(x)wdr = —/ / u¢twd:):dt+/ / Jumwmd:v—i—/ / ’yumwdx—/ / fwdzxdt.

0 o Jo o Jo o Jo o Jo
(2.18)

10
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Comparando las identidades (2.17) y (2.18) se llega a que

1 1
/ u(0)wdr = / uo(x)wdx para todo w € Eyy,
0 0

de donde se deduce que u(0) = wy.
Finalmente, veamos que la solucién es tnica. Sean u y u dos soluciones débiles de (2.1). Sea

y = u — u. Notemos que y resuelve

1 1 1
/ yrpdx +/ OYpzPradl = —/ Yyzzpdz para toda o € HE c.t.pt € (0,T) e y(0) = 0.
0 0 0

Tomando ¢ = y en esta ultima identidad y estimando el lado derecho obtenemos

d [* 2 ! 2 ||’Y||%oo ! 2
0 0 00 0

de donde se deduce que
d/1| |2d£L‘< HVH%OO /1| |2d$
dt Jo Y — o0 Jo e

Finalmente, como y(0) = 0, del lema de Gronwall deducimos que y = 0. Luego, u = u, lo cual

prueba la unicidad de soluciones débiles de (2.1).

11



Capitulo 3

Problema Inverso

Dado T > 0, 0 y ug son conocidos, consideremos el siguiente sistema de Kuramoto-

Sivashinsky lineal:

ut + (0(2)Ugz) gz + ¥(T)uze =0, x € (0,1) x (0,7,
u(0,t) = u(1,t) =0, t e (0,
Uz (0,t) = ug(1,t) = 0, t € (0,
u(z,0) = ug(z), x € (0,1).

(3.1)

Como ya habiamos mencionado en la introduccién, en este trabajo de tesis estamos interesados

en estudiar el siguiente problema inverso:

Problema inverso: Recuperar el coeficiente de anti-difusion v = v(x) a partir del

conocimiento de una medicién en tiempo final u(z,T") sobre (0,1).

Usando un enfoque de control optimal formulamos el problema inverso como un problema
de minimizacién de un funcional. De este problema mostramos la existencia de un minimo y
derivamos las condiciones de optimalidad. Finalmente, usando estimaciones de energia del
sistema y las condiciones de optimalidad, deducimos la estabilidad y unicidad siempre que T’

sea suficientemente pequeno.

Este capitulo estd organizado como sigue. En la seccién 3.1 se plantea el problema inverso
como un problema de minimizacién de un funcional. En la seccién 3.2 se derivan las condiciones
de optimalidad de primer orden del problema de minimizaciéon. Finalmente, en la seccién 3.3

se establece la desigualdad de estabilidad y el resultado de unicidad local.

12



Capitulo 3 Problema Inverso 13

3.1. Problema de control optimal

En esta seccion planteamos el problema inverso como un problema de minimizacién de
un determinado funcional. Luego, probamos que dicho problema de minimizacién posee al

menos una solucién.

Consideremos la clase de parametros admisibles como sigue:

M:={yeH" :4(x) >~ >0y |[ym <n},

donde 79 y 1 > 0 son constantes. Dado m € L2, definimos el funcional J : M — R, por

1 a 1 a 1
0= 5 [ e T —m@par+§ [ @@ra+§ [aere  62)

donde u = u(7) es solucién débil de (3.1).

Observacion 3.1. Es importante notar que el funcional J estd bien definido, pues para cada

v € M el teorema 2.3 implica que existe una tinica solucién u € C([0,T]; L?), de modo que
u(-,T) € L2.

El problema de control optimal es definido como sigue:

in J
min ), (3.3)

donde J es el funcional definido en (3.2)

En la siguiente proposicién se establecen estimaciones de energia para la soluciéon del

sistema (3.1).

Proposicién 3.2. (Estimacion de energia) Ezisten constantes Ky y Ko independientes de
T, tal que si~y € H'(0,1) y ug € L?(0,1), la solucion débil de (3.1) satisface

TK;
el 720 zsm—2) + 1l Zooos22) + 1ullZ2 (0 7mr2) < (1 + UO> exp(TKa)|luoll72-  (3.4)

Demostracion. La prueba sigue el mismo argumento usado en la demostracién de la proposi-

ci6én (2.6). La constantes K1 y Ko vienen dadas por

2
Ky = (|lollze + Collvll o)™ K2 + Ko

2
x, = Il
o0

)

respectivamente. ]

13
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En el siguiente teorema se prueba la existencia de un coeficiente admisible v* € M que

minimiza el funcional de costo J(v*), i.e., infyeprs J(v) = J(v¥).

Teorema 3.3. Supongamos que m € L%*(0,1). Entonces existe v* € M que minimiza el

funcional J(v), i.e., infocpg J(7) = J(v*).

Demostracion. Notar que el funcional J esta acotado inferiormente. Luego, existe una sucesion

minimizante {7y} C M de J tal que

lim J(v;,) = inf J(v). 3.5
Jim (k) [nf (7) (3.5)

Como {v,} C M, entonces ||vi| g1 < n Vk € N. Asi, existe una subsucesién de {v}, la cual
seguiremos denotando por {7y}, tal que 7, — ~* débilmente en H'. Como el conjunto M es
cerrado en la topologia fuerte y ademas es convexo, se tiene que este es cerrado en la topologia
débil, lo cual implica que v* € M. Por otro lado, de la Proposicion 3.2 se tiene que la solucion

u(y) del sistema (3.1) satisface la estimacién

Hut('Yk)H%?(O,T;H*?) + HU(%)H%M(O,T;B) + |’U(’Yk)”%2(o,T;Hg) < K

Esto nos permite extraer una subsucesién de {u(yx)}, la cual seguiremos denotando por

{u<'7k)}7 tal que
w(vg) = u* en L3(0,T; H3), () — uf en L*(0,T; H2).

Primero probaremos que u* = u(x,t;v*). Sea ¢ € C§°(0,T"). Multiplicando por ¢ la identidad

(2.2) e integrando sobre (0,T) obtenemos que para cada ¢ € H3 se tiene que

T 1 T 1 T 1
/ / wn(n)podedt + / / Ctin (V) Pro bt + / / e () pbdadt
0 0 0 0 0 0

0 (3.6)
+/ / (Ve =) vz (k) ppdadt = 0.
0 0
Si en el cuarto término del lado izquierdo de la identidad (3.6) consideramos
T 1 T 1
L[ oe= ) uastaosdndt < Wolumom [ [ 100 =) uestdpldndt
T 1
< ollzomliel= [ [ 10— ") unalon)ldoct
o Jo (3.7)

T
< H¢HL°°(0,T)H¢HL00/ I = V"l 2 N[ (- 8 )| 2t
0

<Nl lellzellmm =¥l T2 lw(w) | 2(o,7:02):

14
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entonces usando la inyeccion compacta H' < L? (lo cual implica que v, — v* en L?) y el

hecho de que [[u(v)ll20,rm2) < Ky ¢ € HZ, obtenemos que

T 1
/ / (v — ") Uz (k) popdadt — 0 cuando k — oo. (3.8)
0o Jo

Tomando k£ — oo en (3.6) y usando (3.8), se obtiene

T 1 1 1
/ o (/ uy pdx + / oy Pradr + / fy*u;xgod:c> dt =0,
0 0 0 0

para cualquier ¢ € C§°(0,T'). Esto tltimo implica que para cada ¢ € HO2

1 1 1
/ uj pdx —{—/ OUs Pz +/ Yurpdr =0 ctpte (0,T). (3.9)
0 0 0

Ahora veamos que u*(0) = ug. Si en vez de considerar ¢ € C5°(0,T), tomamos ¢ € C*([0,T])

tal que ¢(0) =1y ¢(T) = 0, e integramos por partes en tiempo en (3.6) obtenemos

T 1 T 1 T
[ [ utweodade+ [ ountnenodedt+ [ untn)podsds
o Jo o Jo o Jo
T 1 1
—i—/ / (’yk—’y*)um('yk)npqﬁdxdt:/ ug(z)pdx.
o Jo 0

Tomando limite cuando k — oo, luego integrando por partes en tiempo y finalmente usando
(3.8) y (3.9), se obtiene

1 1
/ u*(0)dr = / uo(z)dz para todo ¢ € HZ,
0 0

de donde se deduce que u*(0) = up.

Solo resta probar que v* es optimal. Primero notemos que

1
/0 ((ul, T5 1) — m(a)) — (u(e, T5) — m(x)))* da > 0. (3.10)

Como u(z, T; ) — u(x, T;~*) débilmente en L?, usando la desigualdad (3.10) se tiene que

1 1
lminf [ (u(z, T;ve) — m(z))*de >2 lim (u(z, T;v) — m(x)) (u(z, T;~*) — m(z))) dx

k—oo Jo k—o0 Jo

1

- / (u(z, Ts7") — m(z))? de
1

- / (u(a, T; ") — m(x))? do.

15
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Como 7y, — v* débilmente en H' y la norma es semicontinua inferior en la topologia débil se

tiene que

. IR ., . ., .
liminf J(7) = 5 liminf | (u(@, T5m) —m(x))® da + o lim nfl|y |72 + 5 lm inf |l |,

1 Q (6]
>3 | @@ T = m)do+ G167 s + FI6IE = T

Usando (3.5) en la tltima desigualdad, se obtiene

fnf J(v) < J(y7) < lminf J(q) = lim J(y) = fnf J (7).

La prueba del teorema esta completa. O

3.2. Condiciones de optimalidad

En esta seccién derivamos las condiciones de optimalidad de primer orden para el pro-

blema de minimizacion.

Supongamos que v,y + 67 € M. Notemos que la variacién del funcional J defido como
6J(v) = J(v+0v) = J(7),
satisface
1 1 1
510) = [ (u(e.Ti7) = m(a))du(e, Tin)da +a [ /(@0 @)z +a [ 2(@)dr(a)da
0 0 0

a [1 , a [! 1t )
—i—/o (o (:U))Qd:v+2/0 (57(x))2dx+2/0 (du(z, T;~))%dz,

2
(3.11)
donde du(x,t;v) := u(x, t;y + dv) — u(x, t;y) es solucién del siguiente sistema:
( Suy + (00Ugs)zz + 7(T)0Uze = —(67(2)) Uy (z, ;v + 07), x € (0,1) x (0,7,
ou(0,t) = du(l,t) =0, te (0,7),
(0,8) = du(1,1) (0,7) (3.12)
duz(0,t) = dux(1,t) =0, te(0,7),
du(z,0) = 0, z € (0,1).

Observacién 3.4. Utilizando la misma estrategia usada para mostrar que el sistema (3.1)

estd bien puesto, es posible probar que la ecuacion (3.12) admite una tinica solucion débil.

16
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Proposicién 3.5. Supongamos que v € M y ug € L?(0,1). Entonces la tnica solucién débil

de (3.12) satisface la siguiente estimacion:
100l 7.2+ 190120 7,12y < K (T, 0, 00)[073 (3.13)

Demostracion. La prueba es similar a la demostracién de la proposicién 2.6 con f = —(6y(x))ugs (2, t; v+

67) de modo que solo debemos estimar este término en la norma ||||z2(o,7;z2). En efecto,

T ,l
107uss(c 17+ ey = [ [ 16 usalo iy + 50)Pdact
T 1
< 67|12 / / g (z, £ 7 + 67)[Pdadt
o Jo
< K(T) 7, uo, UO)H(S’YH%{l(O,l)‘
La ltima desigualdad se sigue de usar la proposicién 3.2 y la inyeccién continua H' < L*. [
Para calcular la derivada del funcional J y obtener las condiciones de optimalidad del

problema de minimizacién, introduciremos un sistema adjunto. Sea ¢ € L2. Sea ¢ = ¢(x,t;7)

una funcién que satisface el sistema

— ¢t + (0(2)Pzz)az + (V(@)P)aw =0,  x € (0,1) x (0,7,

#(0,t) = o(1,t) =0, te (0,7), (3.14)
¢ac(07t) = ¢$(17t) =0, te (0,T>,

oz, T) = ¢r(z), x € (0,1).

Pt + (0(%)Pra)ea + (V(@)P)ee =0, @ € (0,1) x (0,7),

p(O,t) = p(l,t) =0, te (O,T), (3‘15)
px(ovt) = px(lvt) =0, te (OvT)v

p(z,0) = ¢r(z), z € (0,1).

Es posible probar que el sistema (3.15) posee una tnica solucion débil p € C([0,T]; L?) N
L%(0,T; H3).

Proposicién 3.7. Sea ¢ € L*(0,1) y v € H'(0,1). Entonces la solucién débil ¢ del sistema

(3.14) satisface la siguiente estimacion:
166122 075m-2) + |18l 2e 0,7:22) + 101720 2y < KTy, 00) 67122 (3.16)

Demostracion. La prueba es andloga a la demostraciéon de la proposicién 3.2 . O

17
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En la siguiente proposicién se establece el nexo entre las soluciones del sistema (3.1) y

del sistema adjunto (3.14).

Proposicién 3.8. Sean ug, ¢ € L*(0,1), m € L?(0,1) y 7,67 € M. Sean Su solucién de
(3.12) y ¢ solucion de (3.14). Entonces se tiene la siguiente identidad:

/ or(z)ou(z, T;v)d / / Uga (2, 85y + 67) Doy (x)dzdt

[
oy

OUgy (T, t; 7)oy (x)dxdt.
0

(2, 7) 667 () dlt (3.17)

Mads ain, existe una constante K tal que

1
/ 5um(:v,t;v)¢57(w)dfvdt‘ < K(T,n, w0, o) |6z 21071 (3.18)

Demostracion. Multiplicando la ecuacién (3.12) por ¢ e integrando sobre (0,1) x (0,7), obte-

nemos

T 1 T 1
/ / (0ut + (00U ) za + V(T)OUgy ) pdrdt = —/ / Uz (2, 85y + 67) oy (x)dxdt. (3.19)
o Jo 0o Jo

Si integramos por partes varias veces en el lado izquierdo de esta tltima igualdad obtenemos

/ / (810 + (00U} + V(2O Gt = /)/ b1+ (0Bue)en + (1) B)az)) Sudadt

=1

/¢T w@ﬂﬂ@+£ O

=0

= /0 or(x)ou(x, T;v)dz.
(3.20)

Combinando (3.19) y (3.20), obtenemos la identidad (3.17).
Resta probar (3.18). Notemos que

T 1 T
/ /6Umx(l’,t;’}/)¢)6’y($)d$dt§||5’}/’Loo/ / |0ty @] dzdt
0 0 0 0
T
< ||5W|L°<>/0 |0tz (- )| L2 |, ) || 2t
< 197l g 602V TI0ull

< V|67 o K1 (T, 0, 00) |7 || 12 Ko (T 1, 1) |67 1
S K3(T,T],’U,0, O-O)ﬁ”d)THLZH(S’YHZL‘X’

18



Capitulo 3 Problema Inverso 19

Finalmente, usando la inyeccién continua H! < L se concluye (3.18). O

Habiendo establecido la conexién entre las soluciones del sistema (3.1) y del sistema
adjunto (3.14), a continuacién obtenemos la derivada de Fréchet del funcional J definido en
(3.3).

Proposicién 3.9. Sean ug € L?(0,1), m € L?(0,1) y 7,6y € M. Entonces la variacién del

funcional J satisface lo siguiente:

T
5‘](7) = <_/0 uxm(x>t§7)¢('7t)dtv 57<.)>L2 +a <’Y ()? Wt (')>L2 (3‘21)
+a(3(-),09()) g2 + oIV ),

donde ¢ es la solucidn del sistema adjunto (3.14) con dato final ¢pp(-) = u(-,T;~v) —m(-). Mds

aun, la derivada de Fréchet del funcional de costo J en v € M viene dada por

T /1 1
J'(y)oy = —/0 /0 Ugg (2, t;7) P07y (z)dzdt + a/o v ()07 (x)dx 22,

1
—I—a/ v(z)ovy(x)dx, Yoy e M.
0

Demostracion. Tomando ¢p(z) = u(x,T;v) —m(x) y usando la identidad (3.17) en (3.11), se

tiene que la variacién §J(y) puede ser escrita como

T /1 1 1
0J(y) = /0 /0 um(ac,t;'y)qbéy(x)dxdtJra/o *y’(az)&y’(x)d:quoz/o v(x)dy(z)dx + R(67),
donde
1 ) T /1 a (v, )
R(évy) = 2/0 (ou(x,T;7)) da:—i—/o /0 5uxz(x,t;’y)¢57(x)dxdt+2/0 (57 (:c)) dzx

_l’_

a 1
5 | @

Usando (3.13) y (3.18), obtenemos

[R(07)]

IN

1 Tt «
Ssute T+ | [ [ Sunate i) o)t + S0

1 «
S <2K1(T7na uo, UO) + KQ(T7777 uo, UO)H¢T”L2 + 2> H(sFYH%H

Usando la proposicién (3.4) se tiene

lorlZ < 2 (lul, TsN)IZ2 + ImliZ2) < Ks(T,n,u0,00)-
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De esta tltima estimacién se tiene que
|R(67)| < Ka(T, 1,10, @, 00) |67/

Esto prueba (3.21). Finalmente, (3.22) se sigue de la definicién de la derivada de Fréchet. [

Ahora, una vez obtenida la derivada de Fréchet del funcional J, ya podemos establecer
las condiciones de optimalidad que tiene que satisfacer una solucién optimal del problema de

control (3.3).

Proposicién 3.10. Sea (u,v) solucion del problema de minimizacion (3.3). Entonces se tiene
lo siguiente:

1
0

T 1 1
= [ [ eoth - @dade v [ @)= @zt a [ @)= 20 (323
0 0 0

para todo h € M, donde ¢ es solucidn del sistema adjunto (3.14) con ¢r(z) = u(z,T;v)—m(x).

Demostracion. Sea (u,~y) solucién del problema de minimizacién. Seayy = v + A(h — ) con
A €10,1] y h € M. Consideremos uy = u(x,t;7yy). Notemos que como J es Fréchet diferenciable

en v, se tiene que

1 U 1
T =3 | D) —m@) G| oo [ @)@ @) o

1
ta /0 (@) (h(z) — A(x))da

Si definimos uy = %L)\A vemos que esta funcién resuelve

(@r)e + (0(ur)zz)az + (h = V) (Ur)zz + (v + A(h = 7)) (Ur)2e =0, =z € (0,1) x (0,T),
r(0,4) = Tin(1,4) = 0, t e (0,T),
(ux)z(0,t) = (uy)z(1,t) =0, te(0,7),
ux(z,0) =0, x € (0,1).

Si ademads definimos p = uy|y—p, vemos que p resuelve

Pt + (Upmc)xx + ’Y(«'U),Om: = _(h - 7)umf> TE (07 1) X (O>T)7

p(0,t) = p(1,t) =0, te(0,7), (3.25)
pz(0,t) = pz(1,2) = 0, t € (0,7),

p(z,0) =0, x € (0,1).
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Como 7 es optimal se tiene que

d
2 ( >0, Vh
™ (72) >0, eM,

o de manera equivalente usando (3.24), para cada h € M

1 1 1
/ (u(ar, T; ) — m(a))p(, T)de + o / o (&) (W (2) — (2))do + o / (@) (h(z) —1(x))dz > 0.
0 0 0

Ahora, usando el sistema adjunto (3.14) con la condicién final ¢(x,T) = u(z, T;7v) — m(x), se

tiene que

1 1 1
/ gi)(x,T)p(:c,T)dera/ 7 (z)(h (x) 7'(x))dx+oz/ v(z)(h(x) —7y(z))dz >0, Vhe M.
0 0 0
(3.26)
Finalmente, multiplicando la primera ecuacion en el sistema adjunto (3.14) por p e integrando

por partes sobre (0,1) x (0,7, se obtiene

o(z,T)p(x, T)d Ugad(h — ) dzdt (3.27)
| I

Luego, el resultado se sigue de usar (3.26) y (3.27). O

3.3. Desigualdad de estabilidad y unicidad

En esta seccién probamos el principal resultado de este trabajo de tesis. De manera

precisa, demostramos los siguientes resultados:

Teorema 3.11. Dados m y m € L?(0,1), sean v y ¥ € M soluciones del problema de
optimizacion (3.3) correspondiente. Entonces, existe To > 0 y una constante K positiva tal
que para cada T € (0,Tp),

v = Al < Kllm —m| 2. (3.28)

Corolario 3.12. Asumamos las hipdtesis del teorema 3.11. Si m = m, entonces se tiene que

existe Ty > 0 tal que para cada T € (0,Tp), v =7.

Antes de probar el teorema 3.11, mostramos algunas proposiciones auxiliares que usare-

mos en la demostracion del citado teorema.

Sean u y wu soluciones del sistema (3.1) correspondientes a los coeficientes v y 7, respec-
tivamente. Dadas m y m las mediciones, definamos por ¢ y 5 las correspondientes soluciones

del sistema adjunto (3.14) con datos finales

¢r(z) = u(e, T;7) —m(z) vy or(z) =ulz,T;7) — m(z),
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Capitulo 3 Problema Inverso 22

respectivamente. Sean U = u —u, Q = y—7y V = ¢ — % Vemos que U y V satisfacen

respectivamente las siguientes ecuaciones:

p

Uy + (0(2)Uss)aw + (@) Use = —Qiige, @ € (0,1) x (0,T),
U0,t) = U(1L,t) = 0, te (0,7), 529
U,(0,1) = Up(1,1) = 0, t e (0,7),
U(z,0) =0, z e (0,1),
y ~
([~ Vit (0@)Var)os + (1@)V ) = = (Q5) . @€ (0,1)x (0.1),
V(0,t) = V(1,t) =0, te (0,7), (3.30
V(0,8) = Vo (1, ) = 0, te(0,7), ‘
V(z, T)=U(x,T) — (m(x) —m(x)), z € (0,1).

En las siguientes dos proposiciones se establecen estimaciones de energia para los sistemas
(3.29) y (3.30).

Proposicién 3.13. Sean v,5 € H'(0,1). Entonces existe una constante K1 independiente de

T, tal que la solucion de (3.29) satisface
T 1
KT 1 ~
IU@)][72 + |Usa*dvdt < ("7 4 == + — ) Q|| 3= [[i]| 2o T.12)" (3.31)
o Jo 90 90 oo

Demostracion. Multiplicando la primera ecuacién en (3.29) por U e integrando por partes

sobre (0,1) se obtiene

1d [t 1 1 1 N

Ld / U[2dx + / o (2)|Una 2z = — / (@) UnalUda — / Q)i Udz.

2dt Jo 0 0 0

Si consideramos la siguiente estimacion de los términos del lado derecho de esta tdltima iden-
tidad

1 1 H,YHQ 1 1 1
—/ ’y(l’)Umede'—/ Quy,Udx < Loo/ |U\2d$—|—/ 0|Uss|*dz
0 0 200 Jo 2 Jo

1 1 200 1 _
2 Jo 2 Jo

entonces se obtiene

d ! 2 ! 2 ||’Y||%oo ! 2 2 . 2
7 |U|*dx + o(2)|Upsz|“dx < | —F=—= 41 |U|*dx + ||Q||F |ty |“dx.  (3.32)
0 0 00 0 0
Usando el lema de Gronwall en esta iltima desigualdad se tiene
1 T 1
/ UPdz < exp (KiT) [|QI3 / / Ly P drdt, (3.33)
0 o Jo
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donde )
e, Il
00

+ 1.

Integrando sobre (0,7") en la desigualdad (3.32)

KT 1
2 K T 2 ~112
/ / U Pzt < “ TN QU s ) + o QT ooy (330

Finalmente combinando (3.33) y (3.34) se concluye (3.31). O

Proposicién 3.14. Sean v,7 € HY(0,1) y m,m € L?(0,1). Entonces eristen constantes K1

y Ko independientes de T, tal que la solcuion V de la ecuacion (3.30) satisface

1
KiT 1
2 K>T KT 1 ~112 2
/0 VPda < 2 (e o UO) 122 07,112 QU

o (3.35)
+ a\@”%w 191170 (0. 751.2) + 2¢"2T||m — |72

Demostracion. Si consideramos el cambio de variable ¢ — T — ¢ vemos que V := V (z,T — t)
resuelve la ecuacién (3.30) con condicidn inicial V(x,0) = U(z,T) — (m(z) — m(x)). Multipli-

camos la primera ecuacién en (3.30) por V e integramos por partes sobre (0, 1), obteniendo

1 1
/ WV Pda + / o (2)[Vio |2 = — / o (2)V Vindds — / QVinda (3.36)
2dt 0 0
Estimamos los términos del lado derecho en esta ultima identidad:
! b~ H’Y”Qoo ! 2 1t 2
—/ ’y(x)Vdex—/ QoVypdxr < L/ \4 da:+/ o(x)|Vyz|“dx
0 0 0o 0 4 Jo
2 ol 1 /1
+ LQHL / |p|?dx + / 0 ()| V| *dez.
00 0 4 Jo

Usando esta tltima de desigualdad en la identidad (3.36), obtenemos

d 1 1 9 2oo 1 9 200 1
/ \vy2dx+/ a(m)]Vx$]2dx§MHL/ \vy2dx+‘Q”L/ B2dz.  (3.37)
dt Jo 0 o 0 o 0

Usando el lema de Gronwall se tiene

/01|V|2dm§exp [QTH;)H%M] /01|U(5”aT)—( () — m(a))[* dz + HQHLm/ / a C;x:;)

Finalmente, usando la proposicién 3.13 se estima el lado derecho (3.38) y se obtiene (3.35). O

A continuacion probamos el Teorema 3.11 en el cual se establece el resultado de estabi-

lidad de las soluciones del problema de control optimal (3.3).
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Capitulo 3 Problema Inverso 24

Demostracién Teorema 3.11. Sean u y u soluciones de (3.1) correspondientes a los
coeficientes v y 7, respectivamente. Sean ¢ y 5 soluciones del correspondiente sistema adjunto
(3.14). Como v y 7 satisfacen la condicién de optimalidad se tiene que

1

T 1 1
- /0 /0 Uaad(F — y)dadt + a /O VG — o)z +a / (5 — )z >0 (3.39)

0

1
0

T 1 1
[ [ it st vo [ F6 =Frara [ S0 (@40

Luego de sumar las desigualdades (3.39) y (3.40), y posteriormente reordenar términos de

manera adecuada, obtenemos

T rl
ally = Al < / / (UzedQ + Uz V Q) ddt. (3.41)
0 0

La idea ahora es estimar los dos términos del lado derecho en ésta tultima desigualdad. Co-

mencemos analizando el primer término. Usando las proposiciones 3.2, 3.7 y 3.13, se tiene

/T/lU ¢Qdazdt<1/T/1\U |2dxdt+\/ff”Q‘%°°/T/l|¢y2dxdt
o Jo ¥ “ovT o Jo 2 o Jo

1 rr , KaT 1 2 |12
< ﬁ (6 - o0 HQHLmHUHm(o,T;Hg)
2 . TK
+ T\/THQ! (1 += 2) " |u(-, T) —m()|7: (3.42)
0

KT 1
< K3V/TelaT <eK1T + = > Q12
g (o]

TK.
KT TeKeT <1 N 2) 10|

00

Veamos ahora el segundo término. Notemos que usando las proposiciones 3.2 y 3.14 llegamos

a la siguiente estimacion:

o L lQlz~ [T !
/ / aVQdzdt < - / / |V [2dadt + 5= / / |t | dacdt
o Jo 2Jo Jo 2 o Jo

< CIT (¢ + T) all72 g oz | QN + CallQUE <10l 70 0,712y

+ Cye™ T m — w72

< CeTe“™ (T +T) ||Q 7 + CsTe®T Q|7 + Cac™™ m — |72
(3.43)

De esta forma ya hemos acotado los dos términos del lado derecho en la desigualdad (3.41), lo

cual nos permite concluir la siguiente desigualdad:

CGCT
(0%

~ Kr ~
Iy =13 < Z1QI + =l = s, (3.44)
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donde

K T 1 TK
Kr = KyV/Tef4T (eKlT NRLE L > + KsT?V/TeoT (1 + 2) + CTeT (e“2T 4 T)

a0 a0 a0

+ CgTngT.

K
Finalmente, eligiendo T' = Ty > 0 tal que 2T < 1len (3.44), se concluye la demostracién del
Q

teorema.
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Capitulo 4

Simulaciones numeéricas

En este capitulo presentamos simulaciones numéricas del problema inverso. El capitulo
se divide en dos secciones. En la seccién 4.1 partimos describiendo la discretizacion usada para
resolver numericamente el problema directo. Luego, en la seccion 4.2 presentamos algunos

experimentos numéricos a fin de evaluar el desempeno del algoritmo.

4.1. Discretizacion del problema directo

Consideremos el siguiente sistema de Kuramoto-Sivashinsky lineal:

( ut + (0(2)ugs )z + Y(X)uge =0, € (0,1) x (0,7),
u(0,t) = u(1,t) =0, t e (0,7), (1)
ug(0,t) = uy(1,¢t) =0, t e (0,7),
u(z,0) = up(z), x € (0,1),

donde T' > 0, 0 = o(z) es el coeficiente de difusion, v = y(x) es el coeficiente de anti-difusion,

f = f(z,t) es un término fuente y ug = ug(x) es la condicién inicial.

En la literatura hay trabajos en los cuales se estudian métodos numéricos para resolver la
ecuacién (4.1), inclusive con el término no lineal uu, ([LD12]). Excluyendo la dificultad propia
que origina el término no lineal, otra dificultad no menor, reside en aproximar el término
de cuarto orden en la ecuacién. Si queremos utilizar esquemas de elementos finitos usuales
para resolver esta ecuacion, una manera para abordar la dificultad que causa la presencia del
término de cuarto orden, es definir una variable auxiliar, digamos, v := u,;, reduciendo asi el

problema a un sistema de menor orden.
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Capitulo 4 Simulaciones numéricas 27

Es precisamente la idea descrita méas arriba la que usamos para resolver numericamente
el problema directo (4.1), de modo que a continuacién pasamos a describir en mas detalle cada

uno de los aspectos ya comentados.

Si definimos v := u,, en la ecuacién (4.1), obtenemos

V= Ugy, xz € (0,1) x (0,7),
ut + (0(2)0)gz +y(x)v =0, =z € (0,1) x (0,7).

(4.2)

Multiplicando por w € H' y ¢ € H& la primera y segunda ecuacién en (4.2), respectivamente,

y luego integrando por partes sobre (0, 1), obtenemos

1 1
/ vwdzx +/ Ugwydr = 0, ctpte(0,T),
0 0 (4.3)

1 1 1
/ uppdr — / (0(2)v)ppzdr +/ y(x)vpdr =0, c.t.pte (0,7T).
0 0 0

Un enfoque para resolver numericamente el sistema (4.3) usando el método de elementos
finitos, es primero discretizar la derivada temporal usando un esquema de diferencias finitas,

lo cual conduce a una sucesién de problemas estacionarios.

Denotemos por u” la soluciéon u en el tiempo t,, donde n = 0,1,...N. La derivada
temporal puede ser aproximada usando diferencias finitas. En este caso usaremos forward

difference, de modo que se tiene la siguiente aproximacion para la derivada temporal:

donde At es el tamano del paso en la discretizacion de la variable temporal. A modo de tener
un esquema mas general, proponemos usar el método 6. Para describir éste método definimos

para cadan =0,1,..., N

1 1
g(u",v") ::/0 (U(x)v")mcpxdx—/o ~y(z)v" pdx. (4.4)

Luego, dado 6 € [0, 1], el sistema (4.3) semi-discretizado queda dado por

1 1
/ V" HMwdr + / u hw,dr = 0, ctpte(0,7T),
0 0 (4.5)

1 un—l—l —un
/ T‘Pdm - (1 - e)g(un—‘rl,vn-i-l) + Hg(unu Un)a ctpte (07 T>7
0

para cadan =0,1,..., N.
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Si 6 =0 en (4.5) se obtiene el método conocido como backward Euler o también llamado

implicit Euler. Cuando 6 = 1/2 se tiene el método de Crank-Nicolson.

Para transformar el sistema semi-discreto (4.5) en uno complemetamente discreto con-
fiamos en el método de elementos finitos ([BS08]). Es importante comentar que también ne-
cesitamos aproximar la condicion inicial. Para hacer esto podemos simplemente proyectar la
condicién inicial en el espacio de elementos finitos. La implementacién computacional de este

problema fue realizada en FEniCS ([ABH'15]).

4.2. Experimentos numéricos

En esta seccion presentamos experimentos numéricos para el problema inverso. En la sec-
cién anterior discutimos cémo proceder con la aproximacién numérica para resolver el problema
directo (4.2). Para resolver el problema de optimizacién utilizamos dolfin-adjoint ([PFR13]).
En (1) describimos brevemente en forma esquemética cémo opera el algoritmo para la re-
construcciéon numérica del parametro «. Es importante anadir que en la rutina minimize,
el algoritmo L-BFGS (Limited-memory Broyden-Fletcher-Goldfarb-Shanno) usado pertenece
a la familia de los métodos quasi-Newton [dIR15], los cuales comparten la caracteristica de

aproximar la matriz Hessiana mediante evaluaciones del gradiente.

Algoritmo 1

Definir pardmetro inicial vY.

Dado el pardmetro v* en el paso k, resolver los problemas directos y adjuntos.

Usando la clase ReduceFuncional obtener el gradiente del funcional J.

Con la rutina minimize resolver el problema de optimizacion usando el algoritmo L-BFGS.
Parar cuando J(7**1) sea menor a cierta tolerancia o Niimero de iteraciones mayor a un
numero dado.

Es importante comentar que con estos experimentos preliminares buscamos tener una
primera idea de la calidad de la reconstrucciéon numérica del pardmetro ~, junto con vislumbrar
futuras mejoras principalmente en lo que respecta a la aproximacion de la solucién del problema

directo.

Para el disenio de los experimentos numéricos utilizamos las siguientes funciones para -,

las cuales llamamos pardmetros reales:

M =2+ exp(—10(z - 1,5)%)

Yo =2+ exp(—10(z — 1,5)%) + 0,5 exp(—30(z — 0,5)2) + 0,5 exp(—30(x — 2,5)?)
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Para cada uno éstos parametros reales resolvimos el problema directo y guardamos la
medicién en tiempo final T', obteniendo asi la que llamamos medicién real. En cada uno de los

experimentos que se detallan mas abajo se utilizaron los siguientes parametros para o, ug:
o =05, ug(z) =exp(—30(z — 1)?)

Ademads, para inicializar el algoritmo en dolfin-adjoint, en cada uno de los experimentos se

utilizé el siguiente pardmetro inicial:

Yo(x) = 2.

Anadimos que tanto la ecuacion del problema directo como la del adjunto se resolvieron sobre

el intervalo (0,3). También comentamos que para la discretizacién temporal se usé 6 = 1/2.

Con la idea de evaluar el efecto del término regularizante se desarrollé un experimento en
el cual analizamos la calidad de las reconstrucciones numéricas para un tiempo final 7" fijo (T' =
0,7) y distintos valores de o (e = 1074,1072,1076,0). Como punto de partida consideramos el

funcional J solo con término regularizante en la norma L? normalizada respecto a 2, es decir
1! 2 a [! 2
Jo) =5 [ lue,Tim) = m@)Pde+ 5 [ ye) - 2Pde.
0 0

Esto experimento se realizé para la reconstruccién del parametro vo. En las figuras 4.1
vy 4.2 se muestran los resultados de las reconstrucciones para el experimento descrito, en las
cuales observamos que las reconstrucciones mejoran al disminuir el valor de «. De hecho con
a = 10~* (ver grafico parte izquierda en la figura 4.1) notamos que se logra capturar de manera
correcta la posicion de la amplitud central, pero no asi el alto de ésta. Vemos también que las
dos amplitudes menores ni siquiera son captadas. Por otro lado cuando o = 10™° observamos
una mejora respecto al caso anterior, pues ya las dos amplitudes menores son captadas. Ahora
bien, cuando o = 1075 0 a = 0 (ver figura 4.2) notamos que la amplitud central se recupera

bastante mejor que en el caso a = 1074,

En las figuras 4.3 y 4.4 se muestran las reconstruciones numéricas del pardmetro v; y
los correspondientes estados en tiempo final asociados a las soluciones obtenidas de la rutina
de dolfin-adjoint donde el funcional J se asumi6 sin término de regularizacion, es decir, a = 0.
En ambas figuras notamos que en términos cualitativos las reconstrucciones de los pardametros
son bastante similares a la que llamamos real. De igual manera, las mediciones asociadas a
los pardmetros obtenidos se asemejan bastante a las mediciones reales. Conclusiones similares
son obtenidas en las reconstrucciones del parametro 79, cuyos resultados son expuestos en las
figuras 4.5 y 4.6.
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3.0
—— Gamma real

+ Gamma estimado

FIGURA 4.1: Izquierda: Reconstruccién numérica del pardmetro v, con o« = 10~4 y T = 0,7.

—— Gamma real
+ Gamma estimado

3.09 ...

2.84

2.6

244

2.24

2.04

Derecha: Reconstruccién numérica del pardmetro v, con o = 1075 y T = 0,7.

3.09/.... Gamma estimado 3.09 + Gamma estimado
—— Gamma real —— Gamma real
2.81
2.6 1
2.44
2.24
2.04
00 05 10 15 20 25 30 0.0 05 10 15 2.0 25 30
X X
FIGURA 4.2: Izquierda: Reconstruccién numérica del pardmetro v, con o = 1076 y T' = 0,7.
Derecha: Reconstruccién numérica del parametro 7, con a« = 0y T = 0,7.
0.5
» Gamma estimado « Observacién gamma estimado
3.0 — Gamma real —— Observacién gamma real
0.4 4
2.84
2.6 031
2.4 0.2
2.2
0.19
2.01
T T T T T T T 0.0 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 3.5
X X
F1GURA 4.3: Izquierda: Reconstrucciéon numeérica del parametro 73 con @« = 0y T = 1.

Derecha: Medicién en tiempo final uw(x, T' = 1) asociado al pardmetro «; estimado.

30




Capitulo 4 Simulaciones numéricas

8
» Gamma estimado =+++ Observacién gamma estimado
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T T T T T T T 0 T T T T T T T
0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 15 2.0 2.5 3.0
X X
F1GURA 4.4: Izquierda: Reconstrucciéon numérica del pardmetro v; con a = 0y T = 5.
Derecha: Medicién en tiempo final uw(x, T' = 5) asociado al pardmetro «; estimado.
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3.0 ++++ Gamma estimado =+++ Observacién gamma estimado
—— Gamma real —— Observacién gamma real
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X X
F1GURA 4.5: Izquierda: Reconstrucciéon numeérica del parametro 72 con @« = 0y T = 1.
Derecha: Medicién en tiempo final u(x, T' = 1) asociado al pardmetro v estimado.
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3.0 — Gamma real 61 —— Observacién gamma real
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FiGurA 4.6: Izquierda: Reconstruccién numérica del parametro v con a« = 0y T = 5.

Derecha: Medicién en tiempo final u(x, T' = 5) asociado al pardmetro 2 estimado.
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Conclusiones y trabajos futuros

A continuacién se presentan las conclusiones de este trabajo de tesis junto algunas ideas

de posibles trabajos futuros que siguen la linea de lo presentado.

En este trabajo de tesis se considerd la ecuaciéon de Kuramoto-Sivashinsky lineal dada

por
ut + (0(2) gy )z + V(T)Uuge =0, x € (0,1) x (0,7),
u(0,t) = u(1,t) =0, te(0,7), (5.1)
uz(0,t) = ug(1,¢) = 0, te (0,7),
u(x,0) = ug(z), x € (0,1).

De este modelo se estudié el problema inverso de recuperar el coeficiente v = y(z) a
partir de una medicién en tiempo final. Con el objetivo de analizar este problema inverso,
partimos mostrando que el correspondiente problema directo estd bien puesto. Luego, for-
mulamos el problema inverso usando un enfoque de control optimal, definiendo para ello un
determinado problema de minimizacién. Usando las condiciones de optimalidad del problema
de minimizacién y estimaciones de energia del sistema (5.1), probamos la estabilidad y unici-
dad de soluciones de dicho problema, siempre que 1" sea suficientemente pequeno. Finalmente,

se realizaron distintos experimentos numéricos.

A continuacién enumeramos algunos de los posibles trabajos futuros que planeamos

estudiar.

e Considerar v = y(z,t) en la ecuacién (5.1) y analizar el problema inverso de recuperar
dicho pardmetro a partir de una medicién en tiempo final u(z,T). Este caso implica estudiar
qué hipdtesis son necesarias imponer para replicar el enfoque usado en el caso v = 7(z).
Por otro lado, la reconstrucciéon numérica también supone algunas dificultades en términos de

implementacién computacional.
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e Otro trabajo que resulta también interesante abordar es, conociendo « en la ecuacién
(5.1), estudiar el problema inverso de recuperar el coeficiente principal o = o(z) a partir de
una medicién en tiempo final u(z,T"). En principio, este problema parece ser ain mas dificil
pues el coeficiente que se busca recuperar se encuentra en el término de cuarto orden en la
ecuacion. A esto hay que sumarle las dificultades que se puedan presentar en la implementacion

computacional para la reconstruccién numérica del parametro.

¢ El modelo original propuesto por Kuramoto, Tsuzuki y Sivashinsky, incluye un término
adicional en la ecuacién (5.1), el cual viene dado por la no linealidad wu,. Un trabajo futuro
serfa estudiar el problema inverso estudiado en esta tesis, pero considerando la ecuacién (5.1)

con el término no lineal.

e En lo que refiere a aspectos numéricos, es importante comentar que el esquema numéri-
co que resuelve el problema directo resulta relevante al momento de resolver numericamente
el problema inverso. Es por esto tltimo que un desafio futuro es implementar otros esquemas

que por ejemplo incluyan adaptividad temporal.

e En vez de considerar una medicién en tiempo final como medida de sobredeterminacién
del problema inverso estudiado en este trabajo, resulta interesante estudiar el caso en el cual

la observacién sea por ejemplo uz4(0,t) con t € (0,T").
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