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expresarlas de forma más asertiva, a tenerme paciencia en los procesos, a compartir lo que
siento, confiar en los demás y especialmente en mi mismo.
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RESUMEN

En esta tesis, se presenta una relación entre sistemas de control sobre redes comunicados
a través de canales con ruido multiplicativo, y una versión alternativa comunicada a través
de canales con ruido aditivo. Esta relación se traduce en una equivalencia espectral donde los
momentos de primer y segundo orden del NCS original sobre canales de desvanecimiento son
iguales a los momentos de primer y segundo orden del NCS auxiliar sobre canales aditivos.
Utilizamos esta equivalencia para relacionar la estabilidad cuadrática media del NCS sobre
los canales de desvanecimiento (correlacionados espacialmente) con la estabilidad interna
del NCS LTI sobre los canales aditivos. Esta relación define nuestro marco de trabajo.

Para complementar se comparan la media y la covarianza del estado del NCS con canal
con desvanecimiento y el NCS auxiliar con ruido aditivo. En esta comparación, se incluyen
las expresiones anaĺıticas para las estad́ısticas de ambos sistema, y estad́ısticas calculadas a
partir de realizaciones de las señales de cada sistema. Para las expresiones anaĺıticas basta
dar un horizonte de tiempo. En cambio, se utiliza el método de Montecarlo para estimar las
estad́ısticas en base a las realizaciones. Estas simulaciones permiten verificar la equivalencia
y estudiar el efecto del ruido multiplicativo sobre la estabilidad del sistema.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

Este caṕıtulo pone en contexto el trabajo de tesis, presentando sus motivaciones, obje-
tivos, marco de trabajo y el estado del arte sobre los temas a tratar. También, se describen
brevemente los contenidos de cada uno de los caṕıtulos de esta tesis.

1.1. Sistema de control sobre redes

La teoŕıa del control clásica se basa en gran medida en la abstracción de que la informa-
ción se transmite a lo largo de canales de comunicación perfectos [15], [12]. Esta abstracción
ha servido bien durante mucho tiempo, existiendo una amplia variedad de aplicaciones exi-
tosas. Este tipo de canales utilizan conexiones cableadas que comunican el controlador con
los sensores y actuadores de la planta [16]. Las redes de comunicación se han visto mejo-
radas significativamente por los avances tecnológicos, especialmente las redes inalámbricas,
y han permitido bajas en los precios asociados a su producción e implementación, convir-
tiéndolas en una alternativa atractiva. El área de control no ha sido la excepción, y esto
ha tráıdo nuevos desaf́ıos y desarrollos, de los que se ha encargado el área de Sistemas de
Control sobre Redes (NCS por sus siglas en inglés). En ella se utiliza la teoŕıa de control y
comunicación para estudiar los efectos de las restricciones de comunicación en los sistemas
de control realimentados [38]. Los principales problemas en la teoŕıa del control clásico, es
decir, la estabilización, el control y la estimación óptima, se han vuelto a estudiar dentro de
un marco NCS (e.g. [45], [40], [37], [42], [27], [10], [16], [30]).

Dentro de sus aplicaciones, se encuentran las redes de sensores móviles [24], coordinación
de múltiples veh́ıculos en un sistema de autopistas automatizado [28], ciruǵıa remota [23],
y la coordinación de veh́ıculos aéreos no tripulados [29], entre muchas otras. Estos sistemas
suelen tener arquitecturas de control, en donde plantas, sensores y actuadores se encuentran
conectados a través de canales de comunicación inalámbricos. Dichas redes poseen grandes
ventajas sobre su contra parte de conexiones independientes y dedicadas, pues reducen en
gran medida los costos de instalación y mantenimiento, y permiten mayor flexibilidad para
modificar la arquitectura de los sistemas y su interconexión [12].

En la Figura 1.1 podemos ver la representación general de un NCS [16]. Una de las
caracteŕısticas que distinguen a los NCS de los sistemas de control clásicos es la presencia
de canales no transparentes, y de codificadores y decodificadores, en los cuales las señales
son procesadas y modificadas antes de entrar y salir de la red.

1
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Figura 1.1. Arquitectura general de un NCS.

1.2. Restricciones de comunicación

Como ya mencionamos, el uso de NCS presenta grandes ventajas, pero también nuevos
desaf́ıos. Para su estudio y comprensión es clave considerar las restricciones de comunicación
asociadas a estas redes. En la literatura, encontramos distintos tipos de restricciones tales
como retrasos aleatorios, pérdidas de paquetes, restricciones en la relación de señal a ruido
(SNR), errores de cuantificación, entre otros [2], [6], [10], [22], [5]. En general, los canales
inalámbricos comunes poseen una naturaleza estocástica: los retrasos suelen ser de duración
aleatoria y los paquetes pueden perderse, también de forma aleatoria [12]. Estos problemas
pueden modificar significativamente la estabilidad y desempeño del lazo cerrado pudien-
do tener consecuencias catastróficas [20]. Como solución, se puede rediseñar el controlador
para que tenga robustez frente a estos escenarios. En un caso ideal, se puede diseñar el con-
trolador en conjunto con el canal de comunicación para ofrecer el mejor rendimiento posible.

A continuación, describimos algunas de las principales restricciones que son estudiadas
en la literatura sobre NCS:

1.2.1. Restricciones en la relación de señal a ruido

Los canales de comunicación pueden tener niveles de ruido tales que las señales transmi-
tidas queden inutilizables para el receptor. Para lidiar con tal problema, una estrategia es
aumentar el nivel de potencia de la señal transmitida, aumentando aśı la relación de señal a
ruido (SNR). Esto, disminuye el efecto negativo del ruido sobre la señal. Sin embargo en la
práctica, la potencia de transmisión no puede ser arbitrariamente alta, lo que se traduce en
una restricción en la SNR. Dicha restricción puede tener un efecto negativo en el desempeño
del lazo de control diseñado. En [5], [39], [26] podemos ver algunos ejemplos que consideran
dicha restricción para distintas arquitecturas de diseño.

1.2.2. Pérdida aleatoria de paquetes

En las redes digitales, puede ocurrir que la información enviada como paquetes a través
de la red no llegue a su destino. Esto debido a errores f́ısicos en la red, interferencia, conges-
tión excesiva o demoras que podŕıan llevar al receptor a considerar un paquete como perdido
[44]. Para lidiar con las pérdidas de paquetes, existen protocolos de comunicación que usan
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paquetes de reconocimiento. Estos paquetes son enviados por el receptor al transmisor para
indicar si los paquetes enviados desde el transmisor al receptor han sido recibidos satisfacto-
riamente (tipo TCP). Los protocolos que no usan paquetes de reconocimiento se les conoce
como tipo UDP. La elección del protocolo puede modificar la estabilidad y el rendimiento
del sistema realimentado [27]. Este tipo de canales se puede encontrar en la literatura co-
mo canales de borrado y suelen ser modelados por una variable aleatoria con distribución
de probabilidad Bernoulli. Entre los trabajos que tratan con pérdida de paquetes podemos
mencionar [18], [27], [17].

1.2.3. Retardos aleatorios

La congestión en las redes que usan protocolos de transmisión de datos, por ejemplo
tipo TCP, provoca que los paquetes pasen tiempo almacenados en las memorias de los
nodos intermedios de la red. Esto genera que los paquetes lleguen a destino con un retardo
generalmente aleatorio. Al igual que en escenarios con pérdida de paquetes, este tipo de
problemas puede significar pérdida de desempeño o incluso de estabilidad. En [43] se trabaja
con este tipo de restricciones.

1.2.4. Canales con ruido aditivo

Para propósitos de esta tesis, es conveniente profundizar en los canales afectados con
ruido aditivos. Por simplicidad, nos referiremos a ellos como canales aditivos. Este modelo
de canal es el más utilizado para caracterizar ruidos en los sistemas debido a las múltiples
herramientas matemáticas que permiten estudiarlo. Cuando el ruido es blanco, tiene igual
intensidad para diferentes frecuencias (densidad espectral de potencia constante), y aunque
es un modelo simple, puede representar muchos tipos de incertidumbre en modelos f́ısicos. Se
puede atribuir ciertos comportamientos del canal a las estad́ısticas del ruido. Por ejemplo, si
la varianza de ruido es cero, el receptor recibe la información transmitida perfectamente. En
cambio, si la varianza de ruido no es cero y no hay restricciones en la entrada, podemos elegir
un subconjunto arbitrariamente grande de entradas arbitrariamente separadas, de modo que
se pueda recibir la información en la salida con una probabilidad arbitrariamente pequeña
de error. Tal esquema idealizado supone una capacidad infinita en el canal. La capacidad
de canal hace referencia a la cantidad de información en cierto tiempo que puede transmitir
el enlace de comunicación. Para canales que además son Gaussianos, se puede calcular su
capacidad de canal según la fórmula [9]

C = B log(1 + Γ)

donde C es la capacidad de canal, B es la tasa de bits por segundo, y Γ es la relación de
señal a ruido (SNR). Por lo tanto, si la SNR es arbitrariamente grande (la varianza del ruido
es cercana a cero o la entrada tiene varianza arbitrariamente grande), la capacidad de los
canales también lo es. Esta limitación en la entrada se traduce en una restricción de enerǵıa
o potencia.

También, es frecuente suponer que el ruido aditivo blanco tiene una distribución de pro-
babilidad gaussiana. Esta suposición se basa en el teorema del ĺımite central, que aplicado
en este contexto concluye que el efecto acumulativo de un gran número de fenómenos alea-
torios serán aproximadamente normales, por lo que la suposición gaussiana es válida en
una gran cantidad de situaciones [9]. Adicionalmente, el ruido gausiano tiene un conjunto
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Figura 1.2. Canales con ruido aditivo. a) Canal individual. b) Múltiples canales paralelos.

de propiedades atractivas y gran versatilidad, las cuales son ampliamente aprovechadas en
control óptimo y filtrado óptimo [35], [1].

El modelo básico de un canal de ruido aditivo es tal que w = q + v, donde v es la
entrada del canal, q es el ruido del canal y w es la salida del canal. Cuando v, w y q son
escalares, el canal es escalar, o individual, Por el contrario cuando v, w y q son vectores, se
dice que el canal posee múltiples entradas y múltiples salidas (MIMO) y, si no hay diálogo
cruzado entre cada rama de un canal MIMO, el canal se reduce a un conjunto de canales
paralelos. Estos canales son representados en la Fig. 1.2. Como ejemplo, podemos mencionar
el trabajo [9], donde se estudia la forma de distribuir la potencia que soporta el canal total
a través de sus canales individuales, y aśı maximizar la capacidad del canal. En ese caso, se
utiliza un modelo de canal con ruido aditivo gausiano no blanco donde cada canal individual
representa una frecuencia diferente.

1.2.5. Canales con ruido multiplicativo

Los canales multiplicativos o con desvanecimiento han sido estudiados principalmente
en la teoŕıa de comunicaciones e información. Esta área se encarga de tratar con mayor
detalle las causas y efectos del desvanecimiento en la información transmitida y recibida [9],
[12], [16]. El término desvanecimiento es ampliamente usado en la teoŕıa de comunicación,
llegando a ser ambiguo. En comunicación inalámbrica, se describe a este término cómo una
atenuación variable sobre la señal. Las variables que contribuyen a este efecto y sus clasifi-
caciones son variadas. Entre ellas destacamos la pérdida en el trayecto, la cual es causada
por la disipación de potencia irradiada por el transmisor, y los efectos de propagación del
canal [33], [12]. El opacamiento es causado por obstáculos entre el transmisor y el receptor
que atenúan la potencia de la señal debido a absorción, la reflexión, la dispersión y la di-
fracción. Cuando la atenuación es muy fuerte, la señal se bloquea. La variación debido a la
pérdida de trayectoria se produce a distancias muy grandes (100-1000 metros), mientras que
la variación debida al desvanecimiento se produce a distancias proporcionales a la longitud
del objeto obstructor (10-100 metros en ambientes exteriores y menos en ambientes inte-
riores)[12]. Dado que las variaciones debidas a la pérdida de trayectoria y el opacamiento
ocurren a distancias relativamente grandes, esta variación a veces se denomina efectos de
propagación a gran escala [33].

Dentro de los canales de desvanecimiento (fading channels), encontramos a los canales
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multiplicativos. Este modelo considera que una ganancia multiplicativa aleatoria variable
en el tiempo afecta la señal transmitida [12], [10]. Este modelo puede resultar adecuado
para describir varios tipos de fenómenos que afectan a las señales enviadas a través de los
canales de comunicación como por ejemplo, la pérdida aleatoria de paquetes, ruido en las
sensores, interferencia y mediciones intermitentes, inclusive en canales análogos [12], [10],
[21], [26], [41]. Los canales multiplicativos incorporan no linealidad al modelo, haciéndolos
menos tratables al no disponer de herramientas para sistemas lineales e invariantes en el
tiempo (LTI ). Note que los canales de borrado son un caso especial de los canales con des-
vanecimiento donde la ganancia aleatoria toma exclusivamente valores de 0 o 1. En esta
tesis se estudiara la estabilidad de sistemas de control sobre redes comunicados a través de
canales multiplicativos.

Planta Controlador
Desvanecimiento

con
Canal

Figura 1.3. Sistema de control sobre redes comunicado a través de canales con desvaneci-
miento.

En la Fig. 1.3, se presenta una configuración ampliamente usada en la literatura referente
a Control sobre Redes [10], [41], [25], [16]. Esta considera el desvanecimiento en canales de
comunicación entre la planta y el controlador.

1.3. Estado del arte de NCS con canales multiplicativos

Numerosos trabajos en la literatura estudian la estabilidad y el rendimiento de los NCS
sobre los canales con ruido multiplicativo, ver por ejemplo [10], [22], [32], [25], [21]. En estos
trabajos, se obtienen condiciones de estabilidad y se determina el mejor rendimiento alcanza-
ble, expresadas mayormente en términos de los polos inestables, los ceros de fase no mı́nima
y los retrasos de la planta, bajo el supuesto de canales de desvanecimiento no correlacionados.

En [10] se plantea que el ruido multiplicativo puede ser interpretado como una incerteza
en el modelo de la planta, viendo el problema con un enfoque de control robusto. Este hecho
resulta importante en la obtención de condiciones necesarias y suficientes para estabilización
en sentido cuadrático medio (MSS ). Para plantas SISO con la medición del estado dispo-
nible y afectadas por canales de borrado, se demuestra que la existencia de controladores
estabilizantes, depende de que la probabilidad de transmisión exitosa sea mayor que una
determinada función de los polos inestables de la planta.
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En [41] se logran presentar condiciones necesarias y suficientes para MSS en términos de
los polos inestables cuando se tiene realimentación de estado. La expresión queda en térmi-
nos de la llamada medida de Mahler. Para el caso de realimentación de la salida, se estudian
plantas SISO y MIMO triangulares desacopladas, obteniendo una condición expĺıcita para
estabilidad en función de los polos inestables, los ceros de fase no mı́nima y el grado relativo
de la planta. Además, en [41] se indica que utilizando realimentación en un canal tipo TCP,
se pueden reducir el efecto de los ceros de fase no mı́nima y el grado relativo de la planta
sobre la estabilidad. Cabe mencionar que en este caso no se considera una perturbación de
entrada que afecte al sistema.

En [25] se estudia la estabilidad de sistemas LTI en presencia de incertidumbres es-
tocásticas multiplicativas en el modelo. Estas incertezas se representan por medio de un
canal con ruido multiplicativo no correlacionado. En dicho trabajo, se presentan condicio-
nes necesarias y suficientes para que el sistema sea estabilizable usando realimentación de
estados. Para el caso SISO, se logran obtener ĺımites expĺıcitos para la covarianza del ruido
multiplicativo, de forma que el sistema sea estable. Para el caso de sistemas MIMO de fase
mı́nima y retardos, se presentan LMIs que permiten indicar dichas condiciones. Además, se
muestra que la estabilidad del sistema es sensible a la dirección de sus polos inestables sus
ceros de fase no mı́nima, y la alineación de estas.

En [3] se considera correlación espacial del ruido, y se obtiene una condición de estabili-
dad del sistema, en términos del radio espectral de un operador matricial lineal. Condiciones
similares fueron obtenidas en [10], pero que no llegan a ser expĺıcitas en términos del ruido
multiplicativo ni la descripción del sistema. Se utilizan LMI’s para encontrar los valores
espećıficos que satisfagan las condiciones de estabilidad y desempeño de un sistema dado. A
diferencia de los trabajos citados anteriormente, los autores realizan un plantear y resuelven
el problema en términos de las señales temporales de entrada y salida del sistema, sin re-
currir a variables de estados y sin identificar una planta o controlador. Por esto, no se hace
ninguna referencia a sistemas de control.

En [22] se utiliza una equivalencia estad́ıstica entre un NCS con canales de desvane-
cimiento, y un sistema auxiliar con canales con ruido aditivo. Esta equivalencia permite
obtener resultados de rendimiento óptimos en NCS sobre canales de desvanecimiento no
correlacionados. Esta equivalencia establece que el NCS con canales de desvanecimiento
puede analizarse estudiando un NCS auxiliar que contiene canales de ruido aditivos sujetos
a restricciones de SNR. Tal marco facilita el estudio del NCS original habilitando las herra-
mientas estándar para sistemas LTI.

1.4. Objetivo y marco de trabajo

En este trabajo se consideran sistemas de control multivariables de tiempo discreto, los
cuales están comunicados a través de canales con ruidos multiplicativos. Se supondrá que
el canal de comunicación es un canal MIMO, con ruidos multiplicativos correlacionados
espacialmente. El objetivo principal es estudiar la estabilidad de estos sistemas de control
realimentados y cómo las estad́ısticas del ruido multiplicativo pueden afectarla. Para ello
se recurrirá a un esquema auxiliar en donde el canal de comunicación en vez de ser mul-
tiplicativo, es un canal de ruido aditivo, pero que sin embargo permite estudiar al sistema
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con canal multiplicativo original. Esto se basa en trabajos anteriores en donde se presenta
una equivalencia espectral entre este tipo de canales. A diferencian de esos trabajos, en este
marco de trabajo se consideran ruidos correlacionados, lo que implica estudiar una extensión
de dicha equivalencia para este escenario. Esta equivalencia se estudia tanto para el caso
transiente como para el estacionario.

1.5. Contribución y Organización de la tesis

La contribución de esta tesis se resume en dos puntos principales:

Se deriva una equivalencia entre los momentos de segundo orden en un sistema de
control sobre redes con canales multiplicativos correlacionados, y uno con canales de
ruido aditivos.

Se muestra que la estabilidad del sistema de control sobre redes con canales multipli-
cativos se puede estudiar en base a un sistema auxiliar con canales de ruido aditivo.

La organización de los caṕıtulos para esta tesis es la siguiente. La sección 2 presenta los
preliminares. La Sección 3 detalla la formulación del problema. En la Sección 4 se demuestra
la equivalencia espectral entre el NCS sobre los canales de desvanecimiento, y canal con ruido
aditivo. En la Sección 5 se realiza el análisis de estabilidad y se relaciona la estabilidad MSS
del NCS original con la estabilidad interna del NCS auxiliar. En la Sección 6 se ilustran los
resultados con simulaciones. Finalmente, en la Sección 7 se presentan las conclusiones.



Caṕıtulo 2

PRELIMINARES

Este caṕıtulo presenta la notación, convenciones, definiciones y propiedades necesarias
que se utilizarán en el desarrollo de esta tesis. En la sección 2.1 se proponen convenciones y
definiciones sobre conjuntos numéricos y matrices. En la sección 2.2 se presentan propiedades
de álgebra lineal que nos serán útiles. La sección 2.3 presenta elementos útiles y nociones
preliminares para abordar la estabilidad de sistemas LTI, principalmente desde el enfoque
de variables de estado, y en tiempo discreto. La sección 2.4 se revisan elementos esenciales
de los procesos estocásticos y algunas clasificaciones que nos serán útiles para trabajar con
ellos. En la sección 2.5, se extiende la noción de estabilidad presentada en 2.3 considerando
que la naturaleza de los sistemas LTI que estudiaremos es estocástica. Para ello se definen
los conceptos de estabilidad interna y estabilidad en sentido cuadrático medio.

2.1. Notación

Se denotará a los conjunto de números enteros, naturales, naturales incluyendo al cero,
reales, y complejo por Z, N, N0, R, y C respectivamente. En caso de trabajar con conjuntos
de múltiples dimensiones, se denotarán usando supeŕındices, por ejemplo R

n. Utilizaremos
j =

√
−1. Dado un número x ∈ C, |x| denota a su magnitud, x∗ a su conjugado y Re(x)

a su parte real. Para una matriz M cualquiera, M⊤, M∗, MH , y tr(M) denotan a su
traspuesta, conjugado, hermitiana y a su traza, respectivamente. Para denotar que la matriz
es definida positiva y positiva semidefinida, escribimos M > 0 y M ≥ 0 respectivamente. Los
subelementos de una matriz A ∈ R

n×m se denotan por aij donde i ∈ {1, .., n}, j ∈ {1, ..,m}.
Se define la matriz identidad de n×n como In×n. Se utiliza el śımbolo z como el argumento
de la transformada Zeta.

2.2. Elementos de álgebra lineal

El producto de Hadamard entre 2 matrices A y B ∈ R
n×m se denota por A ⊙ B = C

y corresponde al producto elemento a elemento, es decir, cij = aij · bij , ∀i, j. El operador
diag(v) denota una matriz diagonal que posee los elementos del vector v en su diagonal.

Sean v un vector columna de largo n, Dv = diag(v) y M una matriz cuadrada de
dimensión n× n, entonces se cumple que [4].

DvMD⊤
v = (vv⊤)⊙M. (2.2.1)

8
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Lema 2.2.1. Defina el operador T (A) = MAM⊤+L(P⊙[NAN⊤])L⊤, donde A,M,L, P,N

son matrices de dimensiones apropiadas, y P ≥ 0. Entonces, T (·) es un operador lineal y
monotónico.

Demostración. Sea α, β ∈ R, entonces

T (αA+ βB) = M(αA+ βB)M⊤ + L(P ⊙ [N(αA+ βB)N⊤])L⊤

= MαAM⊤ +MβBM⊤ + L(P ⊙ [NαAN⊤])L⊤ + L(P ⊙ [NβBN⊤])L⊤

= αT (A) + βT (B)

donde usamos el hecho de que (αA)⊙B = α(A⊙B) [4] para demostrar linealidad.

Para demostrar monotonicidad, consideremos X ≥ Y y la hipótesis de T (X) ≥ T (Y ).
Dado que X − Y ≥ 0, y usando el hecho de que el producto de Schur (o producto de Hada-
mard) de 2 matrices positivas semidefinidas es también positiva semidefinida [36], entonces
tenemos que T (X − Y ) ≥ 0. Ya que esta demostrada la linealidad de T (·), la prueba esta
completa.

A continuación presentamos la definición de matriz de Schur, útil para caracterizar pro-
piedades relacionadas a estabilidad de sistemas LTI.

Definición 2.2.1. (Matriz de Schur) La matriz A es una Matriz de Schur, si todos los
autovalores de A están dentro del ćırculo unitario, por ejemplo, ρ(A) < 1,y tal que x(k+1) =
Ax(k).

2.3. Elementos de teoŕıa de sistemas lineales de tiempo dis-

creto

En esta tesis se trabaja con sistemas lineales de tiempo discreto e invariantes en el tiempo
(LTI discreto) tal como se muestra en la Fig. 2.1. Estos sistemas admiten una representación
en variables de estado dada por

x(k + 1) = Ax(k) +Bu(k), x(0) = x0, k ∈ N0, (2.3.1)

y(k) = Cx(k) +Du(k), (2.3.2)

donde x(k) ∈ R
nx es el estado del sistema M , x0 es el estado inicial, la secuencia u(k) ∈ R

nu

es la entrada al sistema, y(k) ∈ R
ny es la salida, y (A,B,C,D) son matrices reales de di-

mensiones apropiadas.

A continuación se presentan definiciones útiles para identificar propiedades del sistema
que nos indican relaciones entre las variables externas (entradas y salidas) con las variables

M
u(k) y(k)

Figura 2.1. Sistema LTI en tiempo discreto.
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internas (de estado). Para las siguientes propiedades considere que u(k) corresponde a la
actuación sobre el sistema (entrada manipulable)

Definición 2.3.1. (Controlabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (A,B) se dice
controlable si, para todo estado inicial x(0) = x0, k1 ∈ N y estado final x1, existe una
secuencia {u(k)}1,...,k1−1 tal que la solución de (2.3.1) satisface x(k1) = x1. En otro caso el
sistema o el par (A,B) se dice que es no controlable.

Definición 2.3.2. (Observabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (C,A) se dice ob-
servable si, para cualquier k1 ∈ N, el estado inicial x0 se puede determinar a partir de la
entrada u(k) y de la salida y(k) en el intervalo de tiempo [0, k1]. En otro caso el sistema o
el par (C,A) se dice que es no observable.

Definición 2.3.3. (Detectabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (C,A) se dice de-
tectable si y sólo si existe una matriz L tal que A+ LC es Schur.

Definición 2.3.4. (Asintóticamente estable [46]). El sistema en (2.3.1) se dice asintótica-
mente estable si, para entrada nula, la salida converge a cero para un estado inicial arbitrario.
El sistema será asintóticamente estable si y sólo si todos sus polos están dentro del ćırculo
unitario. Los polos pueden ser encontrados como los autovalores de A.

Funciones de transferencia

Llamaremos función de transferencia a la función M(z) tal que Y (z) = M(z)U(z), donde
Y (z) y U(z) son la transformada Zeta de las señales y(k) y u(k) respectivamente en (2.3.1).
Además, la función de transferencia M(z) se puede escribir en términos de las matrices
(A,B,C,D) como

M(z) , C(zI −A)−1B +D

Denotamos por R al conjunto de todas las funciones de transferencia reales y racionales.
Los siguientes son subconjuntos de R:

Rp ,

{

M(z) ∈ R : ĺım
z→∞

M(z) existe y es finito.
}

Rsp ,

{

M(z) ∈ R : ĺım
z→∞

M(z) = 0.
}

Rbp ,

{

M(z) ∈ Rp, cuadradas y tal que M(z)−1 ∈ Rp existe.
}

RH∞ ,

{

M(z) ∈ Rp : M(z) es estable.
}

RH2 ,

{

M(z) ∈ Rsp : M(z) es estable.
}

A las tres primeras las llamaremos funciones de transferencia propias, estrictamente propias
y bipropias respectivamente.

Propiedades de norma 2

Toda función A(z) ∈ R que no posea polos sobre el ćırculo unitario pertenece a L2, i.e.,
es tal que

‖A(z)‖2
2
, tr

{

1

2π

∫ π

−pi

A(ejω)A(ejω)Hdω

}

< ∞. (2.3.3)
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donde ‖·‖
2
corresponde a la norma en L2 estándar, también llamada norma 2 [46], [11].

Cabe destacar, además, que toda función de transferencia A(z) ∈ R sin polos sobre el
ćırculo unitario se puede descomponer como [46], [11]

A(z) = [A(z)]H⊥

2

+ [A(z)]H2 ,

donde [A(z)]H⊥

2

∈ RH2 contiene a las partes constantes, estrictamente inestables y no

causales de A(z) y, donde [A(z)]H2 ∈ RH2 corresponde a la parte estable y estrictamente
propia de A(z). A continuación se listan propiedades útiles de la norma 2 [46], [11]:

Propiedad 2.3.1. Considere las funciones de transferencia A(z), B(z) ∈ R sin polos sobre
el ćırculo unitario. Entonces:

1.
∥

∥A(z)T
∥

∥

2

2
= ‖A(z)‖2

2

2. Si A(z) ∈ RH⊥

2 y B(z) ∈ RH2, entonces ‖A(z) +B(z)‖2
2
= ‖A(z)‖2

2
+ ‖B(z)‖2

2
.

3. Si A(z) ∈ RH⊥

2 y B(z) ∈ RH∞, entonces ‖A(z) +B(z)‖2
2

= ‖A(z)−A(0)‖2
2
+

‖A(0) +B(z)‖2
2
.

2.4. Procesos estocásticos

En esta tesis, además de usar sistemas LTI trabajaremos con procesos estocásticos.
Para ello consideraremos la definición usual para tiempo discreto [1],[35], donde un proceso
estocástico {x(k)}k∈N0

es una secuencia de variables aleatorias reales que poseen densidades
conjuntas de probabilidad bien definidas.

Considere a x como un proceso estocástico vectorial de tiempo discreto y x(k) la variable
aleatoria correspondiente en el instante k. El operador esperanza se denota por E {·}. Por
simplicidad definiremos

x̄(k) , x(k)− E {x(k)} . (2.4.1)

Aśı, la media, la matriz de covarianza, el segundo momento y la función de autocovarianza
de x, son denotados por µx(k), Px(k), Qx(k), Rx(k + τ, k) respectivamente, y tales que

µx(k) , E {x(k)} , Px(k) , E
{

x̄(k)x̄(k)⊤
}

Qx(k) , E
{

x(k)x(k)⊤
}

, Rx(k + τ, k) , E
{

x̄(k + τ)x̄(k)⊤
}

.

No es dif́ıcil notar que Qx(k) = Px(k) + µx(k)µx(k)
⊤.

Definiciones de procesos estocásticos

A continuación mencionamos algunas propiedades que serán de utilidad [35]:

1. El proceso x se dice i.i.d si y sólo si es una secuencia de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas.

2. El proceso x se dice que es un proceso de segundo orden si y sólo si su media y matriz
de segundos momentos existen y son finitas para todo k ∈ N0 y, además, son finitas
cuando k → ∞.
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3. Un proceso x de segundo orden se dice que es un proceso estacionario en sentido
amplio (wss) si y sólo si su media µx(k) es constante ∀k ∈ Z y su función de covarianza
Rx(k + τ, k) es sólo función de τ ∈ Z.

4. Un proceso x de segundo orden definido para T = N0 se dice ser asintóticamente
estacionario en sentido amplio (a-wss) śı y sólo śı existe α ∈ R

nx y f : T → R
nx×nx ,

con f(τ) finita ∀τ y permaneciendo aśı a medida que τ → ∞, tal que

ĺım
k→∞

µx(k) = α, ĺım
k→∞

Rx(k + τ, k) = f(τ), ∀τ ∈ T

5. El proceso x se dice blanco si y sólo si x es una secuencia de variables aleatorias no
correlacionadas entre śı. Por ejemplo

Rx(k + τ, k)

{

= 0 ∀τ 6= 0
≤ a < ∞ τ = 0, a ∈ R

Además, si x es i.i.d., entonces x es blanco.

6. Los procesos x e y se dicen no correlacionados si E
{

(x− µx)(y − µy)
⊤
}

= 0.

7. Diremos que un proceso x posee correlación espacial si Px(k) es una matriz no diagonal
∀k.

Ecuación de Lyapunov

A continuación presentamos la definición de ecuación de Lyapunov [35].

Definición 2.4.1. Considere un sistema con la siguiente representación en variables de
estado

x(k + 1) = Fx(k) + v(k) (2.4.2)

y(k) = Hx(k) + e(k)

La señal v(k) es un proceso estocástico blanco de media cero, con matriz de covarianza R1.
Entonces

Px(k + 1) = FPx(k)F
∗ +R1

es llamada la ecuación de Lyapunov.

Las soluciones de ecuación de Lyapunov tienen una estructura conocida, y propieda-
des interesantes. Por ejemplo, si el sistema descrito en (2.4.2) es asintóticamente estable,
entonces x es a-wss. De forma equivalente, la ecuación de Lyapunov converge a

P = FPF ∗ +R1

y tiene solución única, la cual es hermitiana (por ejemplo A = AH) y es definida positiva.

2.5. Lazo de control generalizado

En esta sección se presentan diversa formas de representar los lazos de control. Entre
ellos destacamos el lazo de control generalizado, y un esquema alternativo que pone énfasis
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y(k)u(k)

P (z)

K(z)

d(k) e(k)

H

Figura 2.2. Lazo de control generalizado.

en los canales de comunicación. Luego, se conectan los elementos de teoŕıa de control de
sistemas lineales y procesos estocásticos para presentar conceptos como lazo bien definido,
estabilidad interna y estabilidad en sentido cuadrático medio.

La Fig. 2.2 muestra un lazo de control donde P (z) corresponde a la planta generalizada
y K(z) ∈ Rp corresponde al controlador. El vector d(k) contiene las señales externas, por
ejemplo, perturbaciones y referencias. El vector e(k) es la señal de desempeño, u(k) es la
actuación dada por el controlador K, y y(k) es la salida de la planta P que es realimentada
hacia el controlador, cerrando el lazo. Cabe mencionar que el esquema de la Fig. 2.2 se
puede encontrar en la literatura como lazo cerrado de control generalizado (GCC), y tiene
la ventaja de poder representar cualquier lazo cerrado de control lineal [34].

En términos de la entrada d y la señal de desempeño e, este lazo de control puede verse
como un sistema de lazo cerrado H tal como en la Fig. 2.1 . Diremos que el sistema H de
la Figura 2.2 tiene una representación en variables de estado tal como se indica en (2.3.1)

x(k + 1) = Âx(k) + B̂d(k), x(0) = x0, k ∈ N0, (2.5.1)

e(k) = Ĉx(k) + D̂d(k) (2.5.2)

donde las matrices (Â, B̂, Ĉ, D̂) contienen las dinámicas, no solo de la planta, sino que tam-
bién del controlador.

N
vw

d e

canal

Figura 2.3. Sistema N con realimentación a través de canal de comunicación.

Una forma alternativa de estudiar los lazos de control generalizados, viene de no consi-
derar a los canales de comunicación dentro de la descripción del sistema H como en la Fig.
2.2, sino fuera de este, tal como se ve en la Fig. 2.3. Este esquema resulta particularmente
útil para estudiar las propiedades y efectos de los canales de comunicación, y será utilizado
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K

G

u y

w v

N

P

ed

H

∆

Figura 2.4. Diferentes representaciones de un sistema en lazo cerrado.

en el caṕıtulo siguiente, al tratar la formulación del problema.

Lazos de control similares al que ilustra la Fig. 2.3 se encuentran con frecuencia en la
literatura (ver por ejemplo [46], [22]), y representa una generalización de muchas arquitec-
turas de control lineal, incluyendo los clásicos lazos de control de 1 y 2 grados de libertad.
En dichos escenarios, la planta y controlador, y su interacción, se encuentran representados
dentro del sistema N de la Fig 2.3; el vector d y la señal e comparten la misma descripción
que la dada para el lazo de control generalizado. Las señales dentro del sistema realimenta-
do de control que son transmitidas por el canal de comunicación multivariable son reunidas
en el vector v. Esto se ilustra en la Figura 2.3, a través de la entrada v, la salida w, y la
representación gráfica del canal de comunicación. Cabe destacar que el canal indicado en la
Fig. 2.3 puede afectar a la señal de control que env́ıa a la planta, o también a las mediciones
enviadas desde la planta al controlador.

En la Fig. 2.4 se representa al sistema H usando los esquemas de las Fig. 2.2 y 2.3.
Adicionalmente, se agrega el bloque ∆, el cual puede modelar múltiples fuentes de incerti-
dumbre, por ejemplo incertidumbres estructurales en la planta. Este esquema es utilizado
en control robusto [46], [34].

Lazo bien definido

Al proponer modelos para la planta y controlador nos interesa que estén correctamente
definidos y tengan sentido f́ısico, al menos en términos de causalidad. Como contraejemplo
considere los sistemas con funciones de transferencia impropios, los cuales son no causa-
les. Para identificar sistemas correctamente definidos, consideramos la noción de lazo bien
definido.

Definición 2.5.1. (Lazo bien definido [46]).
Un sistema realimentado M se dice bien definido si todas las funciones de transferencia del
lazo cerrado están bien definidas y M ∈ Rp.

Lema 2.5.1. (Lazo bien definido [46]).
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El sistema de la Figura 2.2 está bien definido si y sólo si det(I − P (∞)K(∞)) 6= 0.

Estabilidad interna

La noción de estabilidad interna nos sugiere que las señal dentro del lazo son acotadas.
Una condición necesaria para estabilidad interna es que las realizaciones de P (z) y K(z)
sean detectables y estabilizables [46].

Definición 2.5.2. (Estabilidad interna [46]).
El sistema de la Figura 2.2 se dice internamente estable si y sólo si el estado x converge a
cero para toda condición inicial x0 cuando d = 0.

Lema 2.5.2. (Lema 5.2 en [46]). El sistema de la Figura 2.2 se dice internamente estable
si y sólo si la matriz Â en (2.5.1) es Schur.

Definición 2.5.3. (Planta estabilizable [11]).
La planta P (z) del sistema de la Figura 2.2 se dice estabilizable si y sólo si existe K(z) ∈ Rp,
tal que el lazo cerrado del sistema es internamente estable y está bien definido.

Estabilidad en sentido cuadrático medio

Dado que estudiaremos sistemas dinámicos con entradas estocásticas, las nociones de
estabilidad para sistemas determińısticos no son suficientes. Para extender dicha noción de
forma adecuada, utilizaremos la noción de estabilidad en sentido cuadrático medio.

Considere el sistema de la Figura 2.2 con la representación en variables de estado en
(2.5.1) y suponga que se cumple lo siguiente:

Suposición 2.5.1.

1. El estado inicial x0 es una variable aleatoria de segundo orden con media µ0 y matriz
de varianza P0.

2. La entrada externa d es una secuencia de ruido blanco de segundo orden, no correla-
cionada con x0, con media µd y varianza Pd.

Definición 2.5.4. (Estabilidad en sentido cuadrático medio [7], [8]).
El sistema en (2.5.1) se dice estable en sentido cuadrático medio (MSS) si y sólo si, para todo
x0 y d que satisfacen la Suposición 2.5, existen µx y Qx ≥ 0, ambos finitos e independientes
de µ0 y P0, tales que

ĺım
k→∞

E {x(k)} = µx, ĺım
k→∞

E
{

x(k)x(k)⊤
}

= Qx

Esta definición nos permite extender la noción de estabilidad a sistemas estocásticos,
donde no es conveniente trabajar directamente con las mediciones (realizaciones) de las
señales de interés. En cambio, la definición se establecen en términos de la convergencia de
los primeros y segundos momentos del estado del sistema. Cabe mencionar que los momen-
tos, además de ser acotados, convergen a un valor estacionario independientemente de las
condiciones iniciales.

A continuación se mencionan un par de lemas técnicos útiles:
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Lema 2.5.3. (MSS [1], [35]). El sistema en (2.5.1) es MSS si y sólo si la matriz Â es
Schur.

Note que si el sistema es MSS también es internamente estable, y viceversa.

Lema 2.5.4. (Asintóticamente estacionarios [1], [35]). Si el sistema en (2.5.1) es MSS y se
cumple la Suposición 2.5, entonces el estado x y la salida e son procesos de segundo orden
a-wss con densidades espectrales de potencia (PSDs) estacionarios

Sx(z) = Hx(z)PdHx(z)
∼, Se(z) = He(z)PdHe(z)

∼,

donde Hx(z) , (zI − Â)−1B̂ y He(z) , Ĉ(zI − Â)−1B̂ + D̂.

Dado el Lema 2.5.4 y la definición de norma 2 en (2.3.3), es fácil verificar que la varianza
estacionaria de la salida y, de un sistema MSS con función de transferencia Ωy(z) y entrada
d con matriz de varianza Pd = σ2

dI, se puede escribir como [1], [35].

σ2
y = tr

{

1

2π

∫ π

−π

Ωy(e
jω)Ωy(e

jω)Hdω)

}

= σ2
d ‖ Ωy(z) ‖22



Caṕıtulo 3

FORMULACIÓN DEL

PROBLEMA

En este caṕıtulo se presenta la configuración de control sobre la que se trabajará a lo
largo de esta tesis, poniendo especial atención en describir sistemas comunicados a través de
canales afectados por ruido multiplicativo. Adicionalmente, se describen canales de comuni-
cación afectados por ruido aditivo. Luego, se plantean las interrogantes que busca resolver
esta tesis, y cual será el rol de los canales antes mencionados.

3.1. Descripción del lazo de control

Considere un lazo de control cerrado a través de un canal de comunicación como el
ilustrado en la Fig. 2.3, donde N ∈ Rp es un sistema lineal e invariante en el tiempo, de
múltiples entradas y múltiples salidas, y de tiempo discreto, donde d es un vector de señales
externas, e es una señal de interés, v es la entrada del canal de comunicación, y w es su salida.

La descripción en variables de estado de N viene dada por




x(k + 1)
e(k)
v(k)



 =





A Bd Bw

Ce Dde Dwe

Cv Ddv 0









x(k)
d(k)
w(k)



 , (3.1.1)

donde k ∈ N0 es el ı́ndice temporal y x(k) ∈ R
nx es el estado del sistema N .

Hay que notar que el valor 0 en el elemento que relaciona v(k) y w(k) en (3.1.1) es
necesario para asegurar que no se forme un lazo algebraico debido a la realimentación, esto
ya que los canales de comunicación a considerar no poseen retardo.

Suposición 3.2.1.

1. El estado inicial x(0) es una variable aleatoria de media µx(0) y matriz de covarianza
Px(0).

2. El vector de entrada d(k) ∈ R
nd , para k ∈ N0, es una secuencia de ruido blanco

estacionario, y por lo tanto de media µd(k) = µd constante y matriz de covarianza
Pd(k) = Pd constante.

3. No hay correlación entre d y x(0).

17
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Observación 3.1.1. En este trabajo se usa un modelo de ruido multiplicativo para el canal,
y otro modelo de ruido aditivo y ganancia. Es importante notar que al usar uno u otro
canal, las realizaciones de todas las señales involucradas en el caso serán distintas debido a
la dinámica de los canales, excepto la señal externa d(k), que es común en ambos casos. Por
ello, incorporaremos el sub́ındice M para referirnos a la señales de (3.1.1) cuando se utiliza
el canal de ruido multiplicativo, y el sub́ındice L para referirnos al caso de ruido aditivo (la
letra L se refiere a la propiedad de linealidad que es válida para este último caso a diferencia
del caso multiplicativo).

A continuación, se describen los dos modelos para canal de comunicación que estudiare-
mos en esta tesis.

Canal con ruido multiplicativo

En este caso suponemos que el lazo se cierra a través del canal con ruido multiplicativo
ilustrado en la Fig. 3.1, y que está definido por la entrada vM , la salida wM , y Θ, siendo
esta última una matriz estocástica que representa al ruido el canal.

Θ

vMwM

Figura 3.1. Canal de comunicación con ruido multiplicativo correlacionado espacialmente.

Definimos el canal multiplicativo como

Definición 3.1.1. Canal multiplicativo: Se dice que las señales wM (k) = [wM1
(k), · · · ,

wMℓ
(k)]⊤ y vM (k) = [vM1

(k), · · · , vMℓ
(k)]⊤, están conectadas a través de canales multipli-

cativos con desvanecimiento si y sólo si wM (k) y vM (k) se hallan relacionadas a través de
la ecuación

wM (k) = Θ(k)vM (k)

con

Θ(k) , diag([θ1(k), · · · , θℓ(k)])

Ambos, θ(k) y Θ(k) caracterizan el ruido del canal, pero resulta más convincente usar
Θ(k) para trabajar el sistema de ecuaciones de forma matricial. Las medias de ambos pro-
cesos son denotadas por µθ(k) = E {θ(k)} y Υ , diag(µθ(k)), respectivamente. Hay que
notar que, dadas las definiciones anteriores, el canal considerado es un canal de múltiples
entradas y salidas.

Suposición 3.1.1. Consideraremos que el ruido θ(k) es un proceso i.i.d. con correlación es-
pacial y media no nula. Además, supondremos que el ruido θ(k) (y en consecuencia también
Θ(k)) es independiente de (xM (0), d(k)).

Note que, la Suposición 3.1.1 implica que Υ es una matriz constante, y que Pθ es no
diagonal y constante.
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Dada la Definición 3.1.1, el canal multiplicativo se puede representar como muchos ca-
nales de comunicación individuales en paralelo, de la forma

wMi
(k) = θi(k)vMi

(k).

con i ∈ {1, . . . , ℓ}. En la Fig. 3.2 vemos la representación gráfica de lo descrito anteriormente.
Además, la correlación espacial del ruido multiplicativo θ, puede implicar por ejemplo, que
distintos canales individuales compartan una fuente aleatoria común.

vM1
wM1

θ1

θℓ

wMℓ
vMℓ

.
.
.

Figura 3.2. Detalle de los canales paralelos de comunicación con ruido multiplicativo.

Canal con ganancia y ruido aditivo

La Fig. 3.3 ilustra el modelo de canal con ruido aditivo que se utilizará, donde vL y
wL son la entrada y salida del canal, q es un vector de ruido aditivo y Ψ es una matriz
determińıstica.

vL

q

wL
Ψ

Figura 3.3. Canal de comunicación alternativo con ruido aditivo y ganancia.

Definición 3.1.2. Canal con ganancia y ruido aditivo. Se dice que las señales wL(k) =
[wL1

(k), · · · , wLℓ
(k)]⊤ y vL(k) = [vL1

(k), · · · , vLℓ
(k)]⊤, están conectadas a través de canales

con ganancia y ruido aditivo si y sólo si wL(k) y vL(k) se hallan relacionadas a través de
la ecuación

wL(k) = q(k) + ΨvL(k).

Suposición 3.1.2. El ruido q(k), con k ∈ N0, es una secuencia de ruido blanco posible-
mente correlacionada en el espacio. Además, supondremos que q(k) es no correlacionado
con (xL(0), d(k)). Supondremos también que q(k), wL(k),vL(k) son todos vectores columna
de largo ℓ, y Ψ es una matriz constante de dimensión ℓ× ℓ.

Cabe mencionar que cada elemento del ruido aditivo qi afecta al i-ésimo canal, es decir,
lo hace en paralelo. Pero, no ocurre lo mismo con la señal vL, pues la matriz Ψ, en general,
es no diagonal. Esto significa que el i-ésimo canal se ve afectado por una combinación lineal
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de la señal vL. Debido a esto, este modelo de canal no representa, en general, un canal de
comunicación paralelo, a diferencia del canal multiplicativo descrito en la Definición 3.1.1.
En el caso en que la matriz Ψ es diagonal, el canal de comunicación si es paralelo.

3.2. Planteamiento del problema

La sección anterior nos permite describir sistemas, en los cuales se extrae al canal de co-
municación del lazo de control generalizado, para estudiarlo en detalle. Este canal comunica
a un subsistema que corresponde a N en la Fig. 2.3, y es descrito en (3.1.1). Se usa esta
representación para describir el sistema comunicado a través de canales con ruido multipli-
cativo. Note que este sistema posee caracteŕısticas no lineales. Adicionalmente, proponemos
un sistema alternativo, el cual comunica el mismo subsistema N , pero lo hace a través de
canales de comunicación con ruido aditivo. Su ventaja es que posee caracteŕısticas lineales.

En la Fig. 3.4 se ilustra el NCS comunicado a través de canales con ruido multiplicativo
usando diagramas de bloques. A continuación se describen sus variables de estados.

N

Θ

eMd

wM vM

Figura 3.4. Sistema N con realimentación a través de canales paralelos con ruido multi-
plicativo.





xM (k + 1)
eM (k)
vM (k)



 =





A Bd Bw

Ce Dde Dwe

Cv Ddv 0









xM (k)
d(k)

wM (k)



 . (3.2.1)

En la Fig. 3.5 se ilustra el NCS comunicado a través de canales con ruido aditivo usando
diagramas de bloques. A continuación se describen sus variables de estados.

N

eLd

Ψ
q

vLwL

Figura 3.5. Sistema N con realimentación a través de canal con ruido aditivo.
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



xL(k + 1)
eL(k)
vL(k)



 =





A Bd Bw

Ce Dde Dwe

Cv Ddv 0









xL(k)
d(k)
wL(k)



 . (3.2.2)

El propósito de este esquema alternativo es estudiar el NCS de la Fig. 3.4 a través del
NCS de la Fig. 3.5.

Es importante destacar que, aunque las Fig 3.4 y 3.5 consideran el mismo sistema N , las
señales de desempeño, de entrada y salida al canal no son las mismas. Particularmente, sus
estad́ısticas son distintas. Este hecho nos lleva a preguntarnos cuáles son las condiciones que
debe cumplir el NCS alternativo para relacionar ambos NCS, y aśı aprovechar las ventajas
de la versión lineal.

El primer objetivo es, por lo tanto, relacionar las estad́ısticas de segundo orden de las
señales comunes entre el sistema de control con canal con desvanecimiento de la Fig. 3.4, y
el sistema de control con canal con ruido aditivo de la Fig. 3.5. La relación estad́ıstica se
realiza entre las señales de desempeño eM y eL, los estados xM y xL, las entradas al canal
vM y vL, y las salidas del canal wM y wL.

Una vez obtenida la relación estad́ıstica y las condiciones para su validez, el objetivo
es utilizarla para estudiar la estabilidad del NCS con canal con desvanecimiento, a través
del NCS con canal con ruido aditivo. Para el primer sistema, ruido multiplicativo agrega
no linealidad, dificultando su análisis. En cambio, el sistema con ruido aditivo es LTI, lo
que permite usar las herramientas lineales para estudiar, por ejemplo, la estabilidad. En
particular, se pretende explotar la estabilidad en sentido cuadrático medio, que relaciona
estabilidad con las estad́ısticas de segundo orden de los sistemas.



Caṕıtulo 4

EQUIVALENCIA ESPECTRAL

Este caṕıtulo presenta una relación entre los segundos momentos entre el estado del sis-
tema afectado por ruido multiplicativo correlacionado espacialmente, y el estado del sistema
afectado por ruido aditivo. Se extiende la relación a otras señales de interés, como la entrada
y salida del canal, y la señal de desempeño en cada caso.

4.1. Análisis del sistema con canal multiplicativo

El objetivo de esta sección es proponer una expresión para los momentos del estado xM

del sistema N , y los momentos de la señal de desempeño eM (k) descritas en (3.2.1).

Lema 4.1.1. Sea ∆1 = A+BwΥCv y ∆2 = Bd +BwΥDdv matrices constantes. El estado
del sistema N definido en (3.2.1), bajo los supuestos descritos en esa sección, es tal que su
media viene dada por:

µxM
(k + 1) = ∆1µxM

(k) + ∆2µd, (4.1.1)

su matriz de covarianza viene dada por:

PxM
(k + 1) = ∆1PxM

(k)∆⊤
1 +∆2Pd∆

⊤
2 +BwH(k)B⊤

w , (4.1.2)

con

H(k) =Pθ ⊙
(

CvPxM
(k)C⊤

v +DdvPdD
⊤
dv (4.1.3)

+ (CvµxM
(k) +Ddvµd) (CvµxM

(k) +Ddvµd)
⊤
)

y su función de autocovarianza viene dada por:

RxM
(k + τ, k) = ∆τ

1PxM
(k). (4.1.4)

�

Demostración. Primero, es conveniente notar de (3.1.1) que el estado del sistema se puede
escribir recursivamente1 como

xM (k + 1) = ∆1xM (k) + ∆2d(k) +BwΘ̄(k)vM (k) (4.1.5)

1Recuerde la notación descrita en (2.4.1) donde x̄(k) = x(k)− µx(k).

22
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donde ∆1 = A+BwΥCv y ∆2 = Bd +BwΥDdv son matrices constantes. Además, dada la
linealidad del operador esperanza sabemos que la media µxM

(k + 1) satisface

µxM
(k + 1) = ∆1µxM

(k) + ∆2µd +BwE
{

Θ̄(k)vM (k)
}

. (4.1.6)

Dadas las suposiciones del problema, es claro que para un mismo instante k, el ruido Θ(k)
es independiente de vM (k), y por lo tanto E

{

Θ̄(k)vM (k)
}

= E
{

Θ̄(k)
}

E {vM (k)} = 0. Esto
completa la demostración para la media.

Para la matriz de covarianza PxM
(k + 1), primero notamos que de (4.1.1) y (4.1.5) es

directo concluir que

x̄M (k + 1) = ∆1x̄M (k) + ∆2d̄(k) +BwΘ̄(k)vM (k). (4.1.7)

Para obtener PxM
(k + 1) = E

{

x̄M (k + 1)x̄M (k + 1)⊤
}

se requiere calcular la esperanza de
cada término de (4.1.7) multiplicado por los mismos términos transpuestos. En dicho cálculo
aparecen una serie de términos cruzados de los cuales, dadas las suposiciones del problema,
son términos nulos. De hecho, dado que d(k) es un proceso blanco, independiente de Θ(i), ∀i,
y no correlacionado con la condición inicial, es posible demostrar que E

{

x̄M (k)d̄(k)
}

= 0.

Además, dada las suposiciones respecto de Θ, y considerando que E
{

Θ̄(k)
}

= 0, se tiene
que

E
{

Θ̄(k)vM (k)x̄M (k)⊤
}

= E
{

Θ̄(k)
}

E
{

vM (k)x̄M (k)⊤
}

= 0,

E
{

Θ̄(k)vM (k)d̄(k)⊤
}

= E
{

Θ̄(k)
}

E
{

vM (k)d̄(k)⊤
}

= 0.

Lo anterior, y el desarrollo de E
{

x̄M (k + 1)x̄M (k + 1)⊤
}

, nos permite concluir

PxM
(k + 1) = ∆1PxM

(k)∆⊤
1 +∆2Pd∆

⊤
2 +BwE

{

Θ̄(k)E
{

vM (k)vM (k)⊤
}

Θ̄(k)⊤
}

B⊤
w

=∆1PxM
(k)∆⊤

1 +∆2Pd∆
⊤
2 +BwE

{

Θ̄(k)Qv(k)Θ̄(k)⊤
}

B⊤
w

=∆1PxM
(k)∆⊤

1 +∆2Pd∆
⊤
2 +Bw

(

Pθ ⊙ [PvM
(k) + µvM

(k)µvM
(k)⊤]

)

B⊤
w ,

donde la media de vM (k) viene dada por

µvM
(k) = E {CvxM (k) +Ddvd(k)} = CvµxM

(k) +Ddvµd

y su matriz de covarianza por

PvM
(k) = E

{

v̄M (k)v̄M (k)⊤
}

= E
{

(Cvx̄M (k) +Ddv v̄M (k))(Cvx̄M (k) +Ddv v̄M (k))⊤
}

= CvPxM
(k)C⊤

v +DdvPdD
⊤
dv. (4.1.8)

Luego, definiendo H(k) = PvM
(k) + µvM

(k)µvM
(k)⊤ y sustituyendo PvM

(k) y µvM
(k) se

obtiene (4.1.2) y (4.1.3).

Por otro lado, utilizando (4.1.7) y la definición de función de covarianza se tiene que:

RxM
(k + τ + 1, k) =E

{

x̄M (k + τ + 1)x̄M (k)⊤
}

=E{[∆1x̄M (k + τ) + ∆2d̄(k + τ) +BwΘ̄(k + τ)vM (k + τ)]x̄M (k)⊤}
=∆1RxM

(k + τ, k)

=∆τ+1

1 PxM
(k) (4.1.9)
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donde se utilizó el hecho que E
{

d̄(k + τ)x̄M (k)⊤
}

= 0 y E
{

Θ̄(k + τ)vM (k + τ)x̄M (k)⊤
}

=
0. �

Este lema caracteriza los primeros y segundos momentos del estado xM (k) de forma
recursiva. Es importante notar que la covarianza involucra al producto de Hadamard entre
la varianza del ruido y el segundo momento de la entrada del canal, haciendo a la expresión
no lineal.

El hecho de que el sistema N sea lineal implica que los momentos de las otras señales
del lazo se puedan escribir en función de los momentos del estado. Esto se puede generalizar
a través de la señal de desempeño eM (k).

Corolario 4.1.1. Def́ınase las matrices ∆3 = Ce + DweΥCv y ∆4 = Dde + DweΥDdv,
ambas constantes. La señal de desempeño eM (k) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los
supuestos ah́ı descritos, es tal que su media viene dada por

µeM (k) = ∆3µxM
(k) + ∆4µd (4.1.10)

su matriz de covarianza viene dada por

PeM (k) = ∆3PxM
(k)∆⊤

3 +∆4Pd∆
⊤
4 +DweH(k)D⊤

we (4.1.11)

y su función de autocovarianza viene dada por:

ReM (k + τ, k) = ∆3∆
τ
1PxM

(k)∆⊤
3 +∆3∆

τ−1

1 [∆2Pd∆
⊤
4 +BwH(k)D⊤

we] (4.1.12)

donde PxM
(k) y H(k) están dados en el Lema 1. �

Demostración. Primero notamos que podemos escribir eM (k) como

eM (k) = ∆3xM (k) + ∆4d(k) +DweΘ̄(k)vM (k) (4.1.13)

con ∆3 = Ce+DweΥCv y ∆4 = Dde+DweΥDdv. Aplicando el operador esperanza a (4.1.13),
y notando que E

{

Θ̄(k)vM (k)
}

= 0, se obtiene directamente (4.1.10). Para calcular la matriz
de covarianza PeM (k) primero notamos que, de (4.1.13) y (4.1.10), podemos escribir

ēM (k) = ∆3x̄M (k) + ∆4d̄(k) +DweΘ̄(k)vM (k) (4.1.14)

Es claro que ēM (k) en (4.1.14) tiene la misma estructura que x̄M (k + 1) en (4.1.7), sien-
do distintas sólo las matrices constantes que acompañan. Lo anterior implica que para el
cálculo de PeM (k) podemos aplicar el mismo procedimiento y propiedades utilizadas para la
obtención de PxM

(k+1) en la demostración del Lema 4.1.1. Esto permite concluir (4.1.11)
de forma directa.

Por otro lado, considerando los supuestos sobre xM (0), d(k) y θ(k), se tiene que la
función de autocovarianza de eM (k) satisface

ReM (k + τ, k) =E
{

ēM (k + τ)ēM (k)⊤
}

=E
{[

∆3x̄M (k + τ) + ∆4d̄(k + τ) +DweΘ̄(k + τ)vM (k + τ)
]

ēM (k)⊤
}

=∆3E
{

x̄M (k + τ)ēM (k)⊤
}

. (4.1.15)
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Además, usando recursivamente (4.1.7) podemos escribir

x̄M (k + τ) =∆τ
1 x̄M (k) +

τ
∑

i=1

∆i−1

1 ∆2d̄(k + τ − i)

+
τ
∑

i=1

∆i−1

1 BwΘ̄(k + τ − i)vM (k + τ − i) (4.1.16)

Al utilizar (4.1.16) y (4.1.14) para expandir el producto dentro de la esperanza del último
término en (4.1.15), se obtienen muchos elementos cruzados que se anulan al calcular su
esperanza debido a las suposiciones hechas sobre xM (0) ,d(k) y θ(k). Aśı, finalmente se tiene
que

ReM (k + τ, k) = ∆3E
{

x̄M (k + τ)ēM (k)⊤
}

= ∆3E
{

∆τ
1 x̄M (k)x̄M (k)⊤∆⊤

3

}

+∆3E
{

∆τ−1

1 ∆2d̄(k)d̄(k)
⊤∆⊤

4

}

+∆3E
{

∆τ−1

1 BwΘ̄(k)vM (k)vM (k)⊤Θ̄(k)⊤D⊤
we

}

de donde se obtiene directamente (4.1.12). �

Corolario 4.1.1 caracteriza los momentos de la señal de desempeño eM (k) en función de
los primeros y segundos momentos del estado y la perturbación de entrada. Es importante
recordar que eM (k) es una señal de desempeño arbitraria, por lo tanto este resultado permite
conocer los momentos de cualquier combinación lineal del estado del sistema, y su entrada.

4.2. Análisis del sistema con canal con ganancia y ruido

aditivo

Análogo a la sección anterior, en esta sección se buscar obtener expresiones para los
momentos del estado xL(k) y de la señal de desempeño eL(k) descritas en (3.2.2)

Lema 4.2.1. Sean Λ1 , A+BwΨCv y Λ2 , Bd +BwΨDdv matrices constantes. El estado
xL(k + 1) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los supuestos ah́ı descritos, es tal que su
media viene dada por:

µxL
(k + 1) = Λ1µxL

(k) + Λ2µd +Bwµq(k), (4.2.1)

la matriz de covarianza de xL(k + 1) viene dada por

PxL
(k + 1) = Λ1PxL

(k)Λ⊤
1 + Λ2PdΛ

⊤
2 +BwPq(k)B

⊤
w , (4.2.2)

y la función de autocovarianza de xL(k) viene dada por:

RxL
(k + τ, k) = Λτ

1PxL
(k) (4.2.3)

�

Demostración. Reescribiendo el estado xL(k+1) en (3.1.1) considerando la dinámica del
canal aditivo se tiene que

xL(k + 1) =AxL(k) +Bdd(k) +Bw (q(k) + Ψ[CvxL(k) +Ddvd(k)])

=Λ1xL(k) + Λ2d(k) +Bwq(k). (4.2.4)
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Al aplicar el operador esperanza a (4.2.4) se obtiene directamente

µxL
(k + 1) = Λ1µx(k) + Λ2µd +Bwµq(k). (4.2.5)

Además, de (4.2.4) y (4.2.5) es claro que

x̄L(k + 1) = Λ1x̄L(k) + Λ2d̄(k) +Bw q̄(k), (4.2.6)

La matriz de covarianza se obtiene desarrollando

PxL
(k + 1) =E

{

[Λ1x̄L(k) + Λ2d̄(k) +Bw q̄(k)][Λ1x̄L(k) + Λ2d̄(k) +Bw q̄(k)]
⊤
}

=Λ1PxL
(k)Λ⊤

1 +BwPdB
⊤
w + Λ2Pq(k)Λ

⊤
2 (4.2.7)

donde se explotó el hecho que, dadas las suposiciones del problema, E
{

x̄(k)q̄L(k)
⊤
}

= 0,

E
{

x̄(k)d̄(k)⊤
}

= 0 y E
{

q̄(k)d̄(k)⊤
}

= 0.

Finalmente, utilizando la definición de función de covarianza y (4.2.6), se tiene que

RxL
(k + τ + 1, k) = E

{

x̄L(k + τ + 1)x̄⊤
L (k)

}

= E{[Λ1x̄L(k + τ) + Λ2d̄(k + τ) +Bw q̄(k + τ)]x̄L(k)
⊤}

= Λ1RxL
(k + τ, k)

= Λτ
1PxL

(k) (4.2.8)

donde se usó el hecho que, ∀τ > 0, E
{

d̄(k + τ)x̄L(k)
⊤
}

= 0 y E
{

q̄(k + τ)x̄L(k)
⊤
}

= 0. �

Lema 4.2.1 caracteriza los momentos del estado xL(k) de forma recursiva. Para la matriz
de la covarianza, a diferencia del caso con canal multiplicativo, śı se cumple la propiedad de
linealidad respecto de la matiz de varianza del ruido y del estado. Esto ayuda considerable-
mente al análisis de este tipo de sistemas.

Corolario 4.2.1. Def́ınase las matrices Λ3 = Ce + DweΨCv y Λ4 = Dde + DweΨCv,
ambas constantes. La señal de desempeño eL(k) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los
supuestos descritos en esa sección, es tal que su media viene dada por

µeL(k) = Λ3µxL
(k) + Λ4µd +Dweµq(k) (4.2.9)

su matriz de covarianza de eL(k) viene dada por

PeL(k) = Λ3PxL
(k)Λ⊤

3 +∆4PdΛ
⊤
4 +DwePq(k)D

⊤
we (4.2.10)

y su función de autocovarianza de eL(k) viene dada por

ReL(k + τ, k) = Λ3Λ
τ
1PxL

(k)Λ⊤
3 + Λ3Λ

τ−1

1 [Λ2PdΛ
⊤
4 +BwPq(k)D

⊤
we] (4.2.11)

�

Demostración. Cómo la señal de desempeño es una combinación lineal del estado, los
resultados se obtienen directamente explotando los resultados en Lema 4.1.1, y por lo tanto
los detalles son omitidos. �

El corolario 4.2.1 muestra expresiones para los momentos de la señal de desempeño como
combinaciones lineales de los momentos del estado, del ruido del canal, y de la entrada.
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4.3. Condiciones para equivalencia

En esta sección se comparan los momentos descritos en la sección 4.1 con los correspon-
dientes momentos de la sección 4.2, y se presentan condiciones para que dichos momentos
sean idénticos para todo instante k ∈ N.

Teorema 4.3.1. Considere los resultados obtenidos en las secciones 4.1 y 4.2. Suponga
además que µxM

(0) = µxL
(0), PxM

(0) = PxL
(0), y queΨ = Υ. Si el ruido q es tal que

µq(k) = 0, ∀k, y tal que

Pq(k) =Pθ ⊙
(

CvPxL
(k)C⊤

v +DdvPdD
⊤
dv (4.3.1)

+ (CvµxL
(k) +Ddvµd) (CvµxL

(k) +Ddvµd)
⊤
)

,

entonces, para todo instante k ∈ N0, se cumple que

µxM
(k) = µxL

(k), PxM
(k) = PxL

(k), RxM
(k + τ, k) = RxL

(k + τ, k),

µeM (k) = µeL(k), PeM (k) = PeL(k), ReM (k + τ, k) = ReL(k + τ, k). �

Demostración. Primero notamos que si Ψ = Υ, entonces por construcción Λi = ∆i, para
i = {1, 2, 3, 4}. Esto implica que, al comparar la recursión para la media del estado en (4.1.1)
con (4.2.1) es claro que, si µq(k) = 0, ∀k, y además µxM

(0) = µxL
(0), las media de los

estados evolucionarán de la misma forma. Como consecuencia, lo mismo ocurrirá con la
media de la señal de desempeño dadas en (4.1.10) y (4.2.9).

Para el caso de las matrices de covarianza del estado, primero comparamos (4.1.2) con
(4.2.2) y notamos que, dado que Λi = ∆i, para i = {1, 2, 3, 4} y PxM

(0) = PxL
(0), las

matrices de covarianza del estado evolucionarán de forma idéntica si Pq(k) = H(k), donde
H(k) está definido en (4.1.3). Ahora bien, en ese caso se cumple que PxM

(k) = PxL
(k),

y por lo tanto podemos usar dicha igualdad y reemplazar PxM
(k) en (4.1.3) por PxL

(k),
lo que conduce a (4.3.1). Si se cumple dicha condición, entonces también se cumple que
PeM (k) = PeL(k), pues es directo de (4.1.11) y (4.2.10).

Los mismos requerimientos anteriores bastan para que las funciones de autocovarianza
del estado (4.1.4) y (4.2.3) sean idénticas, pues esto se cumple si PxM

(k) = PxL
(k) y Λ1 =

∆1. De la misma forma, dichas condiciones garantizan que las funciones de autocovarianza
de la señal de desempeño son idénticas, lo que se concluye directamente al comparar (4.1.12)
con (4.2.11) . �

El Teorema 4.3.1 presenta condiciones en las cuáles los sistemas realimentados a través
de los canales de ruido correlacionado multiplicativo y aditivo presentados en la Sección
3.1 presentan los mismos momentos tanto para el estado como para la señal de desempeño,
extendiendo aśı los resultados presentados en [22] para el caso de ruidos correlacionados. Para
que se cumpla dicha equivalencia, las condiciones iniciales para las medias y covarianzas del
estado deben ser iguales, la ganancia del canal aditivo debe ser igual a la matriz de medias
Υ, el ruido del canal aditivo debe ser tal que su media sea cero y su matriz de covarianza
cumpla la igualdad en (4.3.1).

Observación 4.3.1. Es importante notar que la condición en (4.3.1) depende tanto de la
media del estado, como de la matriz de covarianza del estado, la cual a su vez también
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depende de la matriz de covarianza del ruido q en instantes anteriores (ver (4.2.2)). Esta
condición no se satisface de forma trivial, lo que indica que la equivalencia para los siste-
mas realimentados a través de los canales de ruido correlacionado multiplicativo y aditivo
dif́ıcilmente se dará de forma natural. Por el contrario, para poder usar esta equivalencia, lo
razonable es considerar al sistema con ruido aditivo como un sistema artificial, en el cual se
pueden escoger las estad́ısticas del ruido, las condiciones iniciales, y la ganancia de canal, y
de esa forma modelar las estad́ısticas del sistema realimentado con canal multiplicativo. La
dificultad radica en satisfacer la restricción sobre la matriz de covarianza del ruido aditivo.

El resultado en el Teorema 4.3.1 permite abordar algunos problemas de control que
consideran canales de ruido multiplicativo correlacionado, como por ejemplo minimizar la
varianza de la salida o la varianza del error, reescribiéndolo como un problema equivalente
en donde se utiliza un ruido aditivo ficticio, que satisface los requerimientos para la equi-
valencia. Este resultado también permite estudiar la estabilidad de dichos sistemas, pues la
equivalencia propuesta es válida para todo instante k, incluyendo el caso cuando k → ∞.
Este hecho se aborda con más detalle en el caṕıtulo siguiente.



Caṕıtulo 5

ANÁLISIS DE ESTABILIDAD

En este caṕıtulo se estudia la estabilidad de sistemas de control sobre redes comunicados
a través de canales ruidosos. En particular, se analizan los dos tipos de canales estudiados
previamente: uno con ruido multiplicativo, y otro con ruido aditivo. Primero, estudiaremos la
convergencia de los momentos del estado del sistema para cada caso de canal, y sin considerar
la equivalencia espectral demostrada en el Teorema 4.3.1. Luego, al utilizar la equivalencia
resultado de dicho teorema, se demuestra una relación directa entre la estabilidad MSS para
el sistema con canal con ruido multiplicativo, y la estabilidad interna del NCS con canal con
ruido aditivo. Condiciones expĺıcitas para la estabilidad en términos de las estad́ısticas del
ruido multiplicativo no son presentadas. Sin embargo, los resultados logran demostrar que
existe una influencia importante de canal multiplicativo sobre la estabilidad del NCS.

5.1. Estad́ısticas estacionarias

Ya que los estados xM y xL rigen la dinámica del lazo cerrado, estudiamos la estabilidad
de los NCS propuestos a través su comportamiento estocástico. Para un primer análisis,
relajamos el problema considerando que los estados xM y xL son a-wss.

5.1.1. Estad́ısticas estacionarias para caso con ruido multiplicativo

En esta sección nos enfocamos en analizar los estados estacionarios de los primeros y
segundos momentos del estado xM . Primero supondremos que el estado xM es a-wss, para
luego estudiar la naturaleza de las soluciones de su media y covarianza estacionarias, y cómo
la existencia de estas estad́ısticas se relaciona con las caracteŕısticas del sistema N y del
ruido multiplicativo θ.

Denotaremos los estados estacionarios de las variables xM y eM como

µxM
, ĺım

k→∞
µxM

(k), µeM , ĺım
k→∞

µeM (k)

PxM
, ĺım

k→∞
PxM

(k), PeM , ĺım
k→∞

PeM (k),

Corolario 5.1.1. Suponga que el sistema de la Fig. 2.3 de canal con ruido multiplicativo
es tal que el estado xM y la señal de desempeño eM son a-wss. Entonces, el estado xM

29
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satisface

µxM
= ∆1µxM

+∆2µd, (5.1.1)

PxM
= ∆1PxM

∆⊤
1 +∆2Pd∆

⊤
2 +BwHB⊤

w (5.1.2)

RxM
(τ) = ∆τ

1PxM
(5.1.3)

La señal de desempeño eM satisface

µeM = ∆3µxM
+∆4µd (5.1.4)

PeM = ∆3PxM
∆⊤

3 +∆4Pd∆
⊤
4 +DweHD⊤

we (5.1.5)

ReM (τ) = ∆3∆
τ
1PxM

∆⊤
3 +∆3∆

τ−1

1 [∆2Pd∆
⊤
4 +BwHD⊤

we] (5.1.6)

con

H =Pθ ⊙
(

CvPxM
C⊤

v +DdvPdD
⊤
dv + (CvµxM

+Ddvµd) (CvµxM
+Ddvµd)

⊤
)

Demostración. Si xM es a-wss, entonces su media y covarianza convergen a valores esta-
cionarios, por ejemplo µxM

(k) = µxM
(k + 1) = µxM

. Si consideramos este hecho junto con
el Lema 4.1.1, obtenemos directamente (5.1.1), (5.1.2) y (5.1.3). Como eM es combinación
lineal, también es a-wss. Aśı, obtenemos directamente (5.1.4), (5.1.5) y (5.1.6). Observando
(5.1.3) y (5.1.6) se verifica la suposición de a-wss, ya que ambas funciones de covarianza
para xM y eM dependen solo de desplazamiento τ cuando k → ∞. �

Nota 5.1.1. Cabe mencionar que, en el Corolario 5.1.1 suponemos que el sistema es tal
que xM es a-wss, pero no indicamos cuáles son esas condiciones pues no es evidente. Para
relajar el problema suponemos que estas condiciones se cumplen, incluso sin conocerlas.

Análisis sobre condiciones de convergencia

Aunque xM , eM cumplan con el Lema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, no necesariamente
existe el estado estacionario de sus momentos. Considere que, las ecuaciones recursivas en
estos lemas y corolarios exigen condiciones para que las estad́ısticas converjan, las cuales no
son evidentes. A continuación, procedemos a estudiar la existencia de soluciones del estado
estacionario de los momentos de xM para dar luces sobre dichas condiciones de convergencia.

Note que si µxM
existe, satisface

µxM
= (I −∆1)

−1∆2µd (5.1.7)

Una condición necesaria para la convergencia de µxM
es

ρ(∆1) < 1, donde ∆1 = A+BwΥCv y Υ = diag(µθ) (5.1.8)

En (5.1.8) podemos ver cómo la convergencia de µxM
depende de las matrices de estado del

sistema N y el ruido multiplicativo θ, en particular de µθ. Note que la convergencia de µxM

se ven afectada por el ruido multiplicativo solo a través de su media µθ, y no su covarianza Pθ.

Las señales eM y vM son combinación lineal de xM . Esto también se cumple para sus
medias. Por lo tanto si µxM

converge, entonces µvM
, µeM también y satisfacen

µvM
= [Cv(I −∆1)

−1∆2 +Ddv]µd, µeM = [∆3(I −∆1)
−1∆2 +∆4]µd.
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Por otro lado, si analizamos PxM
, (5.1.2) pareciera corresponder a una ecuación de Lya-

punov, como seŕıa de esperar para el caso de ruido aditivo. En ese caso conoceŕıamos las
condiciones de convergencia. Pero el elemento H depende de PxM

e involucra un producto
de Hadarmard entre la covarianza del ruido multiplicativo Pθ con Qv (el segundo momento
de v), transformando a (5.1.2) en una ecuación más compleja. A diferencia de µxM

, en este
escenario no es trivial encontrar las condiciones de convergencia para PxM

, consiguiendo que
(5.1.2) tenga solución, y en consecuencia que las señales xM y eM puedan ser a-wss.

A continuación, se intenta proponer una expresión expĺıcita para PxM
, obteniendo expre-

siones intermedias que ilustra la dificultad del desarrollo y dan luces sobre las condiciones
de convergencia. Para ello usaremos el operador vec(·).

Considere XM , vec(PxM
), D , vec(Pd), Υ = diag(µθ), µvM

, CvµxM
+ Ddvµd,

S , vec(DdvPdD
T
dv+µvM

µT
vM

). Entonces aplicando vec(·) a (5.1.2), utilizando la Proposición
7.1.9 de [4] y organizando, se tiene

XM = ∆1 ⊗∆1XM +∆2 ⊗∆2D +Bw ⊗Bwvec(Pθ ⊙ (CvPxM
C⊤

v +DdvPdD
T
dv + µvM

µT
vM

))

Usando la distributividad de vec(·) sobre el producto de Hadamard

XM = ∆1 ⊗∆1XM +∆2 ⊗∆2D +Bw ⊗Bw(vec(Pθ)⊙ [vec(CvPxM
C⊤

v ) + S])

Note que v1 ⊙ v2 = diag(v1)v2, con v1, v2 vectores columna (Hecho 7.6.3 de [4]). Con esta
propiedad obtenemos

XM = ∆1 ⊗∆1XM +∆2 ⊗∆2D +Bw ⊗Bwdiag(vec(Pθ))[Cv ⊗ CvXM + S]

Considerando la descomposición 1 Bw =
[

B1 · · · Bℓ

]⊤
, Cv =

[

C⊤
1 · · · C⊤

ℓ

]⊤
y σi,j ,

Pθi,j notamos que [41]

Bw ⊗Bwdiag(vec(Pθ))Cv ⊗ Cv =

ℓ
∑

i=1

ℓ
∑

j=1

σi,j(BiCi)⊗ (BjCj) = Z

Sea ∆v , ∆1 ⊗∆1 + Z obtenemos

XM = [I −∆v]
−1(∆2 ⊗∆2D +Bw ⊗Bwdiag(vec(Pθ))S) (5.1.9)

Para que (5.1.9) tenga solución única se debe cumplir

ρ(∆v) < 1. (5.1.10)

Cabe mencionar que no es claro cómo demostrar si la condición en (5.1.10) es mas restrictiva
que (5.1.8). Tampoco se encontró una forma de continuar el desarrollo de (5.1.10), y con
ello demostrar cúal es la condición de convergencia más general. De todas formas, esta
condición indica que existe una relación entre los primeros y segundos momentos de θ, y la
convergencia de los primeros y segundos momentos de xM .

Nota 5.1.2. La señal eM , descrita en el Corolario 4.1.1, es combinación lineal de xM por
lo que no presenta problemas de existencia ni convergencia adicionales a los que ya presenta
xM .

1Recuerde que el ruido multiplicativo Θ(k) tiene dimensiones ℓ× ℓ.
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5.1.2. Estad́ısticas estacionarias para caso con ruido aditivo

En esta sección nos enfocamos en analizar los estados estacionarios de los primeros y
segundos momentos del estado xL. Primero supondremos que el estado xL es a-wss, para
luego estudiar la naturaleza de las soluciones de su media y covarianza estacionarias, y cómo
la existencia de estas se relaciona con el sistema N , el ruido aditivo q y la ganancia de canal
Ψ.

Denotaremos los estados estacionarios de las variables xL y eL como

µxL
, ĺım

k→∞
µxL

(k), µeL , ĺım
k→∞

µeL(k),

PxL
, ĺım

k→∞
PxL

(k), PeL , ĺım
k→∞

PeL(k),

Corolario 5.1.2. Suponga que el sistema de la Fig. 2.3 de canal con ruido aditivo es tal
que el estado xL y la señal de desempeño eL son a-wss. Entonces, el estado xL satisface

µxL
= Λ1µxL

+ Λ2µd (5.1.11)

PxL
= Λ1PxL

Λ⊤
1 + Λ2PdΛ

⊤
2 +BwPqB

⊤
w (5.1.12)

RxL
(τ) = Λτ

1PxL
(5.1.13)

La señal de desempeño eL satisface

µeL = Λ3µxL
+ Λ4µd (5.1.14)

PeL = Λ3PxL
Λ⊤
3 + Λ4PdΛ

⊤
4 +DwePqD

⊤
we (5.1.15)

ReL(τ) = Λ3Λ
τ
1PxL

Λ⊤
3 + Λ3Λ

τ−1

1 [Λ2PdΛ
⊤
4 +BwPqD

⊤
we] (5.1.16)

Demostración. Si xL es a-wss, entonces su media y covarianza convergen a valores esta-
cionarios, por ejemplo µxL

(k) = µxL
(k + 1) = µxL

. Si consideramos este hecho junto con
el Lema 4.2.1, obtenemos directamente (5.1.11), (5.1.12) y (5.1.13). Como eL es combi-
nación lineal, también es a-wss. Aśı, obtenemos directamente (5.1.14), (5.1.15) y (5.1.16).
Observando (5.1.13) y (5.1.16) se verifica la suposición de a-wss, ya que ambas funciones
de covarianza para xL y eL dependen solo de desplazamiento τ cuando k → ∞. �

Análisis sobre condiciones de convergencia

De forma similar a la sección 5.1.1, para el NCS con canal con ruido aditivo, no basta
con que xL, eL cumplan con el Lema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, para que exista el estado
estacionario de sus momentos. A continuación, procedemos a estudiar la existencia de solu-
ciones del estado estacionario de los momentos de xL para dar luces sobre las condiciones
de convergencia de sus momentos.

Note que si µxL
existe, entonces satisface

µxL
= (I − Λ1)

−1Λ2µd. (5.1.17)

Para que µxL
converja se debe cumplir

ρ(Λ1) < 1, donde Λ1 = A+BwΨCv (5.1.18)
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Recordemos que µxM
debe cumplir con ρ(∆1) < 1, donde ∆1 = A+BwΥCv y Υ = diag(µθ).

Esta condición es muy similar a (5.1.18). La convergencia de µxL
depende de las matrices

de estado del sistema N de la misma forma que en (5.1.8). Note que, a diferencia de (5.1.8),
(5.1.18) no involucra a las estad́ısticas de su ruido de canal, q, sino sólo a la ganancia de
canal, Ψ.

A diferencia del caso de PxM
, (5.1.12) corresponde a una ecuación de Lyapunov (cuando

no consideramos la equivalencia espectral), la cual podemos estudiar utilizando el operador
vec(·) como sigue a continuación.

Considere XL , vec(PxL
), D , vec(Pd), entonces aplicando vec(·) a (5.1.12), utilizando

la Proposición 7.1.9 de [4] y organizando, se tiene

XL = (Λ1 ⊗ Λ1)XL + (Λ2 ⊗ Λ2)D + (Bw ⊗Bw)vec(Pq) (5.1.19)

Para que exista XL basta con ρ(Λ1 ⊗ Λ1) < 1. Esto implica que ρ(Λ1) < 1 [4]. Como
Λ1 = A+BwΨCv, entonces el sistema N y Ψ deben ser tal que satisfagan ρ(Λ1) < 1. Note
que, tanto µxL

y PxL
exigen la misma condición de convergencia, la cual no involucra las

estad́ısticas del ruido del canal, q. Esta es una diferencia importante respecto a la condición
(5.1.8) en el caso con ruido multiplicativo.

Comparación de convergencia para ambos casos

Los corolarios 5.1.1 y 5.1.2 nos permiten analizar el estado estacionario de las medias
y covarianzas de los estado xL y xM por separado, y con ello explorar las condiciones que
deben satisfacer cada esquema para lograrlo. Al no usar la equivalencia espectral podemos
comparar las diferencias de cada esquema apreciando sus ventajas y desventajas.

Para el caso con ruido aditivo, tanto µxL
como PxL

presentan la condición ρ(Λ1) < 1.
Recordando que Λ1 = A + BwΨCv, vemos cómo la estabilidad del NCS para canal con
ruido aditivo depende solo de las caracteŕısticas del sistema N y la ganancia del canal Ψ.
Es importante destacar que, para este caso, la estabilidad no depende del ruido del canal,
q. Esto se debe, a que los ruidos aditivos estacionarios no afectan la estabilidad MSS de
sistemas LTI que cumplan con ρ(Λ1) < 1 (ver [1], [35]).

Por otro lado, para el NCS con canal con ruido multiplicativo se imponen dos condiciones,
de forma que xM pueda ser a-wss. Para que µxM

converja, se debe cumplir que ρ(∆1) < 1.
Para que PxM

converja, se debe cumplir ρ(∆v) < 1. Luego, recordemos que

∆1 = A+Bwdiag(µθ)Cv, ∆v = ∆1 ⊗∆1 + Z

con

Z =
l
∑

i=1

l
∑

j=1

σi,j(BiCi)⊗ (BjCj), σi,j = Pθi,j

Bw =
[

B1 · · · Bl

]

, Cv =
[

C⊤
1 · · · C⊤

l

]⊤

Note que, en este caso, las condiciones (5.1.8) y (5.1.10) dependen de las estad́ısticas del
ruido del canal, θ, a diferencia (5.1.18). Esto ocurre incluso cuando θ es estacionario, que
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corresponde a nuestro caso. Esta dependencia se explica, debido a que el ruido multiplicativo
se comporta como si fuera una incertidumbre estructural del sistema, es decir, como si las
matrices de variables de estado del sistema fueran estocásticas. Este enfoque se utiliza para
el análisis de control robusto (ver por ejemplo [10]).

Adicionalmente, observando a ρ(∆v) < 1, pareciera ser más restrictiva que ρ(∆1) < 1.
Note que ∆v tiene una estructura muy similar a ∆1, pero sus valores se ven afectados por
Pθ, y además por ∆1. Sin embargo, no hay claridad sobre cómo se relacionan las condiciones
(5.1.8) y (5.1.10), por ejemplo, ρ(∆v) < 1 ⇒ ρ(∆1) < 1. En el caṕıtulo 6, las simulaciones
nos permiten retomar este tema y hacer observaciones al respecto.

5.2. Relación de estabilidad entre el sistema con canal con

ruido multiplicativo y canal con ruido aditivo y ganancia

En la sección anterior se supuso que los estados de cada sistema eran a-wss, para luego
analizar el estado estacionario de cada sistema por separado sin considerar la equivalencia
espectral. En esta sección consideraremos la equivalencia para estudiar la estabilidad del
NCS con canal con ruido multiplicativo en base a la estabilidad del NCS con canal con
ruido aditivo.

Teorema 5.2.1. Considere los NCS analizados en las secciones 4.1 y 4.2 bajo los supuestos
de la sección 3.1, las definiciones en la sección 2.5 y los corolarios 5.1.1 y 5.1.2. Entonces
el NCS de la Figura 2.3 es MSS si y sólo si:

el sistema LTI de la Figura 2.3 con el canal de la Fig. 3.3 es internamente estable, y

existe una elección para Pq (finita y positiva semidefinida) tal que Pq = Pθ ⊙ (PvL
+

µvL
µ⊤
vL
) donde PvL

denota la covarianza estacionaria de vL en la Fig. 2.3 con el canal
de la Fig. 3.3.

�

Demostración. (⇒) Si se cumple el corolario 5.1.1 y el NCS de la Fig.2.3 con canal
multiplicativo es MSS, entonces utilizando el Lema 1 en [22] junto con el Lema 2.2.1 y 4.1.1,
se cumple que (5.1.1) admite una única solución, la cual también es positiva semidefinida,
donde µvM

= CvµxM
+Ddvµd. Además, el Lema 1 en [22] también implica que existe M > 0

tal que

M −∆1M∆⊤
1 −Bw(Pθ ⊙ [CvMC⊤

v ]B⊤
w ) > 0 (5.2.1)

De (5.2.1) concluimos que existe M > 0 tal que M − ∆1M∆⊤
1 > 0, lo que implica que

ρ(∆1) < 1. Por lo tanto, el NCS de la Fig.2.3 con canal con ruido aditivo es internamente
estable.

Dado el corolario 5.1.1 y que ∆1 es estable, tenemos que (5.1.12) admite una única so-
lución positiva semidefinida ∀Pd, Pq positiva semidefinida. Particularmente, (5.1.12) admite
una solución cuando escogemos

Pq = Pθ ⊙ [CvPxM
C⊤

v +DdvPdD
⊤
dv + µvM

µ⊤
vM

]
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donde PxM
satisface (5.1.1). Entonces, (5.1.12) puede escribirse como

PxL
= ∆1PxL

∆⊤
1 +∆2Pd∆

⊤
2 +Bw(Pθ ⊙ [CvPxM

C⊤
v ])B⊤

w

+Bw(Pθ ⊙ [DdvPdD
⊤
dv + µvM

µ⊤
vM

])B⊤
w (5.2.2)

Como (5.1.1) y (5.2.2) admiten únicas soluciones, podemos concluir que PxM
= PxL

y
que existe Pq > 0 tal que Pq = Pθ ⊙ [PvL

+ µvL
µ⊤
vL
] completando la prueba.

(⇐) Si el NCS en la Fig 2.3 con el canal con ruido aditivo es internamente estable y existe
una elección para Pq = Pθ⊙(PvL

+µvL
µ⊤
vL
), entonces Pq = (CvPxL

Cv+DdvPdD
⊤
dv+µvL

µ⊤
vL
)

donde PxL
satisface (5.2.2). Además, existe P > 0 tal que

P −∆1P∆⊤
1 > 0 (5.2.3)

Con la Observación 21.6 en [46], escribimos (5.2.2) como

PxL
=

∞
∑

i=0

∆i
1(∆2Pd∆

⊤
2 +BwPqB

⊤
W )∆i⊤

1 (5.2.4)

Por lo tanto,

Pq = Pθ ⊙
[

Cv

(

∞
∑

i=0

∆i
1∆2Pd∆

⊤
2 ∆

i⊤

1 +Q

)

C⊤
v +B+

]

> Pθ ⊙ [CvQC⊤
v ], (5.2.5)

donde B+ , DdvPdD
⊤
dv + µvµ

⊤
v , y

Q ,

∞
∑

i=0

∆i
1BwPqB

⊤
w∆i⊤

1 ⇐⇒ Q = ∆1Q∆⊤
1 +BwPqB

⊤
w

De (5.2.5) concluimos que existe ǫ > 0 tal que Pq > Pθ⊙ [Cv(Q+ǫP )C⊤
v ], donde P satisface

(5.2.3). Podemos construir aśı la siguiente inecuación

A(Q+ ǫP ) ≤ ∆1(Q+ ǫP )∆⊤
1 +BwPqB

⊤
w = Q+ ǫ∆1P∆⊤

1 < Q+ ǫP

donde El operador es definido como A(Px) , Pθ ⊙ Bw(CvPxC
⊤
v )B⊤

w . Concluimos aśı que
existe M = Q+ ǫP > 0 que M −A(M) > 0. Por lo tanto, el NCS en la Fig. 2.3 con canales
con ruido multiplicativo es MSS concluyendo la prueba. �

Nota 5.2.1. Note que, considerando la equivalencia espectral, ruido aditivo q depende de
Px, transformando a q en un ruido correlacionado. Esto genera que, en general, satisfacer
ρ(∆1) < 1 ya no garantice estabilidad. El esquema LTI alternativo impone nuevas condicio-
nes, las cuales están descritas en el Teorema (5.2.1).

El teorema 5.2.1 nos muestra que la convergencia en sentido cuadrado de los momentos
del NCS con canales con ruido multiplicativo esta garantizada cuando el esquema LTI alter-
nativo es internamente estable, y se cumple la restricción estacionaria para la varianza del
ruido aditivo q. Satisfacer esta restricción no es trivial, lo que dificulta obtener condiciones
expĺıcitas para estabilidad en términos de las estad́ısticas del canal.
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El Teorema 5.2.1 nos permite estudiar la estabilidad de un sistema, originalmente no
lineal, a través de un esquema alternativo con ruido aditivo. Dichos canales han sido bien
estudiados en la literatura [19], [39]. Dado que el ruido inducido por la red ingresa al sis-
tema de manera aditiva, es posible utilizar un conjunto de herramientas anaĺıticas lineales
para estudiar su estabilidad y rendimiento. Por ejemplo, en [14], se estudia la estabilidad
de un sistema MIMO para el caso de ruidos aditivos con correlación de tiempo, es decir,
ruidos coloreados. Esto abre la puerta para usar resultados como [13], [14] para obtener
condiciones de estabilidad expĺıcitas o un rendimiento óptimo para los NCS sobre canales
de desvanecimiento correlacionados.

Resultados similares a los obtenidos en 5.2.1 se han utilizado para canales no correlacio-
nados de desvanecimiento. Por ejemplo en [22], se obtiene estabilidad expĺıcita y condiciones
de desempeño en términos de estad́ısticas de polos/ceros inestables y las estad́ısticas de los
canales. Este tipo de resultados también han sido populares en canales no correlacionados
con pérdidas de paquetes, [31] para estabilidad y rendimiento, y [32] para estimación.



Caṕıtulo 6

SIMULACIONES

Para verificar los resultados obtenidos en la Sección 4.3 y el Caṕıtulo 5 se realizan simu-
laciones, y se grafican las 30 primeras muestras de las medias y covarianzas del estado x(k).
Se omitirán los resultados asociados a la señal de desempeño e pues esta señal es combi-
nación lineal del estado, y no aporta mayor información respecto a la estabilidad del sistema.

Se generaron 4 conjuntos de datos distintos para los momentos del x. Dos creados a
partir de los resultados del Lema (4.1.1) y del Lema (4.2.1) respectivamente; y otras dos
generadas a partir de realizaciones (simuladas en Matlab) para el estado inicial x(0), el
ruido de entrada d, el ruido multiplicativo θ para el caso de canal multiplicativo, y el ruido
aditivo q (sujeto a la restricción de su covarianza) para el caso de canal aditivo. En estos
dos últimos conjuntos de datos, se utiliza el Método de MonteCarlo para crear estimadores
de los momentos. En ellos se utilizan 150000 realizaciones por muestra temporal.

Las matrices para las variables de estado del sistema N son

A =

[

0,5 0,25
0,2 0,4

]

, Bd =

[

0,2 0,1
0,05 0,3

]

, Cv =

[

0,4 0,3
0,2 0,5

]

Ddv =

[

0,3 0,1
0,2 0,5

]

, Bw =

[

0,5 0,1
0,04 0,6

]

Las condiciones iniciales vienen dadas por

µxM
(0) = µxL

(0) =
[

3 2
]⊤

PxM
(0) = PxL

(0) =

[

0,5 0,1
0,1 0,6

]

,

mientras que las medias y varianzas de los ruidos θ(k) y d(k) son:

µd =
[

0,4 0,5
]⊤

, µθ =
[

0,5 0,5
]⊤

Pd =

[

0,8 0,4
0,4 0,9

]

, Pθ =

[

0,7 0,3
0,3 0,8

]

La ganancia del canal Ψ y el ruido de canal q son tales que satisfacen Teorema 4.3.1.
Note que, para el sistema simulado, el vector de estados x tiene dimensión 2×1, al igual que
el ruido de entrada d, la entrada al canal v, la salida del canal 2, y el ruido multiplicativo θ

del canal de comunicación.

37
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Figura 6.1. Evolución temporal de cada uno de los componentes del vector de medias del
estado µx. Caso estable donde µx converge en 30 muestras.

6.1. Caso estable

Las Fig. 6.1 y 6.2, muestran cada uno de los elementos del vector de medias µx(k) y
matriz de covarianza Px(k). La notación LM,MM,LA,MA indica los casos lineal usando
el método de Montecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal anaĺıtico y
multiplicativo anaĺıtico respectivamente. Las expresiones anaĺıticas se refieren a los resulta-
dos de los Lemas 4.1.1 y 4.2.1. Las Fig. 6.1 y 6.2 muestran que se cumple la equivalencia
espectral para µx y para Px al comparar los datos generados de 4 formas distintas. Estas
formas hacen referencia a LM,MM,LA,MA.
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Figura 6.2. Evolución temporal de cada uno de los componentes de la matriz de covarianza
del estado Px. Caso estable donde Px converge en 30 muestras.

Para estudiar la convergencia, recordemos que la condición de convergencia para µx

corresponde a ρ(∆1) < 1. Para Px corresponde a ρ(∆v) < 1. Si calculamos ρ(∆1) y ρ(∆v)
para este caso, obtenemos

ρ(∆1) = 0,89045, ρ(∆v) = 0,89141.

Ambas condiciones se cumplen, y se verifica la convergencia de µx(k) y Px(k) en las Fig.
6.1 y 6.2. Además, µx satisface (5.1.7) y (5.1.17), y al computarla obtenemos

µx = (I −∆1)
−1∆2µd =

[

2,25877 1,97691
]⊤

.

Este resultado se verifica al ver que los valores estacionarios de esta estad́ıstica converge ha-
cia los mismos valores de la Fig. 6.1. Note que a medida que converge, lo hacen decreciendo
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hacia los valor estacionarios teóricos. Se puede mejorar la precisión de las simulaciones, au-
mentando el número de muestras temporales. Recuerde que el valor estacionario, es un valor
teórico al considerar k → ∞, pero que se puede alcanzar pasado cierto número de muestras
dependiendo de la velocidad del sistema. Se puede asociar la velocidad de convergencia a la
magnitud del radio espectral. En este caso, este valor es cercano a 1, por lo que su dinámica
es lenta, es decir, el sistema puede tardar varias muestras en estacionarse. Esta hipótesis
explicaŕıa las diferencias, que ya son bastante pequeñas.

Para corroborar el estado estacionario de Px, se puede computar la expresión descrita
en (5.1.9)

XM = [I −∆v]
−1(∆2 ⊗∆2D +Bw ⊗Bwdiag(vec(Pθ))S)

con

∆v = ∆1 ⊗∆1 +Bw ⊗Bwdiag(vec(Pθ))Cv ⊗ Cv

S = vec(DdvPdD
T
dv + µvM

µT
vM

)

Los valores obtenidos para este caso son

Px =

[

8,9458 7,3167
7,3167 7,5785

]

Este resultado corrobora los valores estacionarios a los cuales converge Px(k) en la Fig. 6.1.
Note que a medida que convergen, lo hacen creciendo hacia el valor estacionario teórico. Al
igual que en los gráficos de las medias, existe una pequeña diferencia asociada al tiempo de
convergencia.

Adicionalmente, para analizar y verificar los resultados obtenidos en los caṕıtulos an-
teriores, se propone modificar los valores propuestos para el caso estable presentado en la
Sección 6.1. Se realizan 2 casos adicionales. En el primero, modificamos las estad́ısticas de
θ, aumentando solo la covarianza Pθ hasta que ρ(∆v) > 1. A este nuevo valor lo llamaremos
P̂θ. En el segundo caso, aumentamos solo la media µθ hasta que ρ(∆1) > 1. A este nuevo
valor lo llamaremos µ̂θ. Los valores utilizados en las siguientes simulaciones son

P̂θ =

[

1,9 0,5
0,5 1,7

]

, µ̂θ =

[

0,8
0,8

]

.

6.2. Caso inestable al variar Pθ

Para las simulaciones de este caso, se modifica el valor de Pθ a P̂θ, y se mantiene el resto
de los datos del caso estable. Adicionalmente, es necesario aumentar el número de realiza-
ciones para mejorar la precisión del estimador obtenido al usar el método de Montecarlo.
Este estimador se ve gravemente afectado al aumentar el valor de Pθ. Se utilizan 800.000
realizaciones para reducir significativamente la varianza del estimador.

Las Fig. 6.3 y 6.4, muestran cada uno de los elementos de la media de los estados µx(k)
y Px(k). La notación LM,MM,LA,MA indican los casos lineal usando el método de Mon-
tecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal anaĺıtico y multiplicativo
anaĺıtico respectivamente.
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Figura 6.3. Evolución temporal de cada uno de los componentes de la media del estado
µx. Caso inestable donde µx converge y se utiliza P̂θ.

Para estudiar la convergencia, calculamos ρ(∆1) y ρ(∆v) para este caso, obteniendo

ρ(∆1) = 0,89045, ρ(∆v) = 1,00602.

En este caso, se mantiene el valor de ρ(∆1) respecto al caso estable, por lo que se espera
que µx converja. En cambio, ρ(∆v) > 1, por lo que se espera que Px diverja. Estas obser-
vaciones son corroboradas en las Fig. 6.3 y 6.4. Particularmente, vemos en la Fig. 6.4 cómo
Px crece indefinidamente. Este caso, nos permite ilustrar el impacto que tiene Pθ sobre la
convergencia de Px, pero no lo tiene sobre µx.
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Figura 6.4. Evolución temporal de cada uno de los componentes de la matriz de covarianza
del estado Px. Caso inestable donde Px diverge y se utiliza P̂θ.

Además, las Fig. 6.3 y 6.4 muestran que se cumple la equivalencia para µx y para Px

al compararlas de las 4 formas LM,MM,LA,MA, incluso aunque no se cumpla una de las
condiciones de convergencia.

Por otro lado, µx satisface (5.1.7) y (5.1.17), y al computarlo obtenemos

µx = (I −∆1)
−1∆2µd =

[

2,25877 1,97691
]⊤

.
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Este resultado presenta prácticamente los mismos valores que los señalados en la Fig. 6.1,
y es natural, ya que no se modificaron los valores de ∆1, ∆2 ni µd.

Nota 6.2.1. Cabe mencionar que existen pequeñas diferencias en las estad́ısticas obtenidas
a partir del método de Montecarlo respecto a las estad́ısticas derivadas de las ecuaciones
anaĺıticas. La diferencia existente se atribuye a que el método de Montecarlo genera estima-
dores, los cuales tiene cierto margen de error. Este error es determinado, en parte, por el
número de realizaciones para cada muestra. Por ejemplo, en el caso con P̂θ se aumentan el
número de realizaciones para mejorar la precisión del estimador. Esto es necesario, ya que
la covarianza de P̂θ es mucho mayor que la usada para el caso estable, y este cambio afecta
notablemente el desempeño del estimador.

6.3. Caso inestable al variar µθ

Para las simulaciones de este caso, se modifica el valor de µθ a µ̂θ, y se mantiene el resto
de los datos del caso estable.

Las Fig. 6.5 y 6.6, muestran cada uno de los elementos de la media de los estados µx(k)
y Px(k). La notación LM,MM,LA,MA indican los casos lineal usando el método de Mon-
tecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal anaĺıtico y multiplicativo
anaĺıtico respectivamente.

Para estudiar la convergencia, calculamos ρ(∆1) y ρ(∆v), obteniendo

ρ(∆1) = 1,01886, ρ(∆v) = 1,13799.

En este caso, ambas matrices ∆1 y ∆v se ven afectadas, y su radio espectral es mayor a
1. Esto implica que µx y Px divergen. Estas observaciones son corroboradas en las Fig.
6.5 y 6.6. Note que la convergencia de los primeros y segundos momentos del estado x es
especialmente sensible a los valores de µθ.

Además, las Fig. 6.5 y 6.6 muestran que se cumple la equivalencia para µx y para Px al
compararlas de las 4 formas LM,MM,LA,MA, incluso aunque no se cumpla ninguna de
las condiciones de convergencia.

Nota 6.3.1. Las simulaciones sugieren que ρ(∆v) es más restrictiva que ρ(∆1) a medida
que sus valores se acercan a 1. Esto se ve reflejado en los 3 casos simulados, especialmente
en el caso que utiliza P̂θ.
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Figura 6.5. Evolución temporal de cada uno de los componentes del vector de medias del
estado µx. Caso inestable donde µx diverge. Se utiliza µ̂θ para las simulaciones.
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CONCLUSIONES

Al comienzo de este trabajo se relacionó las estad́ısticas de segundo orden de las señales
comunes entre el sistema de control con canal de desvanecimiento, y el sistema de control
con canal con ruido aditivo. Dicha relación se realizó entre las señales de desempeño, los
estados, las entradas y las salidas del canal de los sistemas antes mencionados. Esta relación
se menciona como equivalencia espectral y es válida para cualquier instante.

Se estudio el comportamiento estacionario de cada sistema por separado, encontrando
condiciones de convergencia para cada caso. Luego, se compararon estas condiciones. Para
el caso con ruido aditivo, las condiciones de convergencia se relacionan directamente con la
solución de una ecuación de Lyapunov. Para el caso con ruido multiplicativo, no es tan direc-
to, quedando en términos de radios espectrales de matrices relacionadas con las estad́ısticas
del ruido multiplicativo θ.

Utilizando la equivalencia espectral entre ambos sistemas, se estudió el comportamiento
estacionario de esta equivalencia, y la relación de estabilidad entre los sistemas. Se logró de-
mostrar que la estabilidad interna del NCS con ruido aditivo es equivalente a la estabilidad
MSS del NCS con ruido multiplicativo.

Finalmente, a través de simulaciones se verificaron tales resultados. Estas simulaciones
dejan en evidencia que se cumple, no tan solo la equivalencia, sino también la relación de
estabilidad entre los sistemas. Adicionalmente, las casos escogidos permiten notar que la
estabilidad es muy sensible a las estad́ısticas del ruido multiplicativo θ, en particular a su
media.

Trabajo futuro

Habiendo demostrado la equivalencia espectral de los sistemas y su relación de estabili-
dad, vemos que es posible estudiar el sistema de control con canales de desvanecimiento, a
través del sistema de control con canales aditivos, considerando una restricción en el ruido
aditivo. Estos resultados abren la puerta para extender resultados obtenidos sobre el esque-
ma aditivo.

Por otro lado, queda pendiente describir el sistema de control en términos de una planta
y un controlador. De esta forma, se podŕıan encontrar condiciones sobre el ruido multipli-
cativo, para las cuales no exista un controlador que estabilice el sistema en lazo cerrado
afectado por dicho ruido.
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Esta equivalencia espectral es una extensión de otra, la cual no considera correlación
espacial en el ruido multiplicativo. En esos trabajos, se utiliza la equivalencia para hacer
control óptimo con limitaciones de SNR. Por lo tanto, queda pendiente extender los resul-
tados de control óptimo de dichos trabajos.
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[1] Karl J Åström. Introduction to stochastic control theory. Courier Corporation, 2012.

[2] John Baillieul and Panos J Antsaklis. Control and communication challenges in networked
real-time systems. Proceedings of the IEEE, 95(1):9–28, 2007.

[3] Bassam Bamieh and Maurice Filo. An input-output approach to structured stochastic
uncertainty. arXiv preprint arXiv:1806.07473, 2018.

[4] Dennis S Bernstein. Matrix mathematics: Theory, facts, and formulas with application to
linear systems theory, volume 41. Princeton university press Princeton, 2005.

[5] Julio H Braslavsky, Richard H Middleton, and James S Freudenberg. Feedback stabi-
lization over signal-to-noise ratio constrained channels. IEEE Transactions on Automatic
Control, 52(8):1391–1403, 2007.

[6] Wei Chen and Li Qiu. Linear quadratic optimal control of continuous-time lti systems
with random input gains. IEEE Transactions on Automatic Control, 61(7):2008–2013, 2016.

[7] Oswaldo Luiz Valle Costa, Marcelo Dutra Fragoso, and Ricardo Paulino Marques.
Discrete-time Markov jump linear systems. Springer Science & Business Media, 2006.

[8] Oswaldo LV Costa and Marcelo D Fragoso. Stability results for discrete-time linear
systems with markovian jumping parameters. Journal of mathematical analysis and appli-
cations, 179(1):154–178, 1993.

[9] Thomas M Cover. Elements of information theory. John Wiley & Sons, 1999.

[10] Nicola Elia. Remote stabilization over fading channels. Systems & Control Letters,
54(3):237–249, 2005.

[11] BA Francis. A course in h-infinity control-theory. Lecture notes in control and informa-
tion sciences, 88:R5, 1987.

[12] Andrea Goldsmith. Wireless communications. Cambridge university press, 2005.
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