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RESUMEN

En esta tesis, se presenta una relacion entre sistemas de control sobre redes comunicados
a través de canales con ruido multiplicativo, y una versién alternativa comunicada a través
de canales con ruido aditivo. Esta relacién se traduce en una equivalencia espectral donde los
momentos de primer y segundo orden del NCS original sobre canales de desvanecimiento son
iguales a los momentos de primer y segundo orden del NCS auxiliar sobre canales aditivos.
Utilizamos esta equivalencia para relacionar la estabilidad cuadratica media del NCS sobre
los canales de desvanecimiento (correlacionados espacialmente) con la estabilidad interna
del NCS LTT sobre los canales aditivos. Esta relacién define nuestro marco de trabajo.

Para complementar se comparan la media y la covarianza del estado del NCS con canal
con desvanecimiento y el NCS auxiliar con ruido aditivo. En esta comparacién, se incluyen
las expresiones analiticas para las estadisticas de ambos sistema, y estadisticas calculadas a
partir de realizaciones de las senales de cada sistema. Para las expresiones analiticas basta
dar un horizonte de tiempo. En cambio, se utiliza el método de Montecarlo para estimar las
estadisticas en base a las realizaciones. Estas simulaciones permiten verificar la equivalencia
y estudiar el efecto del ruido multiplicativo sobre la estabilidad del sistema.






Capitulo 1

INTRODUCCION

Este capitulo pone en contexto el trabajo de tesis, presentando sus motivaciones, obje-
tivos, marco de trabajo y el estado del arte sobre los temas a tratar. También, se describen
brevemente los contenidos de cada uno de los capitulos de esta tesis.

1.1. Sistema de control sobre redes

La teoria del control clasica se basa en gran medida en la abstraccién de que la informa-
cién se transmite a lo largo de canales de comunicacién perfectos [15], [12]. Esta abstraccion
ha servido bien durante mucho tiempo, existiendo una amplia variedad de aplicaciones exi-
tosas. Este tipo de canales utilizan conexiones cableadas que comunican el controlador con
los sensores y actuadores de la planta [16]. Las redes de comunicacién se han visto mejo-
radas significativamente por los avances tecnoldgicos, especialmente las redes inalambricas,
vy han permitido bajas en los precios asociados a su produccién e implementacién, convir-
tiéndolas en una alternativa atractiva. El drea de control no ha sido la excepcién, y esto
ha traido nuevos desafios y desarrollos, de los que se ha encargado el area de Sistemas de
Control sobre Redes (NCS por sus siglas en inglés). En ella se utiliza la teoria de control y
comunicacion para estudiar los efectos de las restricciones de comunicacion en los sistemas
de control realimentados [38]. Los principales problemas en la teorfa del control cldsico, es
decir, la estabilizacién, el control y la estimacién éptima, se han vuelto a estudiar dentro de
un marco NCS (e.g. [45], [40], [37], [42], [27], [10], [16], [30]).

Dentro de sus aplicaciones, se encuentran las redes de sensores méviles [24], coordinacién
de multiples vehiculos en un sistema de autopistas automatizado [28], cirugia remota [23],
y la coordinacién de vehiculos aéreos no tripulados [29], entre muchas otras. Estos sistemas
suelen tener arquitecturas de control, en donde plantas, sensores y actuadores se encuentran
conectados a través de canales de comunicacién inaldmbricos. Dichas redes poseen grandes
ventajas sobre su contra parte de conexiones independientes y dedicadas, pues reducen en
gran medida los costos de instalacién y mantenimiento, y permiten mayor flexibilidad para
modificar la arquitectura de los sistemas y su interconexién [12].

En la Figura 1.1 podemos ver la representacién general de un NCS [16]. Una de las
caracteristicas que distinguen a los NCS de los sistemas de control clasicos es la presencia
de canales no transparentes, y de codificadores y decodificadores, en los cuales las senales
son procesadas y modificadas antes de entrar y salir de la red.
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Figura 1.1. Arquitectura general de un NCS.

1.2. Restricciones de comunicacion

Como ya mencionamos, el uso de NCS presenta grandes ventajas, pero también nuevos
desafios. Para su estudio y comprensién es clave considerar las restricciones de comunicacion
asociadas a estas redes. En la literatura, encontramos distintos tipos de restricciones tales
como retrasos aleatorios, pérdidas de paquetes, restricciones en la relacién de senal a ruido
(SNR), errores de cuantificacién, entre otros [2], [6], [10], [22], [5]. En general, los canales
inaldmbricos comunes poseen una naturaleza estocéstica: los retrasos suelen ser de duracién
aleatoria y los paquetes pueden perderse, también de forma aleatoria [12]. Estos problemas
pueden modificar significativamente la estabilidad y desempeno del lazo cerrado pudien-
do tener consecuencias catastréficas [20]. Como solucién, se puede redisefiar el controlador
para que tenga robustez frente a estos escenarios. En un caso ideal, se puede disenar el con-
trolador en conjunto con el canal de comunicacién para ofrecer el mejor rendimiento posible.

A continuacién, describimos algunas de las principales restricciones que son estudiadas
en la literatura sobre NCS:

1.2.1. Restricciones en la relacion de senal a ruido

Los canales de comunicacién pueden tener niveles de ruido tales que las senales transmi-
tidas queden inutilizables para el receptor. Para lidiar con tal problema, una estrategia es
aumentar el nivel de potencia de la senal transmitida, aumentando asi la relacién de senal a
ruido (SNR). Esto, disminuye el efecto negativo del ruido sobre la sefial. Sin embargo en la
préactica, la potencia de transmisiéon no puede ser arbitrariamente alta, lo que se traduce en
una restriccién en la SNR. Dicha restriccién puede tener un efecto negativo en el desempeno
del lazo de control diseniado. En [5], [39], [26] podemos ver algunos ejemplos que consideran
dicha restriccién para distintas arquitecturas de diseno.

1.2.2. Pérdida aleatoria de paquetes

En las redes digitales, puede ocurrir que la informacién enviada como paquetes a través
de la red no llegue a su destino. Esto debido a errores fisicos en la red, interferencia, conges-
tién excesiva o demoras que podrian llevar al receptor a considerar un paquete como perdido
[44]. Para lidiar con las pérdidas de paquetes, existen protocolos de comunicacién que usan
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paquetes de reconocimiento. Estos paquetes son enviados por el receptor al transmisor para
indicar si los paquetes enviados desde el transmisor al receptor han sido recibidos satisfacto-
riamente (tipo TCP). Los protocolos que no usan paquetes de reconocimiento se les conoce
como tipo UDP. La eleccién del protocolo puede modificar la estabilidad y el rendimiento
del sistema realimentado [27]. Este tipo de canales se puede encontrar en la literatura co-
mo canales de borrado y suelen ser modelados por una variable aleatoria con distribucién
de probabilidad Bernoulli. Entre los trabajos que tratan con pérdida de paquetes podemos
mencionar [18], [27], [17].

1.2.3. Retardos aleatorios

La congestién en las redes que usan protocolos de transmisién de datos, por ejemplo
tipo TCP, provoca que los paquetes pasen tiempo almacenados en las memorias de los
nodos intermedios de la red. Esto genera que los paquetes lleguen a destino con un retardo
generalmente aleatorio. Al igual que en escenarios con pérdida de paquetes, este tipo de
problemas puede significar pérdida de desempefio o incluso de estabilidad. En [43] se trabaja
con este tipo de restricciones.

1.2.4. Canales con ruido aditivo

Para propdsitos de esta tesis, es conveniente profundizar en los canales afectados con
ruido aditivos. Por simplicidad, nos referiremos a ellos como canales aditivos. Este modelo
de canal es el mas utilizado para caracterizar ruidos en los sistemas debido a las multiples
herramientas matematicas que permiten estudiarlo. Cuando el ruido es blanco, tiene igual
intensidad para diferentes frecuencias (densidad espectral de potencia constante), y aunque
es un modelo simple, puede representar muchos tipos de incertidumbre en modelos fisicos. Se
puede atribuir ciertos comportamientos del canal a las estadisticas del ruido. Por ejemplo, si
la varianza de ruido es cero, el receptor recibe la informacién transmitida perfectamente. En
cambio, si la varianza de ruido no es cero y no hay restricciones en la entrada, podemos elegir
un subconjunto arbitrariamente grande de entradas arbitrariamente separadas, de modo que
se pueda recibir la informacién en la salida con una probabilidad arbitrariamente pequena
de error. Tal esquema idealizado supone una capacidad infinita en el canal. La capacidad
de canal hace referencia a la cantidad de informacién en cierto tiempo que puede transmitir
el enlace de comunicacién. Para canales que ademas son Gaussianos, se puede calcular su
capacidad de canal segin la férmula [9]

C = Blog(1+7T)

donde C es la capacidad de canal, B es la tasa de bits por segundo, y I" es la relaciéon de
sefial a ruido (SNR). Por lo tanto, si la SNR es arbitrariamente grande (la varianza del ruido
es cercana a cero o la entrada tiene varianza arbitrariamente grande), la capacidad de los
canales también lo es. Esta limitacion en la entrada se traduce en una restriccion de energia
o potencia.

También, es frecuente suponer que el ruido aditivo blanco tiene una distribucién de pro-
babilidad gaussiana. Esta suposicién se basa en el teorema del limite central, que aplicado
en este contexto concluye que el efecto acumulativo de un gran nimero de fenémenos alea-
torios seran aproximadamente normales, por lo que la suposicién gaussiana es valida en
una gran cantidad de situaciones [9]. Adicionalmente, el ruido gausiano tiene un conjunto
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Figura 1.2. Canales con ruido aditivo. a) Canal individual. b) Muiltiples canales paralelos.

de propiedades atractivas y gran versatilidad, las cuales son ampliamente aprovechadas en
control éptimo y filtrado éptimo [35], [1].

El modelo béasico de un canal de ruido aditivo es tal que w = ¢ + v, donde v es la
entrada del canal, q es el ruido del canal y w es la salida del canal. Cuando v, w y ¢ son
escalares, el canal es escalar, o individual, Por el contrario cuando v, w y ¢ son vectores, se
dice que el canal posee miltiples entradas y miltiples salidas (MIMO) y, si no hay didlogo
cruzado entre cada rama de un canal MIMO, el canal se reduce a un conjunto de canales
paralelos. Estos canales son representados en la Fig. 1.2. Como ejemplo, podemos mencionar
el trabajo [9], donde se estudia la forma de distribuir la potencia que soporta el canal total
a través de sus canales individuales, y asi maximizar la capacidad del canal. En ese caso, se
utiliza un modelo de canal con ruido aditivo gausiano no blanco donde cada canal individual
representa una frecuencia diferente.

1.2.5. Canales con ruido multiplicativo

Los canales multiplicativos o con desvanecimiento han sido estudiados principalmente
en la teorfa de comunicaciones e informacion. Esta area se encarga de tratar con mayor
detalle las causas y efectos del desvanecimiento en la informacién transmitida y recibida [9],
[12], [16]. El término desvanecimiento es ampliamente usado en la teoria de comunicacién,
llegando a ser ambiguo. En comunicacién inaldmbrica, se describe a este término cémo una
atenuacion variable sobre la senal. Las variables que contribuyen a este efecto y sus clasifi-
caciones son variadas. Entre ellas destacamos la pérdida en el trayecto, la cual es causada
por la disipacion de potencia irradiada por el transmisor, y los efectos de propagacion del
canal [33], [12]. El opacamiento es causado por obstaculos entre el transmisor y el receptor
que atendan la potencia de la sefial debido a absorcion, la reflexién, la dispersion y la di-
fraccién. Cuando la atenuacién es muy fuerte, la senal se bloquea. La variacién debido a la
pérdida de trayectoria se produce a distancias muy grandes (100-1000 metros), mientras que
la variacion debida al desvanecimiento se produce a distancias proporcionales a la longitud
del objeto obstructor (10-100 metros en ambientes exteriores y menos en ambientes inte-
riores)[12]. Dado que las variaciones debidas a la pérdida de trayectoria y el opacamiento
ocurren a distancias relativamente grandes, esta variacién a veces se denomina efectos de
propagacién a gran escala [33].

Dentro de los canales de desvanecimiento (fading channels), encontramos a los canales
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multiplicativos. Este modelo considera que una ganancia multiplicativa aleatoria variable
en el tiempo afecta la senal transmitida [12], [10]. Este modelo puede resultar adecuado
para describir varios tipos de fenémenos que afectan a las senales enviadas a través de los
canales de comunicacién como por ejemplo, la pérdida aleatoria de paquetes, ruido en las
sensores, interferencia y mediciones intermitentes, inclusive en canales andlogos [12], [10],
[21], [26], [41]. Los canales multiplicativos incorporan no linealidad al modelo, haciéndolos
menos tratables al no disponer de herramientas para sistemas lineales e invariantes en el
tiempo (LTT). Note que los canales de borrado son un caso especial de los canales con des-
vanecimiento donde la ganancia aleatoria toma exclusivamente valores de 0 o 1. En esta
tesis se estudiara la estabilidad de sistemas de control sobre redes comunicados a través de
canales multiplicativos.

p———— -
I I
! l
I Canal :
|
Planta : con 1 | Controlador
: Desvanecimientol
I ! A
I I
- —_ — = — - J

Figura 1.3. Sistema de control sobre redes comunicado a través de canales con desvaneci-
miento.

En la Fig. 1.3, se presenta una configuracién ampliamente usada en la literatura referente
a Control sobre Redes [10], [41], [25], [16]. Esta considera el desvanecimiento en canales de
comunicacién entre la planta y el controlador.

1.3. Estado del arte de NCS con canales multiplicativos

Numerosos trabajos en la literatura estudian la estabilidad y el rendimiento de los NCS
sobre los canales con ruido multiplicativo, ver por ejemplo [10], [22], [32], [25], [21]. En estos
trabajos, se obtienen condiciones de estabilidad y se determina el mejor rendimiento alcanza-
ble, expresadas mayormente en términos de los polos inestables, los ceros de fase no minima
y los retrasos de la planta, bajo el supuesto de canales de desvanecimiento no correlacionados.

En [10] se plantea que el ruido multiplicativo puede ser interpretado como una incerteza
en el modelo de la planta, viendo el problema con un enfoque de control robusto. Este hecho
resulta importante en la obtencién de condiciones necesarias y suficientes para estabilizacién
en sentido cuadratico medio (MSS). Para plantas SISO con la medicién del estado dispo-
nible y afectadas por canales de borrado, se demuestra que la existencia de controladores
estabilizantes, depende de que la probabilidad de transmision exitosa sea mayor que una
determinada funcién de los polos inestables de la planta.
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En [41] se logran presentar condiciones necesarias y suficientes para MSS en términos de
los polos inestables cuando se tiene realimentacién de estado. La expresion queda en térmi-
nos de la llamada medida de Mahler. Para el caso de realimentacién de la salida, se estudian
plantas SISO y MIMO triangulares desacopladas, obteniendo una condicién explicita para
estabilidad en funcién de los polos inestables, los ceros de fase no minima y el grado relativo
de la planta. Ademds, en [41] se indica que utilizando realimentacién en un canal tipo TCP,
se pueden reducir el efecto de los ceros de fase no minima y el grado relativo de la planta
sobre la estabilidad. Cabe mencionar que en este caso no se considera una perturbacién de
entrada que afecte al sistema.

En [25] se estudia la estabilidad de sistemas LTI en presencia de incertidumbres es-
tocasticas multiplicativas en el modelo. Estas incertezas se representan por medio de un
canal con ruido multiplicativo no correlacionado. En dicho trabajo, se presentan condicio-
nes necesarias y suficientes para que el sistema sea estabilizable usando realimentacion de
estados. Para el caso SISO, se logran obtener limites explicitos para la covarianza del ruido
multiplicativo, de forma que el sistema sea estable. Para el caso de sistemas MIMO de fase
minima y retardos, se presentan LMIs que permiten indicar dichas condiciones. Ademads, se
muestra que la estabilidad del sistema es sensible a la direccion de sus polos inestables sus
ceros de fase no minima, y la alineacién de estas.

En [3] se considera correlacién espacial del ruido, y se obtiene una condicién de estabili-
dad del sistema, en términos del radio espectral de un operador matricial lineal. Condiciones
similares fueron obtenidas en [10], pero que no llegan a ser explicitas en términos del ruido
multiplicativo ni la descripcién del sistema. Se utilizan LMI’s para encontrar los valores
especificos que satisfagan las condiciones de estabilidad y desempeno de un sistema dado. A
diferencia de los trabajos citados anteriormente, los autores realizan un plantear y resuelven
el problema en términos de las senales temporales de entrada y salida del sistema, sin re-
currir a variables de estados y sin identificar una planta o controlador. Por esto, no se hace
ninguna referencia a sistemas de control.

En [22] se utiliza una equivalencia estadistica entre un NCS con canales de desvane-
cimiento, y un sistema auxiliar con canales con ruido aditivo. Esta equivalencia permite
obtener resultados de rendimiento éptimos en NCS sobre canales de desvanecimiento no
correlacionados. Esta equivalencia establece que el NCS con canales de desvanecimiento
puede analizarse estudiando un NCS auxiliar que contiene canales de ruido aditivos sujetos
a restricciones de SNR. Tal marco facilita el estudio del NCS original habilitando las herra-
mientas estandar para sistemas LTI.

1.4. Objetivo y marco de trabajo

En este trabajo se consideran sistemas de control multivariables de tiempo discreto, los
cuales estan comunicados a través de canales con ruidos multiplicativos. Se supondra que
el canal de comunicacién es un canal MIMO, con ruidos multiplicativos correlacionados
espacialmente. El objetivo principal es estudiar la estabilidad de estos sistemas de control
realimentados y como las estadisticas del ruido multiplicativo pueden afectarla. Para ello
se recurrird a un esquema auxiliar en donde el canal de comunicacién en vez de ser mul-
tiplicativo, es un canal de ruido aditivo, pero que sin embargo permite estudiar al sistema
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con canal multiplicativo original. Esto se basa en trabajos anteriores en donde se presenta
una equivalencia espectral entre este tipo de canales. A diferencian de esos trabajos, en este
marco de trabajo se consideran ruidos correlacionados, lo que implica estudiar una extension
de dicha equivalencia para este escenario. Esta equivalencia se estudia tanto para el caso
transiente como para el estacionario.

1.5. Contribucién y Organizacion de la tesis

La contribuciéon de esta tesis se resume en dos puntos principales:

= Se deriva una equivalencia entre los momentos de segundo orden en un sistema de
control sobre redes con canales multiplicativos correlacionados, y uno con canales de
ruido aditivos.

= Se muestra que la estabilidad del sistema de control sobre redes con canales multipli-
cativos se puede estudiar en base a un sistema auxiliar con canales de ruido aditivo.

La organizacion de los capitulos para esta tesis es la siguiente. La seccién 2 presenta los
preliminares. La Seccién 3 detalla la formulacién del problema. En la Seccién 4 se demuestra
la equivalencia espectral entre el NCS sobre los canales de desvanecimiento, y canal con ruido
aditivo. En la Seccidon 5 se realiza el andlisis de estabilidad y se relaciona la estabilidad MSS
del NCS original con la estabilidad interna del NCS auxiliar. En la Seccién 6 se ilustran los
resultados con simulaciones. Finalmente, en la Seccién 7 se presentan las conclusiones.



Capitulo 2

PRELIMINARES

Este capitulo presenta la notacién, convenciones, definiciones y propiedades necesarias
que se utilizardn en el desarrollo de esta tesis. En la seccién 2.1 se proponen convenciones y
definiciones sobre conjuntos numéricos y matrices. En la seccién 2.2 se presentan propiedades
de dlgebra lineal que nos seran utiles. La seccién 2.3 presenta elementos ttiles y nociones
preliminares para abordar la estabilidad de sistemas LTI, principalmente desde el enfoque
de variables de estado, y en tiempo discreto. La seccién 2.4 se revisan elementos esenciales
de los procesos estocasticos y algunas clasificaciones que nos serdn ttiles para trabajar con
ellos. En la seccién 2.5, se extiende la nocién de estabilidad presentada en 2.3 considerando
que la naturaleza de los sistemas LTI que estudiaremos es estocastica. Para ello se definen
los conceptos de estabilidad interna y estabilidad en sentido cuadratico medio.

2.1. Notacion

Se denotard a los conjunto de nimeros enteros, naturales, naturales incluyendo al cero,
reales, y complejo por Z, N, Ny, R, y C respectivamente. En caso de trabajar con conjuntos
de multiples dimensiones, se denotaran usando superindices, por ejemplo R". Utilizaremos
j = v/—1. Dado un nimero x € C, |z| denota a su magnitud, z* a su conjugado y Re(x)
a su parte real. Para una matriz M cualquiera, M, M*, M y tr(M) denotan a su
traspuesta, conjugado, hermitiana y a su traza, respectivamente. Para denotar que la matriz
es definida positiva y positiva semidefinida, escribimos M > 0y M > 0 respectivamente. Los
subelementos de una matriz A € R"*™ se denotan por a;; donde i € {1,..,n},j € {1,..,m}.
Se define la matriz identidad de n x n como I, x,- Se utiliza el simbolo z como el argumento
de la transformada Zeta.

2.2. Elementos de algebra lineal

El producto de Hadamard entre 2 matrices A y B € R"*™ se denota por A® B = C
y corresponde al producto elemento a elemento, es decir, ¢;; = a;; - b;;, Vi, j. El operador
diag(v) denota una matriz diagonal que posee los elementos del vector v en su diagonal.

Sean v un vector columna de largo n, D, = diag(v) y M una matriz cuadrada de
dimensién n x n, entonces se cumple que [4].

D,MD, = (vv")® M. (2.2.1)
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Lema 2.2.1. Defina el operador T(A) = MAM T+ L(PO[NANT]|)LT, donde A, M, L, P, N
son matrices de dimensiones apropiadas, y P > 0. Entonces, T(-) es un operador lineal y
monotonico.

Demostracion. Sea o, € R, entonces

T(aA+ BB) = M(aA+ BB)M " + L(P® [N(aA+ BB)NT))LT
=MaAM" + MBBM" + L(P® [NaANT))L" + L(P ® [NBBN T])L"
=aT(A) + BT(B)

donde usamos el hecho de que (a«A) ® B = a(A ® B) [4] para demostrar linealidad.

Para demostrar monotonicidad, consideremos X >Y y la hipdtesis de T(X) > T(Y).
Dado que X =Y >0, y usando el hecho de que el producto de Schur (o producto de Hada-
mard) de 2 matrices positivas semidefinidas es también positiva semidefinida [36], entonces
tenemos que T(X —Y) > 0. Ya que esta demostrada la linealidad de T (-), la prueba esta
completa.

A continuacién presentamos la definicién de matriz de Schur, util para caracterizar pro-
piedades relacionadas a estabilidad de sistemas LTT.

Definicién 2.2.1. (Matriz de Schur) La matriz A es una Matriz de Schur, si todos los
autovalores de A estdn dentro del circulo unitario, por ejemplo, p(A) < 1,y tal que z(k+1) =
Ax (k).

2.3. Elementos de teoria de sistemas lineales de tiempo dis-
creto

En esta tesis se trabaja con sistemas lineales de tiempo discreto e invariantes en el tiempo
(LTT discreto) tal como se muestra en la Fig. 2.1. Estos sistemas admiten una representacién
en variables de estado dada por

z(k+1) = Az(k) + Bu(k), x(0)==x0, k € Ny, (2.3.1)
y(k) = Ca(k) + Du(k),
donde z(k) € R™ es el estado del sistema M, xq es el estado inicial, la secuencia u(k) € R

es la entrada al sistema, y(k) € R™ es la salida, y (4, B,C, D) son matrices reales de di-
mensiones apropiadas.

A continuacion se presentan definiciones ttiles para identificar propiedades del sistema
que nos indican relaciones entre las variables externas (entradas y salidas) con las variables

u(k) y(k)

*>]\4'*>

Figura 2.1. Sistema LTT en tiempo discreto.
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internas (de estado). Para las siguientes propiedades considere que u(k) corresponde a la
actuacién sobre el sistema (entrada manipulable)

Definicién 2.3.1. (Controlabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (A, B) se dice
controlable si, para todo estado inicial x(0) = xo, k1 € N y estado final x1, existe una
secuencia {u(k)}1, kg —1 tal que la solucion de (2.3.1) satisface x(k1) = x1. En otro caso el
sistema o el par (A, B) se dice que es no controlable.

Definicién 2.3.2. (Observabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (C, A) se dice ob-
servable si, para cualquier k1 € N, el estado inicial xy se puede determinar a partir de la
entrada u(k) y de la salida y(k) en el intervalo de tiempo [0, k1]. En otro caso el sistema o
el par (C,A) se dice que es no observable.

Definicién 2.3.3. (Detectabilidad [46]). El sistema en (2.3.1) o el par (C, A) se dice de-
tectable si y solo si existe una matriz L tal que A+ LC es Schur.

Definicién 2.3.4. (Asintdticamente estable [46]). El sistema en (2.3.1) se dice asintdtica-
mente estable si, para entrada nula, la salida converge a cero para un estado inicial arbitrario.
El sistema serd asintoticamente estable si y sélo si todos sus polos estin dentro del circulo
unitario. Los polos pueden ser encontrados como los autovalores de A.

Funciones de transferencia

Llamaremos funcién de transferencia a la funcién M (z) tal que Y (z) = M (2)U(z), donde
Y (2) y U(z) son la transformada Zeta de las senales y(k) y u(k) respectivamente en (2.3.1).
Ademsds, la funcién de transferencia M (z) se puede escribir en términos de las matrices
(A, B,C, D) como

M(z)2C(zI—A)'B+D

Denotamos por R al conjunto de todas las funciones de transferencia reales y racionales.
Los siguientes son subconjuntos de R:

= R, = {M(z) ER: lim M (z) existe y es ﬁnito.}

" Ry 2 {M(z) €R: lim M(z):O.}

Z—00

P — {M(z) € R,, cuadradas y tal que M(2)"! € R, existe.}
» RHo = {M(z) ER,: M(2) es estable.}

» RH, 2 {M(z) € Rop: M(2) es estable.}
A las tres primeras las llamaremos funciones de transferencia propias, estrictamente propias

y bipropias respectivamente.

Propiedades de norma 2

Toda funcién A(z) € R que no posea polos sobre el circulo unitario pertenece a Lo, i.e.,
es tal que

nm@@éw{l ﬂAwﬂAwﬂﬂm}<m. (2.3.3)

27T —pi
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donde [|-||, corresponde a la norma en Ly estandar, también llamada norma 2 [46], [11].
Cabe destacar, ademds, que toda funcién de transferencia A(z) € R sin polos sobre el
circulo unitario se puede descomponer como [46], [11]

Az) = [A(2) )3y + [AR)]2,

donde [A(z)]r € RH2 contiene a las partes constantes, estrictamente inestables y no

causales de A(z) y, donde [A(z)]y2 € RHa corresponde a la parte estable y estrictamente
propia de A(z). A continuacién se listan propiedades ttiles de la norma 2 [46], [11]:

Propiedad 2.3.1. Considere las funciones de transferencia A(z), B(z) € R sin polos sobre
el circulo unitario. Entonces:

2
L A@)" ], = 1Al
2. Si A(z) € RHy y B(2) € RHa, entonces ||A(z) + B(2)|l5 = |A2) |5 + | B(2) |3

3. Si Az) € RHy y B(z) € RHoo, entonces |A(z) + B(2)||5 = || A(z) — A(0)]2 +
IA4(0) + B(2)[5-

2.4. Procesos estocasticos

En esta tesis, ademds de usar sistemas LTI trabajaremos con procesos estocasticos.
Para ello consideraremos la definicién usual para tiempo discreto [1],[35], donde un proceso
estocastico {z (k) }ren, es una secuencia de variables aleatorias reales que poseen densidades
conjuntas de probabilidad bien definidas.

Considere a x como un proceso estocéstico vectorial de tiempo discreto y z(k) la variable
aleatoria correspondiente en el instante k. El operador esperanza se denota por £ {-}. Por
simplicidad definiremos

2(k) 2 x(k) — € {a(k)} . (2.4.1)

Asi, la media, la matriz de covarianza, el segundo momento y la funcién de autocovarianza
de z, son denotados por p.(k), Px(k), Qz(k), R.(k + 7, k) respectivamente, y tales que

MI()AE{J?( )} P, (k) = € {z(k)z(k)"}
Qu(k) 2 E{x(k)z(k)T}, k+rké E{z(k+7)z(k)T}.

No es dificil notar que Q (k) = Py (k) + pz (k) (k) .

Definiciones de procesos estocasticos

A continuacién mencionamos algunas propiedades que seréan de utilidad [35]:

1. El proceso x se dice i.i.d si y sélo si es una secuencia de variables aleatorias indepen-
dientes e idénticamente distribuidas.

2. El proceso x se dice que es un proceso de segundo orden si y sélo si su media y matriz
de segundos momentos existen y son finitas para todo k& € Ny y, ademds, son finitas
cuando k — oo.
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3. Un proceso z de segundo orden se dice que es un proceso estacionario en sentido
amplio (wss) siy sélo si su media u, (k) es constante Vk € Z y su funcién de covarianza
R, (k + 7, k) es sélo funcién de 7 € Z.

4. Un proceso = de segundo orden definido para T = Ny se dice ser asintéticamente
estacionario en sentido amplio (a-wss) s{ y sélo sf existe « € R" y f: T — R X"=,
con f(7) finita V7 y permaneciendo as{ a medida que 7 — oo, tal que

lim p, (k) = «, kh’m Ry(k+7,k)=f(r),¥T €T
— 00

k—o0

5. El proceso = se dice blanco si y sélo si x es una secuencia de variables aleatorias no
correlacionadas entre si. Por ejemplo

=0 V7 #£0
R’”(k+7’k){<a<oo T =0, aeR
Ademss, si z es i.i.d., entonces x es blanco.
6. Los procesos z e y se dicen no correlacionados si € {(z — 115)(y — py) ' } = 0.

7. Diremos que un proceso x posee correlacién espacial si P, (k) es una matriz no diagonal
Vk.

Ecuacion de Lyapunov

A continuacién presentamos la definicién de ecuacién de Lyapunov [35].

Definicién 2.4.1. Considere un sistema con la siguiente representacion en variables de
estado

z(k+1) = Fz(k) + v(k) (2.4.2)
y(k) = Hx(k) + e(k)

La senal v(k) es un proceso estocdstico blanco de media cero, con matriz de covarianza R .
Entonces
P,(k+1)=FP,(k)F*+ R,

es llamada la ecuacion de Lyapunov.

Las soluciones de ecuacién de Lyapunov tienen una estructura conocida, y propieda-
des interesantes. Por ejemplo, si el sistema descrito en (2.4.2) es asintGticamente estable,
entonces x es a-wss. De forma equivalente, la ecuaciéon de Lyapunov converge a

P=FPF*"+ Ry

y tiene solucién tnica, la cual es hermitiana (por ejemplo A = A) y es definida positiva.

2.5. Lazo de control generalizado

En esta seccion se presentan diversa formas de representar los lazos de control. Entre
ellos destacamos el lazo de control generalizado, y un esquema alternativo que pone énfasis
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Figura 2.2. Lazo de control generalizado.

en los canales de comunicaciéon. Luego, se conectan los elementos de teoria de control de
sistemas lineales y procesos estocdsticos para presentar conceptos como lazo bien definido,
estabilidad interna y estabilidad en sentido cuadrético medio.

La Fig. 2.2 muestra un lazo de control donde P(z) corresponde a la planta generalizada
y K(z) € R, corresponde al controlador. El vector d(k) contiene las sehales externas, por
ejemplo, perturbaciones y referencias. El vector e(k) es la senal de desempeno, u(k) es la
actuacién dada por el controlador K, y y(k) es la salida de la planta P que es realimentada
hacia el controlador, cerrando el lazo. Cabe mencionar que el esquema de la Fig. 2.2 se
puede encontrar en la literatura como lazo cerrado de control generalizado (GCC), y tiene
la ventaja de poder representar cualquier lazo cerrado de control lineal [34].

En términos de la entrada d y la senal de desempeno e, este lazo de control puede verse
como un sistema de lazo cerrado H tal como en la Fig. 2.1 . Diremos que el sistema H de
la Figura 2.2 tiene una representacién en variables de estado tal como se indica en (2.3.1)

w(k+1) = Ax(k) + Bd(k), x(0) =z, k€N, (2.5.1)

e(k) = Ca(k) + Dd(k) (2.5.2)

donde las matrices (A, B,C , b) contienen las dindmicas, no solo de la planta, sino que tam-
bién del controlador.

d e
N
w v

Figura 2.3. Sistema N con realimentacion a través de canal de comunicacion.

Una forma alternativa de estudiar los lazos de control generalizados, viene de no consi-
derar a los canales de comunicacién dentro de la descripcién del sistema H como en la Fig.
2.2, sino fuera de este, tal como se ve en la Fig. 2.3. Este esquema resulta particularmente
atil para estudiar las propiedades y efectos de los canales de comunicacion, y sera utilizado
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A Y
H !
iN: uKy::

Figura 2.4. Diferentes representaciones de un sistema en lazo cerrado.

en el capitulo siguiente, al tratar la formulacién del problema.

Lazos de control similares al que ilustra la Fig. 2.3 se encuentran con frecuencia en la
literatura (ver por ejemplo [46], [22]), y representa una generalizacién de muchas arquitec-
turas de control lineal, incluyendo los clasicos lazos de control de 1 y 2 grados de libertad.
En dichos escenarios, la planta y controlador, y su interaccién, se encuentran representados
dentro del sistema N de la Fig 2.3; el vector d y la senal e comparten la misma descripcién
que la dada para el lazo de control generalizado. Las senales dentro del sistema realimenta-
do de control que son transmitidas por el canal de comunicaciéon multivariable son reunidas
en el vector v. Esto se ilustra en la Figura 2.3, a través de la entrada v, la salida w, y la
representacion gréfica del canal de comunicacién. Cabe destacar que el canal indicado en la
Fig. 2.3 puede afectar a la sefial de control que envia a la planta, o también a las mediciones
enviadas desde la planta al controlador.

En la Fig. 2.4 se representa al sistema H usando los esquemas de las Fig. 2.2 y 2.3.
Adicionalmente, se agrega el bloque A, el cual puede modelar miltiples fuentes de incerti-
dumbre, por ejemplo incertidumbres estructurales en la planta. Este esquema es utilizado
en control robusto [46], [34].

Lazo bien definido

Al proponer modelos para la planta y controlador nos interesa que estén correctamente
definidos y tengan sentido fisico, al menos en términos de causalidad. Como contraejemplo
considere los sistemas con funciones de transferencia impropios, los cuales son no causa-
les. Para identificar sistemas correctamente definidos, consideramos la nocién de lazo bien
definido.

Definicién 2.5.1. (Lazo bien definido [46]).
Un sistema realimentado M se dice bien definido si todas las funciones de transferencia del
lazo cerrado estdan bien definidas y M € R,.

Lema 2.5.1. (Lazo bien definido [46]).
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FEl sistema de la Figura 2.2 estd bien definido si y sdlo si det(I — P(o0)K(o0)) # 0.

Estabilidad interna

La nocidon de estabilidad interna nos sugiere que las senal dentro del lazo son acotadas.
Una condicién necesaria para estabilidad interna es que las realizaciones de P(z) y K(z)
sean detectables y estabilizables [46].

Definicién 2.5.2. (Estabilidad interna [46]).
El sistema de la Figura 2.2 se dice internamente estable si y solo si el estado x converge a
cero para toda condicion inicial xog cuando d = 0.

Lema 2.5.2. (Lema 5.2 en [{6]). El sistema de la Figura 2.2 se dice internamente estable
sty sdlo si la matriz A en (2.5.1) es Schur.

Definicién 2.5.3. (Planta estabilizable [11]).
La planta P(z) del sistema de la Figura 2.2 se dice estabilizable si y sdlo si existe K(z) € Rp,
tal que el lazo cerrado del sistema es internamente estable y estd bien definido.

Estabilidad en sentido cuadratico medio

Dado que estudiaremos sistemas dindmicos con entradas estocdsticas, las nociones de
estabilidad para sistemas deterministicos no son suficientes. Para extender dicha nocién de
forma adecuada, utilizaremos la nocién de estabilidad en sentido cuadratico medio.

Considere el sistema de la Figura 2.2 con la representacién en variables de estado en
(2.5.1) y suponga que se cumple lo siguiente:

Suposicién 2.5.1.

1. El estado inicial xg es una variable aleatoria de seqgundo orden con media py y matriz
de varianza Py.

2. La entrada externa d es una secuencia de ruitdo blanco de sequndo orden, no correla-
cionada con xg, con media pug y varianza Py.

Definicién 2.5.4. (Estabilidad en sentido cuadrdtico medio [7], [8]).

El sistema en (2.5.1) se dice estable en sentido cuadrdtico medio (MSS) siy sdlo si, para todo
xg y d que satisfacen la Suposicion 2.5, existen pu, y Q. > 0, ambos finitos e independientes
de po y Py, tales que

Jim E{x(k)} = o, Jim E{a(k)a(k)"} = Qs

Esta definicién nos permite extender la nocién de estabilidad a sistemas estocasticos,
donde no es conveniente trabajar directamente con las mediciones (realizaciones) de las
senales de interés. En cambio, la definicién se establecen en términos de la convergencia de
los primeros y segundos momentos del estado del sistema. Cabe mencionar que los momen-
tos, ademas de ser acotados, convergen a un valor estacionario independientemente de las
condiciones iniciales.

A continuacién se mencionan un par de lemas técnicos ttiles:
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Lema 2.5.3. (MSS [1], [35]). El sistema en (2.5.1) es MSS si y sélo si la matriz A es
Schur.

Note que si el sistema es MSS también es internamente estable, y viceversa.

Lema 2.5.4. (Asintdticamente estacionarios [1], [35]). Si el sistema en (2.5.1) es MSS y se
cumple la Suposicion 2.5, entonces el estado x y la salida e son procesos de sequndo orden
a-wss con densidades espectrales de potencia (PSDs) estacionarios

Sz(2) = Hy(2)PaH,(2)™, Se(z) = Ho(2)PaH.(2)~,
donde Hy(z) 2 (21 — A)™'B y Ho(2) 2 C(zI — A)"'B + D.

Dado el Lema 2.5.4 y la definicién de norma 2 en (2.3.3), es facil verificar que la varianza
estacionaria de la salida y, de un sistema MSS con funcién de transferencia €2, (z) y entrada
d con matriz de varianza Py = 031, se puede escribir como [1], [35].

1 T - -
w=or {5 [ aen ey} = ok 2,6 1

—T



Capitulo 3

FORMULACION DEL
PROBLEMA

En este capitulo se presenta la configuracién de control sobre la que se trabajard a lo
largo de esta tesis, poniendo especial atencién en describir sistemas comunicados a través de
canales afectados por ruido multiplicativo. Adicionalmente, se describen canales de comuni-
cacion afectados por ruido aditivo. Luego, se plantean las interrogantes que busca resolver
esta tesis, y cual serd el rol de los canales antes mencionados.

3.1. Descripcién del lazo de control

Considere un lazo de control cerrado a través de un canal de comunicaciéon como el
ilustrado en la Fig. 2.3, donde N € R, es un sistema lineal e invariante en el tiempo, de
multiples entradas y multiples salidas, y de tiempo discreto, donde d es un vector de senales
externas, e es una senal de interés, v es la entrada del canal de comunicacion, y w es su salida.

La descripcion en variables de estado de N viene dada por

z(k+1) A Bg By | |z(k)
e(k) | = |Ce Dge Duyel |dk)|, (3.1.1)
v(k) Cy Dg O w(k)

donde k € Ny es el indice temporal y z(k) € R™ es el estado del sistema N.

Hay que notar que el valor 0 en el elemento que relaciona v(k) y w(k) en (3.1.1) es
necesario para asegurar que no se forme un lazo algebraico debido a la realimentacion, esto
ya que los canales de comunicacién a considerar no poseen retardo.

Suposicién 3.2.1.

1. El estado inicial z(0) es una variable aleatoria de media p,(0) y matriz de covarianza
P.(0).

2. El vector de entrada d(k) € R™, para k € Ny, es una secuencia de ruido blanco
estacionario, y por lo tanto de media pq(k) = ug constante y matriz de covarianza
P;(k) = Py constante.

3. No hay correlacién entre d y x(0).

17
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Observacion 3.1.1. En este trabajo se usa un modelo de ruido multiplicativo para el canal,
y otro modelo de ruido aditivo y ganancia. Es importante notar que al usar uno u otro
canal, las realizaciones de todas las senales involucradas en el caso serdn distintas debido a
la dindmica de los canales, excepto la senal externa d(k), que es comin en ambos casos. Por
ello, incorporaremos el subindice M para referirnos a la senales de (3.1.1) cuando se utiliza
el canal de ruido multiplicativo, y el subindice L para referirnos al caso de ruido aditivo (la
letra L se refiere a la propiedad de linealidad que es vadlida para este wltimo caso a diferencia
del caso multiplicativo).

A continuacién, se describen los dos modelos para canal de comunicacién que estudiare-
mos en esta tesis.

Canal con ruido multiplicativo

En este caso suponemos que el lazo se cierra a través del canal con ruido multiplicativo
ilustrado en la Fig. 3.1, y que estd definido por la entrada vy, la salida wys, y ©, siendo
esta 1ltima una matriz estocdstica que representa al ruido el canal.

Wy Up

o
Figura 3.1. Canal de comunicacién con ruido multiplicativo correlacionado espacialmente.

Definimos el canal multiplicativo como

Definicién 3.1.1. Canal multiplicativo: Se dice que las senales wpr (k) = [war, (), -,
war, (BT y o (k) = [var, (k),--- ,va, (k)] T, estdn conectadas a través de canales multipli-
cativos con desvanecimiento si y sélo si war(k) y var(k) se hallan relacionadas a través de
la ecuacion

wym (k) = O (kK)o (k)

con

O(k) £ diag([01(k), -~ , 0c(k)])

Ambos, 6(k) y ©(k) caracterizan el ruido del canal, pero resulta mds convincente usar
O(k) para trabajar el sistema de ecuaciones de forma matricial. Las medias de ambos pro-
cesos son denotadas por jug(k) = E{0(k)} y T = diag(ue(k)), respectivamente. Hay que
notar que, dadas las definiciones anteriores, el canal considerado es un canal de multiples
entradas y salidas.

Suposicién 3.1.1. Consideraremos que el ruido (k) es un proceso i.i.d. con correlacidn es-
pacial y media no nula. Ademds, supondremos que el ruido 0(k) (y en consecuencia también
O(k)) es independiente de (zpr(0),d(k)).

Note que, la Suposicién 3.1.1 implica que T es una matriz constante, y que Py es no
diagonal y constante.
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Dada la Definicién 3.1.1, el canal multiplicativo se puede representar como muchos ca-
nales de comunicacién individuales en paralelo, de la forma

war, (k) = 0i(k)vn, (k).

coni € {1,...,¢}. Enla Fig. 3.2 vemos la representacién grafica de lo descrito anteriormente.
Ademds, la correlacion espacial del ruido multiplicativo 6, puede implicar por ejemplo, que
distintos canales individuales compartan una fuente aleatoria comun.

w&g Uan
_ Vu
0,

Figura 3.2. Detalle de los canales paralelos de comunicacién con ruido multiplicativo.

Canal con ganancia y ruido aditivo

La Fig. 3.3 ilustra el modelo de canal con ruido aditivo que se utilizard, donde vg y
wy, son la entrada y salida del canal, ¢ es un vector de ruido aditivo y ¥ es una matriz

deterministica.
w v
4@6 N\

tq

Figura 3.3. Canal de comunicacién alternativo con ruido aditivo y ganancia.

Definicién 3.1.2. Canal con ganancia y ruido aditivo. Se dice que las senales wy, (k) =
[wr, (k), - wr, (k)" yor(k) = [vr,(k),--- ,vr, (k)] T, estdn conectadas a través de canales
con ganancia y ruido aditivo si y sdlo si wr(k) y vr (k) se hallan relacionadas a través de
la ecuacion

wr (k) = q(k) + VoL (k).

Suposicién 3.1.2. FEl ruido q(k), con k € Ny, es una secuencia de ruido blanco posible-
mente correlacionada en el espacio. Ademds, supondremos que q(k) es no correlacionado
con (21,(0),d(k)). Supondremos también que q(k), wr(k),vr (k) son todos vectores columna
de largo £, y VU es una matriz constante de dimension £ X £.

Cabe mencionar que cada elemento del ruido aditivo ¢; afecta al i-ésimo canal, es decir,
lo hace en paralelo. Pero, no ocurre lo mismo con la senal vy, pues la matriz ¥, en general,
es no diagonal. Esto significa que el i-ésimo canal se ve afectado por una combinacion lineal
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de la senal vy. Debido a esto, este modelo de canal no representa, en general, un canal de
comunicacién paralelo, a diferencia del canal multiplicativo descrito en la Definicién 3.1.1.
En el caso en que la matriz ¥ es diagonal, el canal de comunicacion si es paralelo.

3.2. Planteamiento del problema

La seccion anterior nos permite describir sistemas, en los cuales se extrae al canal de co-
municacion del lazo de control generalizado, para estudiarlo en detalle. Este canal comunica
a un subsistema que corresponde a N en la Fig. 2.3, y es descrito en (3.1.1). Se usa esta
representacién para describir el sistema comunicado a través de canales con ruido multipli-
cativo. Note que este sistema posee caracteristicas no lineales. Adicionalmente, proponemos
un sistema alternativo, el cual comunica el mismo subsistema N, pero lo hace a través de
canales de comunicacién con ruido aditivo. Su ventaja es que posee caracteristicas lineales.

En la Fig. 3.4 se ilustra el NCS comunicado a través de canales con ruido multiplicativo
usando diagramas de bloques. A continuacién se describen sus variables de estados.

d em

N
MMT ~ TUM
o

Figura 3.4. Sistema N con realimentacién a través de canales paralelos con ruido multi-
plicativo.

J,‘]W(k—‘r 1) A Bd Bw Z‘M(k)
eM(k) = Ce Dde Dwe d(k‘) . (3.2.1)
UM (k) Cv de 0 Wnp (k)

En la Fig. 3.5 se ilustra el NCS comunicado a través de canales con ruido aditivo usando
diagramas de bloques. A continuacién se describen sus variables de estados.

d er,

N
wL[ Vg,
®

4q

Figura 3.5. Sistema N con realimentacion a través de canal con ruido aditivo.
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(EL(IC—‘rl) A Bd Bw xL(k)
er(k) = |Cs Dyge Dye d(k) | . (3.2.2)
vr (k) Cy Dg 0 wr, (k)

El propdsito de este esquema alternativo es estudiar el NCS de la Fig. 3.4 a través del
NCS de la Fig. 3.5.

Es importante destacar que, aunque las Fig 3.4 y 3.5 consideran el mismo sistema N, las
senales de desempeno, de entrada y salida al canal no son las mismas. Particularmente, sus
estadisticas son distintas. Este hecho nos lleva a preguntarnos cudles son las condiciones que
debe cumplir el NCS alternativo para relacionar ambos NCS, y asi aprovechar las ventajas
de la versién lineal.

El primer objetivo es, por lo tanto, relacionar las estadisticas de segundo orden de las
senales comunes entre el sistema de control con canal con desvanecimiento de la Fig. 3.4, y
el sistema de control con canal con ruido aditivo de la Fig. 3.5. La relacién estadistica se
realiza entre las senales de desempeno e y e, los estados xps y zp, las entradas al canal
vy Vv, v las salidas del canal wys y wr,.

Una vez obtenida la relacién estadistica y las condiciones para su validez, el objetivo
es utilizarla para estudiar la estabilidad del NCS con canal con desvanecimiento, a través
del NCS con canal con ruido aditivo. Para el primer sistema, ruido multiplicativo agrega
no linealidad, dificultando su analisis. En cambio, el sistema con ruido aditivo es LTI, lo
que permite usar las herramientas lineales para estudiar, por ejemplo, la estabilidad. En
particular, se pretende explotar la estabilidad en sentido cuadratico medio, que relaciona
estabilidad con las estadisticas de segundo orden de los sistemas.



Capitulo 4

EQUIVALENCIA ESPECTRAL

Este capitulo presenta una relaciéon entre los segundos momentos entre el estado del sis-
tema afectado por ruido multiplicativo correlacionado espacialmente, y el estado del sistema
afectado por ruido aditivo. Se extiende la relacién a otras senales de interés, como la entrada
y salida del canal, y la senal de desempeno en cada caso.

4.1. Analisis del sistema con canal multiplicativo

El objetivo de esta secciéon es proponer una expresiéon para los momentos del estado s
del sistema N, y los momentos de la sefial de desempenio ey (k) descritas en (3.2.1).

Lema 4.1.1. Sea Ay = A+ B, YC, y Ay = By + B, YDy, matrices constantes. El estado
del sistema N definido en (3.2.1), bajo los supuestos descritos en esa seccidn, es tal que su
media viene dada por:

o py (k + 1) = ALU:L'M (/f) + Aopig, (4.1.1)

su matriz de covarianza viene dada por:
P, (k+1)= AP, (k)A] + AyPyA) + B, H(K)B,, (4.1.2)
con
H(k) =Py ® (CuPey, ()G + Day PaD], (4.1.3)
+ (Cutta (k) + Daojia) (Cotcys () + Dapa) ")
y su funcion de autocovarianza viene dada por:
Ry, (k+7,k) = ATP,,, (k). (4.1.4)
|

Demostracién. Primero, es conveniente notar de (3.1.1) que el estado del sistema se puede
escribir recursivamente' como

IRecuerde la notacién descrita en (2.4.1) donde #(k) = x(k) — pa (k).

22
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donde Ay = A+ B,YC, y Ao = By + By, YDy, son matrices constantes. Ademds, dada la
linealidad del operador esperanza sabemos que la media ., (k + 1) satisface

fans (k4 1) = Az, (k) + Aopg + Bu& {O(k)var(k)} . (4.1.6)

Dadas las suposiciones del problema, es claro que para un mismo instante k, el ruido O(k)
es independiente de vy (k), y por lo tanto € {O(k)va(k)} = € {O(k)} € {var(k)} = 0. Esto
completa la demostracion para la media.

Para la matriz de covarianza Py,,(k + 1), primero notamos que de (4.1.1) y (4.1.5) es
directo concluir que

Zar (k4 1) = AyZar(k) + Dod(k) + BuO(k)vas (k). (4.1.7)

Para obtener Py, (k+1) = E{Zn(k+ 1)Zp(k+1)"} se requiere calcular la esperanza de
cada término de (4.1.7) multiplicado por los mismos términos transpuestos. En dicho cdlculo
aparecen una serie de términos cruzados de los cuales, dadas las suposiciones del problema,
son términos nulos. De hecho, dado que d(k) es un proceso blanco, independiente de ©(1), Vi,
y no correlacionado con la condicidn inicial, es posible demostrar que € {Zr(k)d(k)} = 0.
Ademds, dada las suposiciones respecto de O, y considerando que € {@(k)} = 0, se tiene
que

ELO(K)vn (k)za (k)T } = E{O(k)} € {var(k)Zar (k)T } =0,
E{O(k)vrr(k)d(k) "} = £ {O(k)} € {orr (R)d(k) "} = 0.
Lo anterior, y el desarrollo de € {Zr(k+ 1)Za(k+ 1) T}, nos permite concluir
Py (k4 1) = Ay Py (R)A] + Ay PyAy + ByE {O(k)E {vy (k)var(k)T} O(k) T} B,
=A1 Py, (R)A] + AsPyAy + B,& {0(k)Qu(k)O(k) "} B,
=A1 Py (K)A] + Do Paldy + By (Py @ [Poy, (k) + oy, (R)itoy, (k) ]) By,
donde la media de vy (k) viene dada por
oy (K) = € {Coint (K) + Dayd(k)} = Copizy, (k) + Dy
y su matriz de covarianza por

Py, (k) = € {oar(k)onr (k)" }

=& {(Cv{fM(k) + del_)M(k))(CU.’EM(k) + de’l_)M(k))T}

= CyP,,, (k)C] + Dag,PyD,,. (4.1.8)
Luego, definiendo H(k) = P,,, (k) + fioy, (K)o, (K)T vy sustituyendo P,,, (k) y pi,, (k) se
obtiene (4.1.2) y (4.1.3).

Por otro lado, utilizando (4.1.7) y la definicion de funcion de covarianza se tiene que:
Roy(k+7+1,k) =E{zp(k+7+ 1)z (k)" }
=E{[A1Zpnr(k+7) + Aod(k + 7) + BuO(k + T)uar(k + 7))Zar (k) T}
:AleM (k + T, k)
=ATT'P,,, (k) (4.1.9)
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donde se utilizo el hecho que € {d(k+ 7)Zrp (k)" } =0y E{Ok+ T)va(k + 7)Zar(k } =
0.

Este lema caracteriza los primeros y segundos momentos del estado zps(k) de forma
recursiva. Es importante notar que la covarianza involucra al producto de Hadamard entre
la varianza del ruido y el segundo momento de la entrada del canal, haciendo a la expresion
no lineal.

El hecho de que el sistema N sea lineal implica que los momentos de las otras senales
del lazo se puedan escribir en funcién de los momentos del estado. Esto se puede generalizar
a través de la senal de desempeno ey (k).

Corolario 4.1.1. Definase las matrices Ag = Co + D YCy y Ay = Dye + Dye YDy,
ambas constantes. La senial de desempeno ep(k) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los
supuestos ahi descritos, es tal que su media viene dada por

fers (B) = Agpizy, (k) + Adpta (4.1.10)

su matriz de covarianza viene dada por
Pepi (k) = D3Py, (K)A3 + AgPyA] + Dy H(K)D,, (4.1.11)

y su funcion de autocovarianza viene dada por:

Rey (k+ 7, k) = AsAT Py, (k)AS + AsAT ' [A2PyA[ + ByH(k)Dy] (4.1.12)
donde P,,, (k) y H(k) estin dados en el Lema 1. [ |

Demostracién. Primero notamos que podemos escribir epr(k) como
en (k) = Azzpr (k) + Ayd(k) + Dywe©(k)var (k) (4.1.13)

con Az = CetDye YO, y Ay = Dye+Dye YDy, . Aplicando el operador esperanza a (4.1.13),
y notando que € {O(k)var(k)} = 0, se obtiene directamente (4.1.10). Para calcular la matriz
de covarianza P,,, (k) primero notamos que, de (4.1.13) y (4.1.10), podemos escribir

en (k) = Aszas (k) + Agd(k) + Dye®(k)vps (k) (4.1.14)

FEs claro que ép(k) en (4.1.14) tiene la misma estructura que Tyr(k + 1) en (4.1.7), sien-
do distintas sdlo las matrices constantes que acompanan. Lo anterior implica que para el
cdlculo de P.,, (k) podemos aplicar el mismo procedimiento y propiedades utilizadas para la
obtencion de Py,,(k+ 1) en la demostracion del Lema 4.1.1. Esto permite concluir (4.1.11)
de forma directa.

Por otro lado, considerando los supuestos sobre xp(0), d(k) y 6(k), se tiene que la
funcion de autocovarianza de ey (k) satisface
Rey (k+7,k) =€ {en(k +7)en(k) "}
=E{[AsZrn(k+7)+ Ayd(k +7) +Due®k +m)oa(k+7)] en (k)" }
=AsE{Zp(k+7)em (k) }. (4.1.15)



4.2. ANALISIS DEL SISTEMA CON CANAL CON GANANCIA Y RUIDO ADITIVO 25

Ademds, usando recursivamente (4.1.7) podemos escribir

Zar(k +7) =ATzar (k) + Y AT Agd(k + 7 — i)

=1
+ Y AT'BuOk + 7 — iyon (k+ 7 — ) (4.1.16)
=1

Al utilizar (4.1.16) y (4.1.14) para expandir el producto dentro de la esperanza del dltimo
término en (4.1.15), se obtienen muchos elementos cruzados que se anulan al calcular su
esperanza debido a las suposiciones hechas sobre x1(0) ,d(k) y 0(k). Asi, finalmente se tiene
que

Rey (k+7,k) = AsE {@p(k +7)en (k) }
= AsE {ATZp (k)Zar (k) TAS } + AsE {AT ' Aod(k)d(k)TAS }
+A3E {AT ' B, O (k)vr (k)on (k) "O(k) T D, }
de donde se obtiene directamente (4.1.12). [ |

Corolario 4.1.1 caracteriza los momentos de la senal de desempertio e (k) en funcién de
los primeros y segundos momentos del estado y la perturbacion de entrada. Es importante
recordar que eps (k) es una senal de desempeno arbitraria, por lo tanto este resultado permite
conocer los momentos de cualquier combinacién lineal del estado del sistema, y su entrada.

4.2. Analisis del sistema con canal con ganancia y ruido
aditivo
Anélogo a la seccién anterior, en esta seccion se buscar obtener expresiones para los

momentos del estado z, (k) y de la senal de desempeno ey, (k) descritas en (3.2.2)

Lema 4.2.1. Sean Ay £ A+ B,VC, y Ay £ By + B, VD, matrices constantes. El estado
xr(k+ 1) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los supuestos ahi descritos, es tal que su
media viene dada por:

poy (B4 1) = Ay g, (k) + Aopig + By pig(k), (4.2.1)

la matriz de covarianza de xp(k + 1) viene dada por

P, (k+1)= APy, (k)A] + AyPsA] + B, P,(k)B,, (4.2.2)

y la funcién de autocovarianza de xy,(k) viene dada por:
R, (k+1,k) = AP, (k) (4.2.3)
|

Demostracion. Reescribiendo el estado xr(k+ 1) en (3.1.1) considerando la dindmica del
canal aditivo se tiene que

zr(k+1) =Azp(k) + Bad(k) + By (q(k) + ¥[Cpxr (k) + Davd(k)])
=MNzr (k) + A2d(k) + Buwq(k). (4.2.4)
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Al aplicar el operador esperanza a (4.2.4) se obtiene directamente
Py (B +1) = Mg (k) + Aoprg + Buwpig (k). (4.2.5)
Ademds, de (4.2.4) y (4.2.5) es claro que

Tr(k+1) = Mzp(k) + A2d(k) + Byq(k), (4.2.6)
La matriz de covarianza se obtiene desarrollando
Py, (k+ 1) =€ {[MZ (k) + Aod(k) + Boq(k)][A1Z1 (k) + A2d(k) + Bua(k)] " }
=M P, (k)A] + By,PiB, + AyP,(k)A, (4.2.7)

donde se exploté el hecho que, dadas las suposiciones del problema, £ {f(k)(jL(k)T} =0,
& {:Tc(k:)d(k)T} =0y¢& {(j(k:)d(k)T} =0.

Finalmente, utilizando la definicion de funcion de covarianza y (4.2.6), se tiene que

Ro (k+7+1Lk)=E{a(k+7+1)z](k)}
= E{[Mzp(k +7) + Aod(k + ) + Bug(k + )}z (k) "}
=M R, (k+T7,k)
= ATP,, (k) (4.2.8)
donde se usd el hecho que, V7 >0, E{d(k+ 1)z, (k)T} =0y E{q(k+ )z, (k)" } =0. W

Lema 4.2.1 caracteriza los momentos del estado z, (k) de forma recursiva. Para la matriz
de la covarianza, a diferencia del caso con canal multiplicativo, si se cumple la propiedad de
linealidad respecto de la matiz de varianza del ruido y del estado. Esto ayuda considerable-
mente al anélisis de este tipo de sistemas.

Corolario 4.2.1. Definase las matrices A3 = Ce + DypeVC, y Ay = Dge + Dye VC,,
ambas constantes. La serial de desempenio e, (k) del sistema N definido en (3.1.1), bajo los
supuestos descritos en esa seccion, es tal que su media viene dada por

frey (k) = Aspiz, (k) + Aapia + Dwettq(k) (4.2.9)

su matriz de covarianza de e, (k) viene dada por

P., (k) = A3P,, (k)A; + AyPyA] + Dy P,(k)D,., (4.2.10)

y su funcidn de autocovarianza de ey, (k) viene dada por
Re, (k+7,k) = AsATP,, (K)A5 + AsAT '[A2PyA{ + B, Py(k)D,,.] (4.2.11)
|

Demostracién. Cdémo la senal de desemperio es una combinacion lineal del estado, los
resultados se obtienen directamente explotando los resultados en Lema 4.1.1, y por lo tanto
los detalles son omitidos. |

El corolario 4.2.1 muestra expresiones para los momentos de la senal de desempeno como
combinaciones lineales de los momentos del estado, del ruido del canal, y de la entrada.
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4.3. Condiciones para equivalencia

En esta seccién se comparan los momentos descritos en la seccién 4.1 con los correspon-
dientes momentos de la seccién 4.2, y se presentan condiciones para que dichos momentos
sean idénticos para todo instante k € N.

Teorema 4.3.1. Considere los resultados obtenidos en las secciones 4.1 y 4.2. Suponga
ademds que piz,, (0) = piz, (0), Py, (0) = Py, (0), y que¥ = Y. Si el ruido q es tal que
wq(k) =0, Yk, y tal que

Py(k) =Py © (CoPo, (K)C + DayPaDy, (4.3.1)
+ (Cubtor () + Daspta) (Cottos (k) + Davia) " ),

entonces, para todo instante k € Ny, se cumple que

Pz py (k) = Hzp, (k)v Py, (k) =Py, (k)v Ry, (k + 7, k) =Ry, (k + 7, k)7
Hens (k) = prey, (K), Pe,, (k) = P, (k), Rey (k+7,k) = Ry (k+ 7, k). u

Demostracién. Primero notamos que si ¥ = Y, entonces por construccion A; = A;, para
i =1{1,2,3,4}. Esto implica que, al comparar la recursion para la media del estado en (4.1.1)
con (4.2.1) es claro que, si ps(k) = 0, Vk, y ademds fiz,,(0) = pz, (0), las media de los
estados evolucionardn de la misma forma. Como consecuencia, lo mismo ocurrird con la
media de la senal de desempeno dadas en (4.1.10) y (4.2.9).

Para el caso de las matrices de covarianza del estado, primero comparamos (4.1.2) con
(4.2.2) y notamos que, dado que A; = A;, para i = {1,2,3,4} y P,,,(0) = P,,(0), las
matrices de covarianza del estado evolucionardn de forma idéntica si Py(k) = H(k), donde
H(k) estd definido en (4.1.3). Ahora bien, en ese caso se cumple que Py, (k) = Py, (k),
y por lo tanto podemos usar dicha igualdad y reemplazar Py, (k) en (4.1.3) por P, (k),
lo que conduce a (4.3.1). Si se cumple dicha condicidn, entonces también se cumple que
P.,, (k) = P.,(k), pues es directo de (4.1.11) y (4.2.10).

Los mismos requerimientos anteriores bastan para que las funciones de autocovarianza
del estado (4.1.4) y (4.2.3) sean idénticas, pues esto se cumple si Py, (k) = Py, (k) y A =
Aq. De la misma forma, dichas condiciones garantizan que las funciones de autocovarianza
de la senal de desempeno son idénticas, lo que se concluye directamente al comparar (4.1.12)
con (4.2.11) . [ |

El Teorema 4.3.1 presenta condiciones en las cudles los sistemas realimentados a través
de los canales de ruido correlacionado multiplicativo y aditivo presentados en la Seccién
3.1 presentan los mismos momentos tanto para el estado como para la senal de desempeno,
extendiendo asf los resultados presentados en [22] para el caso de ruidos correlacionados. Para
que se cumpla dicha equivalencia, las condiciones iniciales para las medias y covarianzas del
estado deben ser iguales, la ganancia del canal aditivo debe ser igual a la matriz de medias
T, el ruido del canal aditivo debe ser tal que su media sea cero y su matriz de covarianza
cumpla la igualdad en (4.3.1).

Observacién 4.3.1. FEs importante notar que la condicién en (4.3.1) depende tanto de la
media del estado, como de la matriz de covarianza del estado, la cual a su vez también
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depende de la matriz de covarianza del ruido q en instantes anteriores (ver (4.2.2)). Esta
condicion no se satisface de forma trivial, lo que indica que la equivalencia para los siste-
mas realimentados a través de los canales de ruido correlacionado multiplicativo y aditivo
dificilmente se dard de forma natural. Por el contrario, para poder usar esta equivalencia, lo
razonable es considerar al sistema con ruido aditivo como un sistema artificial, en el cual se
pueden escoger las estadisticas del ruido, las condiciones iniciales, y la ganancia de canal, y
de esa forma modelar las estadisticas del sistema realimentado con canal multiplicativo. La
dificultad radica en satisfacer la restriccion sobre la matriz de covarianza del ruido aditivo.

El resultado en el Teorema 4.3.1 permite abordar algunos problemas de control que
consideran canales de ruido multiplicativo correlacionado, como por ejemplo minimizar la
varianza de la salida o la varianza del error, reescribiéndolo como un problema equivalente
en donde se utiliza un ruido aditivo ficticio, que satisface los requerimientos para la equi-
valencia. Este resultado también permite estudiar la estabilidad de dichos sistemas, pues la
equivalencia propuesta es valida para todo instante k, incluyendo el caso cuando k — oo.
Este hecho se aborda con més detalle en el capitulo siguiente.



Capitulo 5

ANALISIS DE ESTABILIDAD

En este capitulo se estudia la estabilidad de sistemas de control sobre redes comunicados
a través de canales ruidosos. En particular, se analizan los dos tipos de canales estudiados
previamente: uno con ruido multiplicativo, y otro con ruido aditivo. Primero, estudiaremos la
convergencia de los momentos del estado del sistema para cada caso de canal, y sin considerar
la equivalencia espectral demostrada en el Teorema 4.3.1. Luego, al utilizar la equivalencia
resultado de dicho teorema, se demuestra una relacién directa entre la estabilidad MSS para
el sistema con canal con ruido multiplicativo, y la estabilidad interna del NCS con canal con
ruido aditivo. Condiciones explicitas para la estabilidad en términos de las estadisticas del
ruido multiplicativo no son presentadas. Sin embargo, los resultados logran demostrar que
existe una influencia importante de canal multiplicativo sobre la estabilidad del NCS.

5.1. Estadisticas estacionarias

Ya que los estados xps v xf, rigen la dindmica del lazo cerrado, estudiamos la estabilidad
de los NCS propuestos a través su comportamiento estocastico. Para un primer andlisis,
relajamos el problema considerando que los estados xp; v x, son a-wss.

5.1.1. Estadisticas estacionarias para caso con ruido multiplicativo

En esta seccién nos enfocamos en analizar los estados estacionarios de los primeros y
segundos momentos del estado z,;. Primero supondremos que el estado xp; es a-wss, para
luego estudiar la naturaleza de las soluciones de su media y covarianza estacionarias, y cémo
la existencia de estas estadisticas se relaciona con las caracteristicas del sistema N y del
ruido multiplicativo 6.

Denotaremos los estados estacionarios de las variables z,; y eps como

Koz £ lim g (K)s  Hen £ lim Hens (K)

k—o0 k—o0
PZI?M PIM (k)7 PSM £ PEM (k)7

lim lim
k—o0 k—o0

Corolario 5.1.1. Suponga que el sistema de la Fig. 2.3 de canal con ruido multiplicativo
es tal que el estado xp;r y la serial de desempeno ey son a-wss. Entonces, el estado xps

29
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satisface
Moy = Dipig,, + Dapg, (5.1.1)
Py, = APy, A + AyPyAJ + B,HB, (5.1.2)
Rey (1) = AT Py, (5.1.3)

La senal de desempeno ey; satisface

Herr = A3,L”:CM + A4/u‘d (514)
P.,, = A3P,,, A + AyP;A] + Dy HD,, (5.1.5)
Rey, (T) = A3AT Py, A + AsAT HALPyA] + B,HD, ] (5.1.6)

con
H=P® (O'UPJ)MOJ + Dd?)PdD(IU + (Ov,umM + de,ud) (Ov,uxM + de,ud)T>

Demostracion. Sixy; es a-wss, entonces su media y covarianza convergen a valores esta-
cionarios, por ejemplo pg,, (k) = pz,, (k +1) = pg,,. Si consideramos este hecho junto con
el Lema 4.1.1, obtenemos directamente (5.1.1), (5.1.2) y (5.1.3). Como ey es combinacion
lineal, también es a-wss. Asi, obtenemos directamente (5.1.4), (5.1.5) y (5.1.6). Observando
(5.1.3) y (5.1.6) se verifica la suposicion de a-wss, ya que ambas funciones de covarianza
para xpr Yy epn; dependen solo de desplazamiento T cuando k — oo. |

Nota 5.1.1. Cabe mencionar que, en el Corolario 5.1.1 suponemos que el sistema es tal
que T); es a-wss, pero no indicamos cudles son esas condiciones pues no es evidente. Para
relajar el problema suponemos que estas condiciones se cumplen, incluso sin conocerlas.

Analisis sobre condiciones de convergencia

Aunque zps,ep cumplan con el Lema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, no necesariamente
existe el estado estacionario de sus momentos. Considere que, las ecuaciones recursivas en
estos lemas y corolarios exigen condiciones para que las estadisticas converjan, las cuales no
son evidentes. A continuacién, procedemos a estudiar la existencia de soluciones del estado
estacionario de los momentos de x; para dar luces sobre dichas condiciones de convergencia.

Note que si p,,, existe, satisface
tay, = (I — A1) Aopg (5.1.7)
Una condicién necesaria para la convergencia de piz,, es
p(A1) <1,donde Ay = A+ B,YC, y T = diag(po) (5.1.8)

En (5.1.8) podemos ver cémo la convergencia de p,,, depende de las matrices de estado del
sistema N y el ruido multiplicativo 6, en particular de py. Note que la convergencia de fiy,,
se ven afectada por el ruido multiplicativo solo a través de su media g, y no su covarianza Py.

Las senales ep; v vps son combinacion lineal de xp,. Esto también se cumple para sus
medias. Por lo tanto si p,,, converge, entonces fi,,,, fte,, también y satisfacen

Moy = [CU(I - Al)ilAQ + de]:ud’ Hep = [A3(I - Al)ilAQ + A4]/J“d'
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Por otro lado, si analizamos P,,,, (5.1.2) pareciera corresponder a una ecuacién de Lya-
punov, como seria de esperar para el caso de ruido aditivo. En ese caso conoceriamos las
condiciones de convergencia. Pero el elemento H depende de P,,, e involucra un producto
de Hadarmard entre la covarianza del ruido multiplicativo Py con @, (el segundo momento
de v), transformando a (5.1.2) en una ecuacién mas compleja. A diferencia de py,,, en este
escenario no es trivial encontrar las condiciones de convergencia para P;,,, consiguiendo que
(5.1.2) tenga solucidn, y en consecuencia que las sefiales x5 y eps puedan ser a-wss.

A continuacién, se intenta proponer una expresién explicita para P,,,, obteniendo expre-
siones intermedias que ilustra la dificultad del desarrollo y dan luces sobre las condiciones
de convergencia. Para ello usaremos el operador vec(+).

Considere Xy = vec(Py,,), D = vec(Py), Y = diag(us), tvy, = Copizy, + Davitd,
S £ vec(DayPaD},+ 1o, 1T ). Entonces aplicando vec(+) a (5.1.2), utilizando la Proposicién
7.1.9 de [4] y organizando, se tiene

Xu =01 @ A1 X + As ® AsD + By, ® Byvee(Py © (Co Py, C) + Day PaDY, + oy i )
Usando la distributividad de vec(-) sobre el producto de Hadamard
X = A1 @ A1 X + As ® AgD + By, ® By, (vee(Py) ® [vee(Cy Py, Cy) ) + S])

Note que v1 ® vy = diag(vy)va, con vy, vy vectores columna (Hecho 7.6.3 de [4]). Con esta
propiedad obtenemos

XM = Al X AlXM + AQ X AQD + Bw (9 deiag(vec(Pg))[Cv &® CUXM + S]

Considerando la descomposicién ! B,, = [Bl Bg]—r, C, = [ClT C;]T Y Oij £

Py, . notamos que [41]

i
£
By, ® Bydiag(vec(Pp))C, ® Cy = > > 07;(BiCi) ® (B;C)) = Z
i=1 j=1
Sea A, £ A; ® Ay + Z obtenemos
Xy =[I—- A Ay ® AyD + B, @ By, diag(vec(Py))S) (5.1.9)
Para que (5.1.9) tenga solucién tnica se debe cumplir
p(A,) < 1. (5.1.10)

Cabe mencionar que no es claro cémo demostrar si la condicién en (5.1.10) es mas restrictiva
que (5.1.8). Tampoco se encontré una forma de continuar el desarrollo de (5.1.10), y con
ello demostrar cdal es la condicién de convergencia mas general. De todas formas, esta
condicién indica que existe una relacién entre los primeros y segundos momentos de 6, y la
convergencia de los primeros y segundos momentos de xj;.

Nota 5.1.2. La senal ey, descrita en el Corolario 4.1.1, es combinacion lineal de xp; por
lo que no presenta problemas de existencia ni convergencia adicionales a los que ya presenta
Tpr-

IRecuerde que el ruido multiplicativo ©(k) tiene dimensiones £ x £.
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5.1.2. Estadisticas estacionarias para caso con ruido aditivo

En esta seccién nos enfocamos en analizar los estados estacionarios de los primeros y
segundos momentos del estado xy. Primero supondremos que el estado x; es a-wss, para
luego estudiar la naturaleza de las soluciones de su media y covarianza estacionarias, y cémo
la existencia de estas se relaciona con el sistema N, el ruido aditivo ¢ y la ganancia de canal
v,

Denotaremos los estados estacionarios de las variables zy, y ey, como

pag = M0 pi (K)o, = 1 pie, (F),
—00 k—o0

Py, 2 lim Py, (k), P., 2 lim P., (k)
k—o0 k—o0

Corolario 5.1.2. Suponga que el sistema de la Fig. 2.3 de canal con ruido aditivo es tal
que el estado xy, y la senal de desemperio e, son a-wss. Entonces, el estado xy, satisface

Py = Nipiz, + Aopg (5.1.11)
P,, = AP, A] + AyPyA; + B,P,B, (5.1.12)
Ry, (1) = ATP,, (5.1.13)

La senal de desempeno ey, satisface

tep, = Aty + Aapig (5.1.14)
P., = A3P,, A3 + AyP;A] + Dy P,D,). (5.1.15)
Re, (1) = A3ATP,, A3 + A3AT '[AsPyA{ + B, P,D,).] (5.1.16)

Demostracion. Si xp es a-wss, entonces su media y covarianza convergen a valores esta-
cionarios, por ejemplo pig, (k) = pizp, (k+ 1) = pg, . Si consideramos este hecho junto con
el Lema 4.2.1, obtenemos directamente (5.1.11), (5.1.12) y (5.1.13). Como ey es combi-
nacidn lineal, también es a-wss. Asi, obtenemos directamente (5.1.14), (5.1.15) y (5.1.16).
Observando (5.1.13) y (5.1.16) se wverifica la suposicion de a-wss, ya que ambas funciones
de covarianza para x, y er, dependen solo de desplazamiento T cuando k — oo. |

Analisis sobre condiciones de convergencia

De forma similar a la seccién 5.1.1, para el NCS con canal con ruido aditivo, no basta
con que xr,er, cumplan con el Lema 4.1.1 y el Corolario 4.1.1, para que exista el estado
estacionario de sus momentos. A continuacién, procedemos a estudiar la existencia de solu-
ciones del estado estacionario de los momentos de xy para dar luces sobre las condiciones
de convergencia de sus momentos.

Note que si u,, existe, entonces satisface
ey, = (I — Ay) " Agpg. (5.1.17)
Para que 5, converja se debe cumplir

p(A1) <1, donde Ay = A+ B,YC, (5.1.18)
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Recordemos que i, debe cumplir con p(A;) < 1, donde Ay = A+B,TC, y T = diag(uyg).
Esta condicién es muy similar a (5.1.18). La convergencia de u,, depende de las matrices
de estado del sistema N de la misma forma que en (5.1.8). Note que, a diferencia de (5.1.8),
(5.1.18) no involucra a las estadisticas de su ruido de canal, ¢, sino sélo a la ganancia de
canal, U.

A diferencia del caso de P,,, (5.1.12) corresponde a una ecuacién de Lyapunov (cuando
no consideramos la equivalencia espectral), la cual podemos estudiar utilizando el operador
vec(+) como sigue a continuacion.

Considere X1, £ vec(Py, ), D = vec(Py), entonces aplicando vec(+) a (5.1.12), utilizando
la Proposicién 7.1.9 de [4] y organizando, se tiene

X1, = (A ® M) XL + (Ay ® Ag) D + (Buy ® By)vec(P,) (5.1.19)

Para que exista X basta con p(A; ® A1) < 1. Esto implica que p(A;) < 1 [4]. Como
Ay = A+ B, VC,, entonces el sistema N y ¥ deben ser tal que satisfagan p(A;) < 1. Note
que, tanto ., y P, exigen la misma condicién de convergencia, la cual no involucra las
estadisticas del ruido del canal, gq. Esta es una diferencia importante respecto a la condicién
(5.1.8) en el caso con ruido multiplicativo.

Comparacion de convergencia para ambos casos

Los corolarios 5.1.1 y 5.1.2 nos permiten analizar el estado estacionario de las medias
y covarianzas de los estado xp y xps por separado, y con ello explorar las condiciones que
deben satisfacer cada esquema para lograrlo. Al no usar la equivalencia espectral podemos
comparar las diferencias de cada esquema apreciando sus ventajas y desventajas.

Para el caso con ruido aditivo, tanto u,, como P,, presentan la condicién p(A;) < 1.
Recordando que Ay = A + B,VC,, vemos cémo la estabilidad del NCS para canal con
ruido aditivo depende solo de las caracteristicas del sistema N y la ganancia del canal W.
Es importante destacar que, para este caso, la estabilidad no depende del ruido del canal,
q. Esto se debe, a que los ruidos aditivos estacionarios no afectan la estabilidad MSS de
sistemas LTI que cumplan con p(A;) < 1 (ver [1], [35]).

Por otro lado, para el NCS con canal con ruido multiplicativo se imponen dos condiciones,
de forma que x); pueda ser a-wss. Para que pu,,, converja, se debe cumplir que p(4A;) < 1.
Para que P,,, converja, se debe cumplir p(A,) < 1. Luego, recordemos que

A1 =A+ deiag(ug)Cv, Av = A1 & A1 +Z
con

l l
Z =33 0i;(BiC;)® (B;C)), ;=P
i=1 j=1
B,=[B --- B], C,=[cf - ¢

Note que, en este caso, las condiciones (5.1.8) y (5.1.10) dependen de las estadisticas del
ruido del canal, 0, a diferencia (5.1.18). Esto ocurre incluso cuando 6 es estacionario, que
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corresponde a nuestro caso. Esta dependencia se explica, debido a que el ruido multiplicativo
se comporta como si fuera una incertidumbre estructural del sistema, es decir, como si las
matrices de variables de estado del sistema fueran estocasticas. Este enfoque se utiliza para
el andlisis de control robusto (ver por ejemplo [10]).

Adicionalmente, observando a p(A,) < 1, pareciera ser mds restrictiva que p(A;) < 1.
Note que A, tiene una estructura muy similar a A;, pero sus valores se ven afectados por
Py, v ademads por Aj. Sin embargo, no hay claridad sobre cémo se relacionan las condiciones
(5.1.8) y (5.1.10), por ejemplo, p(A,) < 1= p(A;1) < 1. En el capitulo 6, las simulaciones
nos permiten retomar este tema y hacer observaciones al respecto.

5.2. Relacion de estabilidad entre el sistema con canal con
ruido multiplicativo y canal con ruido aditivo y ganancia

En la seccion anterior se supuso que los estados de cada sistema eran a-wss, para luego
analizar el estado estacionario de cada sistema por separado sin considerar la equivalencia
espectral. En esta seccion consideraremos la equivalencia para estudiar la estabilidad del
NCS con canal con ruido multiplicativo en base a la estabilidad del NCS con canal con
ruido aditivo.

Teorema 5.2.1. Considere los NCS analizados en las secciones 4.1 y 4.2 bajo los supuestos
de la seccion 3.1, las definiciones en la seccion 2.5 y los corolarios 5.1.1 y 5.1.2. Entonces
el NCS de la Figura 2.3 es MSS si y sdlo si:

= ¢l sistema LTI de la Figura 2.3 con el canal de la Fig. 3.3 es internamente estable, y

» existe una eleccion para Py (finita y positiva semidefinida) tal que P, = Py © (P, +
Loy MIL) donde P,, denota la covarianza estacionaria de vy, en la Fig. 2.3 con el canal

de la Fig. 3.3.
|

Demostracién. (=) Si se cumple el corolario 5.1.1 y el NCS de la Fig.2.3 con canal
multiplicativo es MSS, entonces utilizando el Lema 1 en [22] junto con el Lema 2.2.1 y 4.1.1,
se cumple que (5.1.1) admite una Unica solucidn, la cual también es positiva semidefinida,
donde piy,, = Cypizy, +Davita. Ademds, el Lema 1 en [22] también implica que existe M > 0
tal que

M — AiMA] — B, (Py ® [C,MC]]|B]) >0 (5.2.1)

De (5.2.1) concluimos que existe M > 0 tal que M — AyMA] > 0, lo que implica que
p(A1) < 1. Por lo tanto, el NCS de la Fig.2.3 con canal con ruido aditivo es internamente
estable.

Dado el corolario 5.1.1 y que A es estable, tenemos que (5.1.12) admite una inica so-
lucidn positiva semidefinida VY Py, Py positiva semidefinida. Particularmente, (5.1.12) admite
una solucion cuando escogemos

Pq =ho [CUP’JTMCUT + dePdDdTv + ,UvMHIM]
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donde P,,, satisface (5.1.1). Entonces, (5.1.12) puede escribirse como

P,, = A1P,, Al + AyPyAJ + By (Py ® [CyP,,,C)])B,)
+ Bu(Py © [DayPaDy, + oy oy, ) Buy (5.2.2)

Como (5.1.1) y (5.2.2) admiten dnicas soluciones, podemos concluir que Py,, = Py, y
que existe Py, > 0 tal que Py = Py © [Py, + v, iy, ] completando la prueba.

(<) Si el NCS enla Fig 2.3 con el canal con ruido aditivo es internamente estable y existe
una eleccion para Py = Py® (P, +io, 1y, ), entonces Py = (Cy Py Co+ Day PaDJ, + o, 1))
donde P,, satisface (5.2.2). Ademds, existe P > 0 tal que

P—APA] >0 (5.2.3)

Con la Observacion 21.6 en [46], escribimos (5.2.2) como
Py = > AN(A2PIA] + By Py Bl)AY (5.2.4)
=0
Por lo tanto,

P,=P0® > Py ©[C,QC,) ], (5.2.5)

C, (Z AL AP ATAY + Q) cl + B*

=0

donde BY £ Dy, PyD ], + popty , y

Q23 AIB,P,BIAY < Q=AQA] + B,P,B),
=0

De (5.2.5) concluimos que existe € > 0 tal que Py > Py®[C,(Q+€P)C, ], donde P satisface
(5.2.3). Podemos construir asi la siguiente inecuacion

A(Q +eP) < A{(Q+ eP)A] + B,P,B) =Q+eA;PA] <Q +¢€P

donde El operador es definido como A(Py) 2 Po Bw(CUPwC;'—)B;':. Concluimos asi que
existe M = Q+¢eP > 0 que M — A(M) > 0. Por lo tanto, el NCS en la Fig. 2.3 con canales
con rutdo multiplicativo es MSS concluyendo la prueba. ]

Nota 5.2.1. Note que, considerando la equivalencia espectral, ruido aditivo q depende de
P,, transformando a q en un ruido correlacionado. Esto genera que, en gemeral, satisfacer
p(A1) < 1 ya no garantice estabilidad. El esquema LTI alternativo impone nuevas condicio-
nes, las cuales estdn descritas en el Teorema (5.2.1).

El teorema 5.2.1 nos muestra que la convergencia en sentido cuadrado de los momentos
del NCS con canales con ruido multiplicativo esta garantizada cuando el esquema LTT alter-
nativo es internamente estable, y se cumple la restricciéon estacionaria para la varianza del
ruido aditivo q. Satisfacer esta restriccién no es trivial, lo que dificulta obtener condiciones
explicitas para estabilidad en términos de las estadisticas del canal.
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El Teorema 5.2.1 nos permite estudiar la estabilidad de un sistema, originalmente no
lineal, a través de un esquema alternativo con ruido aditivo. Dichos canales han sido bien
estudiados en la literatura [19], [39]. Dado que el ruido inducido por la red ingresa al sis-
tema de manera aditiva, es posible utilizar un conjunto de herramientas analiticas lineales
para estudiar su estabilidad y rendimiento. Por ejemplo, en [14], se estudia la estabilidad
de un sistema MIMO para el caso de ruidos aditivos con correlaciéon de tiempo, es decir,
ruidos coloreados. Esto abre la puerta para usar resultados como [13], [14] para obtener
condiciones de estabilidad explicitas o un rendimiento éptimo para los NCS sobre canales
de desvanecimiento correlacionados.

Resultados similares a los obtenidos en 5.2.1 se han utilizado para canales no correlacio-
nados de desvanecimiento. Por ejemplo en [22], se obtiene estabilidad explicita y condiciones
de desempeno en términos de estadisticas de polos/ceros inestables y las estadisticas de los
canales. Este tipo de resultados también han sido populares en canales no correlacionados
con pérdidas de paquetes, [31] para estabilidad y rendimiento, y [32] para estimacién.



Capitulo 6

SIMULACIONES

Para verificar los resultados obtenidos en la Seccién 4.3 y el Capitulo 5 se realizan simu-
laciones, y se grafican las 30 primeras muestras de las medias y covarianzas del estado x(k).
Se omitirdn los resultados asociados a la senial de desempeno e pues esta senal es combi-
nacién lineal del estado, y no aporta mayor informacién respecto a la estabilidad del sistema.

Se generaron 4 conjuntos de datos distintos para los momentos del . Dos creados a
partir de los resultados del Lema (4.1.1) y del Lema (4.2.1) respectivamente; y otras dos
generadas a partir de realizaciones (simuladas en Matlab) para el estado inicial 2(0), el
ruido de entrada d, el ruido multiplicativo 8 para el caso de canal multiplicativo, y el ruido
aditivo ¢ (sujeto a la restriccién de su covarianza) para el caso de canal aditivo. En estos
dos ultimos conjuntos de datos, se utiliza el Método de MonteCarlo para crear estimadores
de los momentos. En ellos se utilizan 150000 realizaciones por muestra temporal.

Las matrices para las variables de estado del sistema N son

. {075 0,25} By — {072 071} = {074 0,3]

02 04 0,05 0,3 0.2 05
0,3 0,1 _ 105 01
Dav = {072 0,5] B = [0,04 0,6}

Las condiciones iniciales vienen dadas por

Ha g (O) = My, (0> = [3 2]T

0,5 0,1
POJM(O) = POJL(O) = |:0 1 0 6] )

mientras que las medias y varianzas de los ruidos (k) y d(k) son:

pa=1[04 05", pe=[05 05"

0,8 0,4 _ 10,7 03
Pd{o,zx 0,9] ’P9{0,3 0,8]

La ganancia del canal ¥ y el ruido de canal ¢ son tales que satisfacen Teorema 4.3.1.
Note que, para el sistema simulado, el vector de estados z tiene dimensién 2 x 1, al igual que
el ruido de entrada d, la entrada al canal v, la salida del canal 2, y el ruido multiplicativo 6
del canal de comunicacién.

37
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2.25 T T T T T

195L 1 1 1 1 1 J
0

5 10 15 20 25
tiempo discreto k

Figura 6.1. Evolucion temporal de cada uno de los componentes del vector de medias del
estado p,. Caso estable donde i, converge en 30 muestras.

6.1. Caso estable

Las Fig. 6.1 y 6.2, muestran cada uno de los elementos del vector de medias p, (k) y
matriz de covarianza P, (k). La notacion LM, MM, LA, M A indica los casos lineal usando
el método de Montecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal analitico y
multiplicativo analitico respectivamente. Las expresiones analiticas se refieren a los resulta-
dos de los Lemas 4.1.1 y 4.2.1. Las Fig. 6.1 y 6.2 muestran que se cumple la equivalencia
espectral para pu, y para P, al comparar los datos generados de 4 formas distintas. Estas
formas hacen referencia a LM, MM, LA, M A.
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0= Il Il Il Il Il
0 5 10 15 20 25
tiempo discreto k

Figura 6.2. Evolucién temporal de cada uno de los componentes de la matriz de covarianza
del estado P,. Caso estable donde P, converge en 30 muestras.

Para estudiar la convergencia, recordemos que la condicién de convergencia para pi,
corresponde a p(A;) < 1. Para P, corresponde a p(A,) < 1. Si calculamos p(A1) y p(Ay)
para este caso, obtenemos

p(A1) =0,89045, p(A,) = 0,89141.

Ambas condiciones se cumplen, y se verifica la convergencia de p, (k) y Py(k) en las Fig.
6.1y 6.2. Ademds, p, satisface (5.1.7) y (5.1.17), y al computarla obtenemos

po = (I — Ay) " Agpg = [2,25877 1,97691] " .

Este resultado se verifica al ver que los valores estacionarios de esta estadistica converge ha-
cia los mismos valores de la Fig. 6.1. Note que a medida que converge, lo hacen decreciendo
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hacia los valor estacionarios teéricos. Se puede mejorar la precision de las simulaciones, au-
mentando el nimero de muestras temporales. Recuerde que el valor estacionario, es un valor
tedrico al considerar kK — oo, pero que se puede alcanzar pasado cierto nimero de muestras
dependiendo de la velocidad del sistema. Se puede asociar la velocidad de convergencia a la
magnitud del radio espectral. En este caso, este valor es cercano a 1, por lo que su dindmica
es lenta, es decir, el sistema puede tardar varias muestras en estacionarse. Esta hipétesis
explicaria las diferencias, que ya son bastante pequenas.

Para corroborar el estado estacionario de P,, se puede computar la expresién descrita
en (5.1.9)

Xu=[I - A (A2 ® AsD + By, ® By diag(vec(Py))S)
con

A, = Ay ® Ay + By, ® Bydiag(vec(Py))Cyy @ Cyy
S = vec(Dd'UPdng + /’L'UJVI MZ]\/I)

Los valores obtenidos para este caso son

P _ [8.9458 73167
© = 17,3167 7,5785

Este resultado corrobora los valores estacionarios a los cuales converge P, (k) en la Fig. 6.1.
Note que a medida que convergen, lo hacen creciendo hacia el valor estacionario tedrico. Al
igual que en los graficos de las medias, existe una pequena diferencia asociada al tiempo de
convergencia.

Adicionalmente, para analizar y verificar los resultados obtenidos en los capitulos an-
teriores, se propone modificar los valores propuestos para el caso estable presentado en la
Seccién 6.1. Se realizan 2 casos adicionales. En el primero, modificamos las estadisticas de
6, aumentando solo la covarianza Py hasta que p(A,) > 1. A este nuevo valor lo llamaremos
Py. En el segundo caso, aumentamos solo la media ug hasta que p(A;) > 1. A este nuevo
valor lo llamaremos fig. Los valores utilizados en las siguientes simulaciones son

5 _[19 05 . _[08
"= los 1,70 M7 logl
6.2. Caso inestable al variar Fy

Para las simulaciones de este caso, se modifica el valor de Py a ]59, v se mantiene el resto
de los datos del caso estable. Adicionalmente, es necesario aumentar el nimero de realiza-
ciones para mejorar la precisiéon del estimador obtenido al usar el método de Montecarlo.
Este estimador se ve gravemente afectado al aumentar el valor de Py. Se utilizan 800.000
realizaciones para reducir significativamente la varianza del estimador.

Las Fig. 6.3 y 6.4, muestran cada uno de los elementos de la media de los estados . (k)
y P.(k). La notacion LM, MM, LA, M A indican los casos lineal usando el método de Mon-
tecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal analitico y multiplicativo
analitico respectivamente.
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Figura 6.3. Evolucion temporal de cada uno de los componentes de la media del estado
1. Caso inestable donde u, converge y se utiliza Py.

Para estudiar la convergencia, calculamos p(A;1) y p(A,) para este caso, obteniendo
p(A1) =0,89045, p(A,) = 1,00602.

En este caso, se mantiene el valor de p(A1) respecto al caso estable, por lo que se espera
que i, converja. En cambio, p(A,) > 1, por lo que se espera que P, diverja. Estas obser-
vaciones son corroboradas en las Fig. 6.3 y 6.4. Particularmente, vemos en la Fig. 6.4 cémo
P, crece indefinidamente. Este caso, nos permite ilustrar el impacto que tiene Py sobre la
convergencia de P,, pero no lo tiene sobre p,,.
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Figura 6.4. Evolucién temporal de cada uno de los componentes de la matriz de covarianza
del estado P,. Caso inestable donde P, diverge y se utiliza Py.

Ademas, las Fig. 6.3 y 6.4 muestran que se cumple la equivalencia para u, y para P,
al compararlas de las 4 formas LM, MM, LA, M A, incluso aunque no se cumpla una de las
condiciones de convergencia.

Por otro lado, u, satisface (5.1.7) y (5.1.17), y al computarlo obtenemos

po = (I — Ay) " Aoy = [2,25877 1,97691] " .
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Este resultado presenta practicamente los mismos valores que los senalados en la Fig. 6.1,
y es natural, ya que no se modificaron los valores de A1, As ni ug.

Nota 6.2.1. Cabe mencionar que existen pequenas diferencias en las estadisticas obtenidas
a partir del método de Montecarlo respecto a las estadisticas derivadas de las ecuaciones
analiticas. La diferencia existente se atribuye a que el método de Montecarlo genera estima-
dores, los cuales tiene cierto margen de error. Este error es determinado, en parte, por el
numero de realizaciones para cada muestra. Por ejemplo, en el caso con Py se aumentan el
numero de realizaciones para mejorar la precision del estimador. Esto es necesario, ya que
la covarianza de Py es mucho mayor que la usada para el caso estable, y este cambio afecta
notablemente el desempeno del estimador.

6.3. Caso inestable al variar 1

Para las simulaciones de este caso, se modifica el valor de ug a fig, y se mantiene el resto
de los datos del caso estable.

Las Fig. 6.5 y 6.6, muestran cada uno de los elementos de la media de los estados p, (k)
y P.(k). La notacion LM, MM, LA, M A indican los casos lineal usando el método de Mon-
tecarlo, multiplicativo usando el método de Montecarlo, lineal analitico y multiplicativo
analitico respectivamente.

Para estudiar la convergencia, calculamos p(A;) y p(A,), obteniendo
p(Ar) =1,01886, p(A,) =1,13799.

En este caso, ambas matrices A; y A, se ven afectadas, y su radio espectral es mayor a
1. Esto implica que u, y P, divergen. Estas observaciones son corroboradas en las Fig.
6.5 y 6.6. Note que la convergencia de los primeros y segundos momentos del estado x es
especialmente sensible a los valores de .

Ademas, las Fig. 6.5 y 6.6 muestran que se cumple la equivalencia para u, y para P, al
compararlas de las 4 formas LM, MM, LA, M A, incluso aunque no se cumpla ninguna de
las condiciones de convergencia.

Nota 6.3.1. Las simulaciones sugieren que p(A,) es mds restrictiva que p(A1) a medida
que sus valores se acercan a 1. Esto se ve reflejado en los 8 casos simulados, especialmente
en el caso que utiliza Py.
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Figura 6.5. Evolucion temporal de cada uno de los componentes del vector de medias del
estado .. Caso inestable donde pu, diverge. Se utiliza fip para las simulaciones.
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Figura 6.6. Evolucién temporal de cada uno de los componentes de la matriz de covarianza
del estado P,. Caso inestable donde P, diverge. Se utiliza [ip para las simulaciones.



Capitulo 7

CONCLUSIONES

Al comienzo de este trabajo se relacioné las estadisticas de segundo orden de las senales
comunes entre el sistema de control con canal de desvanecimiento, y el sistema de control
con canal con ruido aditivo. Dicha relacién se realizé entre las senales de desempeno, los
estados, las entradas y las salidas del canal de los sistemas antes mencionados. Esta relacion
se menciona como equivalencia espectral y es valida para cualquier instante.

Se estudio el comportamiento estacionario de cada sistema por separado, encontrando
condiciones de convergencia para cada caso. Luego, se compararon estas condiciones. Para
el caso con ruido aditivo, las condiciones de convergencia se relacionan directamente con la
solucién de una ecuacion de Lyapunov. Para el caso con ruido multiplicativo, no es tan direc-
to, quedando en términos de radios espectrales de matrices relacionadas con las estadisticas
del ruido multiplicativo 6.

Utilizando la equivalencia espectral entre ambos sistemas, se estudié el comportamiento
estacionario de esta equivalencia, y la relacion de estabilidad entre los sistemas. Se logré de-
mostrar que la estabilidad interna del NCS con ruido aditivo es equivalente a la estabilidad
MSS del NCS con ruido multiplicativo.

Finalmente, a través de simulaciones se verificaron tales resultados. Estas simulaciones
dejan en evidencia que se cumple, no tan solo la equivalencia, sino también la relacion de
estabilidad entre los sistemas. Adicionalmente, las casos escogidos permiten notar que la
estabilidad es muy sensible a las estadisticas del ruido multiplicativo @, en particular a su
media.

Trabajo futuro

Habiendo demostrado la equivalencia espectral de los sistemas y su relacion de estabili-
dad, vemos que es posible estudiar el sistema de control con canales de desvanecimiento, a
través del sistema de control con canales aditivos, considerando una restricciéon en el ruido
aditivo. Estos resultados abren la puerta para extender resultados obtenidos sobre el esque-
ma aditivo.

Por otro lado, queda pendiente describir el sistema de control en términos de una planta
y un controlador. De esta forma, se podrian encontrar condiciones sobre el ruido multipli-
cativo, para las cuales no exista un controlador que estabilice el sistema en lazo cerrado
afectado por dicho ruido.

46
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Esta equivalencia espectral es una extensién de otra, la cual no considera correlacién
espacial en el ruido multiplicativo. En esos trabajos, se utiliza la equivalencia para hacer
control éptimo con limitaciones de SNR. Por lo tanto, queda pendiente extender los resul-
tados de control éptimo de dichos trabajos.
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