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Hay suficiente traicion
odio, violencia
Necedad en el humano corriente
Como para abastecer cualquier ejército
o cualquier jornada.
Y Los Mejores Asesinos Son Aquellos
Que Predican En Su Contra.
Y Los Que Mejor Odian Son Aquellos
Que Predican Amor
Y Los Que Mejor Luchan En La Guerra
Son - Al Final- Aquellos Que
Predican
PAZ.

Aquellos Que Hablan de Dios
NECESITAN a Dios
Aquellos Que Predican Paz
No Tienen Paz.
AQUELLOS QUE PREDICAN AMOR
NO TIENEN AMOR
CUIDADO CON LOS PREDICADORES
Cuidado Con Los Que Saben.
Cuidado Con
Aquellos Que
Estdn SIEMPRE
LEYENDO
LIBROS.

El Genio de la Multitud
Charles Bukowski



§ Prologo

Esta tesis estara dividida en dos secciones; esto porque la cromodindmica cudntica es qui-
z4s unas de las formulaciones mds complejas que hay, por eso la necesidad de dividir la tesis
en dos. La primera parte es mds bien un intento de hacer la tesis mas amigable, manteniendo
una linea més divulgativa, en donde expondré algunos conceptos fundamentales. Mientras que
la segunda parte, contiene la investigacion rigurosa la cual he realizado durante mi doctorado.
Con dos trabajos publicados y un tercero en arbitraje, estas publicaciones en escencia tienen
el mismo fin, la cual es extraer el valor de la constante de acoplamiento a desde los datos ob-
tenidos por ALEPH. Los tres trabajos son: Determination of perturbative QCD coupling from
ALEPH 7 decay data using pinched Borel-Laplace and Finite Energy Sum Rules [1], Using im-
proved Operator Product Expansion in Borel-Laplace Sum Rules with ALEPH 7 decay data, and
determination of pQCD coupling [2] y Borel-Laplace Sum Rules with ALEPH 7 decay data, using
OPE with improved anomalous dimensions [3]. La segunda parte de la tesis estard enfocada en
explicar los ultimos dos trabajos, aunque considero que el tercero, es el mds completo y realista
de todos. Algunas diferencias entre estos articulos se enumeran de la siguiente manera:

= Para el coeficiente d4 en la funcion de Adler, en [1] usamos d4 = 338.2+63.2 , mientras que
en [2] y [3] fue dy =275+ 63.2. En otros trabajos el coeficiente es practicamente el mismo,
por ejemplo, para Beneke & Jamin d, = 283 [4], Pich & R.-S d4 = 275 £ 400 [5], Baikov et al.
dy4 =275 [6], Caprini dy = 277 £51 [7] y Boito et al. dy = 283 +£283 [8],

= Otra caracteristica del error asociado a d, es que al variar la escala de renormalizacion, los
coeficientes que anteceden y preseden a dj en [1] no los cambiamos, no asi para [2] y [3],
los cuales si cambian,

= El paramétro de escala de renormalizacién x en [1] tiene los valores x = 0.5,1,2 mientras
que para [2] y [3] tiene los valores xk = 1/3,1,2. Donde x =1 corresponde al valor central,

= Y finalmente, cuando consideramos los Operadores de dimensién D = 2k, en [1] usamos
k =2,3,4,5. En [2] usamos solamente k = 2,3 y en [3] k = 2,3,4. La raz6n para usar distin-
tos condensados es porque en [1] no fueron consideradas las dimensiones anémalas, en
[2] usamos dimensiones an6malas con valores enteros (y = 1,2), y finalmente en [3], estas
dimensiones poseen valores semi-enteros (y = 0.222,0.625).

Al realizar estos cambios, encontramos que nuestro modelo se vuelve mads realista, sobre to-
do si conderamos el tercer articulo ([3]), aunque obtenemos un valor para a; méas alto que en
[2], aun contuamos estando dentro del rango de valores del promedio mundial.

Para la introducciéon conceptual, badsicamente quiero presentar los conceptos de materiay
fuerzas fundamentales de la manera mads sencilla posible, intentando siempre presentar a tra-
vés de una cronologia histérica. El fin es poder presentar la concepcién de escala a la cual se
lleva a cabo la Cromédinamica Cuéntica y su importancia como materia de estudio. Ademads se
presentan aspectos generales para su descripcion matemadtica y experimental. La conexién en-
tre teoria y experimento recae en el pardmetro fundamental que describe la interacion nuclear
fuerte, ;. Aunque este pardmetro no se mide explicitamente, si se pueden medir otras cantida-
des fisicas que dependen de éL. Por consiguiente, la constante de acoplamiento a se convierte
en una cantidad que se puede en los casos considerados aqui, inferir o extraer desde las Reglas
de Suma; también se pueden extraer los Condensados para QCD.



Para finalizar este prologo, quiero citar la bibliografia en la que esta basada esta primera
parte: para la introduccion es importante mencionar los libros de divulgacién que he leido,
[9,10, 11, 12, 13, 14, 15, 16]; para la seccion de cromodinédnica cudntica y la constante de acopla-
miento, los libros usados fueron [17, 18]; para los condensados las citas estan enmarcadas en la

misma seccion; para las reglas de suma un buen libro es [19] y para los aspectos experimentales
(20, 21, 22, 23].
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Capitulo 1

Conceptos Fundamentales

1.1. Introduccion

§Estructura de la Materia

Si comenzamos desde una valoracién histérica, la cuestion sobre cudl es, o cuéles son nues-
tros constituyentes surgié con los Fildsofos Griegos. Sin embargo, esta no era la pregunta que
suscitaba el razonamiento de los pensadores, ya que para ellos, la materia era dividida en dos
categorias: la Materia Animaday la Materia Inanimada. Practicamente se hacia distincién entre
la capacidad de que un cuerpo pueda contener un alma o espiritu, lo cual te distinguia entre un
ser vivo 0 no. Uno de los mads influyentes en esta corriente del pensamiento, pero que expuso
sus ideas de una manera diferente fue Parménides. El en su obra "Sobre la Naturaleza" expone
los conceptos de Sery No Ser, adjudicandoles caracteristicas como: Infinito-Finito, Movimiento-
Quietud, Todo-Nada, por nombrar algunas. Aunque estos conceptos dan la impresion de usar
la contrariedad para formular sus ideas, su método es més bien llamado Principio de Identidad,
como ejemplo consideremos el siguiente enunciado :«lo que es es y lo que no es no es». Este
método lo llevo a ser considerado por muchos como el padre de la Légica y por sus ideas y la
influencia que tuvo sobre los fil6sofos posteriores, fue catalogado como el fundador de la Meta-
fisica.

Posteriormente, en la busqueda del entendimiento sobre lo material e inmaterial, Platén
postuld la Teoria de las ideas, la que divide el mundo en dos: el mundo fisico, sensible y material
y el mundo inteligible. Con estas dos hipotesis, Platon ante Socrates, expone su modelo cosmo-
l6gico, presentando a Timeo como el mds sabio en Astronomia y él que mds ha trabajado para
conocer la naturaleza de las cosas, comenzando por la formacién del Universo. Timeo comien-
za afirmando que el mundo (Universo) ha tenido un comienzo. En efecto, el Universo es visible,
tangible y corpéreo y todo lo que tiene estas cualidades es sensible; y todo lo que es percibido
por los sentidos requiere una causa, por lo que el mundo debe tener una causa, es decir, un
creador (Demiurgo). Para ser visible necesita el fuego y para ser tangible la tierra. De ahi que el
creador, cuando comenz6 a armar el cuerpo del Universo, se dispuso a hacerlo de fuego y tierra,
y para que haya un vinculo entre ambas el Demiurgo colocé el agua y el aire entre el fuego y
la tierra. Estos son los cuatro elementos principales y son la base para lo que se conoce como :
Estados de la Materia.

A continuacion es necesario mencionar la corriente de los atomistas, y aunque el concepto
no hace referencia literal a lo que actualmente se conoce como dtomo, pero su esencia si se pre-
serva. Ademas fueron los primeros en proponer la idea de estructura de la materia. Leucipo y
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Demdcrito fueron sus maximos exponentes, y definieron al &tomo como la division ultima de la
materia, esta era inmutable y eterna, la cual estd desprovista de cualidades y lo tinico que las di-
ferencia de otras es su tamafo y su forma. Ademés las diferentes formas que tienen los cuerpos
es consecuencia de como estos se agrupan. Esta concepcion de una naturaleza absolutamen-
te materialista, podia explicar todos los fenémenos naturales en términos de nimero, forma y
tamafo de los dtomos. Esta corriente surgi6 para explicar las transformaciones (causas) que se
observaban en ciertos elementos, por consiguiente, esta corriente se alejaba de la dialéctica 16-
gica de Parménides.

Casi dos mil afios tuvieron que pasar para volver al estudio y entendimiento de la materia,
aunque antes se debe mencionar a la Alquimia como una de las grandes constribuciones que
precedieron a la Quimica, y a pesar de no explicar la estructura de la materia, si logré expli-
car varias transmutaciones de la materia. Ya en los tiempos en que Newton habia sentado las
bases de la Fisica, un pionero en los estudios de la materia fue Robert Boyle (1627-1691). El
postuld la ley de los gases, y esta establece que la presion de un gas en un recipiente cerrado
es inversamente proporcional al volumen del recipiente, cuando la temperatura es constante.
Recordemos que para esta parte de la historia, toda hipétesis debia tener una prueba experi-
mental que la respalde. Asi que desde este punto en adelante, se puede hablar que comienza la
construccion histérica de la ciencia y también la manera de entender y confirmar la naturaleza
de los fenémenos.

Al final de la Ilustracion surge, la ley mds importante de nuestra historia y la cual abriria el
camino hacia la revolucion industrial y al desarrollo de la termodindmica y todo lo venidero.
Este principio fue propuesto por Lavoisier y afirma lo siguiente : « la materia no se crea ni se
destruye, solo se transforma». Con estas palabras, Lavoisier constituyo el pilar fundamental para
cualquier proceso de transformacion. Con esta premisa, surge el concepto de conservacion. Para
esta época, el estudio de los gases se habia convertido en el tema central de investigacién tan-
to para quimicos como para fisicos, asi que toda la génesis de la formulacion y entendimiento
de los constituyentes de la materia nacen desde estas investigaciones. A finales del siglo XVIII y
comienzos del XIX se formula el resto de las leyes de los gases por J.A.C. Charles y Louis Joseph
Gay-Lussac. La Ley de Charles relaciona el volumen y la temperatura de una cierta cantidad
de gas ideal, mantenida a una presién constante, mediante una constante de proporcionalidad
directa. En esta ley, Jacques Charles dice que para una cierta cantidad de gas a una presién cons-
tante, al aumentar la temperatura, el volumen del gas aumenta y al disminuir la temperatura,
el volumen del gas disminuye. Esto se debe a que la temperatura esté directamente relacionada
con la energia de movimiento de las moléculas del gas. Asi, para cierta cantidad de gas a una pre-
sién dada, a mayor velocidad de las moléculas (temperatura), mayor volumen del gas. Por otra
parte, la Ley de Gay-Lussac dice que un gas se expande proporcionalmente a su temperatura si
se mantiene constante la presion y que aumenta proporcionalmente su presion si el volumen
se mantiene constante.

A principios del siglo XIX, John Dalton, a partir de sus estudios sobre el comportamiento
de los gases, elabora las bases de la estructura y la vision moderna sobre la concepcion de la
materia. En 1803 presenta su teoria atbmica de la materia basada en cinco principios:

= Los elementos estdn formados por particulas extremadamente pequefias denominadas
dtomos

= Los dtomos de un determinado elemento son idénticos en tamafo, masa y otras propie-
dades.
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Octaedro - Ar

Dodecaedro - Universo Icosaedro - Agua

Figura 1.1: Estados de la materia
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= Los 4tomos no pueden subdividirse, crearse o destruirse.

= Los dtomos de distintos elementos se combinan en relaciones simples para formar com-
puestos quimicos.

= En las reacciones quimicas, los &tomos se combinan, separan o reordenan.

La teoria atomica de Dalton es el pilar de la quimica, y si bien el segundo y tercer postulado
fueron desechados a medida que avanzo el desarrollo cientifico y tecnolégico, su contribucion
también constituye la primera critica a la formulacion del continuo a nivel filoséfico. Dalton rea-
liza la primera clasificacién de los elementos sobre la base de sus pesos atémicos. Para finalizar,
hay que mencionar dos aportes fundamentales para el entendimiento sobre la constitucién de
la materia. Siguiendo el orden cronolégico. El primero es de Amadeo Avogadro, quien en 1811, y
basado en los trabajos de Gay-Lussac y Dalton, formula su ley: volumenes iguales de gases dife-
rentes sometidos a las mismas condiciones de presion y temperatura tienen el mismo namero
de particulas. De esta manera, el nimero de 4&tomos o moléculas contenidos en un mol recibe
el nombre de Niimero de Avogadro cuyo valor es Ny = 6,022 x 10%3 [mol~!]. Finalmente hay que
hablar sobre el trabajo de Dmitri Mendeléyev. Este quimico ruso fue quien di6 origen a la fabla
periodica de los elementos, y aunque su trabajo estuvo basado mas en los espectros de emision
de los 4&tomos para encontrar los patrones correspondientes para organizar los elementos, la
estructura de la tabla se establecié por sus masas atémicas.

Anteriormente se traté la materia desde una perspectiva quimica, ya que gran parte de su
desarrollo histérico estd basado en el estudio de los gases, y su comportamiento cuando era
expuesto a parametros que podian ser manejados en el laboratorio. Estos paramétros crucia-
les fueron la Temperatura, Presion y Volumen, y con ellos se pudo cuantificar, medir y predecir
varios fen6menos que ayudaron al desarrollo de la ciencia y a la tecnologia y a finalizar en la
organizacion de los &tomos con respecto a sus masas atémicas. Es importante mencionar que
en el aprendizaje de los gases, no fue necesario incluir la naturaleza de los gases, es decir, solo
fue suficiente imaginar que un gas estd compuesto por pequefas esferas macizas; cuestionarse
si estas esferas tenian alguna caracteristica especial quedaba fuera, ya que con la Temperatura,
Presién y Volumen era suficiente para entender el comportamiento de los gases.

A continuaciéon un breve resumen sobre la naturaleza electromagnética de la materia. Una
buena forma de comenzar, es hablando sobre Thomas Melvil, quien es considerado el padre
de la espectroscopia. El estudi6 lo que histéricamente se conoce como la primera prueba de la
llama. En su trabajo describi6é c6mo habia usado un prisma para observar una llama coloreada
para varias sales. En su informe explicaba que siempre veia una linea amarilla en el mismo lu-
gar del espectro; concluyendo que este patrén se deriva del sodio, elemento que estaba siempre
presente como impureza de las sales. Muchos afios después Michael Faraday realiza experimen-
tos relacionados con el paso de la electricidad a través de gases a muy baja presion y observa un
arco eléctrico que sale del catodo y llega al anodo. Faraday concluye que este arco eléctrico se
debe a que los iones presentes aceleraban en presencia del campo eléctrico. Posteriormente, Eu-
gen Goldstein le dard a esta radiacién el nombre de rayos catédicos. Posteriormente Kirchhoff
y Bunsen estudiaron el espectro del Sol, pudiendo identificar con ello los elementos quimicos
de la atmosfera solar y a la vez descubrir los elementos Cesio y Rubidio. Kirchhoff ademads es
conocido por ser el primero en explicar las lineas oscuras del espectro del Sol como resultado
de la absorcion de longitudes de onda conforme la luz pasa a través de los gases presentes en la
atmosfera solar.
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A finales del siglo XIX, el cientifico J.J. Thompson, trabajando con los rayos catddicos, pos-
tula que estos estdn formados por particulas cargadas mil veces mds pequefias que un dtomo.
Thompson las llam6 corpiisculos, y estas constituian parte del &tomo. Estos corpusculos son re-
bautizados con el nombre de electrones por George Johnstone Stoney. El descubrimiento de los
electrones lleva a Thompson a postular su modelo atémico de la materia. El sabia que los elec-
trones tenian carga negativa y supuso que, dado que la materia es neutra, existe otra parte del
atomo que tiene carga positiva. A partir de estas premisas, propone un modelo de estructura
atémica que se denominé como «budin de pasas» el cual postula que los electrones son como
las pasas que estan incrustadas en una «masa» de carga positiva. La carga del electrén se deter-
minaria, de forma precisa, por Robert Millikan en 1909.

Afinales del siglo XIX se encuentra la tiltima figura clave en el modelo de la naturaleza clésica
de la materia: Ernest Rutherford. En sus estudios sobre la radioactividad, clasificé la radiacién
resultante de los procesos radioactivos en alfa, beta y gamma dependiendo de la capacidad de
penetracion y de causar ionizacion. En 1911, Rutherford y sus colaboradores disefian un expe-
rimento que consiste en disparar particulas alfa a una lamina de oro con el fin de registrar las
trayectorias que tendrian estas cuando se encuentren con la lamina de oro. De acuerdo al mo-
delo atémico de Thompson, se esperaba que las particulas alfas sufririan una leve desviacién
en su trayectoria. Sin embargo, mostraron que, si bien la mayor parte de las particulas alfa no
variaban su trayectoria al atravesar la lamina de oro, habia un pequefio porcentaje que sufrian
una desviacion bien significativa y que incluso algunas llegaban rebotar completamente en la
misma direccion en la que habian sido lanzadas. Con estos resultados experimentales Ruther-
ford postul6 un nuevo modelo atémico. Este sistema dtomico consistia en un ntcleo que con-
centra toda la carga positiva del 4&tomo. Ademas, la mayor parte de la masa alrededor de este
nucleo estarian los electrones orbitando. Estos electrones tendrian que circular a una velocidad
que permitiese compensar la atraccion ejercida por la carga del nucleo. El modelo atémico de
Rutherford fue un gran avance. Sin embargo, era un modelo inestable, ya que los electrones al
girar, de acuerdo a las leyes del electromagnetismo, deberian emitir radiacion, perder energia 'y
acabar colapsando sobre el nticleo. Aunque la esquematizacion del modelo es la correcta, en su
momento no poseia una consistencia tedrica que pudiese explicar la estabilidad del &tomo. Por
lo tanto, la mécanica y el electromagnetismo, en este punto, ya no fueron suficiente. Con esto
llegamos al final de la teoria atémica clésica.

Aunque el descubrimiento de la radioactividad se conoce hoy como fundamental, es ir6nico
que en ese momento no tuviera un impacto especial. Becquerel midi6 el primer elemento que
produce radioactividad, el uranio. Por otra parte, es Marie Curie Sklodowska quien invento el
nombre de radioctividad y que junto a Pierre Curie trabajaron en otras fuentes de radioactivi-
dad ademas del Uranio. Ellos descubrieron dos nuevos elementos radiactivos: radioy polonio.
Creci6 con esto la sospecha de que los 4tomos tenian estructura interna y que estd diferia solo
ligeramente entre un dtomo y el otro. Los electrones ya eran bien conocidos por los trabajos de
Thomson, por lo que si los electrones eran uno de los ingredientes elementales que formaban
los &tomos, 3 qué mds habia ? La revelacion del interior del &tomo comenz6 a emerger a prin-
cipios del siglo XIX, y con el nacimiento de la Mecdnica Cudntica se pudo revelar la estructura
interna de la materia dtomica.

Para explicar la vision moderna de la materia, tenemos que hacer una breve revision histé-
rica sobre la Mecdnica Cudntica desde sus inicios, hasta llegar al modelo estdndar de particulas.
La historia comienza en 1900 con Max Planck; este propone una idea revolucionaria al sugerir
que la energia esta discretizada, y que no era un continuo energético. Esta idea ya se venia plan-
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teando desde el siglo anterior con el desarrollo de la quimica y la radioactividad.

revisar A continuacion fue Einstein quien planteo la idea de cudntos de energia. Este modelo
explicaba el efecto fotoeléctrico suponiendo que la absorcién o emisién de luz es por medio de
un cuanto o particula y no una onda. La estructura 4tomica comenzaba asi a formularse bajo
nuevos conceptos y nuevas concepciones sobre la interpretacion de la luz. A continuacién Born,
demostro tedricamente de que en un &tomo es el ntcleo el que concentra casi la totalidad de la
masa del &tomo, y que ademds posee carga positiva, y a su vez, alrededor del niicleo se encon-
traba orbitando el electrén, cuya masa proporcionaba una fraccién de un porciento de la masa
del 4&tomo, y que poseia carga negativa. Ademads, los electrones solo podian estar en 6rbitas es-
pecificas alrededor del niicleo; mientras los electrones se encuentren en estas orbitas, el atomo
no irradia ningun tipo de radiacion electromagnética.

Una de las hip6tesis més importantes fue introducida por De Broglie; en ella explicaba que
el comportamiento dual de la radiacién entre onda y particula eran equivalentes. Asi, como un
cuanto de radiaci6on llevaba consigo una onda asociada a la su moviemiento, la materia llevara
consigo una onda de materia asociada a su movimiento. De Broglie propuso que los aspectos
ondulatorios de la materia estaban relacionados cualitativamente con los aspectos de una par-
ticula.

Para este punto, la materia subatémica, habia sido dividida en dos categorias: fermiones y
bosones. Durante el desarrollo de la mecdnica cudntica, se encontré una propiedad meramente
cudantica y que consideraba la rotacion intrinseco de las particulas: el espin. Para los fermiones
el espin posee un valor numérico fraccionario en unidades de 7/ (constante de planck), mien-
tras que el bosoén tiene espin de valor entero. Con esta caracteristica de la materia microscépica,
Pauli describi6é una de las ideas fundamentales, y lo llamé principio de exclusion. Esta dice que
dos fermiones idénticos no pueden ocupar el mismo estado cudantico de manera simultanea.
Por lo tanto dos electrones en un &tomo no pueden tener idénticos nimeros cuanticos.

En el afo 1932 se logré medir y comprobar la existencia del neutrén, y con ello se consigue
finalmente completar el cuadro para la estructura del 4&tomo. En esta época, Dirac ya habia for-
mulado su teoria cudntica relativista y ademds comenzaban a desarrollarse nuevo métodos para
medir la radiacién atdmica y cosmica. Al pasar los afios, se pudieron detectar muones, neutrino,
piones, kaones, etc.

Con el desarrollo de nuevos colisionadores y la fisica tedrica, se concluy6 que los protones y
neutrones no eran particulas fundamentales, sino que éstas estaban constituidas de particulas
mas pequenas, las cuales fueron llamados quarksy el portador de la fuerza fuerte entre ellos fue
llamado gluén, llamado asi por la capacidad que tenia para unir a los quarks, mantener estable
el nticleo y vencer la fuerza electromagnetica.

Actualmente se consideran 6 quarks. Para el sector liviano tenemos los quark up (u), down
(d) y strange (s). Para el sector de quarks pesados tenemos charm (c), top (t) y bottom (b).

Al aumentar el namero de particulas que se detectaban, también surgio el intento de clasi-
ficarlos y organizarlos en familias dependiendo de sus propiedades fundamentales. Asi, habian
particulas como el electrén o el neutrino, que no sienten la interccion fuerte, a este grupo se les
denominé Leptones. Por otra parte, las particulas que si interactuan fuertemente fueron llama-



14 CAPITULO 1. CONCEPTOS FUNDAMENTALES

das Hadrones. Los hadrones fueron a su vez catalogados en familias: los Mesones, cuya estructu-
ra interna esta constituida por un quark y un anti-quark, y por otro lado, tenemos a los Bariones,
los cuales se forman con tres quarks.

Con el modelo estandar completo, se comprendia el mundo como si fuera una cebolla, en
donde cada capa es un nuevo nivel subatémico, y en el cual para alcanzar capas mads internas,
necesitamos aceleradores mas potentes; y ademds en cada capa vamos a encontrar siempre
nuevas particulas subatémicas. Asi, la materia son solo particulas unidas en diferentes escalas
dimensionales. Finalmente cabe preguntarse, hasta qué punto podemos crear aceleradores mas
potentes para observar efectos a distancias cada vez mds pequenas y esperar detectar posible-
mente nuevas particulas.

§Fuerzas Fundamentales

Las interacciones entre las particulas a diferentes escalas que existen en la naturaleza fueron
catal6gadas como "fuerzas". Las cuatro fuerzas fundamentales son: Fuerza de Gravedad, Fuerza
Electromagnética, Fuerza Nuclear Débil y Fuerza Nuclear Fuerte.

Gravedad

Cuando queremos levantar, arrastrar o sujetar algo, nos sentimos realizando un esfuerzo fi-
sico. A esta experiencia intuitivamente la llamamos fuerza. Si hacemos el ejercicio de soltar un
objeto, observamos que esta cae. Esto nos lleva a conjeturar que hay una fuerza que hace que el
objeto caiga hacia la Tierra. Esta propiedad que tiene el planeta, para atraer objetos hacia él, es
lo que se denomina comunmente como gravedad.

La ley de gravitacion se debe a Newton, quien la dedujo a partir de las leyes de Kepler y la
ideas de Galileo. Newton entendi6 que la fuerza que ejerce el Sol sobre los Planetas, era la mis-
ma que hacia que los cuerpos en la Tierra cayeran hacia su centro. Con esto, formul6 su ley de
gravitacion universal y las leyes sobre la mecdanica del movimiento, la cual rigié por aproxima-
damente doscientos afios. Posteriormente, ya en el siglo XX, fue Einstein quien formul6 en su
teoria de la Relatividad General, que la gravedad no afecta solo al espacio, sino que también al
tiempo, aunque actualmente se a puesto en duda, si la gravedad es una fuerza fundamental o
solo es una consecuencia geométrica de masa actuando sobre el espacio-tiempo.

Nuestras ideas sobre el movimiento de los cuerpos son herencia de Galileo y Newton. Aun-
que antes de ellos, era la fisica de Aristoteles la que gobernaba. El suponia que el estado natural
de un cuerpo es el reposo, y mientras no se aplique una fuerza externa, este seguiria en reposo.
Se deducia que los cuerpos més pesados debian caer més rapido que uno més liviano, esto por-
qué sufria una mayor fuerza de atracciéon hacia la Tierra.

Aristoteles mantenia que la verdad puede ser alcanzada por el pensamiento puro, y por ello,
nadie antes de Galileo habia puesto a pruebas experimentales las ideas de Arist6teles. Galileo
dejo caer diferentes pesos en planos inclinados, observando que los diferentes pesos caian con
diferentes velocidades. Los experimentos indicaron, que la velocidad de un cuerpo aumentaba
al mismo ritmo, independiente de su peso. Obviamente, una bola de plomo caerd més rapido
que una pluma, pero esto es porque la resistencia del aire frenard mds a la pluma. En cambio, si
se sueltan dos bolitas de plomo, de diferentes pesos, ambas caeran con la misma rapidez.
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Las mediciones de Galileo sobre el movimiento de los cuerpos, demostraron que Artistote-
les estaba equivocado, ya que cuando caian rodando por planos inclinados, cuerpos de distin-
tos pesos, se podia ver que actuaba sobre ellos la misma fuerza y ese efecto se producia porque
eran acelerado de una forma constante. Con esto demostraba que el efecto de la gravitacion en
la Tierra era cambiar de velocidad a los cuerpos, independientemente de la masa de los cuerpos.

ver Junto a las ideas de Kepler sobre las 6rbitas elipticas, fueron la base la teoria de gravita-
cién de Newton. La cual sostenia que la fuerza gravitacional era proporcional a la masa de los
cuerpos, es decir, entre mds masa, mas fuerza habria. Por otro lado, esta fuerza era inversamen-
te proporcional al cuadrado de la distancia entre los cuerpos, es decir, la fuerza era méas débil,
mientras mas lejos estén los cuerpos, o al contrario, mientras mas cercanos, més fuerza gravita-
cional.

La diferencia fundamental que existia entre las ideas de Aristételes y las de Newton, es que
Aristoteles sostenia que el estado preferente de los cuerpos es el reposo, a menos que una fuer-
za externa o impulso lo saque de ese estado. Para Newton, el reposo absoluto era solo cuestion
de definir el marco de referencia, es decir, se puede suponer que un cuerpo A esté en reposo
o moviéndose con velocidad constante con respecto de otro B, y no habria razén para preferir
qué punto de vista es mejor que el otro, esto, por la No existencia de un reposo absoluto. De esta
manera, se elimina la existencia de una posicion absoluta.

Tanto Arist6teles como Newton estaban de acuerdo con que el tiempo era absoluto. Es decir,
que si dos observadores miden el tiempo entre dos sucesos, estos marcaran el mismo tiempo en
sus relojes. El tiempo era independiente y estaba separado del espacio. Mds bien, este concepto
funciona solo cuando el moviemiento de los objetos son lentos si los comparas con la velocidad
de la luz. Estas ideas sobre la relatividad del tiempo fueron introducidas por Einsteina princi-
pios del siglo XX. Esta nueva ley consiste en que todos los observadores deben medir la misma
velocidad de la luz, sin importar a qué rapidez se estén moviendo. Es decir, cada observador
debe tener su propia medida de tiempo, y no tiene por qué marcar el mismo tiempo que otros
observadores.

Con estas nuevas ideas, Einstein sugirié que la gravedad no era una fuerza como las otras,
sino que es una consecuencia de que el tiempo-espacio no es plano, y hoy el espacio-tiempo se
considera curvado. Estas deformaciones se producen por la distribucion de la masa y la energia
embedidas en el espacio-tiempo. La Tierra por ejemplo, ya no orbitaria alrededor del Sol por la
fuerza de gravedad, sino que ahora seguiria trayectorias rectas pero en un espacio curvo.

Electricidad y Magnetismo

Al principio, la Electricidad y el Magnetismo eran dos fenémenos completamente diferen-
tes. Para entender la electricidad hay que mencionar que a la materia se le asoci6 la propiedad
de carga. Esta carga tenia dos posibilidades, la carga podria ser positiva o negativa. Asi la ley de
cargas se define como: < cargas iguales se repelen y cargas opuestas se atraen >>. Con esta ley, se
concluye que la fuerza eléctrica puede ser atractiva o repulsiva.

El fenémeno magnético se describe mejor usando de ejemplo un imdn, ya que este posee
un polo norte y un polo sur, y como ocurre en la electricidad, polos opuestos se atraen y po-
los iguales se repelen. La diferencia fundamental entre electricidad y magnétismo, es que en la
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naturaleza pueden existir cargas aisladas, es decir, se pueden encontrar cargas positivas o ne-
gativas sin la necesidad de una codependencia para existir; en cambio, en el magnetismo, los
polos siempre aparecen juntos, es decir, no existen los monopolos magnéticos.

En 1820, Oersted descubri6 que la aguja de una brujula se desviaba cuando por un hilo cerca
de él circulaba una corriente eléctrica; esta fue la primera prueba de que una corriente producia
efectos magnéticos. A continuacion, Faraday descubri6 que al introducir un imén a una bobina,
esta generaba una corriente. Asi, demostré que un imdan producia efectos eléctricos. Estos dos
descubrimientos, casi complementarios, sentarén la base para que en el 1864, Maxwell formula-
ra sus ecuaciones, en las cuales unificaba en una sola ley los fenémenos eléctricos y magnéticos;
es lo que hoy llamamos electromagnetismo. La concecuencia mds valiosa, fue la prediccion de
la radiacién electromagnética.

En 1928, Dirac mezcl6 el electromagnetismo, la relatividad general y la mecdnica cudntica
para formular la electrodindmica cudntica. Esta teoria permite calcular los efectos producidos
por la interaccion de la luz con la materia, especificamente, para particulas subdatomicas que
estén eléctricamente cargadas, como por ejemplo, el electr6n. Cuando una particula cargada es
acelerada, ésta irradia una onda electromagnética. En la teoria de Dirac, esta onda se comporta
como si fuera un serie de fotones, lo que nos proporciona la imagen de que una particula acele-
rada emite uno o més fotones.

Fuerzas Nucleares

Para finalizar, las fuerzas fundamentales que gobiernan el microcosmos son las fuerzas nu-
cleares. Estas fuerzas son las llamadas: Fuerza Nuclear Fuerte y Fuerza Nuclear Débil.

La Fuerza Nuclear Fuerte surgi6 practicamente con una contradiccién o parddoja, pues se
sabia que el &tomo estaba constituido de electrones (carga negativa) orbitando alrededor del
ntcleo. Este nucleo a su vez, estd constituido de protones (carga positiva) y neutrones (carga
neutra). La estabilidad del 4tomo esta regida por la ley de cargas eléctricas, "cargas iguales se
repelen, cargas distintas se atraen", por lo tanto, la pregunta era: como se mantiene estable el
nucleo, qué fuerza hace para que los protones venzan la fuerza de repulsion electromagnética.
Por esta caracteristica fue que la llamaron fuerza nuclear fuerte, ademas sélo afecta a protones
y neutrones, por lo que es considerada un fuerza de corto alcance.

El hecho de que esta fuerza no actaa sobre los electrones, sugiere que existe una carga fuerte
que so6lo se da entre protones y neutrones; analogamente al fotén en el caso electromagnético,
se propuso que la particula mediadora de la fuerza fuerte era el pién. Yukawa postulé desde el
principio de incertidumbre, que la masa del pién es 1/7 la masa del protén, en contraposicion
al fotén que no tiene masa. El descubrimiento en 1947 comprobé que la fuerza fuerte acttia a
distancia del orden de 1 fermi (1 fermi = 10713 cm).

Por otra parte, existen tres tipos de desintegraciones radiactivas : «, fy y. Las desintegracio-
nes a y y pueden explicarse con la fuerza fuerte y la fuerza electromagnética. En ambos proce-
sos, el nimero de protones y neutrones se conservan. En cambio, la desintegracién f no podia
explicarse con estas fuerzas, ya que en este proceso el neutrén se convierte en proton, por lo
tanto, no se conserva el nimero de protones y neutrones en el nucleo. El agente responsable
de esta desintegracion del neutrén se conoce como fuerza nuclear débil, ya que este proceso es
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Cuadro 1.1: Niveles de la estructura de la materia

Niveles de la estructura de la materia | tamafo en cm constituyentes interaccion responsable de la estructura
Quarks <1078 parece ser elemental
Electrén <1078 parece ser elemental -
Protén 10715 u,u,d quarks Fuerte, débil, E/M
Neutrén 10715 u,d,d quarks Fuerte, débil, E/M
Ntcleo 10715 Protones, Neutrones Fuerte, E/M, débil
Atomo 10710 Ncleo, Electrones E/M
Molécula >10710 Atomos y/o iones, Electrones E/M
Sélido (célula primitiva) >10710 Atomos y/o iones, Electrones E/M
Célula =>1071° Molécula E/M
Entidades Bioldgicas 1078 -10%-10° E/M
Planetas 108 -107 Sélido, Liquido, Gas E/M, Gravitacional
Estrellas, Sol 108 -10'2,10° Electrones, Ntcleo, Iones, Fotén Gravitacional, Fuerte, E/M, débil
Enana Blanca 107 Nricleo, Electrones Gravitacional
Estrella de Neutrones 104 Ntcleo y algunos Protones y Electrones Gravitacional
Astrofisica de Agujeros Negros 104 ? Gravitacional
Galaxias 102! Estrellas, materia ordinaria y oscura, fotones, neutrinos Gravitacional
Universo Observable 10%6 Galaxias, materia oscura, energia oscura Gravitacional, Otras ?

mucho menos intensa que la fuerza fuerte.

La propiedad fundamental que tiene la desintegracion f, es que en el proceso se crean neu-
trinos (v°). Estas particulas no poseen carga, por lo tanto no sienten las fuerzas electromagnéti-
cas ni fuertes. Esta insensibilidad los hace interesantes para entender la fuerza débil; y al igual
como el foton y el gludn, la fuerza débil deberia tener una particula portadora de carga. se pro-
pusieron tres: W+, W~y Z°. Dos bosones con carga y uno sin carga.

Unificacion

Actualmente cada una de estas interaciones o fuerzas fundamentales posee su teoria para
ser descrita, tanto cldsicamente como cudnticamente. Uno de los objetivos principales de la fi-
sica tedrica es poder unificar estas cuatro fuerzas fundamentes en una sola teoria. Hasta ahora
este proposito sélo ha sido cubierto parcialmente por el Modelo Estandar, el cual pudo unificar
tres de las cuatro fuerzas, siendo la gravedad, en la dorma actual, incompatible con la teoria
cuantica.

Una particularidad fundamental que debe tener una teoria de unificacién, es que debe ser
necesariamente cudntica, ya que hay fuerzas que s6lo actiian a nivel microscépico. Esta carac-
teristica hace que es dificil cuantizar la gravedad. La mecdnica cudntica posee una restriccion
en la certeza con la que puede medirse: el principio de incertidumbre nos dice que no pode-
mos conocer la posicién y el momentum de una particula simultdneamente con exactitud, por
lo tanto, siempre tendremos un error asociado a la incapacidad de medir con exactitud. En la
mecdnica cldsica, las observaciones siempre tienen una precision extraordinaria, esto porque se
puede conocer exactamente la posicién y el momentum de un objeto. Quizds algunas aspectos
del caos sean el andlogo clasico del principio de incertidumbre.

Algunas de las teorias mds populares para explicar la gran unificacién son : Teoria de Super-
simetria, Teoria de Cuerdas o Supergravedad entre otras.
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Los quarks son tan pequefios que su
tamafo no ha podido ser determinado,
Quarks v,‘ ademds su estructura interna es
- / desconocida. La fuerza fuerte es la que
mantiene estable la materia que esta
constituida de quarks.

Protones y neutrones se agrupan
para formar el nucleo del &tomo

' Los dtomos se mantienen unidos por la

' interaccion electromagnética. Los
electrones parecen orbitar alrededor del
nucleo. Existe una atraccién entre las
cargas opuestas de los electrones y el
nucleo.

Atomo

La gravedad es una fuerza dominente
de largo alcance, que atrae planetasy
galaxias.

Materia Gravedad

Figura 1.2: Las fuerzas de la naturaleza acttan sobre las particulas formando la materia del uni-
Verso
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1.2. Cromodinamica Cuantica

La Cromodindmica Cudntica (QCD) es la teoria de la fuerza fuerte. Puede explicar, al me-
nos cualitativamente, todas las mediciones de los fenémenos de interaccion fuerte, que van
desde los estados ligados de quarks (bariones y mesones), hasta la libertad asintética en dis-
tancias cortas. Sin embargo, la precisiéon de las pruebas de QCD estdn limitadas tipicamente
por las siguientes razones: los calculos perturbativos son dificiles debido a la gran cantidad de
diagramas involucrados, y la convergencia de la expansion de la serie en a; es pobre debido
al gran valor de la fuerte constante de acoplamiento a;. Ademads, hay que tener en cuenta los
efectos no perturbativos (hadronizacion, funciones de estructura), que hoy en dia hay que mo-
delar. Ademads explica la interaccion fuerte a nivel de quarks, que se unen mediante gluones:
los bariones estdn formados por tres quarks y los mesones son estados ligados entre un quark y
antiquark. Hoy entendemos las fuerzas entre nucleones bariones y mesones como una especie
de interaccion residual de van der Waals entre estados ligados de tres quarks de color resultante
neutro. Desafortunadamente, todavia no es posible utilizar este conocimiento para hacer pre-
dicciones cuantitativas sobre las interacciones de los nucleones y las propiedades de los nticleos
atomicos. Se espera que esto sea posible con un mayor progreso de los célculos en Lattice QCD.
Debido a las limitaciones actuales de los cdlculos dentro de QCD perturbativos, las pruebas
cuantitativas de la teoria solo se pueden realizar a nivel de part6n (quark y gluones). Los quarks
se introdujeron formalmente como constituyentes de mesones y bariones en el modelo de Gell-
Mann-Zweig. Se descubri6 que los quarks estdn naturalmente asociados con los constituyentes
puntuales, llamados partones, los cuales fueron descubiertos en la dispersion eldstica profunda
entre leptones y nucleones. El concepto de color fue introducido para prevenir problemas esta-
disticos con el spin de bariones, que estaban constituidos por quarks con el mismo sabor, por
ejemplo A*™*. Se asigné de esta manera, un nuevo nimero cdantico, el color, correspondiente a
una nueva simetria SU(V,), el cual resolvia el problema estaditico del spin. Los gluones fueron
propuestos para explicar los hadrones como estados de quarks ligados. Desempefian el papel
de mantener unidos a los quarks. Los conceptos de confinamiento y libertad asintética fueron
importantes para el desarrollo de QCD como una teoria de Gauge no Abeliana con una cons-
tante de acoplamiento decreciente con la energia: los quarks libres no existen, y solo se pueden
observar hadrones de color neutro.

S§Lagrangiano en QCD
QCD es una teoria de campos descrita por una simetria local SU(V,) 1 En esta formulacién la
interaccion entre particulas masivas con spin—% (quarks) y bosones de gauge sin masa de spin-

0 (gluones). Debido al cardcter no-Abeliano, los bosones intecttian entre ellos, por lo tanto, el
Lagrangiano de QCD es

— 1

donde m es la matriz de masay G, es el tensor de campo gluénico

i
Guy = 0, AJ 1% =0, AL t% + g fapc A AL 1€ = . [Dy, Dyl (1.2)
S

Dy=0,—igsAL 1" (1.3)

len nuestro trabajo usamos N, = 3
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B
es la derivada covariante. Las matrices t? = %, (B=1,2,3,..,8) (A8 son las matrices de Gell-
Mann) representan los generadoress de SU(3). Y satisfacen las siguientes relaciones

1
(14, 18] = i fABCLC Tr(t") =0, Tr(t"t?) = 5048 (1.4)

Las constantes de estructura de SU(3), f48¢, son completamente antisimétricas. El campo
¥ contiene informacién de seis quarks, estos estdn divididos en el sector liviano: up, downy
strange, (u,d,s); el sector pesado:charm, bottomy top (c,b,t). De ahi que el campo y(x) y la matriz
de masa para la primera generacion, se reducen a

_fu(x) _(my
"’““)‘(d(x))’ m‘( md)

donde u(x) y d(x) son tripletes de color. Una propiedad tnica de QCD, y a la cual se le debe
el nombre, es que estos tripletes tienen carga de color. Estos son Red(R), Green (G) y Blue(B). De
esta manera, el triplete queda representado como

Uug(x)
u(x) = | ug(x)
up(x)

En QCD al igual que en QED, la constante de acoplamiento a = g%/4n depende de la escala
de energia, a(Q?). Por ejemplo, a altas energias, a(Q?), es pequefia, permitiendo una teoria de
perturbaciones para a(Q?). Este fenémeno es llamado libertad asintética. Por otra parte, cuan-
do |Q2| <1 GeV?, la constante de acoplamiento se vuelve largo, por lo que un tratamiento per-
turbativo es casi imposible. Este incremento conlleva al confinamiento. Por esta razén, quark
y gluones no pueden ser observados como particulas libres. Debido a la imposibilidad de usar
QCD perturbativo a bajas energias, usamos métodos alternativos, como Lattice, Perturbacién
Quiral o Reglas de Suma, enfoques disipativos, etc.

§Simetria Quiral

Una simetria importante, es la Simetria Quiral. Descomponemos los campos de los quark u
y d en partes con diferentes quiralidades
== ()
al, 2 \d

(352

ol o) v

Al insertar esta descomposicién quiral dentro del Lagrangiano, observamos que solo los tér-
minos de masa son una mezcla entre parte derecha e izquierda

YA —myy =y Py +ypiBYr -y, myr—ypmyy

Cuando m — 0, esto se conoce como limite quiral. En este limite, el Langrangiano es inva-
riante bajo transformaciones SU(2) en el espacio de sabores

), =), o), =i,

Las corrientes de Noether correspondientes a estas simetrias son
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k k
uk  — T uk — T
]g ZU/LYﬂ7 Vi, ]g :WRYﬂ? VR,

donde 7%, ( k = 1,2,3) son las matrices de Pauli. La corriente vectorial y la corriente vector-
axial son definidos como una combinacion lineal

k
.k ko ouk o — 4T
Jv =i +ig =YY

k
uk uk uk — T
Jho= =g = s v

En la simetria SU(2);, x SU(2)p, todas las particulas deberian existir como dobletes de pari-
dad. Sin embargo, mesones ligeros pseudoescalares (paridad negativa) tienen una masa mucho
menor que mesones escalares (paridad positiva). Se concluye que la simetria axial SU(2) 4 esta
relacionada con el quiebre espontaneo (estrictamente, un quiebre dindmico) en j* k, SU@2)r x
SUR2)r — SU(2)y. El grupo SU(2)y se llama grupo de isospin. Dado que la simetria quiral tam-
bién se rompe explicitamente debido a las masas finitas de los quarks, los piones también ad-
quieren masas finitas. Los mismos argumentos son vélidos cuando se incluye el quark s. La
simetria entonces es SU(3); x SU(3)g, rompiéndose espontdneamente: SU(3); x SU(3)gr —
SU@3)y.

1.3. Constante de Acoplamiento

Hay varias razones por las cuales interesa medir la constante de acoplamiento: (1) Es el tini-
co parametro libre en QCD perturbativo, (2) muchas pruebas de QCD requieren que se conozca
as, (3) para un gran nimero de pruebas electrodébiles, las correcciones fuertes deben calcular-
se con precision, (4) en las teorias de unificacion, la constante de acoplamiento debe acoplarse
alas demas constantes fundamentales en muy altas energias.

Asi mismo, con la medicion de la constante de acoplamiento, podemos comparar varios test
de QCD con los diferentes valores de a (consistencia de la teoria), la medicién de varios pro-
cesos y reacciones (su universalidad), también en diferentes especies de quark (independencia
del sabor) y a diferentes escalas de energias (running).

Las divergencias ultravioletas para la constante de acoplamiento en Cromodindnima Cuan-
tica y en teorias de campos, deben ser eliminadas por medio de la renormalizaciéon de los cam-
pos y el acoplamiento. Existen diferentes esquemas de renormalizacién, y técnicas de regulari-
zacion; en QCD, se usa frecuentemente la regularizaciéon dimensional, y el esquema favorito es
Modified Minimal Substraction o MS, (el cuél se usara en los dos trabajos que presentaré en la
seccion dos de esta tesis). En este esquema de sustraccion minima modificado, se realizan los
célculos en un tiempo-espacio de dimensién d # 4, mientras que las divergencias se expresan
como polos en € = |4 — d|. Estos polos, mds un término constante, se restan para obtener canti-
dades finitas.

La ecuacién del grupo de renormalizacion (RGE) conduce a la solucién para la constante de
acoplamiento, que es
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,da(Q?
dQ?

B(Q%) (z Q ) = —Poa’(Q*) - p1a°(Q*) — P2a* (Q*) — f3a°(Q*) — f4a’(Q*) —....  (1.5)

donde a = as/m = g2/4n?. Esta ecuacién es conocida como la funcién beta f8, cuyos prime-
ros dos coeficientes son universales, es decir, independientes del esquema de renormalizacion
que se use, estos coeficientes son fo = (11 —2N¢/3)/4y 1 = (1/16)(102 —38N¢/3), donde Ny es
el nimero de sabores activos.

Aqui Q? es la escala de renormalizacién , y se interpreta como una escala de energia o mo-
mento al cuadrado Q? = —g?. La constante de acoplamiento que describe interacciones fuertes
es entonces a(Q?) = ag/m y corre con la escala de energia Q>. Los primeros cinco coeficientes
han sido calculados en el esquema MS

Bo = 2.25, (1.6)
pr = 4, (1.7)
B> = 10.06, (1.8)
Bs = 47.2281, (1.9
Ps = 127.322. (1.10)

Los valores numeéricos se han calculado usando N¢ = 3. Los coeficientes —; de la funcion
beta 8, son negativos, lo que conduce a una disminuciéon del acoplamiento al aumentar la ener-
gia Q? (lo que se llama también la libertidad asintética). Esto es diferente de QED, donde la
funcién beta es positiva, lo que hace que el acoplamiento aumente con Q2.

La solucién de la ecuacion (1.5) a primer orden (un loop) es:

, da(Q®) _ da(Q) _
dQ? ~ dlog(Q?)

Podemos encontrar la solucion explicita de la ecuaciéon anterior

Q —Boa*(Q%). (1.11)

a(Qf)
1+ o a(@) log(%])

Cuando se incluyen ,B;.s (j = 1), no existe en general solucion explicita, pero una solucién

a(Q?* A% = (1.12)

aproximada a(Q?; A?) es mas complicada que (1.12). El pardmetro A indica el limite entre los
rangos de energia no-perturbativa y perturbativa. fy depende del nimero de sabores activos y
el parametro a(Q?) (= a;(Q?)/n) esta relacionado directamente con los obeservables que pode-
mos extraer de los experimentos, ademads es una funcién de la escala Q?. La escala Q? es ahora
la escala tipica del experimento. Cuando se comparan valores de a(Q?) o A en diferentes publi-
caciones, se requiere mucha precaucion. El valor de A depende de:

= diferentes esquemas de renormalicion (MOM, MS, M S, Lambert,...),
= Numero de sabores activos N; en los coeficientes §,

= Ordenes en la expansion perturbativa, correspondiente a la truncacién de la funcién
después del primer, segundo o tercer término,
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= eleccion de la constante de integracion para la solucién de la funcion beta £.

Por razones histéricas, las mayoria de las veces A? ha sido utilizado como parametro fun-
damental en QCD. Hoy tenemos una escala de referencia Q2 = mZZ (mz del bosén Z), lo cual
hace que la constante de acoplamiento se exprese como a(Q?) = a(mZZ). Para cdlculos de bajas
energia, generalmente se usa la escala del leptén 7, a(Qz) = a(m%). En ambas escalas se usa el
esquema MS.

La figura 1.4 muestra la dependencia de la costante de acoplamiento con la energia. Con el
aumento de la energia, la fuerza se vuelve méas pequena, a esto se le denomina libertad asintoti-
ca. En estaregion de altas energias (Q? > 1 GeV?), el acoplamiento es pequefio, por lo que se pue-
den realizar calculos perturbativos. Para bajas energias, la regién no perturbativa (Q? < 1 GeV?),
la constante de acoplamiento se vuelve muy grande (no se conoce bien el comportamiento de
a(Q?) en este régimen), dando origen al fenémeno de confinamiento.

Para medir la constante de acoplamiento a, supongamos que tenemos una cantidad 2 que
es sensible a dicho acoplamiento y que simbdlicamente puede escribirse como :

D(ag) = d(as)perturbativo ® dno—perturbativo (1.13)

La parte d(a)Peumbativo se puede célcular perturbativamente y también puede depender de

parametros electrodébiles, pero aqui suponemos que se conoce con exactitud. La parte per-
turbativa en el caso (1.13) estd convolucionada con las correcciones no perturbativas. A primer
orden, d°~Perturbativo ¢ hién depende del acoplamiento, pero no aparece por ejemplo, en pro-
cesos de fragmentacion. En particular, la dependecia no perturbativa se desprecia cuando las
correcciones perturbativas son pequenas.

Se debe enfatizar, que hablar sobre partes perturbativas y las no-perturbativas es ambiguo.
En general, una parte se define simplemente como algo que contiene todas las partes que la
otra no incluye. Expresado de otra manera, el borde entre las contribuciones perturbativas y
no-perturbativas es ambiguo.

Para el célculo perturbativo se puede realizar una aproximacion logaritmica principal o co-
mo elementos de matriz orden a orden. La constante de acoplamiento esta bien definida, sobre
todo en el limite de masas nulas. Entonces, podemos escribir d(as)P¢"™" 210 como una expan-
sién en potencias de a(u? = xQ?), ( x representa una parametro de escala)

d(Q®)perturbativo = a(?) + di (1) a(®)* + dy (1) a(®)® + ... + dy ) aw) N + .., (1.14)

donde los coeficientes d; (k) se calculan en un esquema de renormalizacidn y escala de ener-
gia mas convenientes para cierto namero de sabores de quarks Ny. El acoplamiento y los coefi-
cientes deben evaluarse siempre en la misma escala de renormalizacién p?, y si la escala de
renormalizacién se cambia p? — /VL’Z, la serie total (1.14) tiene que permanecer sin cambios, ya
que ,u’2 no es un pardmetro fisico.

Para entender mejor la independencia de la serie mads alla de un loop, reescribamos (1.14)
de manera truncada de la siguiente manera

d(Q%x)W = a(u®) + di (K a(W®)* + do () a(®)® + ...+ dy- () a(u)N (1.15)

perturbativo
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Por lo tanto, si la serie (1.14) es independiente de la escala de renormalizacién, entonces

d 2 \IN] _ [N+1]
dln,uzd(Q KT =0@” ) (1.16)
Ademas si usamos
daxQ? da(y?
akQ?) _daw’) _ —Boa’ (W) - pra’(u?) - foa’ (W) - ..., 117

dlnx dln p?
Por ejemplo, si consideramos [N = 3], encontramos dos ecuaciones diferenciales

dandl(K) = Po (1.18)
dandZ(K) = 2fod1(x) + 1 (1.19)
cuyas soluciones son
dl (x) = dl + ,60 Inx (1.20)
dz(‘K) = d2+(2,306[1(1()+,31)an+(,60an)2 (1.21)

se observa que d; contiene S,y d» contiene B y B1, por lo tanto, podemos concluir que ds
serd una funcién de (B, B1 vy B2) y asi sucesivamente, obteniendo de esta manera, las relaciones
generales para los coeficientes d;, de la funcién de Adler independiente del parametro de renor-
malizacion x.

1.4. Condensados en Cromodinamica Caantica

SIntroduccion

La principal confirmacién de QCD proviene de considerar procesos a altas energias, donde
se logra una alta precision de los cdlculos tedricos para comparacion con los datos experimen-
tales. En el dominio de bajas energias (Q* ~ 0.1 — 3 GeV?) la situacién es mas compleja, ya que
la constante de acoplamiento es grande, a; ~ 0.3 — 0.4, ademads se necesitan célculos perturba-
tivos de muchos loop. A diferencia de la Electrodindmica Cudntica, el vacio de QCD tiene una
estructura no trivial: debido a efectos no perturbativos, las fluctuaciones distintas de cero de los
campos gluonicos y de quarks persisten en el vacio de QCD. La compleja estructura del vacio de
QCD se manifiesta en presencia de condensados analogos a los de la fisica de materia conden-
sada (por ejemplo, la magnetizacién espontdnea). Por lo tanto, en estos régimenes de QCD, hay
que considerar los efectos no perturbativos y/o las correcciones de altos 6rdenes de as.

Los condensados son muy importantes para explicar la estructura del vacio en QCD y tam-
bién para la descripcion de las propiedades de los hadrones a bajas energia. Los condensados,
en particular los de quarks y los de gluones, se investigaron a partir de la década de 1970. Aqui,
en primer lugar, se debe tener en cuenta el método de la regla de suma de Shifman, Vainshtein
y Zakharov [24]. En los articulos entre 1970-1980, la constante de acoplamiento se tomé del or-
den a (1 GeV) = 0.3, por lo que era suficiente limitarse al primer orden en a;, incluso a veces,
ignorar los efectos perturbativos en la regiones mayores a 1 GeV. Actualmente en los célculos
perturbativos se agregan los 6rdenes superiores (a?, ag, a‘sl) y, ademds, se han obtenido nuevos
datos experimentales que son mds precisos a bajas energias.
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Figura 1.3: Los valores de a (M) extraidos de varios andlisis y experimentos; la banda gris es el

valor promedio mundial.
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S§Propiedades Generales

En Teoria Cudntica de Campos (QFT), los Condensados usualmente significan valores de
expectacion del vacio de operadores locales ({0|€|0)). Y se consideran como efectos no per-
turbativos. En QFT, el correlador de corriente (I145(x, y)) de dos operadores locales cualquiera
A(x), B(y) se escribe como

Iag(x,y) = (0IT A(x) B(y)10) (1.22)

Para cantidades tipo espacio [(x— y)? < 0], y pequefios x—y [x—y — 0] , puede representarse
como una serie de condensados de operadores 0; en expansion (OPE)

Map(x—y) = (OIAX)B()I0) =) a;(x—y) (010;(0)|0) (1.23)
i

donde a;(x — y) son coeficiente y provienen desde la teoria de perturbaciones. Aqui, se debe
tener cuidado de separar las partes perturbativas y no perturbativas en la definiciéon de los con-
densados. La expansion de la perturbacién para a;(x — y) es una serie asintética y los términos
que surgen al sumar dichas series pueden interpretarse como contribuciones de operadores 0;
de mayor dimension. Estos coeficientes (a;(x — y)) pueden ser divergentes en el infrarrojo, lo
que seria una sefal de la aparicion de un condensado adicional en el OPE. Ademés, el OPE pa-
ra [T4p(x — y) es probablemente una serie asintética. Para evitar todos estos problemas en los
célculos practicos, es necesario exigir una razonable convergencia de la OPE y la de serie de per-
turbaciones en el dominio de interés, para los primeros (pocos) términos considerados.

Separar las contribuciones perturbativas y no perturbativas a;(x — y) (0|0;(0)|0) tiene cierta
arbitrariedad. Generalmente [25, 26], esta arbitrariedad se evita introduciendo algtin punto de
normalizacion p? (u?> ~ 1 GeV?). La integracién sobre momentos virtuales de quarks y gluones
en la regioén por debajo de u? esta relacionada con los condensados o efectos no perturbativos,
por encima de ,uz, con la teoria perturbativa. En esta teoria, la correccion a los condensados
aparecen como una serie en la constante de acoplamiento a

(o]

(010:10)q = 01610, Y CV(Q, ) a(w) (1.24)
n=0
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La constante de acoplamiento a; en la parte derecha de (1.24) estd normalizada en u. La
parte izquierda de (1.24) representa el valor del condensado normalizado en el punto Q. Los
coeficientes C,(f ', ) pueden tener logaritmos In(Q?/u?) en potencias hasta n para C,(f). La su-
ma de los términos con las potencias mas altas de los logaritmos conduce a la aparicién de la
dimension anomala de los operadores, por lo que en forma general esto se puede escribir como

as(Q)
as(u)

Yi oo .
) Y P, w alw), (1.25)

(01G;10)o = <0|@i|0>y(
n=0

donde y; son las dimensiones anémalas (nimeros) y c ya no tienen logaritmos principa-
les.

En sus propiedades fisicas, los condensados en QCD tienen mucho en comun con los con-
densados que aparecen en la fisica de la materia condensada: como el superfluido (condensado
de Bose) en liquido He*, condensado de pares de Cooper en superconductores, magnetizacién
espontdnea en imanes, etc. Por eso, andlogamente a efectos en la fisica de la materia conden-
sada, si se considera QCD a una temperatura finita 7, con T aumentando hasta algin T = T,
habrd una transicion de fase y los condensados (o una parte de ellos) seran destruidos. En parti-
cular, tal fenémeno debe ser valido para los condensados responsables de la ruptura espontdnea
de la simetria: en T = T, deben desaparecer y la simetria debe restaurarse (en principio, QCD
puede tener algunas transiciones de fase).

Los condensados en QCD se dividen en dos tipos: los que conservan la quiralidad y los que
violan la quiralidad. Las masas de los quarks ligeros u, d, s en el Lagrangiano de QCD son peque-
fias comparadas con la escala caracteristica de masas hadrénicas (M ~ 1 GeV). Al despreciar las
masas de quarks ligeros, el lagrangiano de QCD se vuelve invariante quiral, es decir, los quarks
ligeros izquierdo y derecho no interacttian entre si. En el caso de los condensados que violan
la simetria quiral, estos son proporcionales a las masas de los quarks ligeros y ademas se hacen
cero en el limite quiral (m, = m; = mg = 0). Dichos condensados se determinan en la teoria
mucho mejor que aquellos que conservan la quiralidad.

Entre los condensados que violan la simetria quiral, el de mayor importancia es el conden-
sado de quark-antiquarks (0/gql0) (q representa los campos de quarks uy d). (0|gq|0) puede
escribirse como

(0lgql0) = Olq.qr+ qrqLl0) (ox my, mg), (1.26)

donde g1, gr son los campos de quarks izquierdo y derecho (en quiralidad). Como se des-
prende de (1.26), un valor distinto de cero de un condensado de quarks significa la transicion de
los campos de quarks de la izquierda a los de quiralidad derecha y si no tiene un valor pequefio
significa una violacién de la simetria quiral en QCD. (Si la simetria quiral no se viola explici-
tamente, entonces m,, my son pequenas, (0/gql0) ~ my, mg). En virtud de la invariancia de
isospin:

(0[Tu|0) = (0|dd|0). (1.27)

Para un condensado de quarks se cumple la relacion Gell-Mann-Oakes-Renner [27]

_ 1 m2f?
(0lgq10) _ Ll Mafn

. (1.28)
2my+mg
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Aqui my, f; simboliza ala masayla constante de decaimiento del pion () (m, = 140 MeV?, f, =
131 MeV?); my, y mg son las masas de los quarks u y d. La relacion (1.28) se obtiene a primer
orden en m,, mg, m; (para una derivacién ver [28]). Para estimar el valor del condensado de
quarks, se pueden usar los valores de masas de quarks, m, + m; = 9.6 MeV, obteniendo:

(0[gql0y =—(260 MeV)* (1.29)

Vale subrayar, que la masa m, desaparece cuando no hay quiebre explicito de la simetria
quiral, es decir, m; — 0 cuando m,, m; — 0, es decir, el valor no cero, de (1.29) sefiala el rompi-
miento espontdneo (dindmico) de la simetria quiral.

Por otro lado, la violacién espontdnea de la simetria quiral en QCD tiene como consecuencia
la existencia de bariones y mesones masivos (m = 1 GeV). De hecho, en la teoria quiral todos los
estados fermidnicos deberian ser sin masa. Obviamente, los bariones, en particular los nticleos,
no poseen esta propiedad. Se puede demostrar [28, 29] que ambos fen6menos —la presencia
del condensado de quarks que violan la simetria quiral y la existencia de bariones masivos— es-
tan estrechamente relacionados entre si. De acuerdo con el teorema de Goldstone, la violacion
espontdnea de la simetria conduce a la aparicién de particulas sin masa en el espectro de los
bosones de Goldstone. En QCD, los bosones de Goldstone se pueden identificar con un triplete
de mesones con m,, mgz — 0, m; = 0 (simetria SU(2)) o con un octeto de mesones pseudoes-
calares (7,x,n) dentro del limite m,, m;, mg; — 0 (simetria SU(3)). La presencia de bosones de
Goldstone en QCD hace posible formular una teoria efectiva quiral de interacciones fuertes de
baja energia (ver revisiones [28, 30, 31]. Estos bosones de Goldstone son sin masa, pero por el
efecto del quiebre explicito de la simetria quiral, obtienen una masa pequena (m = 0.1 GeV).

Un condensado de quarks puede considerarse como un pardmetro de orden en QCD co-
rrespondiente a la violacién explicita y espontdnea de la simetria quiral. A la temperatura de
restauracion de la simetria quiral T = T, debe desaparecer. La investigacion de la dependen-
cia de la temperatura del condensado de quarks en la teoria quiral efectiva [32] muestra que
(0lgql0) desaparece en T = T, = 150 — 200 MeV. También se obtuvieron indicaciones similares
en los célculos de Lattice [33].

Por lo tanto, el condensado de quarks: (1) tiene las dimensiones més bajas (d = 3) en compa-
raciéon con otros condensados en QCD; (2) determina masas de bariones usuales (no extranos);
(3) es el parametro de orden en la transicion de fase entre las fases de simetria quiral violada
y restaurada. Estos tres hechos determinan su importante papel en la fisica hadrénica de baja
energia.

El siguiente condensado en dimension (d = 5) que viola la simetria quiral es el condensado
quark gluénico:

— AT, 9, —
g(o qauv?qu 0) = my<0lqgql|0) (1.30)

Aqui G;}V es el tensor de intensidad de campo gludnico, A" son las matrices de Gell-Mann,

ouv = (112)(yyyv —yvY) - El valor del pardmetro m(Z) se encontro en [34] a partir de las reglas de

suma para resonancias baridnicas:

mi =0.8 + 0.2 GeV? (1.31)

El mismo valor de m(Z) se encontro a partir del andlisis de los mesones B utilizando las reglas
de suma QCD ([35], cerca del valor (1.31) de mg =1 GeV? calculado dentro del modelo de corre-
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ladores de campo [36]. La dimensién an6mala del operador en (1.30) es pequeia [37]. Por tanto,
la dimensién anémala de m(Z) es aproximadamente igual a y,, = —4/9.

Consideremos ahora los condensados que conservan la quiralidad. Aqui es fundamental el
condensado glu6n-gluén:

s
0‘ Lsgn gn
< P A 1

0> (1.32)

Dado que el condensado gluénico es proporcional al valor de expectacion del vacio de la
traza del tensor de energia-momento 6,,, su dimension anémala es cero. La existencia de un
condensado gluénico fue indicada por primera vez por Shifman, Vainshtein y Zakharov [24].
Ellos también obtuvieron (estimaron) su valor numérico de las reglas de suma para charmo-
nium:

(o
0‘ Lsgn gn
< T HvTev

0> = 0.012 GeV* (1.33)

Como demostraron los mismos autores, el valor distinto de cero y positivo del condensado
glud6nico significa que la energia del vacio es negativa en QCD: la densidad de energia del vacio
en QCD viene dada por € = —(9/32)(0| %GZ |0) . La persistencia del campo de quarks en el vacio
destruye (o suprime) el condensado. Por lo tanto, si un quark se incrusta en el vacio, se produce
su excitacion, es decir, un aumento de energia. De este modo, es posible explicar el bag model
en QCD: en el dominio alrededor del quark aparece un exceso de energia, que se trata como la
densidad de energia B en bag model (aunque la magnitud de B probablemente no concuerde
con la valor de €). En [24] los efectos perturbativos se tuvieron en cuenta solo en el orden «a, to-
mando el valor de as unas dos veces menor que el actual. Mas tarde se hicieron muchos intentos
para determinar el valor del condensado gluénico mediante el estudio de varios procesos y la
aplicacion de varios métodos. Pero los resultados de diferentes enfoques fueron inconsistentes
entre siy con (1.33)) y, a veces, la diferencia fue incluso muy grande: los valores del condensado
parecian ser varias veces mayores.

El condensado de dimension d = 6 es de la forma
3 rabc a ~b ~c
g1 (0| 64,6565, | 0) (1.34)
(f*’¢ son constantes de estructura del grupo SU(3)). No existen métodos fiables para deter-

minarlo a partir de datos experimentales. Solo hay una estimacion [38] que se deriva del modelo
de un gas de instant6n diluido:

4 1 a
3 rabc a ~b ~c —_ 2y s A2
g1 (0| Giu Gy G5, |0) =z (12m ) (0] =6k o). (1.35)
donde p. es el radio efectivo del instanton en el modelo (para la estimacion se puede tomar
pc~ (1/3-1/2)fm.

Finalmente, hay pocos condensados de gluones y quarks-gluones de dimension 8. (La lista
completa se puede encontrar en [39].) Como regla general, se usa la hip6tesis de factorizacion
del vacio para su estimacion. La otra forma para estimar los valores de estos condensados es
utilizar el modelo de gas diluido de instantones. Sin embargo, este ultimo, para algunos con-
densados, da resultados un orden de magnitud mayor que los métodos de factorizacion. Se pre-
sentan argumentos [40] que indican que el modelo de gas instantén sobreestima los valores de
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condensados de gluones de d = 8. Por lo tanto, las estimaciones basadas en la hip6tesis de fac-
torizacion del vacio son aqui mas confiables.

1.5. Reglas de Suma

Reglas de Suma es uno de los métodos més exitosos que hay para obtener informacién en
QCD. El éxito y la fiabilidad de este tratamiento se debe a las innumerables predicciones y me-
joras a resultados ya conocidos. En esencia, las reglas de suma nos permite estudiar la materia
hadrénica a través de interaccién entre constituyentes fundamentales (quark y gluones). La me-
dicién de nimeros cudnticos, como la paridad o el spin para bariones y mesones, y la extraccién
de valores de pardmetros como los condensados o la constante de acoplamiento, son pruebas
de que la relacion entre experimento y teoria nos permite entender la fenomenologia de hadro-
nes.

El foco de las Reglas de Suma estd en la funcién de correlacién (o correlador), la cual esta
compuesta por operadores de corrientes locales. La construccién de estos operadores es por
medio de campos de quark y/o gluones. La idea es generar una apropiada funcién de correla-
ciébn que nos permita una correspondencia entre los grados de libertad de los hadrones y los
grados de libertad de quarks y/o gluones. Esta descripcion, hecha en terminos de los grados de
libertad, es a través de una expansion del producto de operdor (OPE). Ademas, para lograr esta
correspondencia, la funcién de correlaciéon aparece como su discontinuidad, la funcién espec-
tral, que presenta los datos experimentales hadrénicos centrales que se usan en el método. La
equivalencia entre QCD vy la fisica hadrénica (funcién espectral) es a través el Teorema de Resi-
duos de Cauchy en el plano complejo, utilizando el comportamiento holomorfo del correlador
en el plano de los momentos Q2.

Como ya mencionamos en el capitulo 1.4, la esencia de OPE es separar la fisica de corta y
larga distancia. En QCD, esta separacion es entre la fisica perturbativa [coeficientes de Wilson
Cn(Qz, ,uz),], y la fisica no perturbativa [condensados (@n (,uz))]. En principio, estos coeficientes
pueden ser calculados por métodos de teoria de perturbaciones, mientras que los condensados
en la prdctica, suelen determinarse fenomenolégicamente a partir de un conjunto de reglas de
suma. Principalmente, OPE es una expansion de corta distancia, y a cualquier orden finito, solo
puede describir la funcién de correlacién con precision razonable s6lo para momentos espacia-
les suficientemente grandes.

Existen limitaciones a la Reglas de Sumas, las cuales hay que considerar cuando se aplican a
nuevos dominios; por ejemplo, no se hacen predicciones directas de observables experimenta-
les. Es necesario hacer suposiciones dependientes del modelo, como aproximaciones de densi-
dad local, para relacionar los calculos de las propiedades de la materia nuclear con observables
experimentales de nucleos finitos.

Otra limitacion en las Reglas de Sumas, es que la informacion espectral que usamos es ne-
cesariamente aproximada y no se puede mejorar sistematicamente. Por ejemplo, la extraccién
de masas hadrénicas con una fiabilidad superior a ~ 100 MeV normalmente no es posible. Por
lo tanto, el enfoque no es lo suficientemente preciso para realizar cdlculos detallados del estado
fundamental de la materia nuclear a una escala de unos pocos MeV. Otra limitacién es el he-
cho de que en las Reglas de sumas uno no resuelve dindmicamente el estado fundamental de
la teoria, mds bien, uno caracteriza el estado fundamental: la descripcién QCD del estado fun-
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damental se caracteriza por varios valores esperados de operadores compuestos. Por lo tanto,
el enfoque no necesita ser lo suficientemente preciso para calcular el estado fundamental de
manera confiable; siempre que se tenga una forma razonable de extraer fenomenolégicamente
estos condensados, se puede proceder a estudiar las caracteristicas cualitativas de las excitacio-
nes sin resolver realmente el problema del estado fundamental.

Aunque se puede evitar resolver el estado fundamental de la materia nuclear, la naturaleza
aproximada del enfoque de las Reglas de Sumas, significa que se debe tener mucho cuidado si se
usa el método para extraer cantidades que son pequeiias en la escala de la fisica hadrénica. Por
lo tanto, el uso de la técnica para describir detalles finos de la fisica nuclear de baja energia debe
depender de la construccion de las Reglas de Sumas, confiables para propiedades nucleares que
sean mucho més precisas (en términos absolutos) que las Reglas de Sumas, a nivel hadrénico.
Si esto es posible o no, sigue siendo una pregunta abierta, pero vemos cualquier resultado para
cantidades a esta escala con cierto escepticismo. De hecho, se puede plantear la cuestién de si
existen propiedades en la fisica nuclear de baja o intermedia energia cuya escala natural sea lo
suficientemente grande como para hacer razonable el enfoque de las Reglas de Sumas.

1.6. Algunos Aspectos Experimentales

Esta seccion estd enfocada en dar una descripcion general sobre los aspectos experimentales
que se llevan a cabo en ALEPH. El detector ALEPH fue construido para medir eventos creados
por colisiones de electrones y positrones en LEP (CERN). Oper6 de 1989 a 1995 en el rango de
energia de alrededor de 91 GeV, que es la energia provista para la formacién de la particula Z y
mas tarde desde 1995 a 2000 por encima del umbral de produccién de pares W (hasta 200 GeV).

El detector de ALEPH (ver figura 1.5), fue planeado y construido con varias especificaciones:
medir momentos de particulas con carga, medir la energia de particulas neutras en calorime-
tros, identificar los tres sabores de leptones e identificar la trayectoria del lept6n tau. El detector
de ALEPH se construy6 por capas cilindricas alrededor de un tubo de haz de berilio, cuyo punto
de colision electron-positron estd en el centro. Hacia el exterior del tubo, ALEPH poseia un de-
tector de vértices compuesto por dos capas de microtiras de silicio de doble cara; una cadmara de
deriva interna que proporcion6 ocho coordenadas de seguimiento y una sefial de activacion pa-
ra particulas cargadas desde el punto de interaccion; una cdmara de proyeccion de tiempo para
detectar particulas cargadas; un calorimetro electromagnético para identificar electrones y fo-
tones; un calorimetro de hadrones para detectar hadrones; y una bobina superconductora para
generar el campo magnético de 1.5 Tesla necesario para determinar la carga de una particula 'y
permitir mediciones del momento. Los detectores ATLAS y CMS que aparecieron m4s tarde en
el Gran Colisionador de Hadrones siguen una configuracién de capa de cebolla similar a ALEPH.

Los nimeros cudnticos medidos en los hadrones finales permiten comprender las corrien-
tes vectorial y axial, y también separar los sectores Cabibbo permitido (du) y Cabibbo suprimido
(su). Por lo tanto, el leptén 7 proporciona un excelente laboratorio para estudiar la dindmica de
los bosones de pseudo Goldstone (7, K, 1) en la region de resonancia, alrededor de 1 GeV.

Las distribuciones inclusivas miden directamente las funciones espectrales de los correla-
dores de dos puntos, las corrientes vector y axial. Las integrales ponderadas de estas funciones
espectrales se pueden evaluar tedéricamente con precisiéon con técnicas de expansion de pro-
ducto de operador (OPE) de corta distancia. Las contribuciones perturbativas dominantes se
conocen actualmente con una precision hasta cuatro loop, es decir, en @(a?)), mientras que las
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Figura 1.5: Esquema del detector ALEPH

correcciones no perturbativas son suprimidas por al menos cuatro potencias de la masa 7 (la
potencia exacta depende de la funcién de peso que uno escoja).

Las mediciones precisas de las distribuciones hadronicas espectrales permitirian una mejor
precision de valores extraidos de las correcciones no perturbativas. Se necesita especialmente
una muestra de datos muy grande para acceder al rango més alto de energias cinemdaticamen-
te permitidas, donde el gran tamano de los errores experimentales dificulta la precisiéon de los
andlisis tedricos actuales.

Estas distribuciones espectrales también contienen informaci6n valiosa sobre la estructura
no trivial del vacio QCD. La diferencia de las funciones de correlacién de corriente vectorial y de
la corriente axial es un objeto puro no perturbativo (la teoria de la perturbacién da una contribu-
cién nula a todos los 6rdenes en a) que es sensible entre otras cosas, a la ruptura de la simetria
quiral QCD. Los datos actuales se han utilizado para extraer varios pardmetros relevantes que
caracterizan el vacio QCD y el acoplamiento a baja energia de la teoria de la perturbacién.



Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

2.1. Introduccion

Uno de los més importante desafios de la fisica es la determinaciéon de pardmetros funda-
mentales. En el caso de la interaccion fuerte, el principal pardmetro es la constante de aco-
plamiento a(Q?) = as(Q?)/m, la cual depende del cuadrado del momento Q*(= —g?) que es la
escala caracteristica del proceso. El acoplamiento estd bien determinado para altas energias
(Q? > 1 GeV?) con una alta precision de los experimentos y la teoria. Por otra parte, la determina-
cién a bajas energias (Q? ~ 1 GeV?) es un buen test para determinar la consistencia de la teorfa.
Estudiamos aqui las cantidades relacionadas con el decaimiento semihadrénico del leptén 7, ya
que existen resultados experimentales de alta precision disponibles de la colaboraciéon ALPEH
[41, 42, 43, 44]. Tanto los resultados experimentales como los teéricos estan relacionados con la
funcién de correlacién IT1(Q?) para corrientes de quarks (1 y d); los resultados experimentales se
dan en términos de la funcién espectral w(o) x ImIl(—o — i€), mientras que los resultados te6-
ricos generalmente se dan en términos de integrales de contorno de la derivada de la funcion
de correlacién, 2(Q%) « dI1(Q?)/dlnQ?, conocida como funcién de Adler.

Es de particular interés estudiar el decaimiento inclusivo para el lepton 7, ya que este pro-
ceso prueba la dindmica infrarroja para hadrones con energia por debajo de la masa del leptén
T (m; ~ 1.7 GeV) y entrega resultados experimentales bastante exactos sobre la consistencia del
modelo estandar a altas energias. El observable fisico que podemos medir experimentalmente
es el ancho de decaimiento sin el quark extrafio para el canal V+A

I'(t — v;hadrons)
R, = - 2.1
I'(t —v;e v,)

3|Vyal® Sew (1 + 8y + 77) 2.2)

Sgw = 1.0198 £ 0.0006 [45], y %w = 0.0010 [46] son correciones electrodébiles, y | V4| es el
elemento de matrix CKM. Ademads, la parte canénica de QCD en R; es la cantidad r; = rﬁD =04
Sr(Myg # 0) + X psa 2, donde 81y (my 4 # 0) = —87%f2m2/m* = —0.0026 (con f; = 0.1305

GeV), cf. [47, 48, 49, 50]

Las integrales de contorno especificas que involucran la funciéon de Adler nos dan varias re-
glas de suma. La funcién de Adler se calculé mediante técnicas de perturbaciéon de QCD hasta
@(a‘sl), cf. [51, 52, 53]. Determinar el acoplamiento a partir de tales reglas de suma, es decir, en
momentos bajos ~ m; (~ 1.7 GeV), nos permite ver la confiabilidad de la teoria, ya que pode-
mos comparar el valor extraido de a(m?) con las determinaciones conocidas en altas energias

33
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a través de la evolucion de la ecuacion de grupo de renormalizacién (RGE) (ver, por ejemplo
[54, 55, 56]).

Para las expresiones tedricas de las reglas de suma, se utiliza la expansion del producto del
operador (OPE) para el correlador de corriente de quarks. Esto implica que las reglas de suma
tienen la parte perturbativa (dimensiéon D = 0) y las correcciones no perturbativas (D > 0), don-
de estas ultimas suelen ser pequeiias, como en el caso de R; (r;) [49, 57].

En nuestros trabajos previos [58, 59], usamos la Regla de Suma Borel-Laplace doble-pinch
para los datos de ALEPH en el canal semihadrénico del decaimiento 7. En el presente traba-
jo, mejoramos nuestros trabajos previos, incorporando en el OPE truncado (con D < 6) para la
funcion de Adler, el conocimiento actual sobre las dimensiones an6malas efectivas de orden
principal y (61(3])), de los operadores de dimensién @’g ) conD =4yD =6 en el OPE de la fun-
cién de Adler para el canal (V+A). Mientras que el operador D = 4 (condensado de gluon) tiene
YW (@,) = 0, por otra parte, hay en total nueve operadores no quirales D = 6 para la funcién de
Adler de canal (V+A): dos operadores tienen el valor més bajo casi igual entre si y(l) (@) = 0.5,
y otros dos tienen el siguiente valor YV (@) = 1.4, [60] (cf. también [61, 62, 63]). Si ignoramos
los otros operadores D = 6, entonces la contribucién D=6 OPE a la funcién de Adler en el canal
(V+A) es

6712

d(Q¥)pep = — o —
(Q9)p=6 (@(0D)3

(0@ (a(@)"” + 0Py (@@ "|. 2.3)

En nuestro trabajo previo [59], usamos k@ = y® (@’é)/ﬁo =-1yxM =W (@’é)/ﬁo =0, que
son los valores en el limite de large-f, (LB). Mientras que en el trabajo actual [64], usamos
k@ = y0(G2)1By = 0.222 y kW = y1(@G})/ By = 0.625, los cuales se consideran como valores
mas all4 de large- B, (bLb).

Truncamos el OPE en D = 6, suponiendo que no se necesitan mds términos. Ademas, para
los términos D > 6 no conocemos los valores de las dimensiones anémalas. Usaremos para la
contribucién D = 0 una funcién de Adler extendida d(Qz) p=oque se basa en un Ansatz motiva-
do por renormalones para la transformada de Borel B[d](u) que incluye solo las dos primeros
renormalones infrarojos (IR) u = 2, 3, (lo que refleja la estructura OPE truncada con contribu-
ciones D =4, 6) y el primer Renormalén ultravioleta (UV), u= -1, [65].

La evaluacion de la parte perturbativa (D = 0) de las reglas de suma se basa en resumaciones
y truncaciones en potencias de a(= a/m). Estas resumaciones requieren la integracion de la
serie de perturbaciones en un contorno circular en el plano complejo Q? con radio |Q?| = o' max
(~ m?), que es el limite superior del bins de energia para ALEPH con mejor medicién (Gmax =
Om = 2.8 GeV?), donde o denota el cuadrado de la masa invariante del producto hadrénico en
las desintegraciones 7. Debido a las truncaciones, diferentes formas de evaluacién dan resulta-
dos diferentes; en nuestro estudio, nos enfocaremos en tres de ellos. El primero es Fixed-Order
(FO), donde el acoplamiento en la funcién de Adler es una expansion en Taylor alrededor del
punto espacial Q? = gax > 0. Para FO se realiza una serie en potencias y truncada (o ma) ™.
Otro método de evaluacion es Contour-Improved (CI), que evoluciona a(o,) a través de RGE a
lo largo del contorno Q? = o yaxe’®. Y por tiltimo, tenemos Pr incipal-Value (PV), donde la trans-
formacién inversa de Borel se aplica a la parte singular de la transformada de Borel de la funcién
de Adler B[d](u), y agrega un polinomio de correccién 6d (amei‘l’)g‘: 0 truncado en a(om)™v!,
donde el tltimo polinomio estd mayormente libre de los efectos de renormal6n; posteriormen-
te, tal expresion se usa en la integral de contorno de la regla de la suma.
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La extraccion de « s(m%) desde los datos para el decaimiento 7 se realizé en el pasado en
la literatura con los enfoques FO y CI, dando resultados diferentes. La tendencia muestra que
CI da valores maés altos de as(m?) que FO, incluso si los efectos de la violacién de la dualidad
se tienen en cuenta explicitamente con un modelo [43, 53, 66, 67] . La discrepancia entre CI
y FO se discuti6 en [68, 69] en la aproximacion large—fy (LB) y luego mas allad de LB (bLB) en
un modelo renormaldn. Los autores de [68, 69] argumentaron que el enfoque FO truncado en
la regla de la suma r; tiene en cuenta correctamente algunas cancelaciones de las principales
contribuciones de renormalén a la funciéon de Adler. Se presentaron argumentos tedricos para
estas cancelaciones en la aproximacion LB. Ademds, dicha cancelacion no tiene lugar en el en-
foque de CI truncado. Mas alld de LB (bLB), dichas cancelaciones se demostraron en un enfoque
con una transformada de Borel modificada en un esquema de renormalizacion especifico [70].
En nuestro trabajo anterior [58], presentamos argumentos de que dichas cancelaciones tienen
lugar en reglas de suma a nivel de (bLB) en cualquier esquema de renormalizacion cuando la
contribucién D = 0 a la regla de suma se escribe en términos de una serie de derivadas logarit-
micas de a(omax) (cf. Apéndice de [58]).

El objetivo principal de este trabajo es determinar el valor del acoplamiento ag(m?). En
nuestro enfoque con las reglas de suma de Borel-Laplace doble-pinch, extraemos para cada
indice de truncaciéon N; los valores correspondientes de a y de los tres condensados (0,), <@’é),
y (@g), en cada uno de los métodos (FO, PV y CI). El valor 6ptimo de cada truncacién Ny, en
cada método, se fija entonces requiriendo que las reglas de suma de momentos (doble pinch)
a®9 (o) y a®V (o) sean localmente insensibles a la variacién de N, alrededor del valor de N;.

Este trabajo puede considerarse como una continuacién y mejora de nuestro andlisis ante-
rior [58], donde ahora se usa la forma mejorada (2.3) delos términos OPE; ademds, la generacion
de los coeficientes de perturbacién de orden superior de la extension de la funcién de Adler por
renormalon se realiza ahora de una manera mas realista.

2.2. Marco Teorico General

La funcién de Adler 2(Q?) se define como una derivada logaritmica de la funcién de polari-
zacion de corrientes de quarks I1(Q?)

dri(Q?)
dlnQ?’

Consideraremos el canal total (V+A), es decir, H(Qz) serd la funcioén de polarizacion del canal
total (V+A)

2(Q%) = —27° (2.4)

Q% =P @* + 1 (@* + ¥ @?. (2.5)

En esta suma V+A (2.5), el término Hg)) (Q?) da una contribucién insignificante (a las reglas
de suma) porque Iml'[y) (—o+i€) x (mg—my)?. Ademds, tampoco incluiremos las correcciones
@’(mi’ DY ﬁ(mi’ 4) por ser numéricamente despreciables. Las funciones H(]i) (J=V,Ayi=0,1)
caracterizan el correlador de corriente de quarks

Iy (q) = i f d*x e T(T T, () ]y (01 = (guaqy — guv gLV (QH) + 4 g TV (Q), (2.6)



36 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

donde J, son las corrientes de los quarks up-down J, = @ty,d y iwy,ysd para J = V, A, res-
pectivamente Recordemos que g2 = —Q? es el cuadrado de la cantidad de momento transferido,
=(q°)* -

La expresion teorica generalmente utilizada de la funcién de polarizacion tiene la siguiente
forma OPE [71]:

2
M (Q%5 1) =——ln(g

(O2p)
) +I(Q%)p=0+ Y. —5— (1+0(a)). @2.7)

F=AGRL

Aqui, p? es la escala de renormalizacion, y (O2p) (= (O2p)v+a) son condensados (valores de
expectacion del vacio ) de dimension D = 2p (= 4), para todo el canal V+A. Este OPE suele uti-
lizarse en andlisis numéricos, cf. [58, 67, 72, 73, 74, 75, 76, 77]. La funcién de Adler correspon-
diente (2.4) es entonces

o Al (Q%) 2 2« P{O2p)
27 ImoZ - 0 =1+d(Q%)p=o+27 Z QD

Sin embargo, para D(= 2p) = 6, la expansiéon OPE (2.7) [« (2.8)] no es exactamente correc-
ta. Es decir, para cada dimension D = 2p existen en general varios operadores D-dimensionales

Dn(Q%) = (2.8)

( ) . . .
@’I]) que van acompanados de potencias a*> donde kg) =yW (@’g))/ﬁo . Aqui, yM (@’g)) es la

dimension anémala efectiva para el orden principal D-dimensional del operador oY ), y Bo es
el coeficiente de la funcién By a un loop del acoplamiento a(Q?). Esto significa que la forma
general de la contribucién D-dimensional al OPE de la funcién de Adler tiene la forma

Dinp-2p(Q*) = (QZ)pZ<O(])) a(@* (1+6(a) 2.9)

n* QZ),,Z<O‘”> a0 (1+6(ay), (2.10)

donde las correcciones relativas ¢ (a) normalmente se desprecian. Para D = 4 la situacién
es mas simple, ya que en el operador D = 4 predomina el condensado de gluones que tiene
dimensiones an6malas igual a cero, es decir, y(l) (O4) = 0. Para D = 6 tenemos nueve operado-
res, y aproximaremos la contribucién de D = 6 para los primeros cuatro operadores, que, entre
ellos, tienen aproximadamente solo dos dimensiones andmalas efectivas de orden principal,
Y631 By = 0.222 y YV (05)/ By = 0.625. El primer estudio se realizard con dimensiones ano-
malas enteras, es decir : k@ =y (G2)/6y=-1y k™ =y (G})/ By = 0, es decir, en la aproxima-
cién LB. Todo esto implica que la expansion OPE de la funcion de Adler, mejorada con respecto
ala expansion (1.8), y truncada en D = 6, tiene la siguiente forma aproximada:

,dTl(Q%)
dlIn Q?

( 4) 67

GEEMGEE 0@y @@ )*” + 0Ly (a(@*)*”

(2.11)
que tiene dos condensados diferentes en D = 6. Se puede comprobar que esta expansion
corresponde entonces a la siguiente expansion de la funcion de polarizacion:

PD(Q%) = -2 =1+dp-o(Q?) +4n*

( 4)
Q2)2 Q)3

0Py (@@ + 0Py @a@)*"| @.12)

1 2
Q% u*) = —gln(ﬁ )+HD 0(QH)+
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En las expresiones anteriores no se incluyeron las correcciones relativas de G(a).

Usaremos esta expansion OPE (2.11)-(2.12) en las reglas de suma. De acuerdo con los princi-
pios generales de la teoria cudntica de campos, la funcién de polarizacién considerada IT1(Q?; u?)
y su derivada logaritmica 2(Q?) son funciones holomérficas, es decir, analiticas en el plano
complejo Q?, con excepcién del eje real negativo (—oo, —m2). Entonces, si g(Q?) es una funcién
holomérficade QZ, entonces el Teorema de Cauchy se puede aplicar ala integral f d Q2 g(Qz)l'[(Q2 ; ,uz)
a lo largo de un camino cerrado en el plano complejo Q* que consiste, en un circulo de ra-
dio finito |Q?| = omax (= 01m) Y cuyos caminos de integracién van por encima y por debajo del
eje negativo, evitando asi encerrar los valores Q? < 0 donde el integrando no es holomérfica
(cf. Fig. 2.1).

S 2
P Tl Q —plane
/'/ \
/ \

/ \

i L +0.
S O i & ] '. m
K----- [ =N—— /N

N~ i

‘_\ GII] 1€ Cl i

\ i

| J
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Figura 2.1: El camino de integracién cerrada C; + C, para f szg(Qz)H(QZ). El radio del circulo C; es |Q2| = Omax
(=om) (= m?). En los sectores del camino C; tenemos € — +0.

Esto implica entonces

f dQ?g(QHIQH =0 2.13)
C1+Cy

Om

= | dag(—a)wexp(a):—in£02| dQ*g(Q*) [y (QY), (2.14)
=0Om

donde la integracién en el lado derecho de Eq. (2.14) es en sentido antihorario (Q? = o e'?,
-n<¢<m),yw(o)esproporcional a la funcién de discontinuidad (espectral) de la funcion de
polarizacién del canal (V+A)

w(0) =271 Im I1(Q? = —0 — i€) . (2.15)

La cantidad w(o) fue medida por ALEPH para decaimientos semihadrénicos para el leptén 7.
En Fig. 2.2 presentamos los datos de ALEPH.

La integracion por partes nos permite reemplazar la funcién de polarizacién teérica en la
regla de la suma (2.14) por la funcién de Adler (2.4)

Om 1 4 . .
dog(-0)wexp(0) = — | dep D (Ome?)Glome'?), (2.16)
0 -7

y la funcién holomorfa G, es la siguiente integral de g:

Qz ! !
G(Q%) = dQ?g(Q?), (2.17)

—Om
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Figura 2.2: La funcién espectral w(o) para el canal (V+A), medida por ALEPH Collaboration [41, 42, 43, 44]. La
contribucién extremadamente estrecha del pico del pién 27 f26 (0 — m2) (f = 0.1305 GeV) debe agregarse a este.
Los dos tltimos bins tienen grandes incertidumbres, por lo que los excluimos y esto significa que oy, = 2.80 GeV?
en las reglas de suma.

Las funciones de polarizacion de corriente del vector y del vector axial H(]k) (Q?) yla funcién
de Adler @(Qz) son cantidades que son funciones holomorficas (analiticas) de Q2 en el plano
complejo Q? con la excepcién del semieje negativo, es decir, son cantidades tipo espacio. Por
otro lado, la funcién espectral (2.15) y las reglas de suma (2.16) son observables temporales,
siendo funciones de la energia al cuadrado o > 0 (= —Q?) 0 O, = Omay > 0. Existen varias otras
cantidades temporales que tienen la forma de integrales de 2(Q?) y son de interés fenomenol6-
gicas [78], tales como: (a) e™ e~ relacion de produccion de hadrones R(s) [79, 80] (con cualquier
s> 0); (b) la contribucién de la polarizacion del vacio hadrénico de orden principal al momento
magnético anomalo del muén (g, —2) [81, 82], donde los momentos cuadréticos dominantes en
el tiempo son muy bajos, s ~ m;, (~ 0.01 GeV?) [83, 84].

2.3. Extension Renormalon ala Funcion de Adler

Aqui presentamos la construccién de una extensién Renormalén de la funcion de Adler, si-
guiendo el enfoque de [65] (ver también [58]).! La expansién de la contribucién del orden prin-
cipal (D = 0) de la funcién de Adler en potencias de a = a/7 tiene? la forma

d(Q*) p=o = dpa(xQ?) + d; (k) axkQ*)? + ...+ d,(x) axk Q)" + ..., (do=1), (2.18)

los valores exactos de los primeros cuatro coeficientes de expansion (dy = 1;dy;d»; ds) se
conocen [51, 52, 53]. Esta serie puede reorganizarse en términos de derivadas logaritmicas d;+1
usando la siguiente relacion

(-=D" (
n'Bf \dInQ"

1Una revisién extensa de los temas sobre renormalones, incluyendo muchas referencias, se da en [85]. Desde
entonces, han aparecido varios otros trabajos sobre renormalones, entre ellos [70, 86, 87, 88, 89].

2Denotamos k = u?/Q? (0 < k ~ 1), es decir, x es el pardmetro adimensional para la escala de renormalizacién

12

n
an+1(Q )= ) a(Q %) (n=0,1,2,...). (2.19)
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Aqui By es el primer coeficiente en la funcion beta de la ecuacion del grupo de renormaliza-
cién (RGE)

da(Q?)
dlIn Q?

—Boa(Q?®? - pr1a(Q?)® - Bra(Q?* - ... (2.20a)

—Boa(Q*? 1+ c1a(Q?) + c2a(Q®)*+...], (2.20b)

= B(a(Q%)

donde By y B son universales, es decir, independientes del esquema de renormalizacién,
Po=(11-2N¢/3)/4 (=9/4 para Ny =3) y f1 = (1/16)(102 —38N/3), mientras que (; para j =2
tienen valores especificos dependientes del esquema. Tomamos el nimero efectivo de quarks
como Ny =3.

Para poder relacionar la funcién de Adler (2.18) con las derivadas logaritmicas (2.19), debe-
mos escribir la funcién beta (2.20) como dp, es decir, a modo de ejemplo, tenemos que

da(Q?) _
——=—[0pa 2.21
dIn Q2 Bod (2.21)
o que es lo mismo que
d=d’+ca’+ca*+ca’+.... (2.22)

Por lo tanto, podemos relacionar esta correspondencia solo si tenemos derivadas del aco-
plamiento a(Q?) o de D(Q?), por consiguiente, en principio este método no podria ser usado
para CI. Podemos relacionar a” «— @, como

@n(Q%) = a(Q?)"+ Y km(n) a(Q)™™. (2.23)
m=1

Por ejemplo, tenemos a; = a, y

a = a2+cla3+02a4+63a5+..., (2.24a)
ag = a3+gcla4+(3(:2+gc{‘) a+..., (2.24b)
as, = a*+ 13—301 a+..., (2.24¢)
ds = a+..., etc, (2.24d)

omitimos la dependencia de Q? por simplicidad [a" = a(Q?)", a@, = d,(Q?)]. La inversi6n
paso a paso de estas relaciones hace posible expresar potencias separadas en términos de deri-
vadas logaritmicas

a(QH" = a@n(QY) + Y. km(n) Gnem(Q?). (2.25)
m=1

Ademas tenemos
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a = das+..., (2.26a)
4 - 13 _

a = a4—?cla5+..., (2.26b)
3 . 5 _ 28 ,)\ -

a’ = a3—501a4+ —3cz+?cl as+..., (2.26¢)
a- = ay—cas+ _CZ+ECI as+|—cza +§clc2—§cl as+..., (2.26d)

etc. Cuando estas expresiones para cada una de las potencias a’ se sustituyen en la expan-
sién de potencias Eq. (2.18) de d(Q?)p-o, la expansion reorganizada en derivadas logaritmicas
(expansion de perturbacion logaritmica - 'Ipt’) es

Dipe(Q%) = doa(Q*) + dy @2 (Q*) + dr@i3(Q*) + ... + dplin+1 (Q°) + ... (2.27)
Los nuevos coeficientes Jn son combinaciones especificas de d,,, dj—1,..., dy
d, = Z ksin+1-s)d,—s (n=1,2,...;ky(m)=0), (2.28)
s=0

y los coeficientes ks(n+1-s) son los que aparecen en las relaciones (2.25). La forma maés
explicita de Egs. (2.28) es

dy = dy, di=di, dr=dy—cd, (2.29a)
5 5
d3 = dg - 501 d, + (—Cz + EC%) di, (2.29b)

28 ,
-3¢+ ?cl

13 22 28
dy, = d4—?cld3+ d2+(—C3+§01€2—?C:13)d1, (2.29¢)

77
ds = ds—-——cids+
5 5 12‘14

791 7 123 1631
—6cp + g(/‘%) dg + (—563 +—0C1C2 — —C:l'))) dg

4 36
119 949 1631
+|=cs+ —c1e3+ 605 — —c?¢ +—c4)d, 2.29d
(41213 27 g Gt e h ( )
etc. Las relaciones inversas son
n-1 _
dn=) ksn+1-98)dp_s (n=1,2,...;ko(m)=0), (2.30)
§=0

los coeficientes k(7 +1—s) son los que aparecen en las relaciones (2.23). Para las relaciones
de recurrencia que nos permiten obtener los coeficientes k;,(n) y km(n) en cualquier orden
en cualquier esquema de renormalizacion, tomamos la convencion ¢o = 1,y ¢; = B;/fo (j =
1), cf. Egs. (2.20b). Recordamos que los coeficientes c¢; (j = 2) caracterizan aqui el esquema de
renormalizacién (la convencion de escala de momento se fija a lo largo de este trabajo usando
la escala habitual MS, [90]). Las relaciones de recurrencia para k,(n+ 1) en términos de ks(n)
son

km@ = ¢n (m=0,...,N-2), (2.31a)
1 m

knp(n+l) = ;Z(n+s)cm_sks(n) (m=0,....N-n—-1;n=2,...,N—1), (2.31b)
s=0

(2.31¢)
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el indice N significa que las relaciones de recurrencia (2.23) y (2.25) se consideran truncadas
en ~ a y en ~ @y, respectivamente.

Una vez conocidos los coeficientes k;(j), las relaciones de recursién para ky,+1(n) en térmi-
nos de k,(r) (p < m) son

k) = 1 n=2,....N), (2.32a)
- m+1 _
kmii(m) = =Y ki) kpe1—s(n+s)  (m=0,....N—-n—-1;n=2,...,N—1). (2.32b)
s=1
(2.32¢)

Recapitulando, si conocemos los coeficientes 7, se pueden encontrar las relaciones entre
las derivadas logaritmicas @, y las potencias a* (k = n+ 1), y tienen la siguiente forma

an1(QY = a@®™'+ Y kn(n+1) a(@Q?)™i*m, (2.33a)
m=1

a@A"™! = @ (QA+ Y km(n+1) Gns1em(@Q ). (2.33b)
m=1

Ademads, los coeficientes de la expansién correspondientes d, y dj estan relacionados de
manera analoga

n

_1~ _
dp(K)+ ) ks(n+1-3)d,_s(x) (do=dp=1), (2.34a)
=1

(:ivn (x)

~ 1 ~
dn(®)+ ) ks(n+1-9)dy—sx) (n=0,1,2,...). (2.34b)

s=1

S @

dn(x)

Aqui, los coeficientes ks(n+1—3s) y ks(n+1-s) son expresiones especificas de los coeficientes
de la funcion . Por ejemplo, los primeros coeficientes k; tienen la siguiente forma:

5
ki2) = ca, k@)= 501, k2(2) = ¢z, (2.35a)
13 3,
ki4) = ?6‘1, kx(3) =3¢+ ECI’ k3(2) = c3, (2.35b)

etc., donde ¢; = /o, y los coeficientes ; aparecen en RGE (2.20). Estos coeficientes son
independientes del parametro de escala de renormalizacién «.

Los coeficientes de expansion d,, y los nuevos coeficientes de expansion dy, nos permiten
construir las transformadas de Borel B[d](u) y Bld](u)

. _ d (x) dy(x) ,
Bldl(u;x) = dy+ 115, U+...+ n!ﬁg u+..., > (2.36a)
AW dp ()
Bldl(u;x) = dy+ 116g Uu+...+ i u+.... (2.36b)

La transformada B[d](u) es la transformada de Borel de una cantidad auxiliar a la funcién
de Adler d(Q?;x)
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d(Q%x) = akQ®) + di(K)axk Q> +...d,K)a®QH)™  + ... (2.37)

Esta cantidad tiene una dependencia del pardmetro de renormalizacién k, en contraste con
la funcion de Adler Eq. (2.18). Solo en la aproximacion de a un loop de la cantidad auxiliar
d(Q%x) y la funcion de Adler d(Q?) p—o coinciden (entonces: @1 = a™*!, d, = d,).

Primero discutimos la estructura de la singularidad de la transformada de Borel B[d](u) en
u > 0 (renormalones IR). Es decir, la estructura debe ser de tal forma que la ambigiiedad re-
normalon, que aparece tras la integracion en la transformada inversa de Borel, tenga la misma
dependencia Q? que los términos OPE correspondientes (de dimensién D > 0). 3 Si el renorma-
16n IR tiene un término con un polo (punto de bifurcacién) en u = p > 0 de la forma

1

Bld)(w)© = (2.38)

() ’
(p- u)*p +pcrl Bo

entonces la ambigiiedad renormalén correspondiente tiene la siguiente dependencia Q?:

5d(QY) ~ —Im f T Juex (— “ ) ! (2.39a)
Bo +ie P Boa(Q?) (p- u)K;j)wcl/ﬁo '
1 o k)
~ WQ(Q )2r [1+0(a)]. (2.39b)

Esta es la misma dependencia de Q? para la funcién de Adler que posee una contribucién
dimensional D =2p (2.10) en OPE, entonces identificamos

. . (1)(O(j))
p:D/Z, kg)zl—K;)]):Yﬁ—D_
0

Esto significa que las expresiones del renormalén IR (2.38) en la transformada de Borel B[d](u)
dela parte D = 0 en la funcién de Adler, d (QZ) p=o [cf. Eq. (2.11)] refleja uno por uno los términos
OPE de la funcion de Adler (D =2p > 0) Eq. (2.10). También observamos que el término adicio-
nal pci/fo (= pB1/B5) en el indice del renormalén IR en la Ec. (2.38) es un reflejo de los efectos
RGE de a(Q?) ma4s all4 del tinico loop (es decir, mas alld de Bj).*

(2.40)

Ahora pasamos a los términos de renormalén IR correspondientes en la transformada de
Borel B[a?](u) de la cantidad auxiliar d| (QZ;K). Sefialamos que la transformada B[cﬂ (1) contie-
ne toda la informacién sobre los coeficientes de la funcién de Adler d,, (y por lo tanto d,). No
obstante, a diferencia de B[d](u), tiene la dependencia de escala de renormalizaciéon de tipo un
loop

d
dlnx

dn(K) = nPody—1(x) = Bld](u;x) =x"“Bld](u). (2.41)

Esto sugiere que la estructura de renormal6n de B[d](u) no tiene efectos explicitos prove-
nientes de RGE del acoplamiento mads alla de un loop, es decir, no hay términos « f; en el

3Entonces es posible argumentar que la ambigiiedad de renormalén del término D = 0 (obtenido por la trans-
formada inversa de Borel) puede ser cancelada por la contribucién correspondiente de D > 0 en el OPE.

“4El razonamiento anterior se refiere a los términos OPE Eq. (2.10) que tienen el condensados {Ozp) de origen
no quiral, es decir, no relacionados con la generacién de masas distintas de cero. En ese contexto, notamos que
d(Q?) p—g es una cantidad puramente sin masa.
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indice de potencia de las singularidades cuando se compara con los términos de renormalén IR
correspondientes Eqg. (2.38)

Bldl(w)© = ;m (2.42)

(p—w"r
El comportamiento sugerido Eq. (2.42) resulta ser correcto, como se muestra numericamen-
te en Ref. [65] para varios casos de K;,]) de valor entero y no entero. Especificamente, siguiendo
el enfoque numérico de [65], se deduce de (2.42) que los coeficientes de la expansion corres-
pondientes d,,, y luego d,, a través de las relaciones (2.34b), y el comportamiento numérico de

los coeficientes d,, obtenidos para 7 alto, nos da la siguiente transformada de Borel B[d](u):

ndR
Bldl(w) = im = (2.43a)
(p—w'r
dIR (b(2p)+c€(2.p))
Bldl(w) = bl i —————— L p-w+
(p—w P ol U Boacd + pey/By—1)
(b(ZP) b(zp)cg(-zp) (g(ZP))
(p—w?+- } (2.43b)

ﬁO(KU) +pcr/Po— 1)(K(]) +palfo—2)

donde los coeficientes b;z’) ) son los que aparecen en la expresién de la potencia 1/(Q%)? en
términos de a(Q?) (= ag)

1 p ) —pci/Bo 2p) @p) 3
=const x exp|———— 1+b, " aqg+b, +6’(a ). (2.44)
@7 p( foaa) |
Sus expresiones explicitas son
b? = P2y, (2.45a)
Bo
ep _ lep P (3
b, = 3 (bl ) T (¢; —2c1c2+ ¢3). (2.45Db)

Los coeficientes Cg ) en expansion (2.43b) reflejan ciertas combinaciones de los coeficien-
tes de Wilson para loop superiores y los efectos subprincipales de la dimensién an6mala del
operador 0, (] ) [65]. Ademas, la relacién dIR /dR. de residuos en Egs. (2.43) también tienen cier-
tos valores numerlcos En la Tabla 2.1 presentamos los valores de estas cantidades, para el es-
quema MS; los términos de nuestro interés, es decir, p=2y ks =0 (ko =1);yp=3y kéz) =0,222
«P =0,778) y k") = 0,625 (x{" = 0.375).5

Incluimos en la Tabla 2.1 también el caso del primer renormalén UV. El comportamiento
para el renormalén UV es muy similar al caso de IR, excepto que ahora tenemos —p < 0 en lugar
de p. Especificamente, para el renormal6n principal UV, en u = —p = —1, y tomaremos la apro-
ximacion x_; = 2, que es el indice dominante de la aproximacion large-fy (LB) [85, 91, 92]. Para

5Como argumentaremos mds adelante, cerca de la ubicacién del renormalén principal IR p = 2, es razonable
incluir una singularidad sub-principal ~ In(1 — ©/2) en B[d] (), que corresponde en la transformada de Borel de la
funcién de Adler a la singularidad sub-principal B[d](u) ~ 1/(2 — u)>/Po, cf. [65]. Incluimos este caso en la Tabla
2.1, usando las notaciones de [65].
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Cuadro 2.1: Los valores extraidos numéricamente de los coeficientes ‘61(1]).) y Cézu;), y las propor-
ciones d;f’k/ciﬁ,k, paraX=IRcon p=2,3 (D =2p),yX=UVy -p =-1 (D =-2p) en el esquema

de renormalizacién MS a 5 loop. En la notacién, +p significa que se toma +p para casos IRy —p
para casos UV. Los casos X =IRcon p=2y X = UV con —p = —1 son los que se dan en la Tabla
11 de Ref. [65]. El caso p =2y j = 0 es el caso con B[d](u) = JIJIRO( 1 In(1— u/2), cf. [65].

tipo (X) +p j Kif;, ‘ d;(y ! ﬁ;}(y v ‘ ‘61(5.) ‘62(5.)
X=IR p=2 j=1 1 |(+1.7995+£0.0001) | (-0.03+0.02) (+1.7+0.3)
X=IR p=2 j=0 0 | (+1.155+0.005) | (+7.7+0.4)

X=IR p=3 j=2 0778 | (+6.078+0.031) | (+1.55+0.27) (+3.1+1.7)
X=IR p=3 j=1 0375| (+2.177+£0.039) | (+3.20+1.00) (+29.6+6.2)

X=UV -p=-1 j=2 2 | (+1.056+0.014) | (-10.1+2.1) (-83.%8)

los renormalones UV, tenemos relaciones andlogas a las Ecs. (2.43), y por conveniencia presen-
tamos estas relaciones en el Apéndice 4.1.

En el Apéndice 4.2 también presentamos, para completar, los resultados analogos para los
casos subprincipales, es decir, cuando el indice de potencia KE_L];? se reduce en una o dos unida-
des; esos resultados son necesarios cuando cambiamos el pardmetro de escala de renormaliza-

cibnk=p?/Q*dex=1lax #1.

Con base en estas consideraciones, hacemos para B[J] (u) (con k¥ = 1) en el esquema MS el
ansatz que refleja las correspondientes singularidades discutidas en u = 2,3 (renormalones IR,
p=2,3)yen u= -1 (renormalones UV, —p = —-1)

dA'IR dTR

~ u 3,2 3,1
) +a(—1)ln(1 - 5)] + G ® + G- + 0+ 02

(2.46)

Para los términos de renormalén u = 3 tenemos indices de potencia no enteros kD =1-
Y0P 1By = 1 k¥, donde k? = 0.778 y k™ = 0.375, cf. también la discusién después de
Egs . (2.3) y (2.11).% Para simplificar, en estos indices omitimos el subindice p = 3, cf. también
Egs. (2.3) y (2.11)-(2.12) donde omitimos el subindice D = 2p =6 en kg). Ademss, el valor del
parametro @, en el esquemam es a = —0.255 [65]. Es decir, el valor de a estd determinado por
el conocimiento del coeficiente subprincipal c(D 3, que es una combinacion de la dimensién
an6mala de orden principal y sub-principal del operador D = 4 (glu6n) y del correspondiente
coeficiente de Wilson [85, 93]. Los otros cinco pardmetros, es decir, el parametro de escala K y

los cuatro residuos (cgf‘l, %Rz, @Rl, 5UV) estdn determinados por el conocimiento de los primeros

UV
dlz

Bld](u) = exp (I?u)ﬂ{chl

cinco coeficientes dn, es decir, por el conocimiento de d,, (n=0,1,2,3,4), cf. Egs. (2.18), (2.34),
(2.36). Mientras que para n < 3 los valores de los coeficientes d,, de la funcion de Adler son exac-
tamente conocidos [51, 52, 53], el valor del coeficiente d, no es (todavia) conocido con exactitud.

6En [58, 59] usamos en el ansatz para Bld](u) del renormalén u = 3 expresa los indices de potencia k® =2y
xM =1, que corresponde a la aproximacién LB.
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Cuadro 2.2: Los valores de los parametros K y delos residuos para cif( i (X=IR,UV) de la expresion

(2.46), para esquema MS a cinco -Loop, cuando el valor del coeficiente d4 se toma como el valor
central y los valores limites de la estimacion Eq. (2.47).

~

da K dy; s, ds} )y
275. | 0.131144 1.09671 1.03356 -0.992974 -0.0120413
275.-63. | -0.409096 2.59142 249249  -3.05914 -0.0115282
275.+63. | 0.525533 0.98966 -1.04184 0.420453 -0.0117992

Existen varias estimaciones del valor de d4. El método de carga efectiva (ECH) [94] da una
estimacion dy = 275 [53, 95]. Una estimacion basada en las aproximaciones de Padé da un valor
similar d4 = 277 + 51 [96]; se obtiene otra estimacion similar d, = 283 mediante la extrapolacién
del comportamiento de la serie aproximadamente geométrica de FO de r}D =0 [= q®D (m?) p=ol
[68]. Por otro lado, en [65] se usé un ansatz simple para B[d](u) en el esquema de renormali-
zacion MiniMOM (relacionado con Lattice), dando la estimacién de d, que , transformado al
esquema MS, dio d, =~ 338. Usaremos,’ como hicimos en [59, 98], para el valor central de dy la

estimacion ECH dy = 275, e incluir la estimacion d, = 338 para variacién méxima

dys=275+63 (2.47)

El procedimiento descrito da, a un valor de d,, varias soluciones para los valores de los pa-
rametros K y los cuatro residuos mencionados. Sin embargo, estas soluciones, con una excep-
cion, tienen valores absolutos grandes, y los valores de los residuos p =3 ((ig{z, dg{l) son grandes
y con signos opuestos, lo que indica efectos espurios de fuertes cancelaciones. Una solucion,
sin embargo, tiene valores absolutos claramente més pequefos de los pardmetros, y en la Ta-
bla 2.2 presentamos los valores resultantes de esta solucion, para tres valores del parametro d,

(dy =275.,275.-63., 275. 4+ 63.).

Ademds, en la Tabla 2.3 presentamos los coeficientes de expansién correspondientes d,, y d,
para estos tres casos, para n < 10.

En la expresion (2.46) para B[d](u), podemos expandir el factor exponencial total exp(Ku)
en potencias de (p — u) (p = 2,3) para los términos IR, y potencias de (1 + u) para el término UV.
Como se explico anteriormente en esta seccion, cada término (singular) de la expresion obteni-
dapara B [67] (u) conduce a una serie correspondiente de términos singulares en la transformada
de Borel B[d](u) [cf. Ecs. (2.43) y (4.1)]. Por lo tanto, la expresion (2.46) de Bld](u) conduce ala

siguiente expansion (renormalén) de la transformada de Borel B[d](u) (para x = 1; dy = 275,
N f = 3)2

“Un método basado en una reorganizacién especifica de la serie de perturbaciones [97], que es una expansién
doble en las potencias de la anomalia conforme (a)/ay de a, puede dar otra estimacion interesante para dj.
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Cuadro 2.3: Los coeficientes Jn y d, (en el esquema MS y con k = 1) para los tres casos de d4
Eq. (2.47), para n < 10.

nl dy=275.:d, d, | d;=212.:d, d,| d,=338.:d, d,
0 1 1 1 1 1 1
1 1.63982 1.63982 1.63982 1.63982 1.63982 1.63982
2 3.45578 6.37101 3.45578 6.37101 3.45578 6.37101
3 26.3849 49.0757 26.3849 49.0757 26.3849 49.0757
4 -25.4180 275. -88.4180 212. 37.5820 338.
5 1859.36 3206.48 2471.54 3099.99 1718.45 3784.23
6 -19035.2 16901.6 -31100.9 8666.78 -10053. 29341.8
7 421210. 358634. 628468. 375914. 319293. 458189.
8 | —7.80444 x 108 621177. | —1.22286 x 107 —1.07315x10% | =5.11629 x 10  3.09086 x 106
9| 1.82502x108  7.52194x107 | 2.82236x108  9.29524x 107 | 1.27983x 108 8.66934 x 107
10 | —4.43137x10° -5.21168x10% | —6.94764 x10° —1.15783x 10 | —2.99926 x 10 1.43836 x 10°

1

—B[d](u)—— do+lfi—ﬁou+ +nv—/30”+
_ {% [1-0.499518 (2 — u) — 1.36093 (2 — w)* + O (2 - w)*)] }
J% [1-0.039861 (3 —u) —0.415167 (3 — w)* + G ((3— w)*)]
(-3.203771)

+ 5z |1 +0418500 3= 1) +0(3 - )] }

{ (—0.0111528)

(1+ 1)%8/81 [1+20.7769 (1 + 1) +103.042 (1 + )2 + G((1 + 1)*)] ]r
u

(2.48)

Andlogamente se obtienen las expresiones para los casos dy = 275 —-63 y dy = 275 + 63. Ade-
mads, cuando el pardmetro de escala de renormalizaciéon x se cambiadex =1ax #1 (x =2/3;
Kk = 2), entonces la expresién B[d](u; k) se obtiene multiplicando por el factor exponencial sim-
ple exp(ulnx), cf. Eq. (2.41), y la expansion correspondiente para B[d](u; k) se obtiene de forma
andloga a B[d](u) en la Ec. (2.48).

Uno puede preguntarse por qué nuestro enfoque se basa en un ansatz para la transformada
de Borel B[d] de la cantidad auxiliar d(Q?) Eq. (2.37) y no en un ansatz de la transformada de
Borel B[d] de la funcién de Adler d(Q?)p—o en si misma Eq. (2.18), como se explica en Ref. [65].
El conocimiento de B [cﬂ tiene la ventaja de obtener la funcion caracteristica F;(¢) de la funcién
de Adler, donde aparece como la funcién resumada para la funcién de Adler

2 *dt 2
d(Q) p=0;res = TFd(t)a(tQ ). (2.49)
0
Es decir, si la transformada de Borel B[J] (u) cumple ciertas condiciones d‘i convergencia,
entonces la funcién caracteristica F,;(t) es la transformada inversa Mellin de B[d](u)

upg+ioo

Fy(t) = — du Bld](u) t*,

271 Jug—ioco

(2.50)

donde uy es cualquier valor real entre las singularidades de B[c?] (u) mas cercanas al origen,
es decir, —1 < 1y < +2. Podemos tomar uy = +1, y el cambio de variable u— z,donde u=1-iz,
transforma esta integral en una integral a lo largo del eje real



2.4. REGLA DE SUMA BOREL-LAPLACE Y MOMENTOS A(Q?)@®N 47

¢ +00 _ .
Fy() = — dzBldl(u=1-iz) e 01, (2.51)
27 J-o
Entonces en el caso de la expresion (2.46) para B[d](u), la férmula anterior se puede aplicar
sin modificaciones a todos los términos no logaritmicos, cf. Apéndice 4.3. Para el término loga-
ritmico (x a@ln(1-u/2)), las condiciones de convergencia no se cumplen y se necesita una resta
[65]. Finalmente, la formula resumada tiene la forma

1

d(Q%) p=oyres = f %Gd(tm(te"?@zn f %Gg(r)[a(te"?Qz)—a(e"?Qz), (2.52)
0 0

donde la funcidn caracteristica Gg(t) de la parte logaritmica es [65]

& _ g 7
G, (1) = _“d2,1m- (2.53)

La funcién caracteristica G4(¢) para los términos B[k] (1) cR=T exp(Ku)/(3—u)® se daen el
Apéndice 4.3, Eq. (4.8). Combinando el resultado (4.8) con los resultados de las funciones carac-
teristicas de los términos de potencia simple 1/(2—u) y 1/(1+ u)? dados en Ref. [65], obtenemos
la expresiéon completa para la funcién caracteristica G4(¢) que aparece en (2.52) y correspon-
diente a la transformada de Borel considerada B[d](u) Eq. (2.46)

Ga() = GYwea-n+Gwmeu-, (2.54a)
GOt = m|dyP+dyy c —+dyy e |, (2.54b)
’ “Tx®) (n(1/ )"~ " T W) (n(1/0)' "
In ¢
P = ndly—. (2.540)

t

Sin embargo, esta resumacion tiene un serio obstidculo para el acoplamiento perturbativo
a(le), Las singularidades de Landau de este acoplamiento estdn en 0 < le <1 GeV2. Para
valores positivos suficientemente bajos de ¢, la integracion (2.52) golpea estas singularidades y
hace que la evaluacion alli sea imposible o, al menos, ambigua. Debido a este problema, aqui no
usaremos la resumacion (2.52) en el andlisis numérico de las reglas de suma. La aplicacion de tal
enfoque de resumacion parece ser 6ptima en las formulaciones de QCD donde el acoplamiento
a(le) [— of (le)] estd libre de estas singularidades de Landau, es decir, cuando es una funciéon
holomorfa en el plano complejo Q2 excepto en el eje negativo.

2.4. Regla de Suma Borel-Laplace y Momentos a(Q?)®"

Después de haber encontrado los coeficientes d(Q?) p—o, podemos calcular las Reglas de Su-
ma, es decir, evaluar la funcién de peso g(Q?)[cf. Eq. (2.16)]. Este trabajo estd enfocado en la
Regla Borel-Laplace doble-pinch B(M?) donde M? es un pardametro complejo con dimensiones
de energia al cuadrado®

242 2
gr(Q) =1+ = Lexp & = (2.55)
Om) M? M?

8doble-pinch significa que la funcién de peso g(Q?) tiene un cero-doble en el punto Minkowskiano, Q? = —op,.
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1+Q_2) —2—(1+Q—2)

M2\?
Om Om Om )

QZ M\ Om
exp(W)—Z(a) exp(—W) (2.56)

G2 (Q%) = {

Om

La regla de suma en general, Eq. (2.16), tiene en la parte izquierda los valores experimenta-
les, y en la parte derecha los valores teéricos. Si usamos la funcién de peso para Borel-Laplace
Eq. (2.55), la parte izquierda puede ser escrita como

1 [Om o \? o
Bexp (M ;0m) = f do gyp (- U)wexp(a) MZ f do |1-—| exp (_W) wexp(a); (2.57)
y la parte derecha

Bth(Mz; Om) = % _:T CM) GMz (Omeid)) Dth (Umei(p)
2

1222} (22 -ewi-52)

m
% _:T d¢{ (1 + e"‘/’)2 —20%2 (1 + eid’) +2 (Uﬁz)z

m

+

+  Bqn(M%0m)p=4g + Bn(M%0m) p=s,

donde tenemos que

Biy(M%0m) p=4 =

2 2
2" On) <O4>( M ) 2.59)

WAy 1+2—|,

Om

y evaluamos la contribucién D = 6 usando el acoplamiento a(ome’?) de acuerdo con RGE a
un loop a lo largo del contorno, es decir, usamos (2.3)

1 6n
B (M?;0'm) p= 6—_—f d¢

xe—if‘“/’{ (1 + ei‘/’) LM (1+™)+2 (%2)2

om Tm Om M?
@ el
oo a(om) )k oW ( a(om) )
<1 >(1+il30</)d(0m) (067 1+ ifodpalom) (2.60)

En nuestra aplicacion de estas reglas de suma de Borel-Laplace doble-pinch, usaremos solo
la parte real de Borel-Laplace, ReB(M?;0,). En tal caso la contribucién del condensado D = 4
domina sobre la contribucién del condensado D = 6 cuando M? varia a lo largo del rayo M? =
|M?|exp(in/6),y D = 6 domina sobre D = 4 cuando M? = |M?|exp(in/4). Por otra parte, cuando
¥ =0 (M? = |M?)), se obtiene una mezcla de ambos condensados, es decir, (Gg) + (G,). Ademds,
no incluimos D = 8 en este trabajo, ya que no conocemos las dimensiones anémalas.

En general, los valores bajos de | M 2| tienden a minimizar los efectos de violacién de duali-
dad, lo que hace que las contribuciones de los condensados sean mds altos [67]. Ademads, pa-
ra valores mas grandes de |M?| conducen a grandes incertidumbres experimentales, porque,
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wexp (0) tiene mayores incertidumbres para valores grandes de o. Consideraremos un rango ra-
zonable,

0.9 GeV? < |[M?| < 1.5 GeV? (2.61)

Usaremos las reglas de suma de Borel-Laplace anteriores para extraer los valores del acopla-
miento y de los condensados.

Posteriormente, evaluaremos ademads dos Reglas de suma de energia finita (FESR) especifi-
cas, los momentos de doble-pinch a'®™ (¢y,) (con n = 0,1). Los momentos a'>™ (o,,) tienen las
siguientes funciones de peso g»™(Q?) (n=0,1,...) :

emenz (B3] 1 Q_Z) L (Qz)
g7m(QY) = nellon 1+0m kzb(k+l)( 1) o
2\ n+l 2\ nt+2
_ [n+3 1 1—(n+2) @ +(n+1) & >  (2.62a)
n+1 Om | Om Om
2 [ 2 n+1 2 n+3
G(Z.n)(QZ) n+3 Q_ 1-— _Q_ + 1= —Q— . (2.62b)
n+1 Om | Om Om

Cuando aplicamos estas funciones de peso a las reglas de suma (2.16), y restamos la unidad,
obtenemos los momentos FESR a*"

Om

ag) O m) = fo do g% (=) Wexp(0) — 1, (2.63a)
1

ay (o) = ol d(,bG(Z")(U e'?) | Dy (o me'®) —1]. (2.63b)

Como en el caso de las reglas de suma de Borel-Laplace, Eq. (2.60), se tomara el acoplamien-
to a(ome'®?) en las contribuciones D = 6 de acuerdo con RGE a un loop a lo largo del contorno.
Observamos que a®! (o = m?) corresponde a QCD canénico (sin el quark extrafio y sin masa)
del decaimiento r;.

2.5. Métodos de evaluacioén para la contribucién D =0

2.5.1. Contour-Improved

El método Contour-Improved (CI) es representado por la integracion directa en el plano
complejo de Q?, cuyo radio de integracién es Q? = omaxe’? en el integrando de la parte dere-
cha de la ecuacion (2.16). La funcion de Adler tiene la forma de una serie truncada en potencias
de a(xQ*)V!

i dQ? LD g i) IN] i}
—-d G =— @ d¢d ! G ), 2.64
( 2n fQ2| —om Q° @)0-06(Q )) 27 J—x PAOme D =gy GlOme™) (264
Esta expresion tiene una dependencia en la escala de renormalizacion k debido a la trunca-
cién, (d/dInx)d(Q?; K)[N 1~ aNi*1 donde la expansién de la serie truncada es
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d(@me )N = a(Q?) + di (1 akQ*)? + dr(K)a(k Q?)® + ... + i, (1) a(k QMM (2.65)

Esta serie aparece en las ecuaciones (2.58) y (2.63b); se escribe como una serie de Taylor
truncada en potencias de a(xo,) hasta (incluido) a(kom)N.

2.5.2. Fixed-Order

La aproximacion Fixed-Order (FO) es la aplicacion de la expansion Taylor a la parte D=0 de
la funcién de Adler

. o d 1, d \*
d(ome'?)p=g = d(Um)D=0+l¢md(Q2)D=O|Q2=0m+"'+E(Z(P)k(d I Qz) d(Qz)D=0|Q2:am+"-’
(2.66)
Si usamos la ecuacion (2.18)
d(Q*) p=o = dpa®Q?) + dy(x) akQ*>)* +...+d,(x) ax Q> +...,  (dy=1), (2.67)

podemos insertar esta expresiéon con Q? = o ,,e'? en la expansién (2.66) y en la parte derecha
de la regla de suma (2.16), con Q? = ,,e'? (-~ < ¢ < m) obtenemos la expresién

; 402 (FO,IN{])
(__?g —d(Q*)p=0)G(Q?) = roa(Ko ) + 11 () ako )’ + ...+ Ty, K alko )™,
21 JiQ?1=0,n Q
(2.68)
donde los coeficientes r,(x) estan dados por
n-1
Fn=Tn+ Y k(n+1-8)F,_sx) (n=0,1,2,..), (2.69)
s=1
y la expansion para los coeficientes 7, (k) es:
=~ L n n-1 I
T(K) = Z o Hn-1lom) dix), (2.70)
izo\n—1
do(x) =1 y los coeficientes £7,_;(0 ;) son representadas por las siguientes integrales:
L r7 ok i¢
Kiom)=—[ do(=id)"Glone™) 2.71)
27 J_gn

La dependencia en ¢ en la expansion de los coeficientes d, (¢;x) estd en la siguiente combi-
nacién de los coeficientes d;, (k)

dn(p5) =Y (Z)(—iCPﬁo)k -k (K) (do(x) =1) (2.72)
k=0

Estos coeficientes, son los que aparecen en la ecuacion (2.28)-(2.29)
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2.5.3. Principal-Value

Princial Value (PV) usa la expansion (2.48) de la transformada de Borel B[d](u) alrededor
de las singularidades de renormalén. La expansion se trunca como se indica en la Ec. (2.48), es
decir, los términos indicados alli como ’'O(...)’ no estan incluidos, y esto nos da la parte singular
Bld](u)sing. La expresion d(ome'?) p—o se escribe como Principal Value (PV) de la transformada

inversa de Borel
—— | Bld +8d(ome ).
Boalome l¢)] 1(@)sing (ome™)p.

. (va[Nt])
(d(ame“P)D:O) ,6 5 (f f )duexp
0 ; 3
(2. 73)

Los caminos de integracion ¢+ comienzan en u = 0 y van por encima y por debajo del eje

real positivo en el plano u complejo hacia Re(u) — +oc0.? La expresion 6 d(ame“”) LN ’] o €s un poli-
nomio de la forma
ddome' N = Bd)paome’?) +...+ Bd) N1 (alome )M, (2.74)

que representa los términos de correccién necesarios para que la expansion de la expre-
sién (2.73), al expandirse en potencias de a(ome'?), reproduzca los términos d,a(ome'?)*! a
a(ome'?)Nt, donde d,, son los coeficientes de la funcién de Adler predicho por el modelo renor-
malén explicado en Sec. 2.3. El polinomio de correccién es necesario porque la expresiéon para
B[d](u)sing tiene su propia truncacién como se explicé anteriormente. Si bien este polinomio
de correccion 6 d(Qz) D=0 trae la dependencia de evaluacion descrita por el indice de truncacién
N;, se espera que esta dependencia de N; (N; = 5) serd significativamente mds débil que en el
enfoque FO. Esto porque la transformada de Borel en la ecuacién (2.73) les quita a los coeficien-
tes (6d); en los polinomios del renormalén. Esto se confirmard en nuestro andlisis numérico.

90tros detalles de los caminos €. son irrelevantes debido al teorema de Cauchy.
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Resultados

Procedemos ahora al ajuste de las reglas de suma. Las reglas de suma de Borel-Laplace se
utilizan primero para ajustarse a los datos ALEPH correspondientes, a fin de obtener, para cada
método (FO, PV y CI) y cada indice de truncacién Ny, un conjunto de valores 6ptimos de a;
y de los tres condensados (O,), (Oéz)) y (Og)>. Posteriormente, se evaltian los FESR a?? (o)
y a®V(o,) para cada método, donde el indice preferido N, se elige de tal manera que tenga
estabilidad local, es decir, evaluamos la diferencia |a®™ (N;) — a®™ (N, —1)| con N; = 4,5, ... cre-
ciendo, y miramos para que N; este valor es minimo. También estimamos las incertidumbres
tedricas de los valores extraidos para los parametros (a 3,(6’3))) provenientes de las incertidum-
bres tedricas del coeficiente d4, aqui usamos dy = 275 + 63. Otras incertidumbres proveninetes
de las incertidumbres del parametro de la escala de renormalizacion «, del indice de truncacién
N; y también las incertidumbres provenientes de los datos experimentales w(o).

En nuestro ajuste de las reglas de suma (2.16), aplicamos las partes reales de la regla de suma
de Borel Laplace doble-pinch Ecs. (2.56) y (2.58)- (2.60)

Re Bexp (M?;0'1m) = ReBih (M?;0). 3.1)

En la parte tedrica incluimos, ademas del aporte D = 0, también las contribuciones D = 4,6
(2.58). Una de las ventajas de usar estas reglas de suma, es que ahora tenemos un parametro
complejo continuo adicional M? = |M?|exp(i¥). Los pardmetros M? se toman con el argumen-
to Arg(M?) = ¥ alo largo de tres rayos diferentes en el primer cuadrante: ¥ = 0, 7/6, /4. Mien-
tras que las longitudes de los rayos se toman en el rango 0.9 GeV? < |M?| < 1.5 GeV2. En evalua-
ciones practicas minimizamos los ajustes con la siguiente suma de cuadrados de las diferencias
de las cantidades (3.1):

2
ReBn (M2;0m) — ReBexp (M2;0m)

3.2
6p(M2) (5.2

n

=2

a=1

Aqui, M2 se tom6 como un conjunto de puntos a lo largo de los tres rayos mencionados

anteriormente. A lo largo de cada uno de los tres rayos, tomamos 11 puntos equidistantes que

cubren todo el rayo. Esto significa que la suma (3.2) contiene en la practica 33 términos. Ade-

mads, en la suma (3.2), las cantidades 6 5 (Mi) son las desviaciones estdndar experimentales de
ReBexp (Mé;am)-

Para obtener la incertidumbre de los valores para los parametros extraidos ( a; y de los tres

condensados {O,), (Oéz)) y (Oél))) vamos a proceder de la siguiente manera. Para varios valores
de Mé, las cantidades ReBeXp(MCZK; om) estan correlacionadas entre si de manera complicada.

52
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Primero explicamos c6mo se obtiene la matriz de covarianza de las reglas de suma de Borel-
Laplace ReB (M?). Los elementos de la matriz de covarianza Uj; j=Uloj,0;) para las funciones
espectrales experimentales w(o) son los siguientes valores esperados:

Uij=U(0;,0)) = (Aw(o)Aw(o))) 3.3)

donde

Aw(o;) =w(oi) —(w(o})). (3.4)

Aqui (w(0)) = wexp(0;) es el valor promedio experimental (central) para las mediciones de
w(o;) en el i-ésimo o-bin, es decir, el bin cuya longitud es (Ao); y su punto central es g;.

La matriz de covarianza Up para las reglas de suma Borel-Laplace, ReB(M?) se obtiene desde
la evaluacion del valor experimental de Re B(M 2) como una suma sobre todos los bins [cf. Eq. (2.16)]

N
ReB(M*) =Y (A0);f(oj; MM)w(o ) (3.5)
j=1
donde [cf. Eq. (2.55)]
g gj\* 1 0
fl0;M*) = Re gye(~0j) = Re1-— Wexp(—m). (3.6)

La matriz de covarianza de la regla de suma Borel, (Up(¥))qp = UB(Mi,Mé), donde M? es

una secuencia de n(= 33) valores complejos de M? que aparecen en la suma Eq. (3.2), la pode-
mos expresar en términos de la matriz de covarianza-bin U, Eq. (3.3), de la siguiente manera:

(Up)ap = Up(Mg, Mg) = (AReB(M;)AReB(Mp)) (3.72)
N N

= ) Y (A0 (A0 f(o; M) f(or; Mp)Ujx, (3.7b)
j=lk=1

donde N =77 (ntimero bins) y usamos la notacién

AReB(M?) = ReB(M?) — (ReB(M?)). (3.8)

Aqui, (ReB(M?2)) es el valor experimental central de la parte real de la regla de suma Borel-
Laplace en una escala M? = Mﬁ, (e =1,...,n), es decir, es la expresion (3.5) calculada con los va-
lores espectrales experimentales centrales (w (0 j)) = wexp (0 ). Laraiz cuadrada de los elementos
diagonales de la matriz anterior

)1/2’

8p(M2) = (Ug(M3, M3) (3.9)

que también aparecen en la suma y? de Eq. (3.2), da la desviacién estdndar experimental
para la regla de la suma de Borel ReB(M?) en una escala dada M>.

Una vez que tenemos la matriz de covarianza n x n Ug (n = 33 en nuestro caso) de los valores
de ReBeXp(Mi) , Eq. (3.7), y observando que los valores teéricos correspondientes ReBy, (M>)
que aparecen en la suma y? de Eq. (3.2) dependen de varios pardmetros p ja extraer,! podemos

Ip1 = alom) = as(om)/m, p2 =(O04), p3 = (03", pa = (OF).
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proceder directamente de acuerdo con el formalismo presentado en el Apéndice de Ref. [74],
que da el siguiente resultado cuando las notaciones se ajustan a nuestro caso considerado:

2. 2 2
~ . OReBy,(M?2; 5) OReBn (Mg; p) Ug(Mj, M?)
Gpidpy = A AT TP 310
opx Opc  Up(MZ, MZ)Up(M3, M2)
donde p = (p1, p2, p3, pa), y la matrix A, 4 x 4 is
- ORe B, (My; p) ORe By, (My; ) 1 3.11)
T opy ops  Up(M2,M2) '

Los indices que aparecen repetidamente se suman. La incertidumbre experimental de a(o ),

da(om) es \/(Op10p1); 6(04) es /(O p20p2); etc. Con esto concluimos la explicacion de las in-
certidumbres experimentales.

En los resultados para el enfoque CI de las reglas de suma, este mantiene sin cambios sus co-
eficientes d,, de la serie perturbativa de la funcién de Adler. Es cierto que transforma las poten-
cias a(Qz) " de la funcién de Adler en diferentes funciones a través de la integracién de contorno
con funciones de peso especifico, pero este cambio en general no tiene en cuenta las cance-
laciones renormalén de las reglas de suma que tampoco se reflejan en los coeficientes d, de
la expansion de la serie CI. Los coeficientes d;, reflejan la estructura renormalén de la funcién
de Adler d(Q?)p-o, pero no de las reglas de suma (la parte D = 0 de ellas). Creemos que estos
aspectos son la razén principal por la cual los valores extraidos de a del enfoque CI difiere sig-
nificativamente de los métodos FO y PV (mientras que los dos tltimos métodos dan resultados
mutuamente similares).

Por otro lado, la expansion FO de las reglas de suma de Borel-Laplace solo tiene suprimida
los renormalones UV por una potencia, en comparacion con la funcién de Adler ng) D=0; pe-
ro los renormalones IR no se suprimen. Por lo tanto, uno podria esperar que en el Fit Global,
FO con las reglas de suma nos den resultados mads inestables y un valor menos confiable de los
valores extraidos para ;. Sin embargo, la inclusién de las contribuciones del condensado (con
D = 4,6) en el andlisis se encarga del hecho de que las contribuciones de la funcién de Adler
al renormalén IR no se suprimen en FO. Nuestro andlisis con Borel-Laplace se realiz6 con las
contribuciones de condensado (D = 4, 6) incluidas. Por lo tanto, podemos argumentar que el Fit
Global de FO y con las reglas de suma de Borel-Laplace nos brinda una extracciéon confiable de
los valores de a; y de los condensados. También se espera que para PV, las reglas de suma de
Borel-Laplace y los condensados brinden resultados confiables, porque en la estructura renor-
maloén de la funciéon de Adler se tiene en cuenta correctamente en una forma aislada y resumada
(0d), como se ve en eq. (2.73) (la parte B[d] (40)sing)-

Sin embargo, se espera que el Fit Global de CI con las reglas de suma de Borel-Laplace pre-
sente problemas nuevamente, porque el enfoque de CI truncado no suprime las principales
contribuciones renormalon UV y estropea de manera significativa la relacion entre los efectos
renormalon IR (en el D = 0 parte de Borel Laplace) y las contribuciones de condensado. En este
contexto, recordamos que el CI truncado no es una serie perturbativa en potencias, ni represen-
ta un resumacion de la cantidad evaluada (porque se trunca).?

2Argumentos algo relacionados para la preferencia del método FO por sobre el CI, en FESRs para decaimiento
semihadrénico de 7, fueron presentados en las Refs. [68, 69, 70, 101].
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Por las razones explicadas anteriormente, consideramos correcto incluir solo los resultados
de FO y PV como los resultados finales a nuestro trabajo, y no incluir los valores de los a extrai-
dos de las evaluaciones CI; aunque de igual manera se presentaran a modo de ejemplo.

La expresion teérica ReBy,(M2;0y,) ahora depende de cuatro pardmetros diferentes: a y
(Oy), (Oé2)> y (Og)). La minimizaciéon de )(2 de la eq. (3.2) se realiza en el sentido global, es de-
cir, simultdneamente con respecto a estos cuatro parametros, resultando en una calidad de los
ajustes muy buena, y> ~ 1073, cf. Fig. 3.1.
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Figura 3.1: Los valores ajustados de ReB(M?;0y,) para ¥ = n/4 y n/6. La estrecha banda gris
representa las predicciones experimentales. La linea discontinua roja dentro de la banda es el
resultado del ajuste global de FO con indice de truncacién N; = 8. Se obtiene una curva similar-
mente bien para el rayo ¥ = 0.

3.1.

Resultados para Dimensiones An6émalas en large- (3,

En la aproximacion formal para large- fy, tenemos las dimensiones anémalas

K(Z) — ,y(l) (@éZ))/,BO =_1 K(l) — Y(l) (@él))/ﬁo =0

para la parte D = 0 de la funcién de Adler en B[J] (u), en eq. (2.46) los indices de la potencia
k=1-xY =2,1paray? yyW respectivamente.

(3.12)

Los valores extraidos para a, con incertidumbres de varias fuentes proporcionadas por se-
parado, son

(FO)

as(m?) = 0.3228+0.0024(exp) ;o 9020 (1) 700893 (dy) 9981 () (3.13a)
= 0.3228"00135 ~ 03230014 (3.13b)
as(mHTY = 0.3269+0.0024(exp) 100002 K) 200198 (da) F0 0005 (N2 F0.006s (amb)  (3.13¢)
= 0.326970 0506 ~ 0.32710:050 (3.13d)
as(m?) = 0.3488 +0.0025(exp) T30 () + 0.0000(ds) ;332 (Ny) (3.13e)
= 0.3488700037 ~ 0.34970004. (3.13f)

Se extrajeron los valores centrales para el indice de truncacion N; = 8,8,4 para los métodos
FO, PV y CI, respectivamente, cf. Cuadro 3.1 3. Estos valores de N; se obtuvieron buscando la

3En las Tablas IVy V de Ref. [58], los valores de los condensados (Op) se escribieron en unidades 1073 GeVP.
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Cuadro 3.1: Los resultados para a(m?) y los tres condensados (del canal V+A completo) obte-
nidos por la regla de la suma de Borel-Laplace. Se incluyen los nimeros de truncaciéon 6ptimos
(N,) y los valores de la calidad y? [cf. ec. (3.2)]. Tenga en cuenta que (Og)) se da en unidades de

10~* GeV® porque en general es mas pequefio que (Oé”} en un orden de magnitud.

método as(m?)  (04) 107% Gevh) (O) 107° GeV®) (O%) 107 GeV®) | N, | X2
FO | 0.322870-0:3° -5.3733 28703 +7.1733 | 8] 13x107®
CI | 0.348870:0143 -3.6%12 -3.2%21 +5.802%1 | 4]05x1073
PV | 0.3269700287 —4.6%23 -6.7735, +8.973%4 | 8]3.1x107®

estabilidad local de los FESR resultantes a®/) (o) ( j =0,1) bajo variaciéon de N; (ver también
Figs. 3.2). En los resultados (3.13), el simbolo ’(x)’ representa la variaciéon cuando el parame-
tro de escala de renormalizacién x (= p?/Q?) es variado desde x = 1 hasta kpax = 2 y hasta
Kmin = 2/3, respectivamente. Por ejemplo, en las conversiones, para el caso FO tenemos que la
variacion de a es de —0.0026 cuando « crece a 2, y es +0.0070 cuando cae a x = 2/3. En el sim-
bolo ’'(INy)’ estala variacion maxima cuando el nimero de truncacién varia alrededor de su valor
central N;: en los casos de FO, y PV, la variacion fue en el intervalo N; = 8f§, 8f§, respectivamen-
te; en el caso de CI, N; = 4ff, es decir, N; = 2 no se considero, por ser una truncacion extrema).
Para el simbolo ’(d,)’ estd la variacién cuando el coeficiente d, varia segin Eq. (2.47) [cf. tam-
bién cuadro 2.2]. Para el simbolo ’(exp)’, las variaciones son estimaciones (aproximadas) de las
incertidumbres experimentales. En el método PV, existe una (cuarta) fuente adicional de incer-
tidumbre teérica’(amb)’, que es una estimacion de la incertidumbre debida a la ambigiiedad de
integracion de Borel para la funcién de Adler [58] por los renormalones IR.

En los resultados Egs. (3.13) y Cuadro 3.1, las incertidumbres totales se obtuvieron sumando
las diversas incertidumbres en cuadratura. Vemos de Egs. (3.13) que las fuentes principales de
incertidumbres son tedricas, especialmente ‘(dy)’ y ' (x)’.

En las Figs. 3.2(a)-(b) presentamos los momentos FESR doble-pinch a®9 (o) y a®V (o),
Ec. (2.63), en cada indice de truncaciéon Ny, para los métodos de evaluacién (FO y PV). Para ca-
da N;y cada método, usamos los valores correspondientes de los parametros ag, (Oy), (Og)) y
(Oéz)) obtenidos a partir de los ajustes de Borel-Laplace doble-pinch. De estas Figuras podemos
deducir que los valores (relativamente) mds estables bajo la variacién de N; son N; = 8,4,8 para
FO, CI, PV, respectivamente. Por esta razon, elegimos estos valores de N; como los valores cen-
trales para los respectivos métodos en Egs. (3.13). Podemos ver que, en general, y para un rango
razonablemente amplio de N;, los valores pronosticados resultantes de a®? (o) y a®V (o)
son bien compatibles con los resultados experimentales.

Uno puede preguntarse cémo se comportan los momentos a>? () y a®! (o1,) bajo la
variacion de N; cuando los parametros a;, (Oy), (Oé”) y (Oéz)) no varian, sino que se mantie-
nen fijos. En ese caso, solo la contribucién D = 0 varia con N;, mientras que las contribuciones
D = 4,6 se vuelven independientes de N;. En las Figs. 3.3(a)-(b) presentamos estos resultados,
usando para «a; el valor central de cada método, es decir, los valores centrales correspondientes

4Si reducimos k a kin = 1/2, la variacién de los resultados aumentaria debido a la proximidad de las singulari-
dades del acoplamiento pQCD a(0.50 ,e'?) en tal caso (0.50, = 1.4 GeV? es bastante bajo; el polo y enrramamiento
de Landau est4 en alrededor de 0.4 GeV?), yla dependencia en « se convertiria (artificialmente) en la incertidumbre
dominante.
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en el Cuadro 3.1.
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Figura 3.2: Para LB, el momento a?%(o,,) () y a®Y () (b), en funcion del indice de truncacién N, en los
enfoques FO y PV. En cada Ny, se utilizaron los valores correspondientes de los pardmetros as y (Op) obtenidos
del ajuste de Borel-Laplace. La banda azul claro representa los valores experimentales (basados en los datos de
ALEPH).
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Figura 3.3: Para LB, el momento a®% (o) p=9 (@) y a®V (0m)p=0 (b), en funcién del indice de truncacién Ny,
en los enfoques FO y PV. Para todos los Ny, el valor correspondiente del pardmetro as se mantuvo fijo para cada
método. La banda azul experimental es muy estrecha a esta escala.

Podemos ver que, en contraste con los resultados de las Figs. 3.2(a)-(b), ahora las predic-
ciones son mucho mas inestables bajo la variacion del indice de truncacién N;, indicando la
importancia de la inclusion de las contribuciones de OPE D =4y D = 6 en el andlisis de ajuste
de Borel-Laplace (en cada N;).

Al final de esta Seccién, deseamos abordar la siguiente pregunta. En el esquema MS consi-
derado, conocemos la funcién B (2.20) solo hasta el nivel de cinco loop (es decir, hasta el coefi-
ciente 4 [100]), pero no obstante usamos en los enfoques FO y PV el indice de truncacion rela-
tivamente alto N; = 8. En principio, debido a las conexiones (2.34), los coeficientes de la funcion
de Adler d,, generados a partir de los coeficientes de perturbacioén d,_; de B[d](u) involucran
los coeficientes ks(n+1-3s) (s =1,...,n—1) que a su vez son funciones de §; (j =1,...,n—1).
Es decir, dg implica B5 y d; (en a’¥* = a®) implica los coeficientes 5 y Bg que aqui se toman co-
mo cero. Tal efecto de truncacién de la funcion , es decir, establecer 5 = B = 0, en principio
cambia los coeficientes d,, (n = 6) deducidos de la transformada de Borel B[J] (u) Eq. (2.46) del
modelo renormaldn. En [65], estos efectos fueron investigados en el caso del llamado esquema
Lambert MiniMOM (LMM), y alli se demostré que la truncacion del esquema LMM en el nivel de
cuatro loop (f; = 0 for j = 4) da resultados numéricamente muy similares para los pardmetros

relevantes €?

kY proporciones de residuos dif ol dif 0 que lleva a expresiones similares para
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la transformada de Borel B[d](u) de la funcion de Adler en los dos casos y, por lo tanto, a valores
similares de d,, (n = 5).% Por estas razones, creemos que los valores de los coeficientes d;, en el
modelo renormal6n no se ven afectados significativamente por la configuracion f5 = g = 0.

3.1.1. Resultado Final y Conclusién

Al aplicar reglas de suma de Borel-Laplace de doble-pinch para los casos large-f (LB) a los
datos de decaimiento semihadrénicos 7 para el canal V+A de ALEPH, usamos para la contri-
bucién de D = 0 la extension renormal6n de funcién de Adler [65] para los términos de orden
superior. Se aplicaron los métodos (FO, CI, PV). El indice de truncacién 6ptimo N; (de la con-
tribucion de D = 0 Adler) en las reglas de suma de Borel-Laplace se fij6 de tal manera que los
momentos FESR predichos a®? y a®!) mostré estabilidad local bajo la variacién de N;.

Los métodos de evaluacion de las reglas de suma, FO y PV, conducen a series truncadas® que
tienen suprimida la contribucion del renormalén principal de la funcién de Adler: el método CI
en las reglas de suma no tiene esta propiedad.’

Los tres métodos diferentes (FO, CI, PV) dan los principales resultados presentados, para ca-
da método, en Egs. (3.13) y Cuadro 3.1. Por los motivos argumentados anteriormente, excluimos
los métodos CI de nuestro promedio, asi el promedio aritmético de los dos métodos (FO y PV)
da

as(m?) = 0324870057  (FO+PV) (3.14a)
= as(M2) 0.1193+0.0016 (3.14b)

Siusamos, en lugar de la estimacion (2.47) para d, la estimacion mas alta dy = 338.19+63.19,
entonces la repeticion del anadlisis descrito da, en lugar del resultado (3.14), valores algo mas
bajos a;(m?) = 0.3198*00130 vy as(M2) = 0.118775:0015. Notamos que el ltimo resultado es sig-
nificativamente mads alto que el resultado correspondiente cuando se usa el OPE mds ingenuo
(2.8) (truncado en D = 2k = 8) para la funcién de Adler [58] (y ds = 338.19 + 63.19): as(m?) =
0.3116 +£0.0073 [aS(M%) = 0.1176 £ 0.0010]. Los valores del acoplamiento extraido aumentan
significativamente cuando usamos la forma mejorada (2.11) de OPE (correspondientemente
truncada en D = 2k = 6), en lugar de la forma tradicionalmente utilizada (truncado) en OPE
(2.8): §as(m?) =~ +0.008. Ademds, los valores aumentan atin mas (pero algo menos) cuando dis-
minuimos la estimacion dy = 338.19 +£63.19 a dy = 275. +63.19 [Eq. (2.47)]: 5ocs(m$) ~ +0.004.

Dado que nuestros resultados tienen un indice de truncacién relativamente alto N; = 8 (don-
de a™ es la potencia donde se realiza la truncacién) para los enfoques FO y PV, uno puede
preguntarse cuanto dependen los resultados obtenidos del modelo renormalén. En FO tene-
mos la independencia de la extension renormalén para N; = 5 [el coeficiente d4 se toma de
acuerdo con la Eq. (2.47)], y esto también es cierto en gran medida para la aproximacion PV

SPara detalles, las notaciones y los resultados, nos referimos a [65], y en particular a las Tablas I y II alli (casos
LMM y TLMM). Para la definicién de la funcién LMM g (de tipo Padé), nos referimos a la Eq. (8) de [99].

8En el caso PV, la serie truncada se refiere a la serie §d (omei‘p)[[])\’:tl) en Eq. (2.73) que esté libre de las principales
singularidades de renormalén, da las integrales de contorno correspondientes (reglas de suma) también libres de
singularidades de renormalones principales.

“Estos argumentos, presentados de manera muy general en [58] (especialmente el Apandice A), también son
compatibles con argumentos algo relacionados presentados en [68, 69, 70]. Se propuso e investigd una construc-
cién de transformadas de Borel de reglas de suma de CI en [101] (cf. también [102]).
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. Como puede verse en los resultados (3.13a) y (3.13c¢), los valores extraidos del acoplamiento
cambian muy poco si se toma N; = 5 en lugar de N; = 8: el valor central el valor de as(mi)
cambia de 0,3228 20,3171 en el caso FO, yde 0,3269 a 0,3263 en el caso PV; el valor central pro-
medio a:s(mi) = 0.3248 Eq. (3.14) cambia a as(mf) =0.3219 cuando N; =5 en los tres métodos
ly as(Mé) cambia de 0.1193 a 0.1189].

3.2. Resultados para Dimensiones An6malas mas alla de large-
Po

En la aproximacion formal para mas alld de large- fy, tenemos las dimensiones an6malas

@ =yV(@2)1By = 0.625 xW =yW@1M)1 By =0.222 (3.15)

para la parte D = 0 de la funciéon de Adler en B[J] (u), en eq. (2.46) los indices de la potencia
k=1-x1=0.375,0.778 para y" (@’éz))/ﬁo yyW (@él)) / By respectivamente.

Los principales resultados de este andlisis se presentan en el cuadro 3.2, también presenta-
mos los valores del condensado efectivo D = 6

(0¥ = (0Pya(o )™ + (OP)alom) (k2 =0.222, k1 = 0.625), (3.16)

que aparece en el OPE (2.11) de la funcién Adler en Q? = o, (= 2.8 GeV?). En este conden-
sado, como se puede ver en el Cuadro 3.2, produce una cancelacion significativa entre las dos
contribuciones. A modo de comparacién, también presentamos en el Cuadro los valores obteni-
dos por CI. Sin embargo, los valores de CI extraidos no se utilizan en nuestros resultados finales
porque las series de CI no son series en potencias de a(o,) ni en derivadas logaritmicas a; (o),
y no reflejan la estructura renormalén de la funcién de Adler y de las reglas de suma.

Las incertidumbres en el Cuadro 3.2 provienen de fuentes tedricas y experimentales. Los
valores finales extraidos de a(m?), para cada método y con incertidumbres separadas, son

as(m?)FO = 0.3177 £0.0023(exp) ;9998 (1) ; 9-9982 (7,) +0-0033 () (3.17a)
= 03177709071 ~ 0.318*0008 (N, =8%3), (3.17b)
as(m2)® = 0.3195+0.0023(exp) "po0as (K) 00000 (dg) 109091 (N7) F0.0003(amb) (3.17¢)
= 0.3195700055 =~ 0.320709%, (N, =5+2), (3.17d)
as(m?) = 0.3432+0.0027(exp) T30 (1) ;0053 (N;) (3.17€)
= 0.3432700161 ~ 034370016 (N, =472, (3.17f)

Como se mencion6 anteriormente, los valores de CI se dan aqui solo para comparar. Los
valores anteriores de a(/m?) se extrajeron para los métodos FO, PVy CI con los indices de trun-
caciéon N; = 8,5,4, respectivamente. Las incertidumbre en eq.(3.17) fueron explicadas en detalle
en el caso LB después de ecuacion (3.13).

Ademds, las incertidumbres totales en las Ecs. (3.17) y la Tabla 3.2 se obtuvieron sumando
todas estas incertidumbres separadas en cuadratura. Es evidente a partir de las Ecs. (3.17) que
las incertidumbres tedricas son significativamente mayores que las experimentales, y que la in-
certidumbre '(d4)’ suele ser la dominante.
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Cuadro 3.2: Los valores extraidos de as(m?2) y los condensados [del canal completo (V+A)] obte-
nidos mediante la regla de suma de Borel-Laplace descrita. Se incluyen los nimeros de trunca-
cién 6ptimos (N,) y los valores de y? [cf. el texto yla ecuacién (3.2)]. Tenga en cuenta que (Oéefﬁ)

se da en unidades de 10~ GeV® porque en general es mds pequefio que (Oéj )> (j=1,2)enun
orden de magnitud.

método ay(m?) (0g) 1073 Gev?) (O) 1072 Gev®) (0) (1072 Gev®) (OL™) 1073 GeV®) | N, | 1
0.0073 4.0 2.0 0.3 0.9 -3

FO | 0.3177+.9073 -3.8+49 -3.6*20 +1.9103 +2.4709 | 83.1x10
PV | 0.3195%00053 —2.7+0.9 -2.3%94 +1.3%0° +2.4%3 | 5]20x1073
0.0161 1.0 1.0 1.5 0.3 -4

CI | 0.3432+00161 -2.6419 ~2.2+10 +1.1+13 +0.8703 | 4] 0.2x10

Como se mencion6 anteriormente, los indices de truncacién 6ptimos para N; en cada méto-
do de evaluacion, estan determinados por la estabilidad local de los FESR a®9 (o) y a®V (o)
bajo la variacién de® N,. Presentamos en las Figs. 3.4(a)-(b) los valores de los momentos FESR
teoricos a®? (o) y a®V (om), Eq. (2.63b), para cada indice de truncacién N;, para los dos mé-
todos de evaluacion (FO, PV).
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Figura 3.4: Para bLB, los valores tedricos resultantes de los momentos a?? (o) (a) y a®V (o) (b), como funcién
del indice de truncacién Ny, en los métodos (FO, PV). Los valores experimentales, basados en datos ALEPH, estdn
representados por la banda gris claro.

También incluimos la banda de los valores experimentales correspondientes (2.63a) basa-
dos en los datos de ALEPH. Podemos ver en estas Figuras que la estabilidad local se alcanza en
N; = 8,5 para los métodos FO, PV, respectivamente.

Los resultados para los momentos a®™ (o ,,) presentados en las Figs. 3.4, fueron evaluados
con a;y (Op). Estos ultimos valores se obtuvieron mediante el ajuste de las reglas de suma de
Borel-Laplace a los valores experimentales para cada N; por separado, como consecuencia, los
valores resultantes de a®™ (o ,,) también estén dentro de la banda experimental y, por lo tanto,
relativamente estables bajo la variacién de N;. Esta expectativa es confirmada por los resulta-
dos en las Figs. 3.4. Ademads cuando los valores de a; no varian, y tampoco los valores de los
condensados, solo la parte D = 0 de los momentos, a®"™ (om) D=0, NO varia con N, por lo tanto
presentamos en las Figs. 3.5(a)-(b) para valores fijos de a, es decir, el valor central del método
correspondiente (cf. Table 3.2).

8Recordemos que cada método de evaluaciéon implica una truncacién en el indice N;, y que el ajuste descrito de
laregla de la suma de Borel-Laplace nos da para cada método en cada N; un conjunto separado de valores 6ptimos
de a;(m?), (04), (OP), y (O{).
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Figura 3.5: Para bLB, los valores del momento a>? (o1,)p=o (a), y > (0m)p=o (b), en funcién del indice de
truncacién Ny, para los dos métodos considerados FO y PV, utilizando para el acoplamiento un valor fijo, a(m?) =
0.3177,0.3195, respectivamente [cf. Egs. (3.17)]. La banda gris claro (azul) representa los resultados experimentales
para estos momentos.

Como podemos ver de la comparacion de las Fig. 3.4 con Fig. 3.5, las predicciones para los
momentos a®™ (o) en FO son mucho mads estables bajo la variacién de N, cuando se inclu-
yen las contribuciones OPE D = 4,6 y los valores de a; y de los condensados. En el método PV
(resumacion de Borel), la mejora en la estabilidad también es significativa, pero no tan drastica.
Es decir, las variaciones §a®" (o) bajo la variacién de N, son ~ 107° en las Figs. 3.4(a)-(b) y
~10%en las Figs. 3.5 (cuando N; = 4) para el método PV.

Para ver més claramente como los valores de los pardmetros, extraidos de las reglas de suma
de Borel-Laplace, dependen de N; en los tres métodos, en la Fig. 3.6 presentamos los valores
extraidos de a3(m?), y en las Figs 3.7(a)-(b) con los valores extraidos de los condensados (V+A)
(O4)y (Og’fﬂ), en funciéon de Ny, para los tres métodos considerados.
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Figura 3.6: Los valores de a S(m%) extraidos de la regla de suma de Borel-Laplace, en funcion del
indice de truncacién Ny, para cada uno de los métodos (FO y PV). La banda gris claro (azul)
representa la banda de los valores promedio finales a;(m?2) = 0.3186709052, Eq. (3.18a) en la
siguiente Seccion.

Como podemos ver en todas estas Figuras 3.4-3.7, en la préctica, el método PV, Eq. (2.73) pa-
rece ser mejor que FO. Una explicacion de esto es que la mayor parte de los efectos renormalon
estan incluidos en la integral de Borel (PV de la transformada inversa de Borel) en la Ec. (2.73),
mientras que la dependencia N; solo se siente en la serie de perturbaciones de correccién trun-
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Figura 3.7: Los valores de los condensados del canal (V+A) (Oy) (a), y (Oéeff)> (b), extraidos de
la suma de Borel-Laplace regla, en funcién del indice de truncacién N;, para cada uno de los
métodos (FO y PV).

Cuadro 3.3: Los valores de los coeficientes de los pardmetros d, y (6d),, para el caso central
donde dy =275 (yx =1) ylas razones (6d),/ d,.

n: 3 4 5 6 7 8 9 10

dn: | 49.0757 275 3206.48 16901.6  358634. 621177. 7.52194x 107 -5.21168 x 10°
(6d)p: | 22.0585 14.1972 255.489 -661.352  11178.3  -97789.3  1.1759x10° —1.34274 x 10’
(0d),ldy, | 0.44948 0.0516262 0.0796792 -0.0391296 0.031169 -0.157426 0.0156329 0.0257641

cadaéd (amei"’)%vztg) Eq. (2.74) que estd en gran parte libre de los efectos renormalén. En el Cua-
dro 3.3 presentamos los valores de los coeficientes (0 d),, de esta serie frente a los coeficientes d,
de la funcién de Adler (D = 0) generada por la funcién renormalén explicada en Sec. 2.3. En este
cuadro (3.3) podemos ver que al aumentar n, el crecimiento de d,, estd practicamente ausente

en los coeficientes (0d),,/d, es chico y, en general, disminuye cuando 7 crece.

3.2.1. Resultado Final y Conclusion

En este trabajo, mejoramos nuestros trabajos anteriores [58, 59] a la aplicacion de las reglas
de suma Borel-Laplace de doble-pinch a los datos de decaimiento 7 semihadrénico para el ca-
nal (V+A) de ALEPH. En [58] aplicamos el OPE simple (2.11) hasta D = 8, mientras que en [59]
aplicamos OPE de la forma (2.11) paralos indices de potencia de la contribucién D = 6: k® = -1
y kM = 0 que corresponde a la aproximacién large-fy, y no incluimos términos con D > 6. En
ambos trabajos [58, 59], la parte D = 0 de la funcién de Adler se construy6 de acuerdo con el su-
puesto large— B en el sector de renormalén de IR u = 3. En el presente trabajo, usamos para los
indices k') (j = 1,2) de la contribucién D = 6 OPE (2.11) los valores k® (= ¥V (0)/ ) = 0.222
y kO (= y®(0{")/ o) = 0,625, segtin se obtiene en el clculo de las dimensiones anémalas efec-
tivas de orden principal yV (Oéf )) de la dimensién D = 6 operadores Oé] ) en la funcién de Adler
para el canal (V+A) [60]. Otros indices k' (j = 3) se ignoran aqui. Ademds, se sabe que la dimen-
si6én anémala efectiva de orden principal del operador D = 4 (glu6n-gluén) es cero, ' (04) = 0
[85]. La contribuciéon D = 0 para la funcién de Adler, d (Qz) D=0, S€ construy6 ahora en corres-
pondencia con estos valores de yV (Og)) (D = 6), es decir, de tal manera que permita cancelar
las ambigiiedades de renormalén (IR) en u = 3 para la parte D = 0 de la funcién de Adler con los
términos OPE correspondientes D = 6. En la practica esto significa que la transformada de Borel

B[J] (u) de la funcion auxiliar J(Qz) tiene términos ~ 1/(3 — u)K(j) donde k) =1 - kW (j=1,2).
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En nuestro andlisis, aplicamos dos métodos de evaluacion de la parte D = 0 a las reglas de
suma: Teoria de perturbacién de orden fijo (a) en potencias a(o,)" (FO); y (b) Borel Resumado,
es decir, transformada inversa de Borel con la prescripcién del valor principal (PV), cf. Eq. (2.73).
Los métodos (FO y PV) implican una truncacién en la potencia a(om)'. El indice de truncacién
N; se fij6 de manera similar a nuestros trabajos anteriores [58, 59], es decir, considerando los va-
lores resultantes de los FESR a®? (g ,,) y a®V (01,) en cada N, para cada método, y eligiendo el
valor de N; donde estos dos momentos FESR se vuelven localmente independientes de la varia-
cién de N;. En particular, el método PV dio como resultado una dependencia muy pequeiia de
la variacion de N; (para N; = 4).

Los resultados principales, para cada método (FO y PV) se presentaron en las Ecs. (3.17) yen
el Cuadro 3.2. El promedio aritmético de los resultados de estos dos métodos da

as(m?) = 0318670009  (FO+PV) (3.18a)
= as(M2) = 0.1185739%7, (3.18b)
+0.0052

Consideramos esto como el resultado central de nuestro andlisis. Las incertidumbres /95
en la Ec. (3.18a) se obtuvieron sumando en cuadratura la mayor desviacién entre el valor pro-
medio 0.3186 y los valores centrales de los dos métodos Eqgs. (3.17) (£0.0009), y las incertidum-
bres del método PV (*3:995%) [cf. Eq . (3.17d)], similar al razonamiento en Refs. [67, 58]. Como
consecuencia, como se ve en las Ecs. (3.17¢)-(3.17d) [y en general en las Ecs. (3.17)], en nuestro
resultado final (3.18) la incertidumbre total estd dominada por las incertidumbres teéricas por
sobre las experimentales. En este contexto, seria de mucha ayuda saber el valor exacto del co-
eficiente d; (en a°) de la funcién de Adler d(Q?)p—, ya que la variacién (2.47) en la estimacién
de d, es la mayor fuente de incertidumbres (tedricas) en este analisis.

3.3. Comparacion con otros trabajos

En el cuadro 3.4 presentamos, a modo de comparacién, los valores de « S(mf) que fueron
extraidos de los datos de decaimiento 7 de ALEPH por varios grupos que usaron varias reglas de
suma y diversos métodos de evaluacion.

Si usdramos, en lugar de las contribuciones D = 6 [cf. Egs. (2.8), (2.11), (2.46)], las dimen-
siones andémalas efectivas en la aproximacion large-fy (LB) como hicimos en nuestro andli-
sis anterior [59], entonces se obtendrian valores mas altos, ocs(mg) = 0.3248f8:8£1 y as(M%) =
0.1193+0.0016, cf. también Cuadro 3.4.

Cuando se usa un OPE mads simple, es decir, y“)(Og)) =0, para D = 4,6,8, como hicimos
en [58], entonces los valores centrales se convierten en as(mf) =0.3153y a:s(Mé) =0.1181, que
son algo mas bajos que nuestros valores centrales obtenidos aqui en Egs. (3.18). Notamos que
este enfoque mds simple se utilizé en nuestro trabajo anterior [58], pero los valores centrales
obtenidos alli fueron atin mas bajos porque se uso el valor central més alto para el coeficiente
dy (d4 = 338.) que aqui (dy =275.).

Dado que nuestros resultados en el enfoque FO tienen un indice de truncacién relativamen-
te alto N, = 8 (donde a™' es la potencia donde se realiza el truncacién), uno puede preguntarse
cuanto dependen los resultados obtenidos por la funcién de Adler proveniente de nuestro mo-
delo Renormalén . El enfoque FO es independiente de la extension motivada por renormalén
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Cuadro 3.4: Los valores de a(m?) extraidos mediante la aplicacién de reglas de suma a los da-
tos de decaimiento de ALEPH 7 y varios métodos de evaluacion. En la segunda columna, 'BL
representa las reglas de suma de Borel-Laplace, 'DV’ un modelo de violacién de dualidad en las
reglas de suma.

Grupo Regla de Suma | FO CI PV | Promedio

Baikov et al. [53] a®b =r, | 0.322+0.020 0.342+0.011 — | 0.332+0.016
Beneke & Jamin [68] a®V =r; | 032040902 — 0.316+0.006 | 0.318+0.006
Caprini [104] a®b =r, | — — 0.314+0.006 | 0.314+0.006
Davier et al. [105] a®) | 0.324 0.341+0.008 — | 0.332+0.012
Pich &R.-S. [67] a®y) | 0.320+£0.012 0.335+0.013 — | 0.328+0.013
Boito et al. [76] DVina®/? | 0.296+£0.010 0.310+0.014 — | 0.303+0.012
nuestro trabajo previo [58] BL (FO+PV) | 0.311£0.007 0.3417000%9  0.3207090%% | 0.315+0.009
nuestro trabajo previo [59, 98] | BL (FO+PV) | 0.323*0013  0.34970007  0.32770037 | 0.32570-013

este trabajo (D = 6) BL (FO+PV) | 0.318*0000  0.34370006  0.32070005 | 0.318+0:003

para N; =5 [el coeficiente d, se toma de acuerdo con la Eq. (2.47)] (esto es cierto para el en-
foque PV). Como puede verse en los resultados (3.17a), los valores extraidos del acoplamiento
cambian muy poco si N; varia alrededor de N; = 8; cuando N; = 8 se cambia a N; =5, el valor
central de as(mi) para FO cambia de 0.3177 a 0.3148; el valor central promedio as(mf) =0.3186
Eq. (3.18) luego cambia a as(m?) = 0.3170 cuando se toma N, = 5 para los dos métodos [y
aS(Mﬁ) cambia de 0.1184 a 0.1183], es decir, muy poco.

Los resultados para nuestro trabajo [58] fueron obtenidos para el rango del coeficiente d4 =
338 £ 63, en el Cuadro 3.4 fueron ajustados al rayo d4 = 275 + 63 que usamos en[59, 98] y en esta
tesis, para facilitar la comparacion.

Los efectos de las violaciones de la dualidad de quarks y hadrones (DV) pueden ser impor-
tantes para momentos especificos en las reglas de suma, como se argumenta en [77, 106] donde
se us6 un modelo DV [66]. Por otro lado, extrajimos nuestros resultados de las reglas de suma de
Borel-Laplace cuya funcién de peso Eq. (2.55) se suprime en el punto Minkowskiano Q? = o,
mediante el factor de doble-pinch (1+Q?/0,,)? y, ademds, el factor exponencial exp(Q?/M?). La
supresion del factor exponencial es especialmente fuerte y se extiende alrededor del menciona-
do punto Minkowskiano cuando |M?| es pequeno (|M?| = 1 GeV?), es decir, en esos valores de
|M?2| donde los efectos no perturbativos (D = 4,6) en la regla de la suma de Borel-Laplace son
grandes. Esto indica que las reglas de suma de Borel-Laplace aplicadas estan disefiadas para su-
primir los efectos DV mas fuertemente cuando estos efectos DV son maés fuertes.

Los resultados se obtuvieron mediante un andlisis basado en programas escritos por noso-
tros en Mathematica que estdn disponibles gratuitamente en [107].
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SEpilogo

Para finalizar la tesis, quiero mencionar lo optimista de nuestro resultado final cuando con-
sideramos las dimensiones andmalas més all4 de large—f3y. Esto porque si los comparamos con
los resultados obtenidos por Lattice (« s(mzz) =0.1182 +0.0008) (PDG 2022), el cual es un méto-
do completamente diferente al enfoque de nuestro grupo y a los considerados en Cuadro 3.4,
observamos que nuestros rangos valores son muy consistentes con los resultados obtenidos
por Lattice. Por otra parte, si comparamos con el promedio mundial (a S(mZZ) =0.1176+0.0010)
(PDG 2022), nuestros rangos tienen menos consistencia con el promedio mundial sin Lattice.
Por lo tanto, consideramos que con nuestro modelo renormal6n podemos extraer resultados
fehaciente con respecto a los datos experimentales. Finalmente, vimos que el coeficiente d, de
nuestra funcion de Adler es el parametro que contribuye mayormente a nuestras incertidum-
bres.

Para una mejor comprension para lo descrito arriba, dejamos las siguientes comparaciones
Promedio Mundial sin Lattice (PDG) 0.1176 £0.0010

Promedio Mundial solo Lattice (PDG) = 0.1182+0.0008
0.006
0.1 185i0.0011

Esta Tesis

o en forma de rango de valores

Promedio Mundial sin Lattice (PDG)
Promedio Mundial solo Lattice (PDG)
Esta Tesis

0.1176 < a3 < 0.1186
0.1174 < a3 < 0.1190
0.1174 < a3 <0.1192



Capitulo 4

Apéndice

4.1. Transformada de Borel para la contribucién Renormalén
UVu=-1

Las expresiones~ para las singularidades de renormalén UV en u = —p (< 0), en las transfor-
madas de Borel B[d] y B[d], son andlogas a las singularidades de la renormalénIRen u = p (> 0)
Egs. (2.43)

ndYV
Bldi(w)_, » = — g = (4.1a)
P (p+u)kr
uv (=2p) (-2p)
o nd" by P+, )
B[d](u)—px(“ - 5 1+ 0 (p+u)+
op (p+ w)<=r=Per/bo (=Bo) (k=) —pcr/Po—1)
(B2 4 TP g2 | 2Py
+ 2 . 2 (p+w?+---}. @1b)

(B2 Y, per/Bo -1 (xY), — perl o —2)

Las expresiones bﬁ;zl’ ) se dan en Egs. (2.45), reemplazando alli p — —p. El renormal6n UV
principal tiene —p = —1. En la aproximacién large—f (LB), los indices de potencia son K(_Zi =2y
K(_li =1 [85, 91, 92]. Incluimos en nuestro enfoque en la transformada de Borel B [d~] (u) Eq. (2.46)
el renormalén principal UV —p = —1 con un solo término [cf. Eq. (4.1a)] y alli usamos el indice
K_1 = 2, es decir, el término principal en la aproximaci6n LB.

4.2. Resultados paralos casos Subprincipales de aportes Renor-
malén

Como se puede ver en la transformacion (2.41), el cambio de pardmetro de escala de renor-
malizacion k se genera a partir de la expresion de un término del tipo Eq. (2.43a) (enk = 1), resul-
tando en una serie de términos con indices de potencia K;,]), K;,]) -1, K;)]) —2, etc., en Bld](u;%).
Esto implica entonces la generacion de los términos correspondientes en B[d](u;«) del tipo
(2.43b), que incluye los casos de estos indices inferiores Kg) -1, Kg) —2, etc. En el Cuadro 4.1
mostramos los resultados numéricos para estos casos subprincipales, en analogia con los resul-

tados del Cuadro 2.1, donde solo se mostraban los casos principales.

66



4.3. FUNCION CARACTERISTICA Gp 67

Cuadro 4.1: Como en la Tabla 2.1, pero ahora incluyendo los casos de indices subprincipales
K;J]) -1 (SL), ’K;,]) —2 (SSL), etc. El caso SL para UV (—p = —1,j = 2) ya se dio en la Tabla II de

[65], v el caso subprincipal (SL) de IR p =2, j =0 en la Tabla 1 de [58]. Las notaciones SL y SSL
() 7 () ()

significan que el indice de potencia Kip—nen Bld](u) es Kip— ly Kip— 2, respectivamente.
. () X X (D) (D)
type X) +p J Kip—N ‘ dp,k/dp,k ‘ ‘61,]. <€2yj
X=IR  p=2  j=0SL (0-1) | (+2.00+0.02) | (+17.+1))

X=IR  p=3  j=2SL (0.778-1) | (-0.0455+0.0017) | (+6.96+2.24) (+56.8+13.3)
X=IR  p=3 j=2SSL (0.778-2) | (+0.727+0.064) | (+14.58+5.62) (+118.2+30.4)
X=IR  p=3  j=1SL 0375-1 | (-0.807+£0.042) | (+9.99+3.17) (+76.0+18.2)
X=UV  -p=-1 j=2SL 2-1 | (+5.0098 £0.0001) |  (+0.0£0.0) (+0.5+0.1)

El caso UVSL (—=p = —1;j =2 SL) ya estaba dado en la Tabla Il de [65], yel IRSL (p=2,j =0
SL) en la Tabla 1 de [58]. Recordamos que el caso IR (p =2, j = 0) se da en la Tabla 2.1 y corres-
ponde a Bld](u) = nﬂ?o (-1)In(1-u/2); mientras que el caso SL de esto, dado aqui, corresponde
a B[cﬁ(u) = nﬁgf_l(z —u)In(1 —u/2).Elcaso IR (p =2,j =1) se da en la Tabla 2.1 y corresponde
aBld)(u) = nc;fg{l /(2—u)"; el caso SL de esto es una constante simple para B[d](u) y por lo tanto
para B[d](u). De manera similar, el caso UV de (—p = -1, j = 2) tiene Bld)(u) = ndv?fz/(l +u)?,
y el caso SSL de esto es una constante simple para Bld] () y por lo tanto para B[d](u).

4.3. Funcion caracteristica G,

En Ref. [65], se obtuvo la funcién caracteristica G;(f) que aparece en la Ec. (2.52) para los tér-
minos de B [67] (u) dela forma de renormalén IR exp(ff w!(p— w)k para potencias enteras k = 2,1;
asi como para la forma de renormalén UV exp(Ku)/ (1 + u)?.

Aparte de estos términos, en la forma actualmente considerada Eq. (2.46) para B [d~] (u) tam-
bién tenemos términos de la forma exp(Ku)/(3 — )¢ donde: ¢ = x® =0.778; 0 & = xM = 0.375.
Para simplificar, primero omitimos el factor exponencial exp(Ku) en estos términos (K — 0); es-
te factor se incorporard de manera trivial mas adelante. Esto significa que nuestra transformada
inicial de Borel es

Bldl(w); 4.2)

B-u)?

Usamos la forma Eq. (2.51) de la transformada inversa de Mellin (es decir, con: u =1-1iz),
para obtener la funcion caracteristica correspondiente G, (#)¢

t +00 - . t
Ga(t)¢ = gf dzBld](1-iz); e M = S He (), (4.3)

donde
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+00 dZ .

He () = —= e7ient, 4.4

(0 f_oo @+ iz) .

El corte de la funcién Bld] (u)¢, Eq. (4.2), es alo largo del semieje real 3 < u. Esto entonces

corresponde al corte 2 < (—i)z de la funcién H (1), Eq. (4.4), es decir, a lo largo del semieje posi-
tivo imaginario en el plano z.

Cuando ¢ > 1, tenemos In ¢ > 0 y podemos cerrar el contorno en el semicirculo inferior, dan-
donos en tal caso el valor cero de H¢(f). Sin embargo, cuando 0 < ¢ < 1 (In# < 0), aplicamos
el teorema de Cauchy al contorno de integracion presentado en la Fig. 4.1, el contorno que no
rodea las singularidades del integrando .

-R +R

Figura 4.1: El contorno cerrado de integracion en el plano z complejo para el integrando (e"#In%) /(2 + iz)¢ para
0< t<1(In(t) <0). Tenemos R — +oo. Alrededor del punto z = 2i hay una trayectoria circular de radio §. Las
lineas verticales de integracién tienen z = i(2 + s) + ¢ donde s corre a lo largo del intervalo § < s < (R—2). El proceso
limitante es 0 <€ « 6 — +0.

Realizando esta integracion con cuidado y aplicando los procedimientos de limitacion men-
cionados en la figura, obtenemos (para0 < t < 1)

+00
H:(t) = 2t*sin(ém) f dss~t’ (4.52)
0
. ra-<)
= 27 _— 4.5b
sin(¢m) I/ D)1= (4.5b)
2 T 1

2t (t<1). (4.5¢)
L) n(1/5)'=¢
La integral sobre s en Eq. (4.5a) converge solo para ¢ < 1. Sin embargo, la expresion resul-
tante (4.5c) existe también para ¢ = 1, representa una continuacion analitica en ¢ y es vélida
también para ¢ = 1.

Esto, junto con la relacion (4.3), nos da el resultado

A 3
Gy(t)e = O(1-1). 4.6
a(t)e T n(/ )2 (1-1) (4.6)

Aqui, la funcion escalon de Heaviside ©(1 — £) es la unidad para ¢ < 1y cero para ¢ > 1.

Este resultado se puede extender al caso de la transformada de Borel recalculada por un
factor exponencial

b/
B-w

Es decir, al definir t' = ¢ exp(ff ), obtenemos para la funcion caracteristica el mismo resultado,
excepto que ahora t se reemplaza por t'. Entonces podemos escribir el resultado de la integral

Bld)(u); & = exp(Ku) (4.7)
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resumada [la primera integral en el lado derecho de la Ec. (2.52)] en térrrlinos de t' y renombran-
do nuevamente t’' — t, y asi obtener para la transformada de Borel B[d](u) de la forma (4.7) la
correspondiente funcién Adler resumada

2 +oo£
AQe g = Gd(t)ga(te Q ) (4.8a)
+1 dz- _[? 9
= . 4.8b
r(é)f T (ln(l/t))l In@/ oyt ae ") (4.8b)

El mismo célculo se puede repetir para el caso en que la transformada de Borel en Bld] (W)¢
en Eq. (4.2) tiene 1/(2 - w)¢ [en lugar de: 1/(3 - w)%]; el resultado para G,4(t) es el mismo que en
Eq. (4.6), excepto que el factor 13 se reemplaza por 2.
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