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Resumen

En este trabajo se presentan diferentes métodos para medir el comovimiento entre series temporales. El
comovimiento es un concepto bastantemente estudiado en el &mbito econémico, por ejemplo en el mercado
de valores internacionales. El comovimiento estd enfocado en medir el grado de movimiento correlacionado
que existe entre distintas series de tiempo. A través del tiempo han surgido diversos métodos para medir el
comovimiento, por lo que en este trabajo resumiremos 8 técnicas encontradas en la literatura: enfoque no
paramétrico, espacio tiempo-frecuencia, test M de Box y anélisis de componentes principales, coeficiente de
codispersién, modelos GARCH, test de causalidad de Granger, cépulas y regresion lineal.

Finalmente, para conocer sobre el acuerdo entre estos métodos se consideran los datos de rentabilidad de
las administradoras de fondos de pensiones (AFP) Chilenas. La magnitud del comovimiento, medido con los
distintos métodos, es casi perfecto entre las series de los distintos fondos de pensiones lo que indica que las
AFP estan invirtiendo en los mismo lugares y obteniendo las mismas rentabilidades, es decir, existe poca
competitividad entre ellas.



Abstract

In this work different methods to measure the comovement between time series are presented. Comovement
is a concept sufficiently studied in the economic context, for example in the international stock market.
The comovement is focused on measuring the degree of correlated movement between different time series.
Over time there have been various methods for measuring the comovement, so in this work we summarize
8 techniques found in the literature: nonparametric approach, time-frequency space, Box’s M Test and
principal component analysis, codispersion coefficient, GARCH models, Granger causality test, copula and
linear regression.

Finally, to learn about the agreement between these methods an actual dataset related to the returns of
Chilean pension fund administrators (AFP) is considered. The magnitude of comovement, measured with
different methods, is almost perfect among all different pension funds indicating that the AFP are investing
in the same places and getting the same returns, i.e., there is little competition between them.
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Capitulo 1

Introduccion

Desde los anos 70 ha habido un gran interés en el estudio del comovimiento entre series temporales (Ag-
mon, 1972) en particular para series de tiempo de mercados financieros. Pero en realidad, ;Qué significa
comovimiento?. Baur (2003) plante6 que no hay definicién explicita para el término comovimiento en la
literatura, por lo que él define comovimiento como “movimiento comin” ¢ “movimiento correlacionado”.
Como ejemplo para notar este movimiento correlacionado, en las Figuras (1.1) y (1.2) se muestran las series
temporales semanales de los indices DAX Aleman y S&P 500 de Estados Unidos entre los anos 2008 y 2016,
respectivamente. Se observa que estas series comueven en un cierto grado ya que ambas tienen una tendencia
alcista y también presentan ondas impulsivas (1-2 y 3-4) y ondas correctivas (2-3 y 4-5) en los mismos lapsos
de tiempo.
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2008 2010 2mz 2014 2016 2008 2010 2mz 2014 2016

Time Time

Figura (1.1) Indice DAX, afios 2008-2016. Figura (1.2) Indice S&P 500, afios 2008-2016.

Dado que ya sabemos lo que significa comovimiento en palabras simples, la siguiente pregunta que surge es:
{,Cémo medimos el grado de comovimiento entre dos series temporales?. En la literatura se ha encontrado
que no existe solo un unico método para medir el comovimiento. Un enfoque es a través de modelos de
regresién lineal (Agmon, 1972) y usando como medida de comovimiento el coeficiente de determinacién R?
(Pindyck y Rotemberg, 1990; Morck et al., 2000; Chan y Hammed, 2006; Alves et al., 2010; Khandaker,
2013). A partir de modelos de regresién, Barberis et al. (2005), motivado por Vijh (1994), describié distintas
teorias de comovimiento, en un contexto econémico, basadas en el sentimiento de los inversionistas irracio-
nales, teniendo en cuenta que existe otro punto de vista tradicional de comovimiento basado en los valores
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fundamentales de los activos.

Philippatos et al. (1983) usaron la técnica de Box-Jenkins y el andlisis de componentes principales para
determinar si existio estabilidad inter-temporal entre ciertos indices bursatiles de paises industriales. Lee y
Kim (1993) usaron también el andlisis de componentes principales para ver el comovimiento en los mercados
internacionales antes y después de la caida de 1987. Por otro lado, Cho y Taylor (1987) utilizaron el test M
de Box para testear si habia diferencias en las matrices de covarianzas del NYSE y el AMEX en periodos
mensuales. Este test también fue usado por Lee y Kim (1993) para ver el comovimiento en la caida de 1987.
A pesar que estas técnicas (test M de Box y andlisis de componentes principales) fueron usadas por separado,
Meric y Meric (1989, 1997) las usaron en conjunto para analizar el comovimiento en el mercado de valores
internacionales.

Matheron (1965) propuso el coeficiente de codispersién (discutido por Wackernagel (2003)) para el estudio
de la asociacion entre dos procesos espaciales. A través del tiempo, este coeficiente ha sido aplicado en
diferentes campos tales como ciencias del suelo (Barnes et al., 2007), series temporales (Chouakria y Nagab-
hushan, 2007), hidrologia (Goovaerts, 1998) entre otras. Rukhin y Vallejos (2008) examinaron el coeficiente
de codispersion para modelos ARMA dando férmulas explicitas para los primeros momentos del coeficiente
de codispersién muestral. Luego, Vallejos (2008) motivé el uso del coeficiente de codispersién para series
temporales para medir el comovimiento entre estas.

Granger (1969) propuso un test de causalidad para comprobar si el comportamiento de una serie tempo-
ral puede ser explicada por el comportamiento de otra serie temporal. La causalidad de Granger ha sido
ocupada en diversas publicaciones, por ejemplo, Sims (1972) la utilizé para ver la relacién entre el dinero y
los ingresos en U.S., Jang y Sul (2002) ocuparon el test de la causalidad de Granger para ver los cambios
en el comovimiento que provocd la crisis Asidtica de 1997 entre sus paises vecinos y Zhang y Wei (2010)
examinaron la relacion causal entre el petroleo crudo y el oro entre los anos 2000 y 2007.

Bollerslev (1986) propuso los modelos GARCH como una generalizacién de los modelos ARCH propuestos
por Engle (1982), ambos modelos han sido ampliamente aplicados a series econémicas, ver por ejemplo Bo-
llerslev et al. (1988), Bollerslev et al. (1992), Engle et al. (1990) y Engle y Mezrich (1996). También han
surgido diversas extensiones, en particular Bollerslev (1990) propuso el modelo de correlacién condicional
constante (CCC-GARCH), el cual permite modelar las varianzas condicionales variando en el tiempo pero
las correlaciones condicionales constantes. Considerando que el comportamiento en el mercado de valores
es dindmico, Engle (2002) propuso el modelo de correlacién condicional dindmica (DCC-GARCH) el cual
permite que tanto las varianzas como las correlaciones condicionales varien en el tiempo.

Li (2014) propone una medida de comovimiento no paramétrico usada para retornos bursatiles. Esta medida
tiene idénticas propiedades que el coeficiente de correlacién de Pearson y ademds para este coeficiente no es
necesario tener una relacién lineal entre las variables lo que resulta en una gran flexibilidad para cualquier
tipo de datos.

Croux et al. (2001) propone un coeficiente llamado correlacién dindmica el cual es una medida basada en
el espectro y permite medir el comovimiento entre dos series temporales en cada frecuencia o en una ban-
da de frecuencias. Sin embargo, este coeficiente no considera el comovimiento a través del tiempo, por lo
que Rua (2010) extendié este coeficiente incluyendo la variable temporal a partir del andlisis de ondiculas
(Wavelets). Esta nueva medida basada en ondiculas permitie cuantificar el comovimiento en el espacio de
tiempo-frecuencias, asi pudiendo identificar en qué regiones del espacio tiempo-frecuencias las series comue-
ven.

Un enfoque que ha sido extensamente estudiado para el comovimiento se basa en cépulas (Fortin y Kuzmics,
2002; Ning, 2010; Boero et al., 2011; Shams y Zarshenas, 2014) las cuales no sélo proporcionan el grado de
dependencia sino que también la estructura de dependencia de las series temporales en estudio. Medir el
comovimiento mediante cépulas tiene grandes ventajas, por ejemplo, las cépulas capturan la dependencia no
lineal mientras que el coeficiente de correlacién sélo captura la dependencia lineal. Ademas, las cépulas son
invariantes bajo transformaciones crecientes y continuas. A pesar de que la dependencia mediante cépulas
es considerada constante en el tiempo, Patton (2006) propuso estudiar la dependencia a través del tiempo
usando un modelo ARMA en conjunto con una transformacién logistica.

En este trabajo se resumen estos métodos propuestos en la literatura y ademads se aplicardn para medir el
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grado de comovimiento a los datos de rentabilidad de las administradoras de fondos de pensiones (AFP)
Chilenas. Las AFP son instituciones financieras privadas que se encargan en administrar los fondos y ahorros
de sus afiliados. En la actualidad existen seis AFP en Chile las cuales estan fiscalizadas por la Superinten-
dencia de Pensiones. Cada una de las AFP puede administrar cinco fondos de pensiones que se diferencian
en el porcentaje de inversion en titulos de renta variable. Hasta ahora el sistema de pensién Chileno esta
siendo muy criticado por las bajas pensiones que entrega a sus afiliados por lo que realizar un estudio sobre
el comovimiento de las series de tiempo de las rentabilidades de los fondos puede ser de gran interés para
verificar la competitividad que hay entre las AFP existentes.

La estructura de este trabajo es la siguiente: En el capitulo 2 se presentan distintos métodos para medir el co-
movimiento entre series temporales, introduciendo algunas definiciones y algunos resultados de importancia.
Posteriormente, en el capitulo 3 se aplicaran algunos de los métodos propuestos en el capitulo anterior a la
base de datos de las rentabilidades de 5 AFP Chilenas. Este capitulo tiene tres objetivos: el primer objetivo
es ver si los diferentes métodos se comportan de forma similar al comovimiento de las rentabilidades de los
diferentes fondos de pensiones que existen en una misma AFP, el segundo objetivo es medir el comovimiento
de las rentabilidades de los fondos de pensiones en cuatro AFP con los métodos estudiados, y por ultimo el
tercer objetivo es medir el comovimiento de las rentabilidades de los fondos de pensiones de la nueva AFP
que ingresé al sistema en el afio 2010 con las rentabilidades de las antiguas AFP. Finalmente, en el capitulo
4 se presentan algunas conclusiones respecto a los métodos propuestos y la aplicacién. Ademads, se proponen
algunos trabajos para desarrollar en el futuro.
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Capitulo 2

Métodos de Comovimiento

En este capitulo se presentan en forma resumida 8 técnicas propuestas en la literatura para medir el co-
movimiento entre dos series de tiempo. Se introducirdn algunas definiciones previas en cada método para
contextualizar la medida de comovimiento correspondiente.

2.1. Enfoque no Paramétrico

En esta seccidn, se analizard un método no paramétrico propuesto por Li (2014) para medir el comovimiento
entre dos series temporales. A partir de este enfoque, se propone un test para detectar si los recesos son més
fuertes en comparacion a los repuntes de las series.

Definicién 2.1. Sean X; e Y; el logaritmo de dos secuencias indexadas en el tiempo. Supongamos que X
e Y; estdan estandarizadas para tener media cero y varianza uno. Se define el comovimiento entre X; e Y;

’ em(Xy, Yy) = P[(Xpp1 — X)) (Vi1 = Y2) > 0] = P[(Xpy1 — X)) (Viga — Y3) < 0] (2.1)

donde P[(X¢41 — X¢)(Yig1 —Y:) > 0] es la probabilidad de que los incrementos (Xi11 — Xt) € (Yep1 —Yz) sean
en la misma direccion, mientras que P[(Xiy1 — X¢)(Yeq1 — Y2) < 0] es la probabilidad de que los incrementos
(Xi41 — Xt) e (Yig1 — Y2) ocurran en direcciones opuestas.

Si em(Xt, Y:) > 0, se dice que el movimiento desde (X¢,Y:) a (Xiy1, Yi+1) es un comovimiento concordante,
en otro caso se dice que es discordante. Se refiere a un comovimiento concordante cuando ambas series
tienen més oportunidades de moverse hacia arriba o abajo simultaneamente. Esta definicion de medida de
comovimiento no impone una relacion lineal o alguna suposicién de la distribucién conjunta de las dos series,
lo cual da la mayor flexibilidad en el ajuste de los datos.

La medida de comovimiento (2.1) estd definida para cada par de procesos X; e Y; y estd acotada entre
-1 y 1. Ademds es simétrica, es decir, cm(Xy,Y;) = em(Y:, Xy) v, si X; e Y; son independientes, entonces
em(Xy,Y;) = 0. También es invariante bajo cualquier transformacién monétona. Estas propiedades indican
que la medida no paramétrica posee las mismas propiedades que el coeficiente de correlacién de Pearson y
ademds tiene propiedades que el coeficiente de correlacion de Pearson no tiene. Por ejemplo, el coeficiente
de Pearson entre dos procesos X; e Y; es igual a 1, si y sélo si, existe una relacién lineal entre las variables.
Sin embargo, si el coeficiente de comovimiento no paramétrico es 1 no es necesario tener una relacion lineal
entre las variables.

Observacion 2.1. La medida (2.1) es conocida como coeficiente Tau de Kendall y en la seccién 2.7 se definird
una extension basada en cépulas.
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Definicién 2.2. Se define la medida de comovimiento a la baja como el comovimiento resultante cuando las
series descienden, esto es:

cm_(c) = P[(}Q+1_n)(Xt+l_Xt) > O|Xt < —C7Y% < —C]—P[(Y;H,l—)/;g)(XjH,l—Xt) < OlXt < —C,}/;g < —C],

donde ¢ es una constante no-negativa. De forma similar, la medida de comovimiento al alza, la cual ocurre
cuando las series repuntan es:

Cm+(C) = ]P[(Yi+1 - }Q)(XH»I - Xt) > O‘Xt > C,}/t > C] - ]P)[(}/;g+1 - )ft)(Xt+1 - Xt) < O|Xt > C,}/t > C].

em™ (¢) mide las posibilidades de que las dos series X;i1 e Y;41 se muevan juntas de forma ascendente 6
descendente en el tiempo ¢t + 1, dado que las series descendieron por debajo de —c al tiempo ¢; mientras
que cm™(c) mide las posibilidades de que X; 1 e Y; ;1 se muevan en la misma direccién en el tiempo ¢ + 1,
después de que las series subieron en el tiempo t. El siguiente teorema nos entrega otras expresiones para
em™(c) y em™(c).

Teorema 2.3. Sean X; e Y; dos procesos estacionarios con funcion de probabilidad conjunta y funcion de
distribucidn conjunta f(x,y) y F(x,y), respectivamente, con funcién de distribucidn marginal H(x) y G(x),
para X e Yy, respectivamente. Entonces,

270 - G — Hy) + 2F ()l (@) dady
L7 fla,y) dady ’

20Tl - G) — Hiy) + 2P (@ y)f (e, y) dady
oo |78 fla,y) dady

Si F(xz,y) es una distribucidn simétrica, entonces,

em™(c)

em™ ()

2 ST F ) f ey dady + 25 25 Fx,y) f (2, y) dedy]
7578 fa,y) dedy

em™(c) = em™(c)

Demostracion. La demostracion se encuentra en el Apéndice de Li (2014).
O

Dada las definiciones anteriores, es de interés testear si la fuerza del comovimiento a la baja es no signi-
ficativamente diferente de la fuerza del comovimiento a la alza. Entonces, la hipétesis nula y la hipdtesis
alternativas son,

Hy:cem™t(c) =cem™(¢), Ve>0, (2.2)
versus,

H, :em™(c) #cem™(c), Para algiin ¢ > 0.

Este test fue propuesto por Li (2014) y esta basado en la comparacién de los comovimientos a la baja y
comovimientos al alza que estdn en la Definicién 2.2.
Sean c1,Ca, ..., Cm, M numeros no-negativos. Si la hipdtesis nula es verdadera, entonces

em™ —em™ =[emt(c1) —em ™ (c1),...,em™T(em) —em ™ (e)] = 0. (2.3)
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Para la construccién del test es necesario estimar em™(c;) y em™ (¢;) para i € N, los cuales estdn dados por,

S (X X, Y, Y )X < =6, Vi < —c

c/r\rf C; s 2.4
(e ?;11 I[X; < —¢;,Y: < —¢i 24)

n—1
Gt e;) = Yot 15X, X1, Ve, Ye 1) MI[Xy > ¢, Y > Ci]7 25)

?:_11 H[Xt > ¢4, Y, > Ci]

donde H[] es la funcion indicatriz y S(Xt, Xt+1, }/157 }/H‘l) = H[(Y;H—l_}/t)(Xt+l —Xt) > O] _H[(Y;H—l_}/t)(Xt+l —
X;) <0]. De (2.3) , (2.4) y (2.5) obtenemos un estimador para em* —cm™,

emt —em” =[emt(er) —am (c1),...,emT (em) — Em (em)]. (2.6)
Bajo la hipétesis nula (2.2) y condiciones regulares, Li (2014) probé que y/n(ém"™ — @m~) converge en
distribucién a N(0,X), donde ¥ es una matriz de varianza-covarianzas definida positiva. 3 puede ser con-

sistentemente estimada por la siguiente matriz definida positiva casi seguramente,

S= 3 kUp. (2.7
l=—n+1

donde k(-) es la funcién kernel que asigna un peso adecuado a cada retraso de orden [, p es el pardmetro de
suavizamiento y ademds d; es una matriz m x m con el elemento (4, j) dado por,

n

~ . 1 ~ ~
(i, j) = - > Ble) i (ep),
t=[1+1
. {S(Xy, X111, Ve, Vi) — em™ () YI[X; > ¢, Vs > ¢

me(ci) = S IXe > ¢, Y, > cil/n

{S(Xt, X441, Y2, Yegq) —em™ (e) HI[X; < —¢;, Y3 < —¢4)
v IXy < =6, Yy < —c¢i]/n

Con (2.6) y (2.7), se define el estadistico de prueba para testear la hip6tesis nula acerca de la simetria del
comovimiento como,

Tom =n(@m™ —em S Yem™ —ém ).
El siguiente teorema nos da la distribucién asintética del estadistico bajo Hy.

Teorema 2.4. Suponga que las suposiciones A.1-A.J se cumplen y p = p(n) — oo, p/n — 0 cuando n — oo.
Bajo la hipdtesis nula (2.2), tenemos,

+

Tom =n(em™ —em S Yem™ —ém™) N X2 cuando n — oo,

donde X2, es la distribucion chi-cuadrado con m grados de libertad.

Demostracion. La demostracion se encuentra en el Apéndice de Li (2014).
O

El estadistico del test no necesita que los datos sean elaborados a partir de un modelo por lo que puede
ser usado directamente a los datos para testear si existe comovimiento asimétrico. Ademas el test tiene una
buena potencia en la deteccion de comovimiento asimétrico y cuando mas asimétricos son los datos, mas
potente es el test. Mayores detalles respecto a este test pueden ser encontrados en Li (2014).
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2.2. Espacio de Frecuencia y Espacio de Tiempo-Frecuencia

En esta seccion veremos dos métodos de comovimiento; el primero es un enfoque en el espacio de frecuencia
y el segundo es un método en el espacio de tiempo-frecuencias. Para el espacio de frecuencias, la medida a
discutir fue propuesta por Croux et al. (2001) y es llamada correlacién dindmica en el caso de dos procesos;
su extensién a un caso multivariado se conoce como cohesién. Con respecto al espacio de tiempo-frecuencia,
discutiremos la medida propuesta por Rua (2010) la cual estd basada en el andlisis de ondiculas y evalia
simultaneamente sobre que periodos de tiempo y a que frecuencia el comovimiento entre dos procesos es
alto.

2.2.1. Espacio de Frecuencia

Definicién 2.5. Sean dos procesos reales de media cero, X; e Yy, definidos como,

X, = /_ " eMaze(n) = 2 /O " cosOM)dUx (M) — 2 /0 " sin() AV (A, (2.8)
Y, = / " eMazy () = 2 / " cos(M)dUy () — 2 / " sin()dVy (M), (2.9)

donde dZ x (\) y dZy (X) son procesos incrementales ortogonales (complejos), dUx y dVx denotan, respectiva-
mente, la parte real y la parte imaginaria de dZx , lo mismo sucede para dUy y dVy . Se define la correlacion
dindmica de Xy e Yy como,

Cxy(X)

Xy (2.10)
Sx(N)Sy(A)

pxy(A) =

donde Sx () y Sy (A), con —m < A < 7, son las funciones de densidad espectral de X; e Yy, respectivamente.
Ademds Cxy (\) es el coespectro.

La primera igualdad de la ecuacién (2.8) es la representaciéon compleja de X; y la segunda igualdad de la
ecuacion es la descomposicién de onda real de Xy; lo mismo pasa para Y; en la ecuacién (2.9). La medida de
correlacion dindmica puede variar entre -1 y 1. La correlacién dindmica esta fuertemente relacionada con los
términos de coherencia y el médulo de la coherencia al cuadrado, indices conocidos en la literatura de series
temporales (Priestley, 1981). La coherencia estd definida como,

exy (V) = Sxy () _ Cxy(\) +iQxy ()
X Sx(M)Sy () SxNSy (V)

donde Sxy () es la funcién de densidad espectral cruzada y Qxy (A) es el espectro de cuadratura, el cual
se encuentra definido en el Apéndice A.2. La correlacién dindmica, es la parte real de la coherencia y puede
ser obtenida también promediando coherencias en las frecuencias A y —\; esto es:

PXY(/\) = Oxy () +20XY(_/\)~

El médulo de la coherencia al cuadrado se define como sigue:

Hyy(\) = Cxy(AN)?+Qxy(N)?  [Sxy(V)|?

Sx(N)Sy(N) —Sx(N)Sy (V)

por consiguiente, este indice es real y simétrico. Sin embargo, no es una medida de correlacién en diferentes
frecuencias ya que no considera las diferencias de fases entre las variables.
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El concepto de correlacién dinamica puede ser visto también para una banda de frecuencias, la cual esta
definida a continuacién.

Definicién 2.6. Consideremos los procesos X; e Y; definidos en un intervalo de frecuencias,

Xpr = / eMdZx(\) =2 / cos(At)dUx (\) — 2 / sin(A)dVx (N), (2.11)
A Ay Ay
Yae = / eMdZy (\) =2 / cos(At)dUy (\) — 2 / sin(A)dVy (N), (2.12)
A Ay Ay
donde Ay =[A1,02), 0 < A1 < A <m, A_=[-Xa,— A1) y A=Ay UA_. Se define la correlacidn entre X,

e Yy dentro de una banda de frecuencias Ay como el coeficiente de correlacion (estdtico) de Xy e Ya; esto
es:

N ny()\)d)\ A pr\/Sx()\)Sy()\)(A)dA

pxy(Ay) = === .
\//A+ SX()\)d)\/A+ Sy (A)d\ \//A+ SX(A)d)\/A+ Sy (A)dA

La ecuacién (2.13) debe ser usada para identificar comovimientos de las componentes estacionales o ciclicas
de dos series, para esto sélo basta elegir la banda de frecuencia de interés (por ejemplo, un periodo de 1
a 15 afos) y calcular la correlacién dindmica dentro de esa banda de frecuencia. A partir de la expresién
(2.13), notamos que la correlacién dentro de la banda de frecuencias no puede ser definida como un promedio
de valores asumidos por la correlacion dindmica dentro de la banda de frecuencias; para esto es necesario
obtener el espectro de X; e Y;. La correlacién en diferentes frecuencias no esta relacionada de una manera
sencilla a la correlacién en diferentes adelantos y retrasos. Si consideremos p’)“( y p’{, las autocorrelaciones de
X e Y; en el retraso k (la notacién del retraso k se considera con un superindice solo en esta seccién) y con
Py la correlacién cruzada en el retraso k; entonces tenemos:

(2.13)

oo
D e M oky +oxy)/2
pxy(N) = == —
Z ek gk Z e Ak ok
k=—o0 k=——oo
Inversamente, si consideramos,

obtenemos,

k —k T
Pxy + Pxy ixk
B = pxy()\)ny()\)e dA.
0

Por lo tanto, para calcular pxy (A), no solo debemos usar las correlaciones cruzadas sino que también las
autocorrelaciones en diferentes retrasos. Para el caso inverso, tenemos que recurrir a las densidades espec-
trales; sin embargo no se obtienen las correlaciones cruzadas en diferentes retrasos; sélo se obtiene la suma
Py + pxr. En el caso multivariado, se define una nueva medida la cual es llamada cohesién.
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Definicién 2.7. Sea X; = (Xi¢,. .., Xnt) un vector de n > 2 variables , ademds sea w = (wq, ..., w,) un
vector de pesos positivos no normalizados. Se define el promedio ponderado, llamado cohesion como:

Zwiwjﬂxixj (A)

cohx () = 7 Z
W; W
i#]

Ademds se define la cohesion dentro de una banda de frecuencias Ay = [\, A2] de forma andloga por,

> wiwipx,x, (Ay)
cohx(Ay) = 7
Z wW; W,
i#]

Observacion 2.2. La medida de cohesién esta motivada de la misma manera que en el caso bivariado, y se
define como un promedio ponderado de las correlaciones dindmicas, definida en (2.10), entre todos los pares
de series.

La eleccion méas adecuada de los pesos va a ser considerada dependiendo la importancia de cada variable
sobre la cual se esta midiendo el comovimiento. Por ejemplo, si se desea medir la cohesion de los ingresos
per capita de paises Europeos, es razonable dar un peso méas grande a Alemania que a Luxemburgo.

Es claro que |[cohx (A)] < 1y cohx(A\) =1, siy sélo si, todas las variables de X; comueven de forma perfecta
en la frecuencia . Si se observa una pequena cohesién entre las variables, esta no se puede distinguir si
es debido a un pequeno comovimiento por parejas, 6 si se debe a grandes covarianzas positivas y negativas
cancelandose entre ellas. Es por este problema que se usa una medida alternativa dada por:

Z wyw; ‘pXin |
i J
cohy = z_
>,
i#]
La desventaja de coh’ es que no distingue el tipo del comovimiento (si es positivo é negativo), por lo que
es recomendable usar cohx y coh’k para obtener una informacién completa del tipo de comovimiento. La

cohesién se puede generalizar en el sentido de medir la cohesién cruzada entre un vector X; y un vector Yz,
como se muestra en la siguiente definicién.

Definicién 2.8. Sean los vectores Xy = (Xi¢, -+, Xnt) ¥ Yo = (Yie,. .., Yme) de dimension n y m, respec-
tivamente. También sean los vectores de pesos wx = (Wx1,.-.,Wxn) Y Wy = (Wy1,...,Wym). Se define la
cohesion cruzada entre X; e Yy por

n m

Z Z wxiwy, pxiv; (A)

i=1 j=1

n m
E g Wx; Wy

i=1 j=1

COhxy()\) =

Note que, si X; e Y; son escalares, la cohesion cruzada se reduce a la correlacién dindmica.
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2.2.2. Espacio de Tiempo-Frecuencia

Por lo visto en la subseccién anterior, el coeficiente de correlacién dindmico esta relacionado solamente con
el dominio de frecuencias y se desentiende de la dependencia del tiempo del comovimiento. Es por esta
razén que Rua (2010) extendié este coeficiente, afiadiendo la dependencia temporal a través del anédlisis de
ondiculas. El andlisis de ondiculas surge dada la limitacién de la transformada de Fourier que no propor-
cionar informacién temporal de frecuencias. Por lo tanto, el andlisis de ondiculas es una herramienta para
caracterizar el contenido espectral de una funcién y simultdneamente entregar informacion de los tiempos
donde ocurren las frecuencias.

Definicién 2.9. Se dice que la funcidn ¥(t) es una ondicula madre si cumple las siguientes condiciones,

W [ O:O byt =

o) [ v
TP

(c) 0<Cy = / ” ————dw < 400 , donde w( ) es la transformada de Fourier de 1(t).
0

Observacion 2.3. La condicién (a) significa que 1(t) debe tener media cero. La condicién (b) es la llamada
propiedad de energia unitaria. Finalmente la condicién (c) es la llamada condicién de admisibilidad.

Observacion 2.4. En el Apendice A.3 se identifican algunas familias de ondiculas.

Definicién 2.10. Sea ¢(t) una ondicula madre, se define una funcidn ondicula como sigue,

Vrs(t) = 7 (t — T)

donde T es la posicion del tiempo (pardmetro de traslacidn), y s es la escala (pardmetro de dilatacion), la
cual esta relacionada con las frecuencias.

Definicién 2.11. Sea X; una serie temporal, se define la transformada continua de ondiculas de X; con
respecto a ¥ como la siguiente convolucion,

o [ xon= 3 x5

donde (t) es el conjugado complejo de (t).

Se define también la transformada inversa de ondiculas como,

1 [ [ drds
X = %[m [W¢T,S(t)WX(T7S) 2

Observacion 2.5. La transformada inversa de ondiculas permite recuperar la serie original X;, Por medio de
integrar sobre todas las escalas y posiciones temporales.

De forma muy similar a Croux et al. (2001), Rua (2010) defini6 la medida de comovimiento basado en
ondiculas, la que se desarrolla en la siguiente definicion.

Definicién 2.12. Sean las series temporales Xy e Y;. Se define la medida de correlacion basada en ondiculas
entre X; e Yy de la siguiente manera,
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pxy(T S) _ R(WXY (T, S))
’ VIWx (7, 8) 2 [Wy (7, 5)[

donde Wxy (1,8) = Wx(1,8)Wy(7,8) es el espectro de ondiculas cruzado y R denota la parte real del
espectro de ondicula cruzado.

Observacion 2.6. El espectro de ondiculas cruzado captura la covarianza entre las dos series temporales en
el espacio de tiempo-frecuencia.

Claramente, |pxy (7,5)| < 1. Se puede considerar que el coeficiente basado en ondiculas es una extensién del
coeficiente de correlacién dindmica pues puede cuantificar el comovimiento en el espacio tiempo-frecuencia,
proporcionando asi informacién del periodo y la frecuencia en donde el comovimiento es grande en magnitud.

2.3. Analisis M de Box y Analisis de Componentes Principales

En esta seccion veremos dos métodos; el primer método estd basado en el andlisis M de Box y en el se usa
el estadistico M de Box para estudiar la estabilidad inter-temporal de la matriz de correlacién entre ciertos
periodos de tiempo. El segundo método estd basado en el analisis de componentes principales se usa para
estudiar el grado de armonia entre el comovimiento de las series temporales en ciertos periodos de tiempo.
Estos métodos fueron usados por Meric y Meric (1989, 1997).

2.3.1. Analisis M de Box
Supongamos que tenemos una muestra obtenida de una distribucién normal multivariada; a continuacién se
define el test M de Box para probar la homogeneidad de matrices de covarianzas.

Definicién 2.13. Sea la hipdtesis para testear la homogeneidad de matrices de covarianzas dada por,

Hy:$1=...=%, (2.14)

Si la hipdtesis nula dada por (2.1/) es verdadera para q grupos de observaciones, entonces el estadistico M
de Box estd dado por,

q
M=¢Y (n—1)in|S;'S|, (2.15)

i=1
donde,

1 q
S = N_q;(ni—l)si
W H3p—1 & 1
6(p+1)(g—1) ; (ni = (N —q)’

n; es el numero de observaciones del grupo i-ésimo, S; es la matriz de correlacion del grupo i-ésimo, y N
es la suma de observaciones de los q grupos. El estadistico M de Box tiene una distribucion asintdtica X2
con p(p+ 1)(¢ — 1)/2 grados de libertad bajo Hy.

$=1-

El test M de Box nos permite estudiar la estabilidad inter-temporal de la matriz de correlacién; en otras
palabras, permite analizar si las matrices de correlacién son significativamente diferentes o no en ciertos
periodos de tiempo. Para mds detalles sobre el test M de Box ver Mardia et al. (1979) y para més detalles
sobre la interpretacién inter-temporal de la matriz de correlacién aplicado a los mercados de valores ver
Meric y Meric (1989, 1997).
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2.3.2. Analisis de Componentes Principales

Definicién 2.14. Sean las series temporales X1¢, Xot, ..., Xpt de longitud n cada una. Sean X, = (X, ,X;]
la matriz de datos muestrales y S = Var(Xy) su matriz de covarianzas. Se definen las componentes princi-
pales de X; como las variables,

Zj:Xttj, jil,...7p, (216)

donde t; es el j-ésimo vector propio de la descomposicion espectral de S; es decir, cada nueva variable Z; se
construye a partir del j-ésimo vector propio de S. La varianza explicada por la componente principal j-€ésima
viene dada por,

(2.17)

donde A; es el j-ésimo valor propio asociado al vector propio t;. Exite una regla llamada la regla de signifi-
cancia de Kaiser, la cual afirma que una componente principal es estadisticamente significantiva si su valor
propio es mayor a 1. El anélisis de componentes principales permite estudiar el grado de armonia en ciertos
periodos de tiempo, siendo que al tener menos componentes principales que explican el mayor porcentaje de
varianza se puede considerar un comportamiento mas armonioso. Para mas detalles de la interpretacién del
grado de armonia ver Meric y Meric (1989, 1997).

2.4. Coeficiente de Codispersion

En esta seccién veremos un método basado en el coeficiente de codispersion el cual fue propuesto por
Matheron (1965) para medir la asociacién espacial entre dos variables espaciales. El coeficiente de codispersion
también es de interés para estudiar el comovimiento de series temporales; este aspecto fue motivado y
discutido por Vallejos (2008).

En el contexto de series temporales, el coeficiente de codispersion es el producto interno normalizado de las
primeras diferencias entre las series X e Y'; esto es:

Z AXAY

\/Z(AX)2 S(av)?

Geometricamente el coeficiente (2.18) compara pendientes proporcionales en pares de puntos a través de
toda la serie. Se dice que dos series comueven si su respectivo conjunto de pendientes son proporcionales o
cercanas. El coeficiente de codispersion como medida de comovimiento para procesos estacionarios se define
como sigue.

pmn(Xy Y) = (218)

Definicién 2.15. Sean los procesos diferenciables estacionarios en el sentido amplio Xy e 'Y, tal que X, =
X1 — Xi e Y/ =Y, — Y;. Se define el coeficiente de comovimiento entre Xy e Yy como sigue,

EIXY/
pom (X0, Y7) = —— BN (2.19)

/ Var(X]) Var(Y])’

donde se asume que E[X]] < oo y E[Y/] < c0.

Definicién 2.16. Sean dos series temporales X; e Y;. Se define el estimador del coeficiente (2.19) como
Stgue,
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> (Xep1 = X)) (Vi1 = Y2)

V(K = X023 (Ve — Y

Si Xy e Yy son dos curvas suaves, el estadistico de comovimiento entre ellas en su forma integral viene dado

por,
/ﬂﬁﬁ

Jfora fonza

Como esta definido, el coeficiente de comovimiento no es el coeficiente de correlacion entre las primeras
derivadas. En la definicién del coeficiente de comovimiento no se requiere que las dos series sean evaluadas
de forma equidistante; sin embargo, se requiere que las observaciones de las dos series estén emparejadas en
el tiempo.

Al igual que el coeficiente de correlacion, el coeficiente de comovimiento tiene propiedades de interés. Es
invariante bajo traslaciones, es simétrico en su argumento, definido positivo para una sucesién y una versién
para retardos de ella misma, y se puede interpretar como el coseno del angulo entre los vectores formados
por las primeras diferencias de las series muestrales. La interpretacion también es similar al coeficiente de
correlacién; si el coeficiente de comovimiento es 1 entonces las series comparadas tienden a moverse en las
mismas direcciones. Si el coeficiente de comovimiento es -1 entonces las series comparadas son reflexiones de
ellas mismas.

A continuacion para ilustrar el calculo de la varianza asintética del coeficiente de comovimiento se usan
procesos AR(1) y MA(1).

Ejemplo 2.1. Sean los procesos AR(1) dados por,

b\cm(Xta n) =

-~ —
Pem =

X = 1 Xy + e, lp1| < 1,
Y = ¢2Ys +eay, |pa| <1,
donde el vector de errores €; = (€14, €2¢) ', t = 1,...,n, es un vector aleatorio normal independiente de media

0 y matriz de covarianza dada por,

2
[ 0% por
%= (pO'T 72 ) :

Entonces la varianza asintética de /n(pem (X, i) — pem (X¢, Y2)) viene dada por,

o, PE2=d1— 0221 - )1+ )\
e <1 4(1 — p1¢2)? ) '

Demostracion. La demostracion se encuentra en el Apéndice de Vallejos (2008).

De forma similar se puede obtener la varianza para un retraso h, el cual es,

ﬁ:O_ﬁuﬁw+%wwu—ﬁm—@v
" (1= ¢192)2(1 — ¢1)(1 — p2)"
Ejemplo 2.2. Sean los procesos MA(1) dados por,

Xi =vi + 01v1 -1,
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Yy =voy + 0o 1,

donde [601], 2| < 1, y los errores €, = (v1,4,v24) ", t =1,...,n son vectores aleatorios idénticamente distri-
buidos e independientes de media 0 y matriz de covarianza 3. Entonces,

_ p(2 — 01 — 92 + 29192)
27/ =0, +62)(1 — 6, + 62)

5 PP(1+6:65)% \°
vi=11- oo ,
(1+67)(1+65)

p(1)

cuando h > 2 tenemos,

2 PP+ 0105 1\
Vh =\ = o e
(14+69)(1+63)

En los ejemplos anteriores obtenemos féormulas explicitas para la varianza asintética. Sin embargo, en el caso
donde hay una gran cantidad de parametros no es posible obtener este tipo de expresiones. Es por esto que
se usan técnicas de remuestreo, una de ellas es la llamada “Bootstrap”. Para ver més detalles del calculo de
la varianza asintética con técnicas de remuestreo y ademas ver la aplicacion a datos reales del coeficiente de
comovimiento ir a Vallejos (2008).

2.5. Test de Causalidad de Granger

En esta seccién veremos el test de causalidad de Granger (1969) para un modelo de vectores autorregresivos.
La idea central es evaluar si hay causalidad en ambos sentidos de dos series temporales. En el caso de
encontrar causalidad en ambos sentidos podemos decir que existe comovimiento entre las series.

Definicién 2.17. Sea Y, un vector de dimension k x 1 donde la componente i-ésima viene dada por Y ;.
Se define el vector autorregresivo de orden p, denotado VAR(p) (VAR, por sus siglas en ingles), como,

Yt =c+ AlYt—l —+ AQYt_Q + ...+ Ath_p + €y, (220)

donde ¢ es un vector constante de dimension kx 1, A; es una matriz invariante en el tiempo parai=1,...,n
y € es un vector de errores de dimension k X 1 que satisface lo siguiente,

(i) Ele:] = 0, es decir, cada componente del error tiene media cero,
(ii) Elere] = X, donde ¥ es una matriz k x k semi definida positiva,
(iii) Elece. ] = 0 para cualguier k distinta de cero, es decir, no hay correlacion a través del tiempo.

Observacion 2.7. El modelo VAR(p) también es llamado modelo VAR de retraso p.

La condicién de estabilidad para el proceso (2.20) viene dada por,

det(ly — A1z — ... — Ap2P) #0 |z] < 1. (2.21)

En otras palabras el proceso (2.20) es estable si el polinomio caracteristico inverso no tiene raices en el
circulo unitario complejo. La eleccién del retraso p es importante y las formas de elegirlo son diversas, las
més usuales son los criterios de informacién como el criterio de informacién de Akaike (AIC) y el criterio de
informacién Bayesiano (BIC).
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Definicién 2.18. Sean X; e Y; dos procesos estacionarios y ademds supongamos que Y; puede ser descrito
por la ecuacion,

P P
}/t =c+ Z OéiXt_i + Z ﬁ}/t_z + €, (222)
i=1 i=1
P
donde €; es un ruido blanco. Si la hipdtesis nula Hy : Zai = 0 es rechazada, entonces se dice que X; es
i=1

causal en el sentido de Granger de Y.

En el caso de que X; sea causal en el sentido de Granger de Y; y ademéas Y; sea causal en el sentido de
Granger de X, entonces se dice que existe un feedback entre las series X; e Y;. Para estimar los coeficientes
de la ecuacién (2.22) se usa la suma de los errores cuadraticos del modelo restringido y del modelo completo
en el estadistico,

SSEr — SSER
_ p
F=—5sm
(n—2p—1)
donde SSER y SSEF son las sumas de los errores cuadraticos del modelo restringido y del modelo completo,
respectivamente. Ademés, n es la cantidad de observaciones disponibles y bajo Hy, F' tiene una distribucién
X2 con p grados de libertad.

2.6. Modelos Autorregresivos Condicionalmente Heterocedasticos
Generalizados (GARCH)

En esta secciéon veremos un método basado en los modelos autorregresivos condicionalmente heterocedésti-
cos generalizados propuestos por Bollerslev (1986). Los modelos de correlacién a considerar para medir el
comovimiento son el de correlaciéon condicional constante (CCC-GARCH) y el de correlacién condicional
dindmica (DCC-GARCH) propuestos por Bollerslev (1990) y Engle (2002), respectivamente.

Definicién 2.19. Sea Y; una variable aleatoria tal que t € T, donde T es un conjunto de indices discretos.
Se dice que Yy mantiene un modelo autorregresivo condicionalmente heteroceddstico de orden p, (ARCH(p),
por sus siglas en ingles) si,

Yi[®, ~ N (0, he), (2.23)
ht - h(}/t—h }/15—27 o 7}/!‘4—pa a)a
donde Wy_1 contiene toda la informacion pasada hasta el periodo t — 1 y o = (o, ..., qp) es un vector de
pardmetros desconocidos con oy >0 y a; >0 parai=1,...,p.

Se puede considerar el modelo de regresion ARCH(p) asumiendo que E[Y;] = X8, donde Xy = (1, 241, ..., Tek)
es un vector de observaciones independientes y ,BT = (Bo, B1,- -, k) es un vector de pardmetros desconoci-
dos. En ese caso, el modelo ARCH(p) queda dado por,

Y[ 1 ~ N(X 8, ht),
ht = h(etfla €t—2,.-+,€—p, (X),
€ =Y — Xtﬁ.
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Para una serie Y; generada a partir de un modelo ARCH(p) de la ecuacién (2.23), la funcién de log-
verisimilitud para la t-esima observacién viene dada por,

1Y2
2 hy’
y ademas el promedio de la log-verosimilitud para T observaciones es,

1 T
l(a) = Tth(a).

Las ecuaciones que se usan para estimar a han sido descritas en el Apéndice A.4. Una descripcién mas
detallada de los modelos ARCH se encuentran en Engle (1982).

A partir de los modelos ARCH(p), Bollerslev (1986) extendi6 estos procesos a los procesos GARCH lo cual
es algo muy similar a la extensién de un proceso AR a un proceso ARMA.

1
lt(a) = —§loght — (224)

Definicién 2.20. Sea €; un proceso estocdstico tal que t € T, donde T es un conjunto de indices discre-

tos. Se definen los procesos Autorregresivos condicionalmente heteroceddsticos generalizados de orden p y q
(GARCH(p,q)) como,

€t|\Ilt_1 ~ N(O, ht)7

q p
hy = ag + Z el + Z Bihi—,
=1 =1

donde p>0,¢>0,00>0,a; >0parai=1,...,qyB; >0 parai=1,...,p.

Si consideramos p = 0 obtenemos un modelo ARCH(g). Para la funcién de log-verosimilitud consideremos
zl = (L&l j et ghio1, o hip) y w! = (ao,01,...,04,51,. .., Bp); entonces la varianza condicional
del modelo GARCH puede ser escrita como h; = z, w, y la log-verosimilitud para la observacién ¢ salvo

constantes es,

li(w) = —=loghy — = —. (2.25)

El proceso de estimaciéon de w se presenta en el Apéndice A.5. Una descripcién detallada de los modelos
GARCH se encuentran en Bollerslev (1986).

Para extender el modelo GARCH univariado al caso multivariado, es necesario que la matriz de varianza-
covarianzas condicional para el vector aleatorio €; de media cero dependa de los elementos del conjunto de
informacién. Para H; medible con respecto a ¥;_1, el modelo GARCH multivariado viene dado por,

€t|‘I’t71 ~ N(O, Ht).

Hay diversos modelos para estimar la correlacién entre series temporales (comovimiento); ver Engle (2002)
para un breve resumen. Una clase de estimadores de un modelo GARCH multivariado es el propuesto por
Bollerslev (1990), el cual es llamado estimador de correlacién condicional constante (CCC, por sus siglas en
inglés) en el cual se usa la siguiente matriz de varianza-covarianza,

H, = D,RD,. (2.26)

D, = diag{\/hi.} es de dimensién k x k y R es la matriz de correlacién que contiene las correlaciones
condicionales. Identificando €; = D Lr, como los errores estandarizados, los cuales se distribuyen de la

siguiente forma,
€ — Dt_l’l"t NN(O7Rt),
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Considerando 6 y ¢ los pardmetros desconocidos en D y R respectivamente, la funcién de log-verosimilitud
para el modelo CCC-GARCH viene dada por,

Tk e
1(0,9) = ——log27r ~5 Z(log\Hd +¢€ Hi'e), (2.27)
t=1

La evaluacién de la funcién de log-verosimilitud (2.27) requiere invertir una matriz de tamario k x k en cada
paso de maximizacion, lo cual es bastante costoso para un método iterativo. Teniendo en cuenta ciertas
suposiciones es posible reducir el costo computacional enormemente (Bollerslev, 1990).

Reconociendo que en las series temporales de mercados de renta variable la dependencia es més dinamica que
constante, Engle (2002) generaliz6 el modelo CCC por el modelo llamado correlacién condicional dindmica
(DCC, por sus siglas en inglés) considerando que la matriz de correlacién varia en el tiempo, obteniendo una
matriz de varianzas-covarianzas dada por,

H; = D:R;D;,
donde la estructura de correlacion es,

= Q:‘,k_thQ;k_lv

con

M N o M N
= (1 — Z A — Z 5n> Q+ Z am(et_mez_m) + Z BnQi_p,s (2.28)
m=1 n=1 m=1 n=1

donde Q; es la matriz de covarianza condicional de los errores estandarizados, Q es la matriz de covarianza
incondicional de los residuos y QF es una matriz diagonal k X k donde cada elemento de @} es la raiz
cuadrada de los elementos de la diagonal de Q;. Ademds Engle y Sheppard (2001) proponen seleccionar los
valores de D; a partir de un modelo GARCH univariado, tal que,

P; Qi
hit = W; + Z Oéip’l"?tip + Z Biqhitfm (229)
p=1 g=1
parai=1,...,k con 25;1 Qip + 222:1 Big < 1, y teniendo en cuenta la restriccién de la no negatividad de

las varianzas.
La funcién de log-verosimilitud (2.27) puede ser escrita como la suma de la parte de volatilidad y la parte
de correlacién, esto es,

16,9) =1v(0) +1c(6,9), (2.30)
donde el término de volatilidad es,
L
~3 Z klog2m + log| Dy|*> 4+ [ D %r,),
t=1

y el término de correlacién es,
T

T p-1 T
E (log|R:|) + €, R; "€ — €, €.

t=1

l\D\H
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La maximizacién de (2.30) es a través de dos pasos; primero se maximiza Ly (6) obteniendo 0. Segundo
se reemplaza el estimador del paso uno en la funcién de log-verosimilitud de la parte de correlacién y se
obtiene ¢ al maximizar Lo (0, ¢). Bajo condiciones razonables de regularidad (Newey y McFadden, 1994) la
consistencia del primer paso asegura la consistencia del segundo paso.

Los elementos de la matriz de correlacion R; son de la forma,
qijt
/iG55
Las condiciones necesarias para que R; sea definida positiva se encuentran en el Apéndice A.6. Engle y

Sheppard (2001) desarrollaron un test para analizar la correlacién; la hipdtesis nula de este test viene dada
por,

Pijt = parai,j=1,...,k.

Hy:R, =R V¥t (2.31)
contra la hipétesis alternativa que la dindmica de R; estda dada por,

Hj :vech(Ry) = vech(R) + Srvech(Ri—1) + ... + Bpvech(Ry_y).

En el caso de aceptar la hipdtesis nula (2.31) se sugiere ajustar un modelo CCC-GARCH a los datos.

2.7. Coépulas

En esta seccion se analizard un método de comovimiento basado en copulas el cual permite estudiar el
grado y la estructura de dependencia de series temporales, la cual puede ser asimétrica. Para investigar si la
estructura de la dependencia es asimétrica se usa el teorema de Sklar (Sklar, 1959). Dicho teorema muestra
que cualquier funcién de distribucién conjunta de dimensién n puede descomponerse en sus n distribuciones
marginales y una cépula. Una caracteristica de las cépulas es que tienen una medida llamada dependencia
en la cola, la cual mide la asociacién frente a eventos extremos.

Definicién 2.21. Sea la funcién C : [0,1] x [0,1] — [0, 1]; se dice que C' es una cdpula de dimensidn 2 si
satisface las siguientes propiedades,

(i) Para todo (u,v) € [0,1] x [0,1], C(u,1) =u y C(1,v) = v,
(i) Para todo (u,v) € [0,1] x [0,1], C(0,v) = C(u,0) =0,
(#ii) Para todo uy > ug y v1 > vz, C(uy,v1) — C(u1,v2) — Cluz,v1) + C(ug,vz) >0

Teorema 2.22 (Teorema de Sklar). Sea Fxy una funcién de distribucion con distribuciones marginales Fx
y Fy. Entonces existe una copula C tal que para todo x,y € R,

Fxy(z,y) = C(Fx (), Fy (y)).

Si Fx y Fy son continuas, entonces C' es unica.

Definicién 2.23. Sea F una funcién de distribucidn, entonces se dice que la funcion F~' definida en [0,1]
es su tnversa generalizada si cumple lo siguiente:

(i) Sit e Im(F) y x € [~o0, 00|, entonces F~1(t) =z y F(z) = t. Por lo tanto, Vt € Im(F), se tiene que
F(F71(t) =t

(ii) Sit & Im(F), entonces F~1 = inf{x : F(x) >t} = sup{x : F(x) < t}.
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(iii) Si F es estrictamente creciente, entonces tiene una tnica funcion inversa generalizada F~1.

Corolario 2.24. Sean Fx y Fy funciones marginales tales que sus funciones inversas generalizadas son
Fi' y Fyt, respectivamente. Entonces para todo (u,v) € [0,1] x [0,1] se cumple,

C(u,v) = Fxy (Fx'(z), Fy ' ().

La ventaja de usar cépulas para medir la dependencia es que se pueden usar medidas que permiten cuantificar
relaciones no necesariamente lineales como por ejemplo el coeficiente Tau de Kendall; el cual se define a
continuacion a partir de una cépula.

Definicién 2.25. Sean X e Y dos variables aleatorias continuas cuya copula es C'. Entonces el coeficiente
Tau de Kendall para X e Y wviene dada por (Joe, 1997),

11
XY =4/ / C(u,v)dC(u,v) — 1.
0o Jo

Otra medida 1til para medir la dependencia definida por cépulas es la dependencia en la cola, la cual
permite encontrar la probabilidad de que una variable tenga un valor extremo condicionado a que otra
variable también tome un valor extremo. La situacién de obtener valores extremos es bastante usual en
aplicaciones en el ambito financiero; como por ejemplo, saber cual serd la probabilidad de que en un mercado
A se observe movimiento extremo de baja probabilidad dado que en el mercado B ocurrié un evento con la
misma baja probabilidad. Patton (2006) definié la dependencia en la cola por la izquierda y por la derecha
de dos variables aleatorias como sigue.

Definicién 2.26. Sea las funciones marginales Fx y Fy, se define la dependencia en la cola por la izquierda
y por la derecha como,

) . Clu,u)
p = lm P[Fy (y) < ulFx(2) < u] = lim ———,

1-2
7 = lim P[Fy (y) > u|Fx(x) > u] = lim 1-2u+Cluu)

u—1 1—u ’

donde T, y Tr € [0,1]. Si 71, 6 TR € [0, 1] son positivos, entonces se dice que X e Y tienen dependencia en
las colas a la izquierda ¢ a la derecha.

En la literatura se han definidos diferentes tipos de cépulas (Joe, 1997), por ejemplo para las familias de
cépulas elipticas tenemos la cépula normal y la cépula t. Para el caso de la cépula normal consideremos @,
como la funcién de distribucién Normal bivariada con coeficiente de correlacién p y ®~! es la inversa de la
funcién de distribucién normal univariada. Entonces la cépula normal bivariada viene dada por:

C(u,v;p) =P, (CI)*l(u), CI)fl(v)) ,

donde u, v son las funciones de distribuciéon acumulada de los residuos estandarizados de los modelos mar-
ginales, y ademds 0 < u,v < 1. Una caracteristica de la copula normal es que no tiene dependencia en las
colas y ademds no tiene una expresion para el coeficiente Tau de Kendall.

De forma similar se define la cépula t por:

Clu,v3p,v) =ty (1 (), 1, (v))

donde t,, ., es la funcién de distribucién t-student bivariada con v grados de libertad y coeficiente de correlacién
p, vy t;1 es la inversa de la distribucién t-student univariada. Al contrario de la cépula normal, la cépula t
tiene dependencia en las colas y al igual que la cépula normal, la cépula t no tiene una expresién para el
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coeficiente Tau de Kendall.
Otra cépula bidimensional usada es la propuesta por Joe (1997), llamada cépula de Joe-Clayton dada por,

Cjo(u,v;7p,7r) =1— ({[1 — (=) 1= (1 =) — 1]}_1/7> 1/r

donde k = 1/logy(2 — 7r), v = —1/logy(11) v 72 € (0,1) y 7r € (0,1). La cépula de Joe-Clayton tiene una
pequenia asimetria cuando 7, = 7g lo cual no es conveniente. Patton (2006) propuso una modificacién de
esta copula y la llamé la cépula de Joe-Clayton simetrizada,

Csjc(u,v;1r, 7R) = 0,5C ¢ (u,v; 71, 7R) + 0,5Cs;0(1 — u, 1 —v; 71, TR) +u+v — 1,

la cual es simétrica cuando 7, = 7 . Otros tipos de cépulas pueden ser encontrados en el Apéndice A.7.
Para los modelos marginales, Patton (2006) sugiere usar un modelo AR (k)-GARCH(p, q) considerando como
maximo 10 retrasos en la parte autorregresiva y eliminando los términos insignificantes. Por tanto el modelo
marginal para una serie X; viene dado por,

10
Xi=¢o+ Z¢iXt—i + €,

i=1
q P
2 2 h
o; = ap + o€ + Bihi—,
i=1 i=1

v id
7}%(”_ ) cep ~udt,,

donde ¢ es un ruido blanco y o7 es la varianza de ;.

Todas las cépulas descritas anteriormente capturan la dependencia en distintas formas pero no permiten
capturar la dependencia cuando es variable en el tiempo; es por esto que Patton (2006) propuso para el caso
de una cépula normal que el pardmetro siga un proceso ARMA(1,10), esto es,

10

- 1 _ _
pr=A wp+ﬂp'pt—1+ap'TOZ¢ I(Ut—j)‘b 1(Ut—j) s
j=1

donde A(z) = (1 — e *)(1+ e *)~! es la transformacién logistica disefiada para mantener p, € (—1,1). De
forma muy similar Patton (2006) hizo una evolucién temporal para la cépula de Joe-Clayton simetrizada, la
cual es,

10
TRt =N |wr+Br-TRt—1+ R - m E [ue—j —ve—j| |,
=1
10
Tee=AN|wr+Pr-TLi—1+ar- 0 E lug—j —ve—jl |,
P

donde A(x) = (1 + e %)7! es la transformacién logistica usada para mantener 71,7z € (0,1) para todo
tiempo t.

Para la estimacién de los parametros de una cépula existen dos formas; la primera es a través del método
de méxima verosimilitud (ML, por sus siglas en ingles) y el otro a través de la inferencia para los modelos
marginales (IFM, por sus siglas en ingles). El enfoque de ML estima los pardmetros de los modelos marginales
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y de la cépula de forma simultanea, en cambio el enfoque de IFM separa la estimacion en dos pasos: En el
primer paso estima los parametros de los modelos marginales; y en el segundo paso estima los parametros
de la copula dado los pardmetros estimados en el paso uno.

2.8. Regresion Lineal

En esta seccion se analizard un método basado en los modelos de regresién. El coeficiente que es usado
para medir el comovimiento a través de regresién lineal es el coeficiente de determinacién, denominado R2.
Consideraremos ademds lo propuesto por Barberis et al. (2005), quienes sugieren distintas teorfas en el co-
movimiento de retornos financieros a partir del analisis de regresién univariado y bivariado.

El modelo més simple considerado para explicar los retornos de ciertos activos viene dado por,

APy = o; + BiAPy + Vi, (2.32)

donde AP;; = P, — P;;_1 es el retorno del activo entre el tiempo ¢t y ¢t — 1, y P;+ es el precio de la cuota
de algun activo ¢ en el tiempo t. Adema4s,

1
APyy=—3 APy,
leA

donde A es el mercado al cual pertenece el activo i. La medida de comovimiento a considerar es el coeficiente
de determinacién, R?, de la regresién (2.32). Un valor alto de R? indica un grado alto de sincronicidad entre
los precios. Valores bajos indican que no existe sincronicidad.

Barberis et al. (2005) detalla dos teorfas de comovimiento en los retornos: uno basado en las noticias fun-
damentales y el otro basado en la friccién o sentimiento. La primera teoria es la méas tradicional pues los
retornos de un activo estan correlacionados con los valores fundamentales del mismo. La segunda teoria se
desvincula de lo fundamental y estd basada en el sentimiento a partir de categorias, habitat y difusion de
informacién. Para explicitar la informacién anterior, consideremos una economia que contiene un activo sin
riesgo en oferta perfectamente eldstica y con tasa de retorno cero, y ademés que contiene 2n activos de riesgo.
El activo de riesgo ¢ paga un dividendo D;; en el cual el ultimo dividendo en el tiempo 1" puede ser escrito

por,
Dir=D;o+¢€1+...+er,
con D; ¢ v €;+ son anunciados en el tiempo 0 y ¢, respectivamente, y ademas,

Pid.
€ = (€14, €2mt) R N(0,Ep),

Supongamos que para la toma de decisiones los inversionistas agrupan los activos de riesgo en dos categorias
Ay B, en particular la categoria A contiene los activos 1 al n y la categoria B contiene desde el activo n+ 1
al 2n. Ademds supongamos que estas categorias estan adoptadas por operadores de ruido quienes mueven
sus fondos en las categorias segin su sentimiento, esto puede ser representado como sigue,

APy =€ip+Auay, €A, (2.33)

APjy = €ji +Aupy, jE€ B, (2.34)

donde,
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El termino u4; puede interpretarse como el sentimiento del operador de ruido en el tiempo ¢ de los valores
de la categoria A, lo mismo pasa con up .. Las ecuaciones (2.33) y (2.34) pueden ser también consideradas
para el comovimiento dado el habitat; esto es que los inversionistas sdlo eligen invertir sus fondos en un
subconjunto del total de los valores disponibles; por ejemplo A y B pueden considerarse como los activos de
U.S. y de U.K., y donde hay inversionistas que invierten sélo en valores nacionales.

La tercera forma de ver el comovimiento en base al sentimiento es a través de la difusién de la informacion,
la cual puede ser modelada por:

APy =€, i€A, (2.35)
APjy = peji+ (1 —pleje, jEDB. (2.36)

A partir de este punto de vista, A y B son grupos de acciones que incorporan nueva informacién en diferentes
periodos. Las acciones en A incorporan noticias en el tiempo ¢ inmediatamente, en cambio en el grupo B
se incorporan solo una fraccién p de noticias en el tiempo ¢ inmediatamente. Considerando el comovimiento
basado en sentimiento o friccién se pueden considerar ciertas propiedades que describen lo que sucede cuando
una accion se mueve de una categoria o habitat a otra, o a un grupo de acciones que incorpora informacién
lentamente a otra que lo hace rdpidamente. Barberis et al. (2005) mostré que bajo ciertas condiciones los
modelos (2.33)-(2.34) y (2.35)-(2.36) cumplen la siguiente propiedad:

Propiedad 2.27. Supongamos que un activo j, que previamente es miembro de B, es reclasificado en A, y
que la matriz de covarianza de flujo de fondos Xp es constante en el tiempo. Entonces, para un gran nimero
de activos de riesgo n, el limite de la probabilidad del estimador de minimos cuadrados ordinarios de 3; en
la regresion (2.52) tanto como el limite de la probabilidad del R?* aumenta después de la reclasificacion.

En otras palabras, si consideramos el punto de vista de categorias cuando un activo j entra en la categoria A,
los operadores de ruido ponen sus fondos en el activo j lo que incrementa la covarianza de su retorno con el
retorno de la categoria A, aumentando entonces el coeficiente de determinacién R2. De forma similar existe
una prediccién de reclasificacién considerando un modelo de regresion lineal bivariado, como se muestra a
continuacion.

Propiedad 2.28. Suponga que el activo de riesgo j, que previamente era miembro de B, es reclasificado en
A, y que la matriz de covarianza de flujo de fondos X p es contante en el tiempo. Entonces, para un gran
numero de activos de riesgos n, el limite de la probabilidad del estimador de minimos cuadrados ordinarios
de Bj, A en la regresion bivariada

APjy = o+ Bj,aAPas+ B BAPp 1 + vj4,

se incrementa después de la reclasificacion, mientras que el limite del estimador de minimos cuadrados
ordinarios de B; p decae.

Observacion 2.8. Para mayores detalles de la derivacién de las propiedades 2.27 y 2.28 ir al Apéndice de
Barberis et al. (2005).
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Capitulo 3
Aplicacion

En este capitulo aplicaremos algunos de los métodos propuestos en el capitulo anterior. Consideraremos una
base de datos de las rentabilidades de las administradoras de fondos de pensiones (AFP) Chilenas; los datos
pueden ser encontrados en la pagina de la superintendencia de pensiones http://www.safp.cl/. En este estudio
consideraremos 5 AFP (Cuprum, Habitat, Planvital, Provida y Modelo) dejando de lado AFP (Capital) ya
que el ano 2008 estuvo sometida a una fusién con otra AFP que ya no existe. El primer caso a considerar sera
medir el comovimiento de las rentabilidades de los distintos fondos de pensiones sélo de una AFP (Cuprum).
En la actualidad existen 5 fondos de pensiones los cuales estan denotados por las letras A, B, C, Dy E, y la
cantidad de inversién en renta variable son 40 % — 80 %, 25 % — 60 %, 15% — 40 %, 5% —20% y 0% — 5 %,
respectivamente. El fondo A se considera el méas riesgoso y el fondo E se considera el menos riesgoso. El
objetivo de este andlisis es ver si el comovimiento es igual o distinto al comparar fondos de distintos riesgo.
El segundo caso que consideraremos serd estudiar el comovimiento de 4 AFP (Cuprum, Habitat, Planvital y
Provida) en los 5 fondos mencionados anteriormente durante el periodo 2005-2016, teniendo como objetivo
notar la competitividad de las rentabilidades de los fondos a partir del comovimiento. Como ultimo caso
anadiremos a las 4 AFP anteriores la AFP Modelo la cual empez6 a funcionar a partir del afio 2010 después
de la reforma previsional del ano 2008. El objetivo de este ultimo estudio es notar si la nueva AFP que
ingresé al sistema tiene un comovimiento igual o diferente al de las 4 AFP antiguas.

Los métodos que se usaran en este capitulo serdn: el coeficiente de codispersién, el modelo DCC-GARCH,
el coeficiente basado en ondiculas, el de cépulas, el coeficiente de correlaciéon de Kendall (no paramétrico) y
el test de causalidad de Granger, regresién lineal y el test de M Box. El coeficiente de correlaciéon dindnima
no fue utilizado ya que el coeficiente basado en ondiculas es una extensién de éste; ademas, no estamos
interesados en utilizar el andlisis de componentes principales para ver la armonia del comovimiento. En la
Figura (3.1) se muestran las rentabilidades acumuladas de los 5 fondos de pensiones de la AFP Cuprum en
el periodo 2005-2016; se puede notar que el Fondo A, el que estd sometido a un mayor riesgo por su alto
porcentaje de inversion en renta variable, fue fuertemente afectado por la crisis financiera del ano 2008. Sin
embargo, a medida que baja el riesgo de los fondos de pensiones el efecto de la crisis fue disminuyendo, por
tanto se espera que los métodos de comovimiento detecten cambios en los comovimientos de las combinaciones
de las distintas series temporales de los fondos de pensiones de esta AFP. En la Tabla (3.1) se muestran
las estimaciones del coeficiente de codispersién de los distintos fondos de la AFP Cuprum. Se puede notar
que el comovimiento entre los fondos A y B es casi perfecto alcanzando un valor de 0.99292; sin embargo el
comovimiento entre los fondos A y E es —0.02886, lo cual es de esperarse pues los rangos de inversién en
renta variable de los fondos A y E estan entre 40 %-80 % y 0 %-5 %, respectivamente. Notemos ademds que
se cumple en los otros fondos que el comovimiento es alto cuando se mide para fondos de riesgos cercanos y
bajo cuando los riesgos son lejanos. Para el método que usa un modelo DCC-GARCH consideraremos para
todas las series un modelo GARCH(1,1), pues es el modelo que mejor se ajusta a los datos de todas las series
obteniendo un coeficiente de Akaike més bajo. Cabe mencionar que las series de las rentabilidades de las
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Figura (3.1) Rentabilidades de los fondos AFP Cuprum anos 2005-2016.

Tabla (3.1) Codispersién Cuprum afos 2005-2016.

La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo i y el fondo j.
Fondos A B C D E

A 1 099292 0.94830 0.78547 —0.02886
B 1 097625 0.83827 0.04033
C 1 0.92809 0.21368
D 1 0.52559
E 1
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AFP no presentan efecto GARCH(1,1) segun el test del multiplicador de Lagrange (LM). Este resultado es
consistente para series de rentabilidades mensuales encontradas en la literatura (Kan y Zhou, 2006). A pesar
de que no hay presencia GARCH(1,1), de todas formas se ajusté el modelo DCC-GARCH. Los resultados de
las estimaciones de este método de los fondos de la AFP Cuprum se muestran en la Figura (3.2); notemos que
se cumple nuevamente que al comparar rentabilidades de fondos de riesgos cercanos el comovimiento es alto
en magnitud. Adema&s podemos identificar que el comovimiento cae en temporadas de crisis, como se puede
apreciar inmediatamente después del anio 2008 en los fondos de alto riesgo; lo mismo ocurre a comienzos del
ano 2012.

La ondicula Morlet es la que serd usada para el método basado en ondiculas, pues es la mas popular por sus
propiedades (Aguiar-Conraria y Soares, 2014). Los resultados se muestran en la Figura (3.3). Observamos
que en los fondos A y B el comovimiento es alto (cercano a 1) salvo en unas frecuencias puntuales en ciertos
anos y a medida que se comparan fondos de distinto riesgo el comovimiento empieza a disminuir; de la
misma forma que en los otros métodos ya detallados. Para aplicar el método basado en cépulas usaremos
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Figura (3.2) DCC Cuprum anos 2005-2016.
El grafico de la esquina superior izquierda muestra el comovimiento entre las rentabilidades de los fondos A
v B.

el enfoque de IFM (mencionado al final de la seccién 2.7). Ajustaremos a cada serie un modelo marginal
AR(k)-GARCH(1, 1), considerando k como méximo 10 retrasos y se eligird el modelo que tenga el menor
AIC; los detalles de los modelos marginales no se mostrardn en este trabajo. En la Tabla (3.2) se muestran
las estimaciones basadas en copulas considerando las cépulas normal y t con su respectivo AIC y ademas se
detallan las estimaciones del coeficiente Tau de Kendall. A partir de la Tabla (3.2) notamos que el coeficiente
Tau de Kendall siempre muestra estimaciones mas bajas en comparacién al parametro de correlacion de la
c6pula respectiva; ademds para este caso, la copula t se ajusta mejor a los datos segun el AIC. El patrén
de comparacién segin la cantidad de riesgo del fondo se cumple al igual que con los métodos anteriores.
Ademsds destacamos la alta dependencia en las colas al comparar fondos de riesgos cercanos, por lo que la
probabilidad de que ocurra un evento extremo en un fondo de pensién condicionado a que ocurra otro evento
de la misma naturaleza en el otro fondo, es bastante alta. En la Tabla (3.3) se muestran las estimaciones de
los coeficientes de determinacién R? de las regresiones ajustadas dadas por

Ry = o+ BiRj + vy,

44



AB

1.0

o0

o5 10 15 20 25 30 35

2006 2010 2014

Afios

B-D

05 410 15 20 25 30 35

2006 2010 2014

Afios

o5 10 15 20 25 30 35

05 410 15 20 25 30 35

2006 2010

Afios

B-E

2008 2010

Afios.

1.0

2014

2014

0o

05 10 15 20 25 30 35

2006

05 10 15 20 25 30 35

2008

AD

2010 2014

Afios

cD

2010 2014

Afios.

05 10 15 20 25 30 35

05 10 15 20 25 30 35

2010 2014

Afios.

05 10 15 20 25 30 35

2006

05 10 15 20 25 30 35

2008

2010

Afios

DE

2010

Afios

2014

Figura (3.3) Ondiculas Cuprum afios 2005-2016.
El grafico de la esquina superior izquierda muestra el comovimiento entre las rentabilidades de los fondos A
y B. En cada pixel (4, j) se muestra el comovimiento en el tiempo i y a la frecuencia j (en anos).

Tabla (3.2) Copula Cuprum anos 2005-2016.
En cada fila se muestra el comovimiento entre las rentabilidades de cada fondo a partir de las cépulas
normal y t, se presentan también las dependencia en las colas y el respectivo coeficiente de Akaike respecto
a cada copula.

Fondos Coépula 0 v TL TR XY AIC
AB Normal 0.98922 - 0 0 0.90646 —489.381
t 0.99063 2.698 0.90191 0.90191 0.91280 —504.295
AC Normal 0.91016 - 0 0 0.72809 —219.688
t 0.91725 5.298 0.61992 0.61992 0.73920 —224.057
AD Normal 0.77435 - 0 0 0.56385 —110.848
t 0.80462 3.335 0.52814 0.52814 0.59526 —124.268
AE Normal 0.08695 - 0 0 0.05542 1.136
t 0.11480 2.472 0.18289 0.18289 0.07324  —8.394
B-C Normal 0.94252 - 0 0 0.78310 —275.256
t 0.94979 3.805 0.73990 0.73990 0.79741 —289.075
B.D Normal 0.81895 - 0 0 0.61088 —135.797
t 0.84479 2.945 0.59579 0.59579 0.64055 —154.062
B.E Normal 0.15380 - 0 0 0.09830  —0.733
t 0.16665 2.582 0.19313 0.19313 0.10659 —9.445
oD Normal 0.93221 - 0 0 0.76426 —254.604
t 0.93729 3.562 0.71800 0.71800 0.77335 —266.342
C-E Normal 0.32562 - 0 0 0.21114  —10.998
t 0.29891 2976 0.21721 0.21721 0.19325 —14.397
D.E Normal 0.56510 - 0 0 0.38232  —44.036
t 0.52321 2.884 0.33371 0.33371 0.35053 —46.968
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donde R; y R, son las rentabilidades del fondo ¢ y j, respectivamente en el tiempo ¢, con 4, j = {1,2,3,4,5}
donde 1, 2, 3, 4 y 5 representan a los fondos A, B, C, D y E respectivamente, y ademds i # j. Observamos
que el coeficiente de determinacién también entrega un comovimiento alto cuando las rentabilidades de los
fondos tienen riesgos cercanos y comovimiento bajo cuando los riesgos son lejanos.

Para finalizar el estudio del comovimiento en los fondos de pensiones de AFP Cuprum, en la Tabla (3.4)
se muestran las estimaciones del estadistico F para el test de causalidad en el sentido de Granger con su
respectivo p-valor. Antes de aplicar el test a los datos se estimo el retraso p, de tal manera que se consiguiera
el menor AIC; se considerd como maximo 10 retrasos. Se puede notar en los resultados que segtin este método
no hay comovimiento entre los fondos de pensiones, mostrando todo lo contrario con respecto a los cuatro
métodos anteriores.

En el Apéndice A.8 se muestran los resultados del comovimiento de los fondos de pensiones de AFP Cuprum
después de la reforma previsional del ano 2008, notando que no hay muchos cambios significativos en éstos.
Los resultados del comovimiento de los fondos de las AFP Habitat, Planvital y Provida no se muestran en
este trabajo, dado que soy muy similares a los de AFP Cuprum. A partir de ahora mediremos el comovimien-
to de las series temporales de los fondos A de las distintas AFP considerando los dos escenarios descritos al
comienzo de este capitulo. Los resultados y gréficos del resto de los fondos (B, C, D y E) se encuentran en el
Apéndice A.8. En las Figuras (3.4) y (3.5) se muestran las rentabilidades de los fondos A de 4 AFP durante
los afios 2005-2016 y de 5 AFP durante los anos 2010-2016. Apreciamos que el comportamiento de las series
es casi idéntica, por lo que es interesante cuantificar el comovimiento.

En la Tabla (3.6), Figura (3.6), Figura (3.8), Tabla (3.8), Tabla (3.10) y Tabla (3.12) se muestran los re-
sultados del comovimiento durante los anos 2005-2016 de 4 AFP considerando los métodos de codispersion,
modelos DCC-GARCH, ondiculas, cépulas, causalidad en el sentido de Granger y regresién lineal, respecti-
vamente. Observemos que el coeficiente de codispersién y el coeficiente de determinacion de las regresiones
entregan valores de comovimiento mayor a 0.99, es decir un comovimiento casi perfecto, entre las distintas
AFP. El rango de las estimaciones del comovimiento mediante los modelos DCC-GARCH es entre 0.98 y 1.
A partir de copulas obtenemos comovimientos entre 0.96 y 1 con un valor alto en las dependencias de las
colas de la cépula t-student. El coeficiente Tau de Kendall nos entrega un rango mas bajo en la dependencia,
el cual va entre 0.83 y 0.97. A partir del coeficiente basado en ondiculas tenemos iméagenes en las cuales
el comovimiento es casi perfecto, salvo en algunas frecuencias particulares. En cambio, para el método de
causalidad en el sentido Granger, sélo se muestra que hay comovimiento en los fondos A de las AFP Planvital
y Habitat, por lo que nuevamente tenemos incompatibilidades segiin lo entregado en los métodos anteriores.
Para aplicar el test M de Box consideraremos 2 grupos; el primer grupo es a partir del periodo 2005-2010 y
el segundo grupo es el periodo 2010-2016. Al aplicar el test de normalidad de Shapiro-Wilk se obtuvo que los
datos de las rentabilidades de los distintos fondos de pensiones en el grupo 1 no son normales; sin embargo,
para el grupo 2 si lo son; los resultados del test de Shapiro-Wilk no son mostrados en este trabajo. A pesar
de que los datos en el grupo 1 no son normales se aplicé de todas formas el test y los resultados se encuentran
en la Tabla (3.5); notemos que la homogeneidad de las matrices de covarianzas en los dos grupos se acepta
en los fondos A, B, C y D, por lo que podemos decir que se mantiene el comovimiento durante los dos grupos
de perfodos considerados; sin embargo para el fondo E, si consideramos una significancia del 5 % se rechaza
la hipotesis nula, lo que nos dice que hay cambios en el comovimiento en los grupos de periodos, lo cual se
puede explicar nuevamente por el bajo riesgo de inversién que tiene este fondo.

En la Tabla (3.6), Figura (3.6), Figura (3.8), Tabla (3.8), Tabla (3.10) y Tabla (3.12) se muestran los resulta-
dos del comovimiento en el periodo 2010-2016 de 5 AFP considerando los métodos de codispersién, modelos
DCC-GARCH, ondiculas, cépulas, causalidad en el sentido de Granger y regresién lineal, respectivamente. El
comovimiento que se muestra entre las 4 AFP estudiadas anteriormente es practicamente el mismo durante
los anos 2010-2016, por lo que nos interesa ver el comovimiento entre la nueva AFP del sistema con las 4
AFP antiguas. Segtin los métodos de codispersién y regresién lineal el comovimiento es mayor a 0.99, en
cambio para los métodos de DCC-GARCH, cépula y ondiculas obtenemos un comovimiento un poco mas
bajo pero que de todas formas sigue siendo alto (entre 0.95 y 1). La causalidad de Granger nuevamente no
entrega resultados compatibles con los métodos anteriores. Podemos darnos cuenta que el movimiento de las
rentabilidades de la nueva AFP fue idéntico al de las AFP ya existentes en el mercado. El comovimiento en
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Tabla (3.3) R? regresién lineal Cuprum afios 2005-2016
La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo ¢ y el fondo j.

Fondos A B C D E

A 1 0.98658 0.91053 0.67431 0.00840
B 1 0.96002 0.75568 0.02663
C 1 0.88945 0.10038
D 1 0.34390
E 1

Tabla (3.4) Causalidad de Granger Cuprum anos 2005-2016.
En cada fila se muestra la direcciéon de la causalidad en el sentido Granger de las rentabilidades de los
fondos de pensiones, donde p es el que obtiene el menor coeficiente de Akaike. Se muestra el estadistico F y
su respectivo p-valor, la decisidn de causalidad es tomada con una significancia del 5 %.

Direccién  p F p-valor Causalidad
B—A 3 27332 0.0467 Si
A—B 3 23662 0.0743 No
C—A 2 1.2949  0.2776 No
A—C 2 0.0927 09114 No
D—A 3 22069  0.0906 No
A—D 3 0.6137 0.6074 No
E—A 3 3.5023 0.0176 Si
A—E 3 1.4672  0.2269 No
C—B 2 0.4095 0.6648 No
B—C 2 0.0461 0.9548 No
D—B 3 1.5298  0.2102 No
B—D 3 0.6293 0.5974 No
E—B 3 3.0561 0.0310 Si
B—E 3 1.4979 0.2186 No
D—C 3 1.7159 0.1673 No
C—D 3 0.8170 0.4868 No
E—C 3 23338 0.0774 No
C—E 3 1.2745  0.2862 No
E—D 3 0.9380 0.4246 No
D—E 3 1.7502 0.1604 No

Tabla (3.5) Test M de Box AFP 2005-2016.
Cada fila muestra el p-valor de la hipétesis nula de homogeneidad en las matrices de covarianzas entre los
periodos 2005-2010 y 2010-2016 para las rentabilidades de los fondos pensiones.

Fondo p-valor
A 9.744x10~1°
B 1.285x107°
C 9.903x 10711
D 5.692x 10711
E 0.0547
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los otros fondos va disminuyendo llegando a un rango entre 0.5 y 1, y también va disminuyendo a medida
que se mide en fondos en los cuales su riesgo es cada vez menor. Los resultados obtenidos en este capitulo
motivan la discusién acerca la baja competitividad que existe entre las AFP ya que hay presencia de un
comovimiento casi perfecto entre ellas.
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Figura (3.4) Rentabilidad Fondo A afios 2005-2016. Figura (3.5) Rentabilidad Fondo A afos 2010-2016.

Tabla (3.6) Codispersién Fondo A anios 2005-2016
La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo i y el fondo j.

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida
Cuprum 1 0.99782 0.99623 0.99781
Habitat 1 0.99716  0.99825
Planvital 1 0.99625
Provida 1

Tabla (3.7) Codispersién Fondo A anos 2010-2016 (Después reforma 2008)
La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo i y el fondo j.

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida Modelo
Cuprum 1 0.99839 0.99696  0.99810 0.99039
Habitat 1 0.99682 0.99824 0.99070
Planvital 1 0.99621 0.99058
Provida 1 0.99229
Modelo 1
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Tabla (3.8) Copula Fondo A afios 2005-2016.

Cada fila muestra el comovimiento entre las rentabilidades de cada AFP a partir de las cpulas normal y t,
se presentan también las dependencia en las colas y el respectivo coeficiente de Akaike a cada cépula.

AFP Cépula p v T TR XY AIC
Cuprum-Habitar N0 099685 0 0 0.94947 —648.813
t 0.99728 3.496 0.94099 0.94099  0.95304 —658.770
Cuprum Planvital Nomal 096999 0 0 0.84366  —357.882
t 0.97224 2.333 0.84111 0.84111 0.84965 —382.750
Cuprum-Provida  Nommal 0.99642 0 0 0.94617 —631.771
t 0.99708 2.629 0.94578 0.94578  0.95136 —651.604
. . Normal 0.96692 - 0 0 0.83579  —345.277
Habitat-Planvital £ 0.97036  4.096 0.79276 0.79276  0.84462 —361.027
HabitatProvids  Normal  0.99778 - 0 0 0.95764  —695.402
t 0.99806 3.253 0.95175 0.95175 0.96041 —710.585
Normal _ 0.96588 0 0 0.833235 _341.332

Planvital-Provida t 0.96905 4.491 0.77971 0.77971 0.84120 —355.569

Tabla (3.9) Cépula Fondo A afios 2010-2016 (Después reforma 2008).

Cada fila muestra el comovimiento entre las rentabilidades de cada AFP a partir de las cpulas normal y t,
se presentan también las dependencia en las colas y el respectivo coeficiente de Akaike a cada cépula.

AFP Copula P v TL TR XYy AIC
Cuprum-Habita  NO0Al 099832 0 0 0.96319 —384.873
t 0.99960 2.000 0.98213 0.98213 0.98213 —451.402
Cuprum-Planvital | Normal 099698 0 0 0.95051 —343.800
¢ 0.99781 2.000 0.95795 0.95795 0.95793 —372.490
Cuprum-Provida  Nommal 0:99210 0 0 0.91992 —277.335
¢ 0.99729 2.000 0.95321 0.95321 0.95319 —323.210
. . Normal 0.99626 - 0 0 0.94499 —329.406
Habitat-Planvital t 0.99793  2.000 0.95906 0.95906 0.95905 —359.440
HabitatProvids  Normal 099337 - 0 0 0.92669 —289.334
t 0.99719 2.000 0.95235 95235  0.95233 —338.788
Plavital Provida  Normal 009275 - 0 0 0.92332 —283.317
¢ 0.99696 2.000 0.95040 0.95040 0.95038 —322.598
Modelo-Cupram  Normal 096659 - 0 0 0.83499 —179.016
t 0.96751 9.261 0.68910 0.68910 0.83729 —178.902
. Normal 0.96769 - 0 0 0.83773 —181.296
Modelo-Habitat t 0.96794 4.853 0.76817 0.76817 0.83836 —182.766
ModeloPlanvita]  Normal  0.96554 - 0 0 0.83240 —176.922
t 0.96748 5.624 0.75097 0.75097 0.83722 —178.681
Normal  0.96473 0 0 0.83043 —175.348

Modelo-Provida ¢ 0.96671 3.879 0.78564 0.78564 0.83529 —177.410
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Tabla (3.10) Causalidad de Granger Fondo A 2005-2016.
Cada fila muestra la direccién de la causalidad en el sentido Granger de cada AFP, donde p es el que
obtiene el menor coeficiente de Akaike. Se muestra el estadistico F y su respectivo p-valor, la decisién de
causalidad es tomada con una significancia del 5 %.

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 2.0536 0.1326 No
Cuprum—;Habitat 2 1.8046 0.1688 No
Planvital—Cuprum 1 0.8716 0.3522 No
Cuprum—Planvital 1 0.8602 0.3719 No
Provida— Cuprum 1 24930 0.1249 No
Cuprum— Provida 1 2.1020 0.1455 No
Planvital—Habitat 8 3.0666  0.0038 Si
Habitat—Planvital 8 3.2687  0.0022 Si
Provida—Habitat 1 0.0079 0.9292 No
Habitat—Provida 1 0.0331 0.8559 No
Provida—Planvital 9 1.7970 0.0776 No
Planvital—Provida 9 1.8740 0.0641 No

Tabla (3.11) Causalidad de Granger Fondo A 2010-2016 (Después reforma 2008)
Cada fila muestra la direccién de la causalidad en el sentido Granger de cada AFP, donde p es el que
obtiene el menor coeficiente de Akaike. Se muestra el estadistico F y su respectivo p-valor, la decisién de
causalidad es tomada con una significancia del 5 %.

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 4.6573 0.0131 Si
Cuprum—Habitat 2 4.6359 0.0133 Si
Planvital—Cuprum 1 0.0622 0.8037 No
Cuprum—Planvital 1 0.0408 0.8403 No
Provida—; Cuprum 1 2.7865 0.0999 No
Cuprum— Provida 1 25729 0.1136 No
Planvital—Habitat 1 2.0594  0.1561 No
Habitat—Planvital 1 2.1944 0.1434 No
Provida—Habitat 2 1.4208 0.2493 No
Habitat— Provida 2 1.4056 0.2530 No
Provida—Planvital 1 2.2357 0.1397 No
Planvital—Provida 1 2.0468 0.1573 No
Cuprum—s>Modelo 1 0.5490 0.4614 No
Modelo—Cuprum 1 0.6486 0.4235 No
Habitat— Modelo 1 0.0071 0.9327 No
Modelo—Habitat 1 0.0560 0.8135 No
Planvital—Modelo 3 0.7874  0.5058 No
Modelo—Planvital 3 1.1531 0.3354 No
Provida—>Modelo 9 1.2929 0.2709 No
Modelo—Provida 9 1.1440 0.3560 No
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Tabla (3.12) R? regresién lineal Fondo A 2005-2016
La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo i y el fondo j.

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida 0.99689
Habitat Cuprum, Planvital, Provida 0.99815
Planvital Habitat, Cuprum, Provida 0.99391
Provida Habitat, Planvital, Cuprum 0.99711

Tabla (3.13) R? regresién lineal Fondo A 2010-2016 (Después reforma 2008)
La posicién de la Tabla (i, j) representa el comovimiento entre las rentabilidades del fondo i y el fondo j.

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida, Modelo 0.99629
Habitat Cuprum, Planvital, Provida, Modelo  0.99696
Planvital Habitat, Cuprum, Provida, Modelo  0.99464
Provida Habitat, Planvital, Cuprum, Modelo 0.99625
Modelo Habitat, Planvital, Cuprum, Provida 0.98450
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Capitulo 4

Conclusiones y Trabajos Futuros

En este trabajo se estudid el comovimiento entre series temporales. El comovimiento entre series ha sido
ampliamente estudiado a través del tiempo y existen muchas publicaciones con diferentes métodos para
medirlo. En este trabajo se resumieron algunos métodos propuestos por distintos autores. Los métodos
tienen algunas consideraciones; por ejemplo el coeficiente de codispersién y el método basado en cépulas
entregan un valor constante para el comovimiento (sin considerar la sugerencia de Patton (2006) para medir
el comovimiento como funcién del tiempo basado en cépulas), sin embargo el modelo DCC-GARCH vy el
método basado en ondiculas nos entrega la variacién del comovimiento a través del tiempo, lo cual puede ser
bastante practico. Otro punto a considerar es que es posible no tener una dependencia lineal entre las variables
por lo que los métodos basados en cépulas y el no paramétrico tomarian ventaja frente a la regresién lineal.
Para el test M de Box hay que considerar que en la aplicacién no se obtuvo la hipétesis de normalidad de los
datos, en particular para el grupo 1, por lo que hay que tomar los resultados con precaucién. Con respecto
al test de causalidad de Granger observamos un incompatibilidad en los resultados de la aplicacién frente
a los otros métodos propuestos ya que la mayoriade los métodos detectaron un comovimiento casi perfecto
entre las rentabilidades de los fondos de pensiones de las distintas AFP, en cambio el test de causalidad de
Granger no logra identificar que las series comueven. Seria interesante ver el desempefio de este método con
datos simulados prefijando la cantidad de comovimiento entre las series temporales.

Respecto a la aplicacion, podemos destacar: Primero, se aplicé la mayoria de los métodos a series de tiempo
en las cuales el comovimiento era de distinta magnitud, como fue el caso donde se midi6 el comovimiento
para las rentabilidades de los distintos fondos de pensiones de AFP Cuprum, lo que nos permitié ver que los
métodos miden de forma cercana el comovimiento a pesar de ser las series de distinta naturaleza. Segundo, al
estudiar de forma sistematica el comovimiento entre las rentabilidades de los distintos fondos de pensiones de
las distintas AFP, observamos que el grado de comovimiento es practicamente perfecto sobre todo en fondos
donde la inversién en renta variable (mds riesgoso) es mayor. Esto sugiere que las carteras de inversiones
son las mismas. Gino Lorenzini' sostiene que esto es asf dado que en la reforma previsional del afio 2008 se
eliminé el Fondo de Reserva de Fluctuacion, el cual protegia en caso de pérdidas a los afiliados; por tanto este
estudio refleja de forma estadistica la posible igualdad en las carteras de inversiones. Tercero, al considerar
la unién de una nueva AFP al sistema en el ano 2010 y obtener un comovimiento casi perfecto con respecto
a las AFP ya existentes se muestra que el efecto manada predomind, por lo cual la nueva AFP solo se unié
para seguir el movimiento de las demds AFP dejando de manifiesto que hay poca competitividad. Cuarto,
en la reforma previsional del ano 2008 se comenzé a licitar a los nuevos afiliados al sistema, siendo la AFP
que ofrecia la comisién maés baja la que iba a obtener a los nuevos afiliados por un periodo de dos anos; esto
tenia como objetivo aumentar la “competitividad” entre las AFP pero ;Por qué esta competitividad no se
ve reflejada en las rentabilidades? y ;Por qué AFP Cuprum nunca participé de una licitacién? ;Existe un
verdadero interés de las AFP por competir?. Este trabajo provee informacién estadistica ttil para abordar el

Thttps://www.felicesyforrados.cl/2016 /8 /afp-las-propuestas-que-neutralizarian-incentivos-perversos-en-sus-inversiones,/
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estudio de este tipo de preguntas. Quinto, las AFP son reguladas por la superintendencia de pensiones §Sera
que el comovimiento casi perfecto se debe a la estricta regulacion de la superintendencia de pensiones?. Sexto
y ultimo punto, considerando el comovimiento perfecto de las AFP seria interesante medir el comovimiento
de una AFP Chilena con alguna AFP extranjera ;Sera que este comovimiento se mantiene?.

Las series temporales pueden ser analizadas a partir de un modelo multivariado. Como ilustracién se ajusta
un modelo VAR(p) dada por la ecuacién (2.20) con p = 1 a las rentabilidades de los fondos A de las AFP
Cuprum, Habitat, Planvital y Provida. La matriz de las estimaciones mediante minimos cuadrados ordinarios
se muestra a continuacion,

—2,69 4,07 —2,64 1,48
—2,52 3,95 —2,59 1,39
—2,94 4,17 —2,47 1,45
—2,67 4,06 —2,67 1,50

A = (4.1)

La matriz (4.1) tiene un determinante igual a —9,072 x 1075 y un ntimero de condicionamiento igual a
57339,29. Por lo tanto estamos en presencia de una matriz de estimaciones mal condicionada y ademaés
cabe senialar que a partir del criterio de estabilidad (2.21) el modelo es estable. Por otra parte, a las series
temporales también se les pueden ajustar modelos univariados, como ilustracién en la Tabla (4.1) se muestran
las estimaciones de los coeficientes de los modelos ARIMA(1,1,0) para las rentabilidades de los fondos A de
las mismas 4 AFP del caso multivariado. Los modelos ajustados tienen el menor coeficiente de Akaike en sus
respectivos fondos.

Tabla (4.1) Estimaciones del coeficiente autorregresivo del modelo ARIMA(1,1,0) Fondo A afos 2005-2016

AFP Estimacién (desv. estdndar)
Cuprum 0.1838 (0.0863)
Habitat 0.1985 (0.0861)
Planvital 0.1632 (0.0867)
Provida 0.1896 (0.0863)

Con respecto a los modelos univariados podemos destacar dos puntos: Primero, la cercania de las estimaciones
del parametro autorregresivo para las distintas AFP y segundo, la poca memoria de los modelos pues s6lo
dependen de un retardo en el tiempo. Desde dos puntos de vista, ya sea univariado y multivariado, obtenemos
que las series de tiempo de las rentabilidades de los fondos A son muy similares lo que evidencia la poca
competitividad entre las AFP en base a rentabilidad.

La discusion sobre la competitividad de las AFP Chilenas no es algo nuevo desde un punto de vista estadistico;
por ejemplo, Osorio y Galea (2016) utilizaron la distribucién t multivariada para modelar las rentabilidades
de las AFP y ademés aplicaron el test de homogeneidad de varianzas y el test de equicorrelacién concluyendo
que el rendimiento de las distintas AFP es aproximadamente igual, por lo que no hay diferencias significativas
en invertir en una AFP 6 en otra. Por tanto este trabajo se sumaria a lo estudiado por Osorio y Galea (2016),
llegando a una conclusién similar desde el punto de vista del comovimiento de las rentabilidades de las AFP
por lo que se recomienda a los afiliados buscar la AFP que tenga la menor comisién. Un trabajo més profundo
en base a modelos univariados y multivariados serd de gran utilidad para contribuir a la discusién respecto
al tema de la competitividad de las AFP.
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Apéndice A

A.1. Supuestos

Supuesto A.1. {X;,Y;} es un proceso bivariado estacionario a«—combinado de media cero satisfaciendo,

> (@) <o,

Jj=1

sup(E\Xt|4” + E|Y}|4"‘) < 00,
t<1

para algin xk > 1.

Supuesto A.2. La funcién Kernel k() : R — [—1, 1], es simétrica alrededor del cero y es continua en todos
los puntos excepto en un nimero finito de R, donde se cumple:

BO)=1 v /m Ik (2)|dz < 0.

Supuesto A.3. El ancho de la banda p = p(n) — oo, p/n — 0 cuando el tamafio de la muestra n — oco.
Supuesto A.4. La funcién Kernel k(z) satisface las siguientes propiedades,

(i) |k(z)| < c|x|7" para algin b > 1 + 1/q, donde g € (0, 00) es tal que k, € (0,00),

(i) |k(z) —k(y)| < clz —y| Yo,y € R.

A.2. Analisis espectral

Definicién A.1. Sea un proceso bivariado (X;,Y:)" estacionario con funcion de autocovarianza dada por,

~ (xx(G) yxv () [ Cou(XiXi—j) Cov(X,Y;—;)
I'@) = (Wyx(j) 'YYY(j)> B ( Cov(Y; X¢—;) Cou(YrYi—;) ) :

Se define el espectro o densidad espectral f por,

o Sx(N) Sxy(NY L1 = iy
5= (SYX(/\) Sy(N) )‘zﬂj;)oe MT(j),

donde los elementos de la diagonal Sx y Sy son las densidades espectrales de los procesos univariados Xy e
Y:, y la funcion Sxy es llamada la funcién de densidad espectral cruzada de X; e Yy.
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La funcién de densidad espectral cruzada Sxy puede escribirse en coordenadas cartesianas de la siguiente
forma,

1 = i .
Sxy(A) = o > e MNyxy (),
j=—oo
1 & _ N .
= gj:_ooCOS(AJ)vxy(J) i j;oo sin(\j)yxy (),

= Cxy(\) +iQxy(N),

donde las funciones reales Cxy (\) y Qxy(A) son llamadas el coespectro y el espectro de cuadratura, res-
pectivamente.

A.3. Ondiculas

Las ondiculas Morlet son de las familia de funciones de un parametro y estan dadas por,

Uy (t) = Ketote /2, (A1)

donde Ag es una frecuencia. Las funciones (A.1) estrictamente hablando no son verdaderas ondiculas ya que
fallan en la condicién de admisibilidad de la definicién 2.9. Para que (A.1) tenga energfa unitaria (definicién
2.9) la constante K debe ser igual a 7~ /4. La ondicula Morlet es una de las populares usadas en la practica,
para mds detalles ver Aguiar-Conraria y Soares (2014).

Otra clase ondiculas conocidas son las ondiculas Morse generalizadas, la cual pertenecen a las familia de
ondiculas con dos parametros y estan dadas por,

Vs (\) =Kz, HMNN e 5>0,7>0, (A.2)

donde K - es una constante y H(\) es la funcién escalén de Heaviside. Al variar los valores de 5y v, (A.2)
da origen a distintas familias de ondiculas como por ejemplo la familia de ondiculas Klauder o Cauchy (para
~v = 1), las ondiculas Paul (para vy =1y 8 € N) y las ondiculas DOG (Derivate of Gaussian, por sus siglas
en Inglés) para v = 2.

A.4. Estimacion Modelos ARCH

Para estimar el vector de pardmetros desconocidos a del modelo (2.23) tenemos que el gradiente de la funcién

de log-verosimilitud (2.24) es,
O _ 1 Ol (yp _
da - th da h,t ’

y el Hessiano es,

Oada’” 2h? da daT \ hy he oa’T | 2h; O

Al aplicar la esperanza condicional a (A.3) dado ¥;_,,_; tenemos que el segundo termino es cero y que el
dltimo factor del primer termino es uno. Con esto tenemos que la matriz de informacién de Fisher viene
dada por,
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1 _[1 on om
I =S LR |2 . %M A4
Qo Zt:ﬂE[hf da 6‘aT]’ (84)

el cual puede ser estimado consistentemente por,

- 1 Ohy Ol
IaaTZt:[m‘aa'aaT]- (A.5)

Si la funcién h; es lineal de orden p en los cuadrados, esto es,

2 2

hi = oo + P ApYi—p> (A~6)
entonces la matriz de informacién y el gradiente tienen una forma m4s simple. Consideremos z; = (1,42 1, ..., yf_p)
y a' = (ag,a1,...,q,) entonces la ecuacién (A.6) puede ser escrita como h; = z;cv. Entonces el gradiente

queda de la siguiente forma,

oy, 1 Yt
=2 (——-1]),
Ja 2ht ht

y la estimacion de la matriz de informacién queda como,

=~ 1 ZtTZt
I = — .
w3 2 (%)

t

La estimacién de los parametros se hace mediante el algoritmo de Fisher-Scoring, el cual es,
-1
k k
ot — k) 4 (st)a> qu)a

donde a'®) son los valores del vector a en la iteracién k-ésima del algoritmo, (I gj)a)_l es la matriz inversa

de I, evaluadas en o) y q&k) es el vector,

evaluado en a(®.

A.5. Estimaciéon Modelos GARCH

Diferenciando la funcién de log-verosimilitud (2.25) con respecto a w obtenemos que el gradiente viene dado

por,
O _ 1 Ohy (€
Oow o 2ht Oow ht ’

y el Hessiano es,

82lt 1 6]1,5 8ht 6? 6? 0 1 (9ht
JwdwT 202w BwT <h> * [h - 1] BT {%Ow} : (A7)

donde,
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Ow P Ow

La matriz de informacién Ty v su estimacion Ty son de forma similar a (A.4) y (A.5), respectivamente.
Ademas el algoritmo para la estimacién es el mismo que en el caso ARCH, esto es mediante el algoritmo de
Fisher-Scoring.

A.6. Propiedades Modelos DCC-GARCH

Las condiciones necesarias para que la matriz R; sea definida positiva y por tanto una matriz de correlacién
las obtenemos con las siguientes dos proposiciones.

Proposicién A.1. Una matriz cuadréitica A es definida positiva si y solo si B = A* "1 AA*~! es definida
positiva.

Demostracion. La demostracién se encuentra en el Apéndice de Engle (2002). O

La proposicién A.1 establece que para asegurar que R; sea definida positiva solo necesitamos que Q, sea
definida positiva. A partir de esta proposicién se pueden describir un conjunto de condiciones suficientes
para H, para ser definida positiva uniformemente.

Proposicién A.2. Si las siguientes restricciones para el modelo univariado GARCH (2.29) se satisfacen
para toda serie i € [1,..., k],

(1) w; >0,
(i) aip Vp€[L,..., Py Big Vg €[1,...,Q;] son tales que h;; sean positivos con probabilidad 1,
(iii) hio > 0,

P; Qi
(iv) Las raices de 1 — Z aip 2P + Z BigZ? estan afuera del circulo unitario.
p=1 q=1

Y los pardmetros del modelo DCC (2.28) satisfacen,
(V) am > 0Vm e [l,...,M],

(vi) B =0Vnell,...,N,

M N
(vil) > am+ > B <1,
m=1 n=1
(viii) El minimo valor propio de R > § > 0.

Entonces H,; sera definido positivo para todo t.
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A.7. Copulas

A.7.1. Copula de Frank

La cépula de Frank viene dada por,

Colu,v) = —2111 <1 G (;12(6_1?) - 1)) : (A.8)

El coeficiente de correlacién de Kendall para la cépula (A.8) es,

4 4 [* ¢t
=1--+ = dt.
T a+a2/0 et —1

Ademas se puede chequear que lim,—, oo 7, = —1, limy 0o 7 = 1 y limg—,0 74 = 0.

A.7.2. Coébpula de Gumbel

La cépula de Gumbel viene dada por,

Co(u,v) = exp (—[(—1nu)a n (—hw)a]l/a) . (A.9)

El coeficiente de correlacién de Kendall para la cépula (A.9) es,

To=1——.
a

A.7.3. Coébpula de Clayton

La cépula de Clayton viene dada por,

Calu,0) = (w4010 - 1)a. (A.10)

El coeficiente de correlacién de Kendall para la cépula (A.10) es,
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A.8. Tablas Aplicaciéon
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Figura (A.1) Fondo B AFP afios 2005-2016. Figura (A.2) Fondo C AFP afios 2005-2016.
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Figura (A.7) Fondo D AFP anos 2010-2016 (DespuésFigura (A.8) Fondo E AFP afios 2010-2016 (Después
reforma 2008). reforma 2008).

Tabla (A.1) Codispersién Cuprum afios 2010-2016 (Después reforma 2008)

Fondos A B C D E

A 1 0.99355 0.94542 0.73192 —0,12904
B 1 0.97299 0.78630 —0,05249
C 1 0.89750 0.14610
D 1 0.52177
E 1
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Tabla (A.2) Codispersién Fondo B aflos 2005-2016

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida
Cuprum 1 0.99713 0.99533  0.99670
Habitat 1 0.99651  0.99812
Planvital 1 0.99634
Provida 1

Tabla (A.3) Codispersiéon Fondo B afios 2010-2016 (Después reforma 2008)

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida Modelo
Cuprum 1 0.99789 0.99583  0.99689 0.98694
Habitat 1 0.99552  0.99776  0.98842
Planvital 1 0.99504 0.99889
Provida 1 0.98887
Modelo 1

Tabla (A.4) Codispersién Fondo C afios 2005-2016

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida
Cuprum 1 0.99044 0.98663 0.99236
Habitat 1 0.99333  0.99411
Planvital 1 0.99264
Provida 1

Tabla (A.5) Codispersiéon Fondo C anos 2010-2016 (Después reforma 2008)

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida Modelo
Cuprum 1 0.99525 0.98898 0.99064 0.97058
Habitat 1 0.98954  0.99280 0.97390
Planvital 1 0.98973 0.98831
Provida 1 0.97292
Modelo 1

Tabla (A.6) Codispersiéon Fondo D anos 2005-2016

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida
Cuprum 1 097758 0.96999  0.98245
Habitat 1 0.97646  0.98161
Planvital 1 0.97654
Provida 1

Tabla (A.7) Codispersiéon Fondo D anos 2010-2016 (Después reforma 2008)

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida Modelo
Cuprum 1 0.98490 0.97387 0.97649 0.94420
Habitat 1 0.96115 0.97837 0.93424
Planvital 1 0.97523 0.95992
Provida 1 0.93202
Modelo 1
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Tabla (A.8) Codispersién Fondo E afos 2005-2016

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida
Cuprum 1 0.94638 0.96110  0.97995
Habitat 1 0.95522  0.95978
Planvital 1 0.96856
Provida 1

Tabla (A.9) Codispersién Fondo E anos 2010-2016 (Después reforma 2008)

AFP Cuprum Habitat Planvital Provida Modelo
Cuprum 1 0.95396 0.96881 0.98405 0.88439
Habitat 1 0.96267 0.96263 0.87466
Planvital 1 097978 0.93834
Provida 1 0.89907
Modelo 1
AB AC AD AE B-C
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Al Al Afio: Al Al
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Figura (A.9) DCC Cuprum anos 2010-2016 (Después reforma 2008).
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Tabla (A.10)
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2m

2011

Hab.-Plan.

2013 2015

Afios

Mod.-Plan.
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2011

Ondiculas fondo E afios 2010-2016 (Después reforma 2008).

Copula Cuprum anos 2010-2016 (Después reforma 2008).

Hab.-Pro.

2013

Afios.

Mod.-Pro.

2013

Afios

Fondos  Copula 0 v L TR XY AIC
AB Normal  0.99172 - 0 0 0.91806  —274.192
t 0.99409 2.000 0.93087 0.93087 0.93080  —291.182
AC Normal  0.94633 - 0 0 0.79049  —147.157
t 0.94837  17.402 0.49373 0.49373  0.79454  —145.607
AD Normal  0.73391 - 0 0 0.52461 —46.388
t 0.76164 5.483  0.38250 0.38250  0.55121 —48.513
AE Normal —0.09787 - 0 0 —0.06240 1.470
t —0.00158 3.678 0.08628 0.08628 —0.00101 1.942
B.C Normal  0.96341 - 0 0 0.82725  —172.851
t 0.96377 30 0.45522 0.45552  0.82811  —170.590
B.D Normal  0.76503 - 0 0 0.55455 —53.476
t 0.77831 7.049 0.34564 0.34564 0.56784 —53.258
B.E Normal —0.07425 - 0 0 —0.04731 1.696
t 0.0041 3.961 0.07773 0.07773  0.00265 2.326
oD Normal  0.85273 - 0 0 0.85273 —81.638
t 0.85729 7.692  0.43559 0.43559  0.65570 —81.623
C-E Normal  0.09982 - 0 0 0.06365 1.44923
t 0.09856 4.098 0.09513 0.09513  0.06285 2.119
D.E Normal  0.43949 - 0 0 0.28968 —10.499
t 0.42528 2.475 0.31105 0.31105  0.27965 —11.483
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Tabla (A.11)

Copula Fondo B anos 2005-2016.

AFP Copula P v TL TR XY AIC
Cuprum Habitat  NOTmal  0-97296 ; 0 0 0.851622 —370.976
t 0.97706  3.750 0.82418 0.82418  0.86339  —394.96
Cuprum-Planyital Normal 097219 : 0 0 0.85032  —368.761
t 0.97512 2490 0.84560 0.84560 0.85771  —396.409
Cuprum-Provida  Normal  0-97363 3 0 0 0.85348  —374.208
t 0.97711  2.440 0.85307 0.85307 0.86355 —405.497
Hobitat Plaita]  Normal 009421 - 0 0 0.93147 —569.434
t 0.99457 5.0172 0.90237 0.90237  0.93366 —573.256
Habitat-Provide  Normal 099745 : 0 0 0.95460  —677.305
t 0.99756  3.762  0.94235 0.94235  0.95556 —681.376
PlamvitalProvida  Normal  0.99358 - 0 0 0.02783  —556.412
t 0.99409 4.557 0.90244 0.90244  0.93078  —560.130
Tabla (A.12) Copula Fondo B afios 2010-2016 (Después reforma 2008).
AFP Copula P v TL TR XY AIC
Cuprum-Habitar  NOTmal 099831 0 0 0.96334 —385.522
¢ 0.99929 2.000 0.97604 0.97604 0.97603 —417.115
Cuprum-Planvital  Normal 099308 0 0 0.92511 —286.707
¢ 0.99348  2.000 0.92734 0.92734 0.92726 —293.167
Cuprum-Provida  NoTmal 0-99328 0 0 0.92620 —288.587
t 0.99679 2.000 0.94900 0.94900 0.94898 —322.747
. . Normal 0.99104 - 0 0 0.91471 —268.919
Habitat-Planvital ¢ 0.99361 2.000 0.92808 0.92808 0.92801 —286.399
Habitat-Provide  Normal 099208 - 0 0 0.92457 —285.546
t 0.99538 2.000 0.93885 0.93885 0.93881 —306.743
PlavitalProvida  Normal 099183 - 0 0 0.91860 —275.177
¢ 0.99481 2.000 0.93520 0.93520 0.93514 —301.249
Modelo-Capram _ Normal 096877 0 0 0.84048 —183.545
¢ 0.97298 3.078 0.82458 0.82458 0.85169 —193.752
. Normal 0.97228 - 0 0 0.84977 —191.697
Modelo-Habitat ¢ 0.97627 5.164 0.79449 0.79449 0.86106 —198.688
ModeloPlamvita]  Notmal 0.96818 - 0 0 0.83899 —182.324
t 0.97111 3.163 0.81660 0.81660 0.84661 —187.593
ModeloProvids  Notmal  0.96291 - 0 0 0.82608 —171.944
t 0.96737 2.900 0.81208 0.81208 0.83694 —178.716
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Tabla (A.13)

Copula Fondo C anos 2005-2016.

AFP Copula p v T TR XY AIC
Cuprum-Habitar | Normal 009032 - 0 0 001134 —503.107
£ 0.99260 2.000 0.92264 0.92264 0.222548 —541.295
Cuprum-Planvital Normal  0.08800 - 0 0 0.88597  —438.369
£ 0.08562 3.856 0.85884 0.85884 0.89192 —447.005
CupromProvida Normal 008882 - 0 0 0.00473  —484.633
£ 0.99094 2.000 091438 0.91438 0.91425 —507.397
.  Normal 099237 - 0 0 002133 —534.273
Habitat-Planvital =7 "0 00066 5406 0.88266  0.88266  0.92283  —535.401
bttt Provide  Normal 099306 - 0 0 0.02498  —546.819
£ 099343 4316 0.89961 0.89961 0.92702 —554.873
it Drovid  Normal 0.98990 - 0 0 0.00947  —497.083
£ 099117 4.663 0.87958 0.87958 0.91534 —510.188

Tabla (A.14) Copula Fondo C anos 2010-2016 (Después reforma 2008).

AFP Copula P v T TR XY AIC
Cuprum Habirar  Normal 009128 - 0 0 093187 —299.366
£ 099550  2.000 0.93965 0.93965 0.93961 —311.000
CoprumPlanvital Normal 0.08300 0 0 088384 —226.545
£ 008540 4812  0.84326 0.84326 0.89108 —226.996
CuprumProvida Normal 000603 - 0 0 072180 —110.296
£ 091609 6.066 059519 0.59519 0.73735 —113.220
.  Normal 008553 - 0 0 089159 —235.960
Habitat-Planvital t 09875 8529 080632 0.80632 0.89625 —235.390
bttt Provide  Normal 090550 - 0 0 072107 —109.958
£ 091410  6.960  0.56665 0.56665 0.73420 —112.167
it brovds Normal 089257 - 0 0 070220 —101.641
£ 0.90589 3.833  0.64651 0.64651 0.72160 —106.195
ModeloCuprum _ Normal  0.86527 - 0 0 066571 —87.234
§ 0.8736 8936 043213 043213 0.67644 —86.677
. Normal 0.86601 - 0 0 066780 —88.009
Modelo-Habitat t 0.87672  7.258  0.48180 0.48180 0.68054 —88.102
ModeloPlamvica Normal 086855 - 0 0 066980 —88.787
£ 0.8%175 4935 056401 0.56401 0.68726 —90.352
Mool Drovide  Normal 095503 - 0 0 080835 —159.003
£ 0.95773 9.35125 0.64622 0.64622 0.81425 —158.001
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Tabla (A.15) Copula Fondo D anos 2005-2016.

AFP Copula p v TL TR TXY AlIC

Cuprum-Habitat Normal 0.97619 - 0 0 0.86080 —387.292
t 0.97710  3.627 0.82682 0.82682 0.86351 —391.469

Cuprum-Planvital Normal 0.97794 - 0 0 0.86605 —397.133
t 0.97827 10.263 0.73153 0.73153 0.86704 —395.772

Cuprum-Provida Normal 0.88720 - 0 0 0.69471 —191.870
t 0.89233 2.915 0.66202 0.66202 0.70186 —203.246

Habitat-Planvital Normal 0.97607 - 0 0 0.86045 —386.677
t 0.97660 2.915 0.84030 0.84030 0.86203 —397.143

Habitat-Provida Normal 0.90368 - 0 0 0.71830 —211.156
t 0.90625 4.312 0.62979 0.62979 0.72213 —217.126

Planvital-Provida Normal 0.89209 - 0 0 0.70153 —197.266
t 0.89456  3.962 0.62185 0.62185 0.70503 —202.649

Tabla (A.16) Copula Fondo D anos 2010-2016 (Después reforma 2008).

AFP Copula p v TL TR XY AIC
Cuprum-Habitar | Nomal 095628 - 0 0 0.81107 —160.893
t 0.97145 2.000 0.84823 0.84823 0.84751 —184.305
Cuprum-Planyital Normal 082605 - 0 0 0.61884 —71.344
t 0.83291 2452  0.60920 0.60920 0.62666 —74.990
Cuprum-Provida  Nomwal 087971 - 0 0 0.68453  —94.365
t 0.87502 2.428 0.66146 0.66146 0.67830 —99.208
. . Normal 0.81914 - 0 0 0.61110 —68.977
Habitat-Planvital t 0.82070  2.587 0.58767 0.58767 0.61283 —72.587
Habitat-Provide  Normal 083522 - 0 0 0.62931  —74.653
t 0.83135 2497 0.60476 0.60476 0.62487 —77.081
Plamvital Provida  Normal  0.92772 - 0 0 0.75648 —127.301
t 0.92867 10.316 0.53058 0.53058 0.75809 —126.016
Modelo-Cupram _ Normal 095143 - 0 0 0.80078 —153.803
t 0.95135 8.943  0.62942 0.62942 0.80062 —152.555
. Normal _ 0.92729 - 0 0 0.75575  —127.002
Modelo-Habitat t 0.03879  2.000 0.77840 0.77840 0.77611 —143.339
ModeloPlamvita]  Normal 0.82788 - 0 0 0.62091  —71.991
t 0.82845 4.162 0.51654 0.51654 0.62155 —72.322
Normal _ 0.83902 0 0 0.63374  —76.004

Modelo-Provida t 0.84001 2.811 0.59711 0.59711 0.63490 —78.705
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Tabla (A.17)

Copula Fondo E anos 2005-2016.

AFP Copula p v TL TR XY AIC
Cuprum-Habitar  Nommal 093712 - 0 0 0.77305  —264.029
¢ 0.93804  2.539  0.75555 0.0.75555 0.77472  —271.306
Cuprum-Planyital Normal 096108 0 0 0.82180  —324.580
t 0.96101 29.999 0.43836  0.43836  0.82164 —322.6175
Cuprum-Provida  NOmmal 0-96478 0 0 0.83055 —337.202
t 0.96546  4.899  0.75860  0.75860  0.83221  —342.223
. . Normal 0.95528 - 0 0 0.80891  —306.930
Habitat-Planvital t 0.95758  5.522  0.71891  0.71891  0.81392 —312.616
Habitat-Provide  Normal 095011 - 0 0 0.79807 —293.141
¢ 0.95028 14.656 0.53666  0.53666  0.79841 —291.863
Planvital Provida  Normal 097121 - 0 0 0.84687 —363.049
t 0.97117 8559 0.71664 0.71664 0.84677 —363.107
Tabla (A.18) Copula Fondo E anos 2010-2016 (Después reforma 2008).
AFP Copula p v TL TR XY AIC

Cuprum-Habitar  NOmmal 072094 0 0 0.52091  —45.567

t 0.73579  3.158  0.46921 0.46921 0.52637 —47.339

Cuprum-Planyital Normal 092810 - 0 0 075712 —127.751

t 0.94417  2.000 0.78826 0.78826 0.78627 —142.312

Cuprum-Provida  NOTmal 0-92508 : 0 0 0.75353 —125.837

t 0.92597 15.855 0.43208 0.43208 0.75351 —123.975

. . Normal _ 0.80270 : 0 0 0.59321  —63.761

Habitat-Planvital £ 0.81754 3.247 0.54743 0.54743 0.60932 —66.946

Habitat-Provide  Normal 0.66263 - 0 0 046112 —33.550

t 0.70734  2.147  0.51357 0.51357 0.50021 —44.639

Plavital Provida  Normal 091156 - 0 0 0.73024 —114.175

t 0.91688  2.000 0.74224 0.74224 0.73860 —124.815

Modelo-Cupram  Normal 085165 - 0 0 0.65246  —82.421

t 0.85246 30  0.12626 0.12626 0.64978 —80.043

. Normal 0.71637 - 0 0 0.50839  —42.842

Modelo-Habitat £ 0.73084 2.974 0.47596 0.47596 0.52174 —47.391

ModeloPlamvita]  Normal 0.88241 - 0 0 0.68816  —95.810

t 0.88124 29.999 0.17178 0.17178 0.68659 —93.512

ModeloProvids  Normal 0.87846 : 0 0 0.68286  —93.604

t 0.88043 3.267 0.62829 0.62829 0.68549 —97.811
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Tabla (A.19) Causalidad de Granger Cuprum afios 2010-2016 (Después reforma 2008).

Direccion  p F p-valor Causalidad
B—A 2 0.7178 0.4918 No
A—B 2 0.6363 0.5327 No
C—A 2 0.3651 0.6956 No
A—C 2 0.1973 0.8214 No
D—A 1 0.9457 0.3344 No
A—D 1 0.5458 0.4627 No
E—A 2 0.5855 0.5599 No
A—E 2 0.0414 0.9594 No
C—B 1 0.118 0.7317 No
B—C 1 0.2052 0.6520 No
D—B 1 0.9669 0.3291 No
B—D 1 05704 0.4528 No
E—B 2 0.6802 0.5102 No
B—E 2 0.0574 0.9441 No
D—C 1 19213 0.1705 No
C—D 1 1.0965 0.2989 No
E—C 2 1.2070  0.3061 No
C—E 2 0.0146 0.9854 No
E—D 2 1.6784 0.1951 No
D—E 2 0.1554 0.8563 No

Tabla (A.20) Causalidad de Granger Fondo B 2005-2016

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 1 0.3358 0.5632 No
Cuprum—Habitat 1 05731 0.4504 No
Planvital—Cuprum 1 4.2840 0.0405 Si
Cuprum—Planvital 1 3.7605  0.0547 No
Provida— Cuprum 1 0.1369 0.7119 No
Cuprum—Provida 1 03075 0.5801 No
Planvital—Habitat 1 4.4139  0.0376 Si
Habitat—Planvital 1 4.5837  0.0342 Si
Provida—Habitat 1 0.0530 0.8182 No
Habitat— Provida 1 0.0090 0.9242 No
Provida—Planvital 1 4.9198  0.0293 Si
Planvital—Provida 1 4.7839  0.0305 Si
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Tabla (A.21) Causalidad de Granger Fondo B 2010-2016 (Después reforma 2008)

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 6.5415  0.0026 Si
Cuprum—Habitat 2 6.2752  0.0033 Si
Planvital—Cuprum 1 0.0013  0.9711 No
Cuprum—Planvital 1 0.0070 0.9331 No
Provida— Cuprum 1 1.7028 0.1965 No
Cuprum—Provida 1 1.6508 0.2034 No
Planvital—Habitat 1 0.6839  0.4112 No
Habitat—Planvital 1 0.6525 0.4221 No
Provida—Habitat 2 1.7188 0.1878 No
Habitat— Provida 2 1.6822 0.1944 No
Provida—Planvital 1 1.1179  0.2943 No
Planvital—Provida 1 1.0846 0.3015 No
Cuprum—Modelo 1 0.3061 0.5819 No
Modelo—Cuprum 1 0.3658 0.5474 No
Habitat— Modelo 1 0.0023 0.9614 No
Modelo—Habitat 1 0.0137 0.9069 No
Planvital—Modelo 1 0.2751  0.6017 No
Modelo—Planvital 1 0.3615  0.5497 No
Provida—Modelo 9 0.7844 0.6317 No
Modelo—Provida 9 0.6243 0.7692 No

Tabla (A.22) Causalidad de Granger Fondo C 2005-2016

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 1 0.5490 0.4600 No
Cuprum—Habitat 1 1.1843 0.2785 No
Planvital—Cuprum 1 4.9832  0.0273 Si
Cuprum—Planvital 1 5.4103 0.0216 Si
Provida— Cuprum 1 0.3090 0.5792 No
Cuprum—Provida 1 0.6894 0.4079 No
Planvital—Habitat 1 5.4874  0.0207 Si
Habitat—Planvital 1 6.5769 0.0115 Si
Provida—Habitat 1 0.1937 0.6605 No
Habitat— Provida 1 0.0329 0.8563 No
Provida—Planvital 1 6.4307 0.0124 Si
Planvital—Provida 1 5.8748 0.0167 Si
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Tabla (A.23) Causalidad de Granger Fondo C 2010-2016 (Después reforma 2008)

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 8.4166 0.0005 Si
Cuprum—Habitat 2 7.7415 0.0010 Si
Planvital—Cuprum 1 0.0022 0.9619 No
Cuprum—Planvital 1 0.0076 0.9304 No
Provida— Cuprum 1 24105 0.1254 No
Cuprum—Provida 1 1.7092 0.1957 No
Planvital—Habitat 1 0.2447 0.6224 No
Habitat—Planvital 1 0.2685  0.6060 No
Provida—Habitat 1 0.7987 0.3748 No
Habitat— Provida 1 0.73714 0.3936 No
Provida—Planvital 1 1.5284  0.2208 No
Planvital—Provida 1 1.6221 0.2073 No
Cuprum—Modelo 1 0.0884 0.7671 No
Modelo—Cuprum 1 0.0098 0.9212 No
Habitat— Modelo 1 04411 0.5089 No
Modelo—Habitat 1 0.1852 0.6683 No
Planvital—Modelo 1 0.2845  0.5955 No
Modelo—Planvital 1 0.2498 0.6188 No
Provida—Modelo 1 1.2160 0.2742 No
Modelo—Provida 1 1.1943 0.2785 No

Tabla (A.24) Causalidad de Granger Fondo D 2005-2016

Direccion D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 1 04094 0.5234 No
Cuprum—>Habitat 1 1.2729  0.2613 No
Planvital—Cuprum 1 7.5590  0.0068 Si
Cuprum—Planvital 1 10.0916 0.0018 Si
Provida— Cuprum 1 2.8285  0.0950 No
Cuprum—Provida 1 4.1218 0.0444 Si
Planvital—Habitat 1 6.6303 0.0111 Si
Habitat—Planvital 1 10.0890 0.0018 Si
Provida—Habitat 1 0.4294 0.5134 No
Habitat—Provida 1 1.7452 0.1888 No
Provida—Planvital 1  4.5080  0.0356 Si
Planvital—Provida 1  3.1000 0.0807 No
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Tabla (A.25) Causalidad de Granger Fondo D 2010-2016 (Después reforma 2008)

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 1.5082 0.2294 No
Cuprum—Habitat 2 1.0502 0.3560 No
Planvital—Cuprum 1 2.8328  0.0972 No
Cuprum—Planvital 1 4.4110 0.0396 Si
Provida— Cuprum 1 0.3631 0.5488 No
Cuprum—:Provida 1 07477  0.3904 No
Planvital—Habitat 1 1.8568  0.1777 No
Habitat—Planvital 1 3.3392  0.0723 No
Provida—Habitat 1 0.1401 0.7093 No
Habitat— Provida 1 03818 0.5387 No
Provida—Planvital 1 2.3493  0.1202 No
Planvital—Provida 1 1.7922 0.1853 No
Cuprum—Modelo 1 2.0621 0.1558 No
Modelo—Cuprum 1 1.2688 0.2641 No
Habitat— Modelo 1 1.6228 0.2073 No
Modelo—Habitat 1 1.0291 0.3141 No
Planvital—Modelo 1 0.2941  0.5894 No
Modelo—Planvital 1 0.0826 0.7746 No
Provida—Modelo 1 1.2111  0.2752 No
Modelo—Provida 1 0.8518 0.3595 No

Tabla (A.26) Causalidad de Granger Fondo E 2005-2016

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 1.3777  0.2560 No
Cuprum—Habitat 2 1.1977  0.3053 No
Planvital—Cuprum 3 0.8478  0.4703 No
Cuprum—Planvital 3 0.8229  0.4836 No
Provida— Cuprum 2 0.0421 0.9587 No
Cuprum—Provida 2 0.6467 0.5255 No
Planvital—Habitat 2 5.0714  0.0076 Si
Habitat—Planvital 2 4.5354  0.0125 Si
Provida—Habitat 5 1.6689 0.1477 No
Habitat— Provida 5 22386 0.0551 No
Provida—Planvital 4 0.9457  0.4401 No
Planvital—Provida 4 1.2481 0.2944 No
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Tabla (A.27) Causalidad de Granger Fondo E 2010-2016 (Después reforma 2008)

Direccién D F p-valor Causalidad
Habitat— Cuprum 2 0.5304 0.5910 No
Cuprum—Habitat 2 3.5890 0.0336 Si
Planvital—Cuprum 2 3.15550  0.0496 No
Cuprum—>Planvital 2 5.2243  0.0080 No
Provida— Cuprum 3 0.1681 09174 No
Cuprum—Provida 3  0.5072 0.6788 No
Planvital—Habitat 2 0.3977  0.6735 No
Habitat— Planvital 2 1.1603  0.3201 No
Provida—Habitat 2 1.6020  0.2098 No
Habitat— Provida 2 0.1738  0.8408 No
Provida—Planvital 2 4.5633 0.0142 Si
Planvital—Provida 2 4.0700 0.0219 Si
Cuprum—>Modelo 2 1.5625  0.2178 No
Modelo—Cuprum 2 0.7430  0.4799 No
Habitat— Modelo 10 1.1419  0.3592 No
Modelo—Habitat 10 1.7889  0.0973 No
Planvital— Modelo 2 0.4895 0.6152 No
Modelo—Planvital 2 1.4001  0.2543 No
Provida—Modelo 2 1.2170  0.3032 No
Modelo—Provida 2 0.2753  0.7602 No

Tabla (A.28) R? regresién lineal Cuprum afios 2010-2016 (Después reforma 2008)

Fondos A B C D E

A 1 0.98570 0.88715 0.53745 0.01012
B 1 094234 0.62102 0.00041
C 1 0.81507 0.03532
D 1 0.29946
E 1

Tabla (A.29) R? regresién lineal Fondo B 2005-2016

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida 0.99499
Habitat Cuprum, Planvital, Provida 0.99786
Planvital Habitat, Cuprum, Provida 0.99318
Provida Habitat, Planvital, Cuprum 0.99737

Tabla (A.30) R? regresién lineal Fondo B 2010-2016 (Después reforma 2008)

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida, Modelo 0.99460
Habitat Cuprum, Planvital, Provida, Modelo  0.99580
Planvital Habitat, Cuprum, Provida, Modelo 0.99303
Provida Habitat, Planvital, Cuprum, Modelo  0.99410
Modelo Habitat, Planvital, Cuprum, Provida 0.97915

84



Tabla (A.31) R? regresién lineal Fondo C 2005-2016

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida 0.98629
Habitat Cuprum, Planvital, Provida 0.99402
Planvital Habitat, Cuprum, Provida 0.98729
Provida Habitat, Planvital, Cuprum 0.99408

Tabla (A.32) R?2 regresién lineal Fondo C 2010-2016 (Después reforma 2008)

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida, Modelo 0.98603
Habitat Cuprum, Planvital, Provida, Modelo 0.98930
Planvital Habitat, Cuprum, Provida, Modelo 0.98983
Provida Habitat, Planvital, Cuprum, Modelo  0.98468
Modelo Habitat, Planvital, Cuprum, Provida 0.96127

Tabla (A.33) R? regresién lineal Fondo D 2005-2016

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida 0.97227
Habitat Cuprum, Planvital, Provida 0.98096
Planvital Habitat, Cuprum, Provida 0.96769
Provida Habitat, Planvital, Cuprum 0.98197
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Tabla (A.34) R? regresién lineal Fondo D 2010-2016 (Después reforma 2008)

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida, Modelo 0.97537
Habitat Cuprum, Planvital, Provida, Modelo 0.96288
Planvital Habitat, Cuprum, Provida, Modelo  0.97069
Provida Habitat, Planvital, Cuprum, Modelo 0.96356
Modelo Habitat, Planvital, Cuprum, Provida  0.90747

Tabla (A.35) R? regresién lineal Fondo E 2005-2016

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida 0.96452
Habitat Cuprum, Planvital, Provida 0.94900
Planvital Habitat, Cuprum, Provida 0.95988
Provida Habitat, Planvital, Cuprum 0.97375

Tabla (A.36) R? regresién lineal Fondo E 2010-2016 (Después reforma 2008)

Variable dependiente Variables explicativas R?

Cuprum Habitat, Planvital, Provida, Modelo 0,95741
Habitat Cuprum, Planvital, Provida, Modelo  0,93053
Planvital Habitat, Cuprum, Provida, Modelo 0,97292
Provida Habitat, Planvital, Cuprum, Modelo 0,96730
Modelo Habitat, Planvital, Cuprum, Provida 0,74575

86



Apéndice B

### Metodo de Codispersion ###

codispersion <- function(x,y){

codisp <-sum(diff (x)*diff (y))/(sum(diff (x)~2)*sum(diff(y)~2))"~(1/2)
return(codisp)

}

### Metodo DCC-GARCH ###
DCC <- function(x,y){

p = cbind(x,y)

T = length(p[,11)

library(ccgarch)

library(fGarch)

f1 = garchFit(~ garch(1,1), data=p[,1],include.mean=FALSE)
f1 = f10fit$coef

f2 = garchFit(~ garch(1,1), data=p[,2],include.mean=FALSE)

f2 = f20fit$coef

a = c(f1[1], £2[11)
A = diag(c(£1[2],£2[2]1))
B = diag(c(f1[3], £2[31))

dcc_parametro = c¢(0.2,0.6)

dcc_results = dcc.estimation(inia=a, iniA=A, iniB=B, ini.dcc=dcc_parametro,dvar=p, model="diagonal")
DCC_rho = dccresults$DCC[,2]

DCC <- ts(DCC_rho, frequency = 12, start = c(2005, 8))

return(DCC)

}

### Metodo de ondiculas ###

wavelet <- function(x,y){

library(biwavelet)

tl <- cbind(1:length(x),x)

t2 <- cbind(1:length(y),y)

wt_tl <- wt(tl, mother= "morlet")

wt_t2 <- wt(t2, mother ="morlet")

xwt_t1t2 <- xwt(tl, t2, mother ="morlet")

rho<-Re (xwt.t1t2$wave) / (Mod (wt.t1$wave) ~2*Mod (wt.t2$wave) ~2) ~(1/2)
return(rho)

}
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### Metodo de regresion lineal ###
regresion4AFP <- function(w,x,y,z){
promedio <- (1/4)*(x+y+z)
resumen<-summary (1m(w~promedio))
return(list (resumen$r.squared))

}

### Metodo de causalidad de Granger ###

granger <- function (x,y){

library (’MSBVAR’)

library(’vars’)

serie <- cbind(x,y)

p <- VARselect(serie, lag.max = 10, type = "const")
test <- granger.test(serie, p$selection[1])
return(list (p$selection[1],test))

}

### Metodo Copula ###

cop_tstudent <- function(x,y){

library(VineCopula)

p<-cbind(x,y)

u <- pobs(p)

t<-BiCopEst (ul,1],ul,2] ,family=2,method="mle",se=F)

resumem <- summary(t)

return(list (resumen$par,resumen$par2,resumen$tau,resumen$taildep,resumen$AIC))

}

cop_normal <- function(x,y){

library(VineCopula)

p<-cbind(x,y)

u <- pobs(p)

normal<-BiCopEst(ul,1] ,ul,2],family=1,method="mle",se=F)

resumen <- summary(normal)
return(list(resumen$par,resumen$par2,resumen$tau,resumen$taildep,resumen$AIC))

}
### Metodo test de M Box ###

library(biotools)
boxM(data,grupos)
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