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INSTANCIAS DEL PROBLEMA DE RUTAS DE
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TÍTULO DE LA TESIS:

UN FRAMEWORK PARA LA CREACIÓN DE INSTANCIAS DEL PRO-
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Resumen

Los sistemas de transporte son componentes crı́ticos para las ciudades, impactando inmen-

samente la calidad de vida de sus ciudadanos, proveyendo alternativas de transporte, redu-

ciendo drásticamente el tráfico vehicular y la contaminación atmosférica. Se requiere de una

cuidadosa planificación para evitar usuarios descontentos y un sistema insostenible, siendo

fundamental el correcto diseño de la red de rutas de buses. En consecuencia, el Urban Transit

Routing Problem (UTRP) se enfoca en encontrar un conjunto de rutas de buses que minimiza

el tiempo de viaje de los pasajeros y los costos al operador del sistema. Varios algoritmos

han sido desarrollados para resolver el UTRP, pero la mayorı́a de las instancias del problema

carecen de datos de demanda de la vida real, con las instancias más conocidas siendo muy

pequeñas para los estándares actuales y/o generadas aleatoriamente. Las técnicas de relaja-

ción del estado del arte se basan en caracterı́sticas inherentes de los sistemas de transporte

urbano y no pueden reducir de manera significativa el orden de magnitud de instancias com-

plejas. En este trabajo, se propone un framework para generar instancias de UTRP usando

datos de demanda zonal de la vida real, que incluyen miles de ubicaciones de paraderos.

Los algoritmos de clustering permiten al framework reducir la complejidad del problema

generando una aproximación que mantiene el comportamiento de la demanda y la estruc-

tura de caminos manteniendo conectadas y representadas tanto ubicaciones centrales como

periféricas. El framework se aplica al complejo sistema de transporte público de la ciudad

de Santiago de Chile. Se generan instancias con un comportamiento similar de demanda al

usar una cantidad suficiente de clústeres. Además, los diversos algoritmos de clustering pro-

bados muestran una alta similitud en su salida y rendimiento. Este framework es fácilmente

aplicable a diferentes realidades y deberı́a ayudar a futuros investigadores en el diseño de

algoritmos de resolución, ası́ como mejorar los modelos de aproximación de otras ciudades.
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Abstract

Transportation systems are critical components of urban cities, by hugely impacting the qua-

lity of life of their citizens, providing alternative means of transportation and drastically redu-

cing street traffic and atmospheric pollution. Careful planning is required to avoid disgruntled

users and an unsustainable system, where the correct design of the bus routes network is a

fundamental task. Thus, Urban Transit Routing Problem (UTRP) aims to find a set of bus

routes that minimises users travelling time and system operator costs. Several algorithms ha-

ve been developed to solve the UTRP, but most problem instances lack real-life demand data

information, where well-known benchmark instances are very small w.r.t. current standards

and/or they have been randomly generated. State-of-the-art relaxation techniques are based

on inherent features of urban transport systems and they cannot significantly reduce the order

of magnitude of complex instances. In this work, we propose a framework to generate UTRP

instances using real-life zone-based demand data, including thousand of bus stops locations.

Clustering algorithms allow the framework to reduce the problem complexity by generating

an approximation that preserves demand behaviour and road structure by keeping central and

periphery locations represented and connected. Our study case is the complex public trans-

port system of Santiago, Chile. We generate instances that have similar demand behaviour

when using enough amount of clusters. Also, the use of several cluster algorithms shows

similar performance and output. This framework is easily applicable to different realities and

it should help future researchers to test network design algorithms as well as to improve the

approximation models of other cities.
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Glosario

Algoritmo: Conjunto ordenado y finito de operaciones que permite hallar la solución

de un problema, llevar a cabo una tarea o realizar un cálculo.

Algoritmo de Clustering: Algoritmo que distribuye un conjunto de objetos en varios

subconjuntos mutuamente exclusivos que sean coherentes internamente, pero clara-

mente diferentes de cada otro.

Clúster: Subconjunto o grupo de objetos, similares entre sı́, generado por un Algorit-

mo de Clustering.

Framework: Conjunto estandarizado de conceptos, prácticas y criterios para enfocar

un tipo de problemática particular que sirve como referencia, para enfrentar y resolver

nuevos problemas de ı́ndole similar.

Función objetivo: Medida cuantitativa del funcionamiento del sistema que se desea

optimizar.

Grafo: Conjunto de nodos unidos por enlaces que representan relaciones entre ellos.

Histograma: Representación aproximada de la distribución de datos númericos que

permite apreciar la frecuencia de ciertos valores.

Instancia: Versión del problema con ciertas caracterı́sticas definidas.

Matriz: Arreglo bidimensional de números dispuestos en filas y columnas, usado para

representar un objeto matemático o una propiedad de tal clase de objeto.
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Matriz de Demanda: Matriz en el que cada entrada representa el número de viajes

entre un par de ubicaciones en algún perı́odo de tiempo, existiendo una fila y una

columna por cada ubicación de interés en la ciudad.

Matriz de Demanda Relajada: Aproximación o simplificación de otra Matriz de De-

manda. Obtenida al aplicar un mecanismo de reducción.

Matriz de Demanda Zonal Simple: Matriz de Demanda en que cada fila y columna

corresponde a una zona de la ciudad.

Matriz de Demanda Zonal Temporal: Matriz de Demanda tridimensional, en que

cada fila y columna representa una zona, y cada capa un perı́odo de tiempo.

Problema de Rutas de Tránsito Urbano. Problema Multi-objetivo que consiste en

encontrar un conjunto de rutas para una ciudad de forma que sus habitantes puedan

transportarse rápida y cómoda a sus destinos, manteniendo un bajo costo para la ma-

nutención del sistema.

Problema Multi-objetivo: Problema de optimización que tiene dos o más funciones

objetivos asociadas.

RDM: Del inglés Relaxed Demand Matrix, Matriz de Demanda Relajada.

Red de Caminos Relajada. Grafo que representa una aproximación a los caminos de

una ciudad. Obtenida al aplicar un mecanismo de reducción.

RRN: Del inglés Relaxed Road Network, Red de Caminos Relajada.

UTRP: Del inglés Urban Transit Routing Problem, Problema de Rutas de Tránsito

Urbano.
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2.1. Problemas de optimización combinatoria . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

2.2. Problemas multi-objetivo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.3. Problemas relacionados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.3.1. Problemas de diseño de red . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 14

2.3.2. Problemas de transporte . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 15

2.4. Hacia el UTRP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.5. Formalización de UTRP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5.1. Elementos básicos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

2.5.2. Evaluación de Soluciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24

2.6. Análisis de Instancias previas del UTRP . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 28

viii



3. Algoritmos de clustering y similitud 34

3.1. Algoritmos de clustering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.1. Clustering . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34

3.1.2. K-Means . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

3.1.3. Clustering Jerárquico Aglomerativo . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.4. Clustering espectral . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.5. Clustering basado en modelo . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.1.6. Mean-Shift . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 42

3.1.7. Affinity Propagation . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43

3.1.8. DBSCAN . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44

3.1.9. OPTICS . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 46

3.2. Medidas de similitud . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48
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A.4. UMI entre algoritmos de clustering (35 clústeres) . . . . . . . . . . . . . . 91
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Capı́tulo 1

Introducción

Los sistemas de transporte urbano forman parte esencial de una gran ciudad. Al generar

alternativas al automóvil, reducen su uso para transportarse desde un punto a otro, benefi-

ciando a las personas sin poder adquisitivo, descongestionando las calles y reduciendo la

contaminación atmosférica producto de su excesivo uso [1, 2].

Estos sistemas plantean un gran desafı́o: deben ser planeados cuidadosamente para ser ca-

paces de llevar a las personas de forma rápida, efectiva y cómoda a sus destinos. Un sistema

mal diseñado genera insatisfacción y descontento en la población, afectando negativamente

la calidad de vida de los ciudadanos [3].

Se debe considerar que el mantenimiento de un sistema de transporte tiene un costo asociado.

Compra y mantención de buses, combustible, choferes y toda la logı́stica necesaria para

coordinar al sistema. De esta forma, no planificar adecuadamente puede incurrir en un costo

muy elevado y hacer que el sistema no sea económicamente sustentable.

Por lo tanto, una ciudad necesita contar con un sistema de transporte cuyos recorridos sean

capaces de satisfacer la demanda de la población y llevarla a su destino a tiempo, tanto como

no incurrir en costos muy elevados para el operador del servicio.

El proceso de planificación que deberı́a llevarse a cabo antes de la implementación del sis-

tema de transporte es conocido como el Problema de Diseño de Red de Tránsito urbano

1



(UTNDP del inglés Urban Transit Network Design Problem) [4, 5] y usualmente se divide

en varios sub-problemas o fases que involucran decisiones tácticas, estratégicas y operacio-

nales.

En [6] se indica que se pueden considerar cinco fases en el diseño de un sistema de transporte

de buses: diseño de la red, ajuste de frecuencias, desarrollo de horarios, itinerario de buses e

itinerario de conductores. Cada una de éstas es un problema complejo por sı́ solo, por lo que

usualmente no se resuelven todas las fases al mismo tiempo a pesar de su interdependencia.

Una formulación que contempla la primera de estas fases, y por tanto, parte fundamental del

diseño de un sistema de transporte [5] se conoce como el Problema de Rutas de Tránsito

Urbano (UTRP del inglés Urban Transit Routing Problem) que consiste en la creación de

rutas para el transporte público. Se trata de un problema NP-Hard [7, 8] altamente complejo.

En [5] se expone que para el UTRP aún existen diferentes modelos que pueden variar en

objetivos y restricciones. En esta tesis nos enfocamos en la versión propuesta en [9], que ha

sido utilizada en diversos trabajos como [4], [10], [11], [8], [2], [12], [13] y [14].

Diversas técnicas han sido utilizadas para abordar el UTRP, basadas principalmente en me-

taheurı́sticas. Los algoritmos genéticos se encuentran entre las técnicas más usadas [8, 11, 9,

4, 12], pero también se han utilizados algoritmos de búsqueda local [10], optimización por

enjambre de partı́culas [2] e hiperheurı́sticas [14].

Un desafı́o que se enfrenta al resolver este problema es la carencia de datos para la compa-

ración de métodos de resolución. Se pueden identificar dos causas [8]: (1) La colección de

datos respecto de transporte público es difı́cil de obtener, porque los pasajeros no pueden ser

fácilmente rastreados y las encuestas pueden ser bien costosas e imprecisas, y (2) que para

la evaluación y calidad de soluciones en sistemas de la vida real se ha hecho uso de métricas

ad-hoc sumamente diversas, ası́ que solo pueden ser usadas en pocos escenarios.

La mayorı́a de las instancias que es posible encontrar para el UTRP son muy pequeñas,

generadas aleatoriamente [8] y/o basadas en suposiciones de la densidad de población [15].

Además, incluso las más grandes instancias dentro de la literatura son muy pequeñas respecto

de escenarios de la vida real. Para que las técnicas de resolución sean capaces de abordar
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el problema se necesitan aproximaciones ajustadas a estos complejos casos, relajando la

cantidad de paraderos y manteniendo una distribución de demanda similar.

Una reducción básica puede ser encontrada en [16], donde las instancias del UTRP son rela-

jadas combinando nodos puestos entre las esquinas de las calles. Esta compresión es similar

a una caracterı́stica inherente en la mayorı́a de los sistemas de transporte urbano: varios pa-

raderos se esparcen en grandes áreas debido a la dirección del tráfico o por la convergencia

del público, pero pueden ser vistas como la misma ubicación estratégica. Sin embargo, esta

relajación es insuficiente para escenarios complejos.

Un escenario complejo bien conocido es el sistema de transporte urbano de Santiago de

Chile, la llamada Red Metropolitana de Movilidad (RED), anteriormente conocida como

Transantiago. Este sistema obtuvo atención mundial en el año 2007 después de su prematura

implementación a pesar de varios problemas de diseño, e.g., falta de infraestructura crı́tica

y condiciones de sistema aún no puestas en operación [17]. Hoy dı́a, el sistema de buses

de RED transporta cerca de 6,2 millones de usuarios de 34 comunas del área metropolitana

de Santiago. Cubre cerca de 680 km2 en zona urbanas [18] y comprende 11.320 paraderos

agrupados en más de 800 zonas de demanda.

1.1. Objetivos

Tomando en consideración lo anterior: (1) la falta de instancias para el UTRP que aproximen

adecuadamente casos reales y complejos, (2) la dificultad de resolver el UTRP para casos

complejos con miles de paraderos y (3) la falta de métodos de reducción de instancias más

generales se plantea la siguiente hipótesis:

El uso de una técnica de clustering genera una instancia para el UTRP de buena calidad,

esto es, entregando una red de caminos que mantiene caracterı́sticas de la red original y

patrones de demanda de viaje similares al caso real

Las técnicas de clustering permiten generar una instancia con un tamaño órdenes de magni-

tud menor que una traducción directa de los datos del escenario real. Sin embargo, en esta
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reducción se debe mantener una estructura similar en la red de caminos y que los patrones

de demanda sean similares para que sea una versión válida y tenga el potencial de apoyar el

diseño de un sistema de transporte de buses.

Las componentes de la instancia, esto es la red de caminos y la matriz de demanda, debe apro-

ximar adecuadamente el escenario original. La red de caminos debe mantener caracterı́sticas

estructurales evitando crear caminos a través de fallas geográficas que no lo permiten. La

matriz de demanda debe mantener los mismos patrones de comportamiento de los usuarios

de la red original.

Las instancias generadas con este método, basadas en datos de origen-destino, podrı́an tener

caracterı́sticas que las diferenciaran significativamente de algunas instancias de la literatu-

ra como las que fueron generadas casi aleatoriamente [8] y/o basadas en suposiciones de

densidad de la población [15].

1.1.1. Objetivo general

Para la comprobación de la hipótesis planteada, se define el siguiente objetivo general:

Diseñar e implementar un framework que permita la generación de instancias para el

Problema de Rutas de Tránsito Urbano que sean una aproximación para una gran ciudad.

1.1.2. Objetivos especı́ficos

Para cumplir con el objetivo general se definen los siguientes objetivos especı́ficos:

Analizar los avances en la resolución del UTRP y problemas similares, enfocándose

en la representación de un sistema de transporte urbano y la generación de instancias.

Diseñar un framework para la generación de instancias a partir de datos geográficos de

paraderos.

Generar nuevas instancias a partir de datos de origen-destino de Santiago de Chile.
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Evaluar y analizar crı́ticamente el framework comparando con técnicas anteriores de

generación de instancias y la calidad de su salida como una aproximación de los datos

reales.

1.2. Contribuciones

Las contribuciones de este trabajo de investigación son las siguientes:

Una técnica que permite generar instancias que son una aproximación de una red de

tránsito de tamaño real.

Una nueva instancia basada en datos de origen-destino de Santiago de Chile.

1.3. Estructura de la tesis

Lo que resta de esta tesis está estructurado de la siguiente forma:

Capı́tulo 2 - El Problema de Rutas de Tránsito Urbano: Se revisitan conceptos ne-

cesarios que fundamentan este trabajo, cómo se aborda el UTRP y la formalización de

este problema. Además, se investiga los avances históricos y cientı́ficos del UTRP, se

mencionan problemas relacionados y se revisan las técnicas utilizadas para la genera-

ción de instancias.

Capı́tulo 3 - Algoritmos de clustering y similitud: Se revisa este tipo de técnicas y

conceptos atingentes. Además de ofrecer una revisión de los distintos algoritmos de

clustering, se presentan formas de medir la similitud de la salida producida por este

tipo de técnicas para realizar análisis numéricos comparativos.

Capı́tulo 4 - Framework para la creación de instancias: Descripción detallada del

framework desarrollado para la generación de instancias reducidas.
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Capı́tulo 5 - Experimentación: Se presenta la configuración experimental y un análi-

sis crı́tico de los resultados obtenidos a partir de la técnica.

Capı́tulo 6 - Conclusiones y Perspectivas: Se encuentran las principales conclusiones

derivadas del trabajo realizado y los resultados experimentales. Se proponen futuras

lı́neas de investigación que surgen a partir de esta investigación.
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Capı́tulo 2

El Problema de Rutas de Tránsito

Urbano

En este capı́tulo se presenta el Problema de Rutas de Tránsito urbano o UTRP con análisis

que va desde lo general a lo especı́fico: se parte describiendo los problemas de optimiza-

ción combinatoria, para seguir con problemas multi-objetivo. Posteriormente se presentan

los problemas de diseño de red y problemas de transporte, super-problemas que abarcan al

UTRP. El capı́tulo termina presentando como surge el UTRP, trabajos que se enfocan en

su resolución, una formalización de éste y sus componentes, y un análisis de las instancias

existentes para el problema.

2.1. Problemas de optimización combinatoria

Un problema, tal como se consigna en [19], puede ser visto como una caja negra que consiste

en un cierto modelo como lo ilustra la Figura 2.1. Este modelo recibe cierta entrada y, a partir

de esta, entrega cierta salida.

El tipo de problema dependerá de cuál de estas tres componentes sea conocida o especificada.

Podemos clasificar los problemas en tres tipos:
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Optimización: Donde el modelo es conocido. La salida es conocida (e.g. la función

deba alcanzar el valor cero) o solo descrita (e.g. la función debe alcanzar el valor

mı́nimo o máximo posible). La tarea es encontrar la entrada que lleva a esta salida.

Modelado: En este caso, la entrada y la salida son conocidas. Lo que se quiere conocer

es el modelo que permite obtener cada salida para cada entrada. La gracia de contar

con este modelo es que deberı́a permitir realizar predicciones sobre entradas aún no

conocidas.

Simulación: Dado un modelo y algunas entradas, la tarea es calcular la salida co-

rrespondiente. De esta forma se pueden realizar, para un cierto sistema, pronósticos a

futuro o predecir su comportamiento con cierta configuración.

Aunque la resolución de un problema de simulación puede ser visto simplemente como apli-

car el modelo a la entrada para obtener la correspondiente salida, para los problemas de

optimización y modelado la tarea será la búsqueda de una cierta configuración en un espacio

de posibilidades, es decir, un problema de búsqueda.

Un problema de búsqueda tendrá asociado la noción de espacio de búsqueda, conjunto de

todas las combinaciones de valores para las variables, esto es, todas las soluciones candidatas

del problema. La tarea será encontrar, evaluar y aceptar estas soluciones candidatas, y obtener

aquella que cumpla con el criterio establecido.

En el caso de los problemas de optimización, la solución va a corresponder a aquellos valores

de entrada que, al aplicar el modelo, entregan una cierta salida especificada de forma explı́cita

o implı́cita. En el caso de los problemas de modelado se quiere el modelo que entregue la

mayor cantidad de veces la salida correcta para cada entrada.

Para la evaluación de cada solución se hará uso de una función especı́fica conocida como

la función objetivo. La función objetivo será una medida de la calidad de la solución. La

Entrada SalidaModelo

Figura 2.1: Vista de caja negra para definición de problema
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aceptación de una solución dependerá de si ésta satisface el conjunto de restricciones del

problema. Una solución candidata será considerada como una solución factible si es que

satisface las restricciones del problema.

Por tanto, los problemas de búsqueda pueden ser clasificados, como lo muestra la Tabla 2.1,

de acuerdo a la presencia o no de la función objetivo y del conjunto de restricciones (que

guiarán la búsqueda).

Restricciones
Función Objetivo

Sı́ No

Sı́

Problema de Optimización

con Restricciones

(CSOP)

Problema de Satisfacción

de Restricciones

(CSP)

No

Problema de Optimización

Libre

(FOP)

No hay problema

Tabla 2.1: Clasificación de problemas de búsqueda

Por tanto, si solo la función objetivo está presente se tiene un Problema de Optimización

Libre (FOP, del inglés Free Optimization Problem). Si solo se tiene un conjunto de restric-

ciones a satisfacer se tiene un Problema de Satisfacción de Restricciones (CSP, del inglés

Constraint Satisfaction Problem). Si ambos elementos están presentes se tiene un Problema

de Optimización con Restricciones (CSOP, del inglés Constraint Satisfaction Optimization

Problem).

Un problema de optimización combinatoria es un problema de búsqueda que consiste en

encontrar una solución desde un espacio de búsqueda finito (posiblemente infinito contable).

La solución está descrita por variables con valores discretos y puede tomar varias formas

[20]: un entero, un subconjunto, una permutación, una estructura de grafo, etc.

Un problema de optimización combinatoria (que es además un problema de optimización

con restricciones) P = (E, f ) puede ser definido por:

Un conjunto de variables X = {x1, ..., xn}
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Dominios de las variables D1, ...,Dn

Restricciones entre las variables

Una función objetivo f a ser minimizada (o maximizada) donde f : D1× ...×Dn → R+

El espacio de búsqueda E de todas las posibles asignaciones (o de soluciones candidatas)

queda definido por:

E = {s = {(x1, v1), ..., (xn, vn)} | vi ∈ Di, s satisface las restricciones }

Siendo vi el valor asignado a la variable xi correspondiente dentro de una solución del con-

junto.

Para resolver el problema de optimización combinatoria se debe encontrar la solución s∗ ∈ E

con valor óptimo de función objetivo, es decir, si f (s∗) < f (s) ∀s ∈ E entonces s∗ es la

solución global o el óptimo global del problema P = (E, f ) [20].

Si una solución satisface todas las restricciones se considera una solución factible y es una

solución candidata al problema. En caso de que una solución no satisfaga al menos una de las

restricciones se considerará una solución infactible y se considerará inválida. No obstante,

las soluciones infactibles son usadas por algunos acercamientos pues limitar la búsqueda

tomando en cuenta todas las restricciones puede llevar a soluciones mediocres [21, sección

2.4.3]. Existen técnicas para manejar la no satisfacción de las restricciones, por ejemplo, usar

una función de penalización [22] [23, sección 2.4] o alternar entre fases de optimización y

reparación [24] .

Un ejemplo sencillo de problema de optimización combinatoria es el Problema de la Mochila

(o en inglés Knapsack Problem) que consiste en elegir entre un conjunto de objetos de forma

de maximizar el valor o beneficio que estos otorgan, pero sin sobrepasar un lı́mite de peso.

Este problema se puede formalizar como se muestra en el Ejemplo 2.1.
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Ejemplo 2.1 (Problema de la Mochila). Sea n el número de objetos, bi y wi el beneficio y

el peso asociado a cada objeto con i ∈ {1, 2, . . . , n}, respectivamente. Sea W el peso máximo.

El Problema de la Mochila P = (E, f ) se puede definir como:

Variables: oi ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}}

Dominios: oi ∈ {0, 1}

Función objetivo:

Max: f =

n∑
i=1

bioi

Restricciones:
n∑

i=1

wioi ≤ W

Cada variable oi representa si un cierto objeto es llevado en la mochila o no (1 si se lleva, 0 si

no). La función objetivo busca la maximización del beneficio lo cual es un producto simple

de las variables oi que se llevan con su beneficio bi. Solo aportaran al valor de la sumatoria

aquellos objetos tales que oi = 1. La única restricción del problema, que asegura que la suma

de los objetos llevados no supere el peso máximo W, presenta una estructura similar, esta

vez multiplicando por el peso wi en lugar del beneficio.

2.2. Problemas multi-objetivo

En la sección anterior se presentaron los problemas de optimización combinatoria teniendo

un único criterio de optimización o evaluación. Es normal que aparezcan problemas con

múltiples objetivos los que pueden tener conflictos entre sı́, es decir, que cuando uno mejore

el otro, normalmente, empeore.

Un problema de optimización combinatoria multi-objetivo es aquel que en lugar de tener

una sola función objetivo f tiene un conjunto F = { f1, ..., fn} de funciones objetivo donde el

objetivo es minimizar (o maximizar) cada una de las funciones objetivos [25].
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Hay un cambio en la noción de óptimo al haber múltiples objetivos. En optimización multi-

objetivo la meta cambia a encontrar trade-offs más que una mejor solución individual como

en mono-objetivo. Los múltiples objetivos usualmente se contraponen entre sı́, la reducción

de valor en uno conlleva un aumento en otro. Por tanto, en multi-objetivo se desea un con-

junto óptimo de soluciones de las cuales escoger [23].

En un contexto multi-objetivo para la comparación de soluciones, a menudo se aplica el

concepto de dominancia de Pareto [25] [23]. Si se tienen dos soluciones s1, s2 se dirá que

s1 domina s2 (denotado como s1 ≺ s2) si y solo si s1 es menor o igual en todas las funciones

objetivo y existe al menos una función objetivo en la que s1 es mejor que s2. Es decir:

s1 ≺ s2 ⇐⇒ ∀k ∈ {1, . . . , n}, fk(s1) ≤ fk(s2) ∧ ∃k ∈ {1, . . . , n}, fk(s1) < fk(s2) (2.1)

La solución s1 es la solución dominante y la solución s2 es la solución dominada.

Cabe notar que si el par (s1, s2) no cumple con la condición de la Ecuación 2.1 se consideran

como soluciones mutuamente no dominadas y se consideran incomparables. Es decir, s1 ⊀
s2 ∧ s2 ⊀ s1.

La meta en un problema multi-objetivo no es encontrar una sola solución, sino encontrar un

conjunto de soluciones que sean mutuamente no dominadas y no dominadas por ninguna

otra solución [23]. Cada nuevo conjunto de soluciones deberá mantenerse y actualizarse

durante la búsqueda lo que es un proceso costoso debido al mayor número de comparaciones

necesarias para ello.

Una solución no dominada por ninguna otra posible solución se considera una solución Pa-

reto óptima [25]. Un conjunto de soluciones mutuamente no dominadas se considera como

un conjunto de Pareto. Finalmente, el conjunto de soluciones Pareto óptimas se identifica

como el conjunto óptimo de Pareto y la meta en un problema de optimización combinato-

ria multi-objetivo. El Frente de Pareto son los puntos en el espacio con la evaluación de las

funciones objetivo de las soluciones de un conjunto de Pareto [23].

Es posible medir la calidad de un frente de Pareto conseguido por medio del hipervolumen,

hiperarea o S-metric [23] [26]. Propuesto por [27], el hipervolumen es el área (o volumen)
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cubierto por el frente de Pareto respecto del espacio. Mientras mayor sea, mejor es el conjun-

to de soluciones conseguido. Por tanto, maximizar el valor del hipervolumen es requerido.

El valor del hipervolumen de un frente de Pareto M es definido como [23]:

H(M) =
{ ⋃

mi∈M

areami | m ≺ mre f
}

(2.2)

Donde mre f es una solución artificial arbitraria dominada por todas las posibles soluciones

candidatas. areami es el área cubierta por el rectángulo que va desde cada solución mi hasta

mre f . Como es descrito por [23], la Ecuación 2.2 define el hipervolumen como el área de la

unión de los rectángulos formados.

En la Figura 2.2 se puede ver un ejemplo gráfico del hipervolumen de un problema donde se

busca minimizar dos funciones f1(x) y f2(x). El frente de Pareto se compone por los puntos

A, B, C, y D que corresponden a soluciones no dominadas entre sı́. El valor del hipervolumen

corresponde a la medida del área gris que cubren los rectángulos desde cada uno de dichos

puntos hasta el punto de referencia xre f . En este caso el valor del hipervolumen es 58.5

2.3. Problemas relacionados

El UTRP consiste en el diseño de una red de recorridos de buses de transporte público.

Existen otros problemas que conllevan el diseño de una red no solo en otros contextos de

transporte, sino que también en telecomunicaciones y sistemas de tuberı́as.

Adicionalmente, el diseño de un sistema de transporte público tiene muchos otros aspectos

a considerar y se pueden identificar múltiples fases [6, 5, 28].

A continuación, se presenta una revisión de los distintos problemas relacionados con el

UTRP.
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B = (3, 5)

C = (4.5, 2.5)

D = (7.5, 1)

A = (1, 7)

xre f = (10, 10)

f1(x)

f2(x)

Figura 2.2: Ejemplo gráfico de hipervolumen. El hipervolumen corresponde a la medida del área

gris.

2.3.1. Problemas de diseño de red

En su forma más general, el UTRP es un caso particular de un problema de diseño de red

aplicado al contexto de transporte público urbano. En este tipo de problemas se cuenta con

nodos y posibles conexiones entre éstos, y se debe seleccionar cuales de estas posibles co-

nexiones activar o incorporar en la red. Las conexiones seleccionadas son utilizadas para

satisfacer las demandas de los usuarios asegurando flujos efectivos en costo. Problemas de

este tipo aparecen en el diseño de redes de transporte y telecomunicaciones con diferentes

formulaciones [29].
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El UTRP se puede considerar un problema de este tipo puesto que, considerando los para-

deros como nodos y los caminos como conexiones entre éstos, al crear las diferentes rutas

se eligen los paraderos que componen esta ruta. Pero los paraderos de una ruta deben estar

conectados, por tanto, se están eligiendo conexiones que activar para generar dicha ruta. Las

rutas permiten a los usuarios viajar desde un punto a otro de la red.

En este tipo de problemas se pueden encontrar otros problemas de enrutamiento clásicos

entre los que se incluye el Problema de Rutas de Vehı́culos (VRP, del inglés, Vehicule Routing

Problem) que consiste en diseñar rutas de entregas con costo mı́nimo desde un depósito a

clientes geográficamente dispersos sujeto a ciertas restricciones [30].

Otros problemas clásicos de optimización de redes son aquellos problemas de asignación de

ubicaciones, por ejemplo, p-median y p-center, el Problema de Ubicación de Instalaciones

No Capacitado, el Árbol Recubridor Mı́nimo, el Árbol de Steiner, Árbol de Comunicación

Óptimo, y el Problema de Ubicación y Enrutamiento [29].

2.3.2. Problemas de transporte

Existen muchas versiones del problema concentradas en distintos aspectos en el diseño de

un sistema de transporte y con distintos enfoques de resolución [5, 31, 28].

En [6], se reconocen 5 fases en el diseño de un sistema de buses de transporte: diseño de la

red de buses, ajuste de frecuencias de los buses, desarrollo de horarios, itinerario de buses e

itinerario de conductores. Cada fase se puede considerar un problema complejo por sı́ mismo,

por lo que usualmente se resuelven independientemente en orden y el resultado de una fase

es usado como entrada para la siguiente [6, 28].

En [31], se consideran aspectos de la red de tránsito; los caminos de la ciudad, dentro del

sistema de transporte. Incluye aspectos como: construir y expandir calles, determinar orien-

tación de calles de un sentido, asignar vı́as exclusivas para buses, asignación de carriles en

las calles, itinerario del tránsito, luces de tránsito y de reparaciones de las calles.

En [28] se incorpora la idea de que fases posteriores deben retroalimentar con información
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a las fases anteriores para el refinamiento de la solución. También, se separa el itinerario

de conductores en la asignación de labores y la asignación de conductores a éstas. Además,

se agrega una fase final de control en tiempo real del sistema de transporte para asegurar

la eficiente operación de este frente a la incertidumbre en tiempos de viaje, patrones de

demanda y problemas comunes: manifestaciones o marchas públicas, averı́as en vehı́culos,

condiciones climatológicas y otras actividades más especı́ficas.

Tanto en [31] como [28] se expone que para resolver un problema de transporte que involucre

el diseño de la red o el ajuste de frecuencias, es necesario considerar la dependencia entre las

decisiones de diseño y las decisiones de los usuarios. Las decisiones de los usuarios sobre

el sistema de transporte, e.g. que recorridos tomar, que modos de transporte usar, etc. se van

a ver influenciadas por el diseño de este, el nivel de servicio, la congestión del sistema, la

información disponible y los sesgos personales que tenga cada usuario. Por tanto, el predecir

que van a hacer los usuarios se vuelve un problema de asignación de tránsito. Es necesario

resolver este problema para la evaluación del diseño de la red y las frecuencias.

Otro problema relacionado es el problema de asignación de tránsito que determina el patrón

de flujo de la red de transporte para un escenario de diseño de red [31]. Esta asignación usual-

mente asume algún tipo de principios en el comportamiento de los usuarios para describir la

elección de las rutas.

El criterio mayormente utilizado es el principio de Wardrop [31], estableciendo que los

usuarios seleccionarán la ruta más corta. Ası́, se asume que todos los usuarios son no-

cooperativos y conocen el tiempo de viaje actual para cada ruta. El patrón de flujo resultante

es llamado el patrón de Usuario-Equilibrio (UE) en el que los pasajeros no tienen incentivo

para cambiar a otras rutas, ya que al hacerlo sus tiempos de viaje aumentan. Esta asigna-

ción se conoce como asignación UE. De forma opuesta a UE, si se asume que los usuarios

se comportan cooperativamente, la asignación resultante es llamada asignación optimizada

para el sistema o Sistema-Óptima (SO).

La congestión de los vehı́culos del sistema es un aspecto incorporable en el problema de

asignación de tránsito al considerar las capacidades de los vehı́culos. Esta congestión deberı́a

verse reflejada como un cambio en el comportamiento de los usuarios y sus elecciones de
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ruta para los que se deben hacer suposiciones, lo que lleva a diferentes acercamientos para

la asignación de pasajeros [31].

De forma general, tres enfoques se exponen en [28] que permiten manejar el problema de

asignación de tránsito en acercamientos discretos:

Descomponer el problema en sub-problemas secuenciales. Por ejemplo, definir rutas

potenciales primero y luego resolver el problema de asignación de tránsito para la red

propuesta e iterar esperando convergencia.

Modelar el problema de transporte como un problema de optimización bi-nivel donde

el diseño de las rutas es llevado a cabo en un “primer nivel” y la asignación de tránsito

usada para determinar el flujo de pasajeros es determinada en un “nivel inferior”.

Modelar las decisiones de los pasajeros usando restricciones y funciones objetivo no

lineales, llevando a problemas no-convexos que pueden ser resueltos a través de algo-

ritmos heurı́sticos.

A continuación, se presenta una lista de los principales problemas de decisión dentro de un

problema de transporte, categorizados en base al nivel de planificación:

Nivel Estratégico: decisiones a largo plazo relacionadas a la infraestructura de las

redes de transporte

• El Problema de Diseño de Red de Caminos (RNDP, del inglés Road Network

Design Problem) [31] consiste en determinar posibles proyectos de mejoras sobre

una red de caminos, como construir nuevas calles o expandir las existentes de

forma de minimizar los tiempos de viaje o reducir la congestión vehicular. En

el marco de este problema existen decisiones de nivel táctico u operacional que

pueden ser tomadas como asignar vı́as exclusivas para el transporte público o

fijar una calle a un solo sentido.

• El Problema de Diseño de Red de Tránsito (TNDP, del inglés Transit Net-

work Design Problem) [31, 5, 28] consiste en determinar las rutas o recorridos
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que conformaran la red de transporte público urbano sobre una red de caminos

minimizando los tiempos de viajes de los usuarios, el coste de la red, etc.

Nivel Táctico: utilización efectiva de la infraestructura y los recursos de las redes de

transporte existentes definiendo niveles de servicio

• El Problema de Ajuste de Frecuencias (FSP, del inglés Frequency Setting Pro-

blem) o Problema de Itinerario de Red de Tránsito (TNSP, del inglés Transit

Network Scheduling Problem) [31, 28] consiste en ajustar las frecuencias de bu-

ses de los recorridos de una determinada red de transporte minimizando los tiem-

pos de espera de los usuarios y el costo al operador.

• El Problema de Horario de Red de Tránsito (TNTP, del inglés Transit Network

Timetabling Problem) [31, 28] consiste en el desarrollo de los horarios de los

recorridos, es decir, determinar las horas de salida y llegada de los buses a los

distintos paraderos en la red de forma de minimizar el tiempo de espera de los

usuarios. Cabe notar que este aspecto no es contemplado en todos los sistemas

de transporte.

Nivel Operacional: decisiones a corto plazo de asignación de recursos e itinerario

para cumplir con los niveles de servicios requeridos por el sistema

• El Problema de Itinerario de Vehı́culos (VSP, del inglés Vehicle Scheduling

Problem) [28] consiste en asignar los diferentes vehı́culos disponibles a cada uno

de los viajes que se realizaran. Existen distintos tipos de vehı́culos con diferen-

tes capacidades y consumo de combustible. Se debe minimizar el consumo de

combustible y los tiempos de espera de los pasajeros.

• El Problema de Itinerario de Conductores (DSP, del inglés Driver Scheduling

Problem) consiste en asignar las labores diarias a cubrir de un bloque de viajes

de vehı́culos para minimizar el costo de estas labores y cumplir con restricciones

de leyes laborales.

• El Problema de Nómina de Conductores (DRP, del inglés Driver Rostering

Problem) determina la asignación de conductores para las distintas labores de-

terminadas por el DSP para un perı́odo de planificación cumpliendo con leyes
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laborales y normas de la compañı́a.

Cabe notar que algunos de estos problemas se resuelven conjuntamente. Por ejemplo, es

usual en la literatura ver mencionado el Problema de Diseño de Red e Itinerario de Tránsito

(TNDSP, del inglés Transit Network Design and Scheduling Problem) [28, 5, 31] que con-

siste en conjuntamente llevar a cabo el diseño de una red de recorridos de buses y el ajuste

de frecuencias de éstos, es decir, una combinación del TNDP y TNSP [5].

2.4. Hacia el UTRP

Como se vio anteriormente, el TNDP consiste en determinar las rutas para una red de trans-

porte público sobre una red de caminos optimizando algún criterio sujeto a ciertas restric-

ciones. Cuenta con una gran variedad de enfoques, donde se usa tanto aproximación con

variables continuas como optimización de variables discretas [28].

Entre los criterios a optimizar en la literatura se encuentran: minimizar tiempo de viaje pro-

medio de los usuarios, minimizar costes de operación, minimizar tamaño de la flota, mi-

nimizar costes de construcción, minimizar tiempos de espera, maximizar número de viajes

directos, minimizar número de transbordos y maximizar demanda satisfecha [28, 5, 31].

Las restricciones son igual de variadas. Algunos de los objetivos antes vistos, se consideran

restricciones en otros acercamientos. Entre las que han incluido en trabajos anteriores se en-

cuentran: satisfacción completa de la demanda, número, largo y factibilidad de rutas, tamaño

de la flota, capacidad de los vehı́culos, presupuesto, frecuencia mı́nima, conjunto restringido

de rutas, cobertura de área y forma de la red [28, 5, 31].

El UTRP es un caso particular de TNDP. La naturaleza de todas las variables es discreta.

Contempla demanda y tiempos de viaje deterministas, con los usuarios viajando a su destino

a través de la ruta más corta sin considerar los niveles de congestión o capacidad vehicular.

El UTRP desde trabajos recientes se considera un problema multi-objetivo con dos criterios

a optimizar: minimizar el tiempo de viaje promedio de los pasajeros y el costo total de la red

[8, 12, 14]. Las restricciones son sencillas: hay un número predefinido de rutas, las cuales
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tienen un lı́mite mı́nimo y máximo en su largo en número de nodos; las rutas deben satisfacer

toda la demanda conectando todos los nodos de la red de caminos y no contener ciclos ni

retrocesos.

A continuación, se presentan acercamientos y técnicas que resuelven el UTRP o versiones

muy similares.

Uno de los primeros trabajos sobre el UTRP encontrados data del año 1979 [32] siendo uno

de los trabajos pioneros para el problema. Se resolvió el problema en su forma general de

manera iterativa, primero produciendo el set de rutas para después asignar los vehı́culos y

los pasajeros a estos. Se usaba una técnica iterativa a partir de un set de rutas factibles. El

algoritmo fue aplicado a una ciudad de Bélgica con 150.000 habitantes. La red constaba

de aproximadamente 130 nodos, 350 enlaces y 12 rutas. El algoritmo tenı́a un tiempo de

ejecución considerable (60 minutos).

En 2010 [10], se diseñó un framework para la resolución de un UTRP mono-objetivo plan-

teando una representación sencilla y un operador básico Make-Small-Change para agregar y

eliminar nodos en los extremos de las rutas. Estos fueron probados usando Hill-Climbing y

Simulated Annealing buscando optimizar el tiempo de viaje y número de transbordos. Consi-

guieron mejores resultados que trabajos anteriores. Notaron que el operador usado era menos

efectivo mientras se restringiera más el largo de las rutas.

En 2013, [8] extendió el trabajo [10] para la implementación de un algoritmo evolutivo que

tomaba en cuenta dos objetivos: el tiempo de viaje promedio y el costo al operador. Cruza-

ban las soluciones mezclando las rutas de dos conjuntos distintos. Para la mutación hacı́an

uso del operador Make-Small-Change. Nuevas soluciones eran incorporadas a la población

de soluciones si dominaban a las soluciones progenitoras, sino eran descartadas. Consiguie-

ron mejoras respecto del trabajo anterior y crearon frentes de Pareto para varias instancias,

algunas de ellas nuevas.

En 2014 [2], se implementó una optimización por enjambre de partı́culas para el UTRP op-

timizando el tiempo de viaje y número de transbordos. Estudiaron el efecto de incluir en el

proceso de optimización el costo al operador asociado a la longitud de las rutas. Propusieron

dos movimientos para las partı́culas: intercambiar partes de una ruta que tengan un nodo en
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común evitando ciclos e intercambiar dos rutas completas al azar entre los conjuntos. Consi-

guieron mejores resultados, aunque muy cercanos en cuanto a tiempo de viaje y porcentaje

de usuarios satisfechos sin transbordos. Notaron que el limitar el costo al operador afectaba

negativamente el tiempo de viaje. También vieron que al variar la importancia del número

de transbordos la calidad de las soluciones no se veı́a afectada significativamente.

En 2014 [12], extendió el algoritmo genético de [8], presentando una nueva heurı́stica de

construcción y nuevos operadores de mutación: intercambiar partes, mezclar, reemplazar,

invertir partes y remover traslapes entre las rutas de un conjunto. Todos estos cambios fue-

ron aplicados al algoritmo anterior y en un framework NSGAII para apoyar la obtención

de mejores frentes de Pareto. Consiguieron mejoras al aplicar las nuevas heurı́sticas en el

algoritmo anterior, pero los mejores resultados fueron conseguidos al hacer uso de NSGAII.

En 2014 [13], se encargó de la paralelización del algoritmo anterior con la meta de mejorar

los tiempos de ejecución. Llevó a cabo dos tipos de paralelización: una a nivel de cruza-

mientos y evaluaciones, entregando cada cruzamiento y evaluación como un job separado,

la otra fue a nivel de las poblaciones separando ésta en varias islas donde cada isla podı́a co-

rrer independiente de las otras. Logró mejoras considerables en el tiempo de ejecución que

mejoraban aún más a medida que aumentaba el número de núcleos asignados a la ejecución

del algoritmo.

En 2019 [14], se resolvió el UTRP con hiper-heurı́sticas de selección. Contaban con una

fase de selección de heurı́sticas a aplicar y una fase de aceptación en que se actualizaban los

parámetros que controlaban la selección dependiendo de la calidad de la solución generada.

Para evaluar las soluciones ponderaban las restricciones y los objetivos. Observaron que

la combinación de métodos de selección y aceptación de movimientos que daba mejores

resultados era Selección basada en Secuencia con Great Deluge. Lograron obtener mejores

soluciones en casi todas las instancias.

En 2019 [16] resolvió el UTRP incorporando una restricción de nodos terminales: los nodos

en cada extremo de las rutas debı́an corresponder a un nodo terminal. La optimización era

realizada usando un algoritmo genético NSGAII adaptado para el manejo de los nodos termi-

nales. Para la generación de la población inicial se generaba un mapa de uso de los enlaces
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por ruta más corta: se calcula la ruta más corta entre todos los pares de nodos para luego

sumar la cantidad de usuarios que van a través de cada enlace. Usando esta información ge-

neraban conjuntos de rutas candidatas. La implementación del algoritmo NSGAII era similar

al de [12] aunque con operadores de mutación especializados. Adicionalmente se intentaba

aplicar un algoritmo de reparación si una solución generada era infactible debido a nodos

desconectados o rutas solapadas. Compararon el rendimiento de sus rutas con aquellas del

caso real, obteniendo mejores resultados.

En términos de encontrar soluciones que optimicen el tiempo de viaje de los pasajeros la

hiper-heurı́stica de [14] entrega los mejores resultados disponibles en la literatura. Sin embar-

go, para encontrar múltiples soluciones de un frente de Pareto requiere múltiples ejecuciones

con la variación de un parámetro del algoritmo.

En cuanto a frentes de Pareto, el algoritmo evolutivo de [13] es aquel que ha publicado los

mejores resultados en esta revisión necesitando una sola ejecución para generar el frente de

Pareto.

2.5. Formalización de UTRP

A continuación, presentamos la formalización del problema pertinente para el presente tra-

bajo.

El UTRP considera un grafo no dirigido de n nodos, donde cada nodo representa alguna ubi-

cación de interés o un punto de acceso (por ejemplo, paraderos o estaciones), y los enlaces las

conexiones directas entre estos. Una instancia del problema requiere incluir tres elementos

básicos: la Red de Caminos, la Matriz de Demanda y los Parámetros de las Rutas.

2.5.1. Elementos básicos

Primero, la Red de Caminos corresponde a la estructura de los caminos de la ciudad y las

ubicaciones que deberán ser cubiertas por los buses. Se representa como un grafo no dirigido
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donde el peso de los enlaces corresponde al tiempo de viaje en minutos, es decir, cuánto

demoran los pasajeros en viajar entre los nodos. El tiempo de viaje se considera simétrico, es

decir, se considera como si un usuario se demorará lo mismo viajando en ambas direcciones.

Definición 2.1 (Red de Caminos). Dado un conjunto de nodos N = {n1, · · · , nm} y un con-

junto de enlaces L = {(ni, n j) | ni, n j ∈ N, conectados(ni, n j)∧ni , n j}. Entonces, una Red de

Caminos R es un grafo no dirigido R = (N, L) tal que cada nodo ni es una ubicación y cada

enlace (ni, n j) ∈ L es un camino que conecta directamente las ubicaciones ni y n j.

Es posible representar este grafo usando una matriz en donde cada entrada represente el

tiempo de viaje para viajar entre nodos conectados.

Definición 2.2 (Matriz de tiempos de viaje). Sea R = (N, L) una red de caminos con un

conjunto de nodos N = {n1, . . . , nm}. La matriz de tiempos de viaje C es una matriz simétri-

ca de dimensión |N |×|N|. Cada entrada Cab ∈ Z representa el tiempo de viaje, entre los nodos

na y nb. Cab ≥ 0 cuando exista conexión entre los nodos, mientras que Cab = ∞ cuando no.

La Matriz de Demanda representa la demanda de transporte, esto es, cuántos pasajeros

desean trasladarse desde una ubicación a otra. En general, se considera de forma atemporal

(que no depende de ciertas horas del dı́a, temporadas del año o eventos). Asimismo, el valor

es simétrico puesto que es muy probable que un usuario que viaje hacia un nodo quiera

regresar más tarde al punto de partida.

Definición 2.3 (Matriz de demanda). Dada una Red de Caminos R = (N, L) con un conjun-

to de nodos N = {n1, . . . , nm}. Se define D|N|×|N | como la Matriz de Demanda. Cada entrada

Dab ∈ Z indica el número de pasajeros que viajan desde el nodo na hasta el nodo nb. Notar

que Daa = 0 ∀na ∈ N.

Los Parámetros de las Rutas establecen restricciones tı́picas de cada ruta y son definidos

por el planificador de la red de transporte de acuerdo a los lı́mites de costo al operador. Estos
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parámetros contemplan el largo de las rutas y el número de estas.

Definición 2.4 (Parámetros de las rutas). Se define q como la cantidad de rutas que debe

tener la solución. También se definen λmin, λmax ∈ Z como el número mı́nimo y máximo de

nodos que debe tener cada ruta, respectivamente.

2.5.2. Evaluación de Soluciones

Una solución para el UTRP requiere que se construya una Red de Rutas de transporte. Cada

ruta de la red corresponde a un vector ordenado de nodos que están conectados en la Red de

Caminos.

Definición 2.5 (Red de Rutas). Dada una Red de Caminos R = (N, L) con un conjunto de

nodos N = {n1, . . . , nm} y conjunto de enlaces L.

Se define una Ruta W = [µ1, µ2, . . . , µv]T como un vector ordenado de v nodos tal que µi ∈ N

∀i ∈ {1, . . . , v} y (µi, µi+1) ∈ L ∀i ∈ {1, . . . , v − 1}.

Entonces, se define una Red de Rutas U como un conjunto de q rutas.

U = {W1,W2, . . . ,Wq} (2.3)

Las rutas deben construirse cumpliendo un conjunto de objetivos entre los que pueden in-

cluirse: satisfacer la mayor cantidad de demanda de transporte de los pasajeros que sea po-

sible, minimizar los tiempos de viaje, minimizar el número de transbordos entre rutas, mi-

nimizar el costo de operación, minimizar el largo de las rutas, maximizar los ingresos o las

ganancias, etc.

En esta formulación se considera la optimización del Tiempo de viaje de los pasajeros y

costo al operador.
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El Tiempo de viaje de los pasajeros es lo que demoran en viajar todos los pasajeros entre

cada par de nodos. Se asume que el recorrido de los pasajeros entre dos nodos consiste en el

camino más corto entre éstos haciendo uso de la red de transporte. Se considera el tiempo de

viaje promedio para comparar más fácilmente con números de menor magnitud [10, 8].

Cabe notar que se debe considerar el número de transbordos o transferencias para el cálculo

de ruta más corta. Obviamente cada transbordo tiene un impacto en el tiempo total de viaje

de un pasajero debido al tiempo de desplazamiento entre paraderos y el de espera del si-

guiente bus. Este tiempo es considerado con un valor fijo de 5 minutos en múltiples trabajos

anteriores [8, 2, 14].

Definición 2.6 (Función Objetivo de Tiempo de Viaje Promedio). Dada una Red de Ca-

minos R = (N, L) con un conjunto de nodos N = {n1, . . . nm} asociada a una Matriz de

Tiempos de Viaje C. Para R se ha construido una Red de Rutas U = {W1, . . . ,Wq}.

Se define un Recorrido Tab como un vector de nodos ordenados que, a través de los nodos

conectados por la Red de Rutas U, señala una secuencia de f nodos que permite viajar desde

el nodo na hasta el nodo nb.

Tab = [t1, t2, . . . , t f ]T , ti ∈ N ∀i ∈ {1, . . . , f }, t1 = na, t f = nb (2.4)

Para cada par de nodos consecutivos en el recorrido Tab existe una Ruta W que conecta

dichos nodos.

∀i ∈ {1, . . . , f − 1}, ∃W = [µ1, . . . , µv]T ∈ U, ∃ j ∈ {1, . . . , v − 1}, ti = µ j, ti+1 = µ j+1 (2.5)

Para cualquier recorrido Tab = {t1, . . . , t f }, se tiene que para algún i ∈ {1, . . . , f − 1}, y siendo

nx = ti y ny = ti+1, entonces se define Ĉi = Cxy para obtener el tiempo de viaje entre cualquier

par de nodos consecutivos ti y ti+1 del Recorrido Tab. Con todo esto, se denota el Costo del

Recorrido Tab como K(Tab) y se define como la suma de los tiempos de viaje entre cada par

de nodos consecutivos de dicho recorrido.
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K(Tab) =

s−1∑
i=1

Ĉi (2.6)

También se define H(Tab) como el número de transbordos que son requeridos en el recorrido

Tab, esto es, la cantidad de veces que fue necesario cambiar a otra ruta para continuar con el

recorrido.

Siendo α la ponderación para el tiempo de viaje y β la ponderación del número de transbordos

en el costo de los pasajeros. Se considera a T̂ab como el Recorrido Mı́nimo entre los nodos

na y nb que tiene menor tiempo de viaje:

@Tab, αK(Tab) + βH(Tab) < αK(T̂ab) + βH(T̂ab) (2.7)

Por último, sea D la Matriz de Demanda, se denota como Cp el Tiempo de viaje promedio

de los pasajeros y se define como el tiempo de viaje promedio de todos los pasajeros asu-

miendo que viajaran a través de sus respectivos Recorridos Mı́nimos desde su origen a su

destino. En el UTRP se busca la Red de Rutas U que minimice este valor.

mı́n : Cp =
α
∑m

i, j=1 Di jK(T̂i j) + β
∑m

i, j=1 Di jH(T̂i j)∑m
i, j=1 Di j

(2.8)

El Costo del operador es una medida del costo de implementar una Red de Rutas. Se con-

siderará como la suma de los tiempos de viaje de las rutas puesto que el costo del operador

aumentará proporcionalmente junto a este valor. Mientras más larga sea cada ruta, se asume

que más costoso será el sistema para el operador debido a la mayor cantidad de buses que

requiere un conjunto de rutas más largas para mantener una frecuencia y nivel de servicio

aceptables.

Definición 2.7 (Función Objetivo de Costo al operador). Dada una Red de Rutas U =

{W1, . . . ,Ww} y una Matriz de tiempos de viaje C. Notar que W = [µ1, . . . , µv] ∀W ∈ U. Para

algún i ∈ {1, . . . , v−1} y siendo na = µi y nb = µi+1, se define Ĉi = Cab para obtener el tiempo
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de viaje entre nodos consecutivos µi y µi+1 de la ruta W.

Se denota como Co, el Costo del operador y es definido como la suma de los tiempos de

viaje de los enlaces que forman las rutas. En el UTRP se busca la Red de Rutas U que

minimice este valor.

mı́n : Co =
∑
W∈U

|W |−1∑
i=1

Ĉi (2.9)

Para que una Red de Rutas se considere como una solución factible debe cumplir las siguien-

tes restricciones:

Sus rutas deben tener un largo dentro de un intervalo predeterminado

Debe asegurarse la conectividad de todos los nodos

Cada ruta no debe tener ningún ciclo ni retroceso.

Estas restricciones quedan formalizadas en la Definición 2.8.

Definición 2.8 (Restricciones UTRP). Sea R = (N, L) una Red de Caminos para la que se

ha construido una Red de Rutas U = {W1,W2, . . . ,Ww}.

Cada Ruta W ∈ U estará restringida a tener un mı́nimo λmin y máximo λmax de nodos.

λmin ≤ |W | ≤ λmax ∀W ∈ U (2.10)

La Red de Rutas U debe ofrecer conectividad completa de la Red de Caminos permitiendo

viajar entre cualquier par de nodos, es decir, para cualquier par de nodos na y nb debe haber

un Recorrido Tab válido.

∃Tab∀na, nb ∈ N (2.11)
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Por último, se asumirá que no habrán ni ciclos ni retrocesos en ninguna de las rutas W =

[µ1, . . . , µv]T ∈ U para lo que simplemente se requiere que no se repita ningún nodo.

µi , µ j∀i, j ∈ {1, . . . v} ∀W ∈ U (2.12)

Se puede ver que la formulación presentada para el UTRP es relativamente sencilla y no

toma en cuenta una multitud de factores como: tiempos de espera y abordaje, congestión de

la red, capacidad de los buses, nodos terminales, coste no lineal de combustible, etc.

Sin embargo, no por eso el problema deberı́a considerarse trivial pues aún se clasifica como

un problema de diseño de red quedando dentro de la clase de complejidad NP-Hard [7]. Es

por esto que en la literatura estudiada en la sección anterior se advierte la presencia total de

metaheurı́sticas que solo son capaces de aproximar la solución.

La evaluación de soluciones para el UTRP ha demostrado abarcar una parte significativa del

tiempo de ejecución de cualquier algoritmo de resolución [15]. Esto es debido al componente

T̂i j de Recorrido Mı́nimo usando la Red de Rutas que puede ser encontrada en la Definición

2.6 en la fórmula de Tiempo de Viaje Promedio. Esta componente requiere el cálculo del

Recorrido Mı́nimo entre todos los pares de nodos usando la Red de Rutas y tomando en

cuenta los transbordos. Por tanto, será requerido realizar este cálculo para la evaluación de

cualquier solución generada, teniendo un alto tiempo de ejecución en comparación a la otra

función objetivo y al chequeo de restricciones.

2.6. Análisis de Instancias previas del UTRP

Como se indica en [15, 8] la mayorı́a de las instancias de UTRP son ficticias, generadas

aleatoriamente o simplificadas. Esto lleva a una aproximación imprecisa de los casos de la

vida real. En la Tabla 2.2 se presentan instancias UTRP conocidas y sus caracterı́sticas. Hay

que notar que cada caracterı́stica influye en la dificultad de resolución y puede ser vista como

una Métrica de Complejidad de la instancia.
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LBATT es la cota inferior del tiempo promedio de viaje como se calcula en [8, 33] y MS T el

coste del árbol de cobertura mı́nima (y una cota inferior al costo del operador).

A continuación, mostramos un análisis enfocado en la metodologı́a aplicada para generar

cada una de estas instancias.

Tabla 2.2: Resumen de instancias UTRP.

Instancia Nodos Enlaces Rutas λmin − λmax LBATT MS T

Mandl [34] 15 21 4-8 2-8 10.0058 63

Mumford0 [8] 30 90 12 2-15 13.0121 94

Mumford1 [8] 70 210 15 10-30 19.2695 228

Mumford2 [8] 110 385 56 10-22 22.1689 354

Mumford3 [8] 127 425 60 12-25 24.7453 394

Nottingham100 [15] 100 187 40 10-25 19.2974 254

Edinburgh200 [15] 200 362 90 5-25 20.8211 476

NottinghamR [16] 376 656 69 3-52 7.1003 418

Las métricas de complejidad más directas son la cantidad de nodos y enlaces: mientras mayor

sean, el espacio de búsqueda de la instancia y el tiempo de evaluación de la solución van a

incrementar considerablemente. Ası́ la instancia Mandl, la más usada para la comparación de

algoritmos, es la más fácil; en contraparte, NottinghamR es la más compleja. Sin embargo,

todas estas instancias son muy pequeñas respecto a grandes ciudades que tienen miles de

paraderos o ubicaciones, por ejemplo, el sistema RED de Santiago de Chile que incorpora

más de 10000 nodos.

La cantidad y largo de las rutas, comúnmente definidas por el diseñador de la red, restringen

crı́ticamente el espacio de soluciones factibles. Mientras mayor sea la cantidad y el largo

de las rutas, lleva a un espacio de soluciones más grande; en contraparte, mientras menor

sean estos valores, más restringido será el espacio de búsqueda. Ası́, la diversificación es

directamente afectada, llevando a una convergencia lenta o prematura.

Las métricas LBATT y MS T son respectivamente las cotas inferiores del tiempo de viaje de
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los pasajeros y los costos al operador del sistema. Estas métricas muestran la complejidad de

cada instancia en ambos criterios de resolución, esto es, valores pequeños en ambas métricas

implican un mayor esfuerzo requerido para la resolución u optimización.

La forma en que cada instancia fue generada es relevante, puesto que los valores de las métri-

cas pueden cambiar significativamente. Por ejemplo, los valores de LBATT y MS T varı́an

considerablemente entre [15] y [16] a pesar de que cubren el mismo caso real y esto se debe

a una diferencia en el método de generación. El primer acercamiento usa un pequeño subcon-

junto tomado desde los datos originales, lo que conlleva a valores más pequeños para LBATT

y más grande para MS T debido a las mayores distancias entre las ubicaciones y a la menor

cantidad de nodos, respectivamente. El segundo acercamiento incluye información de cada

esquina, lo que incrementa la cantidad de distancias corta de viaje y, consecuentemente, la

cantidad de nodos. Por lo que, se asignan valores menores para LBATT y mayores para MS T .

La tabla 2.3 resume los métodos seleccionados para generar cada instancia UTRP discutida

en este capı́tulo.

Mumford [8] creó cuatro instancias disponibles públicamente. Fueron generadas basadas en

parámetros predefinidos para la red de caminos (número de nodos, enlaces y enlaces por

nodo) y la matriz de demanda (lı́mite inferior y superior). Las coordenadas de los nodos se

definieron dentro de un área rectangular y sus valores generados a partir de una distribución

aleatoria uniforme. El tiempo de viaje estaba basado en distancia Euclidiana y la deman-

da entre los nodos era aleatoria entre valores predefinidos. Los enlaces fueron escogidos

apoyándose en un árbol de cobertura mı́nima para asegurar conectividad de la red, pero lue-

go nodos extra eran escogidos al azar y agregados a la red, a través de los enlaces más cortos,

para alcanzar los valores deseados.

Como estas instancias están basadas principalmente en procedimientos aleatorios para la

colocación de los nodos y generación de la matriz de demanda, difı́cilmente se ajustan a

escenarios reales y son bien ficticias.

John et al [15] produjo dos instancias de manera similar. Los paraderos eran escogidos al azar

con sus coordenadas extraı́das desde el United Kingdom National Public Transport Data

Repository. Los tiempos de viaje estaban basados en datos obtenidos desde la API de matriz
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Tabla 2.3: Generación de elementos básicos de las instancias UTRP

Instance
Colocación

de nodos

Información

de enlaces

Matriz de

demanda
Comentario

Mandl
Método desconocido. Información

basada en red Suiza [34].
Instancia más pequeña.

Mumford0

Coordenadas

aleatorias.

Distancia

Euclidiana.

Valores

aleatorio

uniformes.

No se ajusta a escenarios

reales.

Mumford1

Mumford2

Mumford3

Nottingham100

Edinburgh200

Paraderos escogidos

al azar desde el

UK National

Public Transport

Data Repository.

API de

distancia

de Google.

Datos

censales.

La selección al azar de

paraderos puede dejar

áreas de baja densidad

desconectadas.

NottinghamR

Mezcla de

esquinas. Basado

en la UK Ordnance

Survey .

Función

”Instalación

más cercana”

de ArcGIS.

Datos

censales.

Datos de la vida real, pero

relativamente pequeños

respecto a ciudades grandes.

La reducción se limita

a mezclar nodos que

representan las mismas

ubicaciones y calles.
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de distancia de Google. La demanda era calculada relacionando el número de pasajeros a la

densidad de la población en el área cuadrada de 1 × 1Km2 que rodeaba cada paradero.

Aunque estas nuevas instancias incorporan datos reales, el procedimiento de selección alea-

toria tiende a elegir nodos ubicados en áreas de alta densidad. Por tanto, nodos que se encuen-

tren en áreas periféricas o de baja densidad tendrán tendencia a no ser escogidos quedando

no representados en la red de caminos.

Soares et al [16] generó una instancia para el caso de Nottingham con una red de caminos

adaptiva. Para ello los nodos eran colocados en esquinas, intersecciones, rotondas, etc. los

que luego se mezclaban si se encontraban a una cierta distancia entre ellos, conformándose

la red por nodos intermedios a estos nodos mezclados. Nodos adicionales eran agregados si

es que entre un par de nodos intermedios un área de demanda quedaba sin ser cubierta por

la red. Los enlaces y pesos de la red de caminos se determinaban con la función ”Instalación

más cercana” del software ArcGIS que calcula la ruta más cercana entre ambos nodos.

Para generar la matriz de demanda se basaron en datos censales del Reino Unido que datan

del 2011 que incluı́a información de origen destino desde áreas de origen hasta zonas con

puestos de trabajo. La demanda de una zona de origen o destino era asignada a un nodo,

si el centroide de la zona se encontraba dentro de un área circular rodeando al nodo. Si

el centroide de la zona se encontraba dentro de múltiples de estas áreas, la demanda era

repartida equitativamente entre los nodos.

La reducción usada permitı́a mantener la estructura de la red de caminos y estaba basada

completamente en datos de la vida real, pero era aún muy pequeña respecto a ciudades gran-

des que incluyan miles de paraderos y/o ubicaciones.

La técnica de agrupación de nodos propuesta logró reducir la cantidad de nodos a 376 desde

428. Aunque esto implico una ganancia en tiempo de ejecución, es insuficiente para casos

masivos con miles de nodos, pues fue incapaz de reducir el orden de magnitud de la cantidad

de nodos.

Concluyendo, este análisis muestra que la mayorı́a de las instancias fueron generadas con

métodos aleatorios o que dependen de ciertas condiciones en la distribución de los paraderos,
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por lo que no se ajustan a casos reales.

La instancia más grande, NottingHamR tiene 376 nodos que es un número considerablemen-

te menor que el número de nodos de una ciudad de tamaño considerable como es el caso del

sistema RED en Santiago de Chile que cubre más de 10000 paraderos.

Por tanto, una técnica de relajación para escenarios complejos o intractables es requerida

si se desea resolverlos usando los algoritmos de resolución del estado del arte. Esta técnica

de relajación debe mantener una estructura de caminos similares que mantenga conectadas

las zonas periféricas o de baja densidad y cuya distribución de demanda tenga un comporta-

miento similar al caso real.
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Capı́tulo 3

Algoritmos de clustering y similitud

3.1. Algoritmos de clustering

Las técnicas de clustering agrupan un grupo de objetos (datos, puntos, documentos, obser-

vaciones, etc.) en subconjuntos o clústeres. La meta de los algoritmos es crear clústeres que

sean coherentes internamente, pero que sean claramente diferentes de cada otro [35].

El framework de creación de instancias utiliza técnicas de clustering para detectar grupos de

paraderos cercanos y generar uno que los represente.

En esta sección, primero se presentan un par de definiciones básicas, seguido de una revisión

de las distintas técnicas de clustering, finalizando con la presentación de métricas para medir

la similitud de la salida de algoritmos de clustering.

3.1.1. Clustering

En este trabajo los objetos o elementos que se desearan agrupar serán ubicaciones, que serán

agrupadas en varios grupos o clústeres por medio de algún algoritmo de clustering.

Cada ubicación tendrá asociada una cierta posición en el espacio y cada clúster podrá ser
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representado por el centroide como el promedio de las posiciones de las ubicaciones en este.

Definición 3.1 (Centroide). Dado un conjunto de ubicaciones S , donde cada elemento s ∈ S

tiene una posición pos(s). El centroide del conjunto S es la posición promedio entre todos

sus elementos.

CS =
1
|S |

∑
s∈S

pos(s) (3.1)

A partir de las posiciones de las ubicaciones, las técnicas de clustering agruparan las ubica-

ciones en uno o más grupos o clústeres, dejando en un mismo clúster aquellas ubicaciones

que se encuentren cerca entre sı́.

Cabe destacar que los clústeres son conjuntos de ubicaciones exclusivos los unos con los

otros, esto es, que cada ubicación pertenecerá solamente a un clúster.

Definición 3.2 (Clústeres). Dado un conjunto de elementos ubicaciones S . Un algoritmo de

clustering α genera un conjunto de clústeres A generando m subconjuntos de ubicaciones.

A =

{
ai

∣∣∣∣∣∣ ai ⊂ S ∧ ai ∩ a j = ∅ ∀i , j ∧
⋃

1≤i≤m

ai = S
}

(3.2)

Ası́, cada clúster ai ∈ A, esto es, un conjunto de ubicaciones, tiene su propio centroide Cai .

Desde aquı́ en adelante, se reduce la notación a a ∈ A para cada clúster y, por consiguiente,

se entiende que |A| = m.

3.1.2. K-Means

El algoritmo K-Means agrupa los datos por medio de actualizaciones sucesivas de los cen-

troides de los clústeres. Para ello comienza con K centroides en posiciones arbitrarias y

asigna los puntos más cercanos a cada centroide como un clúster. Luego, a partir de esta

35



asignación, se actualiza la posición de los K centroides, volviendo a iterar.

El algoritmo agrupa los datos tratando de separarlos en grupos de igual varianza, minimizan-

do el promedio de la distancia Euclidiana cuadrada al centro del clúster [36, 35].

Por tanto, dado un entero k y un conjunto de n puntos de datos X ⊂ Rd que se desean agrupar.

Se quiere encontrar un conjunto C de k centros para minimizar la función potencial definida

en Ecuación 3.3.

φ =
∑
x∈X

mı́n
c∈C
||x − c||2 (3.3)

Cada punto quedará asignado a un centro con lo que los puntos quedarán agrupados.

El algoritmo K-Means opera según lo indicado en el Algoritmo 1 [36].

Algoritmo 1 Algoritmo de clustering K-means

1. Elegir arbitrariamente un conjunto C = {c1, c2, . . . , ck} de k centroides. Es práctica

estándar elegir los centroides iniciales de manera aleatoria uniforme desde X.

2. Por cada i ∈ {1, . . . , k}, establecer el clúster Ci como el conjunto de puntos en X que

estén más cercanos a ci que lo que están a c j con j , i.

3. Por cada i ∈ {1, . . . , k}, establecer ci como el centroide de todos los puntos en Ci:

ci = 1
|Ci |

∑
x∈Ci

x.

4. Repetir los Pasos 2 y 3 hasta que C no cambie o algún otro criterio de término.

El algoritmo K-Means converge en el sentido de que la distancia de los puntos de cada clúster

al centroide disminuye (o se mantiene) en cada iteración. No obstante, no hay garantı́a de

que se alcance un mı́nimo global de la función potencial [35].
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3.1.3. Clustering Jerárquico Aglomerativo

Existe la familia de algoritmos de clustering jerárquicos que se compone de algoritmos basa-

dos en la construcción de clústeres anidados, producto de la mezcla (o separación) sucesiva

de clústeres dependiendo de la distancia entre elementos.

Esta anidación de clústeres genera una jerarquı́a que puede representarse usando un árbol o

dendrograma. La raı́z del árbol es el clúster único que agrupa todos los objetos, y las hojas

son los clústeres con un único objeto. Esto permite obtener una jerarquı́a de clústeres más

informativa, aunque a cambio de un mayor tiempo de ejecución en comparación a K-Means

[35].

El Clustering Aglomerativo opera desde abajo hacia arriba: cada objeto empieza solo en

su propio clúster, para luego sucesivamente mezclarse con otros clústeres [37] [35]. Cada

mezcla es decidida con un criterio que elija aquellos clústeres más similares. Existen varios

criterios de mezcla o vinculación (linkage) también conocidos como medidas de similitud:

Ward: minimización de la suma de las diferencias cuadradas dentro de todos los clúste-

res (la función potencial Ecuación 3.3) teniendo un enfoque similar a K-means.

Vinculación máxima o completa: minimiza la máxima distancia entre las observa-

ciones de pares de clústeres.

Vinculación promedio: minimiza el promedio de las distancias entre todos los objetos

de pares de clústeres.

Vinculación singular: minimiza la distancia entre los objetos más cercanos de pares

de clústeres.

Una versión simplificada del algoritmo se puede observar en el Algoritmo 2 [35].
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Algoritmo 2 Algoritmo de clustering aglomerativo

1. Asignar a cada objeto su propio clúster

2. Computar una matriz de similitud CN×N donde N es el número de objetos a agrupar.

3. Realizar N − 1 iteraciones (en el caso de que se mezclen todos hasta conseguir un solo

clúster) o hasta que se alcance un criterio de parada. En cada iteración:

a) Mezclar los clústeres i y m más similares según lo indicado por C.

b) Actualizar C[i][ j] y C[ j][i] a sim(i,m, j) que indica la similitud del clúster j con

la mezcla de los clústeres i y m.

4. Retornar una lista con las mezclas realizadas.

3.1.4. Clustering espectral

Este tipo de clustering lleva a cabo una reducción de dimensionalidad sobre un grafo de

similitud asociado a los datos. Para ello calcula los vectores propios de la matriz Laplaciana

del grafo de similitud, sobre los cuales se aplica otra técnica de clustering como k-means

para obtener los distintos clústeres [38].

La reducción de dimensionalidad genera una representación alternativa que resalta carac-

terı́sticas latentes del conjunto de datos permitiendo agrupar en base a estas.

El grafo de similitud G = (V, E) corresponde a una representación de grafo de los objetos

a agrupar. Se define una medida de similitud si j (o una distancia di j) que es calculada entre

cada par de objetos. En este grafo cada vértice vi corresponderá a un objeto y el peso wi j de

cada enlace a la similitud (o distancia) entre el par de objetos i y j conectados. Mientras más

similares sean dos objetos, mayor es si j (y menor di j). Hay tres grafos de similitud que son

usualmente utilizados para clustering espectral [38]:

Grafo ε-vecindario: aquel grafo que contiene solamente los enlaces de los objetos a

una distancia menor a ε. Debido a que las distancias entre los puntos son similares entre

sı́ (a lo mucho ε), mantener los pesos de los enlaces no incorpora más información. Por
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tanto, este grafo es usualmente considerado como no pesado [38].

Grafo de k-vecinos más cercanos: en este tipo de grafo cada vértice vi se conecta con

el vértice v j, si es que v j esta entre los k vecinos más cercanos. Para evitar que el grafo

sea dirigido existen dos técnicas: ignorar la dirección considerando cada enlace como

no dirigido o solo conectar un par de vértices si la conexión anterior se da en ambas

direcciones. Este segundo caso es llamado el grafo mutuo de k-vecinos más cercanos.

En cualquier caso, los pesos de los enlaces corresponden a la similitud de los objetos.

Grafo completo: en que se conectan todos los puntos con similitud positiva y se pe-

san todos los enlaces usando si j. Como el grafo deberı́a representar relaciones loca-

les de vecindario, esta construcción es solo útil si la función de similitud represen-

ta vecindarios locales. Una medida de similitud normalmente utilizada es s(xi, x j) =

exp(−||xi − x j||
2/(2σ2)), siendo σ un parámetro que controla el ancho de los vecinda-

rios.

Independiente del grafo de similitud, dos matrices son utilizadas para el cálculo de la matriz

Laplaciana:

La matriz de adyacencia simétrica W con cada entrada Wi j correspondiendo al peso

del enlace wi j del grafo de similitud.

La matriz diagonal de grado D donde cada entrada es definida como Dii = di =∑n
j=1 wi j.

Se pueden identificar tres matrices Laplacianas del grafo:

Matriz Laplaciana no normalizada: L = D −W

Matriz Laplaciana normalizada simétrica: Lsym := D−1/2LD−1/2 = I − D−1/2WD−1/2

Matriz Laplaciana normalizada random walk: Lrw := D−1L = I − D−1W

Cada matriz Laplaciana entrega una variante de Clustering Espectral distinta, siendo aquel

que hace uso de la Matriz Laplaciana no normalizada el Clustering Espectral no normalizado.
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Siendo k el número de clústeres y S la matriz de similitud, el algoritmo de Clustering Es-

pectral no normalizado se muestra en el Algoritmo 3 [38].

Algoritmo 3 Algoritmo de clustering espectral no normalizado

1. Construir un grafo de similitud, siendo W su matriz de adyacencia con los pesos.

2. Computar la matriz Laplaciana no normalizada L.

3. Computar los primeros k vectores propios u1, . . . , uk de L.

4. Sea U la matriz que contiene los vectores u1, . . . , uk como columnas.

5. Para cada i = 1, . . . , n, sea yi el vector correspondiente a la i-esima fila de U.

6. Agrupar los puntos yi con el algoritmo k-means en los clústeres C1, . . . ,Ck.

7. Retornar los clústeres A1, . . . , Ak con Ai = { j | y j ∈ Ci}

3.1.5. Clustering basado en modelo

Una posible generalización es suponer que el conjunto de los k centroides de los clústeres

son un modelo desde los que se generan los datos. Para generar un objeto en este modelo,

se elige un centroide al azar y se agrega un ruido aleatorio a la información. Si el ruido se

distribuye normalmente, entonces se obtienen clústeres con forma esférica.

El Clustering basado en modelo asume que los datos fueron generados a partir de algún cierto

modelo probabilı́stico, como el descrito anteriormente, e intenta recuperar dicho modelo a

partir de los datos [35]. El modelo que se recupera desde los datos define los clústeres y una

asignación de los objetos a los clústeres. Esto otorga una mayor flexibilidad a este tipo de

clustering pues los clústeres se pueden adaptar a información disponible sobre la forma del

conjunto de datos.

Uno de los modelos más usados e importantes en este tipo de clustering es mezcla de Gaus-

sianas en donde se asume que los datos fueron generados a partir de múltiples distribuciones

Gaussianas no esféricas. Considerando a cada objeto x = (x1, . . . , xn). Cada una de estas
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distribuciones Gaussianas va a estar definida como:

x = N(µ,Σ) (3.4)

Siendo µ la media y Σ la covarianza de la distribución Gaussiana.

Se debe tener en cuenta que no todas las Gaussianas van a abarcar la misma cantidad de

objetos o, dicho de otro modo, la probabilidad de que un objeto haya sido generado por

una Gaussiana no va a ser absoluta ni necesariamente uniforme. Para ello dentro del modelo

de mezcla de Gaussianas un último parámetro es el peso asociado a cada gaussiana π j con

j ∈ {1, . . . , k} donde k es el número de gaussianas (y el número de clústeres).

La meta es estimar cada uno de los parámetros de este modelo de mezcla de Gaussianas: la

media µi, la varianza Σ y el peso π j de cada Gaussiana.

Para ello se puede utilizar el algoritmo de Esperanza-Maximización [39, 40] y operar según

lo presentado en el Algoritmo 4. Notar que, en el paso de Maximización, dependiendo de

las probabilidades calculadas en el paso de Esperanza, habrá un cambio en la estimación de

los distintos parámetros de la Gaussiana hasta que eventualmente no haya ningún cambio y

se alcance la convergencia.

Algoritmo 4 Algoritmo Esperanza-Maximización para estimar un modelo de mezclas gaus-

sianas para clustering

1. Asumir parámetros aleatorios para la Gaussiana

2. Mientras no haya convergencia:

a) Esperanza: calcular la probabilidad de que cada elemento sea generado por cada

Gaussiana

b) Maximización: recalcular parámetros del modelo en base a las probabilidades

de que cada elemento pertenezca

3. Asignar los elementos a la Gaussiana con mayor probabilidad para obtener clústeres
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3.1.6. Mean-Shift

El algoritmo de clustering Mean-Shift [41] está basado en centroides candidatos que se ac-

tualizan para ser la media de los puntos en una región dada.

De tenerse un cierto centroide candidato xi para la iteración t, este es actualizado de acuer-

do al vector de desplazamiento de media m presentado en la Ecuación 3.5. Este vector es

calculado para cada centroide y apunta a aquella región que maximiza el incremento en la

densidad de puntos.

xt+1
i = m(xt

i) (3.5)

El vector m es calculado usando la Ecuación 3.6 con N(xi) el vecindario de elementos que

están alrededor de xi y K algún kernel. Esto efectivamente actualiza un centroide para que

sea la media de las muestras dentro de su vecindario.

m(xi) =

∑
x j∈N(xi) K(x j − xi)x j∑

x j∈N(xi) K(x j − xi)
(3.6)

K puede ser el kernel plano expuesto en la Ecuación 3.7 lo que provoca que m(xi) se actualice

al promedio de los puntos en el vecindario.

K(x) =

 1 si ||x|| ≤ λ

0 si ||x|| > λ
(3.7)

La actualización de los centroides candidatos se realiza mientras no haya convergencia, es

decir, mientras haya un desplazamiento de estos.

Al finalizar, varios de los centroides candidatos son filtrados en una etapa de post procesa-

miento para eliminar aquellos (casi) duplicados para formar el conjunto final de centroides.

Esto permite operar desconociendo el número de clústeres, dependiendo en su lugar del

parámetro λ de la Ecuación 3.7 que corresponde al bandwidth o ancho de banda.
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Una vez finalizado, cada centroide define un clúster y cada elemento es asignado al clúster

correspondiente al centroide más cercano.

3.1.7. Affinity Propagation

Affinity Propagation [42] es un algoritmo de clustering basado en ”pasar mensajes” entre los

objetos.

Cada objeto pasa mensajes a cada otro objeto en base a su semejanza. Estos mensajes indi-

carán que tan apto es un objeto para ser ejemplar de otros y corresponden a dos categorı́as:

1. La responsabilidad r(i, k) que corresponde a la evidencia acumulada que el objeto k

deberı́a ser el ejemplar del objeto i, tomando en cuenta otros ejemplares potenciales

para i.

2. La disponibilidad a(i, k) que corresponde a la evidencia acumulada que el objeto i

deberı́a escoger el objeto k como su ejemplar, considerando los valores de otros objetos

que k deberı́a ser un ejemplar.

Por lo que, cada ejemplar es escogido si es que son suficientemente similares a muchos

objetos y además son escogidos por otros objetos como representativos.

Al iniciar el algoritmo, los valores de responsabilidad y disponibilidad entre cada par de

objetos son inicializadas en cero. Luego, iterativamente los objetos se envı́an mensajes para

actualizar estos valores.

Primero se actualiza la responsabilidad. Siendo s(i, k) una medida de la semejanza entre

los objetos i y k, la responsabilidad r(i, k) es actualizada en cada iteración de acuerdo a la

Ecuación 3.8.

r(i, k)← s(i, k) −máx
k′,k

{
a(i, k′) + s(i, k′)

}
(3.8)
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Seguido de esto, se actualiza la disponibilidad a(i, k) de acuerdo a las Ecuaciones 3.9 (para

i , k) y 3.10 (para i = k).

a(i, k)← mı́n
{
0, r(k, k) +

∑
i′<{i,k}

máx{0, r(i′, k)}
}

(3.9)

a(k, k)←
∑
i′<{k}

máx{0, r(i′, k)} (3.10)

Al converger, para cada objeto i, el valor de k que maximicé a(i, k) + r(i, k) identifica k como

el ejemplar de i. Hay que recordar que cada ejemplar representará a un subconjunto de los

objetos y por tanto a un clúster.

En cada actualización realizada se aplica un factor de damping λ para evitar oscilaciones

numéricas que aparecen en algunas circunstancias. Para el paso de una iteración t a t + 1, el

factor de damping es aplicado a la actualización de las responsabilidades y disponibilidades

según lo indicado en las Ecuaciones 3.11 y 3.12, respectivamente.

rt+1(i, k) = λ · rt(i, k) + (1 − λ) · rt+1(i, k) (3.11)

at+1(i, k) = λ · at(i, k) + (1 − λ) · at+1(i, k) (3.12)

Una ventaja de Affinity Propagation es que el número de ejemplares (i.e. número de clúste-

res) no debe ser indicado, sino que emerge del procedimiento.

3.1.8. DBSCAN

DBSCAN (Density-Based Spatial Clustering of Applications with Noise) es un algoritmo de

clustering que encuentra objetos núcleo de alta densidad y expande clústeres desde estos. Se

ajusta mejor a conjuntos de datos que contienen clústeres de densidad similar.
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Este algoritmo se basa en la noción de densidad, en que los clústeres son reconocidos pues

la densidad de estos es considerablemente mayor que fuera de este. Además, la densidad en

áreas donde hay ruido es menor que aquellas de cualquier clúster.

La idea clave es que cada objeto tendrá un vecindario donde debe haber un número mı́nimo

de objetos, esto es, la densidad del vecindario debe exceder un cierto umbral.

La definición de vecindario para este algoritmo puede ser vista en la Ecuación 3.13 y depende

de una medida de distancia dist(a, b) que indica la distancia entre dos objetos a y b, y una

magnitud ε que define el tamaño del vecindario Nε del punto p. Notar que ε corresponde a

un parámetro del algoritmo.

Nε(p) = {q ∈ S | dist(p, q) ≤ ε} (3.13)

Con la previa noción de vecindario se pueden definir tres tipos de puntos:

Punto de Núcleo: aquel que se encuentra dentro del clúster. Un objeto p será un Punto

de Núcleo si es que el tamaño de su vecindario tiene al menos minPts objetos, esto es,

|Nε(p)| ≥ minPts.

Punto de Borde: aquel que se encuentra en el borde del clúster. Un objeto p será un

Punto de Borde si es que el tamaño de su vecindario tiene menos de minPts objetos,

esto es, |Nε(p)| < minPts, pero se encuentra en la vecindad de algún otro punto de

núcleo q, es decir, ∃q | p ∈ Neps(q) ∧ |Neps(q)| ≥ minPts

Punto de Ruido: aquel que se encuentra fuera del clúster. Un objeto p será un Punto

de Ruido si es que no es un punto de núcleo ni un punto de borde.

Notar que la cantidad minPts corresponde a un parámetro del algoritmo.

Los clústeres se van a formar tomando en cuenta si los Puntos de núcleo están densidad-

conectados respecto de ε y minPts:

1. Un punto p es directamente densidad-accesible desde un punto de núcleo q si es que

está en el vecindario de este, i.e. p ∈ Nε(q).
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2. Un punto p es densidad-accesible desde un punto q si es que existe una secuencia

p1, . . . , pn tal que p1 = p y pn = q y además pi+1 es directamente densidad-accesible

desde pi para todo i ∈ 1, . . . , n − 1.

3. Un punto p está densidad-conectado a un punto q si es que existe un punto o tal que

p y q son densidad-accesible desde o.

Un clúster se definirá en base a los puntos centrales, expandiéndose desde estos de acuerdo

con la densidad-accesibilidad y la densidad-conectividad de los puntos. Si es p es un objeto

tal que p ∈ C y q es densidad-accesible desde p, entonces q ∈ C. Además, ∀ p, q ∈ C, p

estará densidad-conectado a q. Clústeres expandidos a partir de dos o más puntos centrales

se irán mezclando en base a estas reglas.

Cabe destacar que un cierto subconjunto de objetos no entrará en los clústeres presentados

en el párrafo anterior, esto es, no pertenecerán a ningún clúster y serán clasificados como

ruido por el algoritmo.

El número de clústeres entregado por este algoritmo dependerá de los dos hiper-parámetros ε

y MinPts que definen la densidad de los clústeres. Mientras que MinPts controla principal-

mente que tan tolerante es el algoritmo hacia el ruido, ε debe ser elegido apropiadamente. Si

ε es muy pequeño, la mayor parte de los datos serán clasificados como ruido. Si es muy alto,

causa que clústeres cercanos se mezclen y, que incluso, todos los objetos sean entregados

como un solo clúster.

3.1.9. OPTICS

El algoritmo de clustering OPTICS (Ordering Points to Identify the Clustering Structure)

[43] se asemeja en operación a DBSCAN, pero relaja la restricción de ε siendo capaz de

ajustar automáticamente el tamaño de cada vecindario. Detecta los clústeres por medio de

una jerarquı́a ordenada por la cercanı́a a los puntos de núcleo.

De manera similar a DBSCAN, OPTICS operará con dos parámetros: E, el máximo ε a

considerar al generar el vecindario Nε(p) de un objeto p y minPts el número mı́nimo de

46



puntos que deberán haber en el vecindario de p para considerarse un punto de núcleo.

Sin embargo, OPTICS también generará una grafo de accesibilidad en base a la distancia de

núcleo coreD (presentada en la Ecuación 3.14) y la distancia de accesibilidad reachD (ı́dem.

en 3.15)

coreDE,minPts(p) =

 Indefinido si |NE(p)| < minPts

La minPts-era menor distancia en NE en todo otro caso
(3.14)

reachDE,minPts(q, p) =

 Indefinido si |NE(p)| < minPts

máx(coreDE,minPts(p), dist(p, q)) en todo otro caso
(3.15)

Cabe destacar que si E es suficientemente grande nunca se dará el caso en que coreD o

reachD quedan con algún valor indefinido, y en tal caso, el vecindario de cada objeto co-

rresponderá a todo el conjunto. Por tanto, el parámetro E principalmente es requerido para

limitar la densidad de clústeres que ya no son de interés y acelerar la ejecución del algoritmo.

El parámetro E no es estrictamente necesario y, por tanto, se puede establecer como E = ∞.

El algoritmo OPTICS producirá un ordenamiento particular de los objetos quedando en po-

siciones cercanas aquellos objetos que estén cerca entre sı́ en el espacio, anotados junto a su

menor distancia de accesibilidad reachD.

Luego, se pueden usar métodos visuales y automáticos para detectar los clústeres [43, 44],

detectando variaciones del valor anotado de reachD al avanzar a través del ordenamiento. Al

recorrer los puntos en el ordenamiento, los valores de reachD formaran valles y picos, donde

cada valle corresponderá a un clúster y los picos las separaciones entre los valles, usualmente

conteniendo puntos de ruido.

Un ejemplo de esto puede ser observado en la Figura 3.1. En la esquina superior izquierda

se encuentran los objetos a agrupar: puntos en el plano 2D. En la esquina superior derecha

se muestra un dendrograma mostrando la jerarquı́a de objetos producto del ordenamiento de

OPTICS y los clústeres detectados denotados con los colores azul, rojo y verde. En el gráfico
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de la parte inferior, se muestran en el eje Y los valores de accesibilidad reachD de los objetos

ordenados en el eje X. Notar como los valles se corresponden con cada clúster. La porción

de los picos, de color amarillo, representa puntos de ruido que se encuentran rodeando los

clústeres en áreas de baja densidad.

Figura 3.1: Ejemplo gráfico de algoritmo OPTICS (E = 0.5 y minPts = 10).

Cabe destacar nuevamente que OPTICS permite detectar clústeres a pesar de que la densidad

de los puntos dentro de estos puede ser variable, pero tendrá una sensibilidad similar a la del

algoritmo DBSCAN respecto del parámetro E. Para valores bajos habrá tendencia a clasificar

gran parte de los datos como ruido.

3.2. Medidas de similitud

Aunque los algoritmos de clustering cumplen el mismo propósito, tienen claras diferencias

en como determinan los clústeres para un conjunto de datos.

No existe de manera intrı́nseca un algoritmo de clustering que sea mejor que otro, sin embar-

go, las salidas producidas por dos algoritmos de clustering distintos podrı́an ser comparadas
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y observar que tan similares son los conjuntos de clustering generados.

En base a esta comparación se podrı́a establecer si vale la pena usar un algoritmo más sofis-

ticado y que entregue más información respecto al conjunto de datos, o si es que basta con

alguno más sencillo y eficiente.

Para este propósito se han considerado dos métricas previas: el Índice Rand y el Índice

Rand Ajustado que han sido ampliamente utilizadas en estudios con comparación de clúste-

res [45]. En este trabajo se propone una nueva técnica que comparará la salida por medio de

los centroides que es el Índice de Emparejamiento Único.

3.2.1. Índice Rand

El Índice Rand (RI, del inglés Rand Index) [46] es una medida de similitud de la salida de

dos algoritmos de clustering. Se basa en contar la cantidad de acuerdos entre las salidas de

algoritmos de clustering.

Un acuerdo ocurre si es que, para un par de objetos del conjunto de datos, ambos algoritmos

clasifican estos objetos en el mismo clúster o en clústeres distintos.

Definición 3.3 (Índice Rand). Dado un conjunto de ubicaciones S y dos conjuntos de

clústeres A y B generados por algoritmos de clustering α y β respectivamente. Se definirá

lo siguiente:

Sea a el número de pares de elementos de S que están en el mismo clúster en A y en

el mismo clúster en B.

Sea b el número de pares de elementos de S que están en distintos clústeres en A y

distintos clústeres en B.

Sea c el número de pares de elementos de S que están en el mismo clúster en A, pero

en diferentes clústeres en B.
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Sea d el número de pares de elementos en S que están en distintos clústeres en A, pero

en el mismo clúster en B.

Donde a + b corresponde al número de acuerdos, mientras que c + d es el número de des-

acuerdos.

El Índice Rand es definido como:

RI(A, B) =
a + b

a + b + c + d
(3.16)

El RI toma un valor entre 0 y 1, con 0 indicando que ambos algoritmos de clustering no

están de acuerdo para ningún par de puntos y 1 indicando que ambos algoritmos generaron

un clustering exactamente igual.

Un problema del RI es que en la práctica el rango de valores que toma esta entre 0.5 y 1,

es decir, el valor de esta medida esta inflado y puede entregar valores altos aun cuando la

asignación de clústeres se realiza aleatoriamente [47, 45].

3.2.2. Índice Rand Ajustado

El Índice Rand Ajustado (ARI, del inglés Adjusted Rand Index) [48, 47] es la versión corre-

gida para aleatoriedad del RI. La corrección se realiza estableciendo como base la similitud

esperada de todas las comparaciones entre pares como especificarı́a un modelo aleatorio. La

definición de ARI puede ser vista en la Definición 3.4.

Definición 3.4 (Índice Rand Ajustado). Sean RI una función que entrega el Índice Rand,

A y B dos conjuntos de clustering generados por algoritmos de clustering α y β respectiva-

mente, y E la esperanza. Se define el Índice Rand Ajustado entre los conjuntos A y B como

ARI(A, B).
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Su valor corresponde al siguiente ajuste:

ARI(A, B) =
RI(A, B) − E[RI]
máx(RI) − E[RI]

(3.17)

Usando los valores de a, b, c y d de la Definición 3.3 se puede calcular como [47, 49]:

ARI(A, B) =
2(ab − cd)

(b + c)(c + d) + (b + d)(d + a)
(3.18)

El ARI puede entregar un valor entre -1 y 1. Al igual que el RI, un valor de ARI igual a 1

implica que ambos algoritmos generaron un conjunto de clústeres exactamente igual. El valor

de ARI se reduce a medida que los algoritmos de clustering van generando un mayor número

de desacuerdos entre sı́, y cuando llega a 0 es indicio que las salidas fueron tan radicalmente

distintas que es similar a haber generado los clústeres aleatoriamente. Valores menores a cero

indican diferencias en los modelos de clustering, por ejemplo, en los parámetros utilizados o

en la implementación.

Ejemplo 3.1. Sea S = {s1, . . . , s6} un conjunto de ubicaciones. Definiendo algunos posibles

conjuntos de clusters:

A1 = {{s1, s2}, {s3, s4}, {s5, s6}}

A2 = {{s5, s6}, {s1, s2}, {s3, s4}}

A3 = {{s4, s5, s6}, {s1, s2}, {s3}}

A4 = {{s5}, {s1}, {s2, s3, s4, s6}}

A5 = {{s1, s3}, {s5, s6}, {s2, s4}}

Notar que el valor de ARI será mayor mientras más acuerdos haya entre conjuntos de clúste-

res. De esta manera:

1. El valor ARI(A1, A2) = +1.00 porque estos clústeres son un permutación de los mismos

subconjuntos. Por lo que hay un calce perfecto cuyo valor de ARI es el máximo.
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2. En el conjunto A3, el objeto s4 cambia a un clúster distinto. Por tanto, el valor de ARI

decrece (a ARI(A1, A3) = +0.44) junto al número de acuerdos.

3. Los conjuntos A4 y A5 son poco similares obteniéndose para este caso un valor cercano

a cero (ARI(A4, A5) = −0.06). Estos conjuntos de clústeres se generaron aleatoriamen-

te para este ejemplo.

3.2.3. Índice de Emparejamiento Único

Dos algoritmos de clustering al generar los clústeres en elementos esparcidos homogénea-

mente en el espacio podrı́an generar diferencias menores en los bordes de los clústeres que

llevan a una penalización en las medidas vistas en las secciones anteriores.

En estos casos, esto provocará que los centroides de los clústeres se muevan muy poco en el

espacio. Es deseable el comparar las posiciones de los clústeres.

El Índice de Emparejamiento Único (UMI, del inglés Unique Match Index) correspondien-

te a la proporción de emparejamientos únicos entre conjuntos de centroides. Un empareja-

miento único ocurre cuando solamente un centroide del segundo conjunto tiene un cierto

centroide del primer conjunto como el más cercano, tal cual lo indica la Definición 3.5 de

este.

Definición 3.5 (Índice de Emparejamiento Único). Sean A = {a1, . . . , an} y B = {b1, . . . , bn}

dos conjuntos de clústeres cada uno con conjuntos de centroides CA = {ca1 , . . . , can} y

CB = {cb1 , . . . , cbn}, respectivamente. Sea dist(x, y) una función que entrega la distancia entre

las ubicaciones o centroides x e y.

Sea también M(c,CB) ⊂ CB un subconjunto de centroides cuyos elementos tienen al centroi-

de c ∈ CA como el centroide más cercano. Ası́, |M(c,CB)| es el número de parejas de c en

CB
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M(c,CB) =
{
z
∣∣∣ z ∈ CB, dist(z, c) < dist(z, c′) ∀c′ ∈ CA, c′ , c

}
(3.19)

Por tanto, se define el Índice de Emparejamiento Único de los centroides en CA respecto

de aquellos en CB como UMI(CA,CB) y corresponde a los centroides en CA con una única

pareja en CB.

UMI(CA,CB) =

∣∣∣∣{c ∣∣∣ c ∈ CA, |M(c,CB)| = 1
}∣∣∣∣

n
(3.20)

Un ejemplo gráfico de cómo opera el UMI puede ser visto en la Figura 3.2 y como este

cambia al variar las posiciones de los centroides:

Ejemplo 3.2. Dados dos conjuntos de clústeres A = {a1, a2, a3, a4} y B = {b1, b2, b3, b4}

con 4 clústeres cada uno, con sus conjuntos de centroides siendo CA = {ca1 , ca2 , ca3 , ca4}

y CB = {cb1 , cb2 , cb3 , cb4}, respectivamente. Como se muestra en la Figura 3.2, se pueden

destacar dos escenarios diferentes.

En la Figura 3.2a se muestra un calce completo entre los conjuntos de centroide. Cada

centroide tiene una única pareja en ambos conjuntos dada por pequeñas diferencias en

la salida del algoritmo de clustering.

En el escenario opuesto, mostrado en la Figura 3.2b, los centroides Ca2 y Ca3 se alejan

de sus parejas previas, acercándose a otros centroides en CB que ya estaban empareja-

dos. Aquı́ se muestra que UMI no es una medida simétrica y su valor puede ser igual

a cero.
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Ca1

Ca4

Ca3

Ca2

Cb1

Cb4Cb3

Cb2

UMI(CA,CB) = 4/4 = +1.00
UMI(CB,CA) = 4/4 = +1.00

(a) Calce completo.

Ca1

Ca4

Ca3

Ca2

Cb1

Cb4Cb3

Cb2

UMI(CA,CB) = 2/4 = +0.50
UMI(CB,CA) = 0/4 = +0.00

(b) Calce parcial.

Figura 3.2: Ejemplo de Índice de Emparejamiento Único. Los centroides de dos conjuntos A

y B se representan por los cuadrados negros y blancos respectivamente. Las flechas apuntan al

centroide más cercano del otro conjunto. Los centroides con una sola flecha entrante tienen una

única pareja e incrementan el valor del UMI.
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Capı́tulo 4

Framework para la creación de

instancias

En este capı́tulo se presenta el framework de creación de instancias para permitir la relajación

de escenarios reales complejos o instancias de gran tamaño.

El framework consta de varias transformaciones de los datos originales. Un diagrama mos-

trando las diferentes transformaciones involucradas puede ser visto en la Figura 4.1.

Red de

Caminos

Red de Caminos

Relajada

Ubicaciones
Algoritmo de

Clustering
Clusters

Parámetros

de Ruta

Zonas
Centroides de

Zonas

Factor de

Corrección

de Demanda

Matriz de

Demanda

Relajada

Matriz de Demanda

Zonal Temporal

Matriz de Demanda

Zonal Simple

Figura 4.1: Diagrama de flujo de datos del framework de creación de instancias.
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El framework trabaja asumiendo que existen cuatro fuentes de datos:

1. Una Red de Caminos.

2. Ubicaciones geográficas que pueden representar paraderos, terminales o sitios de in-

terés.

3. Zonas geográficas dividiendo la ciudad y agrupando los paraderos.

4. Una Matriz de Demanda Zonal Temporal, que indica el número de pasajeros que de-

sean desplazarse entre cada zona en cada ventana de tiempo.

La Definición 4.1 presenta la definición de una zona. Se puede observar que es muy similar

a la Definición 3.2 para clústeres. La diferencia radica en su origen: un clúster es generado

por un algoritmo de clustering, mientras que una zona es parte de los datos originales y es

establecida por el diseñador de la red.

Definición 4.1 (Zonas). Dado un conjunto de ubicaciones S , un conjunto de zonas Z in-

cluye k subconjuntos de ubicaciones.

Z =

{
zi

∣∣∣∣∣∣ zi ⊂ S ∧ zi ∩ z j = ∅ ∀i , j ∧
⋃

1≤i≤k

zi = S
}

(4.1)

Ası́, cada zona zi ∈ Z, esto es, cada conjunto de ubicaciones, tiene su propio centroide Czi .

Desde aquı́, usamos la notación reducida z ∈ Z para cada clúster; por tanto, se entiende que

|Z| = k.

El framework de creación de instancias produce versiones relajadas de los dos componentes

principales de una instancia del UTRP: la Red de Caminos y la Matriz de Demanda. En

las secciones siguientes se muestra cómo se generan estas componentes a partir de los datos.

56



4.1. Red de Caminos Relajada

La Red de Caminos Relajada (RRN, del inglés Relaxed Road Network) es generada a

partir de los clústeres (que agrupan las ubicaciones) y la red de caminos original como se

puede observar en la Figura 4.1.

Para ello se aplica el siguiente criterio: Los centroides de dos clústeres se conectan, si y solo

si hay un par de ubicaciones, una de cada clúster, conectadas en la red de caminos original.

Una RRN básica se muestra en el Ejemplo 4.1, mientras que la Definición 4.2 formaliza este

concepto.

Definición 4.2 (Red de Caminos Relajada). Dada una red de caminos R = (N, L) y un con-

junto de clústeres A generados por un algoritmo de clustering α. Entonces N̂ es el conjunto

de centroides generados por α:

N̂ = {Ca | a ∈ A} (4.2)

y L̂ es un conjunto de enlaces que conectan los centroides de N̂:

L̂ = {(Ca,Ca∗) | ∃(ni, n j) ∈ L ∧ ni ∈ a ∧ n j ∈ a∗} (4.3)

Ası́, sea R̂ una RRN representada por un grafo no dirigido tal que R̂ = (N̂, L̂).

Ejemplo 4.1. Sea R = (N, L) una red de caminos con |N | = 16 ubicaciones y sus conjunto

de conexiones L, como se muestra en la Figura 4.2. Un algoritmo de clustering α agrupa las

ubicaciones en el conjunto de clústeres A = {a1, a2, a3}. El centroide Ca2 se conecta a los otros

centroides pues hay conexiones entre al menos una de sus ubicaciones en R. Los centroides

Ca1 y Ca3 se encuentran desconectados porque no hay ubicaciones en R conectadas entre sı́

que pertenezcan a los clústeres correspondientes.
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a2

a1
a3

Figura 4.2: Ejemplo de construcción de RRN. Los cı́rculos representan ubicaciones dentro de

los clústeres y los cuadrados los centroides de cada clúster. La Red de Caminos resultante conecta

el centroide blanco (Ca2) con los centroides negro (Ca1) y gris (Ca3). Estos enlaces son generados

porque hay al menos una ubicación directamente conectada entre cada par de clústeres.

4.2. Matriz de Demanda Relajada

La información de demanda de la instancia reducida es representada por una matriz con doble

peso llamada Matriz de Demanda Relajada (RDM, del inglés Relaxed Demand Matrix).

La RDM representa la demanda del escenario original para la nueva instancia reducida. La

matriz se genera como sigue:

1. Calcular el Peso basado en Ubicación de cada clúster respecto a cada zona

2. Calcular el Peso basado en Distancia de cada clúster respecto a cada zona

3. Combinarlos para obtener el Factor de Doble Peso para la corrección de demanda

4. Reducir la dimensión de tiempo de la matriz de demanda zonal, pues el UTRP usa

información de demanda constante

5. Calcular la matriz de demanda relajada combinando los resultados anteriores.
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4.2.1. Peso basado en Ubicación

Las ubicaciones de una zona pueden distribuirse entre muchos clústeres, ası́ la demanda de

cada zona debe ser distribuida proporcionalmente entre cada clúster involucrado. Se define

el Peso basado en Ubicación como la proporción de ubicaciones de una zona en un clúster

respecto al total de ubicaciones en dicha zona.

Definición 4.3 (Peso basado en Ubicación). Sea A un conjunto de clústeres y Z un conjunto

de zonas, donde cada elemento a ∈ A y cada elemento z ∈ Z son conjuntos de ubicaciones.

Por cada par de clúster-zona (a, z), el peso basado en ubicación, propaz, es la proporción de

ubicaciones tanto en la zona z como en el clúster z respecto del total de ubicaciones en la

zona z.

propaz =
|a ∩ z|
|z|

(4.4)

4.2.2. Peso basado en Distancia

La mayorı́a de los clústeres pueden cubrir una amplı́a área. Por lo que sus centroides son ade-

cuados para representar la demanda a ubicaciones cercanas, pero a medida que la distancia

aumenta, el centroide se considera se vuelve más impreciso para estas ubicaciones alejadas.

Por tanto, definimos el Peso basado en Distancia para cada centroide de clúster.

Definición 4.4 (Peso basado en Distancia). Sea A un conjunto de clústeres y Z un conjunto

de zonas, donde cada elemento a ∈ A y cada elemento z ∈ Z son conjuntos de ubicaciones.

Por cada par de clúster-zona (a, z). Se define dist(a, z) como la distancia entre dos ubicacio-

nes o centroides.

Entonces, el Factor de Lejanı́a, dpaz, es la proporción de distancia a un parámetro de distancia
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máxima distmax. De esta manera, es posible chequear si el centroide de una zona está dentro

de una circunferencia centrada en el centroide del clúster con radio distmax. Hay que notar

que distmax es un parámetro establecido por el diseñador de la red.

dpaz =
distaz

distmax
(4.5)

Por último, el Peso basado en Distancia, d faz, es un factor lineal entre [0, 1] que incrementa

la contribución de demanda de una zona a un clúster mientras más cerca se encuentren entre

sı́.

d faz = máx
{
1 − dpaz, 0

}
(4.6)

4.2.3. Factor de Doble Peso

Las definiciones previas se combinan en un Factor de Doble Peso que será incorporado en

el posterior cálculo de la RDM. Este factor se compone del producto del Peso basado en

Distancia y el Peso basado en Ubicación tal como lo muestra la Definición 4.5, y se calcula

para cada combinación de centroides de clúster y de zona.

Definición 4.5 (Factor de Doble Peso). Dado un conjunto de clústeres A y un conjunto de

zonas Z. Para cada clúster a ∈ A, su Factor de doble peso respecto a una zona z ∈ Z, es

definido como la multiplicación del peso basado en distancia y el peso basado en ubicación.

dw(a, z) = d faz · propaz (4.7)
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Expandiendo cada término, considerando sus definiciones expuestas con anterioridad, se ob-

tiene que:

dw(a, z) = máx
{
1 −

dist(Ca,Cz)
distmax

, 0
}

︸                           ︷︷                           ︸
peso basado en distancia

·

(
|a ∩ z|
|z|

)
︸   ︷︷   ︸

peso basado en ubicación

(4.8)

Por consiguiente, las ubicaciones y las zonas cuya influencia de demanda es marginal; es

decir, están suficientemente lejos del centroide del clúster; son tratadas como outliers, como

puede ser visto en el Ejemplo 4.2.

Ejemplo 4.2. Sea R̂ una RRN y Z = {z1, z2} un conjunto de zonas como se muestra en la

Figura 4.3. Hay que notar que R̂ está compuesto por un conjunto de centroide N̂ = {Ca1 ,Ca2}

asociado a un conjunto de clústeres A = {a1, a2}. Para los propósitos de este ejemplo, no es

necesario mostrar los enlaces que conectan la RRN.

z1 z2

distmax

Ca1

Cz1 Cz2

a1
a2

l1
l2

Figura 4.3: Ejemplo de Factor de doble peso. Los cı́rculos representan ubicaciones: los ele-

mentos de a1 y a2 están coloreados negro y blanco, respectivamente. El cı́rculo gris centrado en

Ca1 (cuadrado negro) con radio distmax acota la contribución de demanda de aquellas zonas que

intersectan al clúster. Notar que, cada centroide de zona está representado por una estrella.

Notar como cada zona contribuye un diferente número de elementos, o sea, de demanda a

cada centroide de los clústeres. Por lo que:

1. La contribución de demanda de la zona z1 al clúster a1 se corrige por un peso basado
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en distancia ∈ [0, 1] , porque su distancia hacia el centroide Ca1 es inferior a distmax.

Mientras tanto, el peso basado en distancia es igual a |a1∩z1 |

|z1 |
= 6

6 = 1, porque el clúster

a1 contiene todas las ubicaciones de la zona z1. Hay que notar que la ubicación l1 no

es un outlier, pues pertenece a a1.

2. La zona z2 no contribuye demanda al clúster a1, esto pues el peso basado en distancia

es igual a cero, puesto que Cz2 se encuentra fuera del borde delimitado por la distancia

distmax desde Ca1 . Esto es a pesar del valor positivo de su peso basado en ubicación:
|a1∩z2 |

|z2 |
= 1

9 . Notar que, la ubicación l2 es un outlier en la asignación de clústeres.

3. La zona z2 contribuye una demanda proporcional al clúster a2, porque |a2∩z2 |

|z2
= 8

9 < 1.

Por sencillez, se obvia el efecto del peso basado en distancia.

4.2.4. Reducción de dimensión temporal en datos de demanda

Los datos de demanda originales incluyen la información de viajes entre cada par de zonas

en un itinerario de tiempo dividido en varias ventanas de tiempo en la Matriz de Demanda

Zonal Temporal como fue indicado en la Figura 4.1. Por cada ventana de tiempo, hay una

cantidad diferente de viajes entre las zonas introduciendo una nueva dimensión a la matriz de

demanda. Sin embargo, el UTRP establece una matriz de demanda en una ventana de tiempo

única. Por tanto, la dimensión temporal necesita ser reducida a una sola ventana de tiempo.

Para ello la Matriz de Demanda Zonal Temporal es simplificada a una Matriz de Demanda

Zonal Simple tal como lo indica la Definición 4.6.

Definición 4.6 (Matriz de Demanda Zonal Simple). Dado un conjunto de zonas Z =

{z1, . . . , zk}, un conjunto de ventanas de tiempo T , y una Matriz de Demanda por Ven-

tanas de Tiempo no simétrica F|Z|×|Z|×|T |. Cada entrada Fxyw de esta matriz corresponde al

número de viajes entre las zonas zx y zy durante el transcurso de la ventana de tiempo tw. Hay

que notar que F es una matriz hueca, o sea, Fxxw = 0 ∀x ∈ {1, . . . , k}.

62



Para cada par de zonas (zx, zy) ∈ Z2, se elige la ventana de tiempo con la máxima cantidad de

viajes.

t′ = arg max
t∈T

(Fxyt) (4.9)

Ası́ la Matriz de Demanda Zonal Simple E|Z|×|Z| es simétrica y cada entrada denota la

cantidad máxima de viajes entre las dos zonas para todas las ventanas de tiempo.

Exy = máx{Fxyt′ , Fyxt′} (4.10)

4.2.5. Agregación de resultados

Una vez que todos estos elementos están definidos, se combinan según la Definición 4.7 para

generar la RDM.

Definición 4.7 (Matriz de Demanda Relajada). Dada una RRN R̂ compuesta de un con-

junto de centroides N̂ = {Ca1 , . . . ,Cam} asociada a un conjunto de clústeres A = {a1, . . . , am},

y un conjunto de zonas Z = {z1, . . . , zk} y una Matriz de Demanda Zonal Simple E|Z|×|Z|. La

Matriz de Demanda Relajada D|A|×|A| contiene la cantidad de viajes entre cualquier par de

nodos (Cax ,Cay) ∈ N̂2

Dxy =
∑
zi∈Z

∑
z j∈Z

dw(ax, zi) × dw(ay, z j) × Ei j ∀(ax, ay) ∈ A2 (4.11)

4.3. Parámetros de las rutas

El ajuste de los parámetros de las rutas no es una parte central del proceso de creación de

instancias y puede ser visto como una parte del problema de diseño de la red y en algunos
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modelos es otro aspecto que debe ser optimizado.

De todas formas, se presenta un método que se basa en las distancias de la RRN. Los largos

mı́nimos y máximos de cada ruta se basan en el largo real de una ruta de bus, dividiendo este

valor por la distancia promedio entre los nodos de la red de caminos generada.

La cantidad de rutas fue asignada a partir de pruebas usando un algoritmo de construcción

aleatorio similar al descrito en [8] pero usando un largo mı́nimo de dos nodos para cada ruta.

Múltiples valores son probados, eligiendo aquel con el que el algoritmo de construcción

pudiese generar un conjunto de rutas factible con una tasa de éxito arbitraria.
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Capı́tulo 5

Experimentación

5.1. Configuración experimental

En este capı́tulo, se aplica el framework de creación de instancia al caso de estudio selec-

cionado: la red de buses de RED del sistema de transporte público de Santiago de Chile.

La información del sistema de RED es publicada anualmente por el DTPM (Directorio de

Transporte Público Metropolitano) e incluye las ubicaciones de los paraderos y la demanda

de los pasajeros agrupadas por zonas [50].

5.1.1. Algoritmos de Clustering

Un componente central del framework es la generación de clústeres para poder obtener la

RRN y RDM de la instancia reducida.

No obstante, como se vio en el Capı́tulo 3, existen múltiples algoritmos de clustering disponi-

bles que se pueden adaptar a distintos casos de uso. Estos algoritmos están disponibles en la

biblioteca scikit-learn [49]. Ası́ se probaron todos los algoritmos presentados anteriormente.

La diferencia de rendimiento de los algoritmos de clustering seleccionados es observable mi-

diendo la similitud de sus salidas lo que permitirá detectar fuertes variaciones que pudiesen
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aparecer durante el proceso de relajación.

Hay que notar que la mayorı́a de los algoritmos seleccionados son estocásticos, por lo que la

comparación se realiza sobre 10 ejecuciones de cada algoritmo. Las siguientes medidas de

similitud, presentadas en la Sección 3.2, son utilizadas para esta tarea: (1) el Índice de Rand

Ajustado (ARI) y (2) el Índice de Emparejamiento Único (UMI).

Cabe recordar que, para ambas medidas, valores más cercanos a su máximo implica una

mayor similitud entre las salidas de los algoritmos de clustering.

5.1.2. Red de caminos relajada

La información del sistema RED incluye la posición de 11.320 paraderos y 803 zonas de

demanda de pasajeros. La posición de cada paradero está asociada a un par de coordenadas

geográficas que incluye su latitud y longitud. Todos los paraderos están dispuestos de a

pares tomando en cuenta el sentido bidireccional del tráfico. Lamentablemente, no se incluye

información sobre los enlaces entre los paraderos.

Considerando todo lo anterior, antes que la RRN sea generada, los datos de RED son pre-

procesados como sigue:

1. La posición de cada paradero es transformada a una sistema de coordenadas Euclidiana

en 3D asumiendo que el planeta Tierra tiene forma esférica con radio igual a 6371

km aplicando la Definición 5.1. De esta forma, la distancia Euclidiana es usada entre

cualquier par de ubicaciones.

2. Cada par de paraderos deben ser mezclados puesto que el UTRP asume paradas bi-

direccionales en sus rutas. Un algoritmo de Clustering Aglomerativo [35] es usado

enlazando clústeres que se encuentren a una distancia de 200 metros o menos. Cada

centroide generado se vuelve un paradero único que cubre un área de mayor tamaño.

Este procedimiento reduce el número de ubicaciones en un 62.3 %, desde 11.320 a

4.260 nodos.
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3. La red de caminos usada por el framework es construida a partir de los nodos del paso

anterior enlazados por medio de un algoritmo k-neighbors [35], usando k = 7 como el

valor del principal parámetro. En este paso, una red completamente conectada es ge-

nerada, evitando enlaces que atraviesen ciertas extensiones inválidas de terreno, como,

por ejemplo, colinas, parques grandes, aeropuertos, etc. Sin embargo, algunos enlaces

no toman en cuenta caracterı́sticas urbanas más pequeñas, por ejemplo, pasando por

encima de rı́os ignorando si es que hay puentes cercanos. No hay forma de evitar este

problema sin el apoyo de datos geográficos.

4. La distancia entre nodos fue transformada a tiempo en minutos asumiendo que los

buses tienen una velocidad promedio de 19.31 km/h basado en reportes previos [51].

Definición 5.1 (Transformación de coordenadas geográficas). Sean θ la latitud y φ la

longitud de una ubicación l. Asumiendo el planeta Tierra como una esfera de radio R =

6.371.000, se define pos(l) como la posición de l como un vector de coordenadas Euclidianas

en 3D.

pos(l) = [x, y, z]T = [R cos(θ) cos(φ),R cos(θ) sin(φ),R sin(φ)]T (5.1)

Para poder generar múltiples instancias reducidas diferentes versiones de la RRN son crea-

das. Esta manera, para cada algoritmo de clustering seleccionado, tres tamaños de RRN

fueron definidos: 35, 90 y 135 clústeres.

5.1.3. Matriz de demanda relajada

El DTPM publica la información de demanda de pasajeros como matrices que incluyen el

número promedio de viajes entre cada par de las 803 zonas predefinidas. Se calcula el pro-

medio sobre cinco dı́as laborales y es presentado para un perı́odo de 24 horas dividido en

48 ventana de tiempo de media hora cada una. Estas matrices fueron generadas rastreando
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el comportamiento de los usuarios desde las bases de datos de la smart-card Tarjeta bip! e

información de GPS de los buses [50].

Recordar que en la Sección 4.2 se requerı́a ajustar el parámetro distmax presente en la Defi-

nición 4.5 que acotaba el factor basado en distancia del factor de doble peso. Este parámetro

se estableció como la distancia promedio entre todos los centroides conectados en la RRN,

ası́ como lo indica la Ecuación 5.2.

distmax = dist =
1
|L̂|

∑
(Ci,C j)∈L̂

dist(Ci,C j) (5.2)

5.1.4. Parámetros de las rutas

Respecto a los parámetros de las rutas, se consideró que la ruta de buses más larga mide 97

km (basado en el reporte [52]). El largo mı́nimo se calculó de manera similar, pero asumiendo

un décimo del largo previamente indicado, esto es 9,7 km.

Hay que recordar que la cantidad de rutas se establece observando la tasa de éxito de un

algoritmo de construcción aleatoria. Iterativamente se incrementa el número de rutas hasta

que dicho algoritmo tuviese una tasa de éxito de un 85 % en generar un conjunto de rutas

factible. Sin embargo, debido al pobre rendimiento detectado del algoritmo, se usa un largo

mı́nimo de 2 nodos en lugar del verdadero valor de la instancia. Notar que, es más difı́cil

obtener un conjunto de rutas factibles con una cantidad menor de rutas.

5.1.5. Ambiente de experimentación

La aplicación del framework a los datos de RED se encuentra resumida en la Figura 5.1.

El framework y los experimentos de este trabajo fueron implementados en un Jupyter No-

tebook ejecutando Python 3.8.1 como el kernel. Sin embargo, el algoritmo de construcción

de [8] usado para ajustar los parámetros de las rutas fue implementado en C++ y compilado

usando gcc 8.1.0 MinGW-W64.
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Figura 5.1: Diagrama de flujo de datos del framework de creación de instancias aplicado a los

datos de RED.

Las pruebas fueron ejecutadas en una estación de trabajo con un CPU AMD FX-8350

4.0GHz, 16GB de memoria RAM y el sistema operativo Windows 10 Pro 64-bit.

5.2. Resultados y Discusión

En esta sección se discuten los resultados de los diferentes experimentos para el framework.

Se comienza con una discusión respecto a las capacidades de relajación de los distintos

algoritmos de clustering para escoger y recomendar aquellos considerados adecuados para

esta tarea.

La sección continúa revisando la facultad del framework de mantener las caracterı́sticas del

escenario real, revisando su similitud en términos de la estructura de la red de caminos y
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la distribución de demanda, en ese orden. Para la distribución de la demanda se presenta

una comparación con algunas instancias previas, mostrando la capacidad del framework de

generar instancias con caracterı́sticas de la vida real.

Por último, se presenta la comparación entre técnicas de clustering para chequear la relevan-

cia de escoger el algoritmo de clustering correcto entre aquellos recomendados.

5.2.1. Recomendación de algoritmos de clustering

Para los experimentos, hay preferencia por aquellos algoritmos que se ajustaban al escenario

relajado generando redes completamente conectadas y que eran lo suficientemente flexibles

para generar instancias de distinto tamaño.

De los algoritmos de clustering presentados en el Capı́tulo 3, los que cumplı́an con estas dos

caracterı́sticas eran aquellos que permitı́an indicar el Número de Clusters como parámetro

del algoritmo. Por tanto, para el resto de los experimentos se seleccionaron los siguientes

algoritmos: K-Means, Aglomerativo, Espectral y Mezcla de Gaussianas.

El resto de los algoritmos fueron descartados pues demostraron ser menos versatiles. Mean

Shift y Affinity Propagation requerı́an un cuidadoso ajuste de sus hiper-parámetros para ge-

nerar distintos escenarios y para algunos valores eran incapaces de generar escenarios váli-

dos. Adicionalmente, DBSCAN y OPTICS eran incapaces de manejar adecuadamente la

distribución homogenea de paraderos del caso de estudio, puesto que su procedimiento de

reducción de ruido aislaba o obviaba la mayorı́a de las áreas perifericas.

En la Figura 5.2, un ejemplo de estos comportamientos puede ser visto. Mientras que el

algoritmo de Clustering Aglomerativo genera una RRN bien ajustada con 135 nodos, Affinity

Propagation necesito un ajuste de su hiper-parámetro damping para generar la RRN con 61

nodos presentada siendo incapaz de generar instancias con una menor o mayor densidad

de nodos. Por otro lado, DBSCAN genera clusters con grandes diferencias en tamaño que

podrı́an quedar desconectadas. Este comportamiento es notorio en zonas perifericas y es

producto del procedimiento de reducción de ruido propio de este algoritmo.
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(a) K-Means

135 nodos.

(b) Affinity Propagation

61 nodos.

(c) DBSCAN

180 nodos.

Figura 5.2: Comparación de RRN generada por diferentes algoritmos de clustering.

5.2.2. Instancias generadas

A partir de la recomendación anterior y los distintos números de clústeres dado especificados

en la Sección 5.1.2, doce nuevas instancias de UTRP fueron generadas. Las caracterı́sticas

de estas instancias se muestran en la Tabla 5.1.

Es posible ver que las métricas de complejidad de la mayorı́a de las instancias UTRP gene-

radas son bastante similares para cada escenario de relajación. No obstante, hay una ligera

desviación en aquellas instancias en que se aplicó clustering espectral, pues los nodos ge-

nerados se encontraban más separados, lo que redujo el número de enlaces y esto complico

la generación de conjuntos de rutas factibles. De todas formas, estas diferencias pueden ser

consideradas menores y no necesariamente indican que instancias producidas usando cluste-

ring espectral son más difı́ciles de resolver u optimizar.

Cada algoritmo recomendado era capaz de correctamente ajustarse a cada escenario de rela-

jación. Tal cual se muestra en la Figura 5.3, mientras mayor es el número de clústeres, más

se aproxima la RRN al escenario original. Hay que notar, que la relajación más compleja

(Figura 5.3c) tiene uno o dos órdenes de magnitud menos que las ubicaciones mezcladas

(Figura 5.3d) y la instancia de RED original, respectivamente.

Al inspeccionar visualmente, la estructura de las instancias es bastante similar con algunas

71



Tabla 5.1: Caracterı́sticas de las instancias de UTRP generadas por el framework aplicando

diferentes algoritmos de clustering. La sigla Agg corresponde a Aglomerativo, Kmn a K-means,

Spc a Espectral y Gau a Mezcla de Gaussianas.

Nombre Nodos Enlaces Distancia prom. q λmin − λmax LBpass MS T

StgoAgg35 35 68 4744.66 8 3 - 21 35.7038 426

StgoKmn35 35 72 4842.07 8 3 - 21 35.7178 439

StgoSpc35 35 64 5388.50 11 3 - 19 36.1139 475

StgoGau35 35 71 4810.36 7 3 - 21 36.0133 434

StgoAgg90 90 195 3025.43 17 4 - 33 36.1489 689

StgoKmn90 90 193 2987.79 18 4 - 33 36.2253 694

StgoSpc90 90 187 3173.74 21 4 - 32 36.3032 712

StgoGau90 90 197 3023.99 17 4 - 33 35.8493 696

StgoAgg135 135 302 2445.21 23 5 - 41 35.9356 814

StgoKmn135 135 300 2449.80 24 5 - 41 35.9875 825

StgoSpc135 135 293 2518.20 26 5 - 40 37.1621 844

StgoGau135 135 308 2429.90 24 5 - 41 35.8734 829

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres (d) Red de Caminos

Aproximada

Figura 5.3: Relajación de la instancia RED al aplicar clustering basado en Mezcla de Gaussianas.

diferencias en áreas periféricas. Estas diferencias parecen reducirse cuando se usa un mayor

número de clústeres.

Una de las principales caracterı́sticas de nuestro método es que mantiene información de

paraderos desde áreas periféricas con baja densidad de paraderos. Estos paraderos deben ser
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representados en la instancia incluso si tienen baja demanda. Una selección aleatoria de pa-

raderos como la usada por [15] puede omitir paraderos en estos sectores y dejar ubicaciones

sin representación en la instancia.

Un ejemplo de esto puede ser visto en la Figura 5.4 que muestra el área periférica del sector

noroeste de Santiago para distintos niveles de relajación y las ubicaciones mezcladas en el

escenario original.

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres

(c) 135 clústeres (d) Paraderos de RED

Figura 5.4: Comparación de la estructura de la red de caminos sobre un área periférica entre el

escenario original de RED y su relajación aplicando Clustering Aglomerativo.

Estos paraderos tienen una probabilidad menor al 1 % de ser escogidos aleatoriamente. El

framework mantiene estos paraderos representados para tamaños de instancia medianos (Fi-

gura 5.4b) o grandes (Figura 5.4c) aunque para tamaños pequeños (Figura 5.4a) el centroide
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podrı́a quedar distante. Con un bajo número de clústeres, los algoritmos tienden a agrupar

todas las posibles ubicaciones en un solo clúster produciendo un centroide a una distancia

considerable de la mayorı́a de los paraderos contenidos. Al incrementar el número de clúste-

res, se permite al algoritmo separar estas ubicaciones en múltiples clústeres con centroides

más cercanos a cada una.

Esto también afecta la estructura de caminos de la instancia. Es improbable que se generen

enlaces sobre caracterı́sticas geográficas o estructuras urbanas, donde no pueden haber cami-

nos (por ejemplo, aeropuertos, colinas, campos agrı́colas, etc.), siempre que hayan suficientes

clústeres para generar una red de caminos que las evite como ocurre en las Figuras 5.4b y

5.4c. Sin embargo, tal cual se observa en la Figura 5.4a ciertas asignaciones de clustering

pueden llevar a un centroide que generará conexiones que no podrán evitar estos obstáculos.

Recordar que los caminos no necesariamente son una aproximación fiel a la realidad pues

en la configuración experimental se hizo uso de una red de caminos aproximada generada a

partir de la cercanı́a de los paraderos. No obstante, los resultados mostrados en esta sección

muestran que el método para generar la RRN es capaz de mantener una estructura de caminos

similar sin importar el origen de los datos.

5.2.3. Distribución de demanda

El análisis de la sección anterior se concentraba en las caracterı́sticas de la red de caminos

generada y como se mantenı́an caracterı́sticas del escenario original. Otra de las caracterı́sti-

cas crı́ticas del procedimiento de relajación es su capacidad de preservar la distribución de

demanda para poder generar una buena aproximación al escenario original.

Comparación con datos originales

Se inicia el análisis de distribución de demanda de las instancias reducidas con una compa-

ración de la demanda respecto de los datos originales. Para ello, se presenta la Figura 5.5 que

presenta la distribución de la demanda para distintos escenarios.
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Flujo de demanda Bajo Alto

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres (d) Zonas RED

Figura 5.5: Comparación de la distribución de demanda entre las instancias generadas usando

Clustering Espectral y los datos originales de RED. El color de cada enlace corresponde al flujo

de pasajeros viajando a través de la ruta más corta hasta su destino.

Notar que la distribución de demanda sigue un patrón similar respecto al escenario original,

captando flujos similares de demanda en el centro de Santiago desde las zonas periféricas

en el sur, nororiente y norponiente. El parecido en los flujos de demanda aumenta junto al

número de clústeres.

Comparación con instancias existentes

El análisis de la demanda continua con una comparación de las instancias reducidas con

aquellas de la literatura, observando los histogramas de demanda. Estos se construyen con-

tando el número de entradas en las matrices de demanda con una cierta cantidad de viajes o

usuarios moviéndose entre un par de ubicaciones. Se construye un histograma de demanda

análogo para la matriz de demanda zonal simple.

La Figura 5.6 muestra el histograma de demanda para la instancia Mandl. Esta instancia ha

sido usada en varios trabajos previos y es la más antigua de la literatura. Esta basada en un

caso de estudio de Suiza, sin embargo, no hay mucha información respecto a su construcción

o correspondencia con la realidad.

La forma del histograma muestra un fuerte descenso. 107 entradas tienen menos de 18 viajes

asociados (47.5 % del número total de entradas en la matriz de demanda de tamaño 15 × 15)
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Figura 5.6: Histograma de demanda de instancia Mandl.

y solo 10 entradas (4.4 %) tienen más de 400 viajes.

La Figura 5.7 muestra los histogramas de demanda para la serie de instancias de Mumford.

La matriz de demanda en esta instancia fue generada aleatoriamente tomando valores de una

distribución aleatoria uniforme acotada por unos parámetros de usuario [8] [33].
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Mumford0 Mumford1 Mumford2 Mumford3

Figura 5.7: Histogramas de matrices de demanda de instancias de Mumford

En el histograma se puede ver que el número de viajes está distribuido de forma más iguali-

taria entre distintos números de enlaces y no es visible el descenso similar como el que hay

en la instancia Mandl y los datos de RED.

En la Figura 5.8a y Figura 5.8b se pueden ver los histogramas de demanda de las instan-

cias Nottingham100 y Edinburgh200. La demanda de estas instancias esta basada en datos
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(b) Edinburgh200

Figura 5.8: Histograma de demanda de instancias Nottingham100 y Edinburgh200.

censales que cuentan la cantidad de viajes entre ubicaciones de origen y destino.

Es fácil de observar que la mayorı́a de los valores de las entradas se encuentran en el ran-

go [0, 10] en ambas instancias y corresponden a valores pares. En el caso de la instancia

de Edinburgh200 los valores muestran un descenso de manera similar a como ocurre en la

instancia de Mandl, pero la forma es distinta en la de Nottingham en que hay un incremento

de la cantidad de pares origen-destino con una mayor cantidad de viajes.

Por último, en la Figura 5.9 aparece una comparación de histogramas de demanda de ins-

tancias generadas usando el framework propuesto (aplicando Clustering Aglomerativo) y la

matriz de demanda zonal simple (i.e. los datos originales de RED).

Se puede ver que el número de enlaces decrece junto con los niveles de demanda. La tasa de

descenso aumenta con un número mayor de clústeres asemejandose en mayor medida a la

demanda del caso original.

Al haber menos clústeres, cada centroide cubre más zonas y adquiere una mayor cantidad de

demanda. Más pares de clústeres tienen una demanda semejante entre ellos.

Aunque cada incremento en el número de clústeres aumenta la similitud al caso original,

hay que reconocer que nunca se igualara. Pensando en el caso extremo donde el número

de clústeres se iguala al número de ubicaciones mezcladas, la distribución de demanda no

se igualara a los datos originales por la forma en que se penaliza la demanda basado en la

distancia entre el centroide del clúster y el centroide de la zona.
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Figura 5.9: Histogramas de matrices de demanda de las instancias generadas usando Clustering

Aglomerativo con la matriz de demanda zonal simple. La cantidad de elementos esta en escala

logarı́tmica.

Por tanto, el framework es capaz de generar instancias con un patrón de demanda similar

al caso original mientras se use un número suficiente de clústeres. La instancia se corres-

ponde más con la realidad respecto de instancias anteriores como las de Mumford. Además

las instancias reducidas tienen una distribución de valores más variado que las instancias

Nottingham100 y Edinburgh200.

5.2.4. Similitud entre algoritmos de clustering

En la Tabla 5.1 se pudo observar que las métricas de complejidad son bastante similares entre

sı́ para cada escenario generado con cada algoritmo recomendado. Sin embargo, se debe tener

en cuenta que igual podrı́a haber diferencias considerables en la RED y que los algoritmos

K-Means, Mezcla de Gaussianas y Espectral son estocásticos pues tienen una inicialización

aleatoria. Las diferencias en la agrupación entre distintos algoritmos de clustering producen

un desplazamiento de los centroides y, por tanto, variaciones en la estructura de la red de

caminos reducida y valores en la matriz de demanda. Por lo que a continuación se analiza la

similitud de la salida de los algoritmos de clustering.

En la Tabla 5.2 aparece una comparación del ARI entre cada par de algoritmos de clustering.

Los valores promedio de esta medida de similitud están todos por encima de 0.5 indicando
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que la mayorı́a de los algoritmos generaron para cada par comparado. El bajo valor de la

desviación estándar muestra una baja dispersión de esta medida. Por tanto, las salidas no

son idénticas, pero bastante similares, por lo que los clústeres tienen bastantes elementos en

común.

Tabla 5.2: ARI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecucio-

nes usando 90 clústeres.

ARI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.633 0.547 0.554 0.615

Agg 0.547 1.000 0.530 0.546

Spc 0.554 0.530 0.854 0.559

Gau 0.615 0.546 0.559 0.604

ARI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.022 0.012 0.013 0.025

Agg 0.012 0.000 0.006 0.019

Spc 0.013 0.006 0.023 0.020

Gau 0.025 0.019 0.020 0.032

En la Tabla 5.3 aparece una comparación del UMI entre cada par de algoritmos de clustering.

Los valores del UMI son consistentes con aquellos del ARI mostrando alta similitud entre los

algoritmos de clustering insinuando pequeñas diferencias estructurales. Más aún, podemos

observar que la mayorı́a (80 % o más) de los centroides tienen una pareja única entre varias

salidas a pesar de sus diferencias.

Tabla 5.3: UMI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 90 clústeres.

UMI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.823 0.811 0.766 0.817

Agg 0.822 1.000 0.783 0.816

Spc 0.764 0.746 0.924 0.767

Gau 0.817 0.817 0.770 0.801

UMI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.026 0.033 0.029 0.037

Agg 0.026 0.000 0.028 0.032

Spc 0.026 0.028 0.024 0.034

Gau 0.032 0.023 0.037 0.039
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Capı́tulo 6

Conclusiones y Perspectivas

En este trabajo, se aborda la generación de instancias para el UTRP usando datos de de-

manda de un escenario real analizando los problemas de instancias bien conocidas. Desde

que algunas de estas instancias tienen pocas similitudes con sus contrapartes de la vida real,

pueden ser denotadas como aproximaciones de baja calidad. Otras instancias ocupaban datos

reales, pero la reducción era insuficiente.

En este trabajo se propone un framework para la creación de instancias para el UTRP que

simplifica las instancias creadas mientras mantiene caracterı́sticas crı́ticas como la estructura

de red de caminos y la distribución de demanda de los pasajeros. Este framework asume que

la información de demanda es conocida o estimada, y que las ubicaciones geográficas de

los paraderos o de los sitios de interés fueron previamente establecidas. No obstante, en la

aplicación del framework no se usó información de terrenos o de la red de caminos, en su

lugar usándose una aproximación de la red de caminos obtenida por medio de K-neighbors.

Al realizar una inspección visual de las instancias generadas con el framework, se observó

que estas incluı́an ubicaciones periféricas en la RRN, incluso si es que habı́a pocos parade-

ros asociados. Ası́ la instancia es capaz de representar mejor la estructura de la ciudad que

acercamientos previos. La evidencia empı́rica también muestra que las instancias generadas

mantienen un comportamiento de demanda similar respecto a los datos de demanda reales.

El framework está basado en el uso de un algoritmo de clustering. Variados algoritmos fueron
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probados, cuatro de los cuales fueron recomendados pues permitı́an obtener una relajación

adecuada con un nivel de dificultad conocido al permitir ingresar el número de clústeres.

Los algoritmos que fueron descartados no se ajustaban bien al caso de estudio: descarta-

ban ubicaciones periféricas como ruido, no eran capaces de clasificar datos homogéneos y/o

necesitaban un cuidadoso ajuste de hiper-parámetros. Los algoritmos recomendados presen-

taban una salida y rendimiento similares, aun cuando eran bastante distintos entre sı́.

6.1. Perspectivas

Desde este punto en adelante múltiples vı́as de investigación son posibles: escalar la solución

de la instancia reducida al escenario original, revisitar la construcción de la RRN con sistema

de georreferenciación para una mejor aproximación, y probar algoritmos descartados por

requerir ajuste de parámetros.

Es de vital importancia, la integración del framework en técnicas de resolución para abordar

escenarios de escala real como es el caso de RED. Para ello es necesario, una vez obtenida

una solución sobre la instancia reducida, aprovechar su información escalándola hacia el

caso real más complejo y ası́ apoyar la generación de una solución útil en el diseño de un

sistema de transporte urbano. Una posibilidad para esto es aprovechar un subproducto del

Clustering Aglomerativo que es la jerarquı́a de clústeres, que indica las mezclas sucesivas

clústeres de los nodos hasta la obtención de los clústeres finales.

Otra posibilidad es refinar las instancias existentes usando información de caminos y terre-

nos desde sistemas de información geográfica para obtener una mejor aproximación. Esto es

requerido si se quieren evitar enlaces que crucen sobre caracterı́sticas geográficas pequeñas

como rı́os y canales, no detectables al usar la aproximación de caminos usada en el presente

trabajo. Adicionalmente, se podrı́an asignar distancias más precisas entre los nodos que in-

cluso tengan en cuenta otros factores como la capacidad de tráfico y diferencias en velocidad

vehicular.

Por último, también se podrı́a reestudiar el comportamiento de los algoritmos de clustering
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como Mean Shift y Affinity Propagation que requerı́an un procedimiento de ajuste de hiper-

parámetros.
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Apéndice A

Resultados completos

En este apéndice se muestran aquellos resultados y figuras que, para facilitar la lectura, fue-

ron omitidos de la presentación de resultados en la Sección 5.2.

A.1. Redes de Caminos Relajadas

Para comenzar se muestran la Red Aproximada de Caminos y las RRN de todas las instancias

presentadas en la Tabla 5.1. En cada figura se muestran los bordes de las comunas y zonas

urbanas de la ciudad de Santiago [53].
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Figura A.1: Red Aproximada de Caminos a partir de los datos de RED.

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.2: RRN de instancias generadas con K-Means
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(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.3: RRN de instancias generadas con Clustering Aglomerativo

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.4: RRN de instancias generadas con Clustering basado en mezcla de Gaussianas

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.5: RRN de instancias generadas con Clustering Espectral
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A.2. Comportamiento de la Demanda

En esta sección se muestran los mapas de calor donde se visualiza el comportamiento de la

demanda, tanto entre las zonas de RED como de todas las instancias generadas presentadas

en la Tabla 5.1. En cada figura se muestran los bordes de las comunas y zonas urbanas de la

ciudad de Santiago [53].

Flujo de demanda Bajo Alto

Figura A.6: Distribución de demanda de las zonas de RED

Flujo de demanda Bajo Alto

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.7: Comportamiento de demanda al usar K-Means
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Flujo de demanda Bajo Alto

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.8: Comportamiento de demanda al usar Clustering Aglomerativo

Flujo de demanda Bajo Alto

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.9: Comportamiento de demanda al usar Clustering basado en mezcla de Gaussianas
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Flujo de demanda Bajo Alto

(a) 35 clústeres (b) 90 clústeres (c) 135 clústeres

Figura A.10: Comportamiento de demanda al usar Clustering Espectral

A.3. Histogramas de demanda

En lo que sigue se muestran los histogramas de demanda donde se visualiza el comporta-

miento de la demanda de todas las instancias generadas presentadas en la Tabla 5.1.
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Figura A.11: Histogramas de matrices de demanda de las instancias generadas usando K-Means

con la matriz de demanda zonal simple. La cantidad de elementos esta en escala logarı́tmica.
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Figura A.12: Histogramas de matrices de demanda de las instancias generadas usando Clustering

Aglomerativo con la matriz de demanda zonal simple. La cantidad de elementos esta en escala

logarı́tmica.
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Figura A.13: Histogramas de matrices de demanda de las instancias generadas usando Cluste-

ring basado en Mezcla de Gaussianas con la matriz de demanda zonal simple. La cantidad de

elementos esta en escala logarı́tmica.
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Figura A.14: Histogramas de matrices de demanda de las instancias generadas usando Cluste-

ring Espectral con la matriz de demanda zonal simple. La cantidad de elementos esta en escala

logarı́tmica.

A.4. Similitud entre algoritmos de clustering

En esta sección se muestran las tablas con los valores obtenidos para ARI y UMI para todos

los valores probados de números clústeres: 35, 90 y 135.

Tabla A.1: ARI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 35 clústeres.

ARI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.673 0.568 0.509 0.625

Agg 0.568 1.000 0.482 0.542

Spc 0.509 0.482 0.911 0.498

Gau 0.625 0.542 0.498 0.593

ARI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.041 0.016 0.025 0.056

Agg 0.016 0.000 0.011 0.021

Spc 0.025 0.011 0.056 0.028

Gau 0.056 0.021 0.028 0.054
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Tabla A.2: ARI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 90 clústeres.

ARI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.633 0.547 0.554 0.615

Agg 0.547 1.000 0.530 0.546

Spc 0.554 0.530 0.854 0.559

Gau 0.615 0.546 0.559 0.604

ARI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.022 0.012 0.013 0.025

Agg 0.012 0.000 0.006 0.019

Spc 0.013 0.006 0.023 0.020

Gau 0.025 0.019 0.020 0.032

Tabla A.3: ARI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 135 clústeres.

ARI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.605 0.559 0.569 0.591

Agg 0.559 1.000 0.553 0.551

Spc 0.569 0.553 0.785 0.554

Gau 0.591 0.551 0.554 0.581

ARI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.023 0.008 0.018 0.027

Agg 0.008 0.000 0.007 0.019

Spc 0.018 0.007 0.019 0.015

Gau 0.027 0.019 0.015 0.024

Tabla A.4: UMI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 35 clústeres.

UMI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.853 0.834 0.676 0.797

Agg 0.817 1.000 0.611 0.754

Spc 0.659 0.623 0.961 0.653

Gau 0.796 0.777 0.653 0.746

UMI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.048 0.031 0.044 0.069

Agg 0.043 0.000 0.023 0.085

Spc 0.047 0.011 0.031 0.057

Gau 0.059 0.060 0.072 0.079
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Tabla A.5: UMI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 90 clústeres.

UMI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.823 0.811 0.766 0.817

Agg 0.822 1.000 0.783 0.816

Spc 0.764 0.746 0.924 0.767

Gau 0.817 0.817 0.770 0.801

UMI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.026 0.033 0.029 0.037

Agg 0.026 0.000 0.028 0.032

Spc 0.026 0.028 0.024 0.034

Gau 0.032 0.023 0.037 0.039

Tabla A.6: UMI entre algoritmos de clustering: promedio y desviación estándar de diez ejecu-

ciones usando 135 clústeres.

UMI Avg Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.819 0.805 0.782 0.801

Agg 0.784 1.000 0.740 0.771

Spc 0.772 0.737 0.896 0.752

Gau 0.801 0.767 0.763 0.780

UMI SD Kmn Agg Spc Gau

Kmn 0.026 0.021 0.023 0.031

Agg 0.031 0.000 0.021 0.020

Spc 0.023 0.015 0.020 0.025

Gau 0.030 0.028 0.026 0.031
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