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Resumen

El modelo de digestién anaerobia presenta interesantes perspectivas para
el desarrollo de plantas de tratamiento de aguas, puesto que permite la re-
cuperacion de energia mediante produccién de metano en la reaccion. En el
presente trabajo se comparan dos sistemas dindmicos que modelan diferentes
configuraciones de biorreactores de digestion anaerobia, en estado estacionario,
haciendo comparaciones en términos de escenarios de estabilidad, desempeno en
descontaminacion y produccién de metano, estudio que permitira determinar
cual es la mejor configuracion de operacion, dependiendo del objetivo que se
desee alcanzar.
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Capitulo 1

Introduccion

La digestién anaerobia se ha vuelto un bioproceso ampliamente utilizado
para obtener bioenergia de biomasa de segunda generacién, haciéndolo uno de
los procesos biotecnologicos méas sustentables.

Como se hace usualmente para una bien establecida y consolidada tecno-
logia, como la digestién anaerobia, el foco de actuales y futuras investigaciones
estd en maximizar su desempeno, en este caso, del reactor, (e.g. la produccion de
biogas), al evaluar diferentes configuraciones del reactor o diferentes condiciones
de operacién. En el caso de la digestion anaerobia, el modelo de tratamiento me-
sofilico es el sistema maés utilizado [2]. Sin embargo, la separacién del proceso en
dos etapas, i.e. hidrolitica/acidogénica, seguida por una reaccién metanogénica,
ha mostrado interesantes resultados [4];[6]. La digestiéon anaerobia es un proceso
complejo, compuesto de un gran ntimero de microorganismos que llevan a cabo
varias reacciones. Sin embargo, en el caso de agua de desecho, acidogenesis y
metanogénesis son considerados los pasos claves de todo el proceso [3].

La practica de modelamiento matematico es de principal importancia, pues-
to que permite representar el sistema bioquimico utilizando una serie de ecuacio-
nes mecanicistas y fenomenologicas que describan el sistema. El modelo ADM1
de digestion anaerobia disenado en [I] es la mds cercana representacién del
proceso, que es perfecta para usarse como simulacion, pero bastante compleja
para su analisis matematico. De hecho, para su andlisis matematico, asi como
para estrategias de control, aproximaciones mas simples han sido usadas como
se aprecia en [7], [10],[12]. Al momento de escribir la presente tesis, no se sabe
sobre ningin estudio que haya sido publicado sobre el andlisis matematico de
una configuracién en un reactor de digestién anaerobia, para compararlo con el
desempeno de una sola unidad, o de dos etapas (acidogénica/metanogénica) de
operacion.

El modelo bioquimico descrito en [3] consiste de dos fases, como se menciond,
acidogénica y metanogénica, descrito de forma simplificada:
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SA—>XA—|—SM
SM—>XM+]{Z4CH4

Es decir, el sustrato de entrada acidogenico S, es consumido por el micro-
organismo correspondiente X 4, que produce sustrato metanogénico Sy, que en
la segunda fase, es consumido por el organismo metanogénico X, produciendo
metano. La reaccion descrita también produce diéxido de carbono en sus dos
fases, sin embargo, dicha produccién no sera tomada en cuenta para el presente
trabajo.

El objetivo de este trabajo es analizar dos diferentes configuraciones para los
biorreactores, con el objetivo de comparar sus desempenos, en estado estacio-
nario, en términos de estabilidad, capacidad de descontaminacion y producciéon
de metano. Basados en el modelo introducido en [3], las configuraciones con-
sideradas son: (i) Procesos de acidogenesis y metanogénesis en un solo reactor
(Modelo Simple de aqui en adelante); (ii) Separacién de los tratamientos de
acidogénesis y metanogénesis en dos biorreactores conectados secuencialmente
(Modelo Secuencial de aqui en adelante).



Capitulo 2

Descripcion del Modelo Simple

La primera configuracion estudiada, correspondiendo directamente al mo-
delo presentado en [3], es lo que es referido durante este trabajo como ”Modelo
Simple”, que consiste en la estructura en la cual ambos microorganismos (aci-
dogénico y metanogénico), comparten un solo reactor. En este modelo, las varia-
bles principales a considerar para el analisis son D, la tasa de dilusion y Sazn,,
la concentracién de sustrato acidogénico entrante. La concentracion entrante
de sustrato metanogénico en el influente es considerada despreciable, asi que
no es considerada para este modelo. A continuacién se plantearan definiciones
generales, y se deducird el modelo presentado en [3] a partir de las ecuaciones
correspondientes a los equilibrios de masa en el modelo.

Deduccién del Modelo

Un biorreactor es un recipiente o sistema en el que se mantiene un ambiente
biolégicamente activo. En algunos casos, consiste en un recipiente en el cual se
lleva a cabo un proceso quimico que involucra organismos o sustancias bioquimi-
camente derivadas de dichos organismos. Estos procesos pueden ser aerdbicos o
anaerobicos, es decir, en presencia o ausencia de oxigeno.

Considerando los flujos de entrada y salida, se determina que el modelo de
biorreactor considerado en el presente trabajo corresponde a una configuracién
de reactor de tipo continuo o llamado Quimiostato, en el cual el reactor posee
tanto un flujo de liquido de entrada (Q;,,) al reactor asi como un flujo de salida
(Qout), a contrario de otras configuraciones posibles de biorreactor, como tipo
batch, en que el cultivo no tiene flujo entrante ni saliente, o del tipo fed-batch
donde no hay flujo saliente. En una operaciéon a modo continuo se considera,
ademas, que la magnitud de flujo de liquido de entrada es igual a la magnitud
de liquido de salida.

De esta forma, para modelar la dindmica de sustrato y poblacion acidogéni-
cos, el sistema de ecuaciones diferenciales que describe su dindamica se puede

3
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l Qin l Qin

l Qourt

BATCH FED-BATCH CONTINUC

Figura 2.1: Tipos de configuracion posibles de biorreactores

deducir a partir del principio de conservaciéon de masa. Considerando un bio-
rreactor con volumen de liquido V' en su interior y concentracion de poblacion de
microorganismo acidogénico X4, que consume sustrato acidogénico, cuya con-
centracion en el reactor se denomina S4, que ingresa en el reactor con caudal
de flujo de agua @Q);,,, y concentracién entrante Syu;,, v el reactor tiene caudal de
flujo de liquido de salida es ), Tomando como hipdtesis adicionales ademas:

= El recipiente se encuentra perfectamente mezclado en el medio acuoso
con densidad constante, estando de esta forma los microorganismos y el
sustrato uniformemente distribuidos en la solucién, sin alterar la densidad
de la solucion acuosa.

= El consumo de sustrato es proporcional a la cantidad de microorganismos,
es decir, sigue la condicién: consumo = ki (S4)XaV donde p4(-) es la
funcion de crecimiento de los microorganismos, que es mayor o igual que
cero, siendo cero solo en el caso S4 = 0, y ki es un parametro positivo de
rendimiento.

= El crecimiento de los microorganismos es proporcional al consumo de sus-
trato.

Tomando en cuenta esas condiciones, se pueden establecer las siguientes
ecuaciones diferenciales para el sistema, primero para el volumen de liquido en
el reactor:
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V= Qm - Qout
La ecuacion correspondiente para la masa de microorganismo acidogénico
en el reactor:

(XAV) = pa(S4) XAV — Qowr X 4,

donde el termino positivo corresponde a la tasa de crecimiento del microorganis-
mo por consumo de sustrato, y el término negativo corresponde al decrecimiento
causado por el flujo de liquido saliente del reactor.

Finalmente, para la masa de sustrato en el reactor se obtiene la ecuacion:

(SAV> = _k'l,uA(SA)XA + QinSAIn - QoutSA7

donde el primer término negativo representa el consumo de sustrato por el
microorganismo acidogénico, el segundo término que es positivo corresponde
al crecimiento por flujo entrante de sustrato acidogénico, y el tercer término
corresponde al decrecimiento causado por el flujo de liquido saliente del reactor.

Resumiendo todas las unidades del sistema, donde g corresponde a gramos,
[ corresponde a litros y d corresponde a dia, se tiene:

= V: Volumen de agua del reactor (I).

» X 4: Concentracién de poblacién de microorganismo acidogénico (g/l).

X4V: Masa de poblacién de microorganismo acidogénico (g).

S4: Concentracion de sustrato acidogenico (g/1).

S4V: Masa de sustrato acidogénico (g).

Qin: Flujo de agua entrante en el reactor (I/d).

Qout: Flujo de agua saliente del reactor (I/d).

kq: Tasa de cesiéon de consumo para sustrato acidogénico.
» p4(+): Funcién de crecimiento para microorganismo acidogénico (d=1).

y la funcién de crecimiento corresponde a una funcién de tipo Monod, de la
forma:

S

S) = mazr - | o
1a(S) = pa Ker 1S

con sus correspondientes constantes:
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" lamae: Maxima tasa de crecimiento para microorganismo acidogénico
-1
(d).

» Kga: Constante de saturacién para el microorganismo acidogénico (g/1).

Ya que se considera una operaciéon en modo continuo: Q;, = Q. = @, de
lo que se deduce:

XAV = pa(Sa) XAV — QX4
SAV = —k1pa(Sa) X + Q(Sam — Sa)

V=0
es decir, V' es constante. Dividiendo por V' las ecuaciones, y definiendo la tasa
de dilusién D = % con unidad d—! se deduce que:

XA = ,U,A(SA)XA - DXA
Sa = —kip1a(Sa)Xar + D(Sarn — Sa)

Anélogamente, para las férmulas correspondientes al sustrato y poblacién
metanogénicas (Sy; y X respectivamente), se puede hacer una deduccion equi-
valente a la realizada anteriormente para la poblacion y sustrato acidogénicos,
con la salvedad de considerar que en este caso la concentracién de sustrato me-
tanogénico crecerd a partir de la produccion realizada por el micrororganismo
acidogenico con tasa kapa(Sa)XaV, donde ks es un pardmetro de rendimien-
to para la produccion del sustrato metanogénico, y no se considerara entrada
de sustrato metanogénico en el flujo de liquido entrante @;,. Asi, se plantean
hipétesis equivalentes a la descripcion anterior:

= Al estar el reactor perfectamente mezclado existe densidad uniforme de
las concentraciones de sustrato y poblacién metanogénica.

= El consumo de sustrato metanogénico es proporcional a la poblacién de
microorganismo metanogénico de la forma: consumo= kspp (Sar) XV,
donde gy (+) es la funcién de crecimiento del microorganismo metanogéni-
co que es mayor o igual que cero y solo es cero en el caso Sy = 0, y con
ks siendo un parametro de rendimiento.

= El crecimiento de los microorganismos es proporcional al consumo de sus-
trato.

De esta forma, se deduce el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

V = an - Qout
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Samn W

D=0

Figura 2.2: Esquema de operacién para el Modelo Simple

(XMV> = pup (Sm) XtV — Qo Xr
(SMV) = k2MA(SA)XAV - ksﬂM(SM)XMV — QoutSm

donde, resumiendo una vez mas las variables:

» X, V: Masa de poblacién de microorganismo metanogénico (g).

» X;: Concentracién de poblacién de microorganismo metanogénico (g/l).
» S)V: Masa de sustrato acidogénico (mmol).

» Sy Concentracién de sustrato metanogénico (mmol/l).

» ky: Tasa de conversion de sustrato aciogénico a metanogénico (mmol/g).
» k3: Tasa de cesién de consumo para sustrato metanogénico (mmol/g).

= /1p7(+): Funcién de crecimiento para microorganismo metanogénico (d™1).
Y donde la funcion de crecimiento es de tipo Haldane, de la forma:

S
S) = mazx 2

Krm

= [armae: Maxima tasa de crecimiento para microorganismo metanogénico

(d=).
» Kgp: Constante de saturacion para el microorganismo metanogénico (mmol/l).

» K Constante de inhibicién para el microorganismo metanogénico (mmol/l).

Ademas, al ser una operaciéon en modo continuo, se tiene que Q;, = Qour =
(@, v se obtiene:
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(SMV) = kopra(Sa)XaV — kspar(Snr) XtV — QSuV

al dividir por V, las ecuaciones se obtiene entonces:

Xar = par(Sar) Xar — DXy
St = kopa(Sa)Xa — kspuar(Sar) X — DSy

Por lo tanto, se obtiene el modelo tal como estaba presentado en [3] que es:

XA =pa(Sa)Xa— DXy

Sa = —kipa(S4)Xa + D(Sam — Sa)

Xor = par(Sar) Xor — DXy

Svr = kapa(Sa)Xa — kspunr(Sar) X — DSy

Estados Estacionarios

En la presente seccion, se analizaran los estados estacionarios del modelo,
que se obtienen a partir de igualar a cero las ecuaciones del sistema dindmico
propuesto.

Primero, las variables acidogénicas, que estan desacopladas del resto del
sistema, constituyen un modelo de Quimiostato Simple [I1], por lo tanto, sus
estados estacionarios corresponden o bien al estado en que el microorganismo es
eliminado del sistema (a esto se le denomina washout), o bien a la sobrevivencia
del microorganismo:

XA :,UA(SA)XA —DXA

SA = —kl/LA(SA)XA -+ D(SAI” — SA)

Al igualar a cero estas férmulas, se obtienen los equilibrios. En el caso co-
rrespondiente al washout del microorganismo, se cumple:

X% =0 S = Sam.

Por su parte, el equilibrio donde el microorganismo sobrevive se deduce a
partir de:

S
Ksa+ S%’

esta condicion es necesaria en dicho equilibrio. Por lo tanto, resolviendo se
deducen las féormulas:

D = MA(SZ> = HAmazx
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D
SA B KSA HAmaxz — D
* 1 *
Xa= k_(SAln - SA)
1

El caso metanogénico implica mayor complejidad, al depender su valor del
equilibrio del caso acidogénico. En caso que se cumpla la condicion X3 = 0,
es apreciable que la funcién de sustrato acidogénico se comportard como un
Quimiostato sin tener influente de entrada, y en dicho caso, las férmulas de
equilibrio para X7}, e S}, seran ambas iguales a cero.

Ahora, recordemos que las ecuaciones para las variables metanogénicas son
de la forma:

Sur = kapa(Sa)Xa — kspiny (Sa) Xar — DSy

En caso de existencia de microorganismo acidogénico, pero washout de mi-
croorganismo metanogénico, se cumplira que:

X3 =0 Sty = ko X3

Finalmente, en caso de coexistencia, la condicién

" Sh
D = pum(Shy) = prtmaa o 572
Kgn + Sy + o

es necesaria para dicho caso, que al ser reemplazada en el sistema, se despejan
los equilibrios:

—'u max HEMmazx \2 K

* (e — 1) /(1 — Mg )2 — o

M — K IM 9

1

=1
Puede apreciarse que estas férmulas son ambiguas, dado el signo =+, asi,

considerando sélo el signo negativo, se obtiene la siguiente férmula:

X (k2 X3 — Syp)-

(NZ\/Imarc _ 1) _ \/(1 _ %)2 _ 4I(S_M

D Kim
2

*
ms = K

* 1 * *
MS — k_g(kQXA - MU)'
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Y para el signo positivo, se obtiene la siguiente férmula:

(#’]\/Imaz _ _I_ \/ #AImaz)Z —_ 4[(5'_1\/[

Kim

Suv = Kiu

* 1 * *
MU — k_(kQXA — Shv)
3
De esta forma, se han determinado los posibles estados estacionarios que el
sistema posee. Serd 1til establecer la siguiente notacion:

E; = [thXJTW S:lv S]T/[]a

para cada posible estado estacionario alcanzable por el sistema. De esta forma,
resumiendo lo planteado anteriormente, los posibles configuraciones en estado
estacionario son cuatro:

El = [07 Oa SAITL? 0]
E2 = [Xj{v Oa Sjl? k:QXZ]
Ey = [X:h MS’SAa ]

E4 = [inv X]TJUa szh SXiU]

E representa el estado de washout global, que es el caso en que ambos mi-
croorganismos son eliminados del sistema. F5 corresponde al estado de washout
del microorganismo metanogénico, pero no del microorganismo acidogénico. E3
y FE, son ambos escenarios de coexistencia, pero poseen diferentes condicio-
nes de estabilidad, que seran estudiadas mas adelante, dadas por la funcién de
crecimiento Haldane correspondiente al organismo metanogénico.

Dados todos estos posibles estados estacionarios, hay cuatro escenarios po-
sibles para el sistema, cada uno dependiendo de las concentraciones iniciales
Sarm, y de la tasa de dilusién D. Se denomina factible a un equilibrio cuando
las formulas de estado estacionario que tiene asociadas son mayores o iguales
que cero, dado que los valores negativos carecen de sentido en el problema, y
ademads, como se probard mas adelante, estos valores no son factibles de ser
alcanzados en la préactica, por lo que carecen de interés. Los escenarios de ope-
racion determinados para el problema son:

= Escenario I: Solo F; es factible. En este escenario se demostrara que E
es alcanzado desde condiciones iniciales de X, v X 4 mayores o iguales a
cero.

10
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[k a3

W
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Figura 2.3: Ejemplo de las diferencia entre escenarios III y IV. El diagrama de
la izquierda muestra la situacion del Escenario 111, en cual solo el estado de co-
existencia es alcanzable desde cada condicién inicial distinta de cero. El grafico
de la derecha muestra la situacion del Escenario IV, en el cual el washout del mi-
croorganismo metanogénico es alcanzable desde condiciones bajas, y en el cual
el estado estacionario repulsivo E es fisicamente factible, pero inalcanzable.

= Escenario II: Solo F; y E5 son factibles. En este escenario se demos-
trara que Es es alcanzado desde condiciones iniciales de X, y X4 mayores
que cero.

=  Escenario III: Sélo F,, F>, E5 son factibles. En este escenario se de-
mostrarda que FEj3 es alcanzado desde condiciones iniciales de X, v X4
mayores que Cero.

= Escenario I'V: Todos los estados estacionarios son factibles. En este esce-
nario se demostrard que Fy y E3, pueden ser alcanzados desde condiciones
inciales de X, y X4 mayores quee cero.

Lo que esto significa es que en los escenarios I y II hay washout de ambos
microorganismos o del organismo metanogénico, por lo tanto no son considera-
dos escenarios deseables. El Escenario I1I, se considera el escenario mas seguro
de operacion, al ser sélo alcanzable Ej3, el equilibrio correspondiente a la coexis-
tencia. El Escenario IV es peligroso, puesto que en este caso, se probara que Ey
y F3 son alcanzables, por lo tanto, dadas ciertas condiciones iniciales, el sistema
podria converger a washout del organismo metanogénico.

11
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2.1. Escenarios de Operacion

Preliminares

Antes de analizar en detalle los escenarios descritos, sera 1til presentar cier-
tos resultados y teoremas que seran utilizados mas adelante.

Teorema 1. Para condiciones iniciales no negativas, las variables de estado
del modelo stmple permanecen no negativas.

Demostracion. En efecto, dado que el modelo simple es de la forma:

XA = ,UA(SA)XA — DXA
Sa = —k1pta(Sa)Xa + D(Sam — Sa)

St = kopa(Sa)Xa — kspinr(Sn) X — DSy

para demostrar que valores menores de 0 son inalcanzables, se mostrara qué ocu-
rre con la dindmica de cada variable al tener estas el valor 0.
Primero, nétese que:

XA|XA:0 - O

XM\XM:O =0

de manera que, en caso que X 4 y X, tengan condiciones iniciales mayores que
cero, eso implicard que X 4(t) > 0y Xy () > 0, para cualquier ¢.
Por otra parte: _
Sajs4=0 = DSarn >0

SM\sM:o = kopa(Sa)Xa >0

lo que nuevamente implica que se tendrd que Sa(t) > 0, y Sy(t) > 0, para
cualquier t, con lo que se demuestra que el modelo nunca adquiere valores
negativos.

Teorema 2. El conjunto w-limite del Modelo Simple, definido como el conjunto
donde las orbitas de un sistema dindmico tienden cuando t — 00, estd dentro
de un conjunto compacto.

12
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Demostracion. Para demostrar este resultado, como ya se demostré que las
variables de este modelo permanecen acotadas por debajo, serd suficiente probar
que también se encuentran acotadas superiormente. El modelo es:

X4 = pa(Sa)Xa— DXy

Sa = —kipa(S1)Xa + D(Sarm — Sa)

Xor = par(Sar) Xor — DXy

Sir = kopa(Sa)Xa — kspar (Sar) Xar — DSy

Consideraremos las variables acidogénicas en primer lugar, que se encuentran
desacopladas de las otras dos. Veremos a continuacién que S4 se encuentra
acotada. Notemos que la dindmica de la variable acidogénica es de la forma:

Sa = —kipa(Sa)Xa+ D(Sam — Sa).
Haciendo el cambio de variable:
2 =S4 —Sam,
notamos que:
2 < —Dz.

Supongamos que existe t* > 0 tal que:
z(t*) <0,

en dicho caso, dado que Z|,—g < 0, tendremos que z(t) < 0 para todo t > t*, y
asi se tendra S4(t) < Sar, para todo t > t*.

Por otra parte, si es que para todo ¢t > 0 se cumple que z(t) > 0, en dicho
caso tenemos que:

2 < —-Dz<0
2(t) < z(0)e ",

implicando:
z(t) < 2(0).

En ambos casos, tendremos que S, siempre se encuentra acotada superior-
mente.

Por su parte, para probar para la variable X 4 se encuentra acotada supe-
riormente, hacemos el cambio de variables:

2=k X4+ 54— Sam,

13
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y observamos que esta variable se comporta de la forma:

z=—Dz.

De esta manera, dado que S se encuentra acotada superiormente, y como
podemos ver que z se encuentra acotada superiormente, podemos deducir a su
vez que X4 se encuentra acotada superiormente.

A continuacién se hard el andlisis para las variables metanogénicas. El pro-
cedimiento a realizar, a semejanza de lo hecho anteriormente, serd demostrar
que S); estard acotada superiormente, para a continuacion demostrar que esto
se cumple para ambas variables.

Primero que nada, se hara el cambio de variable:

z = SM - kQXAv

lo que implica que:
Z = —kapun(Sm)Xnm — Dz,

es decir, se tiene que:

2 < —Dz.

Probaremos que z estara acotado superiormente, lo que implicard que Sy,
lo estard también. En efecto, supongamos que para algin t* > 0, se cumple que
z(t*) < 0. Dado que en dicho caso se cumple que 2|,—o < 0, se tendra necesa-
riamente que z(t) < 0, para todo ¢ > t* por lo tanto Sy < ko X4, concluyendo
lo deseado, puesto que ya vimos anteriormente que X4 se encuentra acotado
superiormente.

Por otra parte, asumiendo que z > 0 para todo t, se tendra que:

2 < —-Dz
z < 2(0)e " < 2(0)

es decir, nuevamente, z estara acotado superiormente. De esta forma, en ambos
casos se tiene que la variable z esta acotada para todo ¢, lo que implica que Sy,
esta acotada superiormente.

Finalmente, para la variable X, se utiliza el cambio de variable:

2 =k3Xpy + Sy — k2 X2
y resulta apreciable que esta variable también se comporta de la forma:

z=—Dz,

14
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y de manera analoga al caso anterior, podemos concluir que X, esta acotado
superiormente y por lo tanto, todas las variables del Modelo Simple se encuen-
tran acotadas inferior y superiormente.

Teorema 3. Considere un modelo de Quimiostato Simple, de la forma:

X = (u($) - D)X
S = —ku(S)X + D(Sp, — 9),
donde X y S corresponden a las concentraciones de microorganismo y sustrato

respectivamente, (S) a la funcion de crecimiento, de tipo Monod o Haldane.
Si se cumple la condicion D > u(S™), donde:

St = i S
9 s

entonces, para condiciones iniciales S(0) > 0 y X(0) > 0, el sistema converge
globalmente asintdticamente estable al equilibrio (0,Sr,), es decir, al washout
del microorganismo.

Demostracion. Para realizar esta demostracion, tomaremos dos casos posibles.
En primer lugar, supéngase que exista un t* tal que S(t*) < Sy,, esto impli-
card que S(t) < Sy, para todo t > t*. Para este caso, dado que ST corresponde
al valor méximo alcanzado por la funcién de crecimiento en el intervalo [0, Sp,],
tenemos que para la variable X se cumple:
X = (u(S) = D)X < (u(ST) = D)X W=+
Haciendo D = u(S™) + €, quedara:

X<(D-e—-D)X =—eX vt >t
y esto claramente implica que:

X(t) < X(t)e <t vt >t

Es decir, X(t) estd dominada por una funcién que cuando t — oo, converge
a 0, con lo cual se prueba que X (t) — 0, cuando t — 0.
Respecto a S, se observa que haciendo el cambio de variable:

Z:S[n—kX—S
z=—Dz,

15
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por lo que z a su vez converge a 0 cuando t — 0o, y de esta forma, es evidente
notar que como z — 0y X — 0, en dicho caso se debe cumplir que S — Sy,
cuando t — oo.

Ahora consideremos el caso que para todo t > 0 se cumpla S(t) > Sy,.
Notemos que si hacemos el cambio de variable z = S — S}, se tendra que:

2 < —-Dz

donde z(0) > 0, y esto implica a su vez que cuando ¢ — oo se tendrd z — 0, y
por lo tanto S — Sy,,.
Nuevamente, al hacer el cambio de variable:

Z:S]n—k}X—S

z=—Dz.

se deduce Sy, — kX —S — 0 cuando t — 0o, y como vimos S — Sy, se concluye
X — 0. De ambas formas, el equilibrio (0, S7,) es alcanzado de forma global y
asintéticamente estable para las condiciones iniciales indicadas. |

Respecto a ST, si la funcién de crecimiento es Monod, en dicho caso, dado
que la funcién es monétonamente creciente, se tiene que:

S+ = SIn~

Por otra parte, en el caso de una funcion Haldane, el comportamiento
serd distinto, puesto que la funcién Haldane tiene un tramo donde es creciente,
alcanza un maximo, y luego decrece hasta cero. En dicho caso, ST se encuentra

definido de la forma:
S+ _ SIn SIn S Smaac
Smax SIn > Smax

donde S,,q., corresponde al valor de sustrato en el cual la funcion Haldane
alcanza su maximo valor.

Como se prob6 que el Modelo Simple tiene conjunto w-limite dentro de un
conjunto compacto, el siguiente teorema que se enunciara sera particularmente
util a la hora de hacer demostraciones sobre estabilidad global.

Teorema 4. Si se tiene un sistema & = f(t,x) asociado a un sistema y = g(y)
por el limite f(t,z) — g(z), cuando t — oo, entonces, si es que se demuestra
que el conjunto w-limite del primer sistema se encuentra dentro de un conjun-
to compacto, entonces se puede deducir que el conjunto w-limite de su sistema
asociado también estard dentro de un conjunto compacto, y aun mds, las so-
luciones de & = f(t,x) convergerdn hacia las soluciones de y = ¢(y) cuando
t — o0.

16
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La demostracién de este teorema se encuentra en [§]. En los apéndices a este
trabajo se encuentra el enunciado original. Para referirse de aqui en adelante,
a un sistema & = f(t,z) cuyas trayectorias convergen cuando t — oo a las
trayectorias de & = g(z) se le denominard ”sistema semiauténomo” y a g se le
denominara su "sistema asociado”.

A continuacion se enunciarda un teorema respecto a la estabilidad global en
un Quimiostato Simple, sin embargo, se debera hacer un comentario aclaratorio
previo.

En un Quimiostato Simple con funcién de crecimiento Monod, existen dos
posibles equilibrios: el washout del microorganismo, que ya fue analizado en el
Teorernay el equilibrio de existencia. En caso de tenerse u(S™) > D, se puede
probar que el equilibrio de existencia es localmente asintéticamente estable, al
analizar los valores propios del jacobiano del modelo evaluado en el equilibrio
de coexistencia.

En el Quimiostato Simple con funcién de crecimiento Haldane existen tres
posibles equilibrios: el washout del microorganismo, y dos equilibrios de co-
existencia, que los denominaremos (S}, X{;) v (5%, X%), en donde tendremos
que S;; > Sty X& > Xj5. Suponiendo p(S™) > D, y haciendo el andlisis de
estabilidad local para estos dos equilibrios, se puede probar que el equilibrio co-
rrespondiente a: (S, X&) es localmente asintéticamente estable, y el equilibrio
(S¢, X{) corresponde a un punto silla.

A continuacién se enunciard otro teorema, obtenido a partir de [11], que nos
garantiza la estabilidad global en un Quimiostato Simple.

Teorema 5. En un modelo de Quimiostato Simple, de la forma:

X = (u(S) - D)X
S = —ku(S)X + D(Stn — S),
se tiene que el equilibrio:
S* =min{S : pu(S) = D}

L1
ok

es globalmente asintdticamente estable desde condiciones iniciales X (0) > 0 y
S(0) >0, cuando se cumple la condicion:

X (Spn — 57)

D < N(Sln)

Demostracion. En primer lugar, se observa que D < u(Sr,) implica:
{S:u(S)=D}#0.

17
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Para poder demostrar este resultado, se requerira de un teorema adicional,
que se encuentra enunciado en detalle en el apéndice de este trabajo, (ver la sec-
ci6én [7.2| del apéndice) y que se obtuvo en [11]. El Quimiostato Simple, tiene una
propiedad que denominamos ser disipativo, es decir, sus trayectorias tienden
a aproximarse hacia un conjunto que denominaremos 2, y al entrar en dicho
conjunto, las trayectorias permanecen dentro de el. Esto podemos apreciarlo a
partir de la transformacién:

Z:S]n—]{?X—S
z=—Dz

que al hacer t — oo, tendremos que los limites de las variables X y S se
encuentran dentro del conjunto kX +.5 = Sy,,. Respecto a este tipo de sistemas,
el teorema enunciado en el apéndice F de [I1] nos permite asegurar que si
escribimos el modelo de la forma:

X = (u(Spy — 2(t) — k1 X) — D)X

2 =—-Dz, (2.1)

donde z esta restringido por: Sp, > z + kX, y ademas X > 0. Luego, las
trayectorias del modelo (2.1]) tenderan a converger a las del modelo asociado al
caso limite z = 0, es decir:

X = (u(Sm — kX) - D)X, (2.2)
donde, se tendra que Sy, > kX. Reduciendo el problema de esta forma a un
problema unidimensional. Asi, nos bastara probar que el equilibrio X* bajo las
condiciones enunciadas cumple:
X = f(X)
f(X*)=0
f(X)<o0 VX > X", X €0, 51,
f(X)>0 VX < X* X €]0, 5,

bajo la condicién u(Sz,) > D.
Para el equilibrio X* en el caso de la funcién Monod, esto es sencillo de
verificar, puesto que la funcién p(-) es mondtona creciente, lo que implica:

/L(S]n — k’X) < [L(S]n — ]{TX*), VX > X*,X E]O,S}n],
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y como p(Sy, — kX*) = D, esto nos indica que la dindmica de la variable X se
hara negativa en este caso, y respectivamente, se tendra:

/L(S}n—]{?X) >/L(S[n—k’X*), VX<X*,X G]O,S}n,

implicando que la dindmica de la variable X se hard positiva para este caso.
Asi, queda demostrada la estabilidad global para el caso Monod.

El caso Haldane requiere analizarse con mas cuidado, puesto que la fun-
ciéon de crecimiento no es Mondtona, sino que es una funciéon que tiene un
tramo inicial mondétono creciente, alcanza un maximo, y luego decrece de forma
mondtona hasta cero. En el caso que se analiza, existen dos equilibrios, X§ y
X}, que cumplen:

(1(Sm — kX5) = D) =0
(1(Sm — kX)) = D) = 0
donde Sy, — kX[, > Sp, — k1X5. De esta forma, podemos apreciar que el equi-

librio X% al evaluarse en u(Sy, — kX) se encuentra en la fase creciente, lo que
implica a su vez que:

1(Stm —kX) =D <0 VX > X* X €]0, 5]

El caso para X < X* implica que u(Sy, — kX) puede encontrarse tanto en
fase creciente, como en la decreciente de la funciéon Haldane. Sin embargo, X no
puede decrecer indefinidamente, puesto que recordemos que estamos asumiendo
que X > 0, de esta forma, la cota para u es u(Sr,), que por hipdtesis es
mayor que D, asi para todo valor de X > 0 se tendra que la dinamica de X
sera positiva.

Por lo tanto, el comportamiento de u(Sy, — kX) — D, para X < X*, es que
sera positivo por todo el tramo que sea la funcién Haldane creciente, y al llegar
al tramo decreciente, su valor decrecerd sin sobrepasar el limite 1(Sr,) — D que
es positivo. De esta forma, tenemos que la condicion:

M(S[n—kX>—D>O VX<X*,X G]O,S[n],

también se cumple para el caso Haldane, asi, se demuestra que el equilibrio X*
para el sistema (2.2)) es globlamente asintéticamente estable para las condiciones
indicadas, y por lo tanto, lo es también para el sistema ({2.1).

|

Como comentario final para cerrar esta seccion, la restricciéon que se in-
dicé para el caso Haldane en el Quimiostato Simple es equivalente a su vez
a plantear la infactibilidad del equilibrio X;;. Es facil verificar que cuando se
cumple que u(Sy,) > D en el caso Haldane, en dicho caso se tendra X}, < 0, lo
que hace infactible dicho equilibrio.
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Escenario 1

Se recuerda que el Escenario I fue descrito como el escenario en el cual sélo
el equilibrio E; es factible, lo que corresponde al washout de ambos micro-
organismos del sistema. En esta seccion se enunciara las condicion para este
escenario, y posteriormente se estudiara la estabilidad del equilibrio F; bajo
dicha condicién.

Asi, se enuncia que la condicion para el Escenario I estara dada por:

D > pua(Sam) (2.3)

que es la condiciéon de washout para el microorganismo acidogénico. Veremos
a continuacion que esta condicién implica que los escenarios II, III y IV son
infactibles, dado que la expresién de X7 resulta arrojar un nimero negativo.
Recordemos que los equilibrios de X4 y S4 que son distintos de (0, S,,) son de
la forma:

D
Sy = Kgsa
A HAmaxz — D
* 1 *
XA - k_(SAIn SA)
1
Con estas férmulas, y recordando que p4(S%) = D esto implica que la
condiciéon enunciada es equivalente a:
S Aln < S;kl
que por su parte es equivalente a decir:
* 1 *
XA: k_(SAIn_SA) < 0,
1

lo cual hace que los equilibrios Ey = [ X7, 0, 5%, ko X 4], E5 = [X 4, X365 Siss)
vy By = [ X4, X530, S5, Sipu] no sean factibles bajo la condicion D > pa(Sarn).

Estabilidad del equilibrio E; en el Escenario 1

Se demostrard que el equilibrio £y = [0,0, Sarm, 0], correspondiente a wa-
shout de ambos microorganismos, es globalmente asintéticamente estable para
cualquier condicién inicial de poblacién que sea mayor que cero, tal como sale
enunciado en [9], utilizando los teoremas 3|y 4l Asi, se plantea lo siguiente:

Proposicion 1. FEl equilibrio de washout global correspondiente a E; es global
y asintoticamente estable bajo la condicion del Escenario I correspondiente a
D > pua(Sam), para condiciones iniciales de poblaciones de microorganismos y
de sustratos mayores o iguales a cero.
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Escenario |

Existencia de micr.
0.4 acidogénico

Figura 2.4: Diagrama que muestra la situacion en el Escenario I. La zona blan-
ca corresponde al Escenario I, en el cual, solo es posible alcanzar el washout
de ambos microorganismos. El sector en amarillo, por lo tanto, corresponde a
cuando al menos la existencia del microorganismo acidogénico esta garantizada.

Demostracion. Recuérdese que el modelo es de la forma:

XA = ,UA(SA)XA - DXA
Sa = —kipa(Sa)Xa + D(Sar, — Sa)

Sa = kopua(Sa)Xa — kspins (Sv) Xor — DSy

Primero que nada, se nota que si se cumple la condicién pa(Sam) < D
las variables X4 vy S4 que se encuentran desacopladas de las otras, forman un
Quimiostato Simple, y convergen de forma global y asintéticamente estable a 0
v Sar, respectivamente, gracias al Teorema .

Por lo visto anteriormente en el Teorema [2| sobre que el conjunto w-limite se
encuentra restringido dentro de un conjunto compacto, se podra aplicar el Teo-
rema [ respecto a las variables restantes. En efecto, las variables metanogénicas
se pueden escribir de forma semiauténomas:
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que tiene como sistema asociado al hacer t — 0o en Sa(t) y Xa(t):

XM = MM(SM)XM — DXy
St = —kspar(Sar) Xar — DSy

dado que X4 — 0. Se puede apreciar en seguida que lim; ,, Syy = 0 dado que
Sy < —DS);. Aparte, haciendo el cambio de variable z = k3 X, + .5y v viendo
que su dinamica es:

z2=-—Dz

Se aprecia que cuando t — oo, se cumplird que k3 X, + Sy — 0. Como ni
X ni Sy pueden ser menores que cero, por el Teoremall] y dado que Sy — 0,
entonces se demuestra que necesariamente X,; — 0 a su vez de forma global y
asintGticamente estable en el sistema asociado, y por lo tanto, por el Teorema [4]
esto también se cumple para el sistema semiauténomo, demostrando que bajo
la condicién del Escenario I, el equilibrio E; es global y asintéticamente estable
para las condiciones iniciales enunciadas. |

Escenario 11

El Escenario II, se recuerda que fue definido como que los equilibrios E; y
E5 sean los tnicos equilibrios factibles. Se aprecia que esto debera implicar que
las condiciones del Escenario I no se cumplan, lo que permitira que el equilibrio
E, = [X},0,5%, k2 X}], correspondiente a la sobrevivencia del microorganis-
mo acidogénico y extincién del metanogénico, sea factible. Asi, se vera que la
relacién principal que se debe cumplir para este escenario corresponde a:

11a(Sarm) > D > pp(ST)

donde:
S+ — k2X2 kZXjZl S Sma:p
Smax k2XZ > Smaz

donde S,,4., corresponde al valor de sustrato donde se alcanza el maximo de la
funcién Haldane asociada a Sy;. Se recuerda que X es de la forma:

1
Xh= k_(SAIn - SZ)
1
D
SA B KSA,uAmax D

De aqui en adelante se asumird que la restriccion pa(Sar,) > D se cumple,
con lo cual la condicién del Escenario I no ocurre y nos centraremos en la
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desigualdad D > pp(S™), que implicard que el microorganismo metanogénico
sea eliminado del sistema. En la demostracion de la estabilidad del equilibrio
de esta seccién quedara explicito el motivo de la eleccién de ST.

Sera util ademas recordar las siguientes férmulas de los equilibrios obtenidos
a partir de hacer py(Sy) = D que corresponden a:

* 1 * *
MS — k_(kQXA - MS)
3

(MMgmz _ 1) _ \/(1 _ %)2 _ 4@

Krim

Sirs = K

2
* 1 * *
XMU = k_g(kQXA - SMU)
(EMECLI _ 1) + \/(1 _ MMénaz)Q _ 4%
Suv = Kim 5
* 1 *
Xy = k_(SAln - SA)
1

Se aprecia que Xj,;¢ > Xj; v recordemos ademas que Sy,q ¥ Sy se obtie-
nen al despejar D = pup(Si;s) = i (Sipy). Se recuerdan estas férmulas para
indicar cémo las condiciones planteadas para este escenario haran no factibles
los equilibrios E3 y Ej.

De esta forma, veremos las condiciones que determina ST para el washout
del microorganismo metanogénico. Para ko X% < 5S4, la condicién de washout
corresponde a:

que es equivalente a D > p M(%(S A —5%)). Nuevamente, veremos que el cum-
plimiento de ésta condicién implicara que los equilibrios F3 y Ej4 son infactibles,
puesto que, por lo que vimos sobre S},g, la condicién (2.4) implicard que:

k
s > 2 (Sara — 3)
1

y asi, despejando se deduce la condicion:

k
Sam < S+ —8%,6
ks

que, por su parte, es equivalente a:

Xys <O.
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Dado que X}, < X;/g, esto implica que los equilibrios F3 = [ X%, Xi/q, 54, Sissl
y By = [ X4, X0, S5, Sipu] son infactibles.

Ahora veremos la condicién D > puy(S™), para cuando ks X% > Spese. En
dicho caso, como se vio, la condicion es sencillamente:

D> pias(Sma). (2.5)

A este valor pip(Smaz) se le denominarda A, que es el valor correspondiente
al maximo alcanzado por la funcién Haldane, y se puede probar facilmente que
corresponde a:

A=u VvV Ky
— MMmazx
VK + 2V Ky
donde estos valores se obtienen a partir de la funcién de crecimiento Haldane:
S

,UM(S) = UMmazx .
Ksu + S+ 7

Al sustituirse estos valores de D > A en las féormulas de S}, Xi/g, Sisvs
X} estas corresponderan a nimeros complejos con parte imaginaria no nula, lo
cual hard que los equilibrios E5 = [ X%, X7/g, S, Sl v Ex = [ X0, X, S S
sean infactibles también bajo esta condicion.

Estabilidad del equilibrio E5 en el Escenario 11

Nuevamente, el resultado presente en [9] nos asegura que el estado estacio-
nario Fy = [X73%,0, 5%, k2 X}], que representa la sobrevivencia del microorganis-
mo acidogénico y el washout del microorganismo metanogénico, es globalmente
asintéticamente estable desde condiciones iniciales para ambos microorganismos
mayores cero, dadas las condiciones y (2.5)) anteriormente vistas. Esto se
demostrara a continuacion:

Proposiciéon 2. El equilibrio Es para condiciones iniciales distintas de 0 en
ambos microorganismos, es globalmente asintoticamente estable para las condi-
ciones enunciadas del Escenario I (jia(Sar) > D > up(S™)), y para condicio-
nes iniciales para los microrganismos mayores que cero, y de sustratos mayores
e iguales a cero.

Demostracion. Recuérdese una vez mas el modelo:
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Xa = pa(Sa)Xa— DX

Sa = —kipa(S4)Xa + D(Sam — Sa)

Xor = par (Sar) Xar — DX

St = kopa(Sa)Xa — kspunr(Sar) X — DSy

Las ecuaciones asociadas a X 4 y S forman un modelo desacoplado de Qu-
miostato Simple. Considerando que se contempla el caso en que las condiciones
de D permitan la sobrevivencia del microorganismo acidogénico en el reactor, se
asume que la condicion del del Escenario I no se cumple, y por lo tanto se
puede aplicar el Teorema B, que garantiza la estabilidad global de los equilibrios
X4 v S%. Respecto a las ecuaciones asociadas a las variables metanogénicas, si
se toma el subsistema semiautéonomo:

Se aprecia que cuando se aplica t — 0o en Sa(t) v X4(t) se obtiene el sistema
asociado:

X = par(Su) Xar — DX
Sy = ka DX — kaping (Sar) Xar — DSy

que es equivalente a un Quimiostato Simple con sustrato de entrada kyX}.
La condicién de washout en este caso para el microorganismo metanogénico es
equivalente a:

D > pupr(S7)

donde:
S+ _ kQX:Z kQXZ S Smaa:
Sma:r kQXjZl > Smax

que, como se ha visto por el Teorema [3, garantiza de forma global y asintética-
mente estable el washout del sistema asociado, y se aprecia que estas condiciones
corresponden a las férmulas (2.4]) y del Escenario II descritas anteriormen-
te. De esta forma, recordando que el conjunto w-limite del modelo se encuentra
dentro de un conjunto compacto, por el Teorema [2| y aplicando el Teorema
Bl es posible garantizar la estabilidad global y asintéticamente estable para el
equilibrio Fy bajo las condiciones enunciadas.

[ |
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Escenarios III y IV

En esta seccién se analizaran los escenarios correspondientes a cuando las
condiciones anteriormente indicadas de los escenarios I y II no se cumplen, es
decir, cuando es posible la coexistencia. Se recuerda que el Escenario I1I corres-
ponde a aquel en que sélo los equilibrios E1, Fy v Es3 son factibles, y el Escenario
IV corresponde a cuando todos los equilibrios son factibles. Ambos escenarios
requieren que las condiciones enunciadas en los dos escenarios anteriores, no se
cumplan, es decir:

pa(Sam) > D
NM<S+) > D.

Por otra parte, la distincién entre estos escenarios se obtiene a partir de la
condicion:

par (k2 X3) > D, (2.6)
donde recordemos:

1

Veremos que la condicién (2.6)) es equivalente a la infactibilidad del equilibrio
correspondiente a Fj.

Recordemos que g (Shp) = D,y pam(Shp) se encuentra en la fase decre-

ciente de la funcién Haldane, asi la condicién implica:
SX/[U > kQXZ,

lo que a su vez implica:
1
ks
es decir, el equilibrio F, es infactible.

Si la condicion se cumple, en este caso el Escenario III toma lugar, y
Es = [ X4, X316 5%, Sisg] es el inico estado de coexistencia, el que se probara es
asintéticamente globalmente estable desde cualquier condicion inicial distinta de
cero para ambos microorganismos, en concordancia con el resultado presentado
en [9]. Si la condicién (2.6) no se cumple, esto significa que el Escenario IV
toma lugar, es decir, £y = [ X}, X310, 5%, Siyu] es fisicamente factible, pero
corresponde a un punto silla, de modo que es inalcanzable en la practica. De
esta forma se verd que en dicha situacion, desde casi todas las condiciones
iniciales distintas de cero para ambos microorganismos se convergera a Fs o
E3, v por lo tanto, existe riesgo de washout de microorganismo metanogénico
cuando las condiciones iniciales son lo suficientemente bajas, como se indica en

[9].

Xy = (kX — Syp) <0,
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Escenario IV

Escenario Il

0.00 |

Figura 2.5: Escenarios de operacién en coexistencia para el Modelo Simple, re-
presentados en el plano (S4z,, D). El drea en amarillo corresponde al Escenario
ITI, en el cual, coexistencia estd garantizada desde cualquier condicién inicial
distinta de cero. El area verde corresponde al Escenario IV, en el cual, desde
condiciones iniciales lo suficientemente bajas, washout del microorganismo me-
tanogénico ocurrird. Puede verse que mientras mas crece el valor de Say,, mas
grande el area correspondiente al Escenario IV es.

Estabilidad del equilibro F5 en el Escenario I11

Una vez mas, el resultado presente en [J], nos garantiza la estabilidad global
del equilibrio B3 = [ X7, X},4, 5%, Sis) bajo las condiciones enunciadas ante-
riormente. A continuaciéon demostraremos este resultado:

Proposicion 3. Bajo las condiciones del Escenario 111:

pa(Sam) > D
ILLM(k:QXZ) > D7

se cumple que E5 = [ X}, X31s, 5%, Sirsl, equilibrio de coexistencia, es global-
mente asintoticamente estable desde condiciones iniciales de poblaciones mayo-
res que cero y de sustratos mayores e iguales a cero.

Demostracion. Recordando que el modelo es de la siguiente forma:
Xa=pa(S4)Xs — DXy
S = —kip1a(S4) X4+ D(Sam — Sa)
Xar = par(Sar) Xar — DXy
St = kopa(Sa)Xa — kspunr(Sar) Xar — DSy
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como ya se ha dicho, como X 4 y S4 al estar desacopladas, convergeran de forma
global y asintéticamente estable a la sobrevivencia del microorganismo bajo las
condiciones que hemos planteado, de esta forma, se puede plantear el sistema
semiauténomo para las variables metanogénicas:

SM = k’g,uA(SA(t))XA(t) — k’guM(SM)XM — DSM

Se aprecia que cuando se aplican los limites de t — oo en Sy(t) y Xa(t) se
obtendré el sistema asociado:

X = par(Sur) Xar — DX
Sy = ka DX — kaping (Sar) Xar — DSy

que por su parte, es un Quimiostato Simple con sustrato de entrada ko X. Es
sencillo notar que los equilibrios de coexistencia de este sistema corresponden
justamente a [X},g, Sirsl v [X i, Siv], donde el primer equilibrio corresponde
al localmente estable, y el segundo corresponde a un punto silla. En dicho caso,
gracias al Teorema [5] si se cumple la condicién pp(koX3) > D, se garantiza
que el equilibrio de coexistencia estable [X},¢, St/5] es global y asintéticamente
estable en este sistema asociado, y por lo tanto, para todo el modelo gracias al
Teorema [l

[ |

Para concluir, se aprecia ademas que no es posible garantizar estabilidad
global cuando ambos X},¢ v X} son mayores que cero, es decir, en el Esce-
nario IV. En dicho caso, como se indica en [9], la estabilidad del equilibrio de
coexistencia es sélo local, y para condiciones iniciales lo suficientemente bajas,
es posible que se elimine el microorganismo metanogénico del sistema.

Bifurcaciones

Como hemos visto, cada uno de los escenarios presenta condiciones distin-
tas de estabilidad para los equilibrios. Cada escenario, como hemos visto, se
caracteriza por la entrada de un nuevo equilibrio en el cuadrante positivo, de
esta manera haciéndose factible. Desde el punto de vista de la teoria de bifur-
caciones, lo que esta ocurriendo es que en la transicién de un escenario a otro,
esta ocurriendo una bifurcacién, lo que involucra cambios en la estabilidad del
sistema. Las transiciones que ocurren son:

= Escenario I al Escenario IT En esta transicién el equilibrio E; corres-
pondiente al washout global, se vuelve inestable en un plano, y le transpasa
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Figura 2.6: Resumen con todos los escenarios. Las zonas en blanco corresponden al
Escenario I. Las zonas en gris, corresponden al Escenario II. Las zonas en amarillo,
corresponden al Escenario III, y las zonas en verde, al Escenario IV

su estabilidad al equilibrio E5, que se vuelve globalmente estable desde
condiciones iniciales de poblaciones mayores que cero. Esto constituye una
bifurcacion que se denomina transcritica.

= Escenario II al Escenario III En esta transicion el equilibrio Ey co-
rrespondiente al washout metanogénico se vuelve inestable en un plano,
y le transpasa su estabilidad al equilibrio E3 de coexistencia, que se vuel-
ve globalmente estable desde condiciones iniciales de poblaciones mayores
que cero. Esto constituye una bifurcacion transcritica.

= Escenario III al Escenario IV En esta transicién el equilibrio Es co-
rrespondiente al washout metanogénico, vuelve repulsor en un plano al
equilibrio Fy , y el equilibrio E5 se vuelve localmente estable. Esto cons-
tituye una bifurcacién transcritica.

= Escenario IV al Escenario IT En esta transicién los equilibrios de co-
existencia se juntan en un solo equilibrio, que luego desaparece, quedando
solo el equilibrio Ey que se vuelve globalmente estable para condiciones
iniciales de poblaciones mayores que cero. Esto constituye una bifurcacion
denominada silla-nodo.

Las transiciones entre los escenarios pueden verse graficamente en la figura
2.0l
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Escenario | Condicién para
el Escenario

Condicion de Estabilidad

Escenario I | D > pua(Sam)

E es globalmente asintéticamente estable.

Escenario IT | D < pa(Sam)
D > pp(S7)

E5 es globalmente asintéticamente estable
para condiciones inciales de poblaciéon ma-
yores que Cero.

Escenario 11T | D < pa(Sam)
D < pum(ST)
D < pin (k2 X3)

E3 es globalmente asintéticamente estable
para condiciones inciales de poblaciéon ma-
yores que cero.

Escenario IV | D < pa(Sarm)
D < puym(ST)
D > pn (ko X3)

E5 y Fs5 son localmente asintéticamente es-
tables para condiciones inciales de poblacion
mayores que cero.

Cuadro 2.1: Tabla Resumen de Estabilidad para los Escenarios de Operacién

del Modelo Simple
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Descripcion del Modelo
Secuencial

La configuracion alternativa considerada, que consiste en el objeto principal
de estudio de este trabajo, es la separacion de los tratamientos de acidogénesis
y metanogénesis en dos biorreactores conectados secuencialmente, en el cual
ambos microorganismos estan en diferentes reactores y aislados uno del otro,
significando que no existe invasion de microorganismos entre los reactores. Esto
puede lograrse mediante instalacion de una membrana o unidad de filtracién,
de esta forma, cada reactor funcionara como Quimiostato aisladamente uno del
otro. A continuacién se realizara la deducciéon del Modelo Secuencial a partir
de consideraciones de equilibrio de masa de la misma forma que fue realizada
para el Modelo Simple.

Deduccién del Modelo Secuencial

Se hara la deduccién del modelo, primero para el primer reactor, que se asu-
me tiene volumen de liquido Vi, con flujo de liquido de entrada @);,, en el cual
la concentracion de entrada de sustrato acidogénico entrante es: Sap,, v flujo
de liquido de salida Q,,;. La concentracién de sustrato acidogénico y sustrato

Wi W2
Sam Sa1 Saz
—_— Hal Spn — Xz Sem
a l
D=0/

Figura 3.1: Esquema de operacién para el Modelo Secuenciall
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metanogénico se denotan S4; y Shsi respectivamente, y X4, para la concen-
tracién de poblacién acidogénica. Se recuerda que se toma como hipotesis que
el sustrato metanogénico es producido totalmente en el reactor por la reaccion
acidogénica, sin considerar una concentracion de entrada en el flujo entrante.
Considerando las hipotesis:

s Al estar el reactor perfectamente mezclado, existe densidad uniforme de
las concentraciones de ambos sustratos y de la poblacién acidogénica.

» El consumo de sustrato acidogénico es proporcional a la poblaciéon de mi-
croorganismo acidogénico de la forma: consumo= ky14(Sa1)X a1V1, donde
pa(+) es la funcién de crecimiento del microorganismo acidogénico que es
mayor o igual que cero y s6lo es cero en el caso Sy; = 0, y con k; siendo
un parametro de rendimiento.

= La produccién de sustrato metanogénico es proporcional también a la po-
blacién de microorganismo acidogénico, de la forma: produccién= ko4 (S41)X 41 V1.

= El crecimiento de los microorganismos es proporcional al consumo de sus-
trato.

De esta forma, el modelo planteado para el primer reactor queda de la si-
guiente forma:

(XaiVh) = 1a(Sa1)(Xa1Vh) — QourXan
(SaiVi) = —k1pea(Sa)(XaiVi) + QinSarn — QoutSan
(SanVi) = kapta(Sa1) (X Vi) = QourSan
Vi = Qin — Qout
donde las variables corresponden a:

= V1: Volumen de liquido en el reactor 1 (I).

s X41: Concentracion de poblacion de microorganismo acidogénico en el
reactor 1 (g/1).

= X 41Vi: Masa de poblacién de microorganismo acidogénico en el reactor 1

(9)-

» S41: Concentracion de sustrato acidogénico en el reactor 1 (g/l).

» Sy Concentracién de sustrato metanogénico en el reactor 1 (mmol/l).
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Sa1Vi: Masa de sustrato acidogénico en el reactor 1 (g).

Qin: Flujo de liquido entrante en el reactor 1 (I/d).

Qout: Flujo de liquido saliente del reactor 1 (1/d).

kq: Tasa de cesion de consumo para sustrato acidogénico.

ks: Tasa de conversion de sustrato acidogénico a metanogénico (mmol/g).
» p4(-): Funcién de crecimiento para microorganismo acidogénico (d~1).

y la funcién de crecimiento corresponde a una funcién de tipo Monod, de la
forma:
S

S) = mar - | o
pa(S) = pa Kai i S

con sus correspondientes constantes:

" [lAmaer: Maxima tasa de crecimiento para microorganismo acidogénico

(d=).
» Kga: Constante de saturacién para el microorganismo acidogénico (g/1).

Al estar considerando un modelo de reactor continuo, se cumple que @;, =
Qout = Q, por lo tanto el volumen del liquido en el reactor 1 es constante, y el
modelo queda de la forma:

X.Al‘/i = pa(Sa1)(Xa1V1) — QX1
SaiVi = —kypa(Sar)(XaiVi) + Q(Sarn — Sar)
SutVi = kapra(Sar)(Xa1Vi) — QSan
Vi=0

Finalmente, dividiendo por V; en las ecuaciones, y haciendo D; = co-

Q
%
rrespondiente a la tasa de dilusién en el reactor 1, con unidad (d~!) resulta:
Xar = pa(Sa1)Xa1 — D1 X
Sar = —k1pua(Sa1) X a1 + Di(Sarn — Sa1)
San = kapta(San)Xar — DiSun

Analogamente, se deduce el modelo para el segundo reactor. Considerando
un volumen de liquido V5 en el segundo reactor, con flujo de liquido entran-
te (Q;n en el cual entran el sustrato acidogénico no consumido en la reaccién
anterior, cuya concentracion es denotada por Sas, y el sustrato metanogénico
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producido por la reaccién anterior, con concentracién Syse, v flujo de liquido de
salida (... El sustrato metanogénico, entonces, es consumido por el microor-
ganismo metanogénico presente en el segundo reactor, con concentracion X o,
produciendo metano en dicha reaccién. Considerando las hipdtesis:

= Al estar el reactor perfectamente mezclado existe densidad uniforme de
las concentraciones de ambos sustratos y de la poblacién metanogénica.

= El consumo de sustrato metanogénico es proporcional a la poblacién de
microorganismo metanogénico de la forma: consumo= kzpns(Snr2) XaraVa,
donde gy (+) es la funcién de crecimiento del microorganismo metanogéni-
co que es mayor o igual que cero y sélo es cero en el caso Sy = 0, y con
ks siendo un parametro de rendimiento.

= El crecimiento de los microorganismos es proporcional al consumo de sus-
trato.

asi se puede plantear el siguiente sistema considerando los equilibrios de masas:
(XM2V2) = ,UM(SMZ)(XM2V2) — Qout X112

(SM.2V2) = —kapar (Sar2) (Xar2Va) + QinSart — Qout S
(Su2Ve) = QinSuar — QuurSaz
Va = Qin — Qour
en donde, resumiendo las variables:

» V5: Volumen de liquido en el reactor 2 (I).

= X,0V5: Masa de poblacion de microorganismo metanogénico en el reactor
2 (9)-

= X,0: Concentracién de poblacion de microorganismo metanogénico en el
reactor 2 (g/l).

= X,0V5: Masa de poblacion de microorganismo metanogénico en el reactor
2 (9)-

» S49: Concentracién de sustrato acidogénico en el reactor 2 (g/1).
» SyeVo: Masa de sustrato metanogénico en el reactor 2 (mmol).
= Sy Concentracion de sustrato metanogénico en el biorreactor 2 (mmol /).

» k3: Tasa de cesién de consumo para sustrato metanogénico (mmol/g).
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» Qin: Flujo de liquido entrante al reactor 2 (I/d).
" Qou: Flujo de liquido entrante al reactor 2 (I/d).

Y donde la funcion de crecimiento es de tipo Haldane, de la forma:

S
S) = mazx 2
:uM< ) Har KSM+S+ S

Ky

Nuevamente, considerando que se encuentra en un modelo de reactor conti-
nuo, se cumple que Q;, = Qout = @, v por lo tanto, el volumen de liquido en el
reactor 2 es constante, por lo tanto, el modelo queda de la forma:

XMQVQ = MM(SM2)(XM2V2) - QXMQ

SwmaVa = —kspins (Sa2) (Xar2Va) + Q(Sarn — Suz)
Sa2Va = Q(Sa1 — Saz)
Va=0
Asi, al dividir todo por V5 y definiendo Dy = % como la dilusién en el
segundo reactor, con unidad (d~!) resulta:

XMz = MM(SMz)XMQ — Dy Xnro
Swrz = —kspinr (Snr2) (Xasz + Da(San — Sar)
Sas = Da(Sa1 — Saz)

Asi, al juntar los modelos deducidos para ambos reactores, se obtiene el
Modelo Secuencial:

X.Al = pA(Sa1)Xa1 — D1 X

Sar = —kipiar(Sa1) X a1 + Di(Sarn — Sar)
Saz = Da(Sa — Sao)

Xarz = puar(Sur) Xar — Do Xy

Sut = kapta(Sar) Xa1 — D1San

Sarz = —kspiar(Sar2) Xarz + Do(Sarn — Sarz)

En este modelo, en contraste con el anterior, existen dos dilusiones D; y
Ds. A continuacion se realizara un cambio de variable, a semejanza del trabajo
presentado en [5], para en lugar de trabajar con dos tasas de dilusion, se trabaje
una variable de dilusién y una variable que represente ratio entre voliimenes.
Definase V' como el volumen total del sistema, es decir:
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V=V+V.

Y a su vez definase r, correspondiente a la proporcién de volumen total que
le corresponde al primer reactor, es decir:

Vi=rV.

Como V; <V, evidentemente r €]0, 1], y a su vez:

Vo= (1-1)V.

De esta forma, definiremos D, que se denominarda como ”dilusion total del
sistema”, correspondiente a:

_@Q

Considerando asi que @, el caudal de liquido entre los dos modelos es idéntico
para ambos reactores, se tendran:

D, =

=T

D, =
2 1—17r

Reemplazando estos valores en el modelo, se enuncia entonces el Modelo

Secuencial: )
Xar = pa(Sa)Xa — 2Xu

Sar = —kiprar(Sa1) Xar + 2(Samm — Sar)
Saz = 72 (Sa1 — Sa2)

Xz = pung (Sar) Xor — 12 X

SMl = kopa(Sa1)Xa1 — %SMl

Surz = —kspar (Sar2) Xarz + 72 (Sar1 — Suz)

Estados Estacionarios

En la presente seccion, se analizaran los estados estacionarios del modelo,
que se obtienen a partir de igualar a cero las ecuaciones del sistema dindmico.
A semejanza de lo ocurrido en el Modelo Simple, las variables acidogénicas,
que estan desacopladas del resto del sistema, (Sa1 v X41), constituyen un mode-
lo de Quimiostato Simple, por lo tanto, sus estados estacionarios corresponden
o bien al washout del sistema, o bien a la sobrevivencia del microorganismo.
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El equilibrio correspondiente al washout del microorganismo es X7%; = 0, y
S = Sam, Shs = S%;. El equilibrio de sobrevivencia se obtiene a partir de
D = 14(S%,). Por lo tanto, resolviendo para dicha situacién se deducen las

formulas:

D

S = Kgpg————m—
AL 4 Tl Amax — aD

1 *
k’_1 (SAIn - SAl)

* Qe
Sa2 = Sar-

Es apreciable que en ambos casos, %, = S%;, de modo que S, rara vez
sera considerado relevante para los analisis posteriores.

Respecto a las variables metanogénicas, lo mismo que en el Modelo Simple,
sus equilibrios dependen de los valores del equilibrio del caso acidogénico. En
caso que se cumpla X%, = 0, es evidente que S;;; = 0, y al ser este valor la
entrada para el sustrato del segundo reactor es apreciable que la funcién de
sustrato acidogénico se comportara como un Quimiostato sin tener influente
de entrada, y en dicho caso, las férmulas de equilibrio para X3, e S}, seran
ambas iguales a cero. En caso de existencia de microorganismo acidogénico,
pero washout de microorganismo metanogénico, se cumplird X3, =0y S}, =
ko X4 = S}\“m Finalmente en caso de coexistencia, la ecuacion para deducir el
equilibrio es = = uu(S%,5), que al ser reemplazada en el sistema, se deducen
las formulas

* —_—
XAl -

= k2 Xy

(:U'J\Imar(l r) :|: \/ HMmaz (- 7’))2 _ 4K5M
Krm

S = Kim

X = k_3(k2X:u - }\k/12)

Se puede apreciar que S}, es siempre proporcional a X};, de modo que, de la
misma forma como se consideré para S%,, no es considerado particularmente
relevante para el estudio de los puntos de equilibrio. Respecto a S};5 v X3 9, s€
resuelve la naturaleza ambigua de estas féormulas dada por el signo +, para el

signo negativo, se obtienen los valores:

maz(1—7 maz(1—T7
(uM D( ) 1) _ \/(1 _ Bm D( ))2 _ 4%%

Shires = Kim 5
* 1 * *
XM2S - k_g(k2XA1 - SMQS)
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y las correspondientes formulas para el signo positivo:

maaz (1T maz (1—7
(#M D( ) 1) _ \/(1 kM D( ))2 _ 4?511;1
2

(k2 X7 — Shrov)

* —
Siror = Kim
1
ks
que se demostrara posteriormente tienen comportamiento similar a sus analogas
en el modelo simple en cuanto a sus condiciones de estabilidad.

Nuevamente, sera tutil identificar los posibles estados estacionarios mediante
un vector F de la forma:

* —_—
XM2U -

_ * * * *
Ei_ [XAlv M27SA17 MQ]

para cada estado estacionario alcanzable por el sistema. En el caso del Modelo
Secuencial, las configuraciones posibles son:
9

El = [07 07 SA]’VH 0]
E2 - [ijlla 07 szll? kQX:H]
E3 = [ijllﬂ X]T/[257 S:b 52425]

Ey = [X01, X3u» Shs Shravl

En estos vectores, los equilibrios S%, y S};; no son considerados, por ser
superfluos, como ya se indicé. Asi como en el caso anterior, E; representa el
estado de washout global, que es cuando ambos organismos son eliminados del
sistema. Fs representa el estado de washout del microorganismo acidogénico,
pero no del metanogénico. F3 y F4 son ambos escenarios de coexistencia, pero,
como se puede esperar dados los resultados para el Modelo Simple, difieren en
su condicion de estabilidad.

Dados estos posibles estados estacionarios, existen cuatro posibles escenarios
para el sistema, cada uno de los cuales depende de la concentracion de entrada
Sarn y de los valores del vector (D, ). Estos escenarios son:

» Escenario I: Sélo E; es factible. En este escenario se demostrara que sélo

E es alcanzado desde cualquier condicion inicial de X5 v X 41 mayores
o iguales a cero.
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= Escenario II: Solo F; y E5 son factibles. En este escenario se demos-
trara que solo Fs es alcanzado desde condiciones iniciales de X0 y X a1
ambas mayores que cero.

=  Escenario III: Sélo F,, E>, E5 son factibles. En este escenario se de-
mostrard que sélo Fs3 es alcanzado desde condiciones iniciales de X0 y
X 41 ambas mayores que cero.

s Escenario I'V: Todos los estados estacionarios son factibles. En este es-
cenario se mostrara que solo Fy v Es3, pueden ser alcanzados desde con-
diciones inciales de X5 v X 41 ambas mayores que cero.

Asi como se vio en el capitulo anterior,los Escenarios I y II corresponden al
washout de algiin microorganismo, o de ambos, asi no son considerados escena-
rios deseables. El Escenario III se considera éptimo, puesto que la coexistencia
estda garantizada desde cualquier condicion inicial no negativa, y el Escenario
IV es considerado un estado peligroso, dado el riesgo de posible convergencia al
washout del microorganismo metanogénico.

3.1. Escenarios de Operacion

Preliminares

A continuacion, se presentaran resultados preliminares, de la misma forma
que se vio anteriormente para el Modelo Simple.

Teorema 6. Para condiciones iniciales no negativas, las variables de estado
del Modelo Secuencial permanecen no negativas.

Demostracion. En efecto, dado que el Modelo Secuencial es de la forma:

X1 = pa(Sa) X — DiXon

Sar = —kipar(Sa1) X a1 + Di(Sarm — Sa1)
Sas = Dy(Sa1 — Saz)

Xorz = par(Sar) Xor — Do Xy

5M1 = kopra(Sa1)Xar — D1Swun

Saz = —kapins(Sar2) Xar2 + Do(San — Srz)

para demostrar que valores menores de cero son inalcanzables, se mostrara qué ocu-
rre en cada variable al reeemplazar con cero la variable correspondiente.
Primero, nétese que:
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XAl\XAlz() =0
XMQlX]wQ:O =0
de esta manera, en caso que X 47 v X2 tengan condiciones iniciales mayores
que cero, eso implicard X 41 > 0y Xy > 0.
Por otra parte: _
Sa1|sa=0 = D1Sar, >0
Sur1|sy,=0 = kapta(Sa1)Xar >0

es decir, nuevamente se tendré en dicho caso Sa1 > 0, y Sy > 0.
Finalmente, para:
Sa2|54,=0 = D2Sa1 >0

SMQ\SMZ:O = DySy1 20

es decir, se tendra Sao > 0, vy Sy2 > 0, con lo que se demuestra que el modelo
nunca adquiere valores negativos, completando la demostraciéon para todo el
sistema.

Se pudo apreciar en el capitulo anterior que uno de los resultados mas tiles
para poder garantizar la estabilidad global de los equilibrios consiste en probar
que el conjunto w-limite del sistema dinamico se encuentra dentro de un conjun-
to compacto, de manera de poder aplicar el Teorema [l Asi, se demostrara este
resultado para el Modelo Secuencial a continuacion.

Teorema 7. El Conjunto w-limite del sistema dindmico asociado al Modelo
Secuencial se encuentra dentro de un conjunto compacto.

Demostracion. Se recuerda que el Modelo Secuencial es de la forma:
X1 = pa(Sa1)Xa — DiXa
Sar = —kiprar(Sa)Xar + D1(Sam — Sa1)
Sus = Da(Sa1 — Saz)
Xarz = piar(Sas2) Xar2 — Do X
Sart = kapa(Sa1)X a1 — DiSan
Surz = —kspnr (Sar2) Xarz + Da(Sart — Suz)
Dado que anteriormente en el Teorema[6]se demostré que todas las variables
se encuentran acotadas inferiormente por cero para condiciones iniciales posi-

tivas, bastard probar que las variables se encuentran acotadas superiormente.
Primero se enfocara la atencién en las ecuaciones:
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X;41 = MA(SAl)XAl —Di Xm
5;41 = —ky1pa1(Sa1) X a1 + Di(Sarn — Sar).

Estas funciones estan desacopladas con respecto al resto, y corresponde a un
modelo de Quimiostato Simple, que como ya se demostro en el capitulo anterior,
se encuentra acotado superior e inferiormente en sus dos variables.

Respecto a la variable Sy, al aplicar la transformacion:

2 = —ko X a1 + S,

se obtiene
z = —Dlz.

Dado que X 4; esta acotada superiormente, es facil deducir a partir del com-
portamiento de la variable z que la variable Sy se encuentra acotada también.

Respecto al resto de las variables, se utilizara la siguiente idea: se plan-
teard, de ser necesario, una transformacion que simplifique el problema, y luego
se acotaran las soluciones de las ecuaciones diferenciales basados en el conoci-
miento que estan asociadas a variables que ya se sabe estdn acotadas superior
e inferiormente. Para S5 la ecuacion diferencial asociada a su dinamica es:

Sas = Da(Sa1(t) — Saz).
Observemos que esta ecuacién diferencial tiene la forma:
& =ax + f(t)
x(0) = xg

que tiene como solucién:

donde:

De esta manera, para el problema planteado quedaran funciones de la forma:

fot €D1tSA1 (t)Dldt + i

San(t) = eDit
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t
= </ eDltSm(t)Dldt + 1:0) e Dt
0

Considerando que la funcién Sa;(t) estd acotada superior e inferiormente,
de esta forma es posible establecer, tomando la cota superior de Sy41, que deno-

minaremos K, se cumplira:

t
SAQ(t) S (/ eDltDlet + 93()) 6_D1t
0

= (K(eP*" = 1) + z0) e P
=K — (K —x¢)e P,

lo que nos indica que la variable S45 se encuentra acotada inferior y superior-

mente.
Falta demostrar para las funciones Sy;o v Xjyo. Haciendo uso de la trans-
formacion: z = ks X e + Sye, quedara la ecuacion:
z = (SMl(t) — Z)DQ.
De esta forma, se puede operar siguiendo la misma légica utilizada anterior-

mente. La solucion para z serd de la forma:
ft €D2t5M1 (t)Dth + i

2(t) = 0 o

t
= (/ GDQtSMl(t)Dth + xo) e D2t
0

y dado que ya se ha demostrado que Sy;; se encuentra acotado superior e
inferiormente, al reemplazar por la cota superior de Sy;;, que denominaremos

K se puede deducir que:
t
2(t) < (/ eP? Dy Kdt + xo) e~ Dt
0
= (K(e”* = 1) + zo) e 7%

=K — (K — x) e P

Y asi, nuevamente es evidente notar que z = Sy + k3 X2 estd acotada
superior e inferiormente. De modo que si demostramos que Spy;o se encuentra
acotada superiormente, se completara la demostracion, y en efecto, recordemos

que:
Sara = —kspiar(Sara) Xarz + Da(Sart — Sarz)
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y haciendo el cambio de variable: z = Sy» — K, donde K es la cota superior de
Shr1, se tendra:

z < =Dz,

es decir, z se encontrard acotada superiormente, implicando que Sj;2 también

lo esta, lo que completa la demostracién.
[ |

Escenario 1

El Escenario I, se recuerda corresponde a cuando sélo el equilibrio £ =
[0,0, Sarn, 0], correspondiente al washout del microorganismo acidogénico, es
factible. De forma similar a lo visto para el Modelo Simple, este escenario se
presentara cuando se cumpla la condicion:

D
,uA(SA[n) > 7 (31)

Veamos que la condicién enunciada implica que los equilibrios Fy = [X 4,0, 5%, k2 X 7],
Ey = [X01, Xiras, S4, Sinesl v Ea = [XGy, Xipau, Sh, Sipap] son infactibles. Re-
cordemos la féormula de los equilibrios acidogénicos:
D

TUAmaz — aD

* 1 *
XAl = k_l(SAIn - SAI)’

y notemos que la condicién (3.1)) es equivalente a que se cumpla:

Sh = Ksa

lo que implica que X}; < 0, mostrando que los equilibrios Fs, E3 y F4 no son
factibles.

Estabilidad para el equilibrio £; en el Escenario I

De la misma manera que su analogo del Modelo Simple, se demostrara bajo
las condiciones del Escenario I, el equilibrio F; correspondiente al washout de
ambos microorganismos, es globalmente asintéticamente estable para condicio-
nes iniciales de poblacion positivas.

De esta forma, se enuncia la proposicion:

Proposiciéon 4. Para la condicion del Escenario I (,uA(SAIn) > %), el equili-
brio Ey es globalmente asintoticamente estable desde condiciones iniciales de
poblaciones y de sustratos mayores o iguales a cero.
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Escenariol

Existencia de micr.
acidogénico

Figura 3.2: Diagrama mostrando las condiciones para el Escenario I, en el Mo-
delo Secuencial, utilizando » = 0,5. El area en blanco corresponde al Escenario
[. El area en amarillo corresponde a zonas donde la existencia del microorga-
nismo acidogénico esta garantizada. El area es claramente menor que el area
correspondiente para el Modelo Simple, y puede probarse que esto es el caso
para cualquier valor de 7.

Demostracion. Primero que nada, se recuerda que el Modelo Secuencial es de

la forma: .
X1 = pa(Sa1)Xa1 — D1 X

Sar = —kiprar(Sa1) X a1 + D1(Samm — Sa1)
Sus = Da(Sa1 — Saz)

XM2 = ,MM(SM)XM — Dy Xy

S = kapra(Sa) X a1 — DiSan

Surz = —kspunr (Sar2) Xarz + Da(Sar1 — Su)

donde recordemos que D; = % y Dy = 1%. De esta forma, la condicién enun-
ciada corresponde a p(Sar,) < Di. Se nota que las variables Sy1 y X 41, forman
un Quimiostato Simple, y dada la condicién del Escenario I, se tiene que estas
variables convergen de forma globalmente asintéticamente estable a los valores
Sam v 0 respectivamente, gracias al Teorema . Para el resto de las variables
podremos aplicar el Teorema |4, dado que demostramos en el Teorema [7| que el
conjunto w-limite del modelo se encuentra dentro de un conjunto compacto.

La variable S4o descrita de forma semiautéonoma se plantea:
Sz = Da(Sa1(t) — Saa),
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y al hacer t — oo en Sa1(t), obtenemos el sistema asociado:

Saz = Dy(Sam — Saz).

Resolviendo el sistema asociado, se deduce facilmente que cuando t — oo se
cumple Sqo — Sar,, de donde deducimos que esto se cumple también para el
sistema semiauténomo, al aplicarse el Teorema [4]

La variable Sy, por su parte, de forma semiauténoma se plantea:

S = kopra(Sa1(t) X a1 (t) — DS,

y al aplicar ¢ — oo en Sa1(t) y Xa1(t) obtenemos el sistema asociado:
San = —DiSy.

Es evidente, por lo tanto, que Sy;; — 0 cuando t — 0o, lo que se cumple para
el sistema semiauténomo al aplicarse el Teorema [}
Finalmente, para las variables Syo v X2, en forma semiauténoma son:

X = poar (Sar2) Xare — Do X o
Sz = —kspinr (Sn2) Xare + Da(Sw(t) — Suz)

y al aplicar ¢ — oo en la variable Sy (t) se obtendra el sistema asociado:

XMz = MM(SMz)XMQ — Dy Xnro
Sara = —kspiar(Sara) Xarz — DaSara)

de donde se puede apreciar directamente que Sy, — 0 cuando ¢t — oo, puesto
que Sy < —DsSpye. Ademas, al hacer el cambio de variable z = ks X 0 + Siro,
se aprecia que z cumplira:

z = —DQZ

es decir, cuando t — oo, se tiene z — 0, y por lo tanto, ks X + Sy — 0,y
como Syo — 0 entonces necesariamente se cumplird X0 — 0 para el sistema
asociado, y asi, esto se cumplird, para el sistema semiauténomo, gracias al
Teorema [f] demostrando de esta forma la estabilidad global del equilibrio F;
bajo las condiciones del Escenario I. [ |

Escenario 11

Se recuerda que el Escenario II es definido como cuando los equilibrios F; y
E5 son factibles en el sistema. Veremos que el equilibrio By = [ X%, 0, 5%, k2 X4;],
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correspondiente a la sobrevivencia del microorganismo acidogénico, y el washout
del metanogénico, es alcanzado de forma global y asintéticamente estable des-
de condiciones iniciales mayores que cero de poblaciones de microorganismos.
A semejanza de lo visto para el Modelo Simple, la condicién que define este
escenario estara dada en primer lugar por:

D
- < pa(Sam)

que garantiza la sobrevivencia del microorganismo acidogénico, y se asumira en
adelante que se cumple para este escenario. Ademas, estara la condicién:

D +
T, > (ST

donde:

St = X41 X41 < Smaac
Stmaz S}\k41 > Smaz

vV Smaz corresponde al valor de sustrato donde se alcanza el maximo de la funcion
Haldane. De la misma forma que se hizo en el capitulo anterior, se analizaran
ambos casos y se obtendran dos condiciones para este escenario. Se recuerdan
las féormulas:

* 1 *
XAl = k_l(SAIn - SAI)

SX/H = k2X21

maz (1= maz(1—7
(.uM D( )_1)_\/(1_MM D( ))2_4?115
2

* —_
M2S — KIM

Ma2s = %(/@Xﬁu — Sir2)-
3

Se tendrd que Xj5¢ v Sijeg corresponden a los estados estacionarios al-
canzables por el sistema en el caso de coexistencia, y ademds S},4g cumple la
condicion 2= = i (Shas)-

Asi, la primera condicién que se analizara es el caso Sh;; < Spae, donde la
condicién de washout es: D

T >t (Sin)- (3.2)
—r

Veremos que esto implicara la infactibilidad de los equilibrios F3 y Ej, puesto
que esta condicién es equivalente a: {2 > NM(%(SAM — S%.)), v por lo tanto
se tendra:

* k *
Siras > k—j(SAm ~Sh)
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k
S < k—lszm + 5%
2

condicién que resulta ser equivalente a plantear:

Xips <0

y como Xy < Xiag, se deduce la infactibilidad de los equilibrios E5 y Ej.
Esta condicién en particular se puede parametrizar en el plano (D,r), y més
adelante explicitaremos una parametrizacion para determinar los limites de esta
condicion.

Finalmente, para el caso en que Sy,a. > S/, la condicién del Escenario 11
corresponde a:

> par(S) (33)
restriccion que en este caso corresponde al conjunto de puntos por encima de
una recta en el plano (D,r). Nuevamente, al sustituir estos valores de % en
las formulas de los equilibrios metanogénicos en E3 y Ey, se obtendran ntme-
ros complejos con parte imaginaria no nula, lo que los convierte en equilibrios
infactibles para este caso.

Estabilidad para el equilibrio £5 en el Escenario II

De la misma manera que su analogo del Modelo Simple, se demostrara que
el equilibrio F5, para las condiciones enunciadas del Escenario II, es global y
asintéticamente estable desde condiciones iniciales de poblaciones mayores que
cero.

De esta forma, se enuncia la proposicion:

Proposicion 5. Para las condiciones del Escenario I1:

D
- < pa(Sarm)

D
__ St
1_T>:U’M< )7

el equilibrio Es es globalmente asintoticamente estable.desde condiciones inicia-
les de poblaciones mayores que cero y de sustratos mayores o iguales a cero.

Demostracion. Primero que nada, se recuerda que el Modelo Secuencial es de
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la forma: _
Xa1 = pa(Sa1)Xa1 — D1 X

Sar = —kipar(Sa1) X a1 + Di(Sam — Sa1)
Sus = Da(Sa1 — Saz)

XMQ = ,MM(SM)XM — Dy Xy

SM1 = kopra(Sa1)Xar — D1Swn

Surz = —kspnr (Sar2) Xarz + Da(Sar1 — Suz)

donde recordemos que D; = % y Dy = %. Las variables S41 v X 41, forman un
Quimiostato Simple desacoplado del resto del modelo, y dado que el Escenario
II, asume la condicién pa(Sar,) > D1, en dicho caso se garantiza que estas
variables convergen de forma global y asintoticamente estable a los equilibrios
factibles X%, y 5%, gracias al Teorema] Para el resto de las variables podremos
aplicar el Teorema [, dado que demostramos en el Teorema [7] que el conjunto
w-limite del modelo se encuentra dentro de un conjunto compacto.

La variable S4o descrita de forma semiautéonoma se plantea:

Sps = Dy(Sa1(t) — Sa2),

que por su parte, al hacer ¢ — oo en S41(t) se obtiene el sistema asociado:

Sz = Da(S%; — Saz).

Resolviendo el sistema asociado, se deduce facilmente que cuando t — oo se
cumple: S4o — 5%, lo que nos garantiza que se cumple también para el sistema
semiauténomo, al aplicarse el Teorema [

La variable Sy, por su parte, de forma semiauténoma se plantea:

S = kopa(Sa() X a1 (t) — DiSan,

y al aplicar t — oo en las variables Sy41(t) y Xai1(t), obtenemos el sistema
asociado: .
SMI = kQDlXjﬂ — Dlle.

Es evidente, por lo tanto, que Sy — ko X, cuando ¢ — oo en el sistema
asociado, y por lo tanto, en el semiauténomo también, al aplicarse el Teorema

E1

Finalmente, para las variables Syo v X2, en forma semiautéonoma son:

X = par (Sar2) Xare — Do X o
Sz = —kspins (Sn2) Xara + Da(Sy(t) — Suz)
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y, al hacer ¢t — oo, en la variable X (%), se tendra como sistema asociado:

XMz = ,UM(SMQ)XM2 — Dy X2
Sara = —kspinr(Sara) Xarz — Da(Sky, — Sara)

es decir, un Quimiostato Simple con sustrato de entrada S};;. Dado que las
condiciones del Escenario II estan planteadas explicitamente de tal forma de
garantizar el washout en este caso, gracias al [3], entonces se garantiza el washout
de forma global y asintoticamente estable para este sistema asociado, y por lo
tanto, gracias al Teorema [4], del sistema semiauténomo a su vez, completando
de esta forma la demostracién para todo el modelo. |

Escenarios 111 y IV

A semejanza de lo visto para el Modelo Simple, los Escenarios III y IV co-
rresponden a cuando las condiciones de los escenarios anteriores no se cumplen,
permitiendo que sea factible la coexistencia. Para esto se deben cumplir las
condiciones:

D
s < pa(Sarm)
D
— < ST,
T < k(ST
que permiten que sea posible la coexistencia en el Modelo Secuencial. Se recuer-
da que los Escenarios III y IV se distinguen en que en el Escenario III sélo los

equilibrios Fq, E5 y E3 son factibles, y en el Escenario IV todos los equilibrios
son factibles, distincion que viene dada por la condicion:

D *
< uu(Sin) (3.4)
—r
que, de cumplirse, veremos que corresponderd a la infactibilidad del Escenario
IV.

Recordemos que s (Shop) = 12, v im(Shmy) se encuentra en la fase
decreciente de la funcién Haldane, asi deducimos que la condicién (3.4]) implica:

S?MQU > S}k\/lla

lo que a su vez implica:

* 1 * *
Xy = k_B( 1 — Sar) <0,

es decir, el equilibrio F, es infactible.
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i Di

Figura 3.3: Areas correspondientes en el plano (D, r) a escenarios en el Modelo
Secuencial, con Say, fijo. El 4rea en negro corresponde al Escenario 1. El area en
blanco corresponde al Escenario II. El area amarilla corresponde al Escenario
III, coexistencia en condiciones seguras. El area verde corresponde a Escenario
IV, coexistencia con riesgo de washout de microorganismo metanogénico. La
condicién en el diagrama de la izquierda es Saz, = 5(g/l), en la derecha es
Sarm = 10(g/l). Puede verse que mientras mayor el valor de S4s,, més drea es
cubierta por la correspondiente al Escenario IV.

Si la condicion se cumple, entonces el Escenario III toma lugar, y esto
garantiza que Fj3 sea el inico equilibrio alcanzable desde condiciones iniciales de
poblaciones mayores que cero. Si no se cumple, entonces el Escenario IV toma
lugar, y hay riesgo de washout del microorganismo metanogénico cuando las
condiciones iniciales de poblacién son lo suficientemente bajas.

Mas adelante, se deducira una curva de nivel respecto de la férmula que
permitira separar las zonas de cada escenario.

Estabilidad para equilibrio F5 en el Escenario II1

Proposicién 6. Para las condiciones del Escenario I11:

D
s < ,UA(SAIn)

D *
11—, ° fiv (Shrn)

el equilibrio de coexistencia E3, es globalmente asintooticamente estable desde
cualquier condicion tnicial de poblaciones mayores a cero, y de sustratos mayo-
res e iguales a cero.
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Demostracion. Primero que nada, se recuerda que el Modelo Secuencial es de

la forma: _
Xa1 = pa(Sa1)Xar — D1 X

Sar = —kipar(Sa1)Xar + D1(Sarm — Sar)
Saz = Da(Sar — Saz)

Xarz = par(Sar) Xar — Do X

5M1 = kaopra(Sa1)Xar — D1Swun

Shz = —kspine (Sar2) Xarz + Da(Syn — Sur2)

donde recordemos que D; = % y Dy = 1%. Una vez més, hacemos notar
que las variables X4; y Sa; corresponden a un Quimiostato Simple, y por
lo tanto convergen a sus respectivos equlibrios X7}, y S%; de forma global y
asintoticamente estable, dado que se asume que las condiciones del Escenario
I no se cumplen. Gracias al Teorema [7] sabemos que el conjunto w-limite del
modelo se encuentra dentro de un conjunto compacto, asi podremos aplicar el
Teorema 4] para el resto de las variables.

De esta forma, respecto a la variable S 45 se puede plantear el sistema semi-

auténomo:

Sas = Dy(Sa1(t) — Sa2),

donde al aplicar t — oo a la variable Sy4;(t) se obtiene el sistema asociado:

Saz = Da(Sh) — Saa),

y es trivial notar que en este sistema se cumple que S4o — S%; cuando ¢t — oo,
de modo que gracias al Teorema [4] se garantiza que se cumple lo mismo para el
sistema semiautonomo.

Nuestro siguiente sistema semiauténomo a considerar es:

San = —D1Syn + kopa(Sai(t)Xan(t),

donde haciendo ¢ — oo en las variables S41(t) y Xa1(t), se obtendra el sistema
asociado:

SMl = —D1Sy1 + ko D1 Xy,

que, nuevamente, es trivial verificar que para este sistema Sy;; — ko X}, cuando
t — o0, y gracias al Teorema [4| esto se cumplird a su vez para el sistema
semiauténomo.

Finalmente, quedan las ultimas dos ecuaciones semiauténomas, de la forma:
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Sara = —kspiar(Sara) Xarz + Da(Sar (t) — Sarz)
XM2 = (MM(SMz) - D2)XM2

Donde haciendo t — oo en la variable Sy (), se obtiene el sistema asociado:

Sare = —kapins(Sar2) Xara + Do( S — Sara)
X].\/[Z = (MM(SM2) - DZ)XMQ

Es decir, queda un modelo de Quimiostato Simple, con variable de sustrato
de entrada: S},,. Dado que en este caso estamos asegurando la condicién Dy <
e (Strq), luego es posible, gracias al Teorema , establecer que este sistema es
globalmente asintoticamente estable para las condiciones iniciales enunciadas,
y por lo tanto, también para el sistema semiauténomo gracias al [} Con esto
hemos demostrado que el equilibrio F3 es globalmente asintoéticamente estable

desde condiciones iniciales de poblacién mayores que cero.
|

Finalmente, el Escenario IV tendrd condicién como vimos 12 > pa(Shy),
en donde todos los equilibrios seran factibles, y los equilibrios Ey v Es3 seran los
unicos alcanzables desde casi todas las condiciones iniciales mayores e iguales a
cero, es decir, habrd riesgo de Washout del microorganismo metanogénico, en
particular para condiciones iniciales de poblacién bajas.

Como comentario final, es sencillo notar que respecto a las bifurcaciones, las
transiciones entre los modelos son iguales a las vistas para el Modelo Simple.
Las transiciones entre escenarios I y II, II y III, III y IV, corresponden a bifur-
caciones transcriticas, y la transicion entre el escenario IV y II corresponde a
una bifurcacién silla-nodo.
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Escenario

Condicién para
el Escenario

Condicion de Estabilidad

D > /,LM(kQS}kW]_)

Escenario I | £ > ta(Sarm) E es globalmente asintéticamente estable.
Escenario 11 % < pa(Sam) | F2 es globalmente asintéticamente estable
1& > pp(ST) para condiciones inciales de poblaciéon ma-
yores que Cero.
Escenario 111 % < pa(Sam) | F3 es globalmente asintéticamente estable
Z < uM(S+) para condiciones inciales de poblacién ma-
D < pp(Si) yores que Cero.
Escenario IV % < (S am) | B2 y Es3 son localmente asintéticamente es-
% < u v (ST) | tables para condiciones inciales de poblacién

mayores que cero.

Cuadro 3.1: Tabla Resumen de Estabilidad para los Escenarios de Operacién
del Modelo Secuencial
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Capitulo 4

Comparaciones de Condiciones
de Coexistencia y Estabilidad

En este capitulo se realizaran comparaciones entre las condiciones de co-
existencia y estabilidad para los equilibrios entre ambos modelos, tomando en
consideracién los valores de D, r y Sar,. Recordemos que en el Modelo Simple,
D corresponde a la tasa de dilusién del reactor, es decir, el cociente entre @,
el caudal de liquido entrante, y V', el volumen del reactor. En contraste, en el
Modelo Secuencial, D corresponde al cociente entre el caudal @) y la suma del
volumen de ambos reactores, V', y por su parte r corresponde a la proporcion de
dicho volumen en cada reactor, con el primer reactor teniendo un volumen rV
y el segundo (1 — r)V. Habitualmente, se supondra que ambos modelos tienen
los mismos valores de D y Sar,, v luego se estableceran comparaciones para
valores variables de r.

4.1. Condiciones de Coexistencia

En los capitulos anteriores vimos que para determinar criterios de coexisten-
cia bastaba con determinar las condiciones en que los equilibrios de coexistencia
son positivos. En esta seccion determinaremos para qué valores de Dy Sar,
en el Modelo Simple, y (D, ) y Sar, en el Modelo Secuencial estas condiciones
se cumplen, y estableceremos comparaciones entre ellas. Dado que de aqui en
adelante se tratard con los equilibrios como funciones de D y (D,r), se alte-
rard ligeramente la notacion de los equilibrios, presentandolos como funciones
de estas variables, para recordar los parametros que estan siendo considerados
en cada féormula de equilibrio.

Para el Modelo Simple, recordemos, la condicién del Escenario I, anterior-
mente vista en el Capitulo 2, correspondiente al washout de ambos microorga-
nismos, es:

o4



Capitulo 4. Comparaciones de Condiciones de Coexistencia y Estabilidad

D > 114(Sam) (4.1)

y, por otra parte, la condiciéon del Escenario II, correspondiente al washout de
s6lo el microrganismo metanogénico, es:

,uA(SA]n) >D > ,uM(S+) (4.2)

donde:

Smax kZXZ(D) > Smax-

V Smaz, Se recuerda es valor de sustrato donde se alcanza el maximo de la
funcién Haldane. De modo que esta restriccion estara definida para dos tramos
de valores de ko X% (D).

Analicemos el caso ko X% (D) > Spaz, para determinar los valores de D que
permitan la coexistencia. Recordemos la férmula del equilibrio X} (D):

S+ _ { kQle(D) k2XZ(D) < Smaa:

X3(D) = 1 (S — S3(D)).

El caso que estamos considerando, ko X% (D) > Sy, implicard entonces:

k
SAIn - k_lsma:p > S,*A(D)a

2
y como pa(S%) = D, tendremos la restriccion:

A <SAI” — %Smaz> > D. (4.3)

2

Podemos notar de inmediato que si esta restriccion se cumple, entonces
también se debe cumplir necesariamente pa(Sar,) > D, dado que la funcién
pa(+) es mondtona creciente, de modo que se sabe inmediatamente que se debe
estar en una situaciéon donde la sobrevivencia del microorganismo acidogénico
esté garantizada.

Por otra parte, recordemos que en el Capitulo 2 vimos que, cuando ks X} (D) >
Smaz, 1a sobrevivencia del organismo metanogénico estd sujeta a la restriccion:

D < t12s(Somas). (4.4)

En adelante, nos referiremos a esta cantidad, pip(Smez) como A, tal como
la habiamos definido en el Capitulo 2, y recordemos que corresponde al valor
maximo alcanzado por la funcién Haldane, que corresponde a:

Ko
VEsyu + 2vVEKu

A= HMmaz
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donde los valores finmaz, Ksar, Krar son parametros de la funcion de crecimiento
Haldane, dada por:

S
Kt (S ) = KUMmazx 3
Kon + S+ 72—
Entonces, considerando las restricciones y , para el Modelo Simple
puede caracterizarse que una cota para los valores de D que puedan posibilitar
la coexistencia en este caso estan dados por:

k
Dpta1 := min {,uA (SAI” — k—lsmm> 7A} . (4.5)
2

Ahora realizaremos el mismo analisis para el Modelo Secuencial. Como vimos

en el Capitulo 3, la condicion del Escenario I, correspondiente al Washout global,
es:

D
— > palSam), (4.6)

y, por otra parte, la condiciéon del Escenario II, correspondiente al washout de
s6lo el microrganismo metanogénico, corresponde a que la restriccion (4.6) no
se cumpla, y ademas:
D
—_— > St
T > h(S7)

donde para este caso ST se define:

ST = ]T/[l(D7T) 7\41(D,7’) < Shaz
Smam ]*\41(D7r> > Smax-

Ademds, Si;,(D,r) = ko X%, (D, 7). Nuevamente, nos centraremos en el caso
ko X4, (D, 1) > Spas, para determinar los valores de D que permitan la coexis-
tencia. Recordemos la férmula del equilibrio X%, (D, r):

* 1 *
XAl(Dﬂ”) = = (SAIn - SA1(Da7°)) .

1
El caso que estamos considerando implicara:
ka1

SAIn - _Smaz > Sj:ll(Da 7’),
ko

y como 114(S%;) = £, tendremos la restriccion:

k1 D
- — —. 4.
Ha (SAIn ]{:2 Smaa:) > r ( 7)
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Esta desigualdad nos entregarda un conjunto valores maximos para D y r
para el caso que estamos considerando. Por otra parte, recordemos que en este
caso el washout del microorganismo metanogénico estara sujeto a la condiciéon:

D
1—r
Las desigualdades y (4.8) en conjunto nos entregarén, lo mismo que en
el Modelo Simple, los valores de D y r maximos para garantizar la coexistencia.
En este caso, podemos obtener una férmula explicita para el valor maximo para

D en el Modelo Secuencial, que se obtiene al intersectar las rectas en el plano
(D, r):

> A. (4.8)

k
D = A (SAIn - k_lsmax>
2

D= (1-r)A.

El valor de D en la interseccién de estas rectas corresponde a:

k
ha (SAITL - k_;Smax> A

. .

HnA (SAIn - k_;Smax> + A
Este valor corresponde a la cota maxima de D para el Modelo Secuencial en

el caso que estamos considerando. Para valores por sobre este D serd imposible
la coexistencia en el caso que planteamos, y, como puede verse directamente, este
valor siempre es menor que su correspondiente cota (4.5) del Modelo Simple,
es decir D.yiq1 > Deotan. De esta forma, bajo este criterio de comparacion, el

Modelo Simple admite mas valores de D para permitir la coexistenca en relacién
al Modelo Secuencial.

Deotaz = (49)

4.1.1. Curva de nivel para X;,,¢ > 0 en el Modelo Se-
cuencial

A continuacion estudiaremos el caso Xy, > 0, el cual nos permitira distin-
guir entre las zonas de coexistencia y las zonas de washout del microorganismo
metanogénico en el Modelo Secuencial. Esto requerird entrar a trabajar alge-
braicamente de forma explicita con los equilibrios en funciéon de D y r. Sin
embargo, veremos que una parametrizacion de estos valores nos permitird po-
der efectivamente despejar D, y de esta forma, poder concluir sobre los valores
que permitirdn la factibilidad e infactibilidad de estos equilibrios.

Empecemos recordando las férmulas de los equilibrios del sustrato y mi-
croorganismo acidogénico, en el primer reactor, que se obtienen de resolver
pa(Sar) = %, es decir:
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D

S5 (D = Kgy——m—
Al( ’r) SA,UAmaxT—D

* ]' *
XA1(D>7“) = k—(SAIn - SA1(D’7°))-

1
Ademas, recordemos las féormulas de sustrato y microorganismo metanogéni-
co en el segundo reactor y se recuerda que estos equilibrios se obtienen de re-
_ _D e
solver pups(Sa2) = 77, es decir:

/-”Wmaz(l_"’) _ _ _ #Mmam(l_r) 2 _ 41K
vas(D.7) —KIM( 2 & \/(1 b )~ e
M2S ) -

2

* 1 * *
Mas(D, 1) = k_3(k2XA1(D>T) — Sias(D,1)).

De esta forma, el caso que sera estudiado queda escrito inicialmente de la
forma:

1
ks
Dada la dificultad presentada por estas férmulas, y la dificultad de plantear
relaciones directas entre estos equilibrios, que se obtienen cada uno de distintas
funciones de crecimiento, se planteara una parametrizacién de r en funcién de
D y un parametro 6, con el objetivo de poder despejar D.
Primero, definamos:

(ko X4 (D, 1) — Sho(D,1)) > 0. (4.10)

A
0:=—(1—r).
S(1-7)
Notemos que 6 representa la proporcion entre A y la dilusion en el segundo
reactor %. El caso 8 = 1 representa l—i = A, es decir, la recta en el plano

(D, r) de valores méximos para las dilusiones que permitan la sobrevivencia en
el segundo reactor. Claramente 6 no puede ser menor que 1 puesto que en dicho
caso, 1—lfr > A, lo que llevaria inmediatamente a washout del microorganismo
metanogénico. Asi tomaremos sélo casos cuando # > 1. Un valor alto de 6
corresponderda a valores de % que sean bajos en relacién con A.

La estrategia para poder despejar D sera reemplazar r por su parametriza-
cién en funcion de D y 0, asumiendo, claro, que estos valores no podran adquirir

valores que no tengan sentido para r, es decir, que se debe cumplir:

Do
—1- 27 0,1
r A €]0, 1]

Podemos ver que si permitimos 6 €]1, 00[, va a implicar que D estard res-
tringido por:
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A
0<D<—.
< <9

De modo que cuando estas condiciones se cumplan, podemos asumir que
nuestra parametrizacion tiene sentido, ya que implicaran que r €]0, 1].
Asi al reemplazar r parametrizada en los equilibrios relevantes, nos queda:

XA1(07 -D) = k:_l (SAITL - KSA/ILAmax _ D (;U'A:/r\naze + 1))

(;U']Wma,ze _ 1) _ \/(1 — M)Q — 4I(S_M
Sﬂzs(e) = Ky = 9 - ol

Observe que el valor de S};5¢ ha quedado independiente de D, y ahora
solo esta en funcion de 0. Esto nos facilitard enormemente poder despejar la
restriccion para D y dejar ésta en funcion de 6. Volvamos a nuestro problema
entonces, y escribamoslo de la forma:

k
k1 X, (0, D) — k_;SXJZS‘(G) >0, (4.11)

que es equivalente a:

D Ky

Sam — K — —575q(0) > 0.
Al o4 HAmaz — D (—“AX‘“””Q -+ 1) kZ MQS( ) -

En este punto sera 1til reordenar el problema utilizando las siguientes fun-
ciones auxiliares:

k
7(0) i= Sam = 7 Siras(0)
k (MMXaz@ _ 1) _ \/(1 . MMrKaze)Q _ 4%_}1\\4/1
— SAITL - _KIM
ko 2

W(0) = %M 1>0.

Reemplazando estas funciones en (4.11)), tendremos:

D
0)— K >0
T( ) 54 HAmaz — D¢(9) a

lo que es equivalente a:
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Asi, es posible ahora despejar una restriccion para D, que nos quedara fi-
nalmente:
7(0)
Ksa+7(0)y(0)
Ahora se plantea el problema que los valores de D(0) sean consistentes
con los criterios que establecimos y con la factibilidad de todos los equilibrios
involucrados. Para esto, volvamos un paso atras, y recordemos que:

D < tiamaz = D(0). (4.12)

k1
7(0) = Sam — k—; ias(0),

y asi podemos escribir (4.11]) de la forma:
7(0) = S (D, 0) = 0.

Notemos que si 7(6) < 0, eso deberd implicar necesariamente que S%; (D, 0) <
0, lo que constituiria un equilibrio infactible. Por lo tanto, podemos asumir que
sélo nos interesaran los casos en que 7(6) > 0.

Por otra parte, recordemos que D debe estar restringida por las relaciones:

A
0<D<—.
< <(9

Si7(0) > 0, de (4.12)) se deduce que D(6) > 0, y por lo tanto, D < D(6)
con D > 0 tiene sentido.

A
Veremos ahora que D(0) < 7.

Recordemos que 1(6) es de la forma:

mal‘e A
W(0) = % >0,

por lo tanto, al reemplazar en (4.12)), D(0) se escribe de la forma:
A
D(0) = P e

HAmazx ,uAmu.:vT(e)

Reescribiendo D(#) de esta forma, es evidente que este valor siempre esta por
debajo de 4 cuando 7(6) > 0. Por lo tanto 7(f) > 0 es condicién suficiente para
garantizar que los valores de D(f#) obtenidos sean consistentes respecto a los
criterios establecidos para 6 y D, y estaran asociados a su vez a valores de
r €0, 1].

Hasta ahora, hemos podido despejar una restriccién D en funcién de 6, con
la ayuda de dos funciones auxiliares, 7(0) y (), y pudimos ver que cuando
7(0) > 0, nuestra parametrizacién entregara restricciones de D vélidas para las
condiciones que permitan que los equilibrios sean factibles, y para r €]0, 1]. Por
tanto, el problema a continuacion sera establecer si es que existen valores de
7(0) que sean positivos.
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Para empezar, notemos que el signo de 7(0) no estda inmediatamente claro
para # > 1. Para aclarar este punto, nos sera til calcular su derivada respecto
a 6 y asi poder inferir conclusiones respecto a su comportamiento. Recordemos
que 7(0) la definimos:

maze maze K
kl (MMA _ 1) _ \/(1 _ MMA )2 _ 4}52/11
7(0) = Sam — —Kiu '
ko 2
Para calcular la derivada de 7(6) respecto a 6, nos serd util considerar la
siguiente funcién auxiliar:

¢(9)::”M+”9—1>0 Vo > 1

#(0) = “MXW >0 V> 1.

De esta forma:

7'(9) = SAIn — —Kin

_h , o(0)
= Kind'(0) 50 4%

Kim

7(0) —11>0 Vo > 1,

es decir 7(0) es creciente para 6§ > 1. Por otra parte, puede probarse que si
hacemos 6 — oo, tenemos 7(0) — Sar,. Lo que esto nos quiere decir es que, si
bien el valor de 7(6) puede partir siendo negativo para # = 1, necesariamente
debe existir un valor 6* tal que 7(f) > 0 para todo § > #*. Claramente, si
7(1) > 0, en dicho caso podemos tomar sencillamente #* = 1, y la condicién
requerida 7(0) > 0 se cumplird para todo 6 > 1.

Recapitulando, hasta ahora hemos obtenido que D(f) es consistente con
todas las restricciones que impusimos cuando 7(0) > 0, y ademds, siempre existe
un valor 6* tal que para todo € > 6* se cumple 7(0) > 0. Ahora concentrémonos
en el borde de nuestra desigualdad, es decir:

7(9)
Ksa+7(0)0(0)
Este caso corresponde a los valores de D ubicados justamente en la curva
X3res = 0, y nuestra parametrizacién anterior implica que para valores de D

menores que estos, dado un valor de 0 fijo, estaremos necesariamente en zona
de posible coexistencia. A continuacion estableceremos una cota maxima para

D = D(0> = HAmazx

61



Capitulo 4. Comparaciones de Condiciones de Coexistencia y Estabilidad

3.15&5
0.122f
3.1:35
3.1135

0.118 |

1.05 1.10 1.15 120

Figura 4.1: Gréfica de la funciéon D(0) para 6 € [1,1,2], con Sar, = 5(g/l). Se
puede apreciar graficamente la existencia de un valor méximo.

D(8), probando que esta funcién tiene un tunico méaximo (ver la figura [4.1)).
Esto lo haremos obteniendo la derivada de la funcién D(6), que nos queda de
la forma:

/ _ HAmazx - —D(OF(0)?)
D'(0) = Kar 1 7(0)0(0) (Ksat'(0) — ¢'(0)7(0)*)

Para simplificar, veamos que v’() es constante, pues:

/ o M Amazx

asi que escribamosla de aqui en adelante como K. Vemos asi que D'(f) la
podemos escribir como producto de las siguientes dos funciones:

_ HAmaz
IO = Tar s 1000

9(0) = (Ksat'(0) — K7(6)?).

Recordemos que estamos restringiendo 6 para valores en que 7(6) > 0, es
decir, 8 > 6*, como lo habiamos definido anteriormente. Puede verse facilmente
que f(6) > 0. Ahora, centrémonos en g(f).

Dado que estamos tomando valores de 6 €]6*, co[, veamos cuéles son los
limites en cada uno de los extremos del intervalo. Primero que nada, se tiene:

62



Capitulo 4. Comparaciones de Condiciones de Coexistencia y Estabilidad

lim g(6) > 0.

0—6*+
en efecto, puesto que puede probarse en limy_,;+ 7/(6) = +00. Y cuando 6* > 1,
se tiene 7(6*) =0y 7'(0*) > 0.
Por otra parte, como 7'(0) — 0y 7(0) — Sar, cuando 6 — oo, es facil ver
que:

lim ¢(#) < 0.
06— 00

Ahora veremos el comportamiento de la derivada de ¢g(#). Primero notemos
que la segunda derivada de 7(@) respecto a 6 es:

I{j _4KSM
7(0) = = K1 (0)° ol IR (b
: (002 —a50) 3

Asi, 77(0) < 0y (7(0)%) = 27(0)7'(0) > 0, para todo 6 > 6* de modo que
podemos deducir:

g(0) <0 Vo > 6.

Con esto, podemos concluir que existe un tnico valor 0 > 6* tal que g(f) = 0,

y por lo tanto, D'(#) = 0.
Es sencillo ver que este valor corresponde a un maximo, puesto que:

D"(0) = f(0)g(6) + f(0)g'(6) = f(6)g'(#) <O.

Asi, hemos probado la existencia de un méaximo valor de D(f) que debe
corresponder a una cota superior de valores de D que permitan coexistencia,
y asi es facil apreciar que para valores de D menores de los encontrados en la
curva D(0), siempre podremos encontrar valores de r que permitirdn cumplir
con la condicién de posible coexistencia, es decir, X}395 > 0.

La funcién D(#) que hemos obtenido representa los valores en el caso X6 =
0. Nos sera ttil obtener la parametrizacion equivalente para r, de modo que po-
damos construir explicitamente la curva § — (D(6),7r(0)) en el plano (D,r).
Obtener la parametrizacion de r es sencillo, pues se recuerda que r = 1 — DTQ,
de manera que al reemplazar con la férmula obtenida para D(f) se obtiene que:

1 i HAmax 97—(0)
A Ksa+7(0)0(0)

Respecto a esta funcién, se demostrard el siguiente resultado:

r(0) =

Proposicién 7. Cuando 8 — oo, ocurrird que r(6) — 0.

63



Capitulo 4. Comparaciones de Condiciones de Coexistencia y Estabilidad

Demostracion. Para estudiar el comportamiento de r(#) cuando 6§ — oo, pri-
mero se notara que:

¢(0) _ HAmaz 1
o A 0

y se recuerda:
lim 7(0) = Sazn.

60— 00

De esta forma, podremos escribir r(6) de la forma:

HAmazx T(Q)
K max T 0 ’
A Bpa g7 (f) bages + %
Y, claramente, al hacer tender § — oo en esta ultima expresion, se obtiene

facilmente que limgy_,, r(0) = 0. [ |

r@)=1-

Hemos podido plantear, dos parametrizaciones que nos permiten distinguir
entre las zonas de factibilidad e infactibilidad para el equilibrio Xj,g. Ahora,
veamos como utilizar estas curvas para determinar las zonas de infactibilidad.
Para eso, tenemos dos casos:

1. 7(1) > 0. En dicho caso, el punto (D(1),r(1)) se encuentra sobre la recta
% = A. Dado un 7 fijo menor que r(1), resolviendo la desigualdad:

1—7
D<D(A
= (v77).

siempre es factible encontrar un conjunto de valores de D tales que se
puede garantizar la coexistencia. Para valores de 7 > r(1), los valores de
D estaran determinados por la férmula:

D<(1-7)A
ver la Figura para apreciar esto graficamente.

2. 7(1) < 0. En dicho caso, existe 8* > 1 tal que 7(f) > 0 para todo 6 > 6*,
y ademds: D(6*) = 0,7(0*) = 1. En dicho caso, dado un valor fijo ¥ menor
que 1, resolviendo la desigualdad:

17
D<D(A
<2 (v57).

es factible encontrar un conjunto de valores de D tales que se puede ga-
rantizar la coexistencia.
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Di Di

Figura 4.2: En ambas graficas, el sector color cyan representa las zonas donde
es factible la coexistencia, es decir, X095 > 0. En el cuadro de la izquierda,
tenemos un caso en que 7(1) < 0, con Sar, = 1(g/l). A la derecha, tenemos,
con Sar, = 3(g/l), un caso en que 7(1) > 0. En dicho caso, la linea horizontal
indica el valor de corte de (1), que nos indica el punto de partida de la curva
(D(0),r(0)). Para valores de r por encima de dicha recta (marcado con la letra
B), los valores de D estardn restringidos por la recta % = A.

4.1.2. Comparacién entre la parametrizacién (D(0),r(6))
y el Modelo Simple

En la seccién anterior hemos podido determinar la curva (D(6),7(6)) que
vimos nos ayuda a determinar zonas donde es el equilibrio de coexistencia Xj,9¢
es factible en el Modelo Secuencial, y ademés pudimos determinar que para
cualquier nivel de S 47, siempre existe un valor maximo de D en dicha curva, que
corresponderd a la cota superior maxima de D para garantizar la coexistencia
en el Modelo Secuencial. En esta seccién, compararemos estos valores con el
Modelo Simple, para comparar el comportamiento de ambos modelos respecto
a la condicién Xy, > 0.

Empecemos recordando las férmulas de los equilibrios del sustrato y mi-
croorganismo acidogénico, en el reactor del Modelo Simple, que se obtienen de
resolver 4 (Sa) = D, es decir:

. D
SA(D) B KSAMAma:): - D
* 1 *
XA(D) = —(Sam — Sy(D)).

ki
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Ademas, recordemos las formulas de sustrato y microorganismo metanogéni-
co en el reactor del Modelo Simple y se recuerda que estos equilibrios se obtienen
de resolver pip(Sy) = D, es decir:

(H}Mﬁnaz o 1) _ \/(1 _ ,ul\lgaz)2 _ 4?{?;\&;

wvs(D) = Ky

2
i15(D) = - (12X5(D) - Siys(D))

Asi, pues estudiaremos la condicién X}, < 0, que corresponde a:

kaX5(D) — Siys(D) < 0. (4.13)

En este caso no es posible despejar D en , en contraste con el Modelo
Secuencial, donde pudimos despejar la variable D mediante una parametriza-
cién. En general, es dificil comparar directamente esta férmula con los valores de
la curva del Modelo Secuencial, pero haremos una comparacion en una situacion
particular. Notemos que si ko X% (D) > Syaz, en dicho caso, la restriccion
se debe cumplir necesariamente para todo D, puesto que Si;¢(D) < Spmaa-
En dicho caso, la infactibilidad del equilibrio metanogénico estard dada por
la condicién D > A. Asi, podemos apreciar que la restriccién (4.13) siempre
serd satisfecha para un valor de Sy, lo suficientemente alto, y en dicho caso, la
seleccion de valores de D que permitiran la sobrevivencia del microorganismo
metanogénico se encuentra en D €]0, Al.

Esto establece un contraste con el Modelo Secuencial, donde vimos que la
curva (D(6),7(#)), correspondiente a Xj,q, = 0 estd bien definida para todo
Sam > 0, y para cada valor de Sy, tiene un unico méximo en D(6). Este
valor, como vimos, debe ser necesariamente menor o igual que %, con 6 > 1.
Este maximo, por lo tanto necesariamente debe ser menor o igual que A, para
cualquier valor de S4r,. Ain més, volvamos a la férmula explicita de D(6)
escrita de la forma:

A

6 A KgaA
+ HAmaz ,UfAmaxT(g)

D(9) =

(4.14)

donde recordemos:

k *
7(0) = Sam — k—; 3125(0).-

Se aprecia que para un valor de 6 fijo, la funcién D(#) es creciente respecto
a Sar. Vemos que haciendo Sy, — oo en la férmula (4.14]), se obtiene:
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Cota para el
Modelo Secuencial

oz Cota para el i
o Maodels Simple

Figura 4.3: La recta con pendiente negativa de color azul corresponde a % =A,
la recta con pendiente positiva de color amarillo, corresponde a % = UAmaz- DU
interseccidon corresponde a D,y = m Cuando la recta azul intersecta
el eje horizontal, dicho valor corresponde a D = A. El area pintada en color
cyan corresponde a la zona donde es posible coexistencia para Sar, = 5(g/1).
El contorno que esta por debajo del area de coexistencia corresponde a la curva
(D(0),7(0)). A medida que Sy, crece, el drea color cyan rellena todo el tridngulo

formado por las dos rectas.

lm  D(f) = —Amas

Sarm—r00 HAmaz0 + A
En dicho caso, el méximo de la curva D(f) se encuentra en § = 1. Este
resultado nos muestra que incluso para valores arbitrariamente altos de Say,,
todos los valores de la curva D(6) (y por lo tanto, también su valor maximo),
son estrictamente menores que A. Por tanto, se aprecia que el Modelo Simple
siempre tiene un mayor rango de valores para D que permiten la coexistencia,
en relacién al Modelo Secuencial, a iguales valores de S 4y, tales que la condicion
se cumpla para todo D € [0, A] (Ver la Figura donde se aprecia esto
graficamente), y ademads, el valor D = % debe corresponder a una cota

maxima de valores de D para el Modelo Secuencial cuando se toman valores de
S, arbitrariamente altos.

4.2. Condiciones de Estabilidad

A continuacién se planteara realizar una distincién entre distintas condicio-
nes de estabilidad entre los modelos Simple y Secuencial, en particular, poder
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distinguir entre los escenarios III y IV, que se recuerda, corresponden respec-
tivamente a uno en que el equilibrio de coexistencia es globalmente asintética-
mente estable desde condiciones iniciales de poblaciones mayores que cero y de
sustrato mayores o iguales a cero, y el otro en el cual dicho equilibrio es sélo
localmente asintéticamente estable, y existe riesgo de washout del microorga-
nismo metanogénico para condiciones iniciales de poblacién metanogénica lo
suficientemente bajas. Antes de proceder, volvamos a analizar un Quimiostato
Simple, con funciéon de Crecimiento Haldane. Recordemos que el Quimiostato
Simple es de la forma:

X = (u(S) - D)X

Como vimos en el Teorema [}, la condicién en que el equilibrio de Coexis-
tencia es global y asintéticamente estable desde cualquier condicién inicial de
poblacién mayor a cero corresponde a:

D < u(S). (4.15)

Ademas, recordemos que la condicién para washout del microorganismo en
el Quimiostato Simple corresponde a:

D > p(S%),

donde:

S+ o Sln Sln S Smaa:
N Smax SIn > Smax-

Notemos que cuando Sy, < Spaz, si tenemos D < u(Sy,), esto corresponde
a la vez a la condicién de sobrevivencia del microorganismo y a la estabili-
dad global de dicho equilibrio. A esta situacién nos referiremos como una de
"estabilidad garantizada”, puesto que para cualquier valor de D que no in-
curra en washout, se tendra garantizada la estabilidad global del equilibrio de
coexistencia.

Volviendo ahora a los modelos que estamos estudiando, se plantea el pro-
blema de establecer una comparacién entre los escenarios de estabilidad garan-
tizada en ambos modelos, para valores de Say, y D iguales en ambos modelos.
Recordemos que para el Modelo Simple, si las condiciones de washout no se

cumplen, y ademas se tiene la condicion:

piar (ke X)) > D, (4.16)
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entonces nos encontramos en el Escenario III, que corresponde a la estabili-
dad global del Equilibrio de coexistencia Fs3. Equivalentemente, para el Modelo
Secuencial vimos que la condicién corresponde a:

D
1—7
donde, S};; = k2 X};. Queremos ahora ver en qué condiciones se cumplird la
condicién de estabilidad garantizada. En el Modelo Simple, correspondera a:

(s (Sip) > (4.17)

ke X4 (D) < Spaz, (4.18)
donde recordemos: )
X3(D) = 1-(Sam = S3(D)).

En el Modelo Secuencial, la condicién de estabilidad garantizada correspon-
dera a:
ko X (D, 1) < Spaz, (4.19)

donde, recordemos:

X3u(Dor) = 1-(Sara — Sin(D. 7))
En el préximo capitulo, demostraremos de forma explicita que para todo
r €]0,1[ se debe cumplir que S%;(D,r) > S (D). Observando las férmulas de
los equilibrios X% (D) y X%, (D, r) puede apreciarse entonces que si S%,(D,r) >
S%(D), luego tendremos X4(D) > X%,(D,r) para el mismo valor de D en
ambos modelos.
Una conclusién importante de X% (D) > X74,(D,r) es que si ambos valores

cumplen las restricciones (4.18) y (4.19)), luego tenemos:

par (X0 (D 7)) < paar (X4 (D).

ya que ambos equilibrios se encontraran en la fase creciente de la funcién Hal-
dane.
Por otra parte, recordemos que las condiciones:

,MA(SAIR) > D (4.20)
D
,uA(SA]n) > 7, (4.21)

deben cumplirse para el Modelo Simple y Secuencial respectivamente, puesto
que garantizan que el Escenario I no se presente.

Por lo tanto, dejando fijo S, en ambos modelos, tenemos que la condicion
para encontrarnos en la situacion de estabilidad garantizada para todo D del
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Modelo Slmple corresponde a cuando las condiciones que enunciamos ,
(4.18) y se cumplen, es decir, D debe cumplir a la vez D < uA(SAIn) y
D €]0, uM(kQXA(D))[, donde /{:QXA(D) < Spaz, 10 que nos define el conjunto:

D e {{D: pa(Sam) > DY N{D: D €]0, pas (k2 X 55(D))[, k2 X 5(D) < Spnas}}-

Respectivamente para el Modelo Secuencial, las condiciones , y
(4.21) se cumplen, es decir, D debe cumplir a la vez £ < pa(Sam) y 1= €
10, piar (k2 X 51 (D, 7))[, donde ko X%, (D,r) < Spas vy recordemos r €]0, 1. Estas
dos condiciones corresponden al conjunto:

D e {{D: pa(Samm) > g}m{D : D €)0, A=) puar (ks Xy (D, )], ko X5y < Snaa} -

Claramente tenemos que la seleccion de valores de D para el Modelo Se-
cuencial se encuentra mas restringida que para el Modelo Simple. De modo que
podemos concluir que, bajo este criterio, el Modelo Simple permite establecer
mayor flexibilidad de valores de D para alcanzar estabilidad garantizada, que
lo que permite el Modelo Secuencial, para valores fijos de Sarp,.

A continuacion estableceremos una curva de nivel para distinguir los Esce-
narios III y IV en el Modelo Secuencial.

4.2.1. Curva de nivel para Zonas de Estabilidad del Equi-
librio de Coexistencia en el Modelo Secuencial

En la presente seccion construiremos una curva de nivel para determinar
las zonas de estabilidad del equilibrio de coexistencia del Modelo Secuencial.
La parametrizacion sera semejante, pero no idéntica a la realizada en la secciéon
4.1.1|para el caso X}, < 0, puesto que acd no estableceremos una desigualdad,
sino construiremos una curva en el caso X 5o (D, ) = 0, y a partir de la misma,
seremos capaces de distinguir zonas entre las zonas de estabilidad para valores
de (D,r).

Empecemos recordando las férmulas de los equilibrios del sustrato y mi-
croorganismo acidogénico, en el primer reactor, que se obtienen de resolver
pa(Sar) = %, quedando de esta forma:

D

S5 (D = Kgqy——m—
Al( 7T) SANAmaxT—D

* 1 *
XA1<D>T) = k_(SAIn - SAl(D’T))'

1
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Ademas, recordemos las férmulas de los equilibrios inestables de sustrato
y microorganismo metanogénico en el segundo reactor y se recuerda que estos

equilibrios se obtienen de resolver pups(Sy2) = = w de esta forma obteniendo:

(,ul\lmaz ]- 7") + \/ ;Uf]\/fmaz ]- 7”)) 4KSIM
Krm

vov (D, 1) = Ky

* 1 * *
XMQU(DaT) = k_3(k2XA1(D>7") - SMZU(DaT))'

De esta forma, enunciamos que estamos interesados en el caso:

1 * *
k_3(k2XA1(D7 7”) - SMQU(D: 7")) = 0. (422)

Cuando Xjo; > 0, nos encontramos en el Escenario IV, y en dicho ca-
so, la estabilidad del equilibrio de coexistencia X},¢ es localmente asintética-
mente estable. Si X},5; < 0, nos encontramos en el Escenario III, y en dicho
caso, la estabilidad del equilibrio de coexistencia Xj,,¢ es globalmente asintoti-
camente estable. Mas adelante veremos cémo la parametrizacién de la curva
Xiou (D, 1) = 0 nos permitira determinar para qué valores de D y 7 nos encon-
traremos en dichos escenarios.

Procederemos de forma similar a lo hecho en la seccion 4.1.1] nuevamente
definimos @ de la forma:

X]T/[2U(D7 T) -

A
0:=—(1-—r).
S(1-7)
Donde, tomaremos valores de 6, en principio, que cumplan 6 €]1, 4+00]
Y despejando r de la parametrizacion, tenemos:

DY
—1- =7
" A

Siguiendo los mismos pasos que en la parametrizacion realizada anterior-
mente en la seccién [£.1.7], se definirén las funciones:

maz maz KS’IW

L ( _ 1 + \/ _ HBMm —4

7(0) == Sam — k_lKIM il
2

¢wy=“?@9+1>a

donde, notemos, 7(f) en este caso es distinta de cémo fue definida en la para-

metrizacién de la seccién |4.1.1} De este modo, serd posible despejar D en (4.22)),
y nos quedara:
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7(0)
Ksa+7(0)0(0)

Claramente, de forma similar a lo visto en la parametrizaciéon de la seccion
4.1.1] esta parametrizacién de D(#) sélo tendré sentido para 7(6) > 0, y ademas,
dicha condiciéon implica que 0 < D < %, lo que garantiza por su parte que
r €0, 1].

Por tanto, se vuelve a plantear el problema de encontrar valores de 6 tales que
7(0) sea positivo, de modo que estudiaremos el comportamiento de la derivada
de 7(6). Una vez més, nos sera 1til hacer una funcién auxiliar:

o(0) = (M5 1)

¢'(6) = B > o,

D(e) = UAmazx

De esta forma:

7'(9) = Sam — k_QKIM 5
2 ¢(9)2 — 4Ksm

Kim

En este caso 7(f) es mondtonamente decreciente, al ser siempre negativa
su derivada. Eventualmente, 7(0), diverge a —oco cuando § — oo. Esto nos
muestra que existe un 6* que cumplird 7(0*) = 0 y luego 7() < 0 para todo
0 > 0*. Es decir, a partir de dicho 6* la parametrizacion dejara de tener sentido.
Evidentemente, si 7(1) < 0, esta parametrizaciéon no tiene valores de 6 que
permitan construir la curva D(6). Estos casos corresponden a una situacién de
estabilidad garantizada como la estudiamos en la secciéon anterior.

Analizando la derivada de D(0), tenemos:

’ HAmaz / ! 2
D (9> - (KSA + T(G)@D(@)P (KSAT (‘9) w (9)7—(0) )7

se aprecia que serd siempre negativa, por lo tanto, D(#) decrece de forma
mondétona y se anulard en #*. En contraste con nuestra parametrizacion an-
terior de la seccién esta parametrizacion sélo estara bien definida para
valores de 6 €]1,6*[, y nunca estard bien definida si 7(1) < 0.

Para obtener la coordenada r en la presente parametrizacion, se recuerda
que r =1 — 22 Asf, la férmula de 7(6) es:
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Di Di

Figura 4.4: Distincién para zonas de estabilidad para Sar, = 5(g/l) a la izquier-
da y Sam = 10(g/l) a la derecha. El sector color cyan (senalado con la letra
A), corresponde a la zona de estabilidad global del equilibrio de coexistencia.
El sector color amarillo (senalado con la letra B), corresponde a la zona de
estabilidad local del equilibrio de coexistencia. La curva que separa estas dos
areas corresponde a la curva (D(#),r(0)) correspondiente a X ;o = 0. Nétese
como a medida que Sgay, crece, el area de estabilidad global se hace menor.

o _:U’Amaz 07—(0)
O TN Kaat r(0)0(6)

y es evidente que r(6*) = 1.

Tenemos una parametrizacién de una curva § — (D(0),r(6)) que caracteriza
la curva X3, = 0. Esta curva nos permitird determinar para qué valores de
(D, r) el equilibrio X}, es factible, implicando que se estard en el Escenario
IV. La clave estd en que puede probarse que la funciéon Xj,o;(D,r), para un
valor de D fijo es mondtonamente creciente respecto a r. Por lo tanto, para
todo punto en la curva (D(0),r(0)), fijando algin D perteneciente en dicha
curva, para todo r > 7(f) nos encontraremos en la zona determinada por el
Escenario IV, es decir, X}, > 0. El mismo argumento nos permite decir que
para todo r < r(f), nos encontraremos en X, < 0, es decir, en el Escenario
ITI. Podemos apreciar graficamente la distincion de estas zonas en la Figura |4.4]

73



Capitulo 4. Comparaciones de Condiciones de Coexistencia y Estabilidad

013 Washout micr. 1 B

metanogénico
Escenario IV

010 B ol

Escenario IV

“\
\‘\.

. Escenario I11
Escenario Il TT—

0.00 onL

Figura 4.5: El grafico de la izquierda nos muestra los escenarios de estabilidad
para el Modelo Secuencial en el plano (Sar,, D), con 7 = 0,5, junto con las
del Modelo Simple a la derecha. Es notorio que las zonas de estabilidad global
(correspondientes al Escenario IIT) son de menor tamano que las indicadas para
el Modelo Simple.

4.2.2. Comparaciones Cualitativas entre Zonas de Esta-
bilidad

Hemos podido obtener una parametrizacién de una curva para determinar
el caso Xy (D,r) = 0, y a partir de dicha curva, obtener un criterio para
determinar las zonas de estabilidad para el Modelo Secuencial. Para el Modelo
Simple, no se puede despejar D en X3, (D) = 0, de modo que no se puede
directamente establecer una comparacién entre los valores de D que distinguen
los Escenarios III y IV en cada modelo.

Sin embargo, recordemos que en el capitulo anterior se establecié que, a
medida que Syj, crece, los valores de D que permiten la coexistencia seran
D €]0, A[ para el Modelo Simple, y para el Modelo Secuencial estaran en D €

10, D(8)], donde D(0) corresponde al méximo de la funcién D(6) obtenida en la

seccion [4.1.1} También probamos que D(#) < wﬁ < A para todo Sa7, > 0.
Por lo tanto, dado que los valores de D que permiten coexistencia siempre estan
mas restringidos en el Modelo Secuencial, cualitativamente se ha observado
que esto mismo ocurre para los valores de D que garantizan estabilidad, como

podemos apreciarlo graficamente en la figura [4.5]
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Capitulo 5

Comparaciones de Desempeno
en Descontaminacion y
Produccion de Metano

En el presente capitulo, se compararan los modelos en dos criterios: en térmi-
nos de capacidad descontaminante, y en términos de produccién de metano. Adi-
cionalmente se consideraran comparaciones para los modelos, tomando criterios
en forma combinada. Estas comparaciones se haran tomando en consideracion
los valores de D, r v Sar, de los equilibrios. Recordemos que en el Modelo Sim-
ple, D corresponde a la tasa de dilusion del reactor, es decir, el cociente entre
Q, el caudal de liquido entrante, y V', el volumen del reactor. En contraste, en
el Modelo Secuencial, D corresponde al cociente entre el caudal ) y la suma del
volumen de ambos reactores, V', y por su parte r corresponde a la proporcion de
dicho volumen en cada reactor, con el primer reactor teniendo un volumen rV
y el segundo (1 — r)V. Habitualmente, se supondra que ambos modelos tienen
los mismos valores de D y Sar,, v luego se estableceran comparaciones para
valores variables de r.

5.1. Descontaminacion

Por capacidad descontaminante se entiende como el nivel de sustrato en
estado estacionario. Lo mas bajo el nivel es, mejor el desempeno. En ambos
sistemas, es trivial notar que en D = 0, ambos niveles de sustrato de salida en
los equilibrios seran cero. Pero, por supuesto, esto no es un estado aceptable
de operacion. A continuacion probaremos que, en ambos modelos, simple y
secuencial, las funciones de sustrato son crecientes respecto al valor de D, y por
lo tanto, una configuracién 6ptima para descontaminacién no es factible en la
practica.
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Demostraciéon de pérdida de desempeno sobre la variable D

Proposicion 8. Las funciones de sustrato son crecientes respecto a la variable
D para cualquier D > 0.

Demostracion. Dado que ambos modelos tienen comportamiento idéntico en sus
equilibrios respecto a la variable D, bastara con probar este resultado respecto
a los equilibrios del Modelo Simple, de manera que de aqui en adelante, solo se
consideraran las formulas de equilibrios de dicho modelo. Tomando la funcién
correspondiente al equilibrio del sustrato acidogénico, es inmediato notar que:

D
SH(D) = Kgpy—————
A< ) SANAma:): - D
s’ (D) 1 D
— =K .
dD 4 (MAmam - D * (,UAmaz - D)Z)

La derivada es siempre positiva, por lo tanto, esta funcién es creciente para
todo D > 0, asi, siempre habra pérdida de desempeno a medida que D crezca.

Respecto al equilibrio S},4(D), correspondiente al de coexistencia estable
del sustrato metanogénico, tenemos que:

(MMjsnaz _ 1) _ \/(1 _ uMgaz)Z _ 41;%»{1
5 :
Para calcular la derivada de S},4(D), serd util una funcién auxiliar:

Sis(D) = Ky

¢(D) — HMmaz —1

De esta forma, tenemos:

Sirs(D) = "2 <¢<D> - W(D)? - 4K5M>

Krm
dSto(D) Koy [ ¢(D)
dD 2 (D) \/¢(D)2 _ 4%

Se aprecia que el valor de la derivada es siempre positivo, de modo que,
nuevamente esta funcién es creciente para todo D > 0. Asi concluimos que
ambos sustratos perderan desempeno a medida que D crezca, tanto para el
Modelo Simple, como en el Modelo Secuencial. |
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Por otra parte, si el nivel de D se fija en ambos modelos, y se comparan los
valores de sus sustratos en el equilibrio, entonces puede probarse que el Modelo
Secuencial siempre tiene peor desempeno que el Modelo Simple para cualquier
valor de r. Esto puede deducirse a partir de las identidades:

Su(D,1) = 54(D)

w2s(D,0) = Sys(D),

ademds, se demostrard que S¥%,(D,r) es creciente en r, y Si(D,r) es decre-
ciente en r. De esta forma, siempre hay una pérdida de desempeno en nivel de
descontaminacion en el Modelo Secuencial. En términos de diseno, esto implica
que si el Modelo Secuencial debe alcanzar el mismo desempeno que el Modelo
Simple, el Modelo Secuencial siempre debe tener mayor volumen de liquido, o
menor caudal, disminuyendo asi el valor de D. A continuacion las demostracio-
nes mencionadas se haran en detalle:

Demostracion de pérdida de desempeno para sustrato acidogénico

Proposiciéon 9. La funcion S%,(D,r) tiene peor desempenio que la funcion
S%(D), para un valor de D fijo.

Demostracion. La formula de sustrato acidogénico en el equilibrio para el Mo-
delo Simple es:

D
Sh(D)=Kgpg————.
A( ) 4 HAmaxz — D
La férmula de sustrato acidogénico en el equilibrio para el Modelo Secuencial
es:
D
Si(D,r)= Kgp—————.
Al( ’ r) A HAmazT — D

Se recuerda que S%;(D, 1) = S%4(D), y ademaés:

dS4,(D,r) D
-, = _K max I
dr SAHA (amast — D)2
lo cual es negativo para cualquier valor de D > 0y r €]0, 1], por lo tanto, es

decreciente. Por lo tanto, para cualquier valor de r €]0, 1], el valor de S%;(D,r)
serd mayor que S%(D). [ |
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Demostracion de pérdida de desempeno para sustrato metanogénico

Proposicién 10. La funcion Syg(D, 1) tiene peor desempeno que la funcion
*15(D), para un valor de D fijo.

Demostracion. La férmula de sustrato metanogénico en el equilibrio para el
Modelo Simple es:

(MMmaz _ 1) _ \/(1 _ UMma:L‘)Q _ 4KSM
ws(D) = K > 5 0 Hor,

La férmula de sustrato metanogénico en el equilibrio para el Modelo Secuen-
cial es:

(/,LNImaB(].—’I’) - 1) _ \/(1 _ H/Mmaz(l—r))Q o 4KSM

Siras(D,r) = K

Se recuerda que Si,5(D,0) = S},;(D). Para simplificar la notacién se utili-
zard la funcién auxiliar:

_ ,U/Mmaz(l - T) 1

olr) o= Limee ,
para r €]0,1[ y D > 0, se tiene que:
¢'(r) < 0.
Ast:

* 6(r) = /() — 45

wmas(D, 1) = Kin 5

dSXC/Z[i<T) _ K;M Qb/(T') . 2¢(T)¢/(T)

21/ ¢2(r) — 45N
_ K;M¢/(T) 1 _ o(r) > 0.

Por lo tanto, la derivada es positiva. Asi, la funcién es creciente respecto a

r, y por lo tanto, para cualquier r €]0, 1] el valor de S},54(D, ) serda mayor que
(D). u
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D Sustrato Acidogénico

(d~1) (g/1)

0.1 0.645
0.07 0.440
0.05 0.309
0.02 0.120

Cuadro 5.1: Desempeno de descontaminacion de sustrato acidogénico del Mo-
delo Simple

D Sustrato Metanogénico

(d~1) (g/1)

0.1 0.886
0.07 0.570
0.05 0.389
0.02 0.147

Cuadro 5.2: Desempeno de descontaminacion de sustrato metanogénico del Mo-
delo Simple

5.1.1. Resultados cuantitativos
Modelo Simple

Valores de desempeno en descontaminacion han sido calculados para Sap, =
5(g/l) y multiples valores de D han sido calculados para las salidas de sustratos
acidogénico y metanogénico para los modelos Simple y Secuencial, que se en-
cuentran en las tablas y respectivamente. Como se demostrd, a medida
que D crece, el desempeno de descontaminacion empeora.

Modelo Secuencial

Para el Modelo Secuencial, el desempeno ha sido calculado a su vez para
Sarm = 5(g/l) y miltiples valores de D. Para el valor de r en las tablas
y [6.4], los valores méximos y minimos posibles para garantizar la factibilidad
de los equilibrios de coexistencia han sido utilizados en los célculos, y en las
respectivas tablas son referidos como "Min. Valor” y ”Max. Valor”. También,
en la tabla esta incluida la pérdida de desempeno porcentual en comparacion
al valor obtenido en el Modelo Simple, utilizando las féormulas:

Sh — S Sit — Shrzs
Sa Si
Los resultados se muestran en las tablas y b4l Como se pudo notar
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r D Sustrato Acidogénico | % Pérdida Desempeno
(d™) (9/1)
Min. Valor | 0.1 4.549 604.7 %
Max. Valor | 0.1 1.600 147.9%
Min. Valor | 0.07 4.751 980.3 %
Max. Valor | 0.07 0.741 68.5 %
Min. Valor | 0.05 4.841 1468.3 %
Max. Valor | 0.05 0.432 39.9%
Min. Valor | 0.02 4.944 4008.7 %
Max. Valor | 0.02 0.135 12.5%

Cuadro 5.3: Desempeno de descontaminacién de sustrato acidogénico por el
Modelo Secuencial

r D Sustrato Metanogénico | % Pérdida Desempeno
(d™) (9/1)
Min. Valor | 0.1 1.248 40.9 %
Max. Valor | 0.1 3.536 299.2 %
Min. Valor | 0.07 0.688 20.7%
Max. Valor | 0.07 3.536 520.3 %
Min. Valor | 0.05 0.439 12.8%
Max. Valor | 0.05 3.356 808.2 %
Min. Valor | 0.02 0.154 4.4%
Max. Valor | 0.02 3.356 2300.0 %

Cuadro 5.4: Desempeno de descontaminacion de sustrato metanogénico por el
Modelo Secuencial

con los resultados anteriores, ambas pérdidas de desempeno van en direcciones
opuestas, esto es, cuando la pérdida de desempeno en descontaminacién aci-
dogénica es alta, la pérdida de desempeno en descontaminacién metanogenica
es baja, y viceversa.

5.2. Produccion de Metano

En esta seccion nos concentraremos en la produccion de metano en estado
estacionario en ambos modelos. Las correspondientes formulas para la produc-
cion en estado estacionario son:

Met(D) = ksDX3,4(D)
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Figura 5.1: Grafica de la funcién Met(D) para Sar, = 5(g/l). Se puede observar
el aspecto concavo que tiene la funcion.

D *
1 _TXM25<D7T);

para los modelos Simple y Secuencial respectivamente. A continuacién realiza-
remos comparaciones cualitativas entre estos modelos, para distintos valores de
D en el caso del Modelo Simple, y (D, ), en el caso del Modelo Secuencial, que
evidenciaran que el Modelo Secuencial es capaz de mejores valores produccion
de metano que el Modelo Simple. Finalmente, estableceremos curvas de nivel de
produccién de metano para el Modelo Secuencial, a semejanza de las obtenidas
en el Capitulo 4, las que nos permitirdn poder establecer valores de (D, r) que
permitan una producciéon de metano que esté por encima de la produccién del
Modelo Simple.

MetSec(D,r) = ky

5.2.1. Modelo Simple

Respecto a la produccion de metano, cualitativamente es posible observar
que el comportamiento de la funcién Met(D) corresponde al de una funcién
concava, es decir, a partir de D = 0 es creciente, alcanza un valor méaximo, y
luego decrece hasta el punto en que se indefine la funcién X;,¢(D). Un ejemplo
grafico podemos verlo en la Figura [5.1] Habitualmente, para valores de Sar,
altos, este punto es D = A. Al calcular la derivada de la funcién de Metano
con respecto a D), su comportamiento nos indica que existe a lo menos un
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Figura 5.2: Ejemplos de funciones de produccion de metano para el Modelo Se-
cuencial con Sayp, = 5(¢g/l). El gréfico de la izquierda nos muestra la produccion
de metano para la funciéon MetSec(D,r) dejando r fijo en 0,5. El grafico de la
derecha nos muestra a produccién de metano para la funcién MetSec(D, ), es-
ta vez dejando D fijo en 0,1. Nétese en ambos casos la forma de aspecto concavo
que tienen.

punto critico entre 0 y A. Para los valores maximos de metano obtenidos en los
analisis de esta seccion, se ha encontrado dicho punto, y luego se ha verificado
que corresponde a un maximo en el intervalo de valores de D que permitan la
factibilidad de la funcién.

5.2.2. Modelo Secuencial

Respecto al Modelo Secuencial, el comportamiento de la producciéon de me-
tano depende de las variables D y r. En primer lugar se nota, para r y Sar,
fijos, el comportamiento respecto a la variable D debe ser idéntico que respecto
al del Modelo Simple al dejar fijo Saz,, es decir, la funcién tendra el comporta-
miento céncavo que describimos en la seccion anterior y luego se indefinira en
D = (1—r)A, oenla curva Xj;,(D,r) = 0 que parametrizamos en la seccién
[4.1.7] Para apreciar un ejemplo ver el grafico a la izquierda en la Figura [5.2

Respecto a la variable r, el comportamiento es similar, es decir, dejando D y
Sarn fijos, la variable la funcion de Metano tendra un tramo donde sera creciente
respecto a r, alcanzara un maximo y luego decaera hasta que la funcién de
Metano se indefina en r =1 — %, o en la curva X},,q(D,r) = 0. Para apreciar
un ejemplo, notar el grafico a la derecha en la Figura [5.2
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D Produccién de Metano
(d=1) (mmol /g per d)

0.1 0.019
0.07 0.014
0.05 0.011
0.02 0.005

Cuadro 5.5: Produccién de metano para el Modelo Simple

5.2.3. Resultados Cuantitativos

Para analizar comparaciones cuantitativas de produccién de metano, se ha
calculado el méaximo de produccién de metano del Modelo Simple, como va-
lor de entrada Sa;, = 5(g/l), para compararlo posteriormente con valores de
produccién del Modelo Secuencial. El valor del 6ptimo es:

MaxMet = 0,024(mmol/g per d).

Ademas de esto, diferentes valores de produccién de metano han sido calcu-
lados para diferentes valores de D en la tabla[5.5] para ser contrastados a su vez
con producciones de metano del Modelo Secuencial al mismo nivel de dilusién.

Para el Modelo Secuencial, por su parte, en la tabla[5.6] resultados numéricos
de produccion de metano son calculados, mostrando diferentes valores de mejora
de desempenio en el caso secuencial sobre el Modelo Simple, utilizando como
concentracion de entrada Sar, = 5(g/l). En contraste con el método utilizado
en el Modelo Simple para obtener el maximo, en este caso los desempenos
son calculados fijando D, y tomando el maximo valor de metano a lo largo
del correspondiente r. Ademés, en la tabla [5.6] la comparacién de desempetio
se hace sobre la produccién de metano en el Modelo Simple para ese D en
particular, y sobre el mejor valor obtenido por el Modelo Simple, utilizando las
siguientes férmulas:

MetSec(D,r) — Met(D) MetSeq(D,r) — MaxMetSim
Met(D) MetSec(D,r) '

En lineas generales, es claro que existe una mejora de desempeno del Modelo
Secuencial sobre el Modelo Simple en cuanto a produccién de Metano.

Curvas de Nivel para producciéon de metano

En el capitulo anterior, recordemos, pudimos establecer dos parametriza-
ciones para el Modelo Secuencial, una de las cuales fue para establecer zonas
donde es posible la coexistencia en la seccion y otra para separar es-
cenarios de estabilidad dentro de los escenarios de coexistencia en la seccion
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D Produccion de Metano | % Mejora | % Mejora sobre mejor
(d7h) (mmol/g per d)
0.1 0.020 4,0% -18,5%
0.07 0.027 91.3% 13.3%
0.05 0.030 181.2% 24.3%
0.02 0.032 618.0 % 34.6 %

Cuadro 5.6: Produccién de metano para el Modelo Secuencial

[4.2.1] En esta seccién, utilizado las mismas herramientas que ya definimos pa-
ra dichas parametrizaciones, las utilizaremos para describir curvas de nivel del
tipo (D(0),r(0)), donde dicha curva se encuentra en un determinado nivel de
producciéon de metano fijado con anterioridad.

De esta forma, establecemos que se busca la produccién de metano para el
nivel:

MetSec(D,r) = L.
Donde, recordemos:

D

1—r

MetSec(D,r) = ky Xies(D,r).

Y recordemos las formulas de los equilibrios del sustrato y microorganismo
acidogénico, en el primer reactor, que se obtienen de resolver p4(Sa1) = %
asi obteniendo:

D

S5 (D = Kgqy——m—
Al( ’T) SANAmaxT—D

* 1 *
X(D,r) = k_(SAIn — Su(D,r)).
1

Ademas, recordemos las férmulas de los equilibrios estables de sustrato y
microorganismo metanogénico en el segundo reactor y se recuerda que estos

equilibrios se obtienen de resolver pips(Sy) = %, obteniendo:

mazx 1—r mazx 1—r
(MM D( ) _1)_\/(1_MM D( ))2_4?{'}?]1:;1

Sias(D, 1) = Ky 5

* 1 * *
MQS(D’T) = k_g(k2XA1(D>T) - SMQS(DaT))-

Establecemos, por tanto, que estamos buscando resolver la ecuacién:
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D .. ks D . .
hag— Xipas(D,7) = 1?4—1 Z (X3 (D,1) = Sips(Dir) = L. (5.1)
3 T

Similarmente a las parametrizaciones anteriores, definimos:

A
6:=—(1—r).
La-n)
Y recordamos de la seccién que esta parametrizacién sélo tendrd validez

cuando 0 < D < %. De esta forma, despejando r, tenemos:

r=1-——.

A

y al reemplazar en ({5.1)), podemos despejar D, utilizando las mismas funciones
auxiliares usadas en la parametrizacién en la seccién [4.1.1}

mazg maze
R e R e e T

ko 2

. HAmax
v(6) == Hmeg 41,

de esta forma obtenemos:
T(0) — K6
Ksa+ (1(0) = K0)y(0)’

donde en este caso, el valor K estara definido como:

D<0) = UAmaz

ksky
K =_—L.
kaoke

Recordemos que 7(6) > 0 debe ser una condicién para garantizar la facti-
bilidad este caso, de la misma forma que se vio en la seccién {.1.1] Ademads,
también 7(0) cumplird que existe un 6* tal que para todo 6 > 6*, 7(0) > 0.

Aparte de esto, es evidente que nuestra parametrizacion sélo tendra sentido
cuando 7(#) — K6 > 0, ya que en caso contrario, tendriamos a partir de ({5.1
que S%;(D,r) <0, es decir, corresponderia a un equilibrio infactible.

Evidentemente si K60* > 7(0*), esto quiere decir que el nivel de produccién
de metano que se ha planteado es infactible. Ademé&s notemos que, dado que 7(6)
es una funcién decreciente, y K6 es creciente, si la parametrizacién estd bien
definida en # = 6*, sélo estara bien definida hasta algin valor 6,,,, > 6* en el
cual 7(0az) = KO pmaz-

Finalmente, lo mismo que para las parametrizaciones obtenidas anterior-
mente, la férmula correspondiente para r(6) se obtiene:
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02

013 005 0.10 0.13

Figura 5.3: Desempenio de produccién de metano para Sap, = 5(g/l) a la iz-
quierda, y Sar, = 10(g/l) a la derecha. Los sectores coloreados (en azul, cyan
y amarillo) indican los valores de parametros para los cuales hay coexistencia
posible en estado estacionario. El area azul indica menor producciéon de metano
para el Modelo Secuencial que en el Modelo Simple. El area en cyan indica me-
jor produccion para el Modelo Secuencial para el valor de D correspondiente.
El area en amarillo indica produccion de metano para el Modelo Secuencial que
es mejor que la alcanzada por el médximo alcanzado por el Modelo Simple.

e B((0) — KO)
MO =1 = T a0 = KO0 ()

Claramente, 7(0ez) = 1.

Tras esta caracterizacién de las curvas de nivel, se muestra el resultado de
determinar la curva sobre el maximo de produccion de metano alcanzado del
Modelo Simple en la Figura . Es notorio que existen valores de (D,r) que
permiten mayor produccién de metano en el caso secuencial que la méxima
produccién alcanzada en el caso simple (ver las zonas amarillas en la figura
. Sin embargo, este resultado depende del valor de S4;,, y se ha observado
cualitativamente que la regién amarilla en donde el Modelo Secuencial tiene
mayor produccién de metano tiende a reducirse a medida que Sy, crece.

La estrategia para encontrar valores del Modelo Secuencial que obtengan
mejores produccién de metano que el Modelo Simple consiste en primero, para
un determinado valor de S47,, encontrar su correspondiente valor de produccion
maximo de metano para el Modelo Simple. Una vez establecido dicho valor, se
plantea la curva de nivel de dicho valor para el Modelo Secuencial a partir de las
férmulas de D(0) y () establecidos anteriormente. El establecimiento de dicha

86



Capitulo 5. Comparaciones de Desempeno en Descontaminacion y Produccién
de Metano

curva, y su factibilidad, permitira explorar la existencia de curvas posibles para
niveles de metano mayores a dicho valor, siempre tomando en consideracién los
criterios de infactibilidad discutidos anteriormente.

5.3. Analisis con criterios asociados

5.3.1. Descontaminacion bajo produccion de metano 6pti-
ma

A continuacion, analizaremos qué ocurre con los niveles de descontaminacion
cuando se ha planteado una estrategia optima de producciéon de metano, y
compararemos qué ocurre en cada modelo en dicho caso. En el Modelo Simple,
recordemos la féormula de produccion de metano:

Met(D) = kyDX},4(D),

donde, la funcién X;,4(D) corresponde a:

XMS(D) = k_g (k_i(SAIn - SA) - SMS) :

En la seccién anterior vimos que a la funcién Met(D) tiene un comporta-
miento similar a una funcién céncava, de modo que podemos encontrar un valor
maximo de la funcién para cualquier valor de S4;, que fijemos. En particular,
veamos el caso Sar, = 5(¢g/l), y obtenemos el valor de produccién de metano
maximo:

Met = 0,024(mmol /g per d),

donde el dicho maximo se encuentra en el valor de D:

D =0,163(d")

Para este valor de D, los desempenos descontaminantes seran:

S = 1,118(g/1)
s = 2,013(mmol/1).

Ahora veamos qué ocurre para el Modelo Secuencial, recordemos que la
funcién de produccion de metano para este modelo es:

D
MetSec(D,r) = k41 was(D, 1),
T
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D r | Prod. de Metano | Sust. Acidogénico | Sust. Metanogénico
(@) (mmol/g per d) (51 (mmol/1)
0.08 | 0.54 0.025 0.987 2.568
0.07 | 0.60 0.027 0.762 2.546
0.06 | 0.65 0.026 0.584 2.537
0.05 | 0.71 0.030 0.439 2.537
0.03 | 0.83 0.032 0.221 2.550

Cuadro 5.7: Produccion de metano para el Modelo Secuencial mas rendimientos
descontaminantes.

donde, la funcién X;,,¢(D,r) corresponde a:

1 (ko

mas (D7) = = | 7= (Sam — S (D, 7)) = Syas(Ds7) |-
ks \ k1

Para el Modelo Secuencial, sabemos que existen valores de (D, ) donde hay
mejores zonas de produccién de metano, por lo discutido en la seccién anterior.
De esta forma, se procedera a elegir valores fijos de D, y se maximizara so-
bre r para encontrar los maximos valores de produccién de metano, y ademas
se determinaran los valores de descontaminacion para los sustratos en dichos
maximos. Los resultados se exponen en la tabla e indican que para estos
valores elegidos, la descontaminacién del sustrato metanogénico es peor, pero
comparable, al valor obtenido por el Modelo Simple, pero existe una importante
mejora para la descontaminacion de sustrato acidogénico.

Este resultado lo podemos interpretar de la siguiente forma: al intentar una
produccién de metano alta en ambos modelos, el Modelo Secuencial es capaz
de obtener resultados de descontaminacion y de produccion de metano mejores
que el Modelo Simple. Sin embargo, notemos que el coste de este resultado
serd que estos valores se obtienen para valores de D en el Modelo Secuencial
mucho menores que los del Modelo Simple, lo que implicard un menor caudal,
o mayor volumen de liquido para la operacion.

5.3.2. Producciéon de Metano sobre areas de estabilidad

En las secciones anteriores, se ha estudiado la produccién de metano sin
tomar en cuenta las zonas correspondientes a los escenarios III y IV. En ge-
neral se puede decir que, excepto para las situaciones para Sy, en donde el
Escenario IV no se presenta, las zonas de maxima produccion de metano tanto
para el Modelo Secuencial como para el Modelo Simple tienden a aparecer en
sectores correspondientes al Escenario IV, es decir, en zonas donde el washout
del microorganismo metanogénico es posible desde condiciones iniciales bajas.
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Figura 5.4: Desempenio de produccién de metano para Sap, = 4(g/l) a la iz-
quierda, y Sam, = 5(g/l) a la derecha. Los sectores en amarillo, son sectores
correspondientes al Escenario 111, los sectores en verde, claro u oscuro, corres-
ponden al Escenario IV. Los sectores que se ven en azul (marcados con un punto
negro) corresponden a mejora por sobre el nivel establecido para la produccién
de metano dentro del Escenario ITI. Como se puede apreciar, para Saz, = 5(g/1)
dicha drea disminuye notablemente.

Considerando que éste es un escenario peligroso, se ha presentado el proble-
ma de ver qué ocurre si se restringe la produccion de metano en sectores del
Escenario III.

Para esto, se ha calculado el valor del borde de dichos escenarios para el
Modelo Simple, al resolver X3, = 0, se ha calculado el nivel de metano en
dicho valor, y se ha explorado para distintos valores de S4, qué ocurre con la
producciéon de metano para el Modelo Secuencial para dicho nivel.

Como se puede apreciar en las gréaficas de la Figura [5.4] el criterio que
se distingue es que, restringiendo la produccién de metano dentro de zonas
del Escenario III, el mismo patrén encontrado visto en las secciones anteriores
ocurre, pero a menor escala: existen zonas de mejor produccién de metano para
el Modelo Secuencial dentro de las zonas de estabilidad global, pero se empieza
a restringir a medida que S4j, crece. Para valores altos de Sy, se vuelve
insignificante el area de mejor desempeno para el Modelo Secuencial, de modo
que se pierde la mejora bajo dicho criterio.

La estrategia a seguir, por lo tanto en este caso es establecer el nivel maximo
de produccion de metano para el Modelo Simple dentro de la zona de estabili-
dad global. Utilizando dicho nivel de produccion se puede utilizar la curva de
nivel de produccién de metano, planteada en la seccién [5.2.3], para explorar po-
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sibles producciones de metano iguales o superiores al nivel del Modelo Simple,
en conjunto con la curva de nivel para el caso Xj;5; = 0 determinada en el
Capitulo 4 en la seccién se puede determinar la estabilidad de la curva
de produccion de metano en los casos que se planteen.
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Conclusiones Generales

Las conclusiones obtenidas en el trabajo se enumeran a continuacién:

1.

El Modelo Simple es mejor desde un punto de vista de descontamina-
ciéon que el Modelo Secuencial, para un valor fijo de D. Esto implica que
para el Modelo Secuencial cualquier intento de mantener o mejorar los
desempenos del Modelo Simple implicard una disminucién del caudal o
un aumento del volumen del liquido en los reactores.

. El Modelo Simple permite mayores tasas de dilusién que garantizan co-

existencia y por lo tanto, ademas de un mayor rango de valores de D para
la

. El Modelo Secuencial permite mayor capacidad de producciéon de metano

que el Modelo Simple.

La produccién éptima de metano en ambos sistema tiende a aparecer en
situaciones donde hay riesgo de washout metanogénico.

. Al considerar el Modelo Secuencial, si una estrategia de mejor produc-

cion de metano es planteada, entonces la descontaminacion de sustrato
metanogénico sufrird la peor pérdida de desempeno en términos de des-
contaminacion.

Si en ambos sistemas se plantea una estrategia de producciéon éptima
de metano, el Modelo Secuencial puede mejorar la descontaminacion del
Modelo Simple, mediante una estrategia de elegir valores de dilusion y
ratios de volumen apropiados para ambos reactores.

Si la produccion de metano es restringida a zonas donde la estabilidad del
equilibrio de coexistencia esté garantizada, el patron se repite: existe un
area del plano (D, r) donde hay una mejora de produccién de metano del
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Modelo Secuencial sobre el mejor valor obtenido por el Modelo Simple.
Esta area se reduce a medida que S4y, crece.

6.1. Perspectivas de trabajo futuro

Entre los topicos que se plantean para posibles perspectivas de trabajo futuro
se identifican:

1. Optimizacién transiente: Estudiar estrategias de operacion de los biorreac-
tores en vistas de agilizar la operacién, mediante control de la variable D.

2. Complementar el modelo con respecto a los distintos gases generados en
la reaccién, en particular la reacciéon que produce COq

3. Modelos alternativos: Considerar la configuracion alternativa en la cual
el microorganismo acidogénico es permitido pasar al segundo . En dicho
caso, el modelo quedaria reemplazado por:

Xar = pa(Sa)Xar — 2 X

Xao = pa(Saz)Xao + 12 (Xa1 — Xao)

Sat = —kipa(Sa)Xar + 2(Sarm — Sar)

Saz = —k1p1a(Sa2) X a2 + 12 (Sa1 — Saz)

XMQ = par(Snz) Xar2 — I_ZXMZ

Sar = kapia(Sa1) Xar — 28w

Sarz = —ksping (Sar2) Xz + kapa(Saz) X as + 12 (Sart — Sarz)

En este modelo, la descontaminacion del sustrato acidogénico mejoraria
a causa del consumo en el segundo reactor por parte del microorganismo
acidogénico presente en el mismo. Muchos de los resultados obtenidos
en el trabajo realizado pueden transpasarse para este modelo, aparte de
los resultados expuestos en [5], en donde se presentan condiciones para
las cuales el sistema secuencial puede obtener mejores rendimientos para
la descontaminacion. Esta perspectiva se presenta como una interesante
alternativa para potenciar los resultados obtenidos en este trabajo, para el
estudio de sus zonas de estabilidad y condiciones que permitan presentar
mejores criterios de descontaminacién y produccion de metano.
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Capitulo 7

Anexos

7.1. Enunciado de Teorema para Estabilidad
Global

Un sistema denominado asintéticamente auténomo es un sistema que tiene
la forma:

T = f(t,x)

y estd asociado a una ecuacién limite, que es de la forma:

v =9g(y)

de tal forma que se cumple la relacion:

flt,x) = g(x), t — o0

Se definird un semiflujo ¢ de la siguiente forma:

Sea (X, d) un espacio métrico. Considerando el mapeo & x X — X € A =
{(t,s) 1ty < s <t < oo} ® es denominado un semiflujo no auténomo si es que
es continuo y cumple con:

L. O(s,s,2) =z, s>t
2. O(t, s, 0(s,1, ) = B(t,1, 1), t=s>7 =1
El semiflujo es llamado autéonomo, si ademas:

3. ®(t+r,s+rax)=>( s, x)

Haciendo ©(t, z) = ®(t + ¢, to, x) entonces el mapeo © : [0,00) x X — X
seré referido como un semiflujo auténomo. Dado que ®(t, s, z) = O(t —
s, x), es suficiente estudiar ©, que es continuo y satisace:
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4. ©(0,z) ==z
5. O(t,0(s,2)) =O(t+s,x), t,s >0

Un semiflujo no auténomo ® es denominado asintéticamente auténomo, con
semiflujo limite ©, cuando © es un semiflujo auténomo en X y ademas:

O(t; + 54,85, 1;) = O(t, ), j— o0

para tres sucesiones cualquiera, t; — ¢, s; — o0, ¥; — 00, j — 00, con
r,r; € X,0<¢t,1; <ooy s; > 1.

Consideremos el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias: © = f(¢, x)
y ¥ = g(y) en R". Asumimos que f y g son continuas y con soluciones tinicas.
Si se denota ®(t,s,xp) la solucién x(t) del prmer sistema para z(s) = xo y a
su vez se denota ©(t, xg) la solucién y(t) para el segundo sistema que satisfaga
y(0) = xg, entonces ¢ es asintéticamente auténoma con semiflujo limite O
cuando f(t,x) — g(z), t — oo, uniformemente en subconjuntos compactos de
R™.

Si @ es un semiflujo no auténomo en X y (s,z) € [tp,00) x X, entonces la
6rbita hacia adelante de @ a través de (s, x) se define como:

Oo(s,z) ={P(t,s,z):t >s} C X

Finalmente se definira la recurrencia en cadena. Sea A un conjunto no vacio
positivamente invariante de X,y x,y € A. Para e > 0, t > 0, una (¢, t)-cadena
desde z a y (en A) es una sucesion {x = x1,Z9, ..., Tpy1 = Y;l1,ta, ..., t,} de
puntos z; € Ay tiempos t; > t tales que d(O(t;,x;),xi41) < 6,0 =1,2,...,n. Un
punto x € A es denominado recurrente en cadena (en A) si para cada ¢ > 0,
t > 0 hay una (e, t)-cadena de x a x en A. El conjunto A se dice recurrente en
cadena si cada punto en A es recurrente en cadena en A.

Con todas estas definiciones, es posible enunciar el teorema, tal como estaba
presente en [§], que fue utilizado para la demostracién de estabilidad global:

Teorema 8. Sea ® un semiflujo asintoticamente autonomo, con limite el se-
miflujo ©, y que la orbita Og(T,€) tenga cerradura compacta. Entonces, el con-
Junto w-limite we(7,€) es no vacio, compacto, conexo, invariante y recurrente
en cadena por el semiflujo © y atrae a ®(t,7,£) cuando t — oo.
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7.2. Enunciado del Teorema de Estabilidad pa-
ra el Quimiostato Simple

Antes de proceder con el enunciado del teorema, se plantearan algunas de-
finiciones previas:
Un sistema dindmico es una funcién de dos variables de la forma:

T MxR— M

donde M es R™. La funcién se le denomina un sistema dindamico continuo si 7
es continua y tiene las siguientes propiedades:

1. w(x,0) =x
2. w(x,t+s) =m(m(z,t),s)

Dado un punto z, el conjunto {m(z,t),t > 0}, se denomina una orbita
positiva o trayectoria positiva a través del punto, y se denota por y*(z). Si un
conjunto S es tal que todas las trayectorias que comienzan (es decir, tienen sus
condiciones inciales en S), se mantienen en S para cualquier tiempo positivo,
en dicho caso se dice que S es positivamente invariante.

Si un conjunto w-limite contiene un punto estacionario P, entonces este
punto es todo el conjunto w-limite. Si todos los valores propios de la matriz
variacional tienen parte real positiva, dicho punto es un repulsor. Dicho punto
no puede estar en el conjunto w-limite de ninguna trayectoria salvo si mismo. Si
k valores propios tienen parte real positiva y n — k, valores propios tienen parte
real negativa, entonces existen dos conjuntos: M+ (P), denominado la variedad
estable definido por:

MH(P) = {z| th n(z,t) = P}
—00
y M~ (P), denominado la variedad inestable, definida por:
M~ (P) = {z| tlim m(x,t) = P}
——00

A continuacién se enuncia el Teorema que se encuentra en el Apéndice F en
[11]. Considérese dos sistemas de ecuaciones diferenciales de la forma:

i = Az g=f(y,2) (7.1)
T = f(x,0) (7.2)
donde:
z e R™, (y,2) € D C R*R™
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r € Q={z|/(z,0) € D} CR"

con f continuamente diferenciable, D, positivamente invariante para ambos sis-
temas, y el primer sistema es disipativo en el sentido que existe un subconjunto
compacto de D en el cual cada solucién eventualmente entra y se mantiene alli.
Ahora, considerénse las siguientes hipdtesis:

1. Todos los valores propios de A tienen parte real negativa.

2. La ecuacion ([7.2) tiene un numero finito de puntos de equilibrio en €2,
cada uno de los cuales es hiperbdlico para ([7.2))- Se denotan estos puntos
de equilibrio @y, -, zp.

3. La dimensién de la variedad estable de zj es n para 1 < j < r, y la
dimension de las variedades estables de z; es menor que n para j =
r+1,---,p. Expresado en simbolos, dim(M™*(z;) = n), i = 1,---,r,
dim(M™*(zj) <n),i=r+1,---,p

4. Q= UleMJr(ZL‘j).
5. La ecuacién (|7.2)) no posee un ciclo de puntos de equilibrio.
De esta forma, se enuncia el teorema:

Teorema 9. Si las hipdtesis indicadas se cumplen, y sea (y(t), z(t)) una solu-
cion de (7.1)). Entonces, para algin i:

lm (y(2), 2(t)) = (,0)

En otras palabras, D C At (z;,0), donde AT representa la variedad estable

de (7).

Veamos ahora cémo este resultado se aplica al Quimiostato Simple. Recor-
demos que podemos escribir dicho modelo de la forma:

X = (u(Sp, — 2(t) —kX) — D)X
z=—Dz,

donde en este caso D = {(X,z) : X > 0,kX + z < Sp,,}. De esta forma, este
sistema estara asociado a:

X = (W(Sra — kX) — D)X

donde Q@ = {X : X > 0,kX < Sp,,}. Y es sencillo verificar en el caso de puf(+)
siendo una funcion Monod, que esta ecuacién satisface todas las condiciones
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enunciadas para el equilibrio X*, bajo las condiciones que permiten la coexis-
tencia, puesto que en dicho caso sélo existe un equilibrio dentro del conjunto
w-1limite, cuya variedad estable, como vimos en el Teorema [5] es de dimensién
1, y cubre todo €.

Debe notarse, que en el caso Haldane, el equilibrio inestable X;, para las
condiciones que se enuncian, es negativo, y por lo tanto, se encuentra fuera de €2,
de esta forma, las condiciones planteadas se cumplen y garantizan la estabilidad
global del equilibrio X§ en dicho caso.
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7.3. Tabla de valores numéricos utilizados

Los valores numéricos utilizados para el estudio realizado en el trabajo fueron
gentilmente sugeridos por el Doctor Andrés Donoso de la Pontificia Universi-
dad Catdlica de Valparaiso. Muchos de estos valores coinciden con los valores
encontrados en [3] y [9]. Los valores de las constantes de la funcién Haldane, sin
embargo, son distintos puesto que, por sugerencia del Doctor Donoso, de esta
forma se pone mas en manifiesto los fenémenos de inhibicién del crecimiento
para valores altos de sustrato.

Constante | Valor | Unidad
k1 42

ko 115 | mmol/g

k3 268 | mmol/g
MAMazx 1.2 dil
KSA 7.1 g/l
KM Maz 0.7 d~t

Ksm 5 mmol /1

Ky 2.5 | mmol/l

Cuadro 7.1: Constantes utilizadas para los modelos.
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