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Resumen 

En este trabajo se desarrolia una modeiación numérica de la dispersion de 

substancias contaminantes ernitidas a la atmósfera en zonas de dimensiones reducidas 

caracterizadas por una configuración geométrica compleja del terreno. En situaciones 

de este tipo ci campo de velocidades del viento adquiere una distribución complicada y 

aitamente dependiente de la geometrIa del terreno. La modelaciOn se basa en obtener 

este campo de flujo resoiviendo las ecuaciones de conservación eulerianas que lo 
deterrninan. Las concentraciones de polutantes se calculan por medio de sus ecuaciones 

de transporte convectivo y difusivo. El proceso de difusión está dominado por ci estado 

turbulento del llujoi Se describen los principales métodos para la rnodelaciOn de la 

turbulencia, la cual se incluye mediante el promedio temporal de las ecuaciones, 

empleando ci concepto de viscosidad turbulenta para los esfuerzos de Reynolds, 

caiculada por medio del niodelo k - e. Para la difusiOn turbulenta de calor y masa se 
analizan las teorIas al respecto y se adopta la teorla K, que supone los flujos 

turbulentos horizontales y verticales proporcionaics a los gradientes de las propiedades 
intensivas medias en las direcciones respectivas, introduciendo coeficientes de difusión 

turbulentos. Estas difusividades son obtenidas de la viscosidad turbulenta y a elias se 

apiican ademãs factores de anisotropia dependientes de Ia estabilidad atmosférica. 

Para la resoiuciOn numérica de las ecuaciones se utiliza ci método de diferencias 

finitas, segün ci esquema de volümenes de control. Los coeficientes de discretización 

se calculan mediante ci esquema de icy de potencia de Patankar, y se utilizan malias de 
discretización desplazadas para las componentes de velocidad a fn de obtener una 

mejor representación numérica de las derivadas de velocidades y presiOn. La conexión 

entre las ecuaciones de momentum y de continuidad se estabiece mediante ci método 
SIMPLE. 

Se presentan aplicaciones del modelo al cálculo de concentración de polutante en 
aigunos casos hipotéticos de calles rodeadas por edificios, y en una zona de topografia 

irregular expuesta a las emisiones de una fuente industrial. Los resuitados muestran que 
este tipo de modelaciOn ofrece posibilidades concretas de estimar ci grado de 
contaminación atmosférica en situaciones donde Ia compiejidad del terreno hace 
dudosa la aplicaciOn de los métodos convencionales para estos fines. 

Temas relacionados: Dispersion de contaminantes, difusión en Ia atmósfera, modelos de turbulencia, 

dinámica de fluidos computacional. 



Summary 

in this study, a numerical model is developed for the dispersion of pollutant 
substances released into the atmosphere at zones of small dimensions characterized by 
terrain with a complex geometrical configuration. In this kind of situations the wind 
velocity field acquires a complicated distribution, highly dependent on the terrain 
geometry. The model is based on the determination of this flow field by solving the 
governing Eulerian conservation equations. Pollutant concentrations are calculated 
with their convective-diffusive transport equations. The diffusion process is dominated 
by the turbulent state of the flow. The main methods for turbulence modeling are 
described. Turbulence is included by time averaging the equations, employing the 

turbulent viscosity concept for the Reynolds stresses, calculated with the k—s model. 
For the turbulent diffusion of heat and mass, theories about the subject are reviewed, 
and the K theory is adopted, which assumes that horizontal and vertical turbulent fluxes 
are proportional to the gradients of the intensive properties in the corresponding 
directions introducing turbulent diffusion coefficients. These diffusivities are obtained 
from the turbulent viscosity, and additionally anisotropy factors depending on the 
atmospheric stability are applied to them. 

For the numerical solution of the equations the finite difference method is used, 
in the form of the control-volume scheme. The discretization coefficients are 
calculated by the Patankar power-law scheme, and staggered discretization grids are 
employed for the velocity components in order to obtain a better numerical 
representation of the velocity and pressure derivatives. The connection between the 
momentum and continuity equations is achieved by use of the SIMPLE method. 

Applications of the model to the calculation of pollutant concentration are 
presented for some hypothetical cases of streets surrounded by buildings and in a zone 
of rough topography exposed to the emissions of an industrial source. The results show 
that this class of modeling offers real possibilities for the estimation of the atmospheric 
contamination level in cases where the terrain roughness makes the application of 
conventional methods for these purposes dubious. 

Key Word Inde.: Pollutant dispersion, atmospheric difIijsion, turbulence models, computational fluid 

dynamics. 
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I Introducción 

Es bien conocida la necesidad creciente de estimar el grado de contaminación del 
aire en zonas urbanas o rurales. Los métodos convencionalmente empleados para 
calcular las concentraciones de substancias nocivas liberadas a la atmósfera utilizan 
ecuaciones de difusión basadas en suposiciones simples para el campo de flujo de aire 
imperante en la regiOn de inheres. Se suponen distribuciones de velocidades y 
caracterIsticas de la turbulencia constantes sobre grandes distancias. Dc este modo el 
transporte de polutantes se calcula en base a inforrnaciOn meteorológica sobre la 
dirección y velocidad medias del viento en la zona en cuestiOn, y Ia dispersion 
turbulenta se incluye mediante relaciones empiricas disponibles, las cuales en muchos 
casos han sido deducidas en condiciones diferentes a las que se presentan en un 
problema en particular. Estos procedimientos han dado resultados aceptables cuando Ia 

topografia del terreno en la que se aplican es esencialmente plana, pero el error en ci 
que incurren es considerablemente mayor y dificil de estimar en situaciones de 
geometrIa complicada. 

Las extensiones de estos modelos para abarcar casos geornétricamente complejos 
solo logran describir parcialmente la influencia del terreno, y resultan inaplicables en 
condiciones donde los obstáculos que el viento encuentra a su paso modifican 
completamente ci patron de flujo. Tal es el caso de Ia dispersion de contaminantes en 
calles rodeadas por edificios, donde la circulaciOn de aire es determinada por la 
configuraciOn geométrica particular del conjunto de edificaciones. Dc igual forma, en 
regiones montaflosas, las concentraciones de contarninantes provenientes de fuentes 
industriales pueden depender en algunos sectores de las condiciones locales de viento 
irnpucstas por las caracteristicas de Ia superficie, para los cuales la direcciOn y 
velocidad del viento dadas por informes meteorologicos no son representativas. 

Por lo tanto, en estas circunstancias se hace necesario adoptar un tratamiento más 
fundamental, y determinar los campos locales de flujo resolviendo las ecuaciones 
fluido-dinámicas que los rigen. Dc este modo, la concentraciOn de contaminantes 
puede obtenerse luego resolviendo sus ecuaciones de transporte por convección y 
difusión. Puesto que esta difusión, asi como la difusión de momentum y energia, está 
dominada en estos casos por mecanismos turbulentos, es necesario incluir además la 
rnodelación adecuada de la turbulencia. Dada la complejidad analItica de estas 
ecuaciones su resoluciOn debe efectuarse mediante técnicas numéricas. El objetivo de 



este trabajo es, por lo tanto, modelar numéricarnente la dispersion de contarninantes en 

situaciones tridimensionales de geometrIa cornplicada corno las descritas, empleando 

los métodos de la dinámica de flujos turbulentos. Con esto se persigue explorar el 

potencial de aplicaciOn de dichos métodos a problemas de eva!uaciOn de 

contaminaciOn ambiental, para los que no se disponga de procedirnientos de cálcu!o 

confiables. 

Son escasos los trabajos reportados en la literatura que adoptan este enfoque, y 

hasta ahora se han utilizado modelos simplificados de turbulencia, los cuales 

determinan las difusividades turbulentas de las propiedades transportadas mediante 

relaciones algebraicas, las que consideran solo la variación vertical de estos 

parámetros. Esta práctica es usual en meteorologia, en donde debido a la gran 

diferencia entre las escalas horizontal y vertical a las que se describe el flujo, la 

direcciOn vertical es desacoplada del resto, y sOlo en ella se considera la difusiOn. Para 

los problemas de microescala (en términos nieteorológicos) que aqul interesan, Ia 

estructura de los campos de flujo y turbulencia es completamcnte tridiniensional, y se 

requiere un modelo matemático de la turbulencia que jun10 con proporcionar una 

descripciOn más precisa del fenórneno, permita hacerlo a un costo computacional 

ra.zonable. 



2 Ecuaciones Fundamentales 

Cualquier modelación del tipo abordado en este trabajo se basa en ciertos 

principios fundamentales de conservación. Entre éstos se tienen: 

conservación de masa 

conservación de momentum 

• conservación de energIa 

• conservación de especies qulmicas 

Estas Ieyes fundamentales de conservación pueden formularse rnatemáticamente 

aplicándolas a un elemento diferencial de volumen, de lo cual se obtiene una ecuaciOn 

diferencial para cada una. Dichas ecuaciones son las que se exponen a continuaciOn. 

2.1 Conservación de Masa 

En un campo de flujo donde u, es Ia componente del vector de velocidad y p Ia 

densidad, Ia conservaciOn de masa es expresada por Ia ecuación de continuidad, 

± --(pu) = 0 (2.1) 

Desde el punto de vista de la modelación computacional, Ia ecuaciOn anterior debe 

reemplazarse, en estricto sentido, por 

ap  + -(pu1) = S,,, (2.2) 
at ax, 

donde S,,, corresponde a Ia fuente de masa (por unidad de volumen) existente en el 

punto en cuestiOn. Estas fuentes de masa pueden representar substancias liberadas 

dentro del campo, cuyo ingreso no se especifica a través de un flujo másico que las 

transporte (por ejemplo, fuentes distribuidas de contaminantes). S,,, es por lo tanto, Ia 
masa que entra a un volumen de control (sobre los que se integra Ia ecuaciOn de 

continuidad) no asociada a las velocidades en las fronteras del mismo. 



Ell 

2.2 Conservación de Momentum 

La conservación de momentum está dada por la segunda Icy de Newton, la cual 

aplicada a un elemento de masa en el campo de flujo conduce a 

aui au. ao-,. 
p-- + = ! + /, (2.3) 

31 3x1 3x 1  

siendo o ci tensor de esfuerzo, que inciuye las fuerzas de superficie, y F1  la fuerza de 

cuerpo sobre ci elemento de masa. El tensor o, es usualmente separado como la suina 

de una parte isotrópica, —pä,, que tiene la misma forma que ci tensor de esfuerzo en un 

fluido en reposo, y una parte restante no isotrópica, z (esfuerzo desviatórico), que 

representa la fricción interna, y por lo tanto, la difusiOn de momentum por acción 

molecular. Es decir, 

07,1 = + r,1 (2.4) 

p es aqui Ia presión mecánica, definida como 

p On (2.5) 

que es el primer invariante del tensor o1, y que fisicamente se puede interpretar como 

ci valor del esfuerzo normal promediado sobre todas las direcciones. En un fluido en 

reposo esta presiOn coincide con la presión de equilibrio termodinámico, dada por Ia 

ecuaciOn de estado, Para un fluido en movimiento, podria haber, teOricarnente, 

diferencia entre ambas, cuando la presión mecánica depende de aspectos moleculares 

diferentes de aquellos que determinan la energia interna (como por ejemplo, en un gas 

ideal con moléculas poliatómicas, donde ci esfuerzo normal medio es proporcional a la 

energia traslacional de las moléculas, mientras que Ia energia interna involucra además 

Ia energia rotacionai y eventualmente vibracional - de las moléculas). Sin embargo, 

se ha observado que fenómenos de esta naturaleza solo tienen efectos significativos en 

circunstancias muy particulares, tales como ci amortiguamiento de ondas acUsticas de 

aita frecuencia y la estructura de ondas de choqu&21. Para flujos de baja velocidad, que 

pueden tratarse como incompresibles, el térniino p en la ecuaciOn (2.4) puedc 

considerarse equivalente a la presiOn termodinámica. Esta equivalencia se adopta en 

forma implicita en todo lo que siguc. 



5 

El esfuerzo desvialórico no contribuye al esfuerzo normal medio, y Ia traza r,, del 

tensor es nula, como se deduce de (2.4) y (2.5). El enfoque clásico para r,1  ha sido 

postular que es una funciOn lineal de las diferentes componentes del gradiente de 

velocidad. En forma general, esto se expresa como 

VU = Aijkl 
aU, 

axi  
(2.6) 

donde el tensor AijAj  es simétrico en los indices i yj ya que z, io es. Adicionalmente se 
supone que A,,k, es isotrópico, un hecho sugerido por Ia estructura molecular 

estadIsticamente isotrópica de los gases, y lIquidos simples, a los que se aplica Ia 

ecuación (2.6). De este modo, Ak/ se puede expandir como una suma de productos de 

deltas de Kronecker, multiplicados por coeficientes escalares 1u, /1J, u2.- 

Aijkl = 11 81k 4' + /Ii + /-2 4k (2.7) 

donde, en virtud de Ia simetria de A1Jk/ en los Indices i yj, se debe cumplir que ,u2  = ,u. 

Por su parte, ci tensor au1/axi  es descompuesto en una parte simétrica, D,, y una 
antisimétrica, 

, 
definidas como 

DY 
au. 8U. 

= -i- + (2.8) 
ôx 

= 

(2.9) 

de manera que 

=Djj  + (2.10) 

es ci denorninado tensor de deformación, mientras que 4y puede escribirse en 
términos del vector de vorticidad oj = V x u como 

= jkWk (2.11) 



(,k es el tensor de Levi-Civita). For consiguiente, al substituir estas expresiones junto 

con (2.7) en la ecuaciOn (2.6), se tiene 

Ti1 = [P Oik 8i + S!  ) + /11 ,j l] (Dk, Ekin  w) (2.12) 

de donde resulta 

= p Du  + 1 j Ac (2.13) 

con A = — J)kk = V- u (llarnada razón de expansion). 

Al aplicar Ia condición de traza nula para z, se obtiene r-ii  = 2,u A + 31u1 A = 0, 
de modo que ,u1  = -2/3 u, y asi 

V,1 = (2.14) 

La utilizaciOn de esta forma para el esfuerzo desviatórico en la ecuación (2.3) 

resulta en 

p-- + pu,L- ap  
= + __(1iD) - --(pA) + P (2.15) at a, ox, Ox1 3 Ox, 

que es una forma general de la ecuaciOn de Navier-Stokes. 

Los Ilujos que aquI interesan pueden tratarse como incompresibles, en ci sentido 

de que, si bien se admiten variaciones de densidad, ellas están asociadas a variaciones 

de ternperatura, más que a variaciones de presiOn (en la secciOn 3.2 se analiza este 

punto con rnás detaile). Esto implica que ci término que contiene a la razOri de 

expansion se puede omitir. Por otra parte, puede darse a esta ecuación una forma más 

conveniente para su integraciOn nurnérica sumándole la ecuaciOn de continuidad (2.1) 

multiplicada por u•. Con esto, la ecuaciOn de conservaciOn de momentum que se 

resuelve es 

ap 
 + ---(pu1u1 ) = --- + -- + Clu +I (2.16) 

Ot Ox,. Ox, a 1 Ox1 Ox i )] 

(si se emplea la forma (2.2) de la ecuación de conlinuidad en lugar de (2.1) el resultado 
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es ci mismo, pues en dicho caso la ecuación de Newton para ci elernento diferencial 

contendrá, surnado a Ia fuerza, el término - u1S.., originado por Ia variación de masa del 

elemento). 

2.2.1 Fuerzas de Cuerpo 

Fi  incluye todas las fuerzas de cuerpo por unidad de volumen que actáen sobre el 

elernento diferencial. Para un flujo en la atmósfera de la tierra, el principal agente 

externo de fuerzas de cuerpo es la gravedad. Adicionalmente, debido a que un sistema 

de coordenadas fijo a la superficie de Ia tierra no es inercial, es necesario, en rigor, 

considerar las fuerzas aparentes producto de la rotaciOn del planeta. Asi, para un caso 

general se tendrá 

F = Fg  + Fcor  + Fce,i (2.17) 

donde los términos del lado derecho corresponden a fuerzas gravitacionales, de 

Coriolis y centrifuga respectivarnente. 

Fuerza de Gravedad: 

Siguiendo la notación usual en este campo, se utilizará la coordenada: (o x3  en la 

notación tensorial) para la dirección vertical, y las coordenadas x e y (es decir, x1  y x2) 

para las direcciones horizontales ortogonales. La fuerza de gravedad, por unidad de 

volumen, queda dada entonces por 

(F) = 0 ; (Ji', = 0 ; (Fg)z  = —pg 91 

o bien 
(Pg)i = —pg 8j3 (2.18) 

donde g es Ia aceleración de gravedad. Fuerzas de flotación producidas por diferencias 

de densidad quedan incluidas a través de (2.18), debido a la acciOn diferencial de la 

gravedad sobre puntos con distinta densidad en la dirección vertical. No es necesario, 

por lo tanto, incorporar un término explIcito para la fuerza de flotación. 



Fuerzas Aparentes: 

La aceieración referida a un sisterna de coordenadas que rota con velocidad 

angular Q se relaciona con la aceleración en el espacio inercia!, a, mediante 

a = 
dv

+ 2xv + x(xR) (219) 
(If 

siendo dv/di Ia aceleración vista desde ci sisterna en rotación. Los dos términos que le 

siguen son Ia aceleración de Coriolis, y la aceleración centripeta respectivamente. En 

este caso se adopta como sisterna inercial uno con origen en el centro de Ia tierra, de 

manera que para un sistema de coordenadas con origen en la superiTicic, y fijo a ésta, Ia 

magnitud de R es el radio de la tierra y 0 su velocidad angular ( Q z 7,27 x 10 [s'] ). 
Si para este sisterna se escoge: como dirección vertical, y como la direcciOn tangente a 

la superficie apuntando hacia el norte (y por lo tanto, x es la direcciOn hacia el este para 

un sisterna dextrOgiro), las componentes de 0 serán: 

= 0 ; , = .Qcos7 ;dZ = Qsin (2.20) 

siendo la latitud del lugar, la cual se torna corno negativa para puntos situados en ci 

hernisferlo sur. 

Corno se desprende de la ecuación (2.19), la fuerza de Coriolis, por unidad de 

volurnen, es 

Fcor  = XV (2.2 Ia) 

o, en notación tensorial 

(1cor)i = —2PSiJk  (Uk (2.21b) 

Denotando ahora por (u,v,w) las componentes de velocidad en ci sisterna xy: 

mencionado, se obtiene a su vez para las componentes de Fcor  

(F 0 ) = 2pQ(v sin'p - w cos) (2.22a) 

(1 cor )v  = —2pQusin (2.22b) 

(1 cor)z = 2pQucos (2.22c) 

Del mismo modo, se tiene para la fuerza centrifuga por unidad de volurnen 



Fce,z = x (Q x R) (2.23) 

y sus cornponentcs serán 

= 0 (2.24a) 

(Fcen)v  = —pRt2 2 sinçocosçe' (2.24b) 

(1'cen)z = pR Q 2  cos2 , (2.24c) 

La importancia relativa de las fuerzas aparentes comparadas con los demás 

ténninos en la ecuaciOn de momentum depende de la escala espacial del flujo resuelto. 

La razOn entre las magnitudes de los términos convectivos y de Ia fuerza de Coriolis es 
del orden de 

U 

112 

con U una velocidad representativa del campo de flujo, y L la escala espacial sobre la 
cual u varia apreciabiemente. Esta cantidad es conocida como el nimero de Rosby. 
Cuando U/L12 >> 1, ci efecto de Ia fuerza de Coriolis sobre el patron de flujo es 

despreciable, auinentado su influencia a medida que ci mirnero de Rosby toma valores 

del orden de 1 o nienores. Para condiciones caracteristicas en la atmósfera se puede 

considerar U 10 [m/s], de manera que para modelaciones de mesoescala, donde L - 

100 [km], o de macroescala meteorológica, con L 1000 [km], la presencia de la 
fuerza de Coriolis no puede ignorarse. En modeios de mesoescala todavIa es posible 
omitir Ia influencia de esta fuerza en Ia ecuaciOn de movimiento para Ia dirección 
verticalt 251. En modelos de macroescala en cambio, la fuerza de Coriolis puede liegar a 
ser dominante con respecto a Ia convecciOn de momentum, obteniéndose en esas 
condiciones ci denominado flujo geostrófico, en ci cual ci gradiente de presión en un 

piano horizontal es normal a las lineas de flujo. En contraste, para modelaciones de 
microescala, donde las distancias involucradas son de sOlo algunos kilOmetros, ci 
efecto de Coriolis es de orden secundario. 

Con respecto a Ia fuerza centrifuga, su influencia puede suponerse también 

despreciabie un situaciones de microescala donde cabe esperar que las perturbaciones 

que experimente ci flujo se deban fundamentalmente a la acción de los contornos 
sólidos y a fuerzas gravitacionales (el producto Rt2 2  en las componentes de la fuerza 
centrifuga es aproximadamente 0,0035g). Los anáiisis de meso- y rnacrocscala 
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usualmente incluyen la componente vertical de la fuerza centrIfuga por medio de una 

aceleraciOn de gravedad corregida por Ia aceleración centrIpeta. 

2.3 Conservación de EnergIa 

La conservación de la energia implica un balance entre la acumulación y 

convecciOn neta de energia interna y cinética, y el calor transferido al elemento bajo 

análisis más el trabajo realizado sobre él por las fuerzas a las que está sometido. Tal 

balance de energia toma la forma 

2 a I 
- —Pu ) + —[ui (pe +—pu2 )] 
at 2 ax, 2 

- - pu1 g8 
- axi  

+ -Cii + S1, 
8x1  

a 
-  

ax, 
(Uj)  

(2.25) 

siendo e Ia energia interna especifica, u2  = u,u1  y q• el vector de flujo neto de calor por 

unidad de area hacia el elemento. Los tres términos que siguen a Ia divergencia de q, 

corresponden al trabajo desarrollado por la fuerza de gravedad, la presión y los 

esfuerzos viscosos respectivamente. S,, representa una fuente de energia externa, que 

puede incluir cantidades tales como el calor latente de condensación, calor 

antropogénico, etc. Al restar la ecuación de continuidad de (2.25) se obtiene 

d 1 
u 2) = _L 

- pu1 g813  - ---(pU1 ) + 
di ax, ax1 

—(z,i) + S1, (2.26) 

donde se ha introducido el operador -- = + u1 (derivada substancial). 
di at ax, 

Las ecuaciones de arriba contienen la energia total del flujo, es decir, tanto Ia 

energia térmica como la mecánica. Es posible derivar una ecuación solo para la energia 

mecánica a partir de la ecuación de Navier—Stokes, mediante el producto escalar de 

dicha ecuación con el vector de velocidad u,, resultando 

au. Nipu1 + pu1  u, -b = u - UI  - - p u,g813  
at ax ax, 



de manera que la ecuación para la energia mecánica es 

d1 2 a 
1) -

aU, a au, 
u ) = —(u1 z - —(pu,) + p— - pu1 g813 (2.27) 

di 2 8x ax 8x, axi  

Los términos fuentes en esta ecuación de transporte para la energia cinética pueden 

interpretarse como sigue: 

--(ur rapidez a Ia cual los esfuerzos viscosos efectian trabajo sobre un elemento 

de volumen. 

r : rapidez de conversion irreversible de energia mecánica en energia 
axi 

térmica. Este término está asociado con pequeñas diferencias de velocidad 

en lados opuestos de un elemento, y representa la parte de ô/Sx1•(u1 z,) 

correspondiente al trabajo realizado al deformar el elernento sin carnbio en 

su velocidad. 

--(p U1): rapidez a la cual Ia presiOn efectüa trabajo sobre el elemento. 
axi  

p : rapidez de conversion reversible de energia mecánica en energia térmica, 
ax, 

debido a la compresiOn del elemento. Esta energia se puede recuperar sin 

pérdida corno energia mecánica cuando el elemento se expanda, en 

contraste con r,au1/ax, el cual es siempre positivo, dando origen a una 

transferencia unidireccional de energia desde los agentes mecánicos, que 

causan ci movimiento, a la energia interna del fluido, en concordancia con 

el carácter friccional del esfuerzo z. 

Restando Ia ecuación (2.27) de (2.25) se obtiene para la energia interna 

= -- - pA + + S1, (2.28) 
di dv1 axi  

en donde A es al igual que antes, la razón de expansion au1/ax,. 

Para esta aplicación es preferible formular la ecuación de energia en términos de 

la temperatura, en lugar de la energia interna. La variación de ésta en función de la 

entropla, s, y el volunien especifico v está dada por 
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de = dv - pdv (2.29) 

cuando Ia ecuación termodinámica fundamental es del tipo e = e(s,v). No se 

considerarán cambios en Ia composición quIrnica del fluido, razón por Ia cual no se han 

incluido en (2.29) los potenciales quimicos y las variaciones en ci ntuirnero de moles de 

los componentes. Al utilizar las identidades 

cv = 
as 

y = 

c9T ( a') 3T)' 

con (', el calor especIfico a volumen constante, Ia ecuación (2.29) se puede reescribir 

como 

de = CV dT + I'(Lp  - dv (2.30) 

Para el aire en condiciones atmosféricas se puede emplear con buena 

aproximación Ia ecuación de estado del gas ideal, pv = /?T, de modo que Ia expresión 
que muitiplica a dv en (2.30) se anula, y Ia ecuaciOn de energia térmica toma ia forma 

p C = - .  dT 
LL 

- pA + r,1  Oul  + S1, (2.31) 
di dx, axi  

Una forrna alternativa, en términos del calor especifico a presión constante, Ci,,, 
puede obtenerse escribiendo (2.3 1) como 

di' di' aq. au. 
pR - pA + 2_L + kSh 

di di cLx 'ax, 

y aplicando La ecuación de estado de gas ideal se tiene 

I? 
dl = d 

v+  
p dv 1(dp 

— + pA) 
di di = 

 p di 

resultando entonces 

pc1,, = -- + + r,,--!- + S,, (2.32) 
di dx, di ax, 

El vector q, puede contener tanto Ia difusión de calor corno ci flujo neto de 
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radiación. En este caso no se incluirá el intercambio radiativo, ya que para las 

situaciones analizadas el término aq,/ax1  está dominado por la difusión turbulenta. Por 
lo tanto 

a 
= 

dxi ;- 

_x
axi  
._J  

donde X es Ia conductividad térmica del rnedio. 

Combinando (2.33) y (2.32) y reemplazando ci esfuerzo -ri,  por la expresión 

(2.14) se obtiene Ia ecuación de energia térmica en función del campo de temperatura y 

ci campo de velocidades: 

a a a ar ldp 
at 
—(p/ + —(pui l) = __PaJ + 

ax, 8x1 ax, Cp di 

(2.34) 
C,, ax1 ax, ax, 3 C,, C,, 

donde se ha vuelto a sumar Ia ecuación de continuidad para obtener la forma general de 

una ecuación de transporte, análoga a (2.16), esta vez en Ia variable T, y el cuociente 
entre la conductividad térmica y C,, se ha puesto en función de la difusividad térmica 

molecular a. 

En meteorologia es usual resolver la ecuación de energia para la temperatura 

potencial 0, que corresponde a Ia temperatura que el aire alcanzaria al ser Ilevado 

adiabáticarnente a un nivel de presión de 1000 [mbar]: 

0 = f.(lOOO/p)RIC 
P (2.35) 

(con p en [mbar]) y donde se ha introducido además una temperatura modificada por la 

humedad, Tv., conocida corno temperatura virtual, de modo que Ia ecuación de estado 

pueda basarse en la propiedades del aire seco: 

i. = (1 + 0,61q)T (2.36) 

siendo q la humedad especifica. Ya que en este caso no se calcula Ia hurnedad y no se 

precisa referir los resultados a la superficie isobárica de 1000 [mbar], no es necesario 

incluir estas variables adicionales. 



2.4 Conservación de Especies QuImicas 

El objetivo de piantear una ley de conservación para especics quImicas es 
proveer una ecuación que permita calcular Ia concentraciOn de substancias polutantes 
liberadas a Ia atmósfera. Un balance de masa para cualquiera de estas substancias en 
un elemento diferencial de volurnen da como resultado Ia ecuación 

a a a. 
+ à_( pul c)  = 

- + S, (2.37) 

donde c es Ia concentración del polutante en el aire, en base rnásica (razOn de masa de 
substancia a Ia inasa de aire en el mismo volurnen). J, representa ci flujo difusivo de 
substancia y S, es Ia fuente neta. Si ci mecanismo de difusión sigue Ia Icy de Fick, 
entonces 

ac 
.1, —pD (2.38) 

siendo D el coeficiente de difusión de masa. Esta relación es váiida si Ia difusión es 
isotrópica. Cuando ci proceso es anisotrópico, el coeficiente de difusión no es un 
parámetro escalar, sino un tensor de orden 2, y en tal caso se tiene 

ac 
(2.39) 

avi  

Dc acuerdo al teorerna de reciprocidad de Onsager para procesos terrnodinámicos 
irreversibies I), debe ser sirnétrico, de manera que existirán en total seis componentes 
independientes. 

El término fuente S contiene todos los mecanismos de producción y remoción de 

Ia especie en cuestión, y puede incluir procesos tales corno transformaciones quirnicas, 

deposiciOn seca y deposiciOn hürneda. Corno resuitado de reacciones quimicas las 

concentraciones de polutantes primarios pueden disminuir, mientras que las 

concentraciones de polutantes secundarios tales corno sulfatos y ozono pueden 

aurnentar. Los mecanismos de reacción involucrados son generalmente muy complejos, 

y pueden estar adernás conectados con variables como Ia intensidad de radiación, Ia 

hurnedad y la cantidad de catalizadores presentes. SOlo para ci problerna del ozono se 
han mencionado rnás de 50 ecuaciones de conservación (Panofsky [23]), producto de 
su elevada reactividad. La rnodelaciOn de estos fenOrnenos no está contempiada dentro 
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de los objetivos de este trabajo, ya que se trata solo con especies cuyos tiempos 
caracteristicos de decaimiento por reacción quirnica son mucho rnayores que los 

tiempos de transporte dentro del dominio de soluciOn para la escala de modelaciOn 
adoptada. 

La deposiciOn seca se refiere a la remociOn que tiene lugar en la superficie del 

suelo por precipitación gravitacional, impacto y absorción quIrnica. PartIculas 

pequeñas con un diárnetro ci inferior a 20 [urn] precipitan a una velocidad V g  dada por 
Ia ley de Stokes: 

d 2 gp 
(2.40) 

100  /I 

donde pp es la densidad de la particula. Velocidades caracterIsticas de decantación han 

sido obtenidas experirnentalmente. Cuando Vg > I [m/s] las partIculas caen a través del 
ill campo de flujo, y Ia difusiOn turbulenta pierde irnportanciat, reduciéndose el 

problerna al cálculo de trayectorias balisticas para las partIculas. Esto ocurre para 

diámetros mayores que 200 [urn] aproximadamente. 

La deposición en el suelo, J I,  corno flujo de masa precipitada por unidad de area 
es calculada corno 

= Vg Co (2.41) 

con c0  la concentraciOn a nivel del suelo (en base volumétrica). Se ha observado que 

partIculas del rango menor de tarnaños y gases se depositan tarnbién sobre las 
superficies debido a absorciOn quimica e impacto. Para estas substancias se define una 
velocidad de deposición v,, que reemplaza a Vg  en la ecuación (2.41). v1 se determina 
por observaciones de la deposición 1d y la concentraciOn a nivel del suelo, de modo que 

Vd = _L (2.42) 
CO  

Resultados de mediciones dan para v,va1ores entre 10 y 0,1 [m/s]. Los valores 

más altos se asocian con superficies hürnedas y rugosas, condiciones atmosféricas 

inestables, y substancias qulmicamente activas. Un valor promedio corni.znmente usado 

como velocidad de deposiciOn seca es del orden de 0,01 [m/s]. 

En cuarno a Ia deposiciOn hümeda, ésta se relaciona con la captura de partIculas 
o moléculas gaseosas por gotas de liuvia, nubes o particulas de hielo. El proceso es 
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sumamente compJejo e involucra fenómenos de difusión por movimiento browniano, 

captura gravitacional e inercial (por impacto), termoforesis y difusioforesis, y efectos 

eléctricos. Funciones de captura de partIculas por gotas de acuerdo a estos mecanismos 

son dadas por Pruppacher [27], observándose que Ia importancia relativa de ellos 

depende apreciablemente del tarnaflo medio de Ia particulas. Holnicki ei al. [13] 

incluyen Ia deposicion htimeda en el término fuente de una ecuaciOn de concentración 

análoga a (2.37) mediante Ia relaciOn —ypc, donde y, el factor de deposición hümeda, es 
aproximado como 

y = 2 x 10-5 a°'6 (2.43) 

siendo a la intensidad de las precipitaciones en [mm!hr]. 
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3 Ecuaciones de Conservación Turbulentas 

3.1 Simulación de Flujos Turbuientos 

Las ecuaciones de transporte de momentum, energia y especies quimicas, junto 
con la ecuación de continuidad, presentadas en ci capItulo anterior forman un sistema 
coherente de ecuaciones diferenciaies parciales, que puede ser resuelto numéricarnente. 
Dichas ecuaciones son válidas tanto si ci No es laminar como 51 es turbulento. En la 
atmósfera prevalecen casi siempre condiciones de movimiento turbuiento, en particular 
en Ia capa Ilmite atmosférica, donde tIpicament&'71  se dan nimeros de Reynolds del 
orden de 106.  

La premisa fundamental de la teorla de la turbulencia a to largo de toda su 
historia formal ha sido que este fenómeno puede ser entendido dentro del dominio de 
Ia suposicion del medlo continuo de la dinámica de fluidos, Jo que implica aceptar que 
las ecuaciones de Navier—Stokes constituyen una descripción malemática completa de 
los flujos turbulentos. Se han mencionado ciertos hechos experimentales que podrian 
arrojar dudas sobre Ia validez de esta suposiciOn. Sin embargo, se trata de situaciones 
muy particulares (corno, por ejemplo, ci efecto de polimeros de cadena larga en 
solución acuosa) que no han modificado la adhesion generaiizada de los investigadores 
a esta hipOtesis básica. 

SerIa deseable, por consiguiente, poder resolver numéricamente las ecuaciones 
de Navier—Stokes en su fornia exacta, sin Ia introducción adicional de modelo de 
turbulencia aiguno, de manera que la ünica causa de error sea la discretizaciOn 
numérica. Por desgracia, una dificultad inmediata que surge al intentar esto es ci hecho 
de que los flujos turbulentos se caracterizan por configuraciones de muchos tamaños 
distintos, con escalas de longitud que difieren en varios Ordenes de magnitud, desde 
pequeños vortices del orden de 1 [mm] hasta vOrtices con dimensiones comparables a 
las del dominio de soiuciOn. Una escala de longitud caracterIstica de los vOrtices que 
finalmente disipan la turbulencia puede estimarse por argumentos dimensionales en 
base a la razOn e de disipaciOn de energia cinética turbulenta y a la viscosidad del 
fluido (por ser la propiedad que cuantifica su capacidad disipativa). La longitud 
obtenida 1  es (/6)1/4

, la cuai, en Ia atmOsfera, Ilpicamente resuita del orden 
mencionado de 1 [mm]. Por lo anterior, ci problema requiere la utiiización de mallas 
de discretizaciOn sumamente finas, y ci empleo de supercomputadores. Se han 
obtenido soluciones de esta clase (denominada sirnulaciOn completa), pero ci niimero 
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de flujos que pueden ser simulados por este método ha sido limitado, y ha estado 
restringido a nürneros de Reynolds bajos. La resolución directa de las ecuaciones de 
Navier—Stokes para un flujo a escala atmosférica demandarla una malla de 

discretización con una cantidad de nodos muy superior a la admisible en los rnás 

potentes computadores existentes en la actualidad (y posiblernente en los de las 
próximas generaciones). La incorporaciOn de un modelo de turbulencia se hace 
inevitable. 

El paso siguiente de aproximaciOn después de la simulación completa lo 
constituye una técnica denominada sirnulaciOn de grandes remolinos, la cual tuvo su 

origen en modelos para predicciones meteorológicas globales. La aproximación 

consiste en promediar las ecuaciones de Navier—Stokes sobre una region espacial lo 

suficientemente pequeña para remover los vOrtices de menor escala, con lo cual se 
obtienen ecuaciones para Ia estructura de gran escala del flujo. Las cornponentes de 

gran escala son calculadas entonces explicitamente, mientras que las de pequefia escala 

deben ser modeladas. La separaciOn entre estas dos escalas de descripción del campo 

de flujo se obtiene por una operaciOn de filtrado, definiendo el campo de gran escala 
com&81  

u(r) = fG(r—r'A)u(rdr' (3.1) 

donde u es la velocidad, G la función de filtrado y L\ la amplitud espacial del filtro que 
separa los remolinos grandes de los pequeflos (varios tipos de funciones han sido 

usadas como filtros, tales corno funciones de tipo escalOn y gaussianas). Esta 
definiciOn perrnite dividir el campo de velocidad (y ci de presiOn) en una componente 

para la escala resuelta, y una componente zi no discernible a Ia escala de resoluciOn 
impuesta por la amplitud del filtro (Ilarnada componente de sub-malla): 

U, = + Ili, (3.2) 

Al aplicar el operador de filtrado definido por (3.1) a las ecuaciones de Navier—
Stokes (2.16), se recupera la forma original de éstas, esta vez en función de las 

componentes de gran escala, excepto por ci término no lineal (el término convectivo), 
para ci cual se obtiene a/aX( u,u1 ) en lugar de O/ax(p Conforrne a la ecuación 

(3.2), u, u toma la forma 

u.uj = ui+iu+uff±u,'u' (3.3) 



en Ia cual, el primer término del lado derecho depende iinicamente de las componentes 

de gran escala, y puede ser calculado directarnente al resolver numéricarnente la 

ecuaciön de Navier—Stokes filtrada. Para los otros tres se requiere un modelo que 

permita expresarlos en función de las componentes de gran escala. 

La ventaja de Ia simuiacián de grandes remolinos sobre las ecuaciones 

promediadas de Reynolds, que se describen en la sección que sigue, es permitir ci 

cálculo directo de parte de los flujos de moIentum, energia y especies, de modo que la 

porción de ellos que queda incluida en las componentes de sub-malla resulta menor 

que en el promedio de Reynolds, y el resuitado total es rnenos sensible a las 

inexactitudes en ci modelo de turbulencia. Para que esto ocurra, la resolución de la 

malla de discretización debe ser tal que la energia cinética de los movimientos de sub-

malia represente sOlo una pequeña fracciOn de Ia energia total. 

Las fluctuaciones turbulentas presenlan un espectro amplio de frecuencias, donde 

las frecuencias (y nimeros de onda) más bajas corresponden a los remolinos más 

grandes, y lo contrario se tiene para los vOrtices pequeños. La energia se encuentra 

contenida principaimente en los nimeros de onda bajos, y es transferida hacia los 

mimeros de onda elevados, donde es finalmente disipada por la viscosidad. A nñmeros 

de Reynolds suficientemente altos existe un rango de nimeros de onda donde la 

turbuiencia está estadisticarnente en equilibrio, y es determinada 6nicamente por Ia 

razOn de disipaciOn de la energia cinética (s) y Ia viscosidad (hipótesis sugerida por 

primera vez por Kolmogorov). Este rango de equilibrio se denomina "universal" debido 

a que la turbuiencia en él es independiente de las condiciones externas"2 . Además, Ia 
disipación se concentra fuertemente hacia los ntimcros de onda elevados, por lo que si 

ci nimero de Reynolds es lo suficientemente grande se produce dentro del rango de 

equilibrio, un subrango donde Ia disipaciOn es despreciabie comparada con la energia 

transferida por efectos inerciales. AsI, los vortices con nümeros de onda más bajos que 

los de este subrango inercial serán considerados remolinos "grandes", y los vOrtices 

menores que los contenidos en ci subrango inercial serán los "pequeflos". La amplitud 

A del filtro debe escogerse, por lo tanto, de manera que ci niimero de onda 

correspondiente a esta distancia quede dentro del subrango. Por otra parte, ci tamaño 

de Ia discretizaciOn en la malia computacional debe ser menor que A, y a la vez, ci 

dominio de solución necesita dirnensiones suficientes para contener los remolinos más 

grandes. El rnimero de nodos requeridos resulta entonces en general muy grande, y ci 

método sOlo puede aplicarse si se dispone de un supercomputador. Ai.in asj, la cantidad 

de nodos necesaria es en algunos casos mucho mayor que la que permile la capacidad 
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actual de estos equipos, y se deben usar anchos de filtro que caen fuera del subrango 

inercial, incrernentándose la dependencia de los resultados de la calidad del rnodelo de 
sub-ma! Ia. 

Por lo anterior, la simulación de grandes remolinos ha sido empleada casi 

enterarnente en Ia investigación básica de Ia turbulencia, y la aplicación a problemas de 

ingenieria ha sido indirecta, orientándose a generar información que pueda ser usada en 

modelaciones basadas en promedios temporales de Reynolds. Para problemas corno los 

resueltos en este trabajo, las ecuaciones promediadas de Reynolds siguen siendo, por lo 

tanto, una va práctica de soluciOn. 

3.2 Ecuaciones de Reynolds Promediadas 

Esta aproximación resuelve problernas de flujos turbulentos tomando promedios 

temporales de las variables principales del flujo y reso!viendo las ecuaciones de 

movimiento para estos promedios. La idea fue introducida por 0. Reynolds en 1 895 y 
dio origen a lo que se ha denominado la teoria estadistica de la turbulencia, la que ha 

permitido ci desarrollo de modelos de turbulencia para aplicaciones prácticas. La 

suposición fundamental es que las variables que caracterizan el campo de flujo, tales 

como velocidad, presión, densidad, etc., se pueden separar en una componente media y 

una perturbación aleatoria. Asi, para la velocidad se tiene 

ii, = Th + Uil (3.4) 

donde Ti i  es ahora el valor de la velocidad promediado en el tiempo, y u,' la fluctuación 

aleatoria superpuesta a esta media temporal. En todo lo que sigue la barra superior ( ) 
denota ci promedio temporal, tal como 

= iJu(i + r)d (3.5) 

El intervalo de tiempo sobre ci cual se toma ci promedio debe ser suficientemente 

grande cornparado con la escala de tiempo de las fluctuaciones turbulentas, y por otra 

parte, debe ser pequeflo comparado con ci periodo de cualquier variación lenta del 

campo de flujo cuya causa se considere deterministica. Dc este modo, Ia aleatoriedad 

de uconduce a la siguiente suposición: 
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y  

demaneraque, u,uj  = i J• + iu + u 1. + u,' u sereducea 

ul uf  = + u'u (3.6) 

Tomando entonces ii, = , + u,', p = P + p' y p = + p' en las 
ecuaciones de continuidad (2.1) y de Navier—Stokes (2.16), y prornediándoias en ci 
tiempo se obtiene para cada una: 

(3.7) 

y 

a a aj a (aj 
-(pu,) + -(puzi) = -- + /Jt._!_ + 

_.___J 

+ J. ax1 a, ax, a.r ax, 

- --(p'u1') - _07j  p'u1' + p'ui + p'u,'z,) (3.8) 

de niodo que además de obtenerse los términos originales, en fiinción de las 

componentes medias, aparecen términos adicionales que corresponden a correlaciones 

entre las fluctuaciones de velocidad y entre éstas y las fluctuaciones de densidad. 

En Ia mayorIa de los casos los efectos de compresibilidad pueden ser 

despreciados, y se puede suponer que ci fluido se coniporta como si fuese 

mecánicarnente incompresible. Las condiciones que deben satisfacerse para que esto 

sea váiido pueden deducirse por ci siguiente anáiisis de órdenes de magnitud. 

Se llamará U a Ia magnitud de las variaciones en espacio y tiempo de Ia 
velocidad u,, y L a Ia escala espacial que caracteriza las distribuciones de u1  y otros 
parámetros del flujo (esto es, las variaciones de u1  son significativas solo para 
distancias mayores que L). Entonces, ci orden de magnitud de las derivadas espaciales 

de las componentes de u, será U/L, y ci campo de velocidades se aproximará a uno 
incompresible si 

U 
- 

axi   L 
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3u. a o bien, ya que = + u. si 
ax, a, ' ax, 

IldpI U 
<< -  

IpdtI L 

En este análisis es conveniente escoger a la densidad y a la entropla especifica 

como las dos propiedades independientes de estado, por lo que Ia derivada substancial 
de la presiOn puede escribirse como 

dp  = + (3p dx 
di di 

(3.10) 

donde c2 = 

 (_~P  
 es la velocidad de propagación de ondas acsticas en el fluido. 

ôp) 

dp/dt I puede estimarse con poca pérdida de generalidad utilizando relaciones para 
flujo isoentrópico, ya que los efectos de la viscosidad y la conductividad térmica (que 

las ecuaciones de flujo isoentrópico omiten) son normalmente modificar la distribuciOn 

de presión más que un control de la magnitud de las variaciones de la misma 21. La 
condiciOn (3.9) se transforma entonces en 

I 

U 
- (3.11) 

pc2  dt L 

Para un flujo isoentrópico la ecuación de movimiento se simplifica a 

du, ap  P-- - - + p1 (3.12) 

Como el interés aqul es en la fluctuaciones turbulentas de densidad, no se tomará en 

cuenta el efecto de las fuerzas de cuerpo, pues éstas en general cstarán asociadas a 

gradientes suaves de la componente media de la densidad más que a las fluctuaciones 

mismas (por ejemplo, la conexión entre la densidad y ci gradiente de presión estática 
producido por la fuerza de gravedad). Luego, con ayuda de Ia ecuación (3.12) se puede 
expresar (3.11) como 

I d I U 
pc2 a1 

—(u u) - 

2c2 d1 I., 
(3.13) 

El primer término se relaciona ünicamente con flujos transientes, Puede 
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considerarse como un caso representativo el de un campo de flujo oscilatorio, con una 
frecuencia n. En una region de dimensiones I. Ia velocidad cambiará de signo en un 
tiempo del orden de n 1, de manera que Ia rapidez de cambio de momentum será del 
orden de pL3  Un, y por lo tanto, Ia variaciOn de presión en los contornos de Ia region 

será - pLUn, Esto implica que 8p/ôt pLUn2, con Jo cual Ia primera parte de Ia 
condición (3.13) es 

L2  n 2  
<< 1 (3.14) 

Esta condición es satisfecha por Ia clase de flujos que se abordan en este trabajo (y en 

Ia mayorIa de los casos), y solo no se cumple en situaciones estudiadas por Ia aciistica 

(se observa que nL/c = I cuando L coincide con Ia longitud de onda del sonido de 
frecuencia n). 

En cuanto al segundo término de (3.13), su orden de magnitud será el mismo que 

el de u,51Ox(uu,) (es decir, U 3/L) o el de ait(u,u1), cualquiera sea mayor. Para este 
üitimo resulta también un orden de magnitud rnáximo de U 3/L si Ia frecuencia de 
oscilación no excede el valor U/L, y en caso de que sea mayor es aplicable la condiciOn 

(3.14) dada anteriormente. Por consiguiente, Ia segunda condición derivada de (3.13) 
es 

j2  
<< 1 (3.15) 

C 

Ia cual por supuesto se cumple para flujos con bajos nümeros de Mach. 

En consecuencia, se supondrá que ci aire atmosférico no puede presentar ning1tn 

efecto de compresibilidad, en relaciOn con Ia interacciOn de Ia presión y el campo de 

velocidad, y sOlo se considerarán variaciones de densidad causadas por Ia temperatura. 

Todas las correlaciones que contengan fluctuaciones de densidad pueden despreciarse, 

excepto cuando aparezcan en Ia fuerza de gravedad, las que serán retenidas para incluir 

Ia producción (o destrucciOn) de turbulencia por efectos de flotación. 

Con estas consideraciones, las ecuaciones (3.7) y (3.8) tornan las formas más 
simples 

ap  
- + —(p) = 0 (3.16) 
al äx, 

y 

=  
— +--- + 

— --(u'u'.) (3.17)  at ax, a axi  aX,) axi 
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Se observa que Ia ecuación de continuidad recobra Ia forma (2.1) y depende 
ünicamente de las componentes medias, pero en Ia ecuación de momentum (conocida 

como ecuación de Reynolds) persiste Ia correlaciOn entre las fluctuaciones de 
velocidad, y Ia ecuación no puede ser resuelta mientras no se exprese este término en 

función de las componentes medias. Es posible deducir directamente una ecuación para 

u, . 'u (los esfuerzos de Reynolds) a partir de Ia ecuación de Navier—Stokes, como se 

indica en Ia sección siguiente. La ecuación resultante, sin embargo, contiene Ia triple 

correlación u,' u u Si un procedimiento análogo se sigue con el fin de encontrar una 

ecuación para este nuevo término, aparecerá Ia correlación de cuarto orden, y asi 

sucesivamente, derivando en el célebre problema de clausura de las ecuaciones de 
Reynolds. 

Este problema es de una dificultad tal que , en vista a las exigencias prácticas, ha 
sido necesario introducir hipótesis adicionales: Ia modelación fenomenologica. En ésta, 

el objetivo es el desarrollo de un conjunto de relaciones (ecuaciones diferenciales o 

algebraicas) que adecuadamente describan una gama amplia de ulujos, aunque sin 

pretender un tratamiento exacto de Ia fisica de Ia turbulencia, y donde Ia conformidad 

con fenómenos observados es un factor importante para fijar Ia forma del modeto. No 

cabe esperar, por Jo tanto, que esta aproximación conduzca al desarroilo de un modelo 

universalmente válido, razOn por Ia cual algunos autores han criticado esta linea de 

investigaciOn, y a Ia teoria estadistica de Ia turbulencia en general (por ejemplo, 

Chapman y Tobak [4]), considerándola como una teoria "sin estructura i' con poco 
poder de concepivaliación", en comparación con ideas más recientes surgidas en el 
campo de los sistemas dinámicos caóticos. En esta teoria deterministica de Ia 

turbulencia, la estructura del campo de flujo es descrita en términos topológicos, y los 

cambios de tal estructura son analizados aplicando Ia teoria de bifurcación, Ia cual 
estudia las soluciones de equilibrio posibles de las ecuaciones no lineales, y cómo 

aquellas cambian al variar los parámetros del problema (ntiirnero de Reynolds, niimero 

de Mach, ángulo de ataque, etc.). Dichas soluciones pueden ser invariantes en el 

tiempo, periódicas, cuasi-periOdicas o caóticas, dependiendo de las condiciones. A su 
vez, el estado posible para Ia configuración instantánea del campo de velocidad es 

representado como un punto en ci espacio fonriado por todos los estados posibles. La 

evolución del campo de flujo hacia una solución de equilibrio es entonces una curva 
(liamada Orbita) en tal espacio. Asi, soluciones invariantes en ci tiempo son puntos 

fijos en este espacio; soluciones periódicas corresponden a curvas cerradas. Las 

soluciones caóticas dan origen a objetos geométricos, denominados atractores extraflos, 
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con caracterIsticas peculiares: i) a diferencia de las soluciones periódicas o cuasi-
periódicas, el atractor tiene una función de autocorrelaciOn que decae rãpidarnente en 
el tiempo; ii) es también sensiblemente dependiente de las condiciones iniciales 
(soluciones que partan de puntos infinitesimalmente próximos se separarán 
eventualmente de modo que cualquier perturbación es amplificada); iii) tiene una 
compleja estructura geométrica de multiples capas anidadas, las cuales ocupan no 
obstante un volumen cero en el espacio de estados. Esta ililtima propiedad ha conducido 
a introducir además el concepto de dimensionalidad fractal en la teorla de la 
turbulencia. (Definiciones mãs precisas de estos conceptos pueden encontrarse, por 
ejemplo, en la ref. [7]). 

Estas ideas han recibido considerable alención en los 61timos aflos, y se ha 
acumulado una cantidad extensa de literatura al respecto. Sin embargo, corno puede 
inferirse del párrafo anterior, los estudios en esta area se han centrado en la estructura 
topológica de las soluciones de la ecuación de Navier—Stokes, pretendiendo dar una 
descripción cualitativa del comportamienlo global de todas las soluciones, más que 
detenerse en el comportamiento local y preciso de casos particulares especificos. El 
alcance actual de estos métodos, por lo tanto, está lejos del nivel de complejidad de los 
problemas que deben resolverse en ingenierla, para los cuales los modelos 
fenomenologicos continuarán siendo por algün tiempo Ia 6nica posibilidad práctica de 
soluciOn (a pesar de los comentarios peyorativos de algunos investigadores como los 
mencionados). Adernás, ain cuando avances en Ia teorIa determinIstica permitan Ilegar 
a conocer en principio Ia dinãmica de las ecuaciones de Navier—Stokes, tal 
conocimiento podrIa no ser asequible en la práctica, debido a Ia precisiOn finita con 
que se conocen las variables. Lumley [21] ha mostrado el caso de un atractor extraflo 
para el cual la dependencia sensible de las condiciones iniciales se traduce en que, sin 
importar cuán alta sea la precision conque se conocen los valores iniciales (suponiendo 
que sea un nimero finito de digitos), se alcanza un punto en la Orbita más allá del cual 
los valores sucesivos no pueden ser predichos. 0 sea, después de un tiempo el carácter 
de la soluciOn estará determinado completarnente por la parte de la condiciOn inicial 
que no se conoce. Se cree que otros atractores comparten esta propiedad, lo que 
significa que la estructura detallada de atractores complejos (incluyendo posiblemenie 
aquel para Ia turbulencia desarrollada) es probablernente incomputable, y el carácter de 
la soluciOn deba ser descrito estadIsticamente después de todo. 
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3.3 Modelos de Clausura de Segundo Orden 

Puesto que se tienen ecuaciones para el estado instantáneo del flujo y para su 

media temporal, es posible tarnbién derivar una ecuación para las fluctuaciones de 

velocidad. Al restar Ia ecuaciOn (3.17) de Ia ecuaciOn (2.16), ornitiendo Ia 

fluctuaciones de densidad, excepto en Ia fuerza de gravedad, resulta 

a 
(p ii,') + 

- iat ;•;- 
[5 ( i; z4 + U:'  i. + u - U,' z4)] = 

_.i?i I jI _ a'  + _i+ 
ox,Ox,, aX,, Ox, )j 

- p'gS,3  - 2pSrrc .(.U' (3.18) 

Dc igual forma, restando (3.16) de (2. 1) se obtiene Ia relación auxiliar 

Lpii) = 0 (3.19) 
Ox,, 

La ecuación (3.18) se muitiplica ahora por ii y una ecuación análoga a Ia resultante 

puede escribirse permutando los subIndices i y j. Sumando a continuación ambas 

ecuaciones y prornediando en ci tiempo se liega (con ayuda de (3.19) y luego de 

reordenar convenientemente algunos términos) a Ia siguiente ecuaciOn de transporte 

para los esfuerzos de Reynolds uu: 

a 

+ 
(P U U1  u) = 

_—O7 —aiT, a - 

— p U 1( __L_ 
- 

p U,' z.4 _;. 

-
(p i.,; ) 

UX,, uX,, 

a (au'. Ou[) -- 
- —(p'u1') + + Ox, Ox1 ) 

a (a .' auAI  , (au; 8ii +— u'J— + —I + 
a'Xk a.,, Ox1 ) aX,, ax1  

(Ou 0i4 au; (aU;. Ou 
+ + — + 

ar,, ar, ) ax,, as,, ax1 ) ax,, 

- gp' U - gp' u - 2 tr(6,rs u + 6,rs u u,') 

(3.20) 
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Los m61tipies términos del lado derecho pueden recibir la siguiente 
interpretaciOn: los dos prirneros son Ia producción de esfuerzos debido a la interacción 
con el flujo principal, los tres que contienen a p' representan Ia redistribuciOn de los 
esfuerzos debido a la interacción presión - velocidad; ci lérinino en Ia siguiente linea 
es la difusión de esfuerzos debido a Ia viscosidad; y ci que le sigue es Ia destrucción de 

esfuerzos por acciOn de la misma; en la üitima linea se tienen la producción (o 

destrucción) de esfuerzos debido a Ia flotación y al efecto de Coriolis. Se advierte 

además la apariciOn de la triple correIación u1' u' u mencionada anteriormente, la que 

corresponde a la difusión turbulenta de los esfuerzos de Reynolds. Esta cantidad debe 

ser modelada en forma apropiada en términos de u,'u a fin de cerrar el sisterna 

formado por las ecuaciones (3.20) y (3.17). Asirnismo, deben modelarse los restantes 
términos difusionaics y disipativos del lado derecho de (3.20). 

Se han formulado diversos modelos siguiendo esta linea, ilamada clausura de 
segundo orden de las ecuaciones de Reynolds (ya que se resuelve explicitarnente hasta 

los momentos estadisticos de segundo orden u1'u), que sirnbólicamente se podrIan 

resumir en la forma 

di 
=Dj  + P1  - 4 - (3.21) 

donde 1), denota ci transporte difusivo de u'u;J Ia producción debido a los 

gradientes de las velocidades medias y a las fuerzas de cuerpo; 4 los efectos 
combinados de interacciones no dispersivas de Ia presión y procesos de disipación no 
isotrópicos; y cij  la disipación viscosa. 

Como la ecuaciOn (3.20) muestra, de los procesos anteriores solo P, queda 
exactamente representado en funciOn de momentos de segundo orden y variables del 

flujo medio. Las fluctuaciones de densidad pueden ponerse en función de fluctuaciones 

de temperatura, de modo que los términos debido a la flotaciOn contendrán la 
correlaciOn. u,'T'. Para ésta es directo deducir una ecuaciOn de transporte, utilizando 

la ecuación de energia promediada en el tiempo, en fonna similar a lo efectuado para 

la cual formarã parte tanibién del sistema de ecuaciones cerrado. Dc hecho, se 

puede obtener una ecuación general para la correlaciOn de las fluctuaciones de 

velocidad y fluctuaciones de cualquier propiedad escalar 0 transportada por ci flujo 
(como la concentración), que adoptará la forma 
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= D + P - (3.22) di 

donde D, Pi  y ci designan procesos similares a los de la ecuación (3.21). 

Para P,1 , Oij  y ey  se requieren aproximaciones supiementarias, existiendo varios 

esquernas con diferentes niveles de coniplejidad. Para D,1  la proposición más 

cominmente usada es la de difusión proporcional al gradiente1201: 

= 
ox 

(3.23) 
, 

(" a  (k  — a 

) 

con (T 
 una constante experimental (C 0,2). AquI, k es Ia energIa cinética turbulenta, 

definida como 

k = -.-uu (3.24) 

mientras que s es la razón de disipación viscosa de k, y debe ser calculada a su vez 

mediante una ecuación de transporte (rnas detalies en la sección 3.4). 

Se han hecho intentos por modelar separadamente las partes constituyentes de I), 

(incluyendo contribuciones por fluctuaciones de velocidad y presión, y por fuerzas de 

cuerpo fluctuantes), pero los modelos surgidos han tenido un efecto reducido sobre las 

caracteristicas principales predichas para el campo de flujo. 

La correlación presión—deformación Oj, se suele separar en dos partes: (ø) 

conteniendo interacciones puramente turbulentas, y (i conteniendo interacciones 

con ci flujo medio. Modelos desarrollados para estas cantidades son 

(P .i( u,' u.  - (3.25a) 

conocido como el modelo de Rotta, y 

(cJ) = —C2 (P 
- JPkk) (3.25b) 

siendo C1  y C2  constantes propias del modelo. La presencia de k y een (3.25a) proviene 

de dividir por la escala de tiempo de las fluctuaciones, la que se considera k/s. Puesto 

que, de acuerdo a la definición (3.24), 2k corresponde a la traza dcl tensor de esfuerzos 

de Reynolds, la expresión entre paréntesis en (3.25a) es la parte anisotrópica de dicho 
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tensor, en analogla a Ia función que cumple el esfuerzo desviatórico z, respecto al 

esfuerzo total o, en Ia ecuación (2.4). Asi, (ø), representa una tendencia hacia la 

isotropia sobre los esfuerzos turbuientos. Aigo equivalente produce (0~)y sobre el 
tensor P,. Experimentos han mostrado que C1  no tiene un valor ünico sino que se 

incrernenta con el grado de anisotropla de la turbulencia; a la vez, se sugiere que (2 

deberia disminuir. Launder [20] resume las diversas combinaciones de valores para 

este par de constantes que han sido usadas por diferentes investigadores. 

Adicionalmente se ha observado que en flujos próximos a una pared, ésta infiuye 

sobre Ia correlación (J, siendo su principal efecto el de amortiguar ci esfuerzo normal 

(u')2  perpendicular a la pared. Teorias de este comportarniento propiamente tal son 

escasas, y los investigadores ajustan las constantes de sus modelos para incluir los 

cambios provocados por la pared. El efecto usualmente se toma proporcional a L/2, con 
L la escala espacial caracteristica de la turbulencia, y: la distancia a Ia pared. Para L Ia 

práctica habitual es identiflcarla con k3"2/e. Con este procedimiento se ha conseguido 

predecir tolerablemente bien Ia infiuencia de una superficie plana, pero Ia 

aproximación no permite su extension a superficies de topografia arbitraria. Otra 

debilidad de estos modelos liamados de reflexión de pared es ci hecho de que en la 

estela de un obstáculo al flujo, el amortiguamiento de los esfuerzos normales persiste a 

lo iargo de cierta distancia flujo abajo, lo que sugiere que parte de lo que se ha 

considerado "reflexiOn de pared" se debe más bien a un "aplanamiento" de los vortices 

próximos a la pared; un efecto que, aunque causado por la pared, desaparecerá solo 

gradualmente a medida que esos vOrtices se desplacen flujo abajo hacia Ia estela del 
cuerpo. 

La disipaciOn de los esfuerzos es nornialmente calculada suponiendo que 

predorninan para ésta las condiciones de isotropIa local, de manera que Ia disipaciOn 

para las tres componentes normales (lr)2 es la misma (y por tanto, 1/3 de la disipaciOn 

total 2e), y cero para las componentes de corte. Luego, 

= -ec51 (3.26) 

Dc lo expuesto en esta secciOn se puede concluir que un modelo de clausura de 

segundo orden ofrece, con respecto a la formulación niás simpiificada de la sección 3.4 

que sigue, Ia ventaja de un trataniiento exacto de los agentes generadores de esfuerzos 

de Reynolds, tanto rnecánicos como térmicos. Lo mismo es cierto en relaciOn con otros 
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transportes turbulentos de escalares. Además, como cada término u,u. y u,'çb' es 

resuelto de rnodo independiente, la anisotropia en Ia difusividad turbulenta de 

momentum o de 0 queda directamente considerada. Como contraparte, la tarea 
computacional se incrementa enormernente: es necesario resolver 6 ecuaciones de 

transporte para los esfuerzos de Reynolds, junto con una ecuación para s. Para 

incorporar los efectos de flotación se precisan tres ecuaciones para las correlaciones 

u1'T' y una rnás para la correlación (7')2  que aparecerá en las ecuaciones de transporte 

para aquéllas. Por ñltimo, si se quieren calcular por esta via los flujos turbulentos de 

concentraciOn, se agregan las tres ecuaciones para uc' y una para (c')2 . Todo esto 

implica resolver 15 ecuaciones de transporte adicionales a las de las variables medias, 

lo que configura un sistema de 21 ecuaciones diferenciales parciales a ser resueltas 

simultánearnente. Las exigencias que esto impone en cuanto a tiempo de 

procesamiento y memoria (además de las dificultades de estabilidad numérica), excede 

la capacidad normal disponible al trabajar con recursos computacionaics limitados. Se 

hace necesarlo por lo tanto, introducir simplificaciones adicionales. 

Una aproximación propuesta por Rodi [29], es la de suponer que ci transporte 

total de u,'u' es proporcional al transporte de k, siendo uzi3'/k ci factor de 

proporcionalidad. El transporte de k está dado por la contracción tensorial de (3.21), 
por lo que 

=
~~ (  dk 

Li! ' 

' 
k 

- -
i--) (3.27) 

y, ya que OM,  = 0, se tiene 

(1 
—1 — :Y/(J) — 2e) (3.28) —( U' U' 

di -  2k 

Asi, la substitución de este resultado en Ia ecuación (3.21) la reduce a un conjunto de 

ecuaciones algebraicas para los esfuerzos de Reynolds, siendo necesario resolver 

ecuaciones diferenciales solo para k y i Numerosas aplicaciones de estos modelos 

algebraicos han sido reportados, con buenos resultados en geornetrias relativamente 

simples, a pesar de que la aproximaciOn es motivada más por consideraciones de 

simplicidad numérica que por realismo fisico. Sin embargo, desde ci punto de vista 

computacional, la aproximación no ha aportado beneficios significativos en flujos con 

recirculaciOn o tridimensionales, planteando problemas para asegurar la convergencia 
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de la solución cornparables a los que se tienen al aplicar los modelos diferenciales que 
se busca simplificar. Estas dificultades para la convergencia son mucho rnayores que 
las que se presentan con los modelos que aplican el concepto de viscosidad turbulenta, 
que constituye la siguiente posibilidad de simpliiicación. Este 61timo es el esquerna 
que se adopta en este trabajo, a través del conocido modelo k - ci cual ha sido 
probado mas que ningii!n otro modelo de turbulencia basado en dos ecuaciones de 
transporte, encontrándose que es capaz de describir muchos tipos diferentes de flujos, 

incluyendo flujos tridimensionales y con recirculación, con una precision suficiente 
para propósitos prácticos. Adernás se han reportado casos 261  en los cuales el mayor 
esfuerzo computacional con el modelo algebraico para los esfuerzos de Reynolds no ha 

sido corn pensado con una mayor exactitud respecto a resultados obtenidos con el k - 
e incluso en ciertas condiciones éstos han desmejorado. 

3.4 Modelo k - s 

El modelo k - e comparte con los modelos de segundo orden ci problema de 

obtener la razón e de disipaciOn de energIa cinética turbulenta. A su vez, los valores 

locales para ésta deben ser calculados en base a una ecuaciOn de transporte apropiada, 
pero en lugar de resolver una ecuaciOn para cada componentc del tensor de esfuerzos 

de Reynolds, se supone una ecuación constitutiva que relaciona los esfuerzos y Ia 

deforrnación en forma análoga a Ia que establece la ley de Stokes en un flujo laminar: 

—p(u,'u - kb1) = /1i[[.  + L9 
- (3.29) 

donde A se define como la viscosidad turbulenta. Puede advertirse Ia similitud entre 

esta ecuación y la ecuación (2.14) para los esfuerzos larninares, con 2k/3 representando 
en este caso lo que podria considerarse como la presión turbulenta. La viscosidad 
turbulenta es calculada aplicando la relación de Prandtl—Kolrnogorov, 

lit = p k"2  I. (3.30) 

donde L es la escala espacial caracteristica de la turbulencia, y k"2  actha como una 
velocidad representativa del movimiento turbulento. La longitud L no es constante 
dentro de la region del flujo, y está sujeta adernás a transporte e influida por Ia historia 
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del flujo, de un modo similar a k, por lo que su valor debe provenir también de una 

ecuación de transporte. No es necesario que dicha ecuaciOn esté planteada 

directamente para L, pues cualquier otra variable que sea una combinaciOn de k y L 

perrnitirá calcular A. Dc las variables que han sido propuestas, la razón e de disipación 

de energia cinética turbulenta es Ia niás empleada, ya que su ecuación de transporte es 

rnás simple y no requiere términos adicionales en zonas próximas a una pared. 

Además, c aparece explicitamente en la ecuaciOn para k. 

Por análisis diinensional se concluye que c es proporcional a k312/L, de modo que 

la viscosidad turbulenta es calculada como 

Ii, = PC!, — (3.31) 

La constante recibe generalmente ci valor de 0,09. 

3.4.1 Ecuación de Transporte para k 

La ecuación de transporte para k puede derivarse directamente de (3.20) 

aplicando una contracción a la misma, obteniéndose 

-- —an  —(p k) + —(p u, k) = - pu,' - —(p u. k') 
- —(p' u.) at 3x ax ôx ax1  

+ —I/lu,'I-- + LII 
lox

[ 
ôx1 ax, 

(au' 
•') - - p' u g 

a ox, ) ax1 
(3.32) 

A la misma expresión se puede Ilegar efectuando primero una descomposición de 

Reynolds de las variables en la ecuación de energia cinética total (2.27), y 

promediándola en ci ticmpo. El resultado es una ecuación que contiene tanto Ia 

componente media de la energia cinética corno la turbulenta. Para aislar la 

contribución de la turbuiencia se deduce luego una ecuación solo para la energia 

cinética media, muitiplicando por Wi  la ecuación de Reynolds (3.17), la cual, restada de 

Ia ecuaciOn anterior conduce a (3.32). 

En tales consideraciones energéticas queda de manifiesto que ci primer término 
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en el miembro derecho de (3.32) es la parte del trabajo realizado por los esfuerzos 
turbulentos que no contribuye a la energia cinética media, sino que corresponde a Ia 
energia transferida desde ci flujo medio a Ia componente turbulenta. El término 
siguiente es la difusión turbulenta de k por acción de las fluctuaciones de velocidad, y a 
continuación se tiene Ia difusiOn provocada por las fluctuaciones de presión. La 
naturaleza difusiva de este término puede apreciarse integrándolo sobre una region en 
el espacio que contenga al campo de flujo, lo suficientemente grande para que en sus 
contornos la turbuiencia ya sea nula. El resultado de tal integral es cero, mostrando que 
el término en cuestiOn no contribuye al nivel total de energia turbulenta, sino que 
solamente la redistribuye en el espacio, entre las tres componentes de la velocidad. 

Sigue a los términos anteriores el trabajo efectuado por los esfuerzos viscosos 
asociados al movimiento turbulento, y a continuaciOn la disipación de energia 
turbulenta. El ültimo término es la contribución (ya sea positiva o negativa) de la 
flotación (los términos en (120) originados por la fuerza de Coriolis se anulan en Ia 

ecuación contraida, debido a la simetrIa de uu,' , en concordancia con el hecho de que 
la fuerza de Coriolis no ejecuta trabajo sobre ci elemento de masa). 

Al aplicar la relaciOn (3.29) (y puesto que para un flujo incompresible ôu1/ôx1  = 

0), la producción de Ic puede expresarse en base a los gradientes de velocidad del flujo 
mcdi 0: 

a _—ai ( 
= ...._J_ +  auj (3.33) 

8x 5x, 0X 
 ) 

3x, 

Por su parte, la difusión turbulenta se supone proporcional al gradiente de k, siendo ci 
coeficiente de difusiOn proporcional a su vez a Ia viscosidad turbulenta, en analogia a 
lo que ocurre en procesos de difusión molecular: 

—(puk' + p'u) = 
Dk 

(3.34) 

uk. es por lo tanto ci equivalente a un niimero de Prandtl para la difusión de energia 
turbulenta. El valor que se toma en la mayoria de las aplicaciones es 1,0. 

En cuanto a la disipación, es sabido que ésta ocurre predorninantemente en los 
vortices de menor tamaflo presentes, los cuales, para nümeros de Reynolds elevados, 
son mucho mâs pequeflos que aqueilos que contienen la mayor parte de la energia 
cinética. La razOn de disipaciOn no es entonces controlada por los movimientos 
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disipativos mismos, sino por los procesos que transfieren energIa sucesivamente de los 

vOrtices rnayores a los rnás pequeños. Asi, los movimientos de menor escala son desde 

este punto de vista pasivos: se ajustan en tamaño corno sea requerido para disipar Ia 

energIa a una razón dictada por un sistema de vortices substancialmente mayores, cuya 

estructura es en gran medida independiente de la viscosidad. Por consiguiente, se suele 

suponer que la disipaciOn depende solamente de p, k y Ia escala L de los movimientos 

portadores de energia, y por análisis dimensional se tiene 

, ( au' 
+  _ 

8u. 
_ ._L 1j 

ax ax, ) ax 
k 32  

= D = p. (3.35) 

Para la constante CJ)  el valor usualmente empleado es 1,0. 

El ültimo término en (3.32) es la fuente de energIa turbulenta debido a las 

fluctuaciones de densidad en presencia del campo gravitacional, y corresponde por 

tanto a un efecto de flotación. Empleando la ley de gas ideal 

p 
Ri'' 

tornando logaritmos y diferenciándola se obtiene 

dpdp di' 

p p 7' 
(3.36) 

Por lo tanto, en térniinos de las fluctuaciones, esta ecuación se puede aproximar para 

esta aplicaciOn corno 

1' P' 'I" 

JT  
(3.37) 

ya que es razonable suponer que I  p'I << p. p'I << p y I i" I << 7'. En flujos 

atmosféricos, ci término 7" es por mucho el rnás dominante 71, por lo que la 

fluctuación de densidad será esencialmente proporcional a la de temperatura (lo cual es 

consecuente con la desconexión que se estableció entre la densidad y la presiOn al 

introducir la suposiciOn de flujo incompresible). En consecuencia, 

= 
-" 

F' g (3.38) 

La ecuaciOn de transporte para k torna entonces la forrna definitiva 
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ôí a at1  o-  ax1 ) I 

donde 

G = 

a 
+ (3.40) 

( 

i axi ax, ) ax 

es Ia producción mecánica de energia cinética turbulenta. Pef  es Ia Ilamada viscosidad 
efectiva, definida como la suma de Ia viscosidad turbuienta ji y la viscosidad 
molecular ,u. De este modo, se inciuye en G la contribuciOn a k de los esfuerzos 
viscosos inducidos por las fiuctuaciones de velocidad (si bien para altos nümeros de 
Reynolds se cumple que 1u, >> u, y el aporte de Ia viscosidad molecular podria 
despreciarse). 

3.4.2 Ecuación de Transporte para e 

Aunque se puede derivar de Ia ecuación de Navier—Stokes una ecuación exacta 

para el transporte de e, ésta no resuita tan ütil como las ecuaciones obtenidas para u' u, 

o k. La razón para esto es que los términos principales de Ia ecuación contienen 
correlaciones a nivel de Ia estructura fina dcl flujo, que describen el mecanismo 
detallado de disipaciOn. Sin embargo, como se dijo en párrafos anteriores, los vortices 
portadores de energIa se consideran independientes de los movimientos a escala fina, 
de modo que ci desarrollo de una ecuación de transporte para e ha sido guiado 
principalmente por el análisis dimensional y la experimentaciOn. La forma usual 
adoptada para esta ecuaciOn es 

a - a -- a —(pe) + —(pu1s) 
= — I - + (p— (3.41) 

31 a ax i O ax1) k k 

y los valores generalmente asignados a las constantes empiricas en flujos de capa limite 
son C1  = 1.43 1,45 y C2  = 1,90 - I ,92. Para o (el nñmero de Prandtl para la difusiOn 
de e) se utiliza un valor en tomb a 1,3. 

Varios investigadores han propuesto términos adicionales en ci iado derecho de 
esta ecuaciOn, orientados fundamentalmente a adaptar el modelo existente para que se 
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reproduzca correctamente el comportamiento en ciertos casos anómalos, que muestran 

discrepancia con Ia forma y los coeficientes que han dado resultado satisfactorio sobre 

un rango ampiio ue otros tipos de tiujos (se trata principalmente del chorro 

axisimétrico en un medio en reposo, para el cual los niveles de energIa cinética 

predichos resultan excesivos, lo que se ha imputado a Ia ecuación para ). Las 

correcciones se han introducido preferentemente en el contexto de los modelos de 

clausura de segundo orden, e incluyen fuentes adicionales de ede Ia forma1201  

6.2 

dondeA2  = a,7a,7, con a,7  = - u u) 

(A2  es por tanto el segundo invariante del tensor de Reynolds, a menudo Ilamado Ia 

"anisotropla"). Algunas proposiciones para Ia funci6nj(A2) han sido j(A2) = 3,751(1 + 

1,5 1 ) (haciendo a Ia vez C1  = 1,1), y también ftA2) = 0,6A2  (con C1  = 0,475). No 

obstante los resultados para otras clases de chorros no han resultado satisfactorios. Lo 

mismo ha sucedido con otras fuentes adicionales probadas, y en general los intentos 

por mejorar Ia version convencional de Ia ecuación de s para ciertas clases de flujos 

han dado origen a modilicaciones que, sujetas a pruebas más amplias, han producido 

resultados peores para otros flujos que Ia forma original. 

En este trabajo se utiliza Ia ecuación (3.41) en su fornia clásica, ya que junto con 

Ia ecuación para k constituye un modelo que ha demostrado predecir adecuadamente 

flujos tridimensionales con separación y recirculaciOn, como los que aqul interesan. 



37 

4 Difusión Turbulenta de Escalares 

4.1 Ecuaciones Promediadas de Temperatura y Concentración 

Las ecuaciones de conservación de energia y especies quimicas pueden 

prornediarse también en ci sentido de Reynolds, considerando que la temperatura y la 

concentraciOn flucttiian en ci tienipo como lo hace Ia velocidad, por lo que es posible 

escribir 

y 

El resultado de promediar la ecuación (2.34) para la temperatura es entonces 

3 0 0 (-
,

aT 0 —(p1) + (pu11) 
= I - Of av, Ox1 OX1 ) Ox, 

-~Lpl + P N  + az-~ am P  
C.P

L 
at ' Ox1 Ox, C Ox Ox1 ) Ox, C C,, 

(4.1) 

donde, de acuerdo al tratamiento de flujo incompresible, se ha eliminado el término 

que contiene a la razón de expansion A. 

La aparición de la razón de disipaciOn s en esta ecuaciOn, con signo contrario al 
que tiene en Ia ecuación para k era de esperarse, por cuanto esta fuente de energia 

térmica es ci destino final de la energia cinélica turbulenta, al ser disipada como calor. 

No obstante, desde ci punto de vista del balance de energia térmica la fuente 

mencionada resulta despreciabie, como también ci término que Ia precede en (4. I), que 

es ci efecto análogo para ci flujo medio, es decir, la disipaciOn térmica de energia 

cinética media por acción de la viscosidad. Es bien sabido que Ia influencia de estos 

términos sobre Ia temperatura del fluido (a veces ilamada calentamiento aerodinãmico) 

solo cobra importancia en flujos de alta velocidad. Por su parte, ci prornedio u Op' / Ox1  

representa la parte del trabajo ejecutado por las fluctuaciones de presión que 

contribuye a Ia energia cinética turbulenta, y puede considerarse despreciable también 

en ci contexto de esta ecuaciOn de energia térmica. La presencia de este y los deinás 

términos que contienen derivadas de la presión se debe a la formulación de la ccuaciOn 

de energia térmica en funciOn del calor especifico a presiOn constante, con lo cual se 

involucra ci trahajo de flujo. 
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Con estas simplificaciones la ecuación para la temperatura media del flujo es 

_- a
I 

 a7fl
) 
 
 a p-   

 -

i 
-- +(p1) + —(pu1 p —u1t +at ax, a, ax, 

---- 
ox, Cp di (. 

(4.2) 

Del mismo modo se obtiene a partir de (2.37) la ecuación para la concentración media 

de substancia 

+ () = (—D - ('c') + S (4.3) at ax, ax, Ox, ax, 

donde 1) es el coeficiente de difusión molecular. Tanto en (4.2) corno en (4.3) aparecen 

las correlaciones entre las fluctuaciones de Ia propiedad transportada y las 

fluctuaciones de velocidad, y en general, para cualquier cantidad escalar 0 transportada 

por el flujo y sujeta a una ley de conservación como las tratadas en este trabajo, el 

promedio de Reynolds de su ecuación de transporte contendrá el término u,'Ø'. Como 

se seflaló en la sección 3.3, los modelos de clausura de segundo orden deducen 

ecuaciones directamente para estas cantidades. Al trabajar con la hipótesis de 

viscosidad turbulenta se considera que uqY representa la difusión de 0 por efecto de la 

turbulencia (se trata realmente del transporte convectivo de sub-malla): porciones 

niacroscópicas del fluido moviéndose con una velocidad i' con respecto a Ia velocidad 

media, transportan a la propiedad en cuestión. Ya que se supone que las distribuciones 

de probabilidad para las fluctuaciones z' y 0' son simétricas en torno a sus medias, al 

promediar en el tiempo quedara 6nicamente u,'qY como flujo neto de 0, en regiones 

donde el gradiente de 0 en la dirección de u,' sea distinto de cero (puesto que si Oq$/0x1  

es negativo, los flujos u,' 0' con u,' > 0 serán en promedio mayores que los i q5' con 

< 0, y como resultado se establecerá un flujo neto de 0 en la dirección de x1). Esto 

constituye una analogla a gran escala del mecanismo de transporte molecular postulado 

por la mecánica estadistica (la misma idea que subyace en Ia hipOtesis de viscosidad 

turbulenta), por lo que se introduce un coeficiente de difusión turbulenta K para la 
variable 0, tal que 

—K--. (4.4) 
axi  

donde K es una propiedad del campo de flujo, y por lo tanto, una función de la 



posicion. 

Si bien la justificación teórica de esta analogia macroscópica con la difusión 

molecular ha sido cuestionada, la ecuación (4.4) ha mostrado ser una representación 

ütil de los flujos de sub-malla, y es el modelo rnás empleado cuando no se resuelve una 

ecuación de transporte para iqY. La mayorIa de las teorjas desarrolladas para describir 

Ia difusión turbuienta en la atmósfera apiican de un modo u otro el concepto del 

coeficiente de difusiOn K. El problema fundamental at que se ha avocado la mayor 

parte de Ia investigación en tomb a este tema, tanto en el aspecto práctico como 

teórico, ha sido ci de predecir las variaciones en ci espacio y ci tiempo de las 

propiedades estadIsticas asociadas con la distribución de un contaminante proveniente 

de fuentes puntuales o lineales en la capa limite atmosférica. Los casos que han 

recibido mayor atención son aquellos relacionados con plumas estadisticamente 

estacionarias generadas por la emisión continua de un contaminante a una razón 

constante desde una fuente fija. El marco teOrico dentro del cual se ha tratado la 

dispersion atmosférica turbulenta se suele dividir en tres direcciones principales: la 

teorla estadistica, la teorla de similaridad y la teorla de transporte—gradiente (teorla K). 

4.2 TeorIa EstadIstica 

La teoria estadIstica relaciona la dispersion de particulas con las propiedades 

estadIsticas del campo turbulento de velocidad. En tales circunstancias, dos particulas 

fluidas, debido a Ia componente aleatoria en sus velocidades, se moverán de tal modo 

que estadisticamente Ia distancia entre ambas se incrementará con ci tiempo. Al 

considerar un n(imero muy grande de estas particulas emitidas desde una fuente 

especifica y seguir sus trayectorias individuales a través del campo de flujo se 

observará una dispersiOn gradual de éstas en ci espacio, conformando una pluma que se 

difunde lateralmente a medida que es transportada por la velocidad principal del flujo, 

y cuyas caracteristicas esenciales pueden determinarse en base a promedios sobre todas 
las particulas. 

En un análisis teórico de esta situación se suele suponer que ci campo de 

turbulencia es homogéneo en el espacio y ci tiempo (es decir, estacionario). Esta ültima 

condición es necesaria porque de lo contrario no seria váiido promediar sobre un gran 

nirnero de particulas que hubiesen partido desde Ia fuente en momentos consecutivos. 
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La teorla se basa en argumentos similares a los de la teorla cinética de los gases, para 

relacionar ci desplazamiento de una particula en un instante 1, después de ser emitida, 

con su velocidad. Considérese por ejemplo el desplazamiento lateral y de una particula, 

con respecto a un eje fijo x que apunte en la dirección del viento, y sea v la velocidad 
de dispersion en la dirección lateral mencionada (v es asI una componente lateral 

turbuienta superpuesta a la velocidad uniforme del campo en direcciOn x, y es 

responsable por tanto de Ia difusiOn lateral de la piurna formada). La distancia 

recorrida en esta dirección después de un tiempo I es 

y(I) = y(0) + f V(/ D dl' (4.5) 

Sin perder generalidad se puede situar el origen de las coordenadas en la fuente que 

emite las partIculas, de modo que y(0) = 0. Ya que v se considera aleatoria, el 

promedio de los valores dey(i) para un gran ntmero de partIculas será también cero. 

Sea ahora y(I2  + I) el desplazarniento lateral durante el intervalo de tiempo I para 
una particula que partió en ci instante 12. Entonces, 

y(12+I) =
f 

v(t,  + t ') dt' (4.6) 

La varianza de y (que se llarnará o,) puede determinarse promediando con respecto a 

un gran niirnero de partIculas que parten en diferentes instantes 12: 

= 
= l 5 2 d = I

f f 
 f V(12+ 0 V(t2+ i')dildi"dt2 

2 =0 1=0 l0 

= f V
( t  2  + t')v(12  + (4.7) 

,.=0 i=0 

donde v(12  + i")v(I 2  + I") = 
f
V(t2 + iv(i2+ i")d12  corresponde a la corrclaciOn 

en ci tiempo de la velocidad turbuienta de las partIculas entre los instante 1'y i". 

Definicndo ahora como z-  = 1" - 1' el intervalo de tiempo que separa estos 
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instantes, se introduce el coeficiente de correlación lagrangiano 

V(t) v(t + z-) 
RL(f) (4.8) 

v2 (t) 

Debido a Ia simetrIa con respecto a t I" de Ia integral en (4.7), ésta tamblén puede 
evaluarse como 

(t) = 2$ 5v(12  + (')v(12  + 

t ,=O z"=O 

Ia cual, en función del coeficiente de correlación queda como 

= 2 v2(!)5 
f RL( -r)drdt' (4.9) 

De acuerdo a su definición, /?L(0) = 1, y además este valor es el máximo que 

puede tornar (ya que [v(t + r) - v(t)]2  >- 0 se conciuye, en virtud de Ia homogeneidad 

en el tiempo que 2 v2 (t) - 2 v(t + r) v(i) ~: 0, y por lo tanto Rj,(r) :5 1). También de Ia 

homogeneidad en ci tiempo se deduce que RL(r) debe ser sirnétrica con respecto a r, e 

intuitivamente cabe esperar que sea decreciente a medida que v se incrementa, de 

modo que para rsuficienternente alto RL(z) se haga finalmente cero. Luego, Ia integral 
siguiente es finita: 

f
RL(r)dr = (4.10) 

y Zi,  es conocida como Ia escala integral de tiempo (lagrangiana), que puede 

interpretarse corno una medida del periodo de tiempo más largo durante el cual, en 

promedio, persiste el movimiento de una particula en una dirección dada. 

Resulta interesante observar las formas asintóticas de Ia ecuación (4.9) para 

valores rnuy pequefios y muy grandes de L En el primer caso RL  es casi igual a uno, y 

puede tomarse aproxirnadamente como constante en Ia integración, de manera que con 

Rj(r) 1 Ia ecuación se reduce a 

o(i)V,  11 (4.11) 
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y la dispersion o,,(t) ocurre proporcional al tiempo. En cambio para t suficientemente 

grande (I>> ) se obtiene 

o(t) 2v2 2j.t (4.12) 

y la dispersion o.(i) en la region lejana a la fuente es proporcional a Asi, para la 

difusión desde una fuente puntual estacionaria, la razOn de dispersion disminuye a 

medida que ci tiempo de transporte se incrementa. Se ha demostrado que inicialmente 

ci espectro completo de energia contribuye a la difusión, pero a medida que ci tiempo 

aumenta una especie de filtro pasa-bajos con una frecuencia de corte de lit 

aproximadarnente actüa sobre el espectrohl!l 1281 
Eventuairnente sOlo los vOrtices más 

grandes acttian como difusores efectivos, mientras que los vortices pequeños 

simpiemente mueven el polutante en un sentido y otro dentro de la nube. 

El resultado para I grande es equivalente al que se obtendrIa por analogia con un 

proceso de difusión segin la ley de Fick, con un coeficiente de difusión constante. Al 

aplicar esta Icy para Ia difusión en Ia dirección transversal de las particulas que salen 

desde Ia fuente situada en y = 0, se puede escribir la siguiente ecuación para ci nümero 

de particulas n(y, r) que han alcanzado una desviación lateral y después de un tiempo t: 

(4.13) 
(31 ail 

siendo K ci coeficiente de difusiOn. La soluciOn de (4.13) en estas condiciones es 

n(y,1) - exp"_-± i _ (4.14) 
- 2.jirKI t 4Kt) 

con ç =5ndy representado la cantidad total de particulas emitidas hasta ci tiempo I. 

Considérese ahora ci movimiento de estas particulas desde un punto de vista 

probabilistico, suponiendo que en prornedio recorren una distancia el  en direcciOn y 

antes de cambiar su velocidad (en anaiogia con ci recorrido libre medio del 

movimiento molecular). Se puede demostrar que la probabilidad de que una particula 

haya avanzado una distanciay después de Nfluctuaciones de velocidad es1121 
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P(y;N) = 

F-~'—N 
exp— 
 t\  ItQL 

(4.15) 

Esta probabilidad se puede expresar en función del tiempo reemplazando N en 

términos de Ia escala integral de tiempo 2j como 

(4.16) 

ya que ZL  representa el tiempo medio durante el cual Ia partIcula mantiene su 

velocidad. Dc este modo se tiene 

• I22 
__ 

JJ(y, ,i)  - \(___exP 
- 22iJ 

(4.17) 

Para t>> ZI, resultan valores rnuy grandes para N de modo que Ia probabilidad varla 
solo ligeramente entre valores sucesivos de N, y Ia distribuciOn de probabilidades 

puede tornarse como continua. Por consiguiente, Ia función de densidad de 
probabilidadJy; t) que se deduce de (4.17) al aplicar Ia condiciOn de normalizaciOn 

f(y;t)dy = I es 

I 
Icy;!) = 

exp( 
(4.18) 

2 / Z, t  ) 

Esta expresiOn es equivalente a la ecuación (4.14) (de hecho el cuociente n(y,t)/Q 

en tal ecuación podrIa considerarse como La probabilidad empirica de que una particula 

alcance Ia coordenada y al cabo de un tiempo 1), de manera que Ia relación entre Ia 
constante de difusiOn y los parámetros caracteristicos de Ia turbulencia es 

22  
K = (4.19) 

22j 

La función (4.18) es por supuesto Ia distribuciOn de Gauss, cuya varianza es 

= (2 /)t = 2Kt (4.20) 

La relación funcional asI obtenida entre o. y el tiempo coincide con el resultado pyio 
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(4.12), y al emplear dicha relación, el coeficiente de difusión puede ser dado también 
como 

K = (4.21) 

Es claro que la varianza v 2 , que es proporcional a la energia turbulenta, se basa en Ia 

velocidad lagrangiana. Para relacionar estos resultados con las propiedades turbulentas 

referidas a un sistema euleriano, se supone que un factor de escala simple, /i puede 

aplicarse a la coordenada de tiempo. /3 es el cuociente entre Ia escala de tiempo 

lagrangiana y Ia escala de tiempo euleriana que se define de igual forma, pero con 

Ia correlación entre las velocidades medidas en dos instantes distintos en un punto fijo. 

Para Ia turbulencia atmosférica se ha observado que en promedio el valor de /3 es de 
4,0 aproxiniadamente1  

Una solución analitica simple para (4.9) se obtiene al suponer para el coeficiente 

de correlaciôn una forma exponencial RL( r) = exp(— I r I /Zj, de lo cual resulta 

= 2 v2  TL2   exp I ( — 

J  + -f- 
- 1 (4.22) 

Estudios en base a esta ecuaciOn han mostrado que al emplear valores tipicos para V 2  

en una capa limite atmosférica neutral, los resultados simplificados de regiOn lejana 
son aplicables a distancias de la fuente mayores que 5 a 10 veces la altura de la capa 
Ilmite atmosf6ricat281. 

Otra soluciOn anaiftica fue dada por Sutton (1953) a partir de la fOrmula 

S H 

V 

V + V 2  Z-) 

donde V CS la viscosidad cinemática y n un parámetro de estabilidad determinado a 
partir del perfil de velocidad de viento segin la ley de potencia 

fl 

U 
- 

U0 zo  - 

COfl U Ia velocidad rnedida a Ia altura :. Este método, aunque se basaba en Ia ecuación 
fundamental (4.9), llegó a ser tan modificado por factores empiricos que fue 
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reemplazado por otros al desarrollarse las curvas de Pasquill—Gifford, que se describen 
en Ia secciOn 4.4.2. 

La principal difIcultad para aplicar la teorIa estadIstica a la difusión en Ia capa 

limite atrnosférica es que el requisito básico de un campo de turbulencia hornogeneo 

no se satisface. Resuitados experimentales muestran que las escalas integrales de 

longitud para las componentes turbulentas de la velocidad tanto en direcciOn vertical 

corno transversal varian con Ia altura, siendo más ostensible el efecto para la 

componente vertical. Por esto, se considera que la teorla solo resulta aplicable para 

predecir Ia dispersion lateral de y aün en tales casos Ia concordancia con las 

observaciones puede ser dudosa debido a la variación de v2  con Ia altura. Estos 
problemas se manifiestan ya para flujo sobre una superficie plana, y evidentemente se 

agudizan si ci flujo tiene lugar sobre una superficie irregular, donde sea perturbado por 

obstáculos tales como edificaciones o colinas. Se han desarrollado algunas aplicaciones 

de Ia teorla estadistica para estimar la expansion de plurnas en flujos airededor de 

obstácuios (por ejeniplo en Hunt ci al. [14]), pero se han limitado a geometrias 

simples, con obstácuios bidimensionales (esto es, muy largos en la direcciOn 

transversal al flujo), o tridirnensionales axisimétricos. Dichas aplicaciones suponen 

además que la intensidad de la turbulencia es baja ((u')2 /Z << 1, con W,  la velocidad 

media No arriba del obstáculo), y que los vortices turbulentos no interactOan entre si 

en ci tiempo que les toma moverse airededor del obstácu!o (10 que equivale a que se 

cumpla para la escala de tiempo lagrangiana: 2k>> a/, siendo a la escala de tamaflo 

caracteristica del obstáculo). Para condiciones usuales en flujos atmosféricos esta 

iltima suposiciOn restringe, en rigor, las distancias de despiazamiento a lo largo de las 

trayectorias a no más de 200[m] aproxiniadamente. Para algunos flujos los resultados 

pueden ser todavIa Otiles aun cuando los tiempos de transporte sean grandes 

comparados con la escala de tiempo lagrangiana, si v2  cambia en una pequefla 

cantidad en ci tiempo 2, lo cual se satisface si la pendiente del terreno cambia 

lentamente sobre distancias del orden de 100[m] para fuentes a baja altura (menos de 

20[m]), o distancias del orden de 500[m] para fuentes a iOO[m] de altura". En ci caso 

de No sobre colinas las pendientes involucradas son en la mayoria de los casos 

mucho más abruptas, y la turbulencia cerca de Ia superficie es generada principalmente 

por esfuerzos producidos por ci estado del flujo local más que por las condiciones 

imperantes flujo arriba, de modo que la aproximación de la teorla lagrangiana no 
resulta apropiada. 
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Por 61tirno se puedcn mencionar otros tipos de modelaciOn estadistica derivados 
de Ia anterior, que caen en la categorla de niétodos de Monte—Carlo, en los cuales se 
sirnulan en ci computador las trayectorias de miles de porciones discretas de aire 
(denominados "puffs") como si fuesen particulas. Los parámetros de Ia distribución de 
concentraciOn son calculados luego mediante un análisis estadistico de esta muestra 
generada. La siinulaciOn de las trayectorias requiere el cálculo de las fluctuaciones de 
velocidad, para Jo cual las formulas empleadas precisan de todos modos información 
sobre la función de correlación I? j,(z o las escalas espaciales y temporales 
caracteristicas de Ia turbulencia. 

4.3 Teoria de Similaridad 

El inheres central de la teoria de similaridad es estabiecer relaciones para los 

flujos de momentum, calor y masa desde la superficie de la tierra, dentro de la capa 
superficial, que corresponde aproxiniadamente al 10% inferior de la capa lImite 
atmosférica. La suposición de flujo constante de momentum en estc segmento de la 
capa conduce a Ia relación 

- V0 = 

o bien, 

aw = u.2  
az 

(4.23) 

donde z es el esfuerzo en la superficie, u Sc define como Ia velocidad de fricción, K,,, 
es Ia difusividad de momentum, que equivale a la viscosidad (cinemática) turbuienta, y 
iies Ia componente media horizontal dcl viento. Por conveniencia se ha escogido el eje 

x apuntado en Ia dirección del viento, aunque serja igualmente válido tener un sistema 
de coordenadas donde la otra componcnte horizontal, iT, no sea nula, de manera que en 
tal caso 

u: cos 

K,,, .'X- =u. since 
al 

con = arctan(V/i7) ci ángulo entre la dirección dcl viento y el eje x. Por simplicidad 
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se torn ará = 0 en Jo sucesivo. 

Para obtener una función de variación de K, en Ia capa superficial, una elección 

razonable como escala de velocidad es u, y como escala de longitud, Ia altura z sobre 
el suelo. Luego, por razones dimensionales se tiene 

K,1, = (4.24) 

donde Ia constante de proporcionalidad K es conocida como la constante de von 

Kármán, y su valor es situado por Ia mayorIa de los investigadores entre 0,35 y 0,4. Al 
substituir (4.24) en (4.23) e integrar se obtiene ci perfil de velocidad logarItmico 

ii ( 
- 

= —mI—) (4.25) 
U. K  ZO 

donde ZO ha sido introducida como constante de integración, y es Ilamada ci parámetro 

de rugosidad. El valor de z depende del tipo de superficie, y en Ia práctica es 

determinado extrapolando hasta i7 = 0 curvas obtenidas por mediciones de 7 a 
diferentes aituras El rango de valores asi obtenido1251  va desde 0,01[rnm] sobre hielo 

liso, hasta 10[m] sobre edificios con aituras del orden de 100[m]. La extrapolaciOn es, 

no obstante, solo un artificio y no se espera que Ia ecuaciOn (4.25) sea válida a aituras 

tan bajas como :o, las que caen muy por debajo de los puntos más altos de los 

elernentos individuales de rugosidad que caracterizan a Ia superficie. Por esto, en ci 

caso de superficies muy rugosas (por ejemplo, areas urbanas, bosques, maizales, etc.), 

ci nivel de referenda más apropiado para niedir las alturas no es el suelo, sino un nivel 

desplazado una distancia d0  sobre él (d0  es conocido como ci desplazamiento de piano-

cero). Con esta modificaciOn Ia ecuaciOn para ci perfil logaritmico pasa a ser 

iT i (z — d 
- 

= —ml I (4.26) 
U. K : ) 

y es de esperar que ci valor de d0  quede entre cero y Ia altura media de los elementos de 

rugosidad, dependiendo de cuán densarnente éstos cubran Ia superficie. En Ia práctica 
tanto :0 corno d0  son determinados empIricarnente ajustando Ia curva (4.26) a perfiles 
de velocidad observados. 

La validez de las ecuaciones (4.25) o (4.26) ha sido verificada en capas limites 

neutralmente estratificadas, pero Ia ornisión de los efectos de flotación en las 
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consideraciones conducentes a la reiación (4.24) limita su aplicación solo a situaciones 

donde la producción de energia cinética turbulenta se deba fundamentalmente a la 

acción mecánica de los esfuerzos y Ia producción por flotación sea despreciable. Para 

incorporar ci efecto de la flotación a Ia teorla de similaridad la hipótesis más 

ampliarnente usada es la propuesta por Monin y Obukhov. La suposición es que en la 

capa superficial el flujo medio y las caracteristicas turbulentas dependen solo de cuatro 

variables independientes: la altura sobre la superficie:, Ia velocidad de fricciOn u, el 

No turbuiento de calor desde la superficie w' T', y el denominado parámetro de 

flotación g/7 )  (con '0  Ia temperatura promedio sobre la region analizada). AsI, para el 

perfil de velocidad ôi7/0: se tendrá una rclación funcional con cinco cantidades fIsicas 

F(ô17/3:, us,:, w' T' , g/J )) - 0 

la cual involucra las dimensiones de longitud, tiempo y temperatura. Dc acuerdo al 

teorema de Buckingham del análisis dimensional, se pueden construir dos grupos 

adimensionales independientes. El primero se escoge como 

if1 = (4.27) 

y ci otro debe contener las cantidades restantes. Una posibilidad es 

":2 = w' T' (4.28) 
70  U. 

que usualmente es escrito en términos del cuociente :/L, donde L es definida como 

w'i' 
(4.29) 

y conocida como la longitud de Monin—Obukhov. L puede considerarse como la altura 

a la cual la producción de energia turbulenta por flotación, g w'T'/T0, iguala a la 

producciOn debido a los esfuerzos de corte, uIK:. Los grupos adirnensionales (4.27) y 

(4.28) deben satisfacer una ecuación general de la forma 

u a: L 
= 0 



cuya solución será 

-- = 
- ,(:/L) (4.30) 

U. 3: K 

donde ,, es una función universal de su argumento, y Ia constante de von Kármán se 

ha insertado por conveniencia con el fin de tener 0L(0) = 1, puesto que a medida que el 

No de calor w' I" disminuye, L tiende a infinito y de ese modo, para estratificación 

estable :11, --> 0 y Ia ecuaciOn (4.30) se reduce al resultado predicho por (4.23) y (4.24). 

Un procedimiento similar puede aplicarse para el perfil de temperatura 0T/ti. 

De hecho, Ia teorla de Monin—Obukhov establece que cualquier propiedad media de Ia 

turbulencia,, en Ia capa superficial, adimensionalizada por una combinación 

apropiada o escala 0 y formulada en términos de Ia variables z, u, w' T' y gil'0  debe 

ser una función universal de :/L solamente. AsI, los gradientes verticales 

adimensionales de velocidad y temperatura se expresan c0m0111  

CNT 
 = çb,(:/L) (4.31a) 

= q,,(z/L) (4.31b) 

en donde T, = - w' l"/zi es una escala de temperatura (temperatura de fricciOn), y por 

lo tanto las difusividades turbulentas de momentum y calor serán 

K, 
= çb, (: IL) 

(4.32a) 

1k
7 K:U•  
1, 

= çb(;/L) 
(4.32b) 

La transferencia de substancias gaseosas a la atmósfera puede tratarse en esta 

teorla de igual forma que Ia transferencia de calor, de modo que Ia relación entre los 

flujos turbulentos de tales substancias, w'c' y ci gradiente de su concentraciOn media 

es análoga a las expresiones (4.31). Se puede definir entonces una escala para Ia 

concentración como c = - w'c'/u tal que 

K: 
= Ø(:iL) (4.3) 
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y de aquI se desprende para Ia difusividad de substancia 

K = 
K = (4.34) 

çb(IL) 

Se puede esperar que Ia función de similaridad q tenga Ia misma forma que 01, si 7 y 

son ambos considerados como escalares pasivos, cuya difusión es determinada 

solaniente por Ia difusiOn turbulenta de velocidad, y entonces K = K, K, en camhio, 

incluye tarnbién ci efecto de las fluctuaciones de presión, de manera que no se puede 

suponer en general igual a los otros coeficientes (si bien para estratificaciOn estable 

tienden a coincidir). 

Las formas generalmente aceptadas para las funciones de sirnilaridad 0 y 0,, 
sobre Ia base de experirnentos rnicrorneteorológicos son11 [IlL 1251 

(1 - ; :/L < 0 
0 = (4.35) 

I +/L-IL ;=IL > 0 

[Ø,,(o) (1 72:! JyI/2 ; = / L < 0 
0' = (4.36) 

;/L>0 

Existen aigunas diferencias en los valores estimados para las constantes 71, y, /3 y 
0,,(0), que se deben principalmente a dificultades de rnedición y desviaciones de las 

condiciones iniciales supuestas por Ia teorla. Se considera que las mejores estirnaciones 
son: 

= 15 Y2  = 9 ; 8 = 4,7 ; 01,(0) = 0,74 

Una medida de Ia estabiiidad que es a menudo usada en iugar de :/L es ei nümero 
de Richardson, definido corno 

Ri = -- 
öT/ 

1 (ô7/5-) 2  
(4.37) 

La ventaja de Ri sobre =11, es el poder ser caiculado a partir de gradientes verticales 

medios de temperatura y velocidad fácilmente medibles. Por otra parte, en lo que 
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concierne a la modelación computacional, resulta más simple dar condiciones de 

contorno para simular cierta clase de estabilidad ajustando los valores prescritos para 

los gradientes de velocidad y temperatura de modo de lograr un valor dado para ci 

ntirnero de Richardson. La longitud de Monin-Obukhov involucra en cambio 

precisamente los flujos turbulentos que se pretende caicular. 

El signo de Ri depende del signo del gradiente de temperatura, puesto que RI > 0 
corresponde a aT/a:> 0 y por lo tanto a una capa con estratiuicación estabie; Ri < 0 
corresponde a ôT/a: < 0 e indica una estratificación inestable. Para condición neutra 
se tendrá 5T/8: = 0 y Ri = 0. A su vez, cuando Ri <0 se suelen distinguir un regimen 

de convección forzada, para Ri ~! —I, en ci cual tanto Ia producción mecánica como 

tCrmica de encrgIa cinética turbulenta son importantes, y un regimen de convección 

libre, para Ri < —1, en ci cual Ia producción térmica de turbulencia predomina 
ampliainente sobre la mecánica. 

Además de las ecuaciones (4.35) y (4.36), existen formas alternativas para las 

funciones de similaridad, que dan suficiente precision para Ia mayorIa de las 
aplicaciones prácticas111: 

= = (1 - 15 :/L)'2  ; :/L < 0 (4.38a) 

= I + 5 :/L ; :/L ~: 0 (4.38b) 

Estas expresiones se desvIan solo ligeramente de las curvas (4.35) y (4.36), y tienen Ia 
ventaja de poder escribirse expiicitarnente en función de RI: 

= = (1 - 15 Ri) 112 ; Ri < 0 (4.39a) 

5Ri 
Oil = = I + ; 1 - SRi 

Ri ~: 0 (4.39b) 

Es posible estimar ahora Ia proporción entre las difusividades de calor y momentum 

para diferentes condiciones de estabilidad, dividiendo entre silas ecuaciones (4.32), e 

introduciendo las funciones (4.39), de lo que se obtiene 

- - 

[i - 15 Ri)' 4  ; Ri < 0 

01, Ri > 0 
(4.40) 
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Luego, en condiciones estables o neutras las difusividades turbulentas de calor y 

momentum pueden suponerse iguales, mientras que para condiciones inestables la 

difusividad térmica excede progresivamente a la de momentum a medida que la 

situación se aproxima al regimen de convección libre. 

Las ecuaciones (4.32) y (4.39) muestran que las difusividades disminuyen 

rápidamente al incrementarse el grado de estabilidad, y tienden a cero cuando Ri se 

aproxima a 0,2. Este valor es Ilamado ci niimero de Richardson crItico (aigunos autores 

lo sitiian en 0,25), y para condiciones donde Ri exceda este valor la turbulencia 

atmosfCrica es suprirnida por Ia estratificaciOn estable y el flujo se torna laminar. 

La teoria de similaridad se ha utilizado para calcular ci desplazamiento vertical 

de piumas procedentes de fuentes continuas y nubes de contaminantes con emisión a 

nivel del suelo. La rapidez de elevación media es estimada por relaciones de la 
forma t 2S) 

If 
 = bu/L) 

di 

con b una constante y 0 una función de similaridad. La teoria proporciona también el 

desplazamiento en la dirección del flujo principal. Datos experimentales muestran que 

la expansiOn vertical de la plurna es bien predicha en condiciones neutras, incluso si la 

pluma se ha dispersado mãs allá de la capa superficial, hasta aproximadamente Ia 

mitad de la altura de Ia capa limite. Sin embargo, uno de los principales inconvenientes 

es precisamente ci que la teoria sOlo es capaz de predecir la expansiOn vertical, y no Ia 

horizontal (una situación inversa a lo que ocurre con Ia teoria estadistica). Adernás, no 

puede extenderse en forma simple para incluir emisiones en altura sobre ci nivel del 

suelo, y han habido dilicultades para desarrollar argumentos de similaridad en casos de 

estabilidad general. En consecuencia, en lo que concierne a Ia dispersion de 

contaminantes, Ia teoria de sirnilaridad ha sido empleada principalmente como un 

medlo de proveer las difusividades turbulentas verticales para la teoria de transporte—

gradiente. 

4.4 TeorIa de Trans porte—G rad iente (TeorIa K) 

La teoria de transporte—gradiente es mencionada también en la literatura como 

"teoria K" o "teoria de difusión";  esta ültima denominación es rnotivada por Ia analogIa 

que se supone entre la difusión turbulenta de una substancia y su difusión molecular. El 
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método es un resultado del promedio de Reynolds de la ecuación para la concentración 

de la substancia, y de la hipótesis de que los flujos turbulentos u,'c' son proporcioriales 

al gradiente de la concentración media, tal como se expuso en la sección 4.1 para un 

escalar pasivo 0 cualquiera. La teorla K es por tanto afIn a la teorIa clásica para Ia 

difusiOn turbulenta de escalares, resumida en la ecuaciOn (4.4), con la diferencia que al 

extender tal relación lineal entre el flujo turbulento de una propiedad y ci gradiente de 

su media temporal al campo de Ia turbulencia atmosférica, ha sido usual considerar al 

coeficiente K como un vector, con lo cual se pretende incluir en el modelo la 

anisotropla de la difusión. Formalmente la anisotropia exige que K sea un tensor de 
orden 2 (véase la ecuación (2.39)) , y es claro que si K es un vector no es posibie 

escribir una ecuación que relacione el vector u'c' con ci gradiente de concentración 

a7ax, en Ia forma (4.4). Por lo tanto la teoria K debe tomarse corno un modelo que 

calcula la difusión turbulenta en las direcciones horizontales y vertical a partir de las 

componentes respectivas del gradiente de concentraciOn mediante las ecuaciones 

independientes 

uc 
& 

(4.41a) 
ax 

V'C' = (4.41b) 

wc = —Kr --- (4.41c) 

donde K y K, son las difusividades horizontales y K es la difusividad vertical. Estos 

tres parámetros no son entonces las componentes de un vector sino coeficientes de 

difusión escalares independientes, provenientes de la descomposición del modelo de 

sub-malla para u,'c' en modelaciones separadas para las direcciones vertical y 

horizontal. Las razones que motivan esta separación no son siempre de Indole fisica 

sino más bien aspectos prácticos de cá1cu1o1251: en la mayorIa de las modelaciones de 

mesoescala el espaciamiento horizontal de la malla es mucho mayor que ci 

espaciamiento vertical, de modo que la diferencia en las escalas de los flujos que se 

consideran de sub-malla hace esperar modelos diferentes para describirlos. Además, 

para la capa limite atmosférica, es mucho más lo que se sabe sobre la forma funcional 

de los flujos turbulentos en dirección vertical, lo que ha ilevado a un tratamiento 

diferente y más detallado para la difusión vertical, en comparación con las direcciones 

horizontales. 
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En rigor esta teorla es válida solamente si ci tarnao en cierto punto de Ia nube de 

contarninante sieiido dispersada es mucho mayor que Ia escala de longitud de Ia 

turbulencia en dicho punto, de modo que todas las escalas de turbulencia puedan tomar 

parte en el proceso. Si esta condición no se cumpie los coeficientes de difusión no son 

solarnente función de La posición dentro del campo de flujo, sino también funciOn de Ia 

distribución de concentración. Para las dirnensiones usuales de los dominios de 

solución en aplicaciones de dispersion en Ia capa limite atmosférica, en donde Ia 

escala maxima de turbulencia es del orden de 0,1 veces Ia altura de Ia capa, Ia 
81 condición se satisface12 . Por otra parte, se ha visto que a pesar de esta restricciOn 

teórica es posible efectuar cálcuios ütiles de concentraciOn suponiendo que los K, son 

solo función de la posicion, incluso con escalas espaciales menores que las de Ia 

turbulencia, particularmente en flujos coniplejos airededor de obstáculos114 . 

Al introducir los modelos (4.41) en Ia ecuación para Ia concentraciOn media 

(4.3), ésta puede escribirse como 

--(e) + + + = 

+ _[K V J + 5K) + S (4.42) 
ax ( ax ) ay ay az C9Z 

En este caso Ia difusividad molecular de masa podria despreciarse, o bien ser incluida 

sumándola a los coeficientes K1. 

La mayor parte de Ia invcstigación en tomb a ia teoria K en Si misma se ha 
dedicado a obtener soluciones para Ia ecuación (4.42), utilizando funciones dadas para 

las velocidades y los coeficientes de difusiOn. Las soluciones se han obtenido por 

rnétodos analfticos y numéricos. Soluciones del primer tipo pueden determinarse solo 

para formas simples de las funciones de velocidad y difusividad, y para versiones a su 

vez simplificadas de Ia ecuaciOn difcrencial. Tal como en ci caso de Ia teorla de 

simiLaridad, ci interés se ha puesto preferentemente en Ia dispersiOn vertical. Asi, los 

casos más corniThrnente tratados corresponden a Ia difusiOn vertical desde fuentes 

puntuales o lineales continuas sobre una superficie plana, con un perfil para Ia 

velocidad del viento invariante en Ia dirección del No. La ecuaciOn se reduce 
entonces a 

- OU 
= _K—J (4.43) 
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Si se toma un perfil de velocidad uniforme 7() = u1  promediado en dirección 

vertical y K corno constante, la ecuaciOn (4.43) se transforma en la conocida ecuaciOn 

de difusión unidimensional transiente (donde la coordenada de tiempo es aqul x/u1, es 

decir el tiempo de transporte flujo abajo), para la cual se conoce un gran cantidad de 

soluciones analiticas. Un conjunto de condiciones de contorno tipicas en problemas de 

dispersion atmosférica es el siguiente: 

OF 
• - 

= 0 en = = H, (con H Ia altura de la capa limite atmosferica), representando 

una reflexión perfecta de la substancia en el conlorno superior de la capa Ilmite. 

• K v 1 en = = , representando la deposición sobre la superficie, con vd  Ia 

velocidad de deposición y =0 un nivel de referencia dado prOximo a Ia superficie. :o 

no es en este caso el parámetro de rugosidad sino una altura conveniente sobre el 

suelo, para separar la region donde tiene lugar la dispersion atmosférica de aquella 

inmediatamente sobre la superficie, donde ocurre transferencia entre los elementos 

que la cubren. Ya que H>> se puede emplear la soluciOn con fo  = 0. 

• La condiciOn inicial es lim U = - Ii), representando una fuente puntual 

continua de intensidad ()a un altura h sobre el suelo (8es Ia funciOn delta de Dirac). 

La soluciOn de (4.43) sujeta a estas condiciones es 1  

= G(x,,h) (4.44) 
U I  

siendo G(x,:,h) la función de Green de Ia ecuación, y que corresponde al efecto 

producido a una distancia x y una altura z por una emisión unitaria continua a una 

altura /z en x = 0: 

G(x,,12) = exp— 
)S

,, (::, h) (4.45) 

donde 

s,,h) = 
(q[ 

- ]) (fl[
II  
 - ]) 

(4.46) 
+ 

sin(2qH) 

2q,,H 
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y q,, son las raices en orden ascendente de la ecuacion (qH) tan(q,,H) 
= 

Hvd 
 K 

Cuando se incorpora el efecto de una capa superficial a través de Ia aproximación 

< : 

: < : 
K() = 

K1 <:<H 

Ia solución es similar a Ia dada por las ecuaciones (4.44) y (4.45), excepto que S,,(:, h) 
es ahora 

a,, (h) (flq (:1 )11fl) ; 

5(:,h) = (4.47) 
u,,(h)cos(q,jH - :]) : : 

con /3 = 2/(1 + in) y W0(G una función cilIndrica definida como 

W,,(61) = A.1,,(G) + Y(G) (1, e Y,, son las funciones de Bessel). 

A,, y los valores propios q,, son obtenidos haciendo coincidir las soluciones en : = 

de donde los q,, son ralces de Ia ecuación 

v(,(:)  / :) ( ) + q,,K1  () 
- 

)) (02 ) sin(q,, [H - : + ) ( 02 ) cos(q,, [H 
- =1]) 

Vd (: / : 
)l fi 

( 0) + q,, K1  J (01 ) - ( 02 ) si n(q,, [H - :]) + ,J I (02 ) cos(q,, [H - 
(4.48) 

donde 01  = ,8q,,: (:o/:i) y 92 = /Jq,,:,. A,, cstá dado por ci negativo del valor que 

toman los miembros de Ia ecuación (4.48), y los coeficientes a,,(h) por 

I1')(flqfl (/i/:1)1fl)/(11 + 12) ; : Ii :!~: 

cos(q,,[H - h])/(i, + 12) ; : < h ~ H 
(4.49) 

con = 1(H - + I 
sin(2q,,[j-j  

:)1 
2 2q,,(H— ...) ) 
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'2 = 
-

(

::o 

 )2//3 

2(0~) ( 
+ 

Soluciones aiin rnás complejas se han obtenido para aproximaciones rnás 

generales del perfil de difusividad (Fisher [9]), usando modelos de dos y tres capas, 

como también soluciones que inciuyen una velocidad de filtración v1  en ci contorno 

superior de Ia capa lirnite hacia Ia troposfera superior, de modo que Ia condiciOn de 

contorno en = = H es K2 ôë/az = —vjc. De igual modo se han estudiado las soluciones 

para el caso tridimensional 

= --lK. - 

) 
) + --(K~ .-"1 (4.50) 

ax ay a  

donde para Ia velocidad y las difusividades se adoptan funciones de potencia como las 

dadas anteriormente: 

K2(:) = K 1(:/:1)  

Este tipo de funciones ha sido el rnás empleado en Ia teorIa analitica de Ia difusión 

atmosférica, debido a que para funciones rnás complicadas ci probiema adquiere una 

dificultad inmanejabie. Mn asi, las expresiones (4,45) y siguientes muestran que 

incluso para una ecuación tan simplificada como Ia (4.43), Ia evaluación de las 

soluciones con condiciones de contorno usuales en Ia atmOsfera resuita muy 

complicada y es necesario obtener numéricamente los valores propios q,,. Se ha visto 

que ci perfil de velocidad puede ser bien aproximado por una función de este tipo, a Ia 

que se puede hacer seguir de cerca a Ia forma logarItrnica sobre un rango arnplio de 

alturas (de hecho las mediciones rara vez discriminan claramente en favor de uno de 

estos dos tipos de perfil). Sin embargo Ia selección de exponentes y constantes 

muitiplicativas adecuados para las funciones de las difusividades constituye Ia 

principal dificultad para aplicar los resultados de Ia teoria anailtica, puesto que se ha 

concluido que eslos parámetros son en realidad funciones de x. La teorla estadistica 

muestra, por ejemplo, que K,,, es función de Ia distancia a Ia fuente, y solo en Ia regiOn 

lejana a ella deja de serb. La teorIa analItica de difusiOn es por consiguiente de uso 

lirnitado para ci cálculo de concentraciones, y se ha empleado fundamentaimente para 

estudiar explicitamente Ia dependencia de Ia dispersiOn de aigón parámetro o 

combinaciOn de parámetros. Sorprendenternente una de las soluciones más simples de 
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(4.43), modifTicada mediante información empirica, se ha convertido en la base para la 
clase de modelos rnás empleados en ci cáiculo de concentraciones de contaminantes 
liberados a Ia atrnósfera: los modelos gaussianos. Las caracterIsticas fundarnentales de 
éstos se describen en la siguiente sección. De hecho, tanto las soluciones dadas por 
(4.45) corno por (4.47) se reducen a la ecuación básica (4.64) de la modelación 
gaussiana, al suponer una reflexiOn perfecta de la substancia en el suelo (v,, = 0) y una 
distribución de Gauss en la direcciOn y. 

Soluciones nurnéricas de la ecuación (4.42) han permitido utilizar perfiles más 
realistas para las difusividades turbulentas. Generairnente se torna K = K,,, con K,, Ia 
difusividad térmica turbulenta predicha por Ia teorla de similaridad. Las funciones para 
K,,, y K,, estabiecidas por esta teorla son válidas solo en la capa superficial, y es menos 
lo que se sabe sobre los perfiles de K, en ci resto de la capa limite debido a la dificultad 
para realizar mediciones de flujos turbulentos y gradientes. Algunos perfiles derivados 
para K,,, sugieren que éste se incrementa priniero linealmente con Ia aitura, alcanza un 
valor máxirno en z H/3 y luego decrece gradualmente hasta cero en el contorno 
superior de la capa Ilmite atmosféricaW.  Se cree que el valor máximo depende de u, H 
y la longitud de Monin—Obukhov L. Por consideraciones de similaridad se han 
obtenido perfiles para K,,,, en condiciones neutra y estable, de Ia forma 

V 
_

III 
 - K(:/H,IJ/L) 

H u 

en los cuaies la funciOn de similaridad K debe ser consintente con la ecuación (4.32a) 
en Ia capa superficial, anularse cuando :/H - 1, tener un valor máxirno en algiiin punto 
sobre la capa superficial y disminuir nionótonamente al aumentar ci grado de 
estabilidad (H/L). 

Estas formulas, que dan los coefIcientes de difusión como funciones de la 
distancia sobre ci suelo se denominan coe/lcienles de perjIl. Un método alternativo es 
ci de coeJIcientes de di/iisión locales, los cuales son definidos solo en base a gradientes 
locales. En este ültimo caso aigunos investigadores han preferido expresar Ki  en 
términos de una longitud de mezcla 1, tat que 

K 
[i 
ii8u 12
u—i 

_2 

+ 

/ - 
iôv 
I— 

2 1.2 

Por ejemplo, la formula sugerida por Blackadar para estratificaciOn estable es1251 
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Ri  
 aFI   K,,, = K1, = 1,1 11 

- iJ 
/2[( ) 

 + 
; Ri Ri (4.51) 

( OV  )2 V2 

con Ri ci ntmero de Richardson crItico. Para RI > Ri se tiene K, = K,, = 0. La 

longitud de mezc!a es dada por 

/ = min(1z , 70[m]) (4.52) 

La constante de von Kármán Kse toma aqul corno 0,35. 

En una rnodelación nurnérica que resuelve junto con la ecuación de 

concentración las ecuaciones del campo del flujo (velocidades y presión), Iványi y 

Mersich [14] aplican también ci concepto de longitud de rnezcla para condiciones 

inestables rnediante 

K = 5,0 (—Rib)"2 
12 

(4.53a) 
a: 

K,, = 7,9 (—Ri6)1/2 
2 

(4.53b) 

En este caso se utiliza un valor promedio del gradiente afl/a: en Ia capa limite, y el 

niimero de Richardson es evaluado con un valor global sobre Ia capa superficial: 

- Tç )h 
Ri,, = (4.54) ______ 

7, Z4 
 

donde To  es Ia temperatura media cerca de Ia superficie, 7', Ia temperatura del suelo y h 

Ia altura de Ia capa superficial. 7, y ii,, son Ia temperatura y velocidad evaluadas en : = 

Ii. Para Ia longitud de rnezcla tornan Ia función 

/ = (4.55) 
K: 

1+ 
H/ID 

Las anteriores son solo algunas de las numerosas formulas que han sido 

propuestas para calcular las difusividades turbulentas. Existe en Ia literatura una 

enorme cantidad de funciones propuestas para los perfiles de K1, y las discrepancias 

con resultados experirnentales son en muchos casos significativos. Esta proliferaciOn 
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refleja las dificultades para determinar funciones algebraicas que describan 

adecuadarnente los coeficientes de difusiOn sobre toda Ia capa Ilmite atmosférica, atjn 

suponiendo que ci campo de flujo es perfectarnente uniforme en las direcciones 

horizontales, y evidenlemente no cabe esperar que tales funciones sean aplicables a 

patrones de flujo mas complicados. La obtención de K1  debe provenir por tanto de 
niodelos de turbulencia más elaborados. 

4.5 Modelos Gaussianos 

4.5.1 Descripción General 

Los modelos de piurnas gaussianas se emplean profusamente en el estudio de Ia 

contarninación producida por fuentes puntuales y lineales, y son Ia base para casi todos 

los programas computacionales desarrollados por Ia Agenda de ProtecciOn Ambiental 

(EPA) de Estados Unidos para Ia rnodeiación de estos fenórnenos. El objetivo de estas 

modelaciones es proporcionar procedirnientos que permitan ci cálcu!o de 

concentraciones con una exactitud suficiente para estudios de impacto ambiental con 

fines regulatorios. Por lo tanto el rnétodo no pretende dar un descripción precisa del 

proceso de dispersion, y es esencialmente un modelo empirico, fundado en 

simplificaciones drásticas de Ia ecuación general (4.42). 

El punto de partida es la ecuaciOn de difusiOn pura, sin los términos de 

convección, donde adernás se supone que las difusividades K, K, y K son constantes, 
por lo que Ia ccuaciOn Sc reduce a 

a2  
= Kr -- + K ; - + K—i- (4.56) 

Se obtiene luego Ia so!uciOn de esta ecuación para Ia difusiOn en un rnedio 

infinito de una cierta cantidad rn de substancia liberada instantánearnente en un punto. 

Si se tornan para este punto las coordenadas x = 0 
, y = 0 , = h, Ia condición inicial 

puede expresarse como 

T(x ,y , z) = in x) y) z - h) ; en I = 0 (4.57) 

La ecuación (4.56) se puede resolver por lo métodos tradicionales (separación de 
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variables, transformadas de Laplace o Fourier, etc.) En este caso el desarrollo se puede 

abreviar aprovechando el hecho de que la condición inicial (4.57) es el producto de tres 

funciones en solo una coordenada, de modo que la soluciOn de (4.56) se puede obtener 

como ci produclo de las soluciones de tres ecuaciones unidirnensionales para cada 

di recciOn: 

(x,y,:,t) = i(x,i) C2(Y,t) c3(:,t) 

donde 

= K , con U, (x,i) (4.58a) 

at )' 8y 

=K. -- 

1/3 con C2),1) = m y) 

con c 3(:, I) = 1
1/3 Xz  ._ 

(4.58b) 

(4.58c) 

La solucióri de Ia ecuación de difusiOn unidimensional como la (4.58a), en un 

medio infinito con una distribución inicial U 1(x,0) =flx) resulta ser 

cc 

21ir

1 

K J f,) exp[
- 
 4KI 

(x_x)21 
cLv' (4.59) 

i J 

y paraf(x) = m1l,  ix)  se tiene 

rn13  
1(x,t) 

= exP
(

_ 4K!) 
(4.60) 

TJ 

Soluciones sernejantes se obtienen para T 2  y c 3  de modo que Ia solución de (4.56) es 

r 
____ + 

(:- /2)2 1 (4.61) = 
121 

expl—I + 
8 (ir t ) 32 K K, K 

[ 
4 Kr  1 4 K3, t 4 K 1 

que se puede escribir tarnbién como una funciOn de Gauss en tres dirnensiones 

- in ( x2 y2 (:- /2)2 
c(x,y,:,l) 

= (27r)32aa3,a. exp -(--- + + 2 
J 

(4.62) 
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siendo o. = (2 K,)U2 
, o. = (2 K,)U2  y cr, = (2 K,)U2  las desviaciones standard, que 

cuantifican Ia expansion, a medida que el tiempo iranscurre, de la nube de 

contaminante producida por la ernisión instantánea de Ia masa in. Estos parámetros son 

designados como coeficientes de dispersion. 

Si ahora se supone que existe una velocidad media de viento, U, en la dirección 

x, constante en todo ci rnedio, Ia nube será transportada en Ia dirección del flujo, 

mientras simultánearnente se expande, y la ecuaciOn (4.62) sigue siendo válida para un 

sistema de coordenadas que se mueva también con velocidad U en direcciOn x. Para 

representar una enhisiOn continua de substancia se puede considerar la superposiciOn de 

estas nubes, dispuestas con sus centros a lo largo de una eje paralelo a x, conforrnando 

una pluma continua en estado estacionarlo. La configuracion es entonces una 

distribución de fuentes puntuales instantáneas a lo largo del eje de la plurna, para cada 

una de las cuales se tendrá una ecuaciOn similar a (4.62), con la coordenada x 

reemplazada por x - Ut debido a la traslaçiôn fiujo abajo, y donde los coeficientes de 

dispersion serán función de la distancia al punto de emisión (0 , 0 , Ii) (ya que para cada 

una de estas nubes ci tiempo de difusiOn transcurrido será igual al que le tomó en Ilegar 
hasta la posición donde se sitüa a lo largo de pluma). Si Q es ci flujo de masa por 

unidad de tiempo que ernite la fuente, el cuociente Q/U es una estimación de la masa 

depositada por Ia fuente sobre la columna de aire que fluye sobre ella. Asi, para cada 

fuente puntual Ia masa in asociada será Qd./ii, y la integración en x conduce a 

1) [ ( )2 
- 

= 
- 

exp 
- 

2.__ + '- 
1 (4.63) 

2lrua%.oi 2a ) 

donde la dependencia de Ia coordenada x se da a través de los coeficientes de 

dispersiOn a, y o, los cuales, ademãs de scr función de Ia distancia x a Ia fuente, 

dependen del grado de estabilidad atmosférica. Estas funciones se establecen 

empiricamenle, como se describe más adelante, de modo que a pesar de Ia derivaciOn a 

partir de Ia ecuación (4.56), la relación (4.63) se convierte en gran medida en una 

ecuación empirica, pues las funciones prescritas para o, y o no son en general 

compatibles con Ia suposiciOn inicial de difusividades constantes empleada para 

resolver (4.56). 

La ecuación (4.63) fue deducida para una fuente emitiendo en ci punto (0 , 0 , h) 

hacia un rnedio infinito, por lo que debe ser modificada para tomar en cuenta la 
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interacción de la pluma con ci suelo, corno ocurre en ci caso de Ia chimenea que se 

ilustra en Ia figura 4. 1. La condición de contorno usualmente adoptada por los modelos 

gaussianos es suponer una reflexiOn perfecta de Ia substancia en ci suelo, de manera 

que 8/8z = 0 en: = 0. La soiución para este nuevo caso se puede obtener fáciimente a 

partir de (4.63) efectuando Ia superposición de esta solución con Ia que se obtendrIa 

para una fuente imagen de Ia anterior, situada en (0 , 0 , —h). La distribución simétrica 

de las fuentes implica que en : = 0 se cumple que &/az = 0 corno se querIa. Por lo 

tanto, Ia ecuación de dispersion gaussiana sin lirnite para :> 0 es 

2a ex[_J{ex[_ 
2] + 

ex[_ 2]} (4.64) 

Figura 4.1 Reflexión en el suelo del material de una pluma, simulada mediante una fuente imagen. 

No siempre es cierta esta ausencia de limite para Ia dispersion hacia arriba 

debido a que una capa de inversion térmica elevada inhibe los desplazarnientos 

verticales de aire y puede actuar corno una barrera para Ia difusiOn de polutantes. La 

suposición usual es que esta capa refleja Ia substancia tal corno lo hace ci suelo, de 

niodo que a Ia altura : = L a Ia que se sitáa esta capa se tiene tarnbién que &/0z = 0 
(esta situación se muestra esqueniáticarnente en Ia figura 4.2). Con Ia fuente ubicada 

entre dos superficies reflectantes será necesario superponer las soluciones de infinitas 
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imágenes, tanto bajo el suelo como sobre la capa de inversion, resultando 

- c(x,y (2 ,:) = 
- expi 

( 
— 

y2 ----i- 
2,ruoa 2o, 

x{expL_( 2 J 2 

/1 + 2nL)l 
+ ex[_ (: 

+ h + 2nL)2]} 
(4.65) 

- - 

En todas estas ecuaciones /i representa la altura sobre el nivel dcl suelo a la cual 

la substancia es libcrada a la atmOsfera. En el caso tipico de una chimenea industrial es 

preciso tomar en cuenta la elevaciOn inicial de Ia pluma debido a Ia flotación de los 

gases y al momentum vertical con el que éstos salen de Ia chimenea. Generalmente el 

momentum vertical de la pluma disminuye rápidamente debido a Ia interacción con el 

aire circundante fluyendo en direcciOn horizontal, sin embargo el efecto de Ia llotaciOn 

persiste durante un tiempo suficiente para producir una elevaciOn considerable de la 

plunia sobre el nivel de descarga de la chimenea. Esta fase inicial del proceso es 

tratada de forma simplificada suponiendo que la dispersion comienza desde una altura 

efectiva h, determinada sumando a la altura real de Ia chimenea (Ii) la elevación de Ia 
pluma (h) sobre la descarga de aquélla. Existen numerosas formulas para calcular Ah, 

muchas de las cuales dan resultados discrepantes entre 51 (incluso hasta en un orden de 

magnitud) o con valores observados. Dc éstas, las que han mostrado ser niás precisas 

son las fOrmulas de Briggs, utilizadas por los programas computacionales de la EPA1101. 

-- inversion tërmica 
reflextón en la capa de lnversiOn 

/ 

I 

L lilfi 
h 

4 x 

reflex ion en c] sucIo 

Figura 4.2 Pluma atrapada entre el suelo y una capa de inversion térmica. 
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Para condiciones atmosféricas inestables o neutra el modelo de Briggs establece 

que Ia elevaciOn de la pluma, en función de la distancia x flujo abajo de la fuente se 

puede caicular como 

P . 2/3 
A/i = 1,6—[min(x,3.5x )} (4.66) 

donde F es el Ilarnado flujo de tlotación, 7 Ia velocidad media del viento a la altura de 

la chimenea, y 3,5f es Ia distancia aproximada a Ia cual Ia plurna alcanza su nivel 

delinitivo. P es calculado mediante la velocidad y la temperatura de los gases a la 

salida de Ia chimenea (wg  y i respectivamente), ci diãmetro de la chimenea (d), y la 

temperatura atmosférica 7: 

F = g 
wd2 

 (Tg  - (4.67) 

mientras que x' está dado por 

= 

34 /;2/5 

14 j.5/ 

Para estratificación estable se calcula 

A/i = 
1,6(/H 3/11) x213  

2,6 [P/(11 s)]' 

F > 55 [m4  s 3 ] 

F :5 55 [ M4 s3] 

x < 2,0711s 12  

x >— 2,07 U12 

(4.68) 

(4.69) 

donde s es un parárnetro de estabilidad basado en ci gradiente vertical de la 

temperatura potencial: 

g 30 
S = (4.70) 

Adicionalmente, para bajas velocidades de viento (7 < 1,5 [m/s] ) la eievación de la 

pluma es caiculada como 

A/i = 5 / .114  3/8 (4.71) 

tomándose finalmente ci nienor entre los valores resultantes de (4.69) y (4.71). 



4.5.2 Coeficientes de Dispersion 

En to que concierne a los coeficientes de dispersion o, y o, se han hecho muchos 
esfuerzos por desarrollar métodos simples y precisos para estimar estos parárnetros. 
Uno de los métodos rnás utilizados es el conocido como las curvas de Pasquill—Gifford. 
Estos gráficos de o, y o-  como función de Ia distancia flujo abajo de Ia fuente se 
reproducen en Ia figura 4.3. La dependencia del grado de estabilidad atmosférica se 
incluye discretizando ci rango continuo de esta variable (medida, por ejcrnpio, por el 

nilimero de Richardson) en una escala cualitativa de seis categorlas, designadas desde Ia 
A a Ia F de acuerdo a Ia siguiente equivalencia: 

muy inestable 

rnoderadarnente inestable 

ligeramente inestable 
neutra 

ligeramente estable 

estable 

Para cada una de estas ciases de estabilidad hay una curva en los gráficos de Pasquill—

Gifford. La selecciOn de una categoria en particular se efectua generalmente mediante 

un procedimiento introducido por Turner (u otros similares) basado en las condiciones 

meteoroiógicas, el que se resume en Ia tabla 4. 1. En esta tabia Ia velocidad del viento 

corresponde a Ia rncdida a 10 [m] sobre ci suclo, y la nubosidad es Ia fracción del cielo 
cubierta por las nubes. El nivel de insolación se determina mediante ci ángulo de 

eievaciOn del sol sobre ci horizonte (a) y Ia nubosidad (por ejemplo, insolación fuerte 
equivale a un dia despejado con a > 60°; insoiación moderada equivale a a > 60° 
nubosidad parcial o cielo despejado y 35° < a <600;  insoiaciOn leve se tiene para cielo 
despejado y a <350  o cuando ci cielo está nublado). En los casos donde aparecen dos 

ciases de estabilidad se deben promediar los valores de o, o oblenidos con cada una. 
Además, si ci cielo está cubierto se debe tomar Ia ciase D, tanto de dIa como de noche, 
independientemente de Ia velocidad del viento. 

Las curvas de Pasquill—Gifford fueron desarroliadas durante Ia década de 1960 y 
han estado en uso desde entonces, siendo incluidas en los programas de Ia EPA 

mediante funciones que se ajustan adecuadamente a ellas. No obstante, se debe sefialar 

que su apiicación en situaciones que difieran apreciablemente de las condiciones en las 

que fueron deducidas puede signilicar errores importantes en Ia estimaciOn de los 
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coelicientes de dispersion. La mayorIa de los experimentos que se emplearon para 

deterrninar estas curvas consistieron en emisiones continuas sin flotación, a nivel del 

suelo o en Ia parte inferior de Ia capa lIrnite. Las superficies eran generalmente de baja 

rugosidad, y muy pocas mediciones se hicieron a distancias superiores a I [km] de Ia 

fuente (corno se aprecia en Ia figura 4.3, los datos fueron extrapolados para extender 

las curvas a valores de x rnayores de I [kni]). En algunos casos o no fue medido 
directarnente sino que fue inferido de mediciones de Ia distribuciOn a nivel del suelo en 

dirección transversal al viento. Por consiguiente el esquema de Pasquill—Gifford 

deberia aplicarse especificarnente en Ia siguientes cond1ciones1111: terreno piano con 
poca vegetación, emisiones a nivel del suelo o cerca de él, variables prornediadas sobre 
intervalos de 3 a 10 minutos, viento estacionario y distancias flujo abajo no mayores de 
1 [krn]. 

Figura 4.3 Curvas de Pasquill-Gifford para los coeficientes de dispersion 

labIa 4.1 Relación de clases de estabilidad con las condiciones meteorológicas 

velocidad del lnso!ac]ón diurna Nubosidad nocturna 

viento [mis] Fuerte Moderada Leve Nuboso (~! 4/8) Despejado (c 3/8) 

<2 A A—B B E F 

2-3 A—B B C E F 

3-5 B B — C C D E 

5-6 C C—D D D D 

>6 C D D D D 
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En Ia mayor parte de los problemas en los que se emplean los niodelos 

gaussianos las condiciones indicadas no se satisfacen completarnente, y es de esperar 

desviaciones signilicativas a rnenos que se añadan factores de correcciOn. Para 

superficies urbanas, algunos experimentos han indicado que Ia clase de estabilidad 

deberia ser desplazada en un grado hacia el nivel superior de inestabilidad con respecto 

a Ia determinada de Ia labIa 4. 1. Para considerar un tiempo 'I' de promedio diferente al 

original, se ha propuesto, para ambos coeficientes de dispersion, el factor correctivo 

(7I10)0.2, con 7' en minutos. Para fuentes a gran altura o con flotación considerable, 

existen curvas suplementarias para o y o, obtenidas por observaciones de Ia difusión 

desde fuentes a alturas sobre Ia capa superficial (las curvas de Brookhaven o las de Ia 

TVA). Briggs ha derivado funciones analiticas que se ajustan a las curvas de Pasquill—

Giuford en Ia cercania de Ia fuente, y a las curvas Brookhaven y TVA para grandes 

distancias, Estas f'unciones son aplicables para campo abierto, y han sido adoptadas 

como una alternativa al esquerna de Pasquill—Gifford por algunos modelos de Ia EPA. 

Pueden resumirse en Ia forma general 

ax(l + hx)c ; 102 <x < I0 [m] (4.72) 
a [m] 

donde las constantes a ,b y c dependen de Ia clase de estabilidad corno se lista a 

continuaciOn. 

Tabla 4.2 Constantes de las frmnciones de Briggs 

clase de estabilidad A B C D E F 

a 0,22 0,16 0,11 0,08 0,06 0,04 

c. b 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 0,0001 

C —1/2 —1/2 —1/2 —1/2 —1/2 —1/2 

a 0,20 0,12 0,08 0,06 0,03 0,016 

h 0 0 0,0002 0,0015 0,0003 0,0003 

c 0 0 1/2 —1/2 —1 —1 

Más que aplicar factores de corrección a las curvas originales de Pasquill—

Gifford, algunos especialistas han preferido buscar nuevas formas de estimar 

eficienternente los coeficientes de dispersion, incorporando i nformación adicional 



sobre la turhulencia. Por ejemplo, Pasquill ha recomendado que la dispersion 
transversal o, sea calculada a partir de la desviaciOn standard de la direcciOn del 
viento, (7A  y la distancia flujo abajo'1' 281 mediante 

= ao xj(x) (4.73) 
dondej(x) está dada por: 

I I I I I 
x[krn] 0 I 0,1 0,2 I 0,4 I 1 2 4 I 10 I >10 

- - - - ± - - - - - - ± - - + - - - - - - ±------- 
J(x) 1,0 0,8 0,7 0,65 1 0,6 0,5 1 0,4 

0,33 0,33 V10ix 

Otras formas sugeridas para o. y o involucran parámetros tales como la 

desviación standard de la velocidad transversal(o), el tiempo de transporte, la escala 

de tiempo lagrangiana y la velocidad de viento geostrófica. El comportamiento de estas 

funciones es estudiado por Smith y Biackail [30]. Muchos de estos rnodelos son 

tentativos, y surgen además dificultades adicionales debido a que en estos casos es 

necesario determinar nuevos parárnetros de la turbuiencia: (7o y o.. Para este tiltirno se 
han sugerido formulas que permiten estimarlo en funciOn de la velocidad de fricción y 

la longitud de Monin—Obukhov, pero resulta dificil saber si estos procedimientos 

representan una mejorla concreta en la estirnaciOn de los coeficientes de dispersion 

comparados con los métodos tradicionales ya descritos. Por esta razón aigunos autores 

de modelos gaussianos y la EPA consideran ci empleo de las curvas de Pasquili—

Gifford y las fOrmulas de Briggs como métodos "por defecto", pero recorniendan que 

para modelaciones que requieran mayor precision, a,, y o se estimen directamente a 
partir de datos niedidos en terreno para el probierna particular tratado. Estos datos son 

las desviaciones standard de la dirccción del viento en dirección horizontal (para o) y 
en dirección vertical (para o), en un punto prOximo a Ia salida de Ia chirnenea. Otros 
refinarnientos al cálculo de o- , y o incluyen Ia contribuciOn a Ia dispersion, tanto 
horizontal como vertical, debido al ingreso de aire a la pluma, inducido por la 

flotación, y ci incremento de la dispersiOn horizontal producido por cambios en la 

dirección del viento dentro del rango de aituras abarcado por Ia pIuma131. 

4.5.3 DifusiOn Sobre Terreno Irregular 

Una de las limitaciones más serias de los niodelos gaussianos es ci hecho de que 
las ecuaciones básicas como (4.64) y (4.65) y las relaciones empiricas para los 
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coeficientes de dispersion han sido derivadas para terrenos pianos y horizontalmente 

hornogéneos, donde se ha supuesto una distribución de viento uniforme. La aplicación 

del inétodo en zonas de topografia complicada, con coiinas u otros obstáculos que 

puedan aiterar significativamente aquel campo de flujo simplificado, está sujeta por 

tanto a un margen de error bastante mayor. Esta dificultad ha sido afrontada 

introduciendo correcciones que consideren Ia distorsión de Ia trayectoria seguida por Ia 

piuma a medida que se aproxima al terreno que se interpone a su paso. Los primeros 

modelos gaussianos para terreno irregular suponlan que durante condiciones inestables 

o neutras Ia plurna era deflectada sobre ci terreno en una cantidad igual a su altura 

efectiva original, pero no lo era en absoluto en condiciones estables. En un modelo de 

este tipo, cuando Ia pluina inipacta sobre Ia ladera de un cerro, en condiciones estables, 

Ia concentración en ci punto de impacto resulta igual a Ia concentración en Ia pluma 

caiculada como si ci cerro no estuviese en ese lugar, dando origen a concentraciones 

sobrestirnadas en dichas zonas. Modelos posteriormente apiicados por Ia EPA eran 

sirnilares, pero no permitian a Ia piuma aproximarse rnás aliá de una distancia minima 

a Ia ladera, antes de ser deflectada airededor del obstácuio. Una descripción más 
plausibleHll se obtuvo suponiendo que durante condiciones inestable o neutras Ia 

pluma se elevaba por encima del obstácuio una distancia tal que Ia altura de su eje 

central sobre ci obstáculo era igual a Ia mitad de Ia altura del obstácuio sobre el eje 

original de la piuma. Si Ia altura del obstáculo era menor que Ia altura efectiva de Ia 

piuma, Ia cantidad de deflexión correspondla a Ia mitad de Ia altura de aquéi. En 

condiciones estables se suponIa que Ia deflexiOn ocurria airededor del obstácuio en 
lugar de sobre él. 

Los modelos actualmente empieados por Ia EPA constituyen un 

perfeccionamiento de Ia iiItima descripción en ci párrafo anterior, especialmente para 

ci comportamiento en condiciones estables. En esta situación, diversas teorIas y 

observaciones muestran que por debajo de Ia cinia de una colina ci flujo tiende a 

moverse en pianos horizontales debido a Ia fuerte estratificación. En consecuencia, a 

cada nivel el aire se mueve alrededor de Ia colina como si ella fuese un cilindro vertical 

infinito con una sección transversal igual a Ia de Ia colina a esa altura. Sin embargo, 
este patron de flujo  se interrumpe sobre Ia cima, en donde resultarla una distribución 

de presión singular si ci flujo se moviese airededor de las lineas de contorno del 

terreno. Esto significa que existe una region en Ia parte superior de Ia colina donde ci 

flujo sobre Ia superficie se eleva por sobre Ia cima en lugar de rodear los contornos. El 

espesor vertical de esta region es 1151 aproximadarnente u0 /N, donde i es Ia velocidad 
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del viento (supuesta uniforme) flujo arriba de la colina, y N depende de la temperatura 
media 10 , el gradiente de temperatura potencial y la aceleración de gravedad, a través 
de 

(N es conocida como Ia frecuencia de Brunt—Vaisälä, y corresponde a la mayor 
frccuencia a Ia cual pueden existir ondas internas de gravedad). Por lo tanto, si h es la 
altura maxima de la colina (sobre ci nivel de la base de una chimenea que actua como 
origen de las coordenadas), Ia pluma que esta chimenea emita pasará por sobre Ia 
colina en lugar de impactar sobre ella, ann en condiciones estables, cuando la altura 
efectiva de Ia plurna sea mayor que la altura crItica hcr  = h - /N. Asi, esta altura 
critica es empleada por modelos gaussianos para separar las dos regiones de 
comportamiento. En condiciones estables, cuando Ia altura de la pluma es menor o 
igual que la altura crItica (que se calcula con la velocidad del viento a Ia altura de Ia 
salida de Ia chimenea) se considera que impacta directarnente sobre la ladera, y si es 
mayor, Ia altura local de Ia pluma sobre ci terreno, ha, es ajustada mediante 

c (h,, 
- 12cr ) ; h < h, 

ha  = (4.75) 
t. /1J

, - 112cr  - (I - c) (h, 
- 'cr) ; h,, > Ii, 

donde h1, es la altura de la pluma y he  la altura local del terreno. c es una constante que 
determina la cuantla de Ia corrección en la trayectoria de la pluma, y puede variar 
desde c = 0 para una piurna que se mantiene a nivel constante (respecto al origen), 
hasta c = 1 en ci caso de una pluma que reproduzca exactamente la forma del terreno, 
rnanteniéndose siempre a una altura constante sobre él. Este parámetro depende de la 
clase de estabilidad y de la forma del terreno, por lo que idealmente deberia 
determinarse sobre Ia base de información disponible para ci area en particular sobre la 
que se aplica ci modelo. Generalmente no se cuenta con tal informaciOn, y se supone 
un valor de 0,5 para todas las clases de estabilidad. 

Adicionalmente, el algoritmo convencional de los modelos gaussianos, que 
utiliza fuentes imãgenes bajo Ia superficie para simular la reflexión del polutante en el 
suelo, debe modificarse al ser usado sobre terreno irregular, ya que en este caso dicho 
procedirniento puede sobrestimar las concentraciones a nivel del suelo, e incluso 
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producir distribuciones no factibles fisicarnente. Tal es el caso de una piuma que 

impacta sobre Ia ladera de una colina, donde el método de imágenes dana lugar a una 

distribución ta] que en Ia cercania al punto de impacto Ia concentración a lo largo del 

eje de Ia plurna aurnentarIa en Ia dirección flujo abajo, en contradicción con la segunda 

Icy de Ia termodinámica. Para evitar esta situación, las concentraciones calculadas en 

esta zona son reajustadas por un factor de corrección, obtenido por exploración de los 

valores generados por el método de imágenes para la concentración integrada en 

dirección transversal al eje de la pluma, en diferentes alturas y distancias al punto de 

impacto o de niáxinia aproximación al terreno. El factor de correccion se determina 

entonces de modo que una vez alcanzada una concentración integrada minima, las 

concentraciones flujo abajo no puedan aumentar sobre este valor1311. 

El flujo en tomb a una colina tal corno se describió previamente no se mantiene 

en ci lado de sotavento de aqueIia, puesto que aili ci flujo se separa dando origen a una 

zona de recirculación y a vortices que se desprenden, estableciéndose un patron de 

flujo complejo, altarnente turbulento, con flujos secundarios determinados fuertemente 

por las caracteristicas locales del terreno. Estos efectos persisten flujo abajo de Ia 

colina (u otro obstácuio) sobre una distancia considerable, en algunos casos de hasta 30 

veces su aitura, y debido a su complejidad y dependencia de Ia topografla en particular 

analizada, no son considerados por los modcios de plumas gaussianas sobre terreno 

irregular. Por consiguiente, un rnodelo de este tipo se emplea preferentemente para ci 

cálculo de concentraciones en las zonas a barlovento de los accidentes del terreno (es 

decir, donde la pendiente de éste sea siempre creciente al alejarse de la fuente), y los 

resultados obtenidos en las zonas a sotavento, más aliá de las cimas de las colinas, se 

consideran menos confiables. Dc igual modo la modelación gaussiana debe emplearse 

con cautela si la fuente está situada a sotavento de un obstácuio importante al flujo de 

aire, puesto en esa region los efectos anteriormente mencionados generan un campo de 

turbuiencia muy diferente de aquel sobre ci cual se basan las estimaciones de a y o. 

Hunt c/ a!, [13] mencionan algunos casos donde se ha observado esta influencia, por - 

ejemplo, ci de una chimenea con una aitura efectiva de 400 [ni] situada a 6 [kin] a 

sotavento de un cordon transversal de cenros de 500 [m] de altura, para ]a cual, dunante 

periodos cortos, las concentraciones a nivel del suelo eran incrementadas por un factor 

5 y la piuma abatida sobre ci suelo debido a grandes vortices desprendidos desde los 

cemros. 

Además, no solo en estas circunstancias sino en general, al utilizar un modelo 

gaussiano sobre terreno irregular, se debenian emplear coeficientes de dispersion 
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diferentes a los de Pasquill—Gifford o de Briggs, convencionaimente usados. A partir de 

varios experirnentos1  se ha predicho que los coeficientes de dispersion deberian ser 
de 5 a 10 veces mayores que los de Pasquill—Gifford, si el terreno es muy irregular, y 

de 2 a 3 veces mayores si ci desnivel es moderado. No obstante, se precisa todavIa 

mucha más investigación para refinar estas predicciones. 

4.5.4 ModelaciOn de Fuentes Lineales 

Para deterrninar Ia concentración de contaminantes, debido a las ernisiones de los 

vehiculos, en las inmediaciones de carreteras o calles con tráfico intenso, se suelen 

tratar éstas como si fuesen fuentes lineales uniformes, con una tasa de emisiOn 

prornedio QL por unidad de longitud, estimada en base a Ia intensidad del flujo 

vehicular, y a los factores de emisiOn para los diversos tipos de vehIculos que circulan. 

Los modelos gaussianos se aplican también en estos casos, integrando Ia ecuación para 

una fuente puntual a lo largo de Ia carretera. El esquema más simple es este sentido es 

como ci que se muestra en Ia figura 4.4. El carnino se divide en tramos rectos, y cada 

elemento de longitud dy a Jo largo de él, actóa como una fuente puntual a nivel del 

suelo (o a una altura Ii si se trata de una via elevada). La contribuciOn de esta fuente 

puntual a Ia concentraciOn en puntos situados flujo abajo de Ia carretera está dada por 

Ia ecuaciOn (4.64), donde Ia razOn de emisiOn Q es ahora QL dy. La influencia total del 

trarno AB se obtiene entonces por integración en toda su longitud. Este tramo es 

perpendicular al viento, de modo quc al integrar, x permanece constante y por Jo tanto 

o-, y o también, resultando 

cM3(X ,y ,:) = 
2 

ex[_ 2Y 
J = 2 

[erf[_Y2 

J 

- erf[ 

J] 

(4.76) 

con 

= 
_ {ex[_ 2_)2 I + ex[_ (para ci caso de Ia figura, h = 0). 

El tramo siguiente BC es oblicuo al viento, por Jo que se debe integrar 

numéricarnente emp]eando funciones en x para or, y o, o bien Ia misma soluciOn (4.76) 
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se puede eniplear de forma aproxirnada, dividiendo el tramo en un nümero suficiente 

de trarnos equivalentes perpendiculares al viento, corno se indica en Ia figura. En 

cualquier caso, Ia concentración total en un punto dado se obtiene surnando las 

concentraciones producidas por cada tramo del camino. Evidentemente, todas las 

limitaciones señaladas para los modelos gaussianos de fuentes puntuales rigen también 

para estas fuentes lineales, en especial las que se relacionan con Ia no uniformidad de 

Ia superficie y del campo de flujo. Pueden obtenerse resultados aceptables para una 

carretera en campo abierto, o en zonas urbanas con edificaciones de baja altura (si lo 

que interesa en este caso es Ia concentración en puntos distantes de la calle), pero en 

calles rodeadas por edificaciones elevadas e irregulares, el método puede resultar 

inaplicable incluso para puntos distantes, debido a los campos de flujo y turbulencia 

altamente perturbados, como se describió en Ia sección anterior. 

£ 7  

V. 

Figu ra 4.4 Fuente lineal obtenida por intcgración de fuentes puntuales de espesor dy. 

4.6 Conclusion 

En este capItulo se ha presentando un resurnen de los principales enfoques que se 

han desarrollado para predecir Ia difusión turbulenta de substancias en Ia capa lImite 

atmosférica, al margen de los modelos de clausura de segundo orden. Es posible 

apreciar que los tratarnientos van desde ideas teóricas básicas, como Ia teoria 
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estadistica, que se vale solo de conceptos tomados de la teoria clásica de la turbulencia, 

hasta métodos esencialmente empiricos como los modelos de plumas gaussianos. En 

una posiciOn intermedia entre estos extremos se ubican Ia teorja de similaridad y la 

teorla K. En algurias situaciones estos métodos se complementan, como en los casos en 

los que la teorla K se sirve de funciones determinadas por Ia teorla de similaridad para 

calcular los coeficientes de difusiOn, o métodos gaussianos que basan sus coeficientes 

de dispersiOn (horizontal) en predicciones de la teorIa estadistica. 

Ninguna de estas teorias parece bastar por si misma para dar una descripción del 

proceso de difusión con una generalidad suficiente para aceptar un rango arnplio de 
condiciones de borde. Ya se vio que la teorIa estadistica resulta aplicable 

principalmente al estudio de Ia difusión horizontal, mientras que Ia teorla de 

similaridad se concentra fundamentalmente en la difusión vertical. En ambos casos las 

hipótesis simplificativas en torno a la uniforrnidad horizontal de la superficie y del 

campo de flujo constituyen una Iirnitación importante para su utilizaciOn en problemas 

de geometria complicada. Estas hipOtcsis provienen, por una parte, de Ia necesidad de 

restringir el análisis a un nivel de complejidad abordable, y por otra, del tipo de 

problema al que tales teorias se han orientado. La aproximación estadistica se 

desarrolló primordialniente como un método de investigación teórico del cual deducir 

leyes de cornportamiento general, por Jo cual se dan por conocidas caracteristicas del 

campo de turbulencia tales como escalas temporales y espaciales, espectro de energia, 

varianza de las fluctuaciones turbulentas, etc. las cuales deberán provenir de otras 

teorias. Por su parte, la teorla de similaridad se originO en el campo de la meteorologia, 

y su interés central está en los flujos verticales de momentum, calor y substancias 

(principalmente ci vapor de agua), puesto que a escala sinóptica o a mesoescala, la 

gran diferencia en Ia magnitud de las escalas horizontal y vertical a las que se describen 

los fenOrnenos, conduce a la utilizaciOn de modelos para difusiOn vertical, mientras que 

el transporte en Ia direcciOn horizontal se considera principalmente por convección. 

Los modelos gaussianos han tenido una amplia aplicación como soluciOn práctica 

a las restricciones que aqul se mencionan, permitiendo un tratamiento tridimensional 

del problema, y su popularidad se debe principalmente a la simplicidad de los cálculos 

requeridos, con ci consiguiente ahorro de tiempo de computación. No obstante, la 

exactitud de este tipo de modelos es reconocidamente baja, incluso para terrenos 

pianos horizontal mente homogéneos. Se considera1251  que en tales circunstancias una 

precisiOn con un factor 2 es todo lo que puede esperarse en la mayorIa de los casos, sin 

embargo, para topografias rnás complicadas los errores pueden ser considerab1ernente.. 

FEL)ERtCC SA. .1ARA 

BELIOTEC\ CENTRAL 

Inven:Ho: ...................... 



76 

mayores. Varios estudios sobre terreno irreguiarl'H han mostrados diferencias en orden 
de magnitud entre valores de concentración predichos y los observados. 

Gran parte del error mencionado se debe a la forrna demasiado simplificada en 
que se trata el campo del flujo, ci cual se toma corno invariante incluso sobre distancias 
de decenas de kilóinetros. Modelos de plurnas no gaussianos131, consideran la variación 
vertical de la velocidad y la difusividad, pero mantienen la suposición de uniformidad 

horizontal. Es obvio que a medida que Ia topografia del terreno se torna más irregular, 

Ia velocidad y dirección del viento dependen rnás fuertemente de Ia geornetria local de 

la superficie, que del patrOn general de circulaciOn que podrIa inferirse de 

observaciones meteoroiogicas en puntos aislados. Una estimaciOn más precisa de la 

concentración de contaminante en esta situación se puede obtener resolviendo 

directamente la ecuaciOn de transporte que la rige, en lugar de basar ci cálculo en un 

proceso de dispersion determinado por ci viento en el punto donde se encuentra la 
fuente. En este sentido, la teoria K, expresada en Ia ecuación de transporte (4.42) es ci 

medlo más adecuado de los analizados para este fin. 

En muchos casos donde se recurre a la soluciOn numérica de la ecuación (4.42), 

simuitánearnente con la solución del campo de flujo, se utilizan modelos simplificados 

para los coeficientes de difusión de momentum, calor y masa, tales como los dados por 

la ecuación (4.51) y siguientes, los que permiten calcularlos explicitamente a partir de 

las propiedades de] flujo medio. Sin embargo, para campos de flujo complejos, son 

bien conocidas las deficiencias de los modelos algebraicos de difusividades 

turbulentas, tales como ci no tomar en cuenta los procesos de convecciOn y difusión de 
la turbulencia misma, y su no vaiidez dentro de toda la regiOn del flujo considerado. En 
consecuencia, para una modelación como la abordada en este trabajo, donde la 

viscosidad turbulenta proviene de un modelo diferencial de dos ecuaciones (k s), es 
preferible la determinación indirecta de los coeficientes de difusión de calor y masa a 

partir de dicha viscosidad. Al desarrollar modelos numéricos en este sentido es usual 
relacionar la difusividad vertical K de masa con la viscosidad turbulenta, mediante1281  

K = -.-- (4.77) 
c-c 

donde o, es un niirnero de Schmidt turbulento, y i' la viscosidad cinemática turbulenta. 
Una relaciOn análoga puede establecerse para la difusividad térmica, en base a un 
nürnero de Prandtl turbulento ol, Para condiciones estables o neutras estos nümeros, de 
acuerdo a Io expuesto en Ia secciOn 4.3, toman valores en torno a 1, como se desprende 
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de Ia ecuación (4.40). La desviación de Ia isotropla se introduce mediante factores de 

modificaciOn para las difusividades horizontales. Las fOrmulas de Kurz, utilizadas por 

Iványi y Mersich [16] muestran ser adecuadas: 

con 
K = K = CK  K 

CK = 5,0 para condiciones estables 

CK  = 2,2 para condiciones neutras 

Ck  = 1,0 para condiciones inestables 

(4.78) 

Un procedirniento similar adoptan Kotake y Sano [18]. 
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5 Formulación Numérica 

5.1 Ecuaciones de Ia Modelación 

Los principios fundamentales de Ia modelación, que incluyen la conservación de 

momentum, energIa, masa y substancias quimicas, y las ecuaciones del modelo k—e 

para Ia energia cinética turbulenta y su razón de disipaciOn, se resumen en el siguiente 

sisterna de ecuaciones: 

a__ a___ a( aiaj a( a,_ 
—(pu,)+---(pu1 u,) I -------Ief —pgö3 (5.la) 
at a aX,) ax, ax,) 

i=1,2,3 

+ S, (5.1b) 
at ax, 

—(pk) + 
= 

+ G - ,25s - (5.1 c) 
of ax, av, ax, I aX3  

a a 
+ = 

a  (,U f  ae 
+ C1 G - (5. 1 d) 

axi  ax, a ox, k k 

+ --(i.T) = K J .LJ + + (5.Ie) 
at Ox, 3x Ox, C,, di Cp  

+ -() + S (5.10 
Ox, Ox, 

= 
(5.lg) 

- k 2  
COfl I1ef /1 + /1, /1, = (5.2a) 

= a + K,' ; = C!_ (5.2b) 
all 

K 1  = I) + K' ; = C - (5.2c) 
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y C1  = 1,44 ; ( = 1,92 ; C',, = 0,09 ; o = 1,0 ; o= 1,217. o,, puede estimarse 

en base a la ecuación (4.40) segiin ci grado de estabilidad, y o 

En las ecuaciones de energIa (5.1e) y de concentración (5.10, los flujos 

turbuientos de calor, u[T',y de substancia, u'c', se han reemplazado por sus 

expresiones en función de los gradientes de temperatura y concentración media y las 

difusividades turhulentas, y agrupado con los respectivos flujos laminares en un ünico 

término, introduciendo difusividades efectivas de calor y niasa, definidas en (5.2b) y 
(5.2c) como la surna de las difusividades turbulentas y sus correspondientes 

difusividades larninares, en analogia con Ia definiciOn de la viscosidad efectiva. (] 

corresponde a los coeficientes de anisotropia en (4.78) para cada dirección. Dc iguai 

modo, ci flujo turbuiento de calor en Ia fuente de k por flotación se ha puesto en 

términos del gradiente medlo de temperatura vertical. El superIndice (1) en las 

difusividades turbulentas se utiliza para seflalar un valor distinto en cada dirección, 

pero no constituye un indice vectorial. 

La ecuación (5.10 se ha escrito para Ia concentración de una iinica especie 

qulmica. Evidentemente de haber rnás de un componenle transportado se tendrán tantas 

ecuaciones de la forma (5.10 como especies estén presentes. Cuando existe 

transforrnación quimica entre estas especies, dichas ecuaciones están conectadas entre 

si a través de sus correspondientes términos fuentes. En este trabajo no se pretende 

abordar este aspecto, por lo que basta con plantear la ecuaciOn de concentración para 

un polutante general. Se ha incluido además, junto con las ecuaciones de conservación, 

Ia ecuaciOn de estado de gas ideal, (5. lg), la cual conecta ci campo de temperatura con 

ci campo de flujo a través de Ia densidad (como ya se discutiO, la conexión entre Ia 

densidad y la presiOn es rnuy débil a ntimeros de Mach bajos, por lo que si bien en esta 

ecuación aparece también Ia presión, ésta podrIa reemplazarse por una presión de 

referencia j5,, prornediada dentro del campo de flujo). 

5.2 Discretizaciôn de la Ecuaciones 

El sisterna de ecuaciones asi formado es consistente, y puede resolverse 

numéricarnente para un conjunto dado de condiciones de contorno. La resolución 

numérica se efectla aqul mediante Ia técnica de diferencias finitas. Ya que las 



ecuaciones de consenv'ación tienen la misma estructura es conveniente expresarlas en la 

forma generalt 

(pØ) + = + S (5.3) 
x, 

(F (') 
 0x1 J 

donde b es la variable dependiente, S el término fuente asociado a q y [.(t)  corresponde 

al (o los) coeficiente(s) de difusión. Asi, ti) 
= .UeJ para q = u, v, w; = /I ,f/ak para q 

= k; [(t) 
= pK para q = 7'; etc. La ecuación de continuidad también puede tomarse 

corno un caso particular de (5.3), haciendo 0 = 1, F' 0 y S = S,,, (aunque esto es 

solo para abreviar ci desarrollo de la discretizaciOn de (5. 1), pues Ia ecuación de 

continuidad se resuelve en forma especial, corno se explica en la sección (5.6)). 

Para la discretizaciOn espacial de la ecuaciOn (5.3) se aplica el método de 

vohuirnenes de control finitos. El dorninio de soiución se divide en celdas contiguas (o 

voltuimenes de control), cada una rodeando un nodo, en el cual se calcula ci valor de Ia 

variable 0, como se muestra en la figura 5. 1. Integrando la ecuaciOn diferencial (5.3) 

sobre cada uno de estos vohuirnenes de control se obtienen las ecuaciones de diferencias 

que relacionan ci valor de 0 en cada nodo con los valores en los nodos vecinos. 

• 1.l• l• I. I•I.I'I•I.l.l•l.l.I. 

• • • . • • • . • . . • • • S • 

• S • • S S • • • . • • • . • S 

• S S S S S • S S • S S • S S S 

• . S S . . S S S S S 5 

• . • S S S S S • S S • • 

• . . S S • • 

-. . ..... ....-. _ 

Figura 5.1 Discretizacion dcl dommio de solución en vokimenes de control finitos. 

Comparado con la discretización convencional de diferencias finitas mediante 

+ Para evitar una notación demasiado complicada en los desarrollos que siguen se omitirá el simbolo () 
de promedio temporal en las variables, entendiéndose que para todas ellas se resuelven solo las 
coinponenles medias. 
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series de Taylor, este procedimiento tiene la ventaja de asegurar la conservación global 

de Ia variable transportada. En la formuiación por series de Taylor o sirnilares, las 

derivadas en Ia ecuaciOn diferencial para un nodo especifico, son reemplazadas por sus 

correspondientes formas en diferencias, resuitando una ecuación que satisface Ia Icy de 

conservación en estos puntos discretos. Sin embargo, esto no garantiza que la 

conservaciOn se rnantenga en todo ci dominio, debido a que no se exige la continuidad 

del flujo de 0 entre nodos adyacentes, y por consiguiente la suma de las ecuaciones de 

diferencias sobre todos los nodos no necesariamente producirá un balance de los flujos 

de Ia propiedad entrando y saliendo del dominio de soiución. Tal balance se asegura 

sOlo si el ntirnero de nodos es muy grande (rigurosamente, si el espaciado entre nodos 

tiende a cero). La formulaciOn en volümenes de control en camhio, fuerza a los flujos 

de Ia propiedad a través de las caras de cada ceida a ser iguales vistos desde ambos 

lados, por lo que ci balance integral de Ia propiedad sobre cualquier grupo de celdas, y 

sobre todo ci dominio, queda garantizado incluso para una discretizaciOn gruesa, y no 

solo en el limite con un niimero muy grande de nodos. 

La nomenclatura empleada se explica en la figuras 5.2 y 5.3, donde se representa 
un vol urnen de control general, con su nodo asociado F, y sus vecinos E, W, N, S, 'I' y 
B. Las posiciones en las fronteras de la celda se denotan por las respectivas letras 

minósculas. Cuando estos simbolos aparecen como subindice, indican que la cantidad 

se evahuia en ci nodo o frontera al que se hace referencia. Asimismo, para evitar 

confusion, en las ecuaciones directamente referidas a la malla de discretización donde 

aparezcan cantidades vectoriales, no se utilizará la convención de suma sobre el Indice 
repel ido. 

Se ha adoptado la práctica de considerar a los voliirnenes de control como las 

unidades básicas de discretizaciOn, por lo que la malta se construye definiendo las 

posiciones de las fronteras de los misrnos. Las posiciones de los nodos se deducen a 

continuaciOn de la discretizaciOn del dominio de soluciOn ubicándolos en los centros 

de los voltimenes de control. Por lo tanto, cuando los tamafios de éstos no son 

uniformes, las fronteras no quedan situadas en el punto medio entre nodos adyacentes. 

Un procedimiento alternativo es ci de deflnir primero la malla de nodos y calcular 

luego las posiciones de las fronteras de modo que se siti:ien en ci punto rnedio entre los 

nodos. Aunque esto simplifica algunos cálculos a efectuar para la interpolación de 

propiedades en estas fronteras, se requiere un deducción particular para las ecuaciones 

discretizadas en los nodos de los contornos del dominio de solución, y además resulta 

más complicado ci hacer coincidir las fronteras de los voiümenes de control con 
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contornos fisicos del problema (como obstáculos en ci carnpo de flujo), para evitar 

discontinuidades de las condiciones de contorno dentro de un volumen de control. El 

procedimiento adoptado en por lo tanto el más adecuado para un programa 

computacional como el que se desarrolla aqul, el cual debe se capaz de tralar 

probiemas con formas generales para los contornos. 
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T 
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Ii,  

Figura 5.2 Volumen de control en tomb al nodo P. 
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Figura 5.3 Vistas laterales del volumen de control. 
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Se definirá F1  como ci ilujo total de transporte de 0 (convección + difusión): 

= pu - (5.4) 
ax, 

por lo que Ia ecuación (5.3) se puede escribir como 

--(pO) + = S (5.5) 
axi 

 
La ecuación de discretización se deduce ahora integrando (5.4) en ci volumen de Ia 
celda, y en ci tiempo, desde un instante i arbitrario hasta un instante posterior i + At. 
Suponiendo que los valores de las variables en ci nodo P prevalecen sobre todo ci 
volumen de control, Ia integraciOn del primer térrnino en (5.4) resulta en 

I + St 

ff (p 0) di dV = (pp Op 
- 

p ) A V (5.6) 

donde AV es el volumen de Ia celda, y ci superindice 0 designa cantidades evaluadas en 
ci instante anterior (I), ,rnientras que las variables sin superIndice corresponden a los 

nuevos valores al avanzar ci tiempo un incremento Al. 

Para Ia integración en volumen y tiempo de los demás términos de (5.6) se tiene 

/4-At 

f f 

E 
dVdi 

= f 
D(F)AA1  di (5.7) 

lxv.: 

I+Ai I+SI 

f

f S dVdI = 
f (S

p A V) tit (5.8) 

donde se define D(F) como Ia diferencia de los fiujos F1  evaluados en caras opuestas 
del volumen de control, y AA, es ci area de Ia cara norrnai a Ia dirección it 

D(J) = (1 v)e - (l'). ; AA, = AyA.- (5.9a) 

I AA, = AxA.-  (5.9b) 

(Fz)b AA = AxAy (5.9a) 
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Las integrates en I de (5.7) y (5.8) requieren suponer alguna forma de variación 
en ci tiernpo de las variables contenidas en 1, y S1'. Aunque las soluciones presentadas 
en este trabajo se obtuvieron para problernas en estado estacionario, el programa 

computacional se desarrolló para resolver también problemas en estado transiente, a fin 

de otorgarie suficiente generalidad. Existen numerosos esquernas de discretización 

temporal, algunos de los cuales, para lograr una aproximaciOn de orden más alto, 

utilizan inforrnación para rnás de dos niveles de tiempo. En este caso se considera 

suficiente Ia discretización basada en los dos niveles de tiempo t y I + AL Una forma 
general de representar a Ia mayorIa de los métodos de esta ciase es por medio de Ia 
rd aci On 

1+ \! 

fOp (it = [aØp + (l—a)Ø]Ai (5.10) 

que expresa la variación de Ia variable entre I y I + Al corno una combinación lineal del 

valor que torna en estos dos instantes. Al emplear formas de este tipo para las 
integrales en (5.7) y (5.8) se Ilega a Ia ecuaciOn discretizada 

(ppØp - p ,  Ø)AV + y [aD(l) + (I - a)D(i ° )] AA1  Al = [aSp + (1 - a)S,] AVAt 

Para algunos valores particulares del factor de ponderaciOn a Ia ecuación se reduce a 

alguno de los esquernas más cománmente empleados: con a = I se tiene el método 
totalmente implicito, con a = 0,5 ci método de Crank—Nicolson, y con a = 0 el método 
totalmente explIcito. En el programa se ha implenientado ci primero de estos inétodos, 

de modo que Ia ecuación discretizada queda como 

(pp Øp - p, Ø) 
At 

+ J)(Fj) AA i  = Sp A V (5.12) 

Dc modo análogo se puede integrar Ia ecuación de continuidad y Ilegar a 

AV 
+ D(pu1)AA = S1111,AV (5.13) 
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Multiplicando (5.13) por qp y restándoia de (5.11) se obtiene 

- 

PP A V 

At 
+ [1)(F1 ) - D(p u1) 0I AA i  = (S - S,p A V (5.14) 

xv.: 

De acuerdo a Ia definición (5.4), para ci cálculo de los flujos totales F, en las 

fronteras del volurnen de control, es necesario evaluar Ia variable q$ y sus derivadas en 

dichas posiciones. Esto implica suponer una función de variación espacial de 0 entre 

nodos adyacentes, para lo cual existen tarnbién varios esquenias posibles. En general, 

el valor de 0 en una frontera dada seth un prornedio ponderado de los valores 

calculados en los nodos entre los que se ubica, mientras que Ia derivada será 

aproxirnada corno un rniItiplo de Ia diferencia entre esos valores. AsI, para Ia 

configuración generalizada mostrada en la ligura 5.4, el flujo F, a través de Ia frontera 
k situada entre ci nodo P y su vecino K en Ia dirccciOn positiva de Ia coordenada X,, se 
puede caicular corno 

= (pu,)k[/ik0/ + (1 
- /Jk )OKI 

- YA(OK - Øp) K: K, N, 7' (5.15) 

donde los coeficientes /ik Y 1k SOI normalmente funciones de Ia geornetria de Ia malla, 

los coeficientes de difusión I, y otros pardmetros. Los esquemas de discretización 

difieren a este nivel básicaniente en ci tipo de funciones empleadas para A y  m. 

- 

Axi  

xl  
Figura 5.4 Flujos totales a través de las carasi y k del volumen de control. 

Una expresión similar puede plantearse para ci flujo (F,)1  en Ia frontera opuesta 



1.  1,1 

(I'.) = (pu,)[/].qj + (1 —/3.)] 
- - 

j) ; .1: WS,B (5.16) 

de manera que las diferencias D(l) que aparecen en Ia ecuaciOn (5.14) se pueden 
Ilevar a Ia forma 

donde 

D(E,) =  — YKØK - y'jqj + yipçbp (5.17) 

cl'K = m - (I — flk)(pu,)k (5,18a) 

tIj =y
j  + /(pu) (5.18b) 

= YJK + VJ + [(puj)k - (pu,)J = Y1K + y', + D(pu) (5.1 8c) 

Aplicando estos resultados en la ecuación (5.14) para cada una de las direcciones en Ia 

surna se obtiene Ia ecuación general de discretización 

apØp = a5q5 + ar,jr + £1V + as.øs + aj,OT  + a88 + b (5.19) 

a5 = [ - (1 /3e )(PU)e ]AA (5.20a) 

= [ç1. + (5.20b) 

= - (1 
- 

/?,,) (pv)] AAY (5.20c) 

as = [y + fl(pv)ç ]AA,, (5.20d) 

a7 = [y, - (1 - ,6)(pw)]AA (5.20e) 

= [ yh -I-  fl,(pw)]\A (5.201) 

a1, = ph,, — (5.20g) 
At 

= S1,AV + a, Ø ,  (5.20h) 

ap = a f. + all,  + aA'  + as + aT  + a8 + a + S,,pAV (5.201) 

La ecuación (5.19) relaciona ci valor de Ia variable q$ en el nodo central P con los 

valores en los riodos vecinos, por rnedio de los coeficientes ac = . , a8}, y con Ia 

fuente y el valor anterior de t' en el nodo mediante Ia constante h (en lo sucesivo U(• 

denota cualquicra de los seis coeficientes hacia los nodos vecinos, y c Ia 

con 
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correspondiente frontera del volumen de control en esa dirección). Para problemas 
como los descritos por la ecuación (5.3), en los que el valor de Ia variable en un nodo 
sOlo puede influir en ci valor de los nodos vecinos por procesos de convecciOn y 
difusión, se requiere que en Ia ecuación discretizada los coeficientes ac  y a1  lengan 
todos ci rnisrno signo, para que Ia ecuación entregue resultados fisicamente 

verosimiles. Esta uniformidad de signos garantiza que un incrernento de 0 en un nodo 
tienda a producir, con Ia restantes condiciones inaiteradas, un incrernento en los nodos 
vecinos, y no una disrninución. Los coeficientes se determinan. por lo tanto, de modo 
que scan siempre positivos. 

La ecuación (5.19) pianteada para cada nodo da origen a un sistema de 
ecuaciones algebraicas que substituye a Ia ecuación diferencial original. Ya que las 
ecuaciones diferenciales (5.1) están conectadas entre si, se resuelven secuencialmente 
los sistemas de ecuaciones para cada una de las variables, y ci proceso es iterado hasta 
lograr convergencia de todas ellas. Por otra parte, tales sistemas son tratados corno 
lineales, por lo que al resolverlos sus coeficientes permanecen constantes, y sOlo se 
recalculan en cada una de estas iteraciones giobales. 

Para ci cáiculo de los coeficientes se deben elegir las funciones para los 
parámetros 13 y y La posibilidad más simple en este sentido Ia da ci esquerna de 
diferencias centradas, ci cual supone una variaciOn lineal de 0 entre nodos adyacentes. 
En tal caso, los coeficientes ac en las ecuaciones (5.20) se calculan con 

- 
(&)+ 

______ 

— (& ) 
y y. = ; c : e, w, n,s, t, h (5.21) 

(las distancias (&,)+ se definen en Ia figura 5.4. Ya que ci nodo 1' está en ci centro de 
Ia ceida se cumple que (& = (Sx,)k_ = Ax1/2). 

Puede advertirse que dependiendo de las dimensiones x) del volumen de 
control, de los flujos convectivos pu, a través de sus contornos, y de los coeficientes de 
difusiOn F, los coeficientes U( pueden hacerse negativos. La influencia de estos 
parárnetros puede sintetizarse en ci ntimero de Peclet, para cada frontera c: 

Pe (pu, ) (dv,  ) 
FM  

C 

(5.22) 

en términos del cual los coeficientes para los nodos generales K y .1 de Ia figura 5.4 



Es 

quedan dados por 

= 11   - 0 —/)Pe]AA j (5.23a) 

= [1 + /Pe1}AA1 (5.23b) 

Para el esquema de diferencias centradas clefinido por las expresiones (5.21) se tiene 

_____ 

z\x1  
aK = r1 

- Pek ]i (5.24a) 
(&,)A. L 2(8x( )k  

Fy  
a1  = + 

AX1 
(5.24b) 

(&) [ 2((5x) 

y se cumple que aK> 0 para Pek  < 2(&./Ax1  y aj> 0 para Peg > —2(8x1)/Ax1. Un 

criterio general al respecto es entonces dernandar que I Pe I < 2&,/Ax, en las fronteras 

de todos los voiñrnenes de control. Cuando las fronteras de estas ceidas se definen en ci 

punto medio entre nodos vecinos, es ,8 = 1/2 y se tiene el rango tipico de I Pc I <2 para 

el cual se considera aplicable ci método de diferencias centradas. Esto restringe 

severamente ci empleo de diferencias centradas para problemas con convecciOn, ya que 

ci Onico modo de mantener ci niimero de Peclet dentro de los limites permitidos es 

utiiizando mailas de discretización rnuy finas. 

Una primera solución a esta dificuitad la proporciona el esquerna de diferencias 

"flujo arriba" (método upwind), ci cual calcula los flujos F, con 

Si (pu1 ) > 0 
= (5.25) 

{0 ; si (pu,) <0 

de inodo que los coeficientes de Ia ecuación de discretización quedan dados por 

F. 
A  AA. Pe>O 

(&,)k  
Uk 

= 
(5.26a) 

A  (1 - Pek )AA,. ; Pe <0 
(bx1 L. 



(öx, 
(1 + Pe1)M. ; Pe1 >O 

(5.26b) 
), 

= I 
1 

J 
Pe,<O 

(&,) 

y por consiguiente no se tornan negativos para ning11n nümero de Peclet. El 

fundamento de este método está en el hecho de que a medida que I Pc I aumenta, 

prevalece Ia convección sobre el efecto de difusión, por lo que el valor de Ia variable 

en Ia frontera c está dominado por el valor que toma en ci nodo flujo arriba de Ia 

misma. Por rnedio del parárnetro fl en (5.25) se iguala entonces ci valor de q$ en Ia 

frontera al que tiene flujo arriba, y se anula Ia influencia del nodo flujo abajo. En estas 

circunstancias, Ia variación de 0 entre nodos adyacentes tiene un comportamiento 

exponencial, y su derivada evaluada en Ia frontera es, para I Pc I elevado, mucho menor 
que 10 que predice una función lineal. El método upwind sin embargo mantiene la 

misma forma lineal para caicular el flujo difusivo que Ia usada por las diferencias 

centradas, produciendo una sobreestimación de tal flujo. 

El desarroilo de esquemas de diferenciaciOn mãs precisos ha sido guiado por Ia 

solución de Ia ecuaciOn (5.4) para ci caso unidimensional estacionario y sin fuentes, en 

ci cual Ia ecuaciOn de transporte se reduce a 

dl d( do 
= P140 - = 0 (5.27) 

Ia cual, para i' constante ( y dado que pu es constante en este caso por continuidad), 

puede resolverse en forma exacta. Con las condiciones x1) = qip y xj;) = qi Ia 
solución resultante es 

exp(Pe,(x 
- .v)/& - I 

x) = 0i + (OF - çbp) 
) 

(5.28) 
exp(Pe) - 

Al utilizar esta función para calcular Oe y (dq5/dx) se obtiene para el flujo total en Ia 
frontera e: 

= (U)(. 01' - 

exp(Pe ) - 
(02 - 011) (5.29) 
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y análogarnente para Ia frontera opuesta w: 

(pu) 
Ow) exp(Pej - 

(5.30) 

Comparando estas expresiones con las funciones generales (5.15) y (5.16) se observa 
que es posibie definir un esquema de diferenciación para las tres direcciones haciendo 

/=l ; 
(pu) 

(5.31) 
exp(Pe) - 

en los coeficientes UC, el cual, para ci caso unidimensional particular descrito, entrega 
la soiución exactat 

, y en general para probiemas muitidimensionales proporciona una 

aproximación mucho mejor para el comportarniento de Ia variable que ci método 
upwind. 

Los coeficientes se pueden calcular entonces como 

aK = 
A AA 'T'(Pek) (5.32a) 

(SxI )k  

aj = AA-P(—Pe) (5.32b) 
(.) 

con 

kP(Pe) 
= 

Pc 
(5.33) 

exp(Pe) - 

A pesar de sus cualidades este método es poco empieado en su forma original debido al 

mayor tienipo de cornputación que implican las funciones exponenciales. Por otra 

parte, ya que ci método es exacto solo para ci caso unidimensional particular descrito, 

ci utilizar Ia función exacta P(Pe) no se justifica en otros casos. En tal situación es 

preferible aproxiniar Ia funciOn P(Pe) de aigi.in modo que sea computacionairnente 
eficiente. 

Aunque en Ia deducción se supuso F constante, las funciones obtenidas son todavia Ia solución exacta en 
el caso en que F sea diferente en los volumenes de control colindantes en los que se aplican, en tanto se 
considere uniforme su valor dentro de ellos, y el valor en Ia interfaz se calcule segUn Ia ecuación (553). 
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Un método de este tipo comünmente empleado es el esquema hibrido, ci cual 

aproxima T(Pe) por tres tramos rectos: 

—Pe ; Pe<-2 

T(Pe) = 1 - Pe/2 ; Pe2 (5.34) 

o ;Pe>2 

Insertando esta función en las ecuaciones (5.32) se puede observar que el método 

hIbrido coincide con ci de diferencias centradas para I Pe :~ 2, mientras que fuera de 

este rango se reduce a un forma similar al método upwind dado por (5.25), pero ahora 
con y, = 0, de manera que ci flujo difusivo es anulado para I Pe I> 2, elirninándose ci 

principal defecto de aquel método. Aunque estrictaniente Ia expresión I - Pe/2 

corresponde a Ia de diferencias centradas cuando Ia interfaz está en ci punto rnedio 

entre los nodos, ci método hIbrido es aplicable para cuaiquier ubicación de ella, ya que 

Ia calidad del ajuste de Ia función (5.34) a Ia forma exacta (5.33) no depende de tal 
ubicaciOn. 

Si bien ci esquerna hIbrido da buenos resultados en la rnayoria de las 

aplicaciones, Ia dcsviación respecto a Ia función exacta no resulta despreciabie en 

torno a I Pe I = 2, y además puede ser demasiado pronto anuiar completamente ci flujo 

difusivo para valores de IPel inmediatarnente mayores que 2. Un método aUn más 

preciso es ci de Icy de potencia de Patankar [24], que utiiiza Ia aproximación 

—Pc ; Pe<-10 

(1 + 0,1Pe)5  - Pe —10:!~Pe<0 
T(Pe) =  

]
!~ :~ 

(5.35) 
(1 - 0,1Pc)5 ; 0Pe10 

0 ; Pe>10 

Para I PcI > 10 esta función coincide con Ia del esqucma hIbrido, mientras que en el 

rango intermedio las aproximaciones lineales son reemplazadas por una función que se 

ajusta estrecharnente a Ia función exacta, y cuyo costo computacional es todavIa 

razonabic. Este es el csquema de discretización finalmente adoptado en este trabajo. 

Aunque ci método puede ser mejorado para probiernas multidirnensionales 

introduciendo correcciones en Ia función de interpoiaciOnt, ci esquenia resultante 
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conduce a un incrernento substancial en el nñmero de cá!cuios a efectuar y es poco 

práctico. Por lo tanto, los coeficientes U(' para la ecuación de discretizaciOn (5.19) son 

calculados mediante las ecuaciones (5.32) con 

(Pe) = rnax(0, (i - + max(0 , —Pe) (5.36) 

que es una forma corn pacta para la función (5.35). 

5.3 Modificaciones a la Ecuación de Discretización 

Las expresiones dadas por las ecuaciones (5.20) para los coeficientes a1  y b de la 

ecuación de discretizaciOn son modificadas al construirse el sisterna de ecuaciones a 

resolver por tres procesos: la linealización del término fuente, la elirninación del error 

en conservaciOn de masa y la introducción de coeficientes de relajación. 

5.3.1 LinealizaciOn del Término Fuente 

Ya que se pretende que el sistema de ecuaciones sea lineal, cuando la fuente S 

depende de Ode un modo no lineal, sOlo es posible representar tal dependencia por una 

función linealizada 

S = S1  + S2Ø (5.37) 

y resolver ci sisterna en forma iterativa, hasta una aproxirnación suficiente del sisterna 

no lineal (en realidad se aprovecha ci hecho de que Ia resolución del sisterna debe ser 

iterativa de cualquier forma, debido a Ia conexión no lineal entre las diferentes 

variables del sisterna completo de ecuaciones diferencialcs). Los coeficientes S y S2 
pueden depender a su vcz de 0 y ya que se tornan corno constantes, se evalian con el 

valor de q obtenido en la iteración anterior. Aunque siempre es posible calcular 

direclarnente S en el nodo F, en su forma no lineal, y usar tal valor corno constante al 

evaluar el término h, la linealizaciOn (5.37) acelera Ia convergencia a Ia soluciOn ya 

que se aprovecha parte de la inforrnaciOn sobre la dependencia de S con respecto a 0. 

Al utilizar la funciOn (5.37) para S evaluado en P, los coeficientes up y b en Ia 
ecuaciOn (5.19) cambian a 
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Up = Up + a11  + a \  + aS  + a- + afi  + a - 52 V + S,,pAV (5.38) 

b = S1 pAV + af Ø, (5.39) 

Ya que S21 AVse resta al valor anterior de Up, y dado que Up no puede ser negativo, solo 
se admiten linealizaciones tales que S2  sea siempre negativo, de modo de asegurar la 

estabilidad nurnérica. Cuando esto no es posible se tonia simplemente S, = 0 y Si = 

Para las ecuaciones (5. 1) de Ia modelaciOn solo las fuentes para k y e se 
linealizan con S2  # 0, para un volumen de control general dentro del campo de flujo. 

Las demás variables no aparecen explicitamente en sus respectivos términos fuentes 

(excepto para ciertas condiciones de contorno). Se tiene entonces: 

para k: 

SI = G - Zi (5.40a) 
1 ax, 

( 
p2  k 

=.- 

I' (5.40b) 
Pef 

para s: 

= ('i (5.41a) 

—C 2 p— (5.41b) 

5.3.2 Corrección por Fuente de Masa Aparente 

El término 5,,, en la ecuación de continuidad hace referencia a la fuente de masa 

que puede eventualmente existir en un punto dado. La inclusiOn de estas fuentes es 

motivada en este caso, rnás que por razones de modelación fisica, por necesidad 

computacional. Por rnedio de estas fuentes es posible especificar directarnente ci 

ingreso de substancias al dorninio de soluciOn, en lugar hacerlo mediante un flujo dado 

corno condición de contorno. En este ültimo caso, se prescribe como condición de 

contorno Ia velocidad del efluente que transporta a la substancia, en las fronteras de los 

voliirnenes de control a través de las cuales ingresa tal efluente al dominio de solución, 



conjuntamente con Ia concentración que en él tiene Ia substancia. De esta manera, los 

flujos vinculados a una ernisión, tanto de masa total corno de contaminante, quedan 

especificados como condiciones de contorno para las ecuaciones de momentum y 

concentración, en las caras de los vohimenes de control en los que tienen lugar, y no 

corno una fuente de masa en el interior de los mismos. Teóricamente este 

procedimiento es preferible, ya que ci ingreso de substancias al campo es dado al 

prograrna computacional tal como serIa especificado en las condiciones de contorno 

anailticas. No obstante, si ci area de entrada del efluente es mucho menor que las 

dimensiones del dominio de soluciOn, se requiere una discretizaciOn demasiado fina 

para lograr que esta area sea representable corno Ia cara de un volumen de control, de 

modo que ci flujo de substancia en cuestión solo puede ser dado a través del término 

fuente S para la concentración, asociado al cual se tendrá una fuente de masa S,,1. Esto 

equivale a no especificar cOmo y dónde exactamente tiene lugar en un volumen de 

control el ingreso de substancia, sino solo informar al programa computacional que 

"dentro" de ese volumen de control ocurre tal ingreso. Ya que ci método no considera 

las variaciones de una variable dentro de un volumen de control, ambos 

procedimientos coinciden numéricamente, y Ia diferencia se da en ci término de Ia 

ecuación de discretizaciOn donde aparece Ia masa ingresada. En un caso será en ci 
coeficiente U(' que contiene ci transporte convectivo a través de Ia cara del volumen de 

control, en ci otro caso scrá en ci término fuente, pero en ambos Ia contribuciOn a los 

balances de substancia y de masa total en ci volumen de control será Ia misma. 

El análisis anterior es más bien formal, ya que en Ia rnayoria de los casos el flujo 

másico que introduce cl contarninante a un volumen de control dado es mucho menor 

que los ulujos de masa por convecciOn en las caras del mismo (puesto que cuarido se 

recurre a estas fuentes de masa, ci tamaflo del volumen de control es mucho mayor que 

ci area de entrada de contaminantes). Por lo tanto, S,1 Ves considerabiemente menor 
que los coeficientes U( en Ia ecuación discretizada, y su efecto numérico puede 

dcsprcciarsc. No obstante, sc ha incluido ci término S, para mayor generalidad del 

prograrna computacional. Mucho más importante desde ci punto de vista nurnérico es 

Ia fuente de masa aparente que se produce durante ci proceso de soiución, debido a que 

durante Ia mayor parte de éste ci campo de flujo no satisface Ia ecuación de 

continuidad. Al deducir Ia ecuación de discretización se supuso que esto si ocurrIa, 
cuando se resta de (5.12) Ia ecuaciOn de continuidad integrada en ci volumen de 
control en Ia forma (5.13). Durante ci proceso de iteración ci lado derecho de esa 

ecuaciOn no será ci valor teórico S,,,1  AV sino a1gin valor distinto, por to que puede 
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escribirse como 

p,) -1 + D(pu j)AA j  = S,p A V + S, (5.42) 
At Y,  

I v.: 

donde 8 representa el error numérico en Ia conservación de masa, y actüa como una 

fuente aparente de masa en ci volumen de control. Al restar esta ecuación de (5.12) en 

lugarde (5.13) se obtiene 

) + [D(F) - I)(p u1) Øp] M = (S - S,,, Øp) A V - S, 
At 

01' (5.43) 

El iiitimo término del lado derccho es una fuente faisa de Ia variable 0 derivada de Ia 

fuente falsa de masa en Ia celda. De este modo ci error en Ia conservación de masa se 

propaga a Ia conservación de todas las demás propiedades, y ci proceso de iteración 

puede resuitar divergente. Para evitar esto se debe remover Ia fuente falsa de Ia 

ecuación (5.43), surnando un término de corrección que Ia anule. Ya que 0 no se 

conoce antes de resolver Ia ecuación, ci mejor término de corrección posible es S, 
 

con q p  el valor obtenido en Ia iteración anterior. Por lo tanto, Ia ecuación de 

discretización debe obtenerse de 

(Øp - 0) P 
+ 

/)(puj)Øp]  AAj  = (Sp - S 1' Op) A V - 5(Øj' 
- ) (5.43) 

Al 
I

Y 

Se deduce que Ia modificación consiste en sumar las cantidades S y S,, q, a los 

coeficientes a1  y h anteriormente obtenidos. Sin embargo, 5 puede resuitar negativo 

en algunos voltitmenes de control, dando lugar a Ia posibilidad de un cocf'iciente a1  

tarnbién negativo, lo que tiene un efecto mucho peor que ci error que se intenta 

remover. En tales casos Ia ecuación de discretización no se modifica. Por consiguientc, 

Up y h para Ia ecuación (5.19) se calculan como 

UP = U,r + a11  + a + a + a7  + aJ3  + a - S21AV + S,,1,AV + max(S,, , 0) 

(5.44) 

b = 5115V + a, çb + max(S,, , 0) ç61, (5.45) 

donde S se obtiene de Ia ecuación (5.42) en cada iteración. 
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5.3.3 Coeficientes de Relajación 

Debido a Ia naturaleza marcadamente no lineal del sisterna de ecuaciones 

diferenciales que se resuelve, es necesario incorporar para cada una de ellas un 

coeficiente de relajación en su ecuación de discretizaciOn. El carnbio que 

experirnentaria Op entre dos iteraciones globales sucesivas seria, al resolver Ia ecuación 

discretizada en su forma original 

Øj' = (5.46) 

donde q, es corno antes ci valor resultante en Ia iteración anterior. Se introduce ahora 

un coeficiente de relajación w, de modo que ci nuevo valor de Øp esté dado por 

oil = ~11 + wAop (5.47) 

La ecuaciOn de discretización a resolver toma entonces Ia forma 

—a14 = a/;q$ + a• + a1v0\1 + aSOS  + a7  + aq5/3  + h - apq,, (5.48) 
0) 0) 

5.4 InterpoIación de los Coeficientes de Difusión 

En ci cáiculo de los coeficientes de Ia ecuación discretizada se necesita ci valor 

de los coeficientes de difusión [', evaluados en las fronteras dci volumen de control. 

Los valores de estos coeficientes sOlo se conocen en los nodos, por lo que se precisa 

algi.in tipo de interpo!ación para sus valores en los puntos intermedios. Es usual 

emplear simplernente una interpolación lineal, de modo que para Ia posiciOn k entre los 

nodosPyK 
FM - + (1 - i)F (5.49) - 

con 

77 
= 

(öx+ 

( 1  ) k 
(5.50) 

Aunque este procedirniento es aceptable en muchos casos, tiene ci inconveniente de no 

permitir discontinuidades abruptas en ci valor de F entre P y K. 
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Una interpolación mejor puede obtenerse imponiendo la condición de 

continuidad del flujo difusivo en Ia interfaz k. Si se supone que y son 

uniformes sobrc sus respectivos vokimenes de control, ci flujo difusivo .1 (por unidad 
de area) que atraviesa la interfaz se puede aproximar por 

.1 = j-'(y Ok - 0' 
= —l' OK - Ok ,  

(öxl )k _ ((5xj)k+ 
(5.51) 

se calcula entonces de modo que el rnisnio flujo difusivo pucda obtenerse como 

j = —F OK - 01' 
(5.52) 

(&j)k  

combinando las ecuaciones (5.51) y (5.52) se Ilega a 

10) = (SxI )k  F[ 
(553 

(8xI )k+ FY + (&I )k F) 

Esta formulación permite especificar directamente condiciones de contorno que 

signifIquen una discontinuidad en las propiedades del medio, como por ejemplo, 

obstáculos dentro del campo de flujo, que pueden tratarse como regiones donde la 

viscosidad tiende a inhinito. La ecuación (5.53) da la forma correcta para el flujo 
difusivo en la interfaz incluso si la difusividad en el nodo del contorno es infinita. Asi, 

para definir una region donde Ia variable tome un valor constante Ø, se debe asignar a 
los vohimenes de control que forman dicha region valores de difusividad muy grandes 

(' 10 °). Luego basta con hacer 0 = en cualquier nodo dentro de esa region para que 
ci valor se propague a todos los nodos que la integran. Si P está en un volumen de 
control adyacente a Ia regiOn de 0 = Ia difusividad interpolada en Ia interfaz serã 

-'0) (Ox.). I 
= I P (5.54) 

(8x1 )k  

y el flujo difusivo se reduce a Ia forma correcta (para un perfil lineal) 

I = F> Op - 
(5.55) 

(8x1 )k _ 

La interpolación lineal (5.49) no permite definir difusividades infinitas, y en ese caso 



se debe anular el coeficiente aK  hacia en el nodo K, y traspasar el flujo difusivo at 
término fuente de la ecuación. 

Por otra pane, para contornos impermeables at flujo de q, basta con asignar 
difusividad cero at nodo en el contorno, to cual anula F y .1. La interpolación lineal, 
en carnhio aün dana un flujo difusivo no nub. 

5.5 SoluciOn de las Ecuaciones Discretizadas 

Al piantear una ecuación de discretización para la variable general 0, en cada uno 
de los nodos de la maila, se obtiene un sisterna lineal de ecuaciones que puede 
resolverse por los métodos convencionales. Los métodos directos (es decir, que no 
precisan iteración), como la eliminación gaussiana, no resultan prácticos en este caso 
debido a que para ci nilirnero de ecuaciones a resolver, la cantidad requerida de 
operaciones y de capacidad de almacenamiento es enorme (se ernplean niás de 24.000 
vokirnenes de control). Además, el almacenamiento completo de la rnatriz de 
coeficientes del sisterna de ecuaciones es ineuiciente, por cuanto esta rnatniz se 
caracteriza por contener rnuy pocos elementos no nulos, en proporciOn a su tamaño, los 
cuales tienden a concentrarse hacia la diagonal. Aunque es posible manipular Ia rnatniz 
de modo de minirnizar la dernanda de almacenamiento, ésta resultaria todavia excesiva 
para el tarnaño de los sistemas que se pretcndcn resolver, y no se reduce ci mitmero de 
operaciones necesarias. 

Se dehe recurrir por to tanto a métodos iterativos, los cuales no necesitan 
almacenar ningiin elernento nulo de la matriz, y requieren una menor cantidad de 
operaciones. Por otra parte, ya que Ia conexiOn entre las ecuaciones para las diferentes 
variables se hace en fornia iterativa, no se justifica un esfuerzo coniputacional 
desmedido para resolver un sisterna de ecuaciones cuyos coeficientes son sOlo 
aproximados, y deben ser recalculados de una iteraciOn a otra. A estas iteraciones del 
cicbo completo de resoluciOn de cada una de las variables del sisterna (5.1) se las 
denorninará aqul corno iteraciones globales, mientras que por iteraciones locales se 
designaran aquelias realizadas para obtener la solución del sisterna lineal para alguna 
de estas variables en particular. Una iteraciOn global completa consta por tanto de la 
resolución, a su vez iterativa, de los sistemas de ecuaciones discretizadas para cada 
variable de Ia rnodelaciOn. 
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Existen numerosos métodos, profusamente tratados en la literatura, para resolver 

iterativarnente sisternas lineales. El método adoptado en este trahajo es uno de los rnás 

empleados para este tipo de problemas, y es conocido como método linea-a-linea o 

iteración Gauss—Seidel por linea. La idea básica es resolver solo para los nodos a to 

largo de una linea de Ia malla, considerando temporalmente corno constantes a los 

valores de Ia variable en los dernás nodos vecinos. Asi, para una linea en direcciOn x se 
tiene 

—a;jØ + a j Øp - + aq$, + aO1 + a11 q 11   + h (5.56) 

donde , , etc. corresponden a los valores de 0 más recientemente calculados en 

estas posiciones. Las ecuaciones de discretización expresadas en esta forrna configuran 

un sisterna tridiagonal para los valores de 0 a lo largo de Ia linea, que puede ser 

resuelto por el algoritmo TDMA. Para esto conviene reemplazar Ia notaciOn de 

volurnen de control en (5.56) por el Indice 1 qUe denota Ia z-ésirna posicióri a to largo 
de Ia linea. Dc este modo Ia ecuaciOn (5.56) puede escribirse corno 

—c,Ø 1  + d, 0,  -e, 0,  1 = .1; (5.57) 

donde Ia correspondencia entre los coelicientes c,, d1, e1  yf con los términos en (5.56) 

es obvia. Si i = I e I = N designan los nodos en los contornos del dominio de soluciOn 

para ambos extrenios de Ia linea, los valores de Oj  en los nodos interiores I = 2, 3, 

N— 1 se obtieneri mediante Ia relación recursiva 

Oi = P1 ç4+  i + Q, ; i= (5.58) 

donde F, y Qj  se calculan a su vez mediante Ia recursiones 

I) - ___________ 

- - 

(2 = 
/ + c,21 
LII  - Ci I ..l  

(5.59) 

(5.60) 

con Ia condiciones de inicio J = 0 y Q = Øi Esto ñltimo corresponde a una condiciOn 

de contorno en Ia cual se prescribe el valor de 0 en el nodo de contorno (condiciOn de 
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Dirichiet). Para condiciones que prescriben el valor de la derivada, el coeficiente c2 es 
cero, y no se precisa un valor para Q. 

Este procedimiento se aplica a cada linea en x, avanzando en dirección y hasta 
cubrir un piano xy completo. Luego la dirección de barrido se invierte y las mismas 
lineas se resuelven en orden reverso hasta regresar a Ia primera linea resuelta. A 

continuaciOn el proceso se repite resoiviendo por ilneas en y, y barriendo el piano en 
dirección x en ambos sentidos. Las ecuaciones son en este caso 

—a,s'Øs + a j Øj  - avØV = arør + + + aqiJ  + i5 (5.61) 

Se pasa luego al siguiente piano xy en al dirección :, repitiéndose ci mismo 
procedimiento. De este modo se avanza resolviendo todos los pianos xy para ambos 
sentidos de barrido en :, lo cual compieta una iteración. La resolución en ambos 
sentidos para las tres direcciones tiene por objeto permitir que Ia inforniación de las 

condiciones de contorno se propague hacia ci interior del campo con Ia misma rapidez 
para todas ellas. 

5.6 DeterminaciOn del Campo de Flujo 

Las ecuaciones (5.1) son anailticamente suficientes para caicular ci campo de 

flujo. No obstante, es bien conocida la condición especial que se presenta con las 
ecuaciones de momentum y de continuidad para bajos ntimeros de Mach, debido por 
una parte, al gradiente de presión en las fuentes de momentum, y por otra parte, a Ia 
débil conexión que se establece entre Ia presiOn y Ia densidad, Ia cual pasa a ser una 
funciOn bãsicarnente de Ia temperatura. Luego, al tratar con casos donde ci campo de 

Ilujo se puede considerar isotérmico, la densidad se torna constante y la ecuación de 
continuidad se reduce a la condiciOn de divergencia cero: 

au. 
= 0 (5.62) 

axi  

Este hecho representa una dificultad para resolver iterativamente las ecuaciones (5.1) 

para una variable a la vez, ya que Ia ecuación de continuidad en la forma (5.62) no 
conliene una variable dependiente adicionai a las de las ecuaciones de momentum, sino 

que actáa como una condiciOn de compatibilidad para ci campo de velocidades. No se 
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cuenta entonces con una ecuación explicita para calcular la presión, sino que la 

distribuciOn de presiones está implicita en la conexiOn entre las ecuaciones de 

momentum y de continuidad, puesto que el cainpo de presiOn correcto dará origen a un 

campo de velocidades que satisface Ia ecuación de continuidad. 

Aunque teOricarnente este problerna solo deherla existir si la densidad es 

absolutamente constante, aün persiste si la densidad cambia debido fundamentalmente 

a variaciones de temperatura. Cuando ésta es variable, Ia ecuación de continuidad 

contiene las derivadas de Ia densidad, de manera que en principio esta ecuación puede 

acoplarse a las de momentum, y resolverla para la densidad como variable dependiente, 

obteniéndose luego la presión a partir de una ecuación de estado con (5. ig). Sin 

embargo, la utilizaciOn de Ia densidad como una variable dependiente principal del 

sisterna de ecuaciones no resulta conveniente desde ci punto de vista numérico, debido 

a Ia diferencia en Ordenes de rnagnitud entre los gradientes de densidad y los de 

presiOn. AsI, para una ecuación de estado corno (5. 1 g) se tiene 
2 

= (5.63) 
7 

siendo c la velocidad del sonido y yet cuociente entre los calores especificos a presión 

y volumen constantes. Para un flujo casi incompresible las variaciones de c son 

pequefias, y por lo tanto las diferencias espaciales finitas de p y p pueden relacionarse 

corno 

.2 

Aj) = 
- A1' (5.64) 
2' 

Debido al elevado valor del coeficiente de proporcionaIidad c2/y, la evaluación de los 

gradientes de presión con una precision suficiente para su utilización en las ecuaciones 

de momentum implica ci cálculo de los gradientes de densidad con una precision no 

siempre obtenible en un coniputador, de modo que los errores de truncaciOn en Ia 

representación numérica de Ia densidad se amplifican al evaluar ci gradiente de 

presiOn. 

Por lo anterior, ci tomar a la densidad como una variable dependiente principal 

no resulta conveniente. Otra alternativa la constituyen los métodos de vorticidad, los 

cuales eliminan la presión de las ecuaciones de momentum aplicándoles el operador 

rotacional. El resultado en tres dimensiones, es una ecuaciOn de transporte para el 

vector de vorticidad, que substituye a la de momentum. Adicionalrnente se introducen 
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dos funciones de c0rriente1181  que determinan el vector de velocidad. Aunque este 
método prescinde del cálculo de la presión, la complejidad del problema no disrninuye 

(e incluso puede aumentar), puesto que ahora es necesario resolver ecuaciones 
diferenciales para las funciones de corriente, calcular a partir de ellas las componentes 
de velocidad y resolver las ecuaciones para las tres coniponentes del vector de 
vorticidad. Adicionalmente, la especificacidn de condiciones de contorno en términos 
de vorticidad y funciones de Corriente resulta rnás complicada que cuando se hace 
directarnente en función de las velocidades. 

Por lo tanto, el cálculo directo del campo de presión es Ia alternativa más 
ventajosa. Para esto es necesario derivar alguna ecuación o procedirniento que permita 
obtener la presión, en base a la información implicita en las ecuaciones de momentum 
y continuidad. Una posibilidad en este sentido, es aplicar el operador de divergencia a 
la ecuaciOn de momentum, e insertar en Ia forma resultante la ecuación de continuidad. 
Con esto se Ilega a una ecuación para Ia presión en la forma de una ecuación de 
Poisson, que puede resolverse junto con las de momentum. Sin embargo, Ia 
discretización de esta ecuación no está exenta de problemas, debido a que no se puede 
asegurar que los flujos de masa implIcitos en los términos de velocidad que aparecen, 
sean diferenciados en forma conservativa, como ocurre con las otras ecuaciones de 
transporte, y además algurios términos que aparecen tanto en esta ecuación como en las 
de momentum, pueden quedar diferenciados en forma inconsistente, afectando Ia 
precision y la estabilidad de la soluciOn. 

Un procedimiento que ha demostrado conectar eficientemente las ecuaciones de 
momentum y continuidad es el método SIMPLE (Semi-implicit Method for Pressure 
Linked Equations) de Patankar y Spalding [24]. Este es método que se aplica en este 
trabajo, y su descripciOn se da en 5.6.2. 

5.6.1 Mallas Desplazadas 

La evaluaciOn numérica del gradiente de presión para un volumen de control en 
tomb a un nodo P como el de Ia figura 5.4, implica calcular Ia diferencia entre los 
valores de presión en caras opuestas del mismo: Pk - Pj Esta cantidad (multiplicada por 
el area de las caras) representa la fuerza neta que Ia presión ejerce sobre ci volumen de 
control en Ia direcciOn x,, y el grado de precisiOn que pueda lograrse en su evaluación 
tiene una incidencia importante en Ia exactitud de Ia soiución para el campo de 
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velocidades. 

La diferenciapk  — pj  debe formularse en funciOn de las presiones almacenadas en 

los nodos, lo cual, al aplicar una interpolación lineal parapk  yp1  conduce a 

PkPJ = (1 fk)PK - 15/2.1  - (1 -f 15)pp (5.65) 

con J = ((5T1)k.I(Sx)k y 15 = (&,)I(8x,),. Se observa que el coeficiente que 
inultiplica a pp es la resta de los que multiplican a /2K y p, y para la situación que 

generalmente se da, en que Ia geometria de la malla varia solo gradualmente de un 

volumen de control at siguiente, dicho término resulta mucho menor que los otros dos, 

de modo que /2k - p pasa a ser función esencialmente de las presiones en los nodos K y 

J. El caso extremo se tiene cuando las fronteras k yj quedan en el punto medio entre 

los nodos, para el cual la expresión (5.65) se reduce a Pk - PJ = (/2K - pj)/2. Esto 

significa que el gradiente de presiOn se calcula con la diferencia entre las presiones en 

nodos alternados de la malla, y no entre nodos adyacentes, lo que implica que el grado 

de resoluciOn que se tiene para la representaciOn Ap es inferior at de la malla misma, 

afectándosc adversamente Ia precision del cálculo. 

Una situación similar se presenta con la discretización de la ecuación de 

continuidad, donde es necesario evaluar las diferencias de velocidad en las caras del 

volumen de control. Si las velocidades son almacenadas en los nodos /2, E, W, etc., su 
interpolaciOn en las posiciones e, w, etc., dará origen al cálculo de diferencias de 

velocidad entre nodos alternados de la malla. 

Debido a lo anterior, se utiliza un sistema de mallas desplazadas, que se muestra 

en la fIgura 5.5. La presiOn y las demás variables escalares son calculadas y 
almacenadas en el nodo /2, mientras que las componentes u, v y w de Ia velocidad se 

calculan cada una en una malla desplazada en Ia dirección correspondiente. Para el 

grupo completo de variables en cierta posiciOn se lienen por lo tanto cuatro voltimenes 

de control parcialmente traslapados: la celda centrada en P (VCJ, y una celda propia 

para cada una de las coniponentes de la velocidad (VC,,, VC y Vc). 

Con esto se logra que los gradientes de presión para la ecuaciOn de momentum 

integrada en estos voltimenes de control desplazados, queden calculados con 

diferencias entre nodos adyacentes, ya que corno puede verse en la figura, las fronteras 

entre las que debe tomarse la diferencia de presiones en las celdas para las velocidades 

coinciden ahora con las posiciones /2, E, W, etc., en las que se almacena la presión. Dc 
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igual modo, para la integración de la ecuación de continuidad en el volumen de control 

VC se dispone de las velocidades directarnente en las fronteras del mismo, y las 

diferencias de velocidad resultan también evaluadas entre posiciones adyacentes. 

We  

Or 

EIii:iT !: is  

y vcv  z vc

H  
w  

L X- 
• --H L  

Figura 5.5 Mallas desplazadas para las coniponentes de velocidad. 

5.6.2 Método SIMPLE 

El método SIMPLE obtiene ci campo de flujo a partir de una estimación inicial 

del campo de presión, mediante correcciones iterativas de las velocidades y la presión 

hasta lograr que se cumplan las ecuaciones de momentum y continuidad. 

La discretización de las ecuaciones de momentum sigue las mismas ilneas que lo 

expuesto en 5.2 y 5.3, con la diferencia que para cada una se emplea una malla 

desplazada. Por lo tanto, en las ecuaciones de discretización el nodo central 

corresponde en estos casos a alguna de las posiciones intermedias e, w, n, s, / o b. Asi, 
para la ecuación de discretizaciOn de u en tomb a la posición e se obtiene 
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a vec ue a u + h - (p pp) L\A (5.66) 
"cc 

donde Ia surna se refiere a las seis posiciones vecinas que rodean a e. El término h 

contiene como antes Ia integración en volurnen de las fuentes, excepto ci gradiente de 

presión, ci que sc ha escrito expilcitarnente en ci 61timo término de (5.66). Del mismo 
modo, las ecuaciones de discretizaciOn para v en tomb a n, y para w en torno a I son 

a' v =
Y,  

+ h - (p - pp)LA (5.67) 
vec 

aw, = h 
- (PT - p1)AA (5.68) 

'ec 

Ya que el campo de presión no es conocido, se supone un campo estimativo p, y las 

ecuaciones (5.66) a (5.68) son resueltas con esta presiOn supuesta, de mancra que sus 

soluciones son solo estiniaciones u, v*,  w, para las velocidades: 

Ill *  = ju"cu'c  + b 
- (p - P;,)AAx (5.69a) 

rec 

= + b - (p 
- 

AA (5.69b) 

= + h 
- 

(p 
- 

p,) £4 (5.69c) 
IVC 

El valor de p debc ser corrcgido de modo que las velocidades satisfagan Ia 

ecuación de continuidad. Para esto se introduce un término de corrección de presión p', 

tal que ci campo de presión correcto se obtenga corno 

p = p + p1 (5.70) 

Este carnbio de presión producirá a su vez velocidades corregidas 

u = + u' (5.71a) 
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V = V + v' (5.71b) 

w = w + w' (5.71c) 

donde u', v', w' son los correspondientes términos de corrección. 

Restando las ecuaciones (5.69a) de (5.66), (5.69b) de (5.67) y (5.69c) de (5.68) se 
tiene 

a, u,' 
Y  

= - 
(p. 

- 
p )AA (5.72a) 

vec 

a v,ç = Yavec" v ec  - (p. 
- 
p) AA, (5. 72b) 

"cc 

= 
- 

(p 
- 
p) AA (5.72c)

Ver  

No es conveniente intentar resolver inmediatarnente estas ecuaciones para las 

correcciones de velocidad, puesto que en las sumas sobre las posiciones vecinas, las 

correcciones de velocidad contenidas en ellas involucran a su vez sus propios vecinos, 

de modo que Ia ecuaciOn final de corrección de velocidad contendrá las correcciones 

de presión para todos los nodos de la malla, tornándose excesivarnente complicada. De 

hecho, tal tratarniento equivaidrIa a una resoiución directa dcl campo de flujo, que 

obtendrIa las velocidades y presión correctas en un sOlo paso, sin necesidad de 

iteración. Ya que de todos modos ci acoplarniento entre estas ecuaciones y las restantes 

ecuaciones de transporte debe hacerse en forma iterativa, es preferible simplificar las 

ecuaciones (5.72) y obtener solo valores aproximados para las correcciones de presiOn 

y velocidad, las cuales tenderán hacia Ia solución exacta a medida que la iteraciOn 

progrese. Por lo tanto, al omitir las surnas sobre los vecinos en las ecuaciones (5.72) se 

obtiene 

AA. 
= L(p;, —pj.) (5.73a) 

vf't  = — (p - p;.) (5.73b) 
a,, 

AA. 
__-;-(P ,  - P) (5.73c) 
a, 
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y el cálculo de las correcciones de velocidad es directo una vez obtenida Ia corrección 

de presión. Es posible deducir una ecuación para esta variable a partir de Ia ecuaciOn 

de continuidad. La forma discretizada de ésta corresponde a Ia ecuación (5.13), Ia cual 
expandida queda 

(P1' - pp) 
AV 

+ [(PU)e - (pu).JAA + [(pv),, 
- (pv)5]AA 

At 

+ [(pw), - (pw)h]AA = S,,,1 AV (5.74) 

Si ahora se substituyen las velocidades en (5.74) por sus expresiones en términos de Ia 

corrección de presión: 

* AA 
* A. 

Ue  = lie  + 
- 

p) ; u4, = u + ___!(p.  - p,) (5.75a) 
a, 

* v,, = v, + (ps. 
- 

p) ; v, = vç  + 
AA 
-.- 

(p 
- 

p,) (5.75 b) a,, 

AA-
AA  w, = w + --(p,  - ; w = Wh + --(p - p) (5.75c) 

a, a,, 

se ilega después de agrupar convenientemente los términos a Ia ecuación de 

discretización parap': 

= + a11 p. + + Up + UTP. + a,3 p + b (5.76) 

donde 

(M)2  
Up = Pe 

a" (5.77a) 
e 

(L 4)2  
all, = Pw : (5.77b) 

(/4)2 

UN = P" (5.77c) 

(4)2 

= p.c 1, (5.77d) 
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(4)2 
aT = Pt aw (5.77e) 

(4 \2 
a8 = Ph' ' (5.770 a 

ap = a1  + aw + aN  + as  + a7 + a8 (5.77g) 

h = (p 
- 
p) + [(pu*), - (pu*)] 4  + {(pv*),  At 

- (pvt ),1 , 

+ [(pw *
)h  - (pw]AA + S,?,PAV (5.77h) 

La secuencia de cálculos para resolver el campo de flujo consta entonces 

bãsicarnente de los siguientes pasos: 

Inicializar el campo de presión con un distribución estimadap*. 

Resolver las ecuaciones de momentum (5.69) para obtener u', vy w. 

Resolver la ecuación (5.76) para la corrección de presiónp'. 

Calcular Ia presiOn corregidap sumandop'a p. 

Calcular las velocidades u, v y w corregidas segiin las ecuaciones (5.75) 

Resolver las ecuaciones de transporte para las otras variables que influyen en el 

campo de flujo: k, ey 11 

Volver al paso 2 y repetir el proceso tornando la presión corregida p como campo 

inicial p hasta lograr convergencia de todas las variables. 

5.7 Condiciones de Contorno 

Ya que la malia se define de modo que los nodos extrernos queden exactarnente 

sobre los contornos de dominio de solución, es directo especificar condiciones de 

contorno que prescriben valores de Ia variable en estos puntos. Los valores asignados a 

ellos permanecerán constantes durante todo el cálculo. Para condiciones de contorno 

que que fijan el valor de Ia derivada de çb, se utiliza Ia práctica usual de anular, en Ia 

ecuación discretizada, ci coeficiente que conecla a los nodos inleriores con los nodos 
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en este contorno, e incluir en el término fuente el flujo difusivo cuando existe. 

Además, se pueden establecer condiciones de contorno en el interior del campo 

(corno por ejemplo, fijar velocidad cero en obstáculos o velocidades de descarga de 

chimeneas) asignando en la ecuación para estos vo16menes de control, un valor muy 

grande al coeficiente ap, junto con un m6ilt1p10 igualmente grande del valor a fijar a la 

constante h. Asi, si q es ci valor a asignar, se hace 

a/, = 1031 y h = 10300* 

con lo que se consigue que h sea dominante en el lado derecho de la ecuación 

discretizada, la cual se reduce entonces a 0 = Ø. Por otra parte, puesto que la 

interpoiación usada para los coeficientes de difusión F permite tratar correctamente 

discontinuidades en estos valores, es también posible establecer regiones dentro del 

campo de solución en las cuales F = 1030. Con esto se propaga el valor fijado en un 

contorno exterior a todos los vokirnenes de control que tengan esta propiedad. Los 

obstáculos al flujo, corno edificios o colinas en las aplicaciones presentadas en el 

capitulo 7 se delinieron de este modo, asignando un valor de 1030  a la viscosidad 

dentro de ellos. Este procedimiento resuita más eficiente que aplicar Up = 1030, ya que 

las viscosidades son asignadas a estas celdas solo al principio del cálculo, mientras que 

con ci segundo método es nccesario cambiar en cada iteraciOn los valores de Up 

calculados en todas las celdas que integran las regiones sOlidas por 1030.  

5.7.1 Funciones de Pared 

Para puntos situados muy próxirnos a contornos sOlidos es necesario introducir 

funciones de pared, para describir de mejor forma los gradientes que se dan en dichas 

posiciones, o porque las condiciones locales difieren de las que se dan en ci flujo libre. 

El método k—e, en Ia forma en que aparece en las ecuaciones (5. 1), es aplicable solo en 

regiones con elevados nimeros de Reynolds turbulentos (Re, = 1u,/1u), y no puede 

aplicarse directamente en la vecindad de paredes, donde los efectos viscosos no son 

despreciables. Al introducir estas funciones para los efectos de pared, se supone que 29  
la velocidad tangencial a Ia pared, u,, fuera de la subcapa laminar sigue la ley del 

perfil IogarItrnico 

2119  
- 

= I n I (5.78) 
K \\(J ) 
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donde 

+ = .. (5.79) 

con: la distancia a Ia pared y via viscosidad cinemática laminar. : es el parámetro de 

rugosidad adimensionalizado en Ia forma (5.79). Para Ia subcapa laminar (z < 11,63) 
ci perfil de velocidad se considera lineal: 

Uig  = u: (5.80) 

Se supone adicionalmente que en estas zonas Ia turbulencia está en equilibrio local, de 

modo que Ia producción G iguala a Ia disipaciOn s. Dado que en G predomina el 

gradiente normal a Ia pared para Ia velocidad, se tiene 

/ 

= Ps (5.81) 

Al reemplazar sen función de La energia turbulenta k, se obtiene 

( 2 

Pt 
 3U1g  

C/1p2 k 2 (5.82) 

A su vez, 1i,(8u,,,/a:) es ci esfuerzo de corte z, en Ia region próxima a La pared, de modo 
que k se aproxirna a 

us2  
k = 0/2

= l/2 
(5.83)

lu  

De forma similar se obtiene para s 

U. 
Sc = - 

KZ 
(5.84) 

Combinando las ecuaciones (5.83) y (5.84), ci esfuerzo de corte total en Ia pared, es 
para Ia capa ilmite turbulenta 

pKC, 4  k 2  

= ln(: /;) 
U g (5.85) 
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Las componentes de este esfuerzo para las direcciones tangentes a la pared se obtienen 
por medio del ãngulo que U jg  forma con respecto a esas coordenadas, y se incorporan 
como fuentes (negativas) a las ecuaciones de momentum en estas direcciones. Para la 
subcapa laminar se aplica directamente Ia Icy de viscosidad de Newton. 

El perfil lineal en la subcapa laminar rige solo para superficies lisas, con : < 

0,13 aproximadamente. Para superficies de elevada rugosidad (: > 2) es dificil 

plantear una subcapa laminar general, debido a que las velocidades se hallan rnuy 

perturbadas por los elementos de rugosidad, y ci patron de flujo a este nivel es 

especifico para la superficie dada, dependiendo de Ia geornetrIa y la distribución de los 

elernentos de rugosidad. No obstante, fuera de esta capa sigue siendo válido el perfil 

logaritmico, por lo que basta con ubicar los nodos a una distancia suficiente de la pared 

para que se encuentren en la capa limite turbulenta. Perfiles de velocidad 
experimentales141  sugieren como Ilmite inferior para esta capa Ia distancia a Ia pared en 
la que se alcanza u/u 5, lo que de acuerdo al perfil logaritmico equivale a: 7,4:0. 

Para c se establece el valor en los nodos adyacentes a las paredes directamente en 
base a la ecuación (5.84). Para la ecuaciOn de k se reemplaza la viscosidad turbulenta 
en su fuente linealizada (5.40) en términos de las funciones de pared (5.78) y (5.83) 

con lo cual se liega a 

S2  = - ' C4k112 In para:> 11,63 (5.86a) 

= - para: < 11,63 (5.86b) 

En cuanto a la temperatura, se puede derivar una funciOn de pared mediante 

argumentos similares a los conducentes al perfil logaritmico de velocidad. En Ia region 
prOxima a la pared se puede postular que la diferencia de temperatura entre ci fluido y 
Ia pared, 7' - Tn., depende de: a) ci flujo de calor desde Ia pared, q%  (definido, por 
conveniencia, por unidad de area); b) la distancia desde Ia pared; c) propiedades del 

fluido: densidad p, calor especifico Up y conductividad térmica 2; y d) ci campo de 
velocidades, que a su vez depende de ;,, :, py v. Por análisis dimensional se Ilega a la 
relaciOn general 

U. - I) 
- 

pC V") 
(5.87) 

q/(pC) - V ' 2 ) 
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donde el segundo grupo adimensional en la funciOn es ci niimero de Prandtl molecular. 

En la capa limite turbulenta los efectos moleculares no tienen gran influencia en el 

perfil de temperatura. En tal caso el gradiente de temperatura depende solo de q, U y 
:, y ci análisis dimensional da 

= 
—q/(p(') 

0= KTU 

donde KT es una constante empIrica, y el signo negativo se ha insertado debido a que q,, 

se definió como positivo cuando corresponde a calor transferido desde la pared. El 

término —q,,/(p (,, u) tiene dimensiones de temperatura, y es Ilarnado temperatura de 

fricción !, (tal como se definió a continuación de las ecuaciones (4.31)) en anaiogia 

con la velocidad de fricción u. Para condiciones turbulentas qw/(p C.,,) corresponde a 

U r  T', siendo U,,,. la componente de Ia velocidad normal a Ia pared. 

Al suponer una analogIa entre la transferencia turbulenta de momentum y de 

calor se puede establecer la relaciOn 

Pr, 
 0u,.,  /0= 

- Pr, 
 011ig  / 3= 

(5.89) = - 

u' 1' Hr Unr  u;g - z-w  / p 

donde Pr, es el nimero de Prandti turbulento, ciue  puede considerarse constante dentro 

de la capa iimite. Se tiene entonces 

cli Pr, 

1 
(5.90) 

Al integrar esta ecuación empleando las funciones (5.78) y (5.80) para el perfil de 

velocidad se obtiene la funciOn de pared para Ia temperatura: 

Pr,: ; para z < =7 (5.91a) 

= Prt[7 + !in4J] ; para z ~ (5.91b) 

donde =7 es ci valor de.:'  para el cual se tiene la transiciOn de Ia subcapa laminar a Ia 

turbulenta. El valor adoptado para este parámetro es 11,63. 
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6 Programa Computacional 

6.1 Descripción General 

El programa computacional para Ia solución del campo de flujo y demás 

variables de Ia modelación se construyó como un programa general para resolver 

sistemas de ecuaciones de transporte de Ia forma (5.3), con el fin de permitir el análisis 

de problemas diversos sin necesidad de grandes modificaciones en el código. Por 

consiguiente, sus posibilidades de aplicación van rnás allá de los casos presentados en 

ci capItuio 7, y ha sido probado para otras condiciones de horde, incluyendo flujos 

confinados y problemas de conducciOn de calor en sOlidos, al desactivar Ia resolución 

del campo de flujo. En lo que sigue se da una descripción general de Ia estructura del 

programa y Ia función que cumplen sus componentes, los detalles concernientes a las 

definiciones de constantes y parámetros de control, argumentos de las subrutinas, etc., 

se dan en el código mismo. 

El código está estructurado en tres bloques principales, todos escritos en lenguaje 

FORTRAN: 

• el programa SKER3D.FOR (o TSKER3D.FOR) 

• Ia subrutina USER 

Ia biblioteca de subrutinas SKER3D.LIB 

SKER3D.FOR contiene Ia version en estado estacionario de las ecuaciones de 

transporte. Soluciones en estado transiente son obtenidas por TSKER3D.FOR. Esta 

separaciOn tiene por objeto optimizar ci uso de la mernoria, ya que sOlo en el segundo 

caso se requieren matrices para retener ci valor de las variables en el paso de tiempo 

anterior. En lo demás, ci proceso que se sigue en ambos programas es esencialmente el 

mismo, con Ia diferencia obvia que TSKER3D contiene un ciclo para ci avance de Ia 

integraciOn en ci tiempo, y los términos de discretizaciOn temporal en las ecuaciones. 

Luego, todo lo que se dice a continuación de SKER3D es válido tarnbién para 

TSKER3D. 

Los tres mOdulos mencionados deben ser ligados para construir el programa 

ejecutable que resue]ve un problerna especIfico definido. SKER3D.FOR contiene el 

programa principal que controla Ia secuencia de cálculos, las subrutinas encargadas de 

resolver las ecuaciones de transporte, parte de las subrutinas para Ia salida de 
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resultados, y otras subrutinas auxiliares. Este prograrna es invariable para cualquier 

probierna a resolver, de modo que no debe ser compilado en cada ocasiOn, sino que a 

su código objeto se liga Ia subrutina USER. Esta subrutina incluye las instrucciones 

que especifican ci problerna en particular a ser resuelto (variables a resolver, 

condiciones de contorno, geometria de Ia malla, etc.). A su vez, Ia mayoria de estas 

instrucciones corresponden a funciones proporcionadas por Ia biblioteca SKER3D.LIB, 

por lo que Ia definición de un problema dado consiste principalmente en disponer 

adecuadamenie, dentro de USER, las Ilarnadas a estas subrutinas para las operaciones 

que sean necesarias. 

Después de Ia ejecución tres archivos de salida son generados: 

• RESULT.SKE: es Ufl archivo en código ASCII, que contiene los resultados finales de 

Ia iteración, para todas las variables cuya salida formateada haya sido 

especificada en USER. 

•DATOS.SKE: es un archivo binario que contiene los resultados para todas las 

variables y propiedades del fluido. Este archivo puede ser leldo al 

comienzo de otra ejecución, cuando asI se ordene en USER, y los 

campos de las variables se inicializan con los resultados de una 

ejecución anterior. 

.MONIT.SKE: en este archivo se escriben, para cada iteración, los residuos totales 

de las ecuaciones resueltas, y los valores de las variables en un nodo 

de nonitoreo especificado, para controlar Ia convergencia de Ia 

soluciOn. 

Se ha podido implementar este programa en un computador personal, a pesar de 

las limitaciones de estos equipos para manejar programas extensos, utilizando un 

compilador y un administrador de memoria que permiten gencrar y cargar el código 

ejecutable en Ia niemoria extendida. Ya que ci prograrna fue escrito ciñéndose 

estrictamente al FORTRAN standard (77), podria ser instalado directamente en 

computadores rnayores. 

Adicionalmente ci código incluye los programas PLOT y GPLOT que permiten 

representar los resultados gráficamente en ci monitor (o generar un archivo para 

graficador) mediante campos vectoriales, para las velocidades, y lineas de Contorno 

para las propiedades escalares (Ia diferencia entre ambos programas es ünicamente el 

tamao máxinio de matrices que manejan). Los datos a graficar se tornan también del 
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archivo binario de resultados DATOS.SKE. Los gráficos vectoriales en el capItulo 7 

fueron generados por GPLOT. 

6.2 Programa SKER3D 

Un diagrama de flujo simpliuicado de SKER31D se halla en Ia figura 6. 1, donde se 

ban indicado las Ilamadas a aigunas subrutinas dcl programa y a USER. Los procesos 

en que aparece USER (como USER:DEFJNE) corresponden a diferentes puntos de 

entrada a esta subrutina, a través de instrucciones ENTRY de FORTRAN. Cada uno de 

estos puntos de entrada define una sección dentro de USER donde se especifican los 

cornandos para una operación especifica del proceso de resolución. 

Las subrutinas de SKER3D son las siguientes: 

GEOMET: efectt:ia cálculos asociados a la geornetrIa de la malla: distancias entre 

nodos, fracciones de traslape de las mailas desplazadas, coeficientes de 

interpolación lineal en base a las posiciones de las fronteras de las celdas 

con respecto a los nodos, etc. 

INICIA: inicializa los arreglos para las variables, propiedades y otras cantidades 

seg6n valores por defecto. 

CALCPH: formula ci sistema de ecuaciones discretizadas para cualquier variable q 

que se resuelva sobre la malla central, y llama a SOLVE para resolverlo. 

DIFLOW: aplica el esquema de discretización de ley de potencia. Las subrutinas 

CALCPH, VELOCU, VELOCV y VELOCW utilizan a DIFLOW para 

calcular los coeficientes de sus sistemas de ecuaciones. 

PRHEAD: subrutina auxiliar para dar formato a! archivo MONIT.SKE 

PRIMON: escribe los valores de las variables en el nodo de rnonitoreo al archivo 

MONIT.SKE. 

PRRSOR: escribe los valores de las sumas de residuos de todas las ecuaciones para 

cada variable, en el archivo MONIT.SKE. 

SIMPLE: formula ci sisterna de ecuaciones discretizadas para Ia corrección de 

presión p', y luego de resolverlo rnediante SOLVE, corrige la prcsión y las 

velocidades. 
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InicializaciOn de parámetros de control 

y constantes 

DefiniciOn del problema: ecs. a resolver, 
coeficientes de relajaciOn, etc. USER: DEFINE 

Especificación de Ia malla de discretización USER: GRID 

Cálculos geornétricos de Ia malla central y 
mallas desplazadas GEOMET 

Inicialización por defecto de arreglos INICIA I 

Asignación de valores iniciales a los campos  

segün problema definido; fijar condiciones de 
--- H_USER: START 

contorno constantes 

Calcular /kf H VISEFF 

Cálculos asociados a condiciones de ____________________ 

contorno que varlan en cada iteración USER: BOUND 

Resolver ecuaciones para u H VELOCU 

Resolver ecuaciones parJ 
-- H VELOCV 

Resolver ecuaciones para w -- H VELOCW 



Resolver ecuaciones para corrección de 
presión, corregir presión y velocidades  

Resolver ecuaciones para k 

Resolver ecuaciones para 6 CALCPH 

Resolver ecuaciones para otras 

variables 0 

Recalcular propiedades del fluido USER: PROPS 

suficientes iteraciones? 

Si 

Almacenar resultados USER: OUTPUT 

Parar 

Figura 6.1 Diagrama de flujo básico del programa SKER31D 

SOLVE: resuelve el sisterna de ecuaciones mediante el método Iinea-a-lInea y el 

algoritmo TDMA. 

117 
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VELOCU: formula el sistema de ecuaciones discretizadas para la componente u de la 
velocidad sobre la malla desplazada en x, y llama a SOLVE para resolverlo. 

VELOCV: formula el sistema de ecuaciones discretizadas para la componente v de la 
velocidad sobre la malla desplazada eny, y llama a SOLVE para resolverlo, 

VELOCW: formula el sistema de ecuaciones discretizadas para la componente w de la 
velocidad sobre la malla desplazada en:, y llama a SOLVE para resolverlo. 

VISEFF: calcula la viscosidad efectiva, sumando a la viscosidad laminar Ia 

viscosidad turbulenta obtenida en base a k y & 

Para TSKER3D la secuencia dada en ci diagrama de flujo se ejecuta para cada 
intervalo At de la integración en ci tiempo. Las subrutinas en este programa tienen los 

mismos nombres, y se agrega solo una más: MARCH, que transfiere los valores de las 

variables al final de las iteraciones para un paso de tiempo, a los arreglos que 

representan los valores iniciales para ci siguiente intervalo de tiempo. 

6.3 Subrutina USER 

En la subrutina USER se incluyen todas las instrucciones que definen ci 
problema a resolver, lo cual significa básicamente indicar qué variables se resolverán, 

definir las propiedades del medio, dar valores iniciales y condiciones de contorno. Para 

la mayoria de estas operaciones se han escrito subrutinas utilitarias, que se encuentran 
en Ia biblioteca SKER3D.LJB. USER consta de 8 secciones, cada una con su propia 
entrada desde ci programa principal SKER3D, definida por un ENTRY. Estas son: 

DEFINE: Aqul se indican las variables a resolver y a imprimir, mediante parámetros 

Iógicos. Se definen los coeficientes de relajación para cada ecuación y la 
posición del nodo de monitoreo. 

GRID: Se define Ia malla de discretización, empleando las funciones UGRID o 
NUGRID de SKER3D.LIB. 

START: Se especifican si es necesario, valores iniciales para los campos de las 

variables, o bien se puede utilizar la función de lectura de resultados 
anteriores almacenados en DATOS.SKE. Las condiciones de contorno que 

definen un valor constante para Ia variable en los nodos de la periferia se 
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pueden introducir en esta sección. Se definen tarnbién aqul las regiones 

bloqueadas dentro del dorninio, mediante viscosidad "infinita" (1030).  

PROPS: se incluyen las leyes de variación para las propiedades del fluido. 

BOUND: puede contener cálculos para condiciones de contorno que varian de una 
iteraciOn a la siguiente. 

OUTPUT: se dan las instrucciones para la salida de resultados, por rnedio de 

funciones de SKER3D tales como PRINT, PRINTC, WRIDAT. 

COEDIF: se define el modo de calcular los coeficientes de difusión F para cada 

variable del problerna. En este punto se puede incluir la utilización de 

coeficientes de difusión distintos para cada direcciOn. 

PROMOD: se establecen, para cada variable, las condiciones de contorno que deben 

ser impuestas a través de los coeficientes de la ecuación discretizada, y el 

cálculo de los términos fuentes no incorporados en SKER3D.FOR. Las 

subrutinas VELOCU, VELOCV, VELOCW y CALCPI-1 Ilarnan a 

PROMOD después de construir sus sisternas de ecuaciones, de manera que 

en él se ejecuten las modificaciones finales de los coeficientes antes de 
resolver el sisterna. 

6.4 Biblioteca de Subrutinas SKER3D.LIB 

Se han incluido en esta biblioteca, subrutinas para muchas de las operaciones que 

se requieren en USER, especialmente las de programación más compleja. También se 

han incorporado algunas operaciones simples pero que deben ser realizadas miltiples 

veces en USER (tales como tranferir datos dentro de los arreglos). Las subrutinas rnás 

iniportantes contenidas son: 

DERIVO: establece condiciOn de contorno de derivada cero. 

INIBLK: define una region sólida dentro del dorninio de solución. 

NUGRID: genera una malla con distribución de nodos no uniforme. 

PEWU, PNSU, PTBU: aplican funciones de pared para la componente u de Ia 
velocidad, en paredes perpendiculares a las direcciones x, y o 
respectivarnente. 
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PEWV, PNSV, PTBV: aplican funciones de pared para La componente v de Ia 

velocidad, en paredes perpendiculares a las direcciones x, y o = 

respectivamente. 

PEWW, PNSW, PTBW: aplican funciones de pared para La componente w de Ia 

velocidad, en paredes perpendiculares a las direcciones x, y o = 

respectivaniente. 

PRINT: escribe resultados at archivo RESULT.SKE, para las variables que se 

especi fiquen. 

PRINTC: escribe datos sobre Ia geometrIa de Ia malia al archivo RESULT.SKE. 

QWALL: aplica La función de pared para temperatura y calcula el flujo turbulento de 

calor desde la pared. 

READAT: lee ci archivo de resultados DATOS.SKE e inicializa los campos de 

variables con esta inforrnación. 

SKBUOY: calcula Ia fuente de energIa cinética turbulenta por llotación. 

SRCEP: calcula Ia fuente para Ia ecuación de disipación viscosa e 

SRCTK: calcula Ia fuente neta de energia cinética turbulenta k por generación 
rnecánica y disipación viscosa. 

UGRID: genera una malla con distribución de nodos uniforme. 

VARREL: permile desactivar Ia resolución de algunas variables especificadas en 

DEFINE, y canibiar los coeficientes de relajación. 

WALLEP: establece condiciones de contorno para £ en las nodos adyacentes a 
paredes. 

WALLTK: establece condiciones de contorno para k en los nodos adyacentes a paredes. 

WRIDAT: escribe los resultados a! archivo DATOS.SKE. 



121 

7 Aplicaciones 

En este capItulo se presentan los resultados obtenidos en Ia modelación de tres 

casos en los que es necesario calcular concentraciones de polutantes en situaciones 

donde los modelos simplificados descritos en el capitulo 4 se yen limitados. Puesto que 

el prograrna computacional desarrollado es de carácter general, no hay en principio 

restricciones en cuanto al niirnero de fuentes de contarninantes o Ia complejidad de Ia 

configuración geométrica, aparte del limite impuesto por Ia mernoria y capacidad de 

cálculo del cornputador. Los casos aqul presentados se consideran suficientes para 

mostrar el potencial de aplicación de este tipo de modelación a problemas prácticos de 

evaluaciOn de contaniinación ambiental, pero no debe concluirse que las posibilidades 

de aplicaciOn se circunscriben sOlo a situaciones como las analizadas. Por otra parte, 

debido al volumen de datos que se obtiene de cada modelaciOn, no es posible entregar, 

en un espacio razonable, resultados detallados para todas las variables y en Ia totalidad 

del dominio de soluciOn. Los resultados presentados resumen las caracteristicas 

principales de los campos obtenidos 

Los cálculos se efectuaron con un procesador 486-DX4 a 100 [Mhz]. El tiempo 

de coniputación para cada uno de los resultados en los casos I y 2 que siguen fue de 

aproxirnadarnente ] ,3 horas. Las situaciones del caso 3 tornaron cada una alrededor de 

1,8 horas de procesamiento. 

7.1 Caso 1: Cruce de Calles Rodeado de Edificios 

El primer caso se ilustra en La figura 7. 1. Se tienen dos calles que se cruzan en 

ángulo recto. En tomb al cruce existen cuatro edificios, de alturas desiguales (aunque 

estos bloques son referidos aqui como edificios 1, 2 ,3 y 4, puede considerarse que, por 

su tamaño, representan más bien conjuntos de edificaciones de altura uniforme, cada 

uno ocupando una manzana). Los cuatro bloques miden 80 [m] en x y 120 [m] en 
, y 

sus alturas son de 40 [m]  para los edificios 1 y 4, y 20 [rn] para los edificios 2 y 3. El 

sisterna de coordenadas indicado es utilizado en las figuras que siguen para seialar Ia 

posicion dentro del campo de soLución de la zona parcial grafIcada en ellas. La 

posición de los edificios en el campo completo de soluciOn se muestra a escala tarnbién 

en la figura 7.1 El campo completo abarca un area de 850 x 850 [m21 en xy y una 
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altura de 150 [m] en :. Este espacio se ha discretizado en una malla de 31x31x31 

nodos que se muestra en la figura 7.2 (y por lo tanto, de 29x29x29 vohmenes de 

control, ya que los nodos en ci primer y ültirno piano en cada dirección se utilizan para 

Ia especificaciOn de condiciones de contorno). 

Las dos calies tienen un ancho de 12 [m], y Ia distancia entre sus bordes y los 

edificios que las rodean es de 3 [m] a cada lado. Dc acuerdo a la práctica usual en 

modelaciones de calies o carreteras con tráfico intenso, éstas son tratadas corno fuentes 

superficiales de contarninantes. El contaminante en el que se basan los cálculos es el 

rnonóxido de carbono, si bien, dado que no se consideran transform aci ones quimicas ni 

otros mecanismos de rernoción que dependan del tipo de contaminante, los resultados 

serian los misrnos para cualquier contaminante quimicamente inerte o cuyo tiempo de 

decaimiento sea mayor que los tiempos de transporte dentro de la region modelada. Por 

lo tanto, es posible efectuar los cálculos para una ernisiOn unitaria de un polutante 

inerte generalizado. Se utiliza CO en este caso, o SO2  en ci caso 3, para tener 

concentraciones que sean directamente interpretables. Para ambas calles se toma un 

factor de ernisión medio de CO de 15[g/krn] por vehIculo, y una intensidad de tráfico 

de 4000 [vehIculos/hora]. 

La rnodelaciOn se efectuó para estabilidad atmosférica neutra, en estado 

estacionario. Debido a que estas condiciones predomina la turbulencia mecánica el 

campo de temperatura se supuso constante en 20[°C]. Se obtuvieron resultados para 

cuatro direcciones del viento que ingresa al campo de rnodelación: 0°; 22,5° ; 45° y 90° 

respecto al eje x. El aire ingresa por los pianos en x = 0 o y = 0, dependiendo de la 

dirección mencionada. En estos pianos de entrada se prescribe un perfil de velocidad 

para el viento segOn la funciOn de potencia generaimente empleada, basada en Ia 

velocidad a 10 [m] de altura, con un exponente que depende de la clase de estabilidad 

atmosférica. Por lo tanto, las condiciones de contorno son las siguientes: 

.en x=0: 
para a # 90°: (a: ángulo del viento respecto al eje x) 

U = Vr 2 cosa ; V = Vr [2 Jsina J  

COfl V, = 5 [nils], Zr = 10 [m], p = 0,14 (para clase neutra). 

w=0 ; k=0 ; c=0 ; c=0 



para a = 900: 
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ax ax 
•
ak  

 -=O • • 

'& 'ax ' ax 

 

.en x=850[m]: 

ax ax ax ax ax ax 

• en y = 0: 
para a :# 00: 

U = Vr _Jcosa ; v = Vr[2 Jsina 
Zr 

con 1", = 5 [m/s], :r = 10[m], p = 0,14 (para clase neutra) 

w=0 ; k=0 ; i=0 ; c=0 

para a = 0°: 

=0 ;=0 ;=0 ;-=O ; f= o ; i = 0 
OYI ay ay ay 

•en y= 850 [m] 

=0 •=0 •1= •!= 

' ' 
.=0 

Cly ay ôy 'äv 'ay ay 

•en z=0: 

se aplican funciones de pared para u, v, w, k y c ac 
0 

-en :=150[m]: 

au 0 
 - _ •'- 

• ak 0  as 0  ac 0  
a 'a: 'a: 'a: 'ôz 'az 

Se utilizan adernás funciones de pared sobre las paredes y techos de todos los edificios. 

En las figuras 7.3 a 7.7 se muestran proyecciones de los vectores de velocidad 
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sobre pianos verticales x;, en diferentes zonas del campo de soiución, para la condición 

de viento con a = 00 (en todas las figuras, a menos que se indique algo distinto, los 

resuitados corresponden a este anguio). La secciOn en la figura 7.3 está tomada en y = 

250 [m] que, como puede verse en el piano de Ia figura 7. 1, corrcsponde a una posicion 

aproximadamente en el punto medio del trarno de la calle 2 entre los edificios 3 y 4, 

antes de liegar al cruce con la calle 1 (avanzando en dirección y). Se observa la 

recirculaciOn del viento en el interior de la calle, transversal a su eje, inducida por la 

depresiOn caracterIstica que se produce en Ia estela aerodinániica del edificio 3, y 

favorecida por el impacto del viento sobre la fachada del edificio 4, más alto. Esta 

ciase de flujos secundarios tienen gran efecto sobre la distribuciOn de contarninante en 

las calles, y puede provocar diferencias notables en los niveles de concentraciOn que se 

alcanzan en lados opuestos de ellas. Es evidente que la circulación mostrada provocará 

un auniento de Ia concentración hacia el costado de la calle donde se sitüa ci edificio 3. 

También se observa Ia inversion de Ia velocidad sobre el techo del edificio 3, indicando 

el desprendirniento de la capa Ilmite. 

La figura 7.4 muestra la zona de recirculación detrás del edificio 4, para el 

mismo five] de y de la figura anterior. La cavidad se extiende hasta x 500 [m], lo que 

corresponde a aproxirnadaniente 5 veces la altura del edificio medida desde su cara a 

barlovento. Este valor se siti.ia dentro del rango tIpico mencionado en Ia 1iteratura1221, 
que va desde 2,5 a 3 para edificios cübicos, hasta 7 para edificios muy largos en la 

direcciOn transversal a] viento. 

Las figuras 7.5 a 7.7 presentan las velocidades para secciones en y = 388 [m] 

(aproxirnadamente el punto medio de la calle 2 más allá del cruce). Se observan 

fenOmenos sirnilares. En este caso el edificio 2 se halla inmerso en la zona de 

recirculación del edificio I, y el flujo se re-adhiere a su techo. La recirculación 

provocada por el propio edificio 2 es claramente visible en la figura 7.7. La circulacióri 

transversal al interior de la calle aün existe, aunque con una intensidad menor, y asi, la 

direcciOn del viento en ci interior de la calle es, a este nivel en y, esencialmente 

paralela a la misma, corno se aprecia en la figura 7.9. Esta, y la figura 7.8 dan 

proyecciones del campo de velocidades en pianos horizontales, mostrando ci flujo 

airededor de los edificios. Se aprecia la canalizaciOn del viento a lo largo de las calles. 

Ya que Ia calle I es paralela a] viento esto parece obvio, pero para la calle 2, que es 

transversal a él, no seria simple predecir la magnitud del viento que se establece sin 

recurrir a cálculos de este tipo. La figura 7.8 muestra que ci aire que choca con ci 

edificio 4 y desciende hacia Ia calle 2 se distribuye hacia ambos extremos de ella, y 
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logra salir tanto por el cruce corno por ci comienzo de la calle. En el cruce convergen 

los flujos a lo largo de cada calle, y la corriente de la calle I es desviada en parte hacia 

ci segundo tramo de Ia calle 2, de rnodo que en este tramo Ia velocidad longitudinal en 

la calle predomina sobre la circulación transversal. Adernás, en ambas cailes se 

alcanzan velocidades rnás elevadas en los costados que dan hacia el edificio 2, debido a 

que ci viento converge hacia él. En Ia figura 7.8 se advierte también la recirculación 

horizontal en la cavidad tras el edificio 4, para la cual el flujo  vertical fue dado en la 

figura 7.4. Este compiejo patron de flujo tridirnensional es caracterIstico. 

Parte de Ia estructura del flujo en Ia tercera direcciOn se ilustra en las figuras 7. 10 

y 7. 11, para dos secciones en ci piano y:, tomadas en dos posiciones en Ia calle 1, que 

muestran la circulación débii que se produce, transversal a la dirección principal del 

viento, por la desviación lateral del aire que impacta sobre ci edificio 4. El aire se 

desvIa preferentemente hacia Ia zona detrãs del edificio I como consecuencia de Ia 

menor presiOn que aill se registra. 

Resultados para Ia energia cinética turbulenta se dan en las figuras 7.12 y 7.13, 

para secciones horizontales a diferentes alturas. Estos y casi todos los dernás gráficos 

de Ilneas de contorno se obtuvieron con un intervalo uniforrne cntre niveles, de modo 

que la densidad de lineas represente Ia intensidad del gradiente. El valor de dicho 

intervalo se indica en estos gráficos como ci parámetro 8. Las mayores intensidades de 

turbulencia se producen en las zonas de recirculaciOn detrás de los edificios, y en Ia 

region inrnediatamente por encirna de ellos, debido a los elevados esfuerzos de corte 

que se tienen sobre los techos. En la figura 7.13, para una secciOn a 3 [m] sobre los 

edificios rnás altos se aprecia claramente esto. Resultados para secciones a alturas 

rnayores mostraron un decaimiento progresivo de la turbulencia. La figura 7.14 

proporciona otra vista parcial del campo de energia de turbulenta, y de su 

intensif'icación sobre ci techo y en Ia estela de los edificios. 

La disipación de esta energia cinética turbulenta se muestra en las figuras 7. 15 y 
7. 16, para las mismas alturas. La disipaciOn se concentra fuertemente en Ia vecindad de 

las paredes y techos de los edificios, de modo que la energia turbulenta generada en 

esas zonas es disipada rápidamente. No ocurre lo mismo con Ia turbulencia en la estela 

de los edificios, donde la disipación es significativamente menor, y la turbulencia logra 

persistir una considerable distancia flujo abajo. Por consiguiente, la mayor difusividad 

turbulenta se tiene en esta zona, como se comprueba en las figuras 7.17 y 7.18, que 

muestran Ia viscosidad efectiva a estas mismas alturas. 
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Resultados para Ia concentración de CO en ci interior de las calles se dan en las 

figuras 7.19 a 7.30. Todas las concentraciones, para éste y los demás casos están 

referidas a un metro cithico normal. Los gráficos 7.19 a 7.24 son de curvas de iso-

concentración para secciones verticales de la calle 2, en diferentes posiciones a lo largo 

de la misma. El intervalo horizontal que se indica para x entre 282 y 297 [m] 

corresponde a la distancia entre los centros de los volimenes de control adyacentes a 

los edificios en cada costado (las paredes se ubican a 1,5 [m] hacia cada lado). Todas 

las aituras se dan en metros, y ci intervalo de 0 a 20 [m] graficado es la parte de la 

sección que queda completarnente encerrada entre edificios. Las posiciones eny= 210 

[m],y= 250 [m] e y = 310 [m] corresponden al comienzo, Ia zona media y el final del 

primer tramo, al ilegar al cruce. Lo mismo representan con respecto al segundo tramo 

las posiciones en y = 348 [m], y = 388 [m] e y = 448 [m]. En estas figuras ci efecto de 

la circuiaciOn transversal del aire en la calle queda de manifiesto: ci polutante es 

impelido hacia los costados de los edificios I y 3, y se producen diferencias de más de 

un orden de magnitud en las concentraciones a ambos lados de Ia calle. Ya que no se 

simula Ia turbulencia local que puede producir el movimiento de los vehIculos, los 

resultados para los primeros metros de altura son solo aproxirnados. No obstante se 

puede esperar que ci comportamiento general de la concentración será ci predicho, 

principaimente fuera de esta region de perturbación local. 

Las figuras 7.25 a 7.30 presentan secciones transversales equivalentes para Ia 

calle 1, al principio, la zona media y ci final de Ia calict. Se produce un cfecto similar, 

pero menos pronunciado, que ci observado en la calle 2, producto de la componente 

transversal del viento que se aprecia en las figuras 7.10 y 7.11, de modo que la 

concentración se torna más uniforme a lo ancho de Ia calle. Solo se dcsvIa de la 

tendencia hacia una mayor conccntración en el costado izquierdo la sección en la 

ligura 7.28, que está tomada inniediatamente dcspués del cruce. Alli el viento a lo 

largo de ambas calles converge sobre ci edificlo 2, y la concentración hacia ci costado 

que éste ocupa aumenta. Las concentraciones máximas calculadas en estos puntos de 

las calles se resumen en la tabla 7. 1. En la calle 2 la concentraciOn aumenta 

continuamente en direcciOn y, siendo maxima hacia ci final de Ia calle. Esto es 

atribuible al aire que fluye longitudinalmente, transportando hacia ese sector el 

polutante emitido en puntos anteriores de la calle. Además, parte de Ia emisión en ci 

primer tramo de la calle 1 es desviada hacia ci segundo tramo de la calle 2, cuando las 

AquI y en lo que sigue, el final de las calles designa el término del tramo que transcurre entre edificios, 
pero las emisiones continüan luego de pasar estos puntos. 
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corrientes a lo largo de ambas calles se encuentran en el cruce, como lo indica la 

disrninución de Ia concentración en la calle 1 y el aumento abrupto de la concentración 

en Ia calle 2 al pasar el cruce. Hacia el final de la calle 1 la concentración vuelve a 

aurnentar y es alli donde se produce la maxima concentración de CO en la region 

modelada, para la direcciOn de viento a = 0°. Esto se debe a la disminución de la 

velocidad del flujo en ese sector causada por la recirculaciOn que existe detrás de los 

edificios 2 y 4, por lo que el polutante tiende a acumularse alil, dificultándose su 

evacuación hacia la region flujo abajo del grupo de edificios. 

Tabla 7.1 Máximas concentraciones de CO calculadas para diferentes posiciones a lo largo de las calles 

Calle I Calie 2 

posicion x [ni] c [ag/rn3] posicióny [m] c [ag/rn3] 

208 10.227 210 12.819 

240 27.161 250 13.427 

272 38.331 310 15.321 

306 18.781 348 29.173 

338 35.522 388 31.924 

370 47.988 448 44.276 

Los resultados para otras direcciones de ingreso del viento al dominio de 

solución muestran caracterIsticas sirnilares a las ya presentadas, en cuanto a 

intensidades de turbulencia, presencia de recirculaciones y flujos secundarios, etc. En 

estos casos el aspecto rnás interesante es la influencia de la dirección del viento en los 

niveles de concentración que se alcanzan en las calles, los cuales, como se yb, están 
deterrninados por el patrOn de flujo en tomb a los edificios. Tal flujo, en el piano 
horizontal, se muestra en las figuras 7.31 y 7.32b, y las figuras 7.33 a 7.35 dan las 

concentraciones en los pianos de salida de ambas calles para las nuevas direcciones de 

viento. Para a = 22,5° se advierte que el vórtice de recirculación detrás del edificio 4 se 
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extiende ahora hasta la calle misma, lo que agrava el problema de falta de evacuación 
de contaminantes al final del segundo tramo de Ia calle I. De hecho se tiene ahora en 
este punto una convergencia de aire que transporta al polutante tanto desde el tramo de 
la calle I entre edificios, como del trarno que Ic sigue, y la concentración 

consecuenternente aumenta respecto a la situación con a 0°, como lo muestran las 
figuras 7.33 y la tabla 7.2. La concentración al final de Ia calle 2 también se 
incrementa, debido a la intensificación de Ia componente longitudinal del viento en 
ella, y a la tendencia de éste al estancarniento en ese lugar, hacia el costado del edificio 
1, provocado por Ia recirculación que ahora existe también en la region rnás allá del 

segundo tramo de la calle 2. Tal estancamiento es todavIa mayor para a 450, y asi 
ocurre con la concentraciOn. El punto más contaminado se ha trasiadado a esta 
ubicación, mientras que en Ia calle 1 ci aire consigue salir ahora por ci costado del 
edificio 2. 

La concentración maxima se produce con a = 90° al final de la calle 2 debido, 
corno en casos anteriores, a la acumuiación del CO proveniente de las zonas flujo 
arriba. A pesar de ser paralela a Ia dirección del viento exterior, Ia velocidad a esta 
altura es incluso menor que Ia que se da en la calle transversal. Esto es originado por la 
zona de alta presión que se forma en Ia fachada del edificio I donde impacta el viento, 
ci cual desciende hacia la calle (como se ye en la figura 7.32) y fluye luego 
principalmente en Ia direcciOn positiva de x, succionado por Ia zona de baja presión 
detrás del edificio 4. Asi, esta corriente transversal frena ci flujo de aire en la calle 2, 
impidiendo una adecuada venti IaciOn. 

Tabla 7.2 Concentraciones máximas al final de cada calle para diferentes direcciones del viento exterior 

a x = 370[m] (final de la calle I) 

[pg/mi] 
y = 448[m] (final de Ia calle 2) 

c Lug/rn3] 

22,50  54.933 51.100 

450  48.270 56.628 

900  28.329 98.634 



129 

a) 

U 

N 

I_u u N 
a) 

—  F—I Cal 
L U 

—  
cl-~ 

1 
0 

I_u 

E a) 
C-.  
14 

'0 - 

ct 

a) 0  

o 

CJ 

a--. 

ID 



130 

V 
— 

= 0 

L) 

- 

Cd 

Cd 

VL) 

Cd —
Cd 

'F _ 

1i 

0 

0 

0 

co 
 

Ed 

 
U 

V 

E 

V 

V 
co 

 

I- 

LCN 



190 306 x[rn] 

131 

190 
x [m] 306 

> 4,62 [rn/si 
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Figura 7.20 
Concentración de CO. [pg/rn3] en calle 2, 
sección transversal en y = 250 [m] 
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Figura 7.21 
Concentración de CO. [j.tg/m] en calle 2, 
sección transversal eny = 310 [m] 
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Figura 7.22 
Concentración de CO. [jg/m3] en calle 2, 
sección transversal eny = 348 [m] 
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Figura 7.23 
Concentración cle CO. [jig/rn3] en calle 2, 
sección transversal eny = 388 [rn] 

1L 

282 285 288 291 294 297 

17 

13 

9 

S 

- 

\ \ 

\\ 
\ \ 

\ \ \\ \\ 

IIA 

N 

= 2000 

Figura 7.24 
Concentración de CO. [jig/rn3] en calle 2, 
sección transversal eny = 448 [m] 
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Figura 7.25 
Concentración deCO, [tg/m] en calle 1, 
sección transversal en x = 208 [m] 
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Figura 7.26 
Concentración deCO, [jig/rn3] en calle 1, 
sección transversal en x = 240 [m] 
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Figura 7.27 
Concentraciôn de CO, [tg/m3] en calle 1, 
sección transversal en r = 272 [m] 
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Figura 7.30 
Concentración de CO. [ig/m3] en calle 1, 
sección transversal en x = 370 [m) 
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Figura 7.29 
Concentración de CO, [,iWm']  en calle 1, 
sección transversal en x = 338 [m] 
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Figura 7.34 Concentraciôn de CO [ig/m], con viento a 450  en: 
sección transversal de calle 1, en x = 370 [m] 
sección transversal de calle 2, en y = 448 [m] 
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7.2 Caso 2: Calles en un Centro Urbano 

El segundo caso modelado es una extension del anterior. Se tiene ahora un 

conjunto de edificaciones que representan un sector mayor dentro de una ciudad. El 

area comprende 20 bloques de 60 x 60 [m2], atravesados por 7 calles, como se ilustra 

en ]a figura 7.36. Los bloques del sector central se han dividido en 9 sitios, en los 

cuales los edificios tiene diferentes alturas: 20 , 40 y 60 [m]; en ci resto, Ia altura se 

mantiene uniforme en un nivel de 20 [rn]. Hay por lo tanto 52 edificios en la zona 

estudiada. La distribución de alturas puede verse en la figura 7.37, donde se sefialan 

además las coordenadas de los ejes centrales de la calles. Las calles son igualmente de 

18 [m] de ancho total, con una caizada de 12 [m]. La malla de discretización consta 

nuevarnente de 31 x 31 x 31 nodos, y se presenta en las figuras 7.38 y 7.39. 

Los cálculos se efectuaron, como en el caso anterior para las direcciones de 

viento exterior de 00,  22,5°, 45° y 90° respecto al eje x, y las condiciones de contorno en 

los limites del dorninio de soiución son las mismas: las velocidades en los pianos de 

entrada se prescriben segün un perfil de potencia con exponente 0,14 de estabilidad 

neutra, y una velocidad de 5 [mis] a 10 [rn] de altura. En los pianos de salida se supone 

una derivada nula para todas las variables, y se utilizan funciones de pared sobre todas 

las superficies de los edificios y ci suelo. Corno factor de ernisión medio en las calles 

se torna igualmente 15 [g/krn] por vehIculo. Las calles 2, 5 y 6, que pasan directamente 

por ci centro, se toniaron como calles principales, con un tráfico de 4000 vehIculos por 

hora. En las calles periféricas 1, 3, 4 y 7 se supuso un tráfico menor, de 2000 vehiculos 
por hora. 

Se producen en este caso fenómenos sirnilares a los observados en ci caso 

anterior: recirculaciOn detrás de edificios, circulaciOn transversal del aire en ci interior 

de las calles, elevada turbulencia en Ia estela y sobre los edificios, etc., por lo que los 

resultados para ci campo de flujo se presentan en forma más resurnida. Las figuras 7.40 

a 7.43 muestran ci campo de veiocidades a baja altura en pianos horizontales, para las 

cuatro direcciones de viento. Para a = 0° se aprecia como ci aire tiende a estancarse en 

ci segundo tramo de las calles 1, 2 y 3, paralelas a la dirección del viento, debido al 

flujo que se produce en Ia calle transversal 5 cuando el viento choca con los edificios 

más altos del sector central, y desciende hacia esa calle. Esto favorece la vcntilación de 

la calle 5 en esa zona, pero dificulta ci avance flujo abajo del aire en las calles 1, 2 y 3. 

La velocidad vuelve a disniinuir en ci cuarto tranio de las calles 2 y 3, esta vez por 

hallarse a sotavento de los edificios más altos. Estas zonas de relativa calnia en ci 
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interior del sistema de calles producen máximos locales de concentración que son 
claramente visibles en los gráficos 7.46 y siguientes. 

Para las otras direcciones de viento se tienen situaciones análogas, con zonas de 
estancamiento en diversos puntos, aumentando en general los vientos en los cruces de 
calles. Con a = 0° y a 90° la velocidad del flujo a lo largo de las calles paralelas al 
viento externo disminuyc hacia las zonas más alejadas del sector de ingreso del viento 
a esta area de Ia ciudad. Para a = 22,5° y a - 45° las rnayores velocidades en prornedio 
se obtienen on las calles I y 4, tras ci impacto del viento con el bloque de edificios 
a]tos liniitado por las calles 1, 2, 4 y 5, ci cual actia como "borde de ataque" del 
conjunto de edificaciones elevadas del sector central. 

Una vista de las velocidades verticales se tiene en Ia figura 7.44, para una sección 
vertical tomada entre las calles 1 y 2, a través de los edificios más altos, cuando Ia 
dirección del viento es 0. Pueden notarse los vortices detrás de cada torre y la 
circulaciOn transversal en el interior de las calles 4, 5, 6 y 7. La energia cinética 
turbulenta para esta misma sección se grafica en la figura 7.45. La turbulencia es 
maxima frente a la fachada del primer edificio a barlovento y sobre los techos, debido 
a la elevada producciOn por los gradientes de velocidad, y es transportada 
convectivarnente flujo abajo. 

En las figuras 7.46 a 7.52 se muestran las concentraciones máximas de CO 
calculadas a lo largo del eje central de cada calle, para las cuatro direcciones de viento. 
Los valores de las abcisas en estos gráficos coinciden con las coordenadas de los ejes 
de las calles, como se indicó en la figura 7.37, de modo que cada uno corresponde al 
cruce de la calle on cuestiOn con las calles transversales a su direcciOn. En algunos 
casos las concentraciones máximas ocurren en los cruces, al confluir las corrientes que 
transportan el CO emitido en las calles intersectadas. En otros, Ia concentración es 
maxima, o se intensifica localmente, hacia la zona media de algiin tramo de Ia calle, 
debido a Ia acumulación por deficiente circulaciOn de aire. Las concentraciones 
máximas calculadas en cada calle, independiente del punto donde ocurran se resumen 
en la tabla 7.3. 

Como cabe esperar, las concentraciones máximas se producen en las calles 
principales 2, 5 y 6. En Ia calle 2 Ia dirección de viento más desfavorable es 0°, debido 
a las zonas de estancamiento que se forinan, y al transporte conveclivo de 
contaminante hacia el final de Ia calle. Estos dos factorcs causan la conccntración 
maxima que ocurre en ci tramo entre los cruces con las calles 6 y 7. El efecto de la 



153 

acurnulación entre las cruces con las calles 4 y 5 se manifiesta en el incremento local 

que Ia concentracióri experinienta on ese punto. Para la calle 5 las condiciones más 

desfavorables se tienen Para a = 0° y a = 900. En el primer caso ocurren hacia el 

principio de Ia calle, producto del flujo relativarnente detenido antes del cruce con la 

calle I y a la convección hacia este cruce del polutante proveniente de los tramos 

siguientes de la calle. La situación se invierte Para a = 90°, y el CO es transportado 

hacia el linal de la calle 5, haciéndose entonces maxima Ia concentraciOn alli. Para Ia 

calle 6 los vientos inás desfavorables son 22,5° y 450 

En las calles periféricas se dan condiciones similares. Para las calles 3 y 7 son 

preferibles los vientos paralelos a ellas, mientras que Para otras direcciones estas calles 

quedan situadas flujo abajo de Ia mayor pane de las fuentes, y la concentraciOn que 

presentan se incrementa. En carnbio, en las calles I y 4 las direcciones de viento 

paralelas a ellas producen las situaciones más adversas, debido al arrastre del polutante 

hacia el final de Ia calle, como ocurre Para la calle 4 con a = 90°, o al ingreso de 

polutante proveniente de las calles transversales, corno ocurre para la calle 1 con a = 

00, la cual recibe el aporte del flujo de Ia calle 5, como lo muestran el campo vectorial 

de Ia figura 7.40 y el auniento abrupto de la concentración en la calle I luego del cruce 
con Ia calle 5. 

Tabla 7.3 Máxirnas concentraciones de Co calculadas en las calles, en [ig/m3] 

calle a = 00 a = 22,50  a = 45° a = 90° 

15.755 8.349 8.024 5.922 

2 31.378 24.077 24.008 12.913 

3 9.939 11.664 14.708 14.777 

4 6.294 5.602 6.051 8.327 

5 18,163 12.198 11.483 19.623 

6 20.407 23.958 27.800 16.907 

7 13.249 11.968 11.123 8.787 
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Figura 7.46 Concentraciones de CO calculadas a 10 largo de la calle 1. 
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Figura 7,50 Concentraciones de CO calculadas a 10 largo de Ia calle 5. 
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7.3 Caso 3: Chimenea en Terreno Irregular 

El tercer caso analizado corresponde a un chimenea industrial emitiendo SO2  en 

una zona de topografia irregular. La parte accidentada del terreno se muestra en las 

ligiiras 7.53. La chimenea se sitja próxima a la base de un cerro de 430 [m] de altura 

maxima. Detrás y a los costados de este cerro existen otras eievaciones de menor 

altura. La altura maxima de las colinas detrás del cerro central es de 380 [m], 

formándose una hondonada estrecha entre dicho cerro y ci cordon que le sigue. El 

terreno más aiiá de este grupo de cerros es piano. El dominio de soluciOn completo 

tiene una extension x,,,. = 6.460 [m], = 2. 100 [in] y Z,,,av = 670 [iii], y sc ha 

discretizado, corno en los casos anteriores, en una malia de 31 x 31 x 31 nodos, que se 

muestra en las figuras 7.54 y 7.55. La forma del terreno se ha aproxirnado en esta malla 

rectangular inediante bloques sólidos que se elevan hasta la altura media que el terreno 

tiene en ci intervalo que abarcan. Si bien esto no reproduce todas las caracteristicas del 

terreno, permite considcrar la influencia de Ia topografia sobrc ci campo de flujo con 

una precision suficiente para la escala a la cual éste se describe. 

Las caracteristicas supuestas para la chimenea son: 

• temperatura de salida de los gases: 150 [°C] 

• velocidad de salida de los gases: 12 [m/s] 

• area transversal de la salida: 16 [m2] 

• contenido de SO2  en masa: 0,5 % 

• Peso rnolccuiar de los gases: 28,4 [kg/kmol] 

Estos datos representan una emisión de 24.762 [lonlafio] de SO2, para una 

operaciOn continua, de inodo que Ia chimenea es una fuente de contaminación 

importante. Sc obtuvicron rcsuitados para atmOsfera en condiciones establc y neutra 

(clases F y D en las categorias de Pasquill) en un dia frIo, y tres alturas de chimenea: 

60 [m], 100 [in] y 160 [in], cuando ci viento sopla en la direcciOn del eje x, ingresando 

al campo de so!ución por ci piano en x = 0. El perul de velocidad es del lipo empieado 

en los casos anteriores, con exponentes scgñn los valores usuales para las clases de 

estabilidad supuestas. Para Ia situación estable, ci aire que ingresa lo hace con una 

pronunciada inversion térmica. El perfil de temperatura aumenta linealmente desde 7 

[°C], a nivel del suclo, hasta 15 [°C] a 230 [m] de altura, y luego se torna uniforrnc para 

alturas mayores. El gradiente vertical medio de temperatura es por lo tanto de 0,035 

[Kim], que es el valor usualmente supuesto 311  para la clase de estabilidad F. En 
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condiciones neutras se utilizó un perfil de temperatura uniforme de ii [°C] para ci aire 

de entrada, de modo que en ambos casos Ia temperatura media del aire que fluye a Ia 

region es Ia misma. 

Las condiciones de contorno se resumen como sigue: 

en x=0: 

u(:) = ur(:/:r )p  COfl -r = 10 [m] 

Ur 5 [m/s] 

p = 0,3 para condiciOn estable 

p = 0,14 para condición neutra 

= 7 + (T, - T5):/h para condiciOn estable 

T(:) = To para condición neutra 

con i = 7 [°C] ; 1',, = 15 [°C] ; Ii = 230 [rn] ; i = 11 [°C] 

v = w = k = e = c = 0 

en x = X ar  

auavawakaeaTac 0  

8x ax 3x ox Ox Ox Ox 

en y = 0 ; y =y,nW-.  

- 
av 

- 
Ow 

- 
a/c 

- - 
¶ 

- —0 
0y 0y 0y 0y y 0y 0y 

en :,nar  

auavawak&a'/'0c 0  

a: - a: 0: 0:  0: - 

En = = 0 y todas las superficies verticales y horizontales que simulan los contornos del 

terreno se aplican funciones de pared. 

Con estos datos se obtiene un niimero de Richardson global Rib, segiin La 

ecuaciOn (4.54), de 0,3 87 para condiciones estabies. En condiciones neutras el ni:imero 

de Richardson es por supuesto cero. 



Todas las figuras desde la 7.56 a la 7.73 corresponden a resultados para 

condición estable; los resultados para condición neutra se indican expilcitamente. 

Algunos aspectos del campo de velocidades obtenido se muestran en las figuras 7.56 a 

7.60. Las figuras 7.56 a 7.57 dan secciones parciales horizontales de la zona de terreno 

irregular a dos alturas distintas. Las partes de estas figuras donde el trazado de Ia malla 

de discretización se interrunipe, corresponden a los voiümenes de control bloqueados, 

y representan por lo tanto el contorno del terreno intersectado a estos niveles. Se 

pueden apreciar detrás de los cerros algunas zonas de baja velocidad y otras donde el 

flujo es en dirección reversa, debido a Ia recirculación que se establece en esos 

sectores. Tal recirculaciOn es visible en la figura 7.58, en una sección vertical tornada a 

través del piano rnedio del campo de solución en dirección y (y = 1050 [rn]). Se 

observa en esta figura ci vOrtice recirculante del aire que desciende por la ladera del 

primer cerro (se ye sOlo Ia base del cerro) hacia la hondonada estrecha que queda 

detrás de él. En Ia zona a sotavento de Ia segunda colina se tiene una situaciOn 

parecida. Como consecuencia de lo irregular de la superficie y de las mtiiltiples 

desviaciones que experimenta ci aire, ci patron de flujo en estas zonas es 

considerablernente más complejo que el resultante en los casos anteriores. Las figuras 

7.59 y 7.60 presentan las componentes de Ia velocidad en pianos transversaies a la 

dirección principal del viento, situados detrás de las colinas que aparecen parcialmente 

en la figura anterior. Son notables los vortices transversales que ci aire forma al 

descender por las laderas de ambas colinas. Los vectores esencialmente verticales, 

hacia el area central superior de la figura 7.59, corresponden al viento que baja desde la 

cima del cerro de 430 [m] de altura ubicado flujo arriba del piano graficado. Hacia Ia 

dcrccha, los vectores horizontales son del viento que ha rodeado ci cerro mencionado y 

es desviado por las colinas que encuentra a su paso, como puede observarse también en 

las figuras anteriores 7.56 y 7.57. Debido a que en este sector las niayores elevaciones 

del terreno se concentran hacia ci costado derecho, el aire tiende a salir de la 

hondonada por ci costado opuesto. 

El flujo que Sc observa en la figura 7.60 es bastante tipico en Ia estela de colinas 

que enfrentan at viento, corno es reportado por Hunt, Simpson y otros ([14], [15]), 

donde se ha observado que generalmente el viento hacia el eje central de la colina 

desciende hacia la estela, retrocede luego hacia ci punto de separaciOn, gira hacia 

afuera, y sale finalmente en dirección a la regiOn flujo abajo, apartándose del eje 

central. Las proyecciones del campo vectorial en diferentes orientaciones muestran que 

la esiructura tridirnensional del flujo a sotavento del grupo de colinas presenta todas 



167 

estas caracteristicas. 

La energIa cinética turbulenta para la misma posición en x de las figuras 7.59 y 

7.60 se grafica en las figuras 7.61 y 7.62. En la primera se observa que las zonas de 

maxima intensidad de turbulencia situadas hacia ci costado izquierdo y ci centro, 

tienden a coincidir con los vortices transversales que aparecen en la figura 7.59. Esta 

energIa turbulenta proviene , más que de la generaciOn en esos puntos, del transporte 

convectivo desde regiones flujo arriba, donde ha sido generada por la interacciOn del 

flujo con las primeras colinas que se le interponen. En la parte próxirna a las rnayores 

elevaciones en esta secciOn, la aita turbulencia obedece a generaciOn local. Por su 

parte, la maxima turbulencia en la figura 7.62 se produce en la estela de la tiiitima 

colina elevada (que aparece seccionada en la figura anterior). Es aqul donde se aicanza 

Ia mayor energia cinética turbulenta dentro de Ia region modelada, ya que a este sector, 

ubicado a sotavento de todo el grupo de cerros, es transportada la energIa turbulenta 

generada sobre ellos. Por lo mismo, Ia mayor viscosidad turbulenta se obtiene en Ia 

estela del grupo de cerros, como se aprecia en la figura 7.63, donde la viscosidad 

efectiva alcanza valores de hasta 61 [kg/rn s] a pesar del elevado ntimero de 

Richardson. El valor de I [kg/rn s] que se observa flujo arriba de los cerros está en ci 

orden de magnitud que usual mente se supone para condiciones estables1t61' 31. 

La temperatura resultante para la zona en las inmediaciones de Ia chirnenea se 

muestra en las figuras 7.64, donde se observa Ia pluma térmica para las chimeneas de 

60 y 160 [m] simuladas. Se aprecia, para la chimenea de 60 [m], cómo la pluma trata 

de abrirse paso a través de Ia inversiOn térmica, hacia Ia regiOn superior de 

temperatura unifonne. Para la chimenea de 160 [rn] la pluma ya ha alcanzado esa 

regiOn. 

La evoiución de la pluma de gases, para la chimenea de 60 [m], a medida que 

avanza a través del grupo de colinas se ilustra en las figuras 7.65 a 7.71, las cuales dan 

curvas de iso-concentraciOn de SO2  para todos los pianos de la malla desde x = 414 

[in], donde el eje de la pluma aicanza ci terreno, hasta x = 3.660 [m], que representa 

una posición 1.600 [m] flujo abajo de las colinas. Tras impactar en la colina central, a 

una altura de 150 [m] aproxirnadamente, Ia pluma asciende por la ladera y luego se 

divide en dos, como se observa en las secciones a partir dcx = 614 [in]. Las dos ramas 

hifurcadas rodean la colina a diferentes alturas, debido a Ia asimetria de ésta. Las 

Se han trazado solo algunas de las isotermas, ya que debido al aurnento abrupto de la teniperatura hacia 
la salida de las chimeneas no es posible representan todo el campo de temperatura con un intervalo de 

temperatura constante entre isotermas. 
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concentraciones máximas que se producen en los costados del cerro para x = 714 [m] y 

x = 814 [m] son de 1.213 y 1.145 [ug/rn3] respectivamente. La concentración maxima 

en el punto de impacto sobre la ladera frontal en x = 414 [rn] es de 5.692 [ug/rn3]. Las 

secciones desde x = 914 [m] hasta x = 1.214 [m] muestran el desarrollo de la plurna 

detrás de la colina donde impactó, hasta ilegar al centro de la hondonada que queda a 

continuación. Los dos máximos de concentración se fusionan gradualmente, de modo 

que para x = 1.214 [m] ya solo se distingue un inico centro, y la plurna se ha 

reunificado. La gran expansiOn lateral que presenta se debe, por una pane, a la 

estratificaciOn estable, y por otra, a la bifurcaciOn que experimentO. 

Para secciones posteriores se observa una progresiva distorsiOn y desviación 

hacia la izquierda de la pluma, debido a Ia componente lateral del viento, 

preferentemente en esa direcciOn, y al aumento de la rnezcla hacia el lado derecho, 

producto de Ia mayor turbulencia que se concentra hacia ese sector. Las 61tirnas 

secciones revelan un descenso paulatino del centro de pluma (considerado aqul corno 

ci punto de maxima concentración), provocado por Ia componente negativa de la 

velocidad vertical en Ia estela del grupo de cerros. 

Algunos resultados para otras alturas de chimenea, siempre en condición estable, 

se presentan en las uiguras 7.72 y 7.73, para Ia sección situada detrás de la cima del 

cerro rnãs alto, y en ci centro de la hondonada. Para Ia chirnenea de 100 [m] la plurna 

an se divide corno lo muestran los dos máxirnos de concentraciOn en ambas secciones, 

con una configuraciOn similar a Ia obtenida con Ia chirnenea de 60 [m]. Para Ia 

chimenea de 160[rn], en cambio, la pluma logra elevarse hasta Ia cima del cerro más 

alto y pasar sobre él. Además, la comparación de las secciones de esta pluma no 

dividida con respecto a la anteniores indica que Ia expansion lateral de aquéllas se debe 

principalmenle a la interferencia producida por ci terreno. Este comportamiento 

concuerda, para las chimeneas de 60 y 160 [m], con la teorIa que utiliza el parárnetro N 

de la ecuación (4.74) para establecer si una pluma se eleva por sobre una colina o la 

rodea. Las alturas con las cuales la plurna en cada caso liega a Ia ladera del cerro 

resullaron de 150, 190 y 270 [m], para las chimeneas de 60, 100 y 160 [m] 

respectivarnente. Utilizando el valor de 0,035 [K/rn] para ci gradiente de temperatura y 

una temperatura media de II [°C] se obtiene N = 0,0347 [s']. Con las velocidades del 

viento calculadas a las tres alturas de chirnenea, se obtienen alturas criticas de 183, 142 

y 99 [111] en cada caso, de rnodo que de acuerdo a este criterio se habrIa predicho que 

tanto para las chimeneas de 100 corno de 160 [m] Ia pluma lograrla superar Ia colina, 

mientras que para Ia de 60 [rn] deberia rodearia. La discrepancia para Ia chimenea de 



100 [m] no es de extrañar, si se tiene en cuenta el carácter altarnente aproximado de 

esta teoria, fundada en una velocidad uniforme del viento flujo arriba de Ia colina y en 

una forma sirnétrica para la misma. El basar el cálculo de Ia altura crItica en Ia 

velocidad con la que ci viento sopla sobre la descarga de la chirnenea, en lugar de las 

velocidades de viento locales que Ia pluma enfrenta al Ilegar a Ia colina, sejustifica, en 

modelos que aplican este criterio, solo por la incapacidad de éstos para conocer dichas 

velocidades. 

Resultados en condiciones de estabilidad neutra se hallan en las figuras 7.74 a 

7.76. Las plumas térmicas en la figura 7.74 muestran ahora un elevado desarrollo 

vertical. La distribución de temperatura es similar para ambas chimeneas, 

observándose que las isotermas para la chimenea de 160 [m] se prolongan flujo abajo 

por una distancia mayor, debido a las velocidades de viento más altas a las que tiene 

lugar la ernisiOn del efluente en ese caso. 

Secciones transversales de las plumas para las tres chimeneas en los pianos 

considerados anteriormente se encuentran en las figuras 7.75 y 7.76. En este caso solo 

la pluma emitida desde Ia chinienea de 60 [rn] se divide al Ilegar a la colina central, 

mientras que las otras pasan por encirna de ella. Por Oltinio, en las figuras 7.77 a 7.80 

se grafican las concentraciones a 10 [m] de altura (el nivel más bajo al cual se tienen 

nodos interiores de la malla) en secciones tomadas transversalmente a la dirección 

principal del viento. El piano de las figuras 7.77 y 7.78 se ubica inmediatamente detrás 

del grupo de cerros, a 96 [m] de la base de las Oltirnas colinas, mientras que el de las 

figuras 7.79 y 7.80 está a 1.596 [rn] flujo abajo de aquéllas. Las máximas 

concentraciones obtenidas se resurnen en la tabla 7.3 

Como es de esperar, las concentraciones disrninuyen notablemente al aumentar la 

altura de chirnenea. En cada piano, ci factor de reducción en la concentración maxima 

para aituras rnayores de chimenea es aproxirnadamente ci mismo, bajo las dos clases 

de estabilidad. Por otra parte, mientras que para condiciones neutras las 

concentraciones producidas por Ia tres chimeneas en Ia posiciOn x = 3.660 [in] han 

disminuido en proinedio a airededor de un 37% del valor en x = 2.160 [m], para las 

condiciones estables las concentraciones se mantienen en niveles altos. Esto se explica 

por el abatirniento que experimenta Ia pluma en la estela del sistema de cerros cuando 

las condiciones son estables, como puede verse en la figura 7.81, para una sección 

longitudinal en Ia regiOn situada flujo abajo de los cerros. El eje de la pluma es 

desviado hacia ci suelo y la concentraciOn tiende a ser constante a baja altura. Este 
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hecho ya fue observado en las secciones transversales de Ia figura 7.71, y es 

consecuencia de Ia corriente descendente y Ia recircuiación que se forman detrás de los 

ültirnos cerros. En ci caso de condiciones neutras Ia plurna ha alcanzado una altura 

mayor (en aproximadarnente 100 [ni]) a! Ilegar a esta zona, de modo que su nicleo no 

es afectado por Ia depresión del campo de Ilujo, y Ia recirculación eleva localmente Ia 

concentraciOn solo en Ia zona inmediatarnente a sotavento de las co1inas. 

Tabla 7.4 Máximas concentraciones de SO2  calculadas en los planosx = 2.160 [rn] yx = 3.660 [m] 

condicián de 

estabilidad 

altura de chimenca 

[ml 
max [p9/rn3 ] 

en x = 2.160 [m] 

Cm [pg/rn3] 

en x = 3.660 [m] 

60 239 222 

establc 100 175 169 

160 119 107 

60 235 86 

neutra 100 157 63 

160 112 39 
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Figura 7.53a Topografia del terreno para el caso 3 (coordenadas en [m]) 
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8 Conclusiones 

Los resultados obtenidos muestran que a pesar de Ia complejidad del flujo y de 
los fenónienos de difusiOn que tienen lugar cuando substancias contarninantes son 
emitidas prOxirnas a superficies altamente irregulares, los procesos fisicos 
fundamentales que intervienen son identificables y abordables por una modelación 
rnatemática. Los modelos adoptados, particularmente los que se refieren al mecanismo 
de Ia turbulencia, no pretenden ser exactos, y conceptos como viscosidad turbulenta o 

difusión turbulenta proporcional al gradiente no son fáciles de justificar teóricamente. 
No obstante, se ha visto que estas hipótesis, desafiando a veces requisitos formales, han 
resultado itiles para predecir el comportamiento de flujos de esta naturaleza, y los 
resultados pueden considerarse satisfactorios. Los tiempos de computaciOn son 
moderados, teniendo en cuenta Ia gran cantidad de datos calculados (para los casos I y 
2 se resuelven 170.723 ecuaciones, y para el caso 3, 195.122 ecuaciones) y Ia pequefia 
envergadura del computador empleado. 

Aunque no es posible contar en los casos analizados con informaciOn 
experimental con Ia cual comparar rigurosamente los resultados, Ia discusión en ci 
capItulo anterior rnuestra que éstos presentan las caracteristicas y fenómenos 
observados en situaciones de este tipo. Estos fenórnenos, tales como las cavidades de 
recirculación detrás de edificios y colinas, el abatimiento de Ia pluma en Ia estela de 
obstáculos, Ia circulaciOn transversal de aire en calles, etc., son bien conocidos y por lo 
tanto, para una situaciOn especifica su presencia podrIa incluso inferirse. Sin embargo, 
el poder cuantificar su inagnitud, en términos de velocidades de viento, intensidad de Ia 
turbulencia y otros parãmetros decisivos para Ia dispersion de contaminantes 
difIcilmente puede lograrse sin recurrir a procedimientos de cálculo como los 
utilizados en este trabajo. Relaciones empiricas para efectuar estimaciones directas se 
han obtenido sOlo para geometrIas mucho rnás simples, tales como edificios aislados. 
Para grupos de edificios o centros urbanos, el Ilujo de aire y Ia dispersion generalmente 
están asociados en forma unIvoca a Ia configuración de fuentes y edificaciones, y se 
hace muy dificil generalizar el comportamiento. Algunas aproximaciones postuladas 
para grupos simpies de edificios han tenido una aplicaciOn muy limitada, y han 
mostrado una gran discrepancia con valores medidos1221. Además, estos modelos sOlo 
están orientados a caicular concentraciones en puntos alejados del grupo y no entre los 
edificios mismos. Ante esto se recurriO en ci pasado a mediciones directas o a modelos 
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fisicos en tüneles de viento. Hoy en dIa la rnodelación numérica es una alternativa 
práctica y rnás econOmica, y un modelo computacional como el expuesto puede ser 
rnuy ütil en estudios de ingenierla que deban resolver problernas concretos de 
contarninación ambiental involucrando fuentes situadas entre un conjunto de 
edificaciones o en sus cercanias. 

Además de las emisiones en las calles de una ciudad, se podrIan modelar con los 
mismos métodos ernisiones desde chimeneas relativamente bajas rodeadas por 
construcciones, como sucede en complejos industriales. Esto permitirla un tratamiento 
adecuado de la pérdida de altura efectiva de chirnenea y otras perturbaciones que sufre 
la pluma debido a efectos aerodinárnicos de las estructuras circundantes, y que pueden 
intluir en forma importante en las concentraciones producidas en zonas cercanas a Ia 
planta. Del misnio modo se podrian estudiar situaciones de poluciOn local al interior de 
la planta misma debido, por ejemplo, a ernisiones fugitivas. El método puede 
emplearse también en el diseflo apropiado de sistemas de ventiIaciOn, ya que al 
conocer ci patron de flujo y las concentraciones de substancias en las inmediaciones de 
paredes y techos de edificios, se pueden determinar las mejores localizaciones para las 
tornas de aire fresco y los ductos de evacuación. No es inusual que debido a una mala 
ubicación de éstas resulten sisternas de ventilación ineficientes, debido a la 
recirculación de una pane importante del flujo de descarga (se mencionan en la 
literatura casos de hasta un 50 % de presencia de los gases descargados en la toma de 
aire fresco). En todos estos casos la deterrninación del campo de flujo para la 
geornetria particular del problema es esencial, y es poco probable que el análisis pueda 
efectuarse aplicando los modelos empiricos de dispersion disponibles, los que Sc basan 
en hipótesis muy idealizadas para los campos de flujo y la geornetria. Dc hecho, en 
ciertos probiernas urbanos la determinación del campo de flujo puede ser ci objctivo (y 
no solo un rnedio para obtener las concentraciones de contarninantes), como ocurre en 
ci esludio de vientos en zonas peatonales. Esta area ha preocupado a arquitectos y 
urbanistas, debido a condiciones de viento molestas en calles cerca de edificios altos. 
Se ha observado que esto se debe a menudo a la deflexiOn hacia abajo del viento en Ia 
pane superior de los edificios, inducida por ci gradiente de presiOn en sus costados a 
barlovento (un hecho observado en los resultados del caso 2). Esta aceleración es 
acompañada por el desarrollo de vOrtices intensos cerca de las esquinas de estos 
edificios. La situación se ha rernediado rnodificando ci disefio de la base de los 
edificios, evitando calles estrechas entre edificios altos, y por ci uso de corta-vientos en 
areas abiertas. Modelos computacionales como ci expuesto son un mcdio eficaz para 
ayudar a resolver estos probiemas. 
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En ci tercer caso resuelto, los resultados muestran cómo la distribución de la 

concentraciOn obedece a condiciones locales de viento y turbulencia, inipuestas por la 

topografia del terreno, produciéndose una distorsiOn tridimensional de Ia pluma. Los 

modelos gaussianos para difusión sobre terreno irregular utilizan coeficientes de 

dispersion que dependen iinicarnente de la distancia a la fuente y no tornan en cuenta 

estas condiciones locales. Por lo mismo, Ia concentración en cualquier punto es 
calculada en base a la velocidad de viento que se registra en ci lugar donde se ubica Ia 

chimenea. Adicionalmente, las correcciones que en tales modelos se introducen a la 

trayectoria de la pluma por efecto del terreno, sOlo ajustan la altura de Ia pluma con 

respecto al nivel local de éste, pero no consideran la bifurcaciOn o la desviaciOn lateral 

que la pluma puede sufrir, de manera que para cada direcciOn del viento en Ia fuente, la 

pluma es tratada como una trayectoria bidimensional en dicha dirección. En estos 

modelos es reconocida la limitaciOn para describir la difusiOn que ocurre en el lado de 

sotavento de las colinas, y en consecuencia, solo se utiliza Ia informaciOn sobre la 

topografia del terreno niientras la altura sea monótonarnente creciente a medida que 

aumenta la distancia a Ia fuente. 

No se pretende con esto que los modelos de plumas gaussianos sean substituidos 

por modelaciones de fiujos turbulentos en todos los casos en que la superficie no sea 

plana. Para estirnar las concentraciones producidas por emisiones desde chimeneas 

aitas, la rnodelaciOn gaussiana puede servir como una prirnera aproximaciOn, 

principalmente en areas geográficas extensas, donde las perturbaciones producidas por 

el terreno son menores en relaciOn a Ia escala a Ia cual se describe el campo de 
concentraciOn. Adcmás, este tipo de modelos proporciona una forma práctica de 
realizar tales estimaciones con un bajo costo computacional. Debe recordarse que este 

método se emplea fundamentalmente en estudios de contaminaciOn con propOsitos 
regulatorios, en los cuales se necesita comparar los resultados con normas ambientales, 

las que generalmente se expresan en términos de los rnáximos promedios horarios, 

diarios o anuales tolerados para la concentraciOn de un contarninante dado. En 

cualquier caso, es preciso determinar la distribuciOn de concentraciOn en intervalos de 

una hora, durante un periodo prolongado, usualmente de hasta un año. Esto implica 

simular miles de situaciones distintas (para cada hora se tendrán direcciones y 

velocidades de viento, temperaturas, clases de estabilidad, etc. diferentes, obtenidas de 

registros meteorolOgicos), por lo que la rapidez de cálculo del método que se emplee 
adquiere una importancia decisiva. Una modelaciOn completa del campo de flujo hora 
a hora es evidenternente inviable (por ahora), y podria utilizarse para estudiar con más 
detalle sOlo las horas en que se producen las condiciones rnás adversas, determinadas 
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con el modelo gaussiano. Por otra parte, debido a que estos modelos son empleados 
oficialmente por organismos de regulación ambiental, la forma en que deben aplicarse 
se encuentra normalizada y los resultados por lo tanto no dependen de quien los 
obtenga. Modelaciones más completas requieren la formulación de condiciones de 
contorno que por ahora son discrecionales. 

Con respecto a esto 61timo, un problema que puede presentarse al aplicar este 
tipo de modelaciones en regiones concretas, es la dificultad para establecer algunas 
condiciones de contorno. En los casos resueltos, los lirnites del dominio de soluciOn se 
tornaron suficientemente alejados del sector de interés, de manera que las derivadas de 
las variables en ellos se aproximen a cero. En situaciones especificas el buscar Ilmites 
para ci dominio de solución donde se puedan suponer condiciones de contorno simples, 
puede Ilevar a una regiOn de modelaciOn demasiado extensa, con la consiguiente 
pérdida de resoluciOn en la discretizaciOn de la zona de interés. Una soluciOn posible a 
este problema es el formular una modelación de pequefia escala, en tomb directamente 
a esta zona, acoplada en sus contornos con una modeiación de gran escala tomada 
sobre un area geográfica mayor, en la cual las condiciones de contorno sean 
predecibles. El modelo de escala menor abarca por lo tanto un subconjunto de la malla 
de discretización del modelo de gran escala, y las condiciones de contorno en sus 
lirnites se determinan por Ia igualdad de flujos de masa, especies polutantes, y otras 
propiedades transportadas, en la interfaz con el otro modelo. Asi, obteniendo primero 
esta solución de gran escala, se pueden formular condiciones de contorno razonables 
en un sub-dominio de la regiOn, donde se tendrá una malta de discretización refinada 
localmente. 

Finalmente, una ventaja importante de una rnodelación en base a las ecuaciones 
de transporte de las especies contaminantes es la posibilidad de introducir procesos 
fisicos o quirnicos de remociOn (o formaciOn). Para incorporar, por ejemplo, la 
deposiciOn seca basta con incluir en el término fuente de los volürnenes de control que 
limitan con ci suelo, el flujo de masa depositada, calculado como el producto de la 
velocidad de dcposiciOn y Ia concentraciOn. Asimismo, de contarse con la inforrnación 
necesaria sobre los mecanismos de reacción y la cinética quimica para especies 
reactivas, como los NO y el ozono, se pueden calcular sus concentraciones incluyendo 
estos procesos. Para ello, cada volumen de control de la malla de discretizaciOn puede 
tratarse como un reactor perfectamente mezclado, donde los coeficientes de transporte 
con respecto a los vol árnenes de control vecinos proporcionan los flujos de entrada y 
salida de reactantes y productos. La rapidez neta de producciOn o consurno de las 
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diversas especies quimicas puede obtenerse aplicando Ia ley de acción de masas, de 

acuerdo al conjunto de reacciones quIniicas considerado. Adernás, debido a que las 

concentraciones de las substancias bajo análisis son muy reducidas, no existirá una 

acción significativa de ellas sobre otras variables principales del sistema global de 

ecuaciones de conservaciôn, como Ia teniperatura o Ia densidad. El sistema de 

ecuaciones para las concentraciones de especies, todas de Ia forma (5.10, puede ser 

resuelto entonces desacoplado de las demás ecuaciones de conservación del modelo 

una vez resuelto ci campo de flujo. 



N omen c latu ra 

A : area transversal 
a : coeficiente en la ecuación de transporte discretizada 

C'K : coeficientes de anisotropla para difusividad 
Ct., C1,, : calores especificos a volumen y presión constantes 
C1 , C- : constantes de lurbulencia 
c concentración de masa; velocidad del sonido 
D : difusividad molecular de masa 
do despiazarniento de piano cero 
e : energIa interna especifica 
F, : fuerza de cuerpo, por unidad de volumen 

flujo total por unidad de area de propiedad transportada 

g : aceleración de gravedad 
H altura de Ia capa limite atmosférica 
h altura de ernisiOn 
I : No de masa difusivo por unidad de area 
K : difusividad turbulenta 
k : energia cinética turbuienta 
L : longitud de Monin—Obukhov 
I. : escala espacial de turbulencia 

escala integral de longitud lagrangiana 
/ longitud de mezcla 

presión 
Pc : nimero de Peclet 
Pr nimero de Prandtl (térniico) 
q j vector de flujo de calor por unidad de area 
1? constante de gas ideal para el aire (287 [J/kmol K]) 
R : radio de Ia tierra 
I?, : coeficiente de correlación lagrangiano 
Ri : namero de Richardson 

fuente de substancia por unidad de volumen 
S,,, fuente de masa por unidad de volumen 
S1, fuente de calor por unidad de volumen 
S1, S2  : coeficientes de lineaiización del término fuente 
s : entropia especifica 
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T temperatura terrnodinámica 

T. temperatura de fricción 

Z. : escala integral de tiempo lagrangiana 

I : tiempo 
u : componente x de Ia velocidad 
Zli vector de velocidad 

velocidad de fricción 
V volumen 
v componentey de Ia velocidad 
v,1 : velocidad de deposición seca 
v : velocidad de precipitación gravitacional 
w : componente: de Ia velocidad 
Xi vector de posiciOn 
x, y : coordenadas cartesianas horizontales 

coordenada cartesiana vertical 
ZO parámetro de rugosidad 

a : difusividad térmica molecular 

F : coeficiente de difusión generalizado 

A : razOn de expansion 

8 : delta de Dirac 

delta de Kronecker 

e : razOn de disipación de energia cinética turbulenta 
eyk tensor de Levi—Civita 

0 : temperatura potencial 

IC : constante de von Kármán 

2 : conductividad térmica 

p : viscosidad dinámica 

v : viscosidad cinemática 

p densidad de masa 

a : ntimero de Prandtl turbulento generalizado 

a : coeficiente de dispersiOn gaussiano 

tensor de esfuerzo 

varianza 

v : esfuerzo de corte 

tensor de esfuerzo desviatórico 
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variable dependiente generalizada de la ecuación de transporte 

0m, Øh : funciones de similaridad 

Q : velocidad angular 

w : coeficiente de relajación 

SubIndices 

B : nodo vecino en dirección: negativa 

b : frontera entre nodos P y B 

nodo vecino en direcciOn x positiva 

e : frontera entre nodos P y E 

c : concentración de masa 

ef : efectivo (turbulento + molecular) 

in : momentum 

N : nodo vecino en dirección y positiva 

n : frontera entre nodos P y N 

nr : normal a Ia pared 

h : calor 

1' : nodo central 

S : nodo vecino en direccióny negativa 

s : frontera entre nodos P y S 

T : nodo vecino en dirección z positiva 

I : frontera entre nodos P y 7' 

Ig tangente a la pared 

W : nodo vecino en dirección x negativa 

w : frontera entre nodos P y W 

w : en la pared 

Superindices 

o : instante de tiempo anterior 

iteraciOn anterior 

fluctuación turbulenta; término de corrección 
* : valor estimado 
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