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Resumen

En este trabajo se propone una familia de Métodos de Elementos Finitos Mixtos estabi-
lizados para la simulacion numérica de un problema generalizado de Boussinesq en dos y
tres dimensiones, el cual describe el movimiento de un fluido incompresible sujeto a una
fuente de calor, lo que resulta en un problema de Navier-Stokes acoplado con una ecuacién
de Adveccién-Difusiéon. El método utiliza elementos continuos de orden 1 para la veloci-
dad, elementos discontinuos de grado 0 para la presiéon y elementos continuos de grado
1 para la temperatura. Mediante un post-proceso, es posible obtener un campo de velo-
cidad a divergencia exactamente nula, a través del uso de funciones de Raviart—Thomas,
para ser utilizado como campo convectivo en las ecuaciones del problema. El esquema pro-
puesto esta basado en métodos estabilizados de bajo orden que permiten el uso de espacios
elementos finitos de bajo costo computacional y que son construidos para asegurar una ma-
yor estabilidad en presencia de capas limites. Estas estabilizaciones pueden corresponder a
cualquier método estabilizado sujeto a ciertas condiciones y restricciones que se proveen. Se
prueba la existencia y estabilidad de soluciones para las soluciones discretas y se obtienen
estimaciones de error dependientes del tamano de la malla para soluciones suficientemente
pequenas y suaves. Finalmente, se realizan pruebas numéricas considerando métodos es-
tabilizados adecuados existentes en la literatura, para validar los andlisis y el desempeno
de las estimaciones de error, los cuales muestran una buena estabilidad incluso en casos

limites.
Abstract

In this work, a family of Stabilized Finite Element Methods is proposed for the numeri-
cal simulation of a generalized Boussinesq problem in two and three dimensions, which

describes the motion of an incompressible flow under a heat source, which results in a



Navier-Stokes problem coupled with an Advection-Difussion Equation. The method use
order 1 continous elements for the velocity, order 0 discontinous elements for the pressure
and order 1 continuos elements for the temperature. Through a post-process, is possible
to obtain an exaclty divergence-free velocity field through the use of Raviart—Thomas fun-
ctions, which is used as the advective field in the equations of the problem. The proposed
scheme is based on low order stabilized methods which allow the utilization of finite ele-
ment spaces whit a low computational cost which are built to ensure a higher stability
when boundary layers appear. This stabilization terms can be taken form any stabilized
method satisfying some conditions and restrictions provided in this work. Existence and
stability for the discrete solutions are proven and error estimations depending on the mesh
size are obtained for small and soft enough solutions. Finally, numerical tests are done
considering suitable stabilized methods from the literature to validate the analysis and the

performance of the error estimations, which show a good stabilty even in limit cases.



1. INTRODUCCION

En el presente trabajo se estudiara el problema estacionario para las ecuaciones gobernantes
acopladas del flujo de calor y de masa de un fluido viscoso incompresible y no-isotermal,

utilizando el modelamiento de Boussinesq Generalizado, dado por:

[ —div((0)Vu) + (u-Vu+Vp = gf enQ,
divu = 0 en €2,

—div(k(0)VO) +u-VO = 0 enQ, (1.0.1)
u = 0 en I
f = Op enl,

donde:
»  es un dominio acotado en R?, con d =2 o 3 y con frontera I’;

= u, py 6 son la velocidad, presion y temperatura del fluido modelado, respectivamente;

vy k son la viscosidad y la conductividad térmica, respectivamente, ambas depen-

dientes de la temperatura;

g es una fuerza externa por unidad de masa dada, usualmente actuando en direccion

opuesta a la gravedad;
= v fp es una temperatura no nula dada en la frontera del dominio.

Estas ecuaciones modelan el comportamiento de un fluido sometido a una fuente de calor, lo
cual se traduce en un acoplamiento de una ecuacién de Navier-Stokes con una de Adveccién-
Difusién. Estas ecuaciones son consecuencias directas de aplicar las leyes de conservacion
de la masa, conservacién del momento lineal (Segunda Ley de Newton) y la conservacién

de la energia (Primera Ley de la Termodindmica). Este modelo fue propuesto en 1903 por



Joseph Boussinesq [12], y una deduccién detallada de éste puede encontrarse en [10].

Este modelo tiene diversas aplicaciones en la industria, tales como sistemas de ventilacién,
intercambiadores de calor, reactores quimicos, enfriamiento de equipos electrénicos, enfria-
miento de reactores nucleares; asi como también aplicaciones en geofisica y oceanografia,
tales como modelamiento de flujos oceanicos, prediccion del clima, entre otros. Esto ha
motivado un creciente estudio de métodos numéricos para aproximar soluciones de estas
ecuaciones durante los tltimos anos (ver [1,10,11,20-23,28,29,39,40,44-47,49]).

La versiéon cléasica de las ecuaciones de Boussinesq corresponde al caso donde v y K son
constantes positivas, la cual ha sido muy estudiada (ver [1,10,44,45,49]). Para este modelo
se han obtenido resultados de existencia utilizando Teoria del Grado Topoldgico en [10], y

utilizando una formulacién variacional mixta-dual en dos dimensiones en [28,29].

Ahora, existen casos en donde para ciertos fluidos no es posible ignorar la variacién de la
viscosidad y la conductividad térmica con respecto a la temperatura. Es por ello, que el
estudio de (1.0.1) se hace necesario. Este modelo es una generalizacién; ahora, la viscosidad
y la conductividad térmica del fluido son dependientes de la temperatura, es decir, v = v(6)

y k= Kk(0).

En [39] se obtienen resultados de existencia de solucién débil y fuerte, de unicidad y regu-
laridad bajo ciertas condiciones. Alli, un método de Galerkin combinado con argumentos
de punto fijo es utilizado para estudiar dichos resultados. Inspirado en el trabajo previo
en [46] los autores proponen un método de elementos finitos mixtos basados en: un espacio
de aproximacién para el campo de velocidades BDM (Brezzi-Douglas-Marini) de orden k,
que corresponde a un espacio de elementos finitos conformes y que entrega un campo de
velocidades soluciéon a divergencia nula; un espacio de elementos discontinuos de orden
k — 1 para aproximar las presiones; y elementos continuos a trozos de orden k para la
temperatura. En dicha referencia, se proveen resultados de existencia y unicidad, bajo los
usuales supuestos de datos pequenos, y convergencia optima del esquema de elementos

finitos propuesto.

Mas recientemente, nuevos métodos para la resolucién numérica de (1.0.1) han sido pro-
puestos en [21-23,47]. En [47], se propone un método conforme de elementos finitos para la

aproximacién de la solucién de (1.0.1). Alli, se considera una formulacién estandar para las
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ecuaciones relacionadas con el flujo del fluido, y un esquema primal-mixto para la ecuacion
de adveccién-difusion. Esto tltimo resulta en la introduccion de la derivada normal de la
temperatura como incognita. Alli, se propone cualquier par de elementos inf-sup estables
para aproximar la velocidad y la presién, polinomios de orden k41 a trozos continuos para
la temperatura y polinomios a trozos de orden k para la incégnita de frontera. En [22],
el método anterior es extendido, donde un enfoque aumentado es utilizado para las ecua-
ciones relacionadas con el flujo del fluido y se mantiene el esquema mixto-primal para la
ecuacion que modela la temperatura. Esto resulta en la introduccién de un tensor de pseu-
dostress dependiente de la presién y de la velocidad y en la eliminacién de la presién. Alli,
para aproximar las incoégnitas son usados espacios de Raviart-Thomas de orden k para el
tensor de pseudostress, polinomios de orden £+ 1 a trozos continuos para la velocidad y la
temperatura, y polimios de orden k a trozos para la incognita de frontera. Luego, la pre-
sién es recuperada a través de un post-proceso. En [21], el modelo anterior es reformulado,
usandose un esquema mixto para la ecuacién del calor, lo que resulta en la introduccion
de un vector auxiliar dependiente de la temperatura, su gradiente y la velocidad, y que no
necesita incognitas relacionadas con la frontera. El esquema aumentado para las ecuacio-
nes de fluido es mantenido. En este modelo, espacios de Raviart—-Thomas de orden k son
utilizados para aproximar las incégnitas auxiliares, y polinomios de orden k + 1 a trozos
son utilizados para aproximar la velocidad y la temperatura. En [23], se muestra que los
dos métodos anteriormente expuestos pueden ser reescritos como ecuaciones de operador
de punto fijo. Luego, a partir de argumentos clasicos de anéalisis funcional lineal y no lineal

se concluye que ellos estan bien puestos.

A pesar de que en los multiples trabajos mencionados se demuestra convergencia éptima
y estabilidad de las soluciones, a partir de los espacios de aproximaciones usados es facil
ver que el costo computacional es alto. Es por ello, que en este trabajo se propone un
método de bajo orden. Ahora, la necesidad del uso de espacios de orden relativamente alto

es heredada principalmente del problema de Stokes y la conocida condicién Inf-Sup.

La solucién numérica de sistemas basados en la ecuacion de Stokes presentan una gran di-
ficultad, especificamente la necesidad de una condicién de compatibilidad para los espacios
discretos utilizados para aproximar la velocidad y la presién. Esta es la condicién Inf-Sup

discreta ( [18,33]), también conocida como la condicién de Babuska—Brezzi. Esto implica



restricciones en lo que respecta a la implementacion, ya que pares de espacios deseables
no cumplen dicha condiciéon. Por un lado, espacios de elementos de igual orden polinomial
no satisfacen la condiciéon Inf-Sup discreta. Por otro lado, el par de espacios mas simple
posible, especificamente, polinomios lineales a trozos continuos para la velocidad y polino-
mios constantes a trozos para la presion, no satisfacen esta condicion tampoco. Variadas
soluciones se han propuesto para superar esta restriccion, comenzando con las propuestas
en [17] y [37], donde términos dependientes de la malla son agregados a la formulacién, los
cuales no afectan la convergencia y permiten hacer estables pares de espacios que no lo son.
Esta nueva formulacién recibié el nombre de Método de Elementos Finitos Estabilizados.
A principio de la década del 2000, una nueva rama de métodos de elementos finitos estabi-
lizados fue introducida en [8,26] para la solucién numérica de problemas mixtos, llamados
Local Projection Stabilization Methods(LPS). A diferencia de otros métodos estabilizados,
en los métodos LPS los términos estabilizadores no dependen de residuos, en vez de eso, son
construidos a partir de fluctuaciones entre las variables y su proyeccion en algin espacio
de dimensioén finita determinado. En [13,14], el método LPS es extendido para ser aplicado
a la ecuacion de Oseen. En [4,32], se establecié una relacién entre los métodos LPS y el
enrequecimiento de los espacios polinomiales con soluciones de problemas locales en cada
elemento. Esto resulté en los llamados Residual Local Projection stabilized methods(RELP),
donde en la construccion de los términos estabilizadores los residuos son reintroducidos,
pero ahora a través de operadores de fluctuacion. De esta manera, algunos de los términos
extra agregados en un método LPS pueden ser vistos como consecuencia de un proceso
de enriquecimiento. Una versién simplificada del método RELP enfocada en soluciones de
bajo orden es dada en [6], y versiones extendidas del método RELP para las ecuaciones
de Oseen y Navier-Stokes son propuestas en [5] y [3], respectivamente. Este tltimo trabajo
se destaca por proponer un método que estabiliza bajos coeficientes de difusién y por ser
facilmente postprocesable, para de esta manera obtener una solucién con un campo de
velocidades a divergencia nula. Esta es una caracteristica que se buscard aprovechar en el
presente trabajo, dado que en el desarrollo de la teoria muchas condiciones e hipdtesis se
relajan cuando se trabaja con un campo de velocidades a divergencia nula, lo que se suma

al hecho de que se recupera dicha propiedad que se tiene para el problema fisico.

Por otro lado, es sabido que el método de Galerkin estandar de elementos finitos usualmente



produce aproximaciones imprecisas para la soluciones de problemas de conveccién-difusion.
Esto ocurre dado que este método pierde estabilidad y no aproxima de buena manera las
soluciones dentro de capas limites. Dicho fenémeno ocurre cuando el término convectivo
es dominante (en ecuaciones de adveccién-reaccion-difusiéon también se tiene la presencia
de capas limites cuando el término reactivo es dominante). Una posible solucién para
este problema es la adicién de algin término de difusién numérica de orden O(h) a la
formulacién variacional, con el fin de estabilizar el método de elementos finitos. Dentro de
este enfoque se encuentran métodos basados en residuos, tales como: Streamline Upwind
Petrov-Galerkin Method, o SUPG [36], Galerkin Least Squares Method, o GLS [31], Unusual
Stabilized Finite Element Method, o USFEM [30] v Residual Free Bubble Aprozimation, o
RFB [16]. Por otro lado, una alternativa a los métodos estabilizados basados en residuos
son métodos que buscan la adicion de términos simétricos a la formulacién variacional de la

ecuacién de adveccion-difusion. Entre estos se encuentran el método Continuous Interior
Penalty, o CIP [27] y Edge Stabilization method [19].

En este trabajo se propone un método de elementos finitos para (1.0.1) que acople métodos
estabilizados para la ecuaciones de Navier-Stokes que estabilicen la aparicién de capas
limites y permitan bajo orden en las aproximaciones de la velocidad y la presion, con
métodos estabilizados para la ecuacién de Adveccién-Difusién que estabilicen también la
aparicién de capas limites. Dada la no linealidad del problema, un algoritmo de punto fijo
es implementado, donde un campo de velocidad a divergencia nula es utilizado como campo
convectivo, el cual es obtenido a partir de un post-proceso de bajo coste computacional
incrustado en cada iteracion. Esto permite ademas entregar en la solucion final un campo
de velocidad a divergencia nula que recupera de mejor manera caracteristicas cualitativas

de la solucién fisica real.

A continuacién se detallard la estructura del presente trabajo, adelantando los resultados
mas importantes obtenidos, los cuales ademas son enunciados de manera resumida en la

siguiente seccién.

En la Seccion 1.1 se detallan de manera concisa los principales resultados obtenidos en este
trabajo. En el Capitulo 2 se introduce la notacién a utilizar a lo largo del presente escrito,

y ademads se presentan algunos resultados preliminares que son utilizados con frecuencia



en este trabajo.

En el Capitulo 3 se hace el estudio teérico del método propuesto para resolver (1.0.1). Para
ello, primero en la Seccién 3.1 se estudia la formulacién débil de (1.0.1), dada por (3.1.1).
En esta seccién se muestra que las formas que aparecen en (3.1.1) cumplen propiedades
habituales de estabilidad y coercividad y la condicién inf-sup. A partir de esto se exponen
los resultados de [39] y [46] de existencia (Teorema 13) y unicidad para soluciones y datos
pequenos (Teorema 14). Este ultimo resultado es se obtiene asumiendo mayor regularidad
para las soluciones u y 6 y que sus normas y la norma de g estan acotadas por un valor
suficientemente pequeno. Cabe destacar que esta restriccion es usual para problemas rela-
cionados a la ecuacién de Navier-Stokes, y es consecuencia de su no-linealidad. Ademas,
se asume la existencia de una extensién de fp lo suficientemente pequena (en norma L?),
lo cual en la implementacion computacional plantea algunas restricciones a la malla para

que sea posible construir una extensién que cumpla dicha suposicion.

En la Seccién 3.2 se propone un problema discreto a resolver para aproximar la solucion
de (3.1.1). El problema discreto a resolver viene dado por (3.2.6). Este esquema discreto
es el resultado de tomar sub-espacios de dimensién finita de los espacios especificados en
(3.1.1) para las funciones test y las soluciones del problema. En este trabajo, se utilizan
aproximaciones de elementos finitos P! x PV x IP; es decir, la velocidad y temperatura son
aproximadas por funciones continuas lineales en cada elemento, y la presién es aproximada
por funciones discontinuas constantes en cada elemento. Ademas, se agregan términos es-
tabilizadores y se utiliza un campo a divergencia exactamente nula como campo convectivo

en las ecuaciones de Navier-Stokes y de Adveccion-Difusion que forman el problema.

El primer término estabilizador anadido es un término de la forma 3~ .o 77 [, [P][d], el
cual estabiliza los saltos de presion para la ecuacién de Navier-Stokes. El método asociado
es introducido en [6], y permite trabajar con elementos de bajo orden evitando problemas
de estabilidad inf-sup. Esto permite la utilizacién de aproximaciones de elementos finitos

P! x P? para la velocidad y la presién.

Ademsds, se agregan términos estabilizadores genéricos S, (u,v) y Sp(6,v) para las ecua-
ciones de Navier-Stokes y de Adveccion-Difusién, respectivamente. Esto términos estan

pensados para ser tomados de métodos estabilizados que existan en la literatura que per-



mitan estabilizar la aparicién de capas limites. En la Seccién 3.2 se especifican propiedades

necesarias para estos términos que son exigidas por la teoria desarrollada.

El campo a divergencia exactamente nula es el dado en (3.2.7), y estd basado en el campo
propuesto en [4, Ecuacién 3.56]. Este es un campo no conforme construido a partir de
las funciones base de mas bajo orden de Raviart-Thomas, y que en la implementacion
numérica del método se traduce en un post-proceso de la solucion numérica obtenida. En
el Teorema 15 se demuestra que dicho campo cumple con ser a divergencia nula en todo
el dominio. La utilizacién de un campo de divergencia nula, ademaés de aproximarse més
a la realidad del proceso fisico asociado, es crucial para poder facilitar numerosos célculos
a través de este trabajo y relajar propiedades e hipdtesis en los resultados obtenidos,
especialmente las hipotesis que suelen aparecer y se heredarian del estudio de la ecuacion
de Adveccién-Difusién. Por lo tanto, la utilizacion del campo dado en (3.2.7) nos permite
aprovechar estas ventajas a través de un postproceso con un muy bajo coste computacional,

conservando los grados de libertad de la aproximacién conforme.

Para el problema discreto (3.2.6), se demuestran propiedades de estabilidad y coercividad
necesarias de las formas que aparecen en dicha ecuacién, para lo cual se definen normas
discretas dependientes de la malla. Con esto, se demuestra la existencia de soluciones del
problema (3.2.6) (Teorema 23). Para obtener este resultado, el problema (3.2.6) es escrito
como un esquema de punto fijo, luego la existencia de solucién se obtiene como resultado
del Teorema de Punto Fijo de Brower. Este mismo esquema utilizado en la demostracion
es luego utilizado en la implementacién numérica para resolver el sistema de ecuaciones
no lineal asociado a (3.2.6). Para poder ocupar el Teorema de Punto Fijo de Brower, es

necesario que la normas de los datos estén acotadas por valor suficientemente pequeno.

A continuacién, se obtienen resultados para la estimacién de error de la solucién de (3.2.6).
En el Teorema 24 se prueba que para soluciones reales suficientemente suaves y suficiente-

mente pequenas y datos suficientemente pequenios, el método converge con orden O(h).

Luego, en el Capitulo 4 se detalla la implementacién numérica del método presentado.
Se presentan esquemas estabilizados existentes a ocupar, demostrando que cumplan las
propiedades exigidas en 3.2. Luego, se especifican las soluciones analiticas de los ejemplos

numéricos a realizar para probar la convergencia del método. Finalmente, se detallan los
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algoritmos numéricos a utilizar y se muestran los resultados las pruebas numéricas reali-

zadas.

Finalmente, en el Capitulo 5 se resumen los principales resultados obtenidos y se enuncian

posibles trabajos futuros y mejoras para el método acd expuesto.

1.1. Resumen de los principales resultados obtenidos

En esta seccién se expondran los resultados mas importantes concernientes a este trabajo.

La notacién a utilizar es la introducida en la Seccion 2.1.

Los resultados a exponer son concernientes a la resolucién del problema (1.0.1), a partir

del cual es obtenida la siguiente formulacion variacional:
Hallar (u,p,0) € H{(Q) x LE(Q) x HY(Q) tal que:

A(0;u,v) + Clu;u,v) — B(v,p) = (0g,v)q, Yv e HLQ),

(ua Q) - Oa vq € L(%(Q)a
a(0;0,9) + c(u;6,%) = 0, Vi) € HY(9),
0 = 0Op en I,

donde 0p € HY*(T') y

A(0;u,v) = /Q V(O)Vu: Vo, Clw;u,v) = /Q (w - Va)o,
o(i0.6) = [ r(eIVO- Vo, clwib,0) = [ w- Vo,
Bw.q) = [ Vo,
y donde las funciones »(-) v (-) cumplen con
0<vy<vd) <v, VIcH(Q),

0< ko < k() <k, VO HY(Q),

10
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|V(91) - V(92)| S Cu,lip |91 - 92| s vel,eg € HI(Q),

|K(01) — (02)] < Clrip |01 — 02|, V01,0, € H'().

Para la formulacién débil del problema anterior, se tiene el siguiente resultado de existencia
de soluciones (ver [39, Teorema 2.1]).

Teorema 1. Sea Q2 un dominio acotado en R? (d =2 o 3), con frontera Lipschitz continua
y poligonal T'; sean v,k > 0, g € L*(Q) y 0p € HY*('). Entonces existe una solucién débil
de (1.0.1).

De igual forma, se tiene el siguiente resultado de unicidad para soluciones pequenas (ver [46,
Teorema 2.3)).
Teorema 2. Sea (u,0) € [X NW1°(Q)] x WH=(Q) una solucién del problema (3.1.22),

y supongase que existe M > 0 suficientemente pequenio tal que

méx{llglloq » lullwroo s 101w} < M.

Entonces, la solucion es unica (Una condicion para M es entregada en (3.1.26)).

Luego, haciendo una eleccién usual de espacios de elementos finitos, del mayor bajo orden
posible, es que se propone un esquema de elementos finitos estabilizados que se lee como

sigue: Hallar (uy,pp,0n) € VO x Qn x Vj, tal que:

([ A(On;wn, 1) + C(U(wn, pr); un, v1) — Bn, pu) + Blun, qn)
—(0ng,vr)q + Su(un,vy) + Z TF/ lprllan] =0,
fez, IF (1.1.1)
a(0n; On, V) + c(L(un, pn); On, Yn) + So(On, vn) =0,
0n =in(0p)enT,

\

para todo (vp, gn, ¥n) € V9 x Qp x V)2, donde,
» v(-) y £(-) cumplen (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6);
u 9h = eh,o + 9h71, donde 9}170 c H&(Q) y 9h71|p0 = ih(ep);

= Los términos dados por las formas S, y Sg son términos estabilizadores adecuados

11
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cuyas propiedades son especificadas en la Seccion 3.2;

= El término ¢ estd dado por

C(up, pp) == up + Z Z Tr[pnler,

Keg, FEENIK

donde VF € £ N OK
| F]
d|K]|

es una funcién de base de Raviart—Thomas.

Cp()|k =% (@ —zF)

El esquema anterior, ademas de ser un esquema estabilizado de bajo orden, es que tiene la
propiedad adicional de que el campo dado por £(uy, pr), el cual es un campo no conforme,

es un campo solenoidal, es decir,
diV(ﬁ(’U.h,ph)(.’L')) =0, Vxel

Ahora, para esta formulacién, se tiene el siguiente resultado de existencia:

~ 1
Teorema 3. Si se cumple que C'||gllo o [[0n1ll s < 3 entonces eziste (Wn, pn, On) €
V9 x Qp x Vi, solucién de (1.1.1).

Este resultado de existencia es probado utilizando un argumento de punto fijo, el cual es

utilizado para implementar computacionalmente el esquema numérico propuesto.

Ahora, para la solucién de este esquema numeérico se tiene el siguiente resultado respecto a
la estimacién de error y convergencia, donde se prueba que la solucién del método converge
a la solucién del problema débil con orden O(h):

Teorema 4. Sea (u,p,0) € H{(Q) NWH>(Q) x L2(Q) x HY(Q) N W>(Q) solucidn del
problema (3.1.1) y (up,pn,0n) € VO(Q) x Qn(2) x V4(Q) solucién de (3.2.6). Supdngase

que

méx{||g||079 ) ||UHW1v°°(Q) , ||‘9||W1v°°(9)} <M,

con M suficientemente pequeno (una expresion mds especifica para M se puede encontrar
en (3.3.29) ).

12
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Ademds supongase que u € H*(Q), p € HY(Q) y 0 € H*(Q). Entonces existe C > 0 tal que

1w = un, p = pu)ll 7, + 110 = Ol < Ch(llullyq + Pl o) + 101l0)-

Este resultado entrega la convergencia para la solucion que entrega directamente el esquema
numeérico, es decir, que no incluye un campo de velocidades a divergencia nula. Ahora, si
se considera como la solucién final entregada por el método la solucién con velocidad a
divergencia nula dada por el campo no conforme ¢(uy, py), se demuestra en este trabajo

que la tasa de convergencia no es afectada.

13



2. PRELIMINARES

2.1. Notacion y definiciones

Sea D un subconjunto abierto acotado de R?, d = 2,3, con frontera poligonal. Para todos
los espacios de funciones sobre D a utilizar, se denotara texto en negrita para su contraparte

vectorial, y se usard un bajo acento para la contraparte matricial; por ejemplo, H*(D) =
[H'(D)]* y L*(D) = L*(D)*>“,

Se denotard como C(D) el espacio de funciones continuas sobre D. Se utilizard la notacién

habitual para los espacios de funciones p-integrables sobre D,

vy ={s: [15r <o} 120 <00y 2(0) = {£ mgxlsl} < o0}

dotados de la norma

1/p
v = [ [ 177] 5 1Ly = miet1 51

respectivamente. Se denotard por (-,-)p al producto interno usual en L?*(D) (asi también
como para L*(D) y L*(D)). Se denotaré como L3(D) al espacio de funciones L*(D) con

media nula, es decir,

Li(D) = {feLz(D):/f:O}.
D
También se utiliza la siguiente notacion estandar para los espacios de Sobolev,

Wk? = {fc [P(D): D*f € L’(D), Va € N*: |a| <k}, 1 < p < oo,
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dotados con la norma
1/p

I lweny = | D ID oy | 1< <00y v I flwroep) = max{|| D%l o) -

la|<k

Cuando p = 2, estos espacios pueden ser dotados de una estructura de espacios de Hilbert.

En dicho caso, se utiliza la siguiente notacién estandar:

H*(D) := W*?(D)

Para estos espacios, se preferird denotar como |||, , la norma respectiva (tanto para el caso
escalar como para el caso vectorial). Notar también que si k = 0, entonces H(D) = L*(D).

Para este caso, se preferira también denotar la norma del espacio como ||-||, p-
Se define también para estos espacios una seminorma dada por

1/2

o= > ID°flop

0<|a|<k

El conjunto de funciones en H'(D) con traza (tr) nula se denotardn como
Hy(D) ={f € H'(D) : tr(f) = 0}.

Ademas, se utilizaran los siguientes espacios de Hilbert vectoriales

H(div;D) = {weL*(D):V-wc L*D)},
Hy(div; D) = {we H(div;D):w-n=0enTI},
Hy(div’; D) = {w € Hy(div;D):V-w=0en D}.

Estos espacios son dotados con la norma

lwlidiv o = llwlo.p + IV - wllg

15
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A continuacién se introduce la notacién relacionada a la nomenclautra de elementos finitos.
Sea 2 un dominio abierto y acotado en R? (d = 2, 3), con frontera I' Lipschitz y poligonal.
Se denotard como m al vector normal unitario exterior a I'. Sea {.7},}5~0 una familia de
particiones regulares de 2, conformada por elementos K, triangulares si d = 2, tetraédricos

si d = 3. Para una particién (o malla) .7, fija se tiene:

& denota el conjunto de ejes(2D)/caras(2D) de la particién, & C £ denota el conjunto

de ejes(2D)/caras(2D) interiores de la particién;

A; denota la funcion base lineal a trozos asociada al vértice x,, de la particién, carac-

terizada por la condicién A, (%,,) = dum, donde 6, denota el delta de Kronecker;
= h denota el tamano de la particién, dado por h = méx{diam(K), K € Z,}.

Para un elemento K € .7, se tiene

0K denota la frontera de Ky Ex al conjunto de ejes(2D)/caras(3D) que conforman
0K

» P/(K) denota a los polinomios de grado igual o menor que [ en K;

Qk denota al conjunto de elementos de .7}, que comparten al menos un nodo con K

(también conocido como el “patch” de K);

| K| denota el drea(2D)/volumen(3D) de K, hy = diam(K) denota el didmetro de
K, n¥ denota el vector normal unitario a un eje(2D)/cara(3D) F' C 0K exterior con

respecto a K (ver Figuras 2.1 y 2.2).
Para un eje(2D)/cara(3D) F € £ se tiene:
» |F| denota el largo(2D)/area(3D) de F, hr = diam(F') denota el didmetro de F

s (Op denota el conjunto de elementos en .7, cuyas fronteras contienen a F' (también

conocido como el “patch” de F);

= t& denota al vector tangencial unitario al eje(2D) F' en sentido anti-horario respecto
a K, y a cualquier vector unitario contenido en el mismo plano que contiene a las
cara(3D) F' (ver Figura 2.1);

16
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» [v] denota el salto de v a través de F' € Ex+ NE—, definido fijando un vector normal

para cada F' € &, basado en la Figura 2.3, como

[v] = v[x+ — v|x-. (2.1.1)

I r)/ L,
n

Fig. 2.1: Localizacién y orientacion del vector tangente y del vector normal unitarios a un eje F'
en un elemento triangular K.

Fig. 2.2: Localizacién y orientacién del vector normal unitario a una cara F' en un elemento
tetraédrico K.

A partir de las definiciones previas, se introducen los siguientes espacios de elementos
finitos:
Vi, :={veC():v|xg eP(K), VK € T},

Vy :={veC(Q): v|x € P(K), VK € Z,} N Hy(Q),

Qn = {q€ L) : ¢|x € P'(K), VK € %}

17
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Kt K~
ng

Fig. 2.3: Orientacién de la normal fijada para F' = Ex+ N Fp-, escogiendo el vector normal n.
que apunta de K™ a K.

También se definen el siguiente espacio quebrado (broken spaces)

Hy(F) :={v:ve Hy(K), VK € F,}.

C' denotara una constante genérica, cuyo valor no depende del tamano de la malla h y en

general este valor no es el mismo en cada aparicién de esta constante.

Se denotara como I, a la proyeccién L? ortogonal sobre el espacio de funciones constantes
)

a trozos, la cual cumple con

(f =TW(f),9)a =0, VYgqe& L*(Q) con gk € PU(K) VK € T,

y por lo tanto satisface
1

MUWrZWT

/ﬁVKE%. (2.1.2)
K

Finalmente, el operador
i Hol(Q) — Vh

denota al interpolador nodal de Lagrange, para los nodos dados por la triangulacién .7,

el cual satisface [15, Teorema 4.4.20], y a su extensién obvia a funciones vectoriales.

2.2. Resultados Preliminares

En esta seccién se exponen algunos resultados ya existentes en la literatura, los cuales se

ocuparan con frecuencia a lo largo de este trabajo.

18
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Los siguientes teoremas proporcionan desigualdades locales para cualquier elemento K €
T,
Teorema 5 (Teorema de trazas locales). Sea v € H'(K). Entonces existe C' > 0 indepen-

diente de hg tal que

) 12
Hmb@Kr§(7<hkwhﬂjK-+hﬂvﬁj) . (2.2.1)

Demostracion. Ver [15, Ecuacién 10.3.8]. O

Teorema 6 (Desigualdades inversas). Sea I,m € N y v € P"(K). Entonces existe C' > 0

independiente de hy tal que para todo 0 <[ < m se cumple
‘U|m,K < Chlfgm ‘U|l,K . (2.2.2)
Demostracion. Ver [52, Teorema 1.12] O

Los siguientes teoremas proporcionan estimaciones tutiles del error asociado a la aplicacion
de operadores de interpolacién y de proyecciones ortogonales.

Teorema 7. Sea v € H*(K). Entonces existe C > 0 independiente de h tal que
o= in (@)l + P 10— i) < CR2 ol (223)

Demostracion. Ver [15, Teorema 4.4.20)] O

Teorema 8. Sea ¢ € H'(Q) y II;, definido en (2.1.2). Entonces existen Cy,Cy > 0 inde-
pendientes de h tal que
lg = n(q)]lp0 < Cih gl g - (2.2.4)

1/2

Z he ||lg — Hh(Q)]]Hg,F < Cohlglyq- (2.2.5)

Fe&r

Demostracion. La desigualdad (2.2.4) es una consecuencia directa de la desigualdad 6ptima

19
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de Poincaré [7,43,48]. Ahora, para demostrar (2.2.5) ndtese que

> e lllg—T@llg e < Y huc llg = (@)l o -

Fe&r Key,

Utilizando (2.2.1) en la desigualdad anterior, permite concluir que

Z he g — Hh(Q)]]||(2),F <C Z hi (hl_{l lg — Hh(Q)H?),K + hi |q — Hh(Q)ﬁ,K)

Fe&r Ke7,

=3 [la= W@l s+ W lal ]

KeT,

luego, utilizando (2.2.4) se tiene

>~ b o= (@)l - < € |32 al} g + B lalf o]

Fe&r

Con esto se tiene el resultado. O

El siguiente teorema establece la desigualdad de Cauchy-Schwarz para una forma bilineal
simétrica semidefinida positiva definida sobre un espacio vectorial real.
Teorema 9. Sea X wun espacio vectorial real y B : X x X — R wuna forma bilineal,

simétrica y semidifinida positiva. Entonces se satisface
B(z,y)* < B(z,2)B(y,y), (2.2.6)
para todo x,y € X.

Demostracion. Siy = Ox, (2.2.6) se satisface de manera trivial. Entonces, en adelante se

considera y # Ox.

Ahora, VA € R se tiene

0 < B(z+ \y,z + \y) = B(x,z) + 2AB(z,y) + N> B(y, y).

20
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Entonces, tomando A = —B(z,y)/B(y,y), se tiene

B(x,y) B(z,y)?
0 < B(z,z) —2——=B(z,y) + B(y,y).
() B(y,y) 0) B(y,y)? wv)
Luego,
0 < B(w,2)B(y,y) — 2B(2,y)* + B(x,y)*
< B(z,2)B(y,y) — Blw,y)*.
Finalmente, reordenando términos, se tiene (2.2.6). O

21



3. MARCO TEORICO

Como es usual para la mayoria de las EDPs, y sobre todo para los problemas basados en
las ecuaciones de Navier-Stokes, no existe una manera analitica de obtener una solucion de
(1.0.1). Es por ello que es necesario realizar un andlisis matemaético teérico que permita la
implementacién de un método numérico. Para la resolucién de EDPs elipticas, este andlisis
comienza con la obtencién y estudio de una formulacién débil del problema original. Esto
es seguido de la obtencion y estudio de un problema discretizado basado en esta tultima,
el cual permite encontrar soluciones en espacios de dimensién finita que aproximan la
soluciéon de la formulacion variacional. Finalmente, se hace un analisis de error respecto a
estas soluciones discretas, lo cual permite obtener los érdenes de convergencia asociados a

los métodos numéricos basados en el problema discreto mencionado.

3.1. Formulacion Débil

Como es usual en el estudio de EDPs elipticas, a partir de multiplicar las ecuaciones
en (1.0.1) por funciones suficientemente suaves, de hacer integracién por partes y de
argumentos de densidad, se obtiene el siguiente problema variacional: Hallar (u,p,0) €
H(Q) x L3(Q) x HY(Q) tal que:

A(O;u,v) + Clu;u,v) — B(v,p) = (0g,v)q, Yv e HJ(Q),
B(u, q) : Vg € L§(92),
a(0;0,v) + ¢(u, 6, v) ; Vi) € Hy(Q),

0 = 0Op en I,

0
) (3.1.1)
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donde 6p € H/2(T)NC(T) y
A(@;u,v) = [ v(0)Vu: Vv, Clw;u,v) = /(w -Vu)v,

0
a(p; 0,¢) =

B('U,Q) :/QV"U,
Q

K(Q)VO -V, cw;0,0) = | (w- VO, (3.1.2)

D\@\
S~

y donde las funciones v(-) y (-) cumplen con

0<1vp<vd) <v, Ve H(Q),ctpen, (3.1.3)
0< ko < k() <Ky, VO€ HYQ),ct.penQ, (3.1.4)
‘I/(¢91> — V(eg)‘ < Cy,lip |91 — 92‘ , V91,92 c H1<Q),Ctp en Q, (315)
|I€(91) — H(¢92>| < Cﬁ,lip |91 — 92| s Vﬁl, 92 S Hl(Q>, c.t.p en Q. (316)

Para demostrar la existencia de soluciones de (3.1.1), es natural contar con resultados
de estabilidad para todas las formas en (3.1.2), ademéds de resultados de coercividad o
estabilidad inf-sup segin corresponda, y propiedades usuales de las formas convectivas
C y ¢ cuando consideran un campo convectivo a divergencia nula. Estos resultados son

enunciados en las siguientes secciones.

3.1.1. Propiedades de estabilidad

A continuacién, en el siguiente lema se demuestran propiedades para las formas que apa-
recen en (3.1.2).
Lema 10. Sea u,v,w € H' (), p € L3(Q) y 0,4, p € H(Q)). Entonces, se satisface

|A(0;u,0)] <v1lully o o]l g (3.1.7)
a0, )| <w1 [0l (19110 (3.1.8)

B(v, q)| <d|v]], ¢ llglloq (3.1.9)
C(w;u,v)| <Ce |[wl], g l[ully o 0]l o (3.1.10)

23
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e(w; 0,0)] <Ce Jwll, g 10110 1011 (3.1.11)
(09 v)al <C llgllo 101, o1l (3.1.12)

donde Ce y C. son constantes positivas. Ademds, para v € HY(Q) y ,0,,0, € H(Q),
u e WhH>(Q), § € Wheo(Q), se tiene

|AWO;u,v) — A(f2;u,0)] < Coip [l 100 — b2l 0]l g (3.1.13)
|a(01:0,¢) — a(02;0,9)| < Creip 10]lyy1.00 () 162 = Ozl o 101}y o - (3.1.14)

La demostracién de estas propiedades se puede encontrar en [46] y se basa en la aplicacién
de las desigualdades de Cauchy-Schwarz y de Holder, la continuidad Lipschitz de v y
Kk en (3.1.5) y (3.1.6), y de [33, Lema IV.2.1]. Para mas detalles, ver [33, Seccién 1.5.1]
y [33, Seccién IV.2.1].

Ahora, se introduce el kernel
X={veHyQ): Blv,q)=0,Vqge L(Q)} = {ve H)Q) : divv=0}.
Claramente, X C H(div’; Q). Entonces, integrando por partes se se tiene
Clw;v,v) =0, Vo€ Hy(Q),Vw e X, (3.1.15)

c(w;,v) =0, V€ Hy(Q),Vw € X. (3.1.16)

Ademas se pueden obtener las siguientes propiedades equivalentes a las dos anteriores
Cw;u,v) = —C(w;v,u), Yuc H'(Q),Vv € H}(Q),Yw € X, (3.1.17)
c(w;0,7) = —c(w;,0), Vo€ HY(Q),V € Hy(Q),Vw € X. (3.1.18)

Estas propiedades pueden ser vistas en detalle en [33].
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3.1.2. Propiedades de coercividad y condicién Inf-Sup

A continuacion, se presentan propiedades de coercividad para la forma A y a y la condicién
Inf-Sup para la forma B.

Lema 11. Existen constantes Cuo 4 Y Ceoq positivas tales que para todo v € HY(Q), ¢ €
HNQ) y p € H(Q) se cumple

|A(p;0,9)] = Coou¥l1 g - (3.1.19)

|a(p; 8, )| = Ceoa Y]]} - (3.1.20)
Finalmente, la forma bilineal B satisface la condicién inf-sup,

sup B(v,q)

> Cisllalloq, Ve Li(9), (3.1.21)
veH}(2)\{0} H”Hm

donde C;_¢ > 0 sélo depende del dominio 2. Nuevamente, la demostracién de estas pro-

piedades puede encontrarse en [33, Seccién 1.5.1].

3.1.3. Existencia y unicidad de solucion

En esta seccién se exponen resultados concernientes a la existencia y unicidad de solucion
para el problema (3.1.1). Estos resultados son obtenidos en [46] y [39], basandose principal-
mente en argumentos de punto fijo para la demostracion de existencia, y en la hipdtesis de
datos y soluciones pequenas para la demostracién de unicidad, utilizando las propiedades
mostradas anteriormente en esta seccién para las formas definidas en (3.1.2). Estos resul-
tados trabajan sobre el problema resultante de restringir (3.1.1) al kernel X en : Hallar
(u,0) € X x HY(Q) tales que O|r = 0p y:

{ A(0;u,v) + C(usu,v) — (fg,v)o =0, (3.1.22)

a(0;0,v) + c(u;0,) = 0,

para todo (v,1) € X x Hj(€). La equivalencia entre ambos problemas se sigue de [33,

Teorema IV.1.4], que se cumple cuando se satisfacen (3.1.19) y (3.1.21). Es decir, si
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(u,p,0) € HY(Q) x L3(2) x H'(Q) es una solucién de (3.1.1), entonces u € X y (u,0)
es también una solucién de (3.1.22). Del mismo modo, si (u,0) € X x H'(Q) es una solu-
cién de (3.1.22), entonces existe una tinica presién p € L3(2) tal que (u,p, ) es solucién
de (3.1.1).

El resultado de existencia del problema reducido (3.1.22) es estudiado con detalle en [39],

donde la herramienta principal usada es la escritura de la temperatura 6 como

0 =00+ 0, (3.1.23)
donde 0y € H}(Q)) v 6, € H'(Q), de modo que

O1|r = 0p.

En el siguiente Lema ( [39, Lema 4.1]), se prueba que la extensién 6, puede ser escogida
tan pequena como se requiera.

Lema 12. Sea Q un dominio acotado de R, d = 2 0 3, con frontera Lipschitz continua.
Si Op € HY?(I'), entonces para todo ¢ positivo y 1 < p < 6 sid =3 o cualquier nimero

finito p > 1 si d = 2, existe una extension 6, € H'(Q) de 0p tales que 1611 o) <&
A partir de lo anterior, estimaciones a priori de las soluciones de (3.1.22) son obtenidas,
las cuales vienen dadas por

CHQHO,Q

[uf, o <2 16111y, (0 +#1) = F1 {61l 0

(3.1.24)

2%1

li < 181 (14252 ) = Fa 6l

A partir de estas estimaciones, se obtiene en [39, Teorema 2.1] el siguiente teorema:
Teorema 13. Sea Q un dominio acotado en R (d =2 o 3), con frontera Lipschitz con-
tinua; sean v y k satisfaciendo 3.1.3 y 3.1.4 respectivamente, g € L*(Q) y 0p € HY*(T).

Entonces existe una solucion débil de (1.0.1).

La prueba de este Teorema usa como argumento principal la aplicaciéon del Teorema de
Punto Fijo de Brower, donde la eleccién del conjunto acotado, convexo y cerrado para la

aplicacién de dicho teorema se basa en las estimaciones obtenidas en (3.1.24).
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Es importante remarcar que las mismas lineas de demostracion del teorema anterior son
adaptadas para la posterior prueba de existencia de solucién de la discretizacion del pro-

blema, como se verd en la Seccion 3.2.

La unicidad de solucién para soluciones pequenas es obtenida también en [39, Seccién 7|, sin
embargo son requeridas supuestos de suavidad adicionales para el dominio. En el siguiente
teorema se muestra el resultado obtenido en [46, Teorema 2.3], donde dichos supuestos son
relajados.

Teorema 14. Sea (u,0) € [X NW1>(Q)] x WH(Q) una solucién del problema (3.1.22),

y supongase que existe M > 0 suficientemente pequeno tal que
max{(|gllo.q » [l 101y} < M. (3.1.25)

Entonces, la solucion es unica (Una condicion para M es entregada en (3.1.26)).

La prueba de este teorema es mostrada con detalle en [46], donde la condicién (3.1.25) se

obtiene con

Ccoa Cco.A
M < mi : : 3.1.26
mln{K‘l—Cﬁ,lip’Och—f—K}’ (3.1.26)

donde K := (Cy + Cyuip + C:Cx) /2.
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3.2. Problema Discreto

Para la discretizaciéon de (3.1.1), se van a considerar términos estabilizadores abstractos
que mas adelante seran reemplazados a partir de esquemas estabilizados existentes en la

literatura para las ecuaciones de Navier-Stokes y la ecuacion de Adveccién-Difusion.

En primer lugar, para las ecuaciones de Navier-Stokes se consideraran los términos esta-
bilizadores S, (u,v) ¥ D> pee, TF [ [pll4], para todo u,v,p, q suficientemente suaves , los
cuales estabilizan las ecuaciones asociadas a la conservacién de momento y de masa, res-

pectivamente, y donde

=13

En este caso, f € L?(Q)? corresponde al lado derecho de la ecuacién de conservacién de

(3.2.1)

TF

momento.

El término ... 7r [ [P][g] permite el uso de una aproximacion discontinua constante
a trozos para la presion, el cual es introducido en [6]. Més adelante, este término permitird
la obtencion de un campo de velocidad de divergencia exactamente nula . La forma S,
debe ser bilineal, simétrica y semidefinida positiva, por lo cual como consecuencia del
Teorema 9 ésta cumple para todo u,v suficientemente suaves la siguiente propiedad del

tipo Cauchy-Schwarz,
1S, (w,v)| < S, (u,u)%S, (v,v)"2 (3.2.2)

En segundo lugar, para la ecuacion de Adveccion-Difusion se considera el término esta-
bilizador Sy(6, ), para todo 6, suficientemente suaves. La forma Sy debe ser bilineal,
simétrica y semidefinida positiva, por lo cual como consecuencia del Teorema 9 ésta cum-

ple para todo @, suficientemente suaves la siguiente propiedad del tipo Cauchy-Schwarz,
|S9(6, )| < Sp(6,0)"/2Sy (1, 1p) 2. (3.2.3)
Ademds, estas formas deben cumplir para todo v € H*(Q) y v € H*(Q)

Su(v,0) < CR* ol v So(w,v) < CR* [[¥]3 4, (3.24)
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Su(v — iy, v — i) < CW® ||l v So(th — inh, ¥ — int) < Ch* [¥]5q - (3.2.5)

Estas propiedades se cumplen en general para la mayoria de los métodos estabilizados

existentes en la literatura para las ecuaciones de Navier-Stokes y de Adveccion-Difusion.

Considerando lo anterior, el problema discreto a tratar es: Hallar (up,, pr,0r) € VO xQnxV,

tal que:

( A(br;upn,vp) + C(L(up, pr);un, vy) — By, pr) + B(un, qn)
—(0hg,vr)q + Su(un,vy) + Z TF/ lprllan] =0,
Fe&r F (326)
a(On; On, V) + c(L(un, pr); On, Y1) + So(On, vn) =0,
0 =in(0p) enT,

\

para todo (vp, gn, ¥n) € V9 x Q) x V)2, donde,

= v(-) y £(-) cumplen (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5) y (3.1.6),

C(up, pr) = up + Z Tr[prller, (3.2.7)
Fe&r
donde VF € £ N &k 7
F
op(r)|k = :t—d|K| (x—zp) (3.2.8)

es una funcién de base de Raviart—Thomas, donde xr corresponde al nodo opuesto al
eje/cara F'y los signos £ son escogidos a partir de la normal fijada en cada eje/cara,

como se muestra en la Figura 2.3 (+ si K corresponde a KT, 0o — en caso contrario),

y
u 9h = eh,o + 9h71, donde 9}170 € HOI(Q) y 9h71|p = z’h(QD).

El operador ¢ en el esquema numérico se traduce en un post-proceso de la solucién de las
ecuaciones de Navier-Stokes, entregando un campo de velocidad a divergencia nula, lo cual
se explicita en el siguiente teorema.

Teorema 15. Sea (up,pp,0) solucion de (3.2.6). Sea el operador ¢ dado por (3.2.7).

29



30

Entonces,
AR E(uh,ph) = O, en €.

Demostracion. Tomando vy, = 0 € V)Y en la primera ecuacién de (3.2.6), se tiene

Blun, ) + > TF/F [on]lan] =0, Vau € Qn.

Fe&r

Utilizando la definicién de B en (3.1.2) en la ecuacién anterior, se tiene

(g0 V- w)a+ 3 7 /F I]l] = . (3.2.9)

Fe&r
Ahora, sea ¢ € Qp,. Entonces, considerando la definicién de ¢ en (3.2.7) se tiene
(V- lun,pr): @)o = (V- un, q)g + (V' > TFHPh]]‘P]?aQ) :
Fe&r Q
Luego, reemplazando la ecuacién (3.2.9) en lo anterior se obtiene

( > TF[[Ph]]V'<PF>q) . (3.2.10)

Fe&Enéi

(V- un, pr), Ja=— Y TF/F[[ph]][[Q]] + )

Fe&r Ke7,

Ahora, nétese que

|F| d|F| 17|
Vopr(z) =+ V. (z—zp) =+ T
d|K]| d|K| | K|

Entonces, utilizando lo anterior y que ¢|x € P°(K) en (3.2.10), desarrollando algebraica-

mente, considerando la Figura 2.3 y (2.1.1), se obtiene

ja
- ttunpa=- Y e [ lld+ X Y bl K
Fc&; F KeJ, FEENEK
—= e [+ 3 3 Pl
Feg; F KeT, FEENEx
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—= Y [lld+ X rwlP el - Il

- FZ; TF/F Ipn]lq] + FX;KTFK/F [pr]{d]

=0.

Por lo tanto, V - £(uy, pr) € Qit. Ahora, se probard que V - £(uy,, pr) € Q. En efecto, notar
que L(up, pp)|x € P1(K) para todo K € J},. Por lo tanto, V - £(uy, pp)|x € PO(K).

Ademas, utilizando el Teorema de la Divergencia, que u, € V9 y (3.2.8), se tiene

/va(uh,ph) :/ﬁ(uh,ph)-n

r

:/Fuh-n+ ZTF[[ph]]QOF-n

FFGEI

) i
=2 2 ey [ f@man

Keg, FEENEK

Como F' € &, entonces xp € I'. Luego, siz € T, se tiene que (x —z ) -n = 0. Por lo tanto,

/ V- g(uhaph) =0.
Q

Entonces, V - £(up, pr) € Qn N Qj-, lo que implica que V - £(uy,, pp) = 0 en Q. O]

El campo £(uy, pr) dado en (3.2.7) es no conforme en el sentido que no pertenece a H' ().
Sin embargo, si pertenece a H(div,2), dado que es suma de una funcién continua lineal a
trozos y una funcién perteneciente al espacio generado por las funciones base de Raviart—
Thomas, las cuales permiten generar aproximaciones conformes del espacio H (div, 2). De
esta manera, la divergencia que se considera no es la restringida a cada elemento, sino la

divergencia global.

Es importante remarcar que no es posible la obtencién de un campo conforme continuo
lineal a trozos a divergencia nula, a menos que polinomios de mayor grado sean utilizados

para aproximar la velocidad. Por lo tanto, el método aqui utilizado es bastante ventajoso,
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al permitir aprovechar los beneficios de la utilizacién de un campo a divergencia nula
conservando los grados de libertad de la aproximacion conforme, donde el precio a pagar

es una modificacién de coste computacional bajisimo del campo de velocidad.

Aligual que en la Seccion 3.1, es necesario contar con resultados de estabilidad y coercividad
para los términos que aparecen en (3.2.6), pero esta vez se consideran normas discretas
dependientes de la malla que facilitan la obtencion de dichos resultados, los cuales son
necesarios para la demostracion de existencia de solucion y la posterior estimacién de

error.

3.2.1. Propiedades de estabilidad discretas

En esta seccion se presentaran propiedades de estabilidad para los términos que aparecen
en (3.2.6), para lo cual se definen las siguientes normas para todo (v, ¢) y @ suficientemente

suaves:

2 2 2
1@, D)3 = vo o[t g+ Su(w,0) + > 7o [4lll5 - »
Fe&r

||9||?r(y) = ko |01[} o + So (6, 6).

Previo a obtener resultados de estabilidad con estas normas discretas, es necesario contar
con el lema siguiente, donde se presentan més propiedades de ¢(+).
Lema 16. Seanu €V, v € HY(Q), p € Q1 y q € [1,6]. Entonces existen constantes C, y

C positivas tal que

1/2 1/2
(zw@,pnf,K) SC(\vﬁ,gﬂLZTFHﬂpHHﬁ,F) sz
Kegy, Feg&y

1€(u, Pl ooy < Co i, 2)ll vy (3.2.12)

Demostracion. Para demostrar (3.2.11), se considera (3.2.7), la desigualdad (a + b)* <
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2a” + 2b% y la desigualdad de Yensen y el hecho que 7 = hp/12 para obtener

2

Do ltwp)ix<2| > IVollgx+

Ke9y, Ke9y,

Z r[p]Ver

Fe&Enéx

0,K

<2 (|v\f,9 +d+1) Y Y bl HV<PFH§,K> :

Keg, FEEINEK

|F|

Como Vep = —K , donde [ es la matriz identidad d x d, se tiene,

| |2 2d—2

IVerll = 2 |K]? K| <y ;;d = Chhg 2.
K

Entonces, a partir de lo anterior y del hecho que 77 = hp/12, se tiene

S o)y <2 (miﬂ L Y Y T%[[p]]zh%‘2>

Ke, KeJ, FEENEK

<2 (\vﬁﬂ d+1 Z Z me[p]*hd 1)

Keyh Fe&nék

Ademds, como p|x € PY(K) para todo K € 7, se tiene

/F[[p]]2 ~ by [p]*. (3.2.13)

Entonces, a partir de (3.2.13) se tiene

Z|£vp|1K<2<|v|1Q d+10102 > TF/[[p]]>

Keg, Keg, FEEINEK

<C <|'v|iQ + Z TF ||[[P]]||§,F) ;

Fe&r

con lo que se tiene (3.2.11).

Ahora, para probar (3.2.12), se considera el siguiente resultado (ver [46, Ecuacién 3.12]
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védlido para todo wy, € H*(F},)

1/2
[wnlpaey < C (Z IVwnllg e + Y hy' ||[[’wh]]||§,F) : (3.2.14)
Ke, Fe&r

donde ¢ € [1,00) sid =2y g€ [1,6] sid=3.

Utilizando el resultado anterior y (3.2.11) se tiene

1/2
1€(w, p) |l oy < Co ( S Ve p)llg i+ > by ||[w<u,p>ﬂ||§,F>

Keg, Fe&r
~ 2 2
< Cy (C <|"‘1Q + Z F ||[[p]]H0,F>
Feé&r

1/2
+ Z h}l ||[[£(uap)]]||(2)F> :

Fe&r

Utilizando (3.2.7) y el hecho que [u] = 0 (dado que u € V;, € H'(2)) para obtener

||€(uap)||LQ(Q) < (C (M?Q + Z TF ||HP]]||§F>

Feé&r
2\ 12 (3.2.15)
+

|l Z TF [[p]]SOF']]

F'eEnEx

0,F

Ademas, no es dificil ver que

2

2 h'

Fe&r

<o hyt Y R llerll,

0,F Fe&r F'eEnQp

|l Z TF [[p]]SOF']]

F'eEnEx
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Entonces, reemplazando en (3.2.15) el resultado anterior se tiene

16, P)l[ Loy < Co <C <\U|f,g + )T H[[M]Hﬁ,p)

Fe&r

1/2
+C> hpt Y T%/[[p]]zll[[w]HIS,F) :

Fe&r F'egEnQrp

(3.2.16)

Ahora, notar que utilizando la desigualdad de Yensen y la regularidad de la malla se tiene

|[d||1;\ i(z; — .’L'F)ﬂ 2

0,F

2

hd_ 1 h’F

o=

< (Y

2
lerllor =

.....

0,F

Asi, considerando la regularidad de la malla y lo anterior en (3.2.16), que 7 = hr/12,y
(3.2.13), se obtiene

1/2
100, )| ey < (O%ﬁZmWWQ“M%Z%WWﬂ

Fe&r Feé&r
1/2
<C (C (IUI1 o+ D ]G F> +CCCr Y TF[[p]]Qh‘é‘1>
Fe&; Feé&;
- @m+2m/m>
Fe€
Por lo tanto,
Hg(uvp)HLQ(Q) <C, H(uap)HN(y) )
con C, = C,C (méx{1/vy, 1})"/%. O

En el siguiente lema se proveen propiedades de continuidad para los términos que aparecen
n (3.2.6).

Lema 17. Emisten constantes C’g Yy C’a positivas tales que para todo v € V?l, q € Qn,
eV, 0 e Whe(Q), p € HY(Q) y g € L*(Q) se cumple

(89 v)al < Cy llglloq 10, D)l 187 - (3.2.17)
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la(;0,4) + Sp(0,9)] < Cq 101l 1¥]l 77 - (3.2.18)

Demostracion. Para demostrar (3.2.17), en lado izquierdo se aplica la desigualdad de
Holder, luego la inyeccion de Sobolev, luego la desigualdad de Poincaré, y finalmente las

definiciones de |[(,*)|[ 7y ¥ [I'll7(7) ¥ se tiene

(69, v)al < llgllo.0 10l 161l 50y
< CZulgllog Il g 161 ¢
embC ||g||0,Q |'U|1Q||9||1Q
<cembcp lgllonvo " 10, D)l 5o 2 16]lz )

donde Cp = (1+ C%)'/?, y C, es la constante de Poincaré.

C’ ~1/2, ~1/2

Luego, se tiene la desigualdad (3.2.17) con C’ C? Ky

emb

Finalmente, para demostrar (3.2.18), en el lado izquierdo se aplica desigualdad triangular,
la propiedad (3.1.4), la desigualdad de Cauchy-Schwarz (3.2.3) y luego la definicién de la

norma |||y v se obtiene

|a(30,9) + So(0, )| < K1 [IVO]lo.0 [V llg0 + So(8,0) S (v, 1)
< w1 [10lly,0 [1901ly,0 + So (6, 6)'72Se (1, 4) "2
K
< K—(l) 1007y 1M 77y + MOy 1Ml )

R1
< (—=+ D 0l 1¥ll7z)
Ko
con lo que se prueba (3.2.18) con C, = w1 O

En los siguientes dos lemas se obtienen resultados de estabilidad para las formas C y ¢, en
donde se asume que V- £(u, p) = 0, como ocurre cuando % y p son soluciones de (3.2.6). Las
desigualdades entregadas en el primer lema permite la obtencién del resultado de existencia
para el problema discreto, en cambio las desigualdades entregadas en el segundo lema seran
utilizadas mas adelante en la seccion de estimacién de error.

Lema 18. Ezisten constantes Ce y C. positivas tales que para todo v,w € VY. 0,9 €V,
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q€Qny(up eV)xQr,N{(v,q) €eV)xQp:V-Lv,q) =0} se cumple

C(£(w, p);w,v]) < Ce [|(w, p)|| y ) W] ps ) 1@, D () » (3.2.19)
(0w, p); 0, 0)] < Cell(w, 9)ll () 161l ooy 1]l 7 - (3.2.20)

Demostracion. Para demostrar la desigualdad (3.2.19), se utiliza (3.1.17) considerando que
{(u,p) es de divergencia nula, y se aplica la desigualdad de Holder en el lado izquierdo de
(3.2.19)

C(Ua p)iw,v)| = [~C(Eu, p)iv.w)| < 1€ P)llgsgey [Vollog Il - (32:21)

Ahora, se reemplaza (3.2.12) en (3.2.21) y luego se utiliza la definicién de [[(-, )|y para

obtener

C(e(u, p)iw,v)| < Co [|(w, )|y ) VOlloq W] 30
|

2

< Cs (U,p)HN(y) Yo ”’Q)”N(f) ||w||L3(Q)'

Luego, se tiene (3.2.19) con Cp = 1/0_1/26_’6.

De manera similar se puede obtener la desigualdad (3.2.20). Para esto, se utiliza (3.1.18)
considerando que £(u, p) es de divergencia nula, y se aplica la desigualdad de Holder en el

lado izquierdo de (3.2.20), para asi obtener
|c(£(u,p); 0,0)] = [—c(€(u, p); ¥, 0) < [[€(u,p)l|zs o) (VYo 0l 15q) - (3.2.22)

Ahora, se utiliza (3.2.12) en (3.2.22) y la definicién de ||-|| (7, v se obtiene

Luego, se tiene (3.2.20) con C; = /{51/26'6. O

Lema 19. Sean (v,q) € V) x Qpn, ¥ € Vi, (u,p) € {(2,t) € HY(Q) x [L3(Q) x H(Q)] :
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V- l(z,t) =0}, we HY(Q) NW'™(Q) y 0 € W-*(Q). Entonces existen constantes Ceq y

Ceo positivas tales que

IC(l(u,p)iw,v)| < Ces ||w||W1»o<>(Q) ||(U>P)||N(9) ||('Uaf.1)||N(9) ’ (3.2.23)
lc(l(u, p); 0, ¢)| < Cer ||9||le°°(Q) ||(U,p)||N(.9) ||¢||T(y) : (3.2.24)

Demostracion. La obtencion de ambas desigualdades se consigue de manera muy similar
a lo hecho para obtener (3.2.19) y (3.2.20).

A partir del uso de las ecuaciones (3.1.17) y (3.1.18) y la desigualdad de Hélder, se tiene

IC(l(u, p);w,v)| < Hg(’u’p)”o,g ||w||L°°(Q) |U‘1,Q7
|c(€(u, p); 0,0)] < [[€(w, p)llo.0 101 oo 0y 1] -

Entonces, a partir de la definicién de las normas y la desigualdad (3.2.12), con g = 2, se

tiene

~1/2 A
IC(L(u, p);w,v)| < v, / Cy ||(u7p>HN(,7) ||w||W1,o<>(Q) H(”aQ)HN(ﬂ) )
~1/2 A
(0w, p); 0,9)] < kg 2Co || (@, D) ) 10llwrno e 1€y -

Luego, se tienen las desigualdades (3.2.23) y (3.2.24) con Cpoy = 1/0_1/26_'2 y Cey = /@51/26_’2,
donde la constante Cy estd dada en 3.2.12. Ol

Ademds, a partir de (3.1.5) y (3.1.6) se tiene que los términos elipticos en (3.2.6) son
Lipschitz continuos con respecto al primer argumento, lo cual es establecido en el Lema
que sigue.

Lema 20. Sean 1,109 € H' (), u € WH>(Q), 0 € WH(Q), (v,q) € Vi, x Qp y ¥ € Vj,.

Entonces se cumple

(AW u,0) = A(dziu, )] < CCip (|01 = allp 7 [ellwrooo) @ DIy, (3:2:25)
|a(¢1§ 0, @D) - a(w% 9,¢)| < Cncn,lip le - w2||T(,7) ||9||W1,o<>(9) ||7/’||T(y) : (3-2-26)

Demostracion. La demostracién de las desigualdades (3.2.25) y (3.2.26) se desarrollan de
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manera similar. Para la expresién (3.2.25), se utiliza la desigualdad (3.1.5), y luego la

desigualdad de Holder, y se obtiene

|A(1;u,v) — A2 u,v)| < Cu,lip/ |1 — o [V : V|
Q

< Coaip 101 — 2l o VUl g ], g -

A partir de las definiciones de las normas [|||l; 7 v [|(; )|y se tiene

—1/2 —-1/2
AW u,v) — A u,0)] < Coupy g 2 [0 = Yol ) Tl 10, @) |y 7 -

De esta manera, se tiene el resultado (3.2.25) con C, = (ko) 2.

Para demostrar la desigualdad (3.2.26) se procede de manera muy similar, y se tiene el

resultado con Cy = k" O

3.2.2.  Propiedades de coercividad discretas

A continuacién se presentan propiedades de coercividad para los términos que aparecen en
(3.2.6).
Lema 21. Para todo (v,q) € VO x Qp, ¥ € V! y 0 € V, se cumple

ABr0,0)+ 5,00 + Y 7 [T 2 0.0 (3:2.27)
Fe&; F
a(0;, ) + So(4, %) 2 Caog 1917 (3.2.28)

donde Cop es una constante positiva.

Demostracion. El resultado (3.2.27) sigue de utilizar la propiedad (3.1.3) y la definicién
de la norma |[(-,-)[| v en el lado izquierdo. Por su parte, el resultado (3.2.28) sigue de
utilizar la propiedad (3.1.4), la definicién de la norma ||-|| () v la desigualdad de Poincaré

en el lado izquierdo, con constante 6'6079 = min{1, C’p_ . O
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3.2.3. Existencia de solucion del problema discreto

En esta seccién se provee un resultado de existencia de solucién para el problema (3.2.6).
Para ello, es necesario el siguiente lema que entrega estimaciones a priori para la velocidad,
presion y temperatura discretas:

Lema 22. Sea (up, pp, 0n) solucion de (3.2.6). Asumase que

. 1
Cligllog 19011l 5(0) < 5 (3.2.29)
con o
o= S
C100,67

entonces existen constantes C, y Cy dependientes sdlo de ||gl|y, y las constantes definidas

en la Seccion 3.2.1 y la Seccion 3.2.2, tales que

w2y < oMbl W80lzr) < Gl (3.2.30)
Demostracion. Se toma la funcién test (vp, qn, ¥n) = (Un, Pr, Ono) en (3.2.6) y se obtiene

A(Or; up, up) + C(C(un, pr); un, up) — B(un, pr) + B(up, pr)

+Su(un, up) + Z TF/F n]® = (Org,un)a,

Feé&r

a(On; On, On0) + c(€(un, pr); On, Ono) + So(On, Ono) = 0.

Ahora, simplificando términos, expresando 6, como 6, = 0 + 051, y ocupando las pro-

piedades (3.1.15) y (3.1.16), se obtienen las ecuaciones

A(On; wn, wn) + Su(n, wn) + ) TF/ [on]* = (On.0g,un)a + (0n.19,un)a
F

Fe&r

a(On; 0n.0,0n0) + So(0n0, Ono) = —a(On; On1,0n0) — c(€(un, pr); On1,0n0) — So(On1,0n0)-
(3.2.31)

En la primera ecuacién de (3.2.31), se utiliza (3.2.27) al lado izquierdo, y se toma valor

absoluto, se utiliza la desigualdad triangular y la propiedad (3.2.17) al lado derecho, y se
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obtiene
) .
w227y < Co gl a2l sy (100l + 100l ) -

Luego,
I wn )y < Co lgllos (180 llrry + 1611l 7)) (3.2.32)

En la segunda ecuacién de (3.2.31), se utiliza (3.2.28) en el lado izquierdo, y en el lado
derecho se toma valor absoluto, se utiliza desigualdad triangular y las desigualdades (3.2.18)
y (3.2.20), y se obtiene

Ceot 10n0ll77) < CallOnall o 10n0ll 7 ) + Ce | @n, ) |y 1011l gy 1m0l
Luego,
180027y < Coo (CallOntllary + Cell @, o)Ly 1Bl scay) - (3.2.33)
Reemplazando (3.2.32) en (3.2.33), y luego reordenando términos, se tiene

||(uh,ph)||N(9

sumdwgmwy%mMM%m 10030 + 10l )

< Gyl (CoalaCa 1) W0nllrgr) + CoatsCoCe gl st 1) Ly 16011 ooy -

Por lo tanto, dado el supuesto (3.2.29) se tiene

1
5 1@, 2l < Cyllgllon (CooCat 1) 10l

De esta manera, se prueba que
lns Pl ) < Cu 0l » con Cu = 2C215C, llgllo (c +ow@) (3.2.34)

Ademsds, utilizando la desigualdad triangular, la desigualdad (3.2.33), la cota (3.2.34) reor-
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denando términos, y utilizando el supuesto (3.2.29), se tiene

16/l
< Heh,OHT(_y) + Heh,IHT(y)
< (CotsCa+ 1) 1nallr iy + CotoCe lln, ) L) 1001 o)

< (CobiCat 1) 1nallnr) + CooC2CsCy gl (Co+ Coon) 10l 100t e

e A s c,C.
< (CLoCat 1) il +2C5% (Co+ Cono) ( 7 ||g||m||eh1||m> 195l
( coGC +1> ||9h1HT(9 +Cco€ (C "‘Ccof)) HehIHT(y

co,0

Por lo tanto,
184ll17) < Collthillzz,» con Co =205l (Cat Cunp) (3.2.35)
Con esto se finaliza la demostracion. O

Este resultado entrega lo necesario para obtener el siguiente resultado, donde nuevamente
es utilizado un argumento de punto fijo (como ya se habia realizado en la demostracién de
existencia de soluciones del problema variacional).

Teorema 23. Si se cumple el supuesto (3.2.29), entonces existe (up, pn,0y) € VO x Qp x Vj,
solucion de (3.2.6).

Demostracion. Para la demostracion del teorema, se ocupara el teorema de punto fijo de
Brower. Para esto es necesario definir un operador adecuado que sea continuo y tal que

para un conjunto convexo acotado y cerrado M cumpla L(M) C M

Se va a considerar el operador

EZV%XQhXVh%VQXQhXVh
E(zhvthv (ph) = (uhvph79h>
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dado por

A(n;un,vp) + C(U(2p, th); un, v) — B(vn, pr) + B(un, qn)
+Su(un, vp) + Z TF/ [pnllan] = (ong.vn)e,
Fe&r F (3236)
a(en; On,n) + c(l(zn, th); On, ) + So(0n,n) = 0,
0n = in(0p) en T,

\

para todo (vy, qn, V) € V9 x Qp, X Vj,. Notar que un punto fijo del operador £ corresponde

a una solucién del problema (3.2.6).

Se define el conjunto

M ={(2,1,0): V- 0z,1) = 0,2 Dlly() < CullOnallzgzy  [€llrzy < ColOrllr }

donde C), y Cy estan dados por (3.2.34) y (3.2.35), respectivamente.
Para utilizar el Teorema de punto fijo de Brower, la prueba se dividira en 3 pasos.
Paso 1: Demostrar que £ esta bien definido.

Notar que (3.2.36) esta conformado por dos problemas desacoplados. El primero correspon-
de a un problema de Oseen estabilizado, y el segundo a un problema de adveccion-difusién
estabilizado. En ambos casos el campo convectivo es {(zy,ty), el cual es de divergencia
nula en 2 cuando el dominio de £ es M. Por lo tanto, ambos problemas tienen solucién y

entonces L esta bien definido.
Paso 2: Demostrar que £ aplica M en M.

Sea (z,t,p) € M tal que L(z,t,¢) = (un, pp, 0). Tomando (vp, qn) = (up, pp) en la primera

ecuacién de (3.2.36) se tiene

Al un, un) + C(L(2,t);wp, w) — Blwn, pr) + B, pn) + Su(un, up) + Y TF/ [pn]?
Fe&r B

= (8097 uh)Q-

Dado que /(z,t) es de divergencia nula, se utiliza (3.1.15) y las propiedades (3.2.27) y
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(3.2.17) y se tiene

5 -
1Cn i)l 7y < Co llglloo I @n: i)l iz 1l -

Como (z,t,¢) € M, se tiene

) .
I wns i)l vy < Co llgllo.c [1ns )l 7y CollOnA 17y -

Simplificando términos y utilizando la definicién de Cy dada en (3.2.35) se tiene
||(“h=ph)||N(9) < 6920;;,19 (éu + écoﬂ) 191100 ||9h,1HT(y) -

Observando la definicién de C,, en (3.2.34), se tiene

[ o) Ly 7y < CullOnallp 7y -

Ahora, tomando ¢ = 6, en la segunda ecuacién en (3.2.36) se tiene
a(p; On, Ono) + c((2,1); 04, 0h0) + So(On, On0) = 0.
Expresando ¢, como 0, = 05, + 05,1 se tiene
a(@; (Ono+ 0n1),0n0) +c(l(2,t); (Ono+ 0On1),0n0) + So(Ono + On1,0h0) =0,

Reagrupando términos,

a(; 0,0, 0n0) + ¢(€(2,1); 01,0, 0n0) + So(0n0,0n0) <
—a(go; 9h,1, eh,o) - C(g(za t); 9h,1, eh,o) - S@(eh,h ‘9h,0)-

Como {(z,t) es de divergencia nula, se puede utilizar (3.1.16). De esta manera, utilizando
(3.2.28) al lado izquierdo y tomando valor absoluto en el lado derecho, utilizando (3.2.18)
y (3.2.20), y finalmente utilizando el hecho que (z,t, ) € M se obtiene

C'co,e Heh,Ochp(_y) <la(g; On1,0n0) + So(0n1,0h0)| + |c(€(2,1); 0n1,0n0)]
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_é 16211l 77 10n0ll 27y + Cell 2 )l 1900l ) 10l 5
CallOn1llz) 10n0ll 7y + CCu lOnall 7 10n.0ll 7y 16nall gy -

Simplificando y agrupando términos, y luego reemplazando con la definicién de C,, dada
n (3.2.34), agrupando términos de manera conveniente y utilizando la hipétesis dada en
(3.2.29) se tiene

Cont 9n0llz(ry < (Co+ CeCoullOnitll ey ) 1Bl

02000 GC ||g||(]Q <C + Cco@) ||9h1||L3(Q ) ||9h71||T(f7)

(€
< (G
<a C+%@<2%M%M%%ﬁ)>wmmm
< (¢

IA

co,0

A (C +Cco€)> 16n,1 117 )

Luego,
10n0llzr) < (2CsCa+1) 101l (3.2.37)

Finalmente, utilizando desigualdad triangular y (3.2.37), y revisando la definicién de Cjy
n (3.2.35), se tiene

||‘9h||T(,7 < HehOHT(y + HehIHT(y
< (202,Ca+ 1) 1l + 1001 llp

<2 (Cc_o,eca + 1) 16n11l 72

S CG Heh,IHT(_g) .

Para completar esta parte de la prueba, resta ver que
V- ﬁ(uh,ph) = 0, en €. (3238)

Esto es consecuencia de que toda solucién (u, pn) de la primera ecuacién de (3.2.36) debe

cumplir la relacién (3.2.38), por lo demostrado en el Teorema 15.
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De esta manera, se ha demostrado que (up, pn,0n) € M.
Paso 3: Demostrar la continuidad del operador L.

Para ello, considérese la sucesion { (2, tm, pm)} convergente a (z,t, ) y sean la sucesién

{(umupmu 0m)} y (’lt,p, ‘9) dados por

ﬁ(zmatma me) = (umapm> Qm),‘v’m € N, (3239)

Y,
L(z,t,p) = (u,p,0). (3.2.40)

m—o0

Se demostrard que (W, P, Om) — (u,p,0).

Sea m € N. Se considera la primera ecuacién de (3.2.36), y a su evaluacién en (3.2.40) se

le resta su evaluacién dada por (3.2.39) para m, y se obtiene

Alp;u,v) = A(om; Um, v )+C(€( z,6);u,0) = C(U(zm; tm); U, v) — B(v, p — pm)
+B(u = tm, q) + Su(th — tm, v ZTF/[[p prlld] = (¢ — om)g.v)a.

Fe&r

Se escogen como funciones test v =4 —u,, y ¢ = p — P, y Se obtiene

Alp;u,u —u,,) — .A(gom,um,u Up) + C(U(2,t);u,u — upy,) — C(U(Zm, b ); Wi, U — Wyy,)
#Suu =t =)+ 3 7 [ = pallp = pal = (0= el u = wn

Fe&r

Se suman y restan los términos A(p,,;u,u — ) v C(U(Zpm, tm); ¥, 4 — u,,) y se considera

el hecho que £(-) es lineal y la definicién de A en (3.1.2) para obtener

/Q(l/(gp) o))V V(u— ) + / (om)V (= 1) V(1 — 1)

0
+C(U(z — 2, t — tp); U, — W) + C(U(Z, En); U — U, U — Uy

+S (u U, U — Uy, +ZTF/[[p pm]][[p pm]]_((QO @m)gau um)Q

Fe&r
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Utilizando (3.1.15) y reordenando términos se tiene

[ eV = ) V=) + Sufu = = wn) + 3 7 [ =l pul

_ /Q(I/(ap) o))V V(= ) — CU(z — 2, — )21 — )

+((© = om)g U — Up)o.

Se toma valor absoluto en la igualdad anterior, en el lado izquierdo se utiliza (3.2.27) y en
el lado derecho se utiliza desigualdad triangular, (3.2.25), (3.2.19) y (3.2.17), y se obtiene

2

(v — wp, p — pm)||N(g) < Cuviip |l — 90m||T(y) H"HWlm(Q) [(w — m,p — pm)HN(ﬂ)
+Cec||(z — zm, t — tM)||N(9) ||u||L3(Q) [(w — wm, p — Pm)HN(y)

+Cy ||9||0,Q I — 90m||T(y) [(w — wp, p _pm)HN(-?) :

Simplificando términos, se tiene

1 = s, p = Py < Cottip 0 = @l [l
+Ce (2 = 2ms t = tm) | n(7) 1l L) + Co llgllo.o I = Emllz(7) -

m—o0 m—oo

Como (2 = zm,t = tw)lly7) — OV ¢ = @mllp7) — 0, entonces

m—oo

(umv pm) — (’U,, p)

Ahora, se toma la segunda ecuacién de (3.2.36), y a su evaluacién en (3.2.40) se le resta

su evaluacién dada por (3.2.39) para m, y se obtiene

a(% 9, W - a(SOm; ema W + C(E(z> t); 6)’ ’QD) - C(E(zma tm); ema w) + S@(e - ema w) =0.
Se escogen como funciones test ¢ = 6 — 6, y se obtiene

(0,0 — ) — A(@i; O, 0 — 0) + c(L(2,1); 0,60 — 6,,)

Se suman y restan los términos a(p,,;6,0 — 0,,) v c(l(2pm,tm); 0,0 — 0,,), se utiliza la
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definicién de a en (3.1.2) y se considera el hecho que £(-) es lineal para obtener

/Q (5(0) — liom))VO - V(6 — 0) + / (o) V(0 — 0,) - V(0 — 6,)

0
+e(l(z — Zmyt —1,); 0,0 — 0,,) + c(U(Zmy )3 0 — 010, 0 — 6)
+59(0 — 0,,,,0 — 0,,,) = 0.

Utilizando (3.1.16) y reordenando términos se tiene

/ K(em)V(0 —0,,) - V(0 —0,,) + Se(0 — 0,,,0 — 0,,)

= — /Q(Fa(go) — k(pm))VO -V (0 = 0,,) — c(l(z — 2, t — t,,); 0,0 — 6,,).

Se toma valor absoluto en la igualdad anterior, en el lado izquierdo se utiliza (3.2.28) y en

el lado derecho se utiliza desigualdad triangular, (3.2.26) y (3.2.20), y se obtiene

~ 2
Cco,t‘) HH - HmHT(y) < CHCH,lip HSO - SOmHT(ﬂ) HGHWIW(Q) ||‘9 - emHT(ﬂ)
+Ce|[(z — 2z, t — tm)HN(ﬂ) HHHLS(Q) 16 — emHT(ﬂ) :

Simplificando términos, se tiene

Ceop 10 = Omllr 7y < CuClriip 10 = Pmllp ) 10l w100 ()
+ Cc l(2 = 2ms t = U)oy 101 23 -
Como ||(z = 2m, t — )|y () 0y [lp— mllr(z) "% 0, entonces

0,, =5 9.

Esto completa la prueba.

O

Es importante remarcar que tanto para el Lema 22 y el Teorema 23 es fundamental el

cumplimiento de la hipétesis dada por (3.2.29). Notar que en el caso de dimensién infinita

(Olr = 0p), (3.2.29) se satisface como consecuencia del Lema 12, sin embargo esto no es

necesariamente cierto para el caso discreto. Esto dependerd de la extension 65,1 de i5(6p)

escogida. En [46, Seccién 4] se estudian posibles extensiones de i, (6p), las cuales gracias
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a las estimaciones (3.2.30) permiten obtener resultados de continuidad de las soluciones
con respecto a #p. Sin embargo, al igual que en dicho trabajo, para los calculos numéricos
la extensién considerada es la dada por la funcién continua lineal a trozos que es igual al
interpolador nodal de 6p en los elementos adyacentes a I', y que es nula en el resto del

dominio. De esta manera, para una malla suficientemente fina en la cercania de la frontera
se satisface (3.2.29).
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3.3. Estimacion de Error

En esta seccién se presenta un resultado de convergencia para el método descrito en este
trabajo, la cual més adelante serd verificada a través de los ejemplos numéricos realizados.
El Teorema 24 provee una estimacion de error dependiente de la malla de las aproxima-
ciones dadas por (3.2.6), para soluciones de (3.1.1) suficientemente suaves y pequenas, la
cual entrega el orden de convergencia que tiene el método. Es decir, bajo las condiciones
mencionadas, se obtiene una cota para la norma del error de la solucion, la cual depende

linealmente de h.

Previo a la obtencién del Teorema 24, es necesario notar que a partir de (3.2.4) y de
las desigualdades (3.2.2) y (3.2.3) se tiene las siguientes desigualdades para los términos
estabilizadores vdlidas para todo u € H*(Q), (v,q) € V9 x Qn, 0 € H*(Q) y ¢ € Vj,:

1Su(w.)] < Ch llullyg Su(0,0)* < Chlullyg [ ©.0) ]y (3.3.1)
1S0(0.0)] < Ch (1] a0, )2 < Ch [ 141 - (3.3.2)

De esta manera, el teorema siguiente entrega el resultado de estimacion de error de la

solucion entregada por el método propuesto.
Teorema 24. Sea (u,p,0) € Hy(Q) NWh>(Q) x L2(Q) x HY(Q) N W*(Q) solucidén del
problema (3.1.1) y (wp, pn, 0) € VO x Qn X V3, solucion de (3.2.6). Supdngase que

méx{||g||079 ) ||UHW1v°°(Q) , ||‘9||W1»°<>(Q)} <M, (3.3.3)

con M suficientemente pequeno (una expresion mds especifica para M se puede encontrar
en (3.3.29)).

Ademds supongase que u € H*(Q), p € HY(Q) y 0 € H*(Q). Entonces existe C > 0 tal que

1w~ w0~ 1) gy + 16— Bnllry < Chllally + 2l g + [6ll).  (33.4)

Demostracion. Sea (u,p, @) solucién de (3.1.1) y sea (uy, pp,0y) solucién de (3.2.6). Por

simplicidad, se escribe e* = u —up, ¢ = p —p, v €/ = 6 — ). Estos errores seran
) )
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descompuestos en

e’ =n"+e¥, donde n* :=u —iy(u) y el = iy(u) — up,
e’ =nP + b, donde n? :=p —1I,(p) y €} :=1I,(p) — pn, (3.3.5)
e =n’ + ¢, donde n? := 0 —in(0) y € :=in(0) — O,

donde iy, es el respectivo interpolador al espacio de elementos finitos. De esta manera, no

es dificil ver que (e¥, el ef) € VI x Qp, x V.

De esta manera, utilizando la propiedad (3.2.27) para e} y e} y (3.1.2), luego sumando y
restando el término [, e}V - ej y utilizando (3.1.15), y utilizando las expresiones dadas en
(3.3.5) se obtiene

et el ) < [ v(O) Vel s Vei+ Suehe) + 3 7 [ (411

Fe&r

< [ wover: Ve + Sutetei) + 3 e [ 1114)

Fe&r

+/(€(uh,ph)-VeZ)eZ—/eZV-erL/eZV-eZ
0 0 0

< / v(0,)Ve" : Vey + S,(e",e}) + TF/ [e"][er]
Q Fe&r

+/(€(uh,ph)~Ve“)eZ —/epV~e}f—|—/e‘ZV~e“
Q Q Q

_[ / O T+l eh) - 3 / 71

s [ ) Vet = [pvers [ v ~n“]
Q Q Q

:Tl _TZa

donde T3 y T3 estan dadas por

Ty :/u(@h)Ve“:VeZJrSu(e“,eh TF/ [e"]er]
Q Fe&;

+/(€(uh,ph)-Ve“)e}j—/e”V-eh /eﬁv-e“,
0 0 0
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T, - / V(00" - Vel + Suntel) + 3 7 / 711

Feér (3.3.6)
+/(€(uhaph) -Vn")ey, — / "'V -e; +/eZV-n“.
Q Q Q
Por lo tanto,
’|(6Z7€Z>’|?\/(y) < |T1| + |T2| . (3.3.7)

A continuacion, se tratara el término 77. Para esto, primero se expresa e* = u — uj, y

e? = p — pn, v se obtiene

T = / (0n)Vu : Vey + Su(uep) + > 7r /F [Pller]

1%
Q Fe&r

+/(€(uh,ph)~Vu)e}i—/pV-eZ+/efLV~u
0 Q

Q
_ [/ y(@h)Vuh . Vez + Su(uh,e}f) + Z TF/ [[ph]][[efl]]
Q Fe&r F
+/(€(’U,h,ph) . Vuh)ez — / phV . eZ + €ZV . ’U.h:| .
Q Q Q

Notar que

/efLV-u:O
Q

y que al ser (uy, pp) solucién de la primera ecuacién de (3.2.6) se tiene que

5o [ Il + [ 9w =0

Fe&r

Entonces,

T = /Ql/(é’h)Vu : Vey + Su(u,ef) + Y TF/F [pler] + /Q(f(uh,ph) Vue! — /QPV'CZ

Fe&r

— |:/ V(Hh)Vuh : Ve}ﬁ + Su(’ll.h,CZ) —|—/(£(’U.h,ph) . Vuh)e}f — /phV . 6%:| .
Q Q

Q

Ahora nétese que al ser (uy,, pp, 05,) solucién de (3.2.6) se tiene

(tan.n) - Ve~ [

oV - e, = / 0ng - €.
Q Q

/ I/(Gh)Vuh : Ve}i + Su(uh,CZ) +/
Q

Q
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Considerando esto, se suman y restan los términos [, v(0)Vu : Vey y [, (((u,p) - Vu)ey y

se reordenan los términos de manera conveniente para obtener

T = UQ V(Q)Vu:V6Z+/Q(€(u,p)-Vu)eﬁ—/ﬂp-Veﬁ} —/thg-eg
_ [ /Q ((0) — v(6))Vu : Vel + / (0w — up, p—ph)-w)eg]

+ S, (ue) + Y TF/F[[p]][[é’Z]]-

Fe&r

Como (u,p, d) es solucién de (3.1.1) se obtiene

T = /Q (60— 6h)g - e, — / (v(0) = v(6n))Vu : Vej, — /Q (6w —up, p = pn) - Vuey
+S(uep) + > Tp f [p1lex]-

Fe&r F

(3.3.8)
Ahora, como p € H'() se tiene que [, [p] = 0 para todo f € &;. Luego, como e}, € P°(K)

ZWLMM%ﬂ

Fe&r

De aplicar lo anterior y los resultados (3.2.17), (3.2.25), (3.2.23) y (3.3.1) a (3.3.8) se tiene

entonces

T3l < (Cy o 16 = Bullrr) + CoainCo gm0 = Bl

\ (3.3.9)
+ Caa lullyrmy e ) + Chllullyg ) 1es )y -

A continuacién, se acotard cada término que aparece en T5.

Utilizando (3.1.3), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de la norma H(Q) se

tiene

/ v(0,)Vn" : Ve,
Q

<villn®llyqlenlio-

Notar que a partir de (2.2.3) se concluye que [|n"[|; o < Ch [uf|yq. De esto y de la definicién
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de la norma ||(+, -)|| (7 se tiene

—-1/2 A u
<vo PnCibllullyg (el )y ) - (3.3.10)

/ v(0,)Vn" : Ve,
0

Ahora, utilizando la desigualdad de Cauchy-Schwarz en el término estabilizado y la defi-

nicién de la norma [|(+,-)[| v se tiene

&W#+ZWLWMH

Fe&r

1/2
Z TF/F[[UP]]2> I(eh, €l () -

Fe&r

< | (Suln*,n")'""* + (

Ahora, a partir de las desigualdades (3.2.5) y (2.2.5) se puede concluir que S, (9", ") <

Chllullyg v D opee, TF I [7]* < Ch [pll1.q, respectivamente. Entonces, se tiene

&ww+2wﬁmmu

< Coh (ullyo + I1Pll0) el )y - (3:3.11)
Fe&r

Ahora, dado que II, es la proyeccién ortogonal en el espacio de funciones constantes a

trozos y que V - e¥| € P*(K), entonces se tiene de manera directa que

/ PV el = 0. (3.3.12)
Q

Ahora, para acotar el término fQ ehV -n*, se descompone la integral sobre los elementos
de la malla, se integra por partes, se considera que €|, € P°(K) para todo K € .7}, y que
n"|r = 0, luego se multiplica y divide por 7‘1}/ 2 para luego utilizar la desigualdad de Cauchy-

Scwharz en L?(F) y en Rl luego se considera la definicién de la norma ||(-, Mz ¥ aue

17" - nllo o < lln"llo > ¥ se tiene

v - nt /e‘”Vm“
Jewen|=| X [

KeT,

o4
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P {—/ Veilxﬂ”/ 6%“-7»}
K oK

Ke9y,

=Y [ In" - n

Feé&r F

= ([iar) ([ Lo )

Fe&r

1/2 ) 1/2
(X [[eiilf) (Z = [ -n>2>
(Fe& F Feg, FIF
' 1/2
< ||(6Z,e§i)||N(.9) (Z - ||’7UH§F> :

Feé&r

IA

Ahora, utilizando el hecho que 77 = hp/12 y las desigualdades (2.2.1) y (2.2.3), se obtiene
de manera directa que # ||77“||§7F < Ch% ||u||i12(K), para todo F' € £, donde F' € OK. Por

lo tanto, dada la regularidad de la malla, se tiene

/eZV-n“

0

/efLVm“
Q

Para acotar el término [, (€(u, pr) - V")ej: se utiliza la desigualdad de Holder,

w p 9 9 1/2
< e Dl (€12 Nl )

Luego,
< Csh|(ef, efz)HN(y) ]| 5.0, - (3.3.13)

| @tw ) Ve

< [1€Cuns pa)llpaoy 0|10 1€kl L) -

Ahora, se puede utilizar el resultado (3.2.12) para ¢ = 4, y se tiene

||€(uh>ph)||L4(Q) <C ||(uhaph)||N(§) ,

donde la constante Cj estd dada en (3.2.12). Luego, utilizando este resultado, la estimacién
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(3.2.30), inyeccion de Sobolev y desigualdad de Poincaré, se tiene

/Q(ﬁ(uh,ph) - Vn")eh| < CulCaComsCor 101 llre ) 1M1y g l€h] 1 g
Luego, utilizando definicién de normas y la desigualdad (2.2.3), se tiene

X g —1/2 u
< C4h’/0 / ||‘9h,1HT(y) ||'U'||2Q ||(eh7 612)”]\7(9) : (3-3-14)

[ ety e
Q
Entonces, reemplazando (3.3.10), (3.3.11), (3.3.12), (3.3.13) y (3.3.14) en (3.3.6) se tiene

Tl < Ol + 0) el )l (3:3.15)

Ahora se reemplazan (3.3.9) y (3.3.15) en (3.3.7), y simplificando términos se obtiene

Ier, e)llyiry < Chlllullog + llpllg) + (Ciliglloq + Co lllwre i) 1]l 7 )

! (3.3.16)
+05 [l @ 1€”, )y

donde
Cy=Cy, Cy=CyyiyCy, y Cs = Ces. (3.3.17)

A continuacién, utilizando la propiedad (3.2.28) para €f y (3.1.2), utilizando (3.1.16) y

utilizando la descomposicién del error dada en (3.3.5) se obtiene

~ 2
Ceop HeingT(y) = /Q%(@h)Vei - Ve + Slef, €h)
< / K(0,)Vel - Vel + Sy(ef, e+ [ Llup,pr) - Vebel
Q

U(up, pr) - Ve"eii

S~ 5—

< / k(0,)Ve? - Vel + Sp(ef, e)) +
Q

— l/ k(0,)Vn? - Vel + So(n’,n?) + / C(un,pr) - Vel
Q Q

S T3 _T4>
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donde T3 y Ty estan dados por

Ty = / /@(Qh)Vee . Vefl + 59(66, efL) + / C(up, pp) - Veeez
Q Q

T, = / /{(Qh)Vne . Vefl + 59(776, 776) + / C(up, pp) - Vneefl. (3.3.18)
Q Q

Por lo tanto,
2 ~
H‘QZHT(y) < Cco,le (|T5] + |Ty4]) - (3.3.19)

A continuacién, se acota el término T3.

Para esto, se escribe ¢/ = 0 — 6, se considera que (up, py,8s) es solucién de (3.2.6), se
suman y restan los términos [, x(6)V6 - Vel y Jo C(u, p) - Vel y finalmente se considera

que (u,p, ) es solucién de (3.1.1) y se obtiene

T3 = / m(ﬁh)VH . V@z + 59(0, 62) + / €(uh,ph) . VH@Z
Q Q

- {/ n(@h)Vé’h : V6Z + Sg(eh, 62) +/
Q

C(un, ) - VQhé’z]
Q

= / K(0,)VO - Vel + Sy(0,¢l) + / C(un, ) - VO
Q

Q

— {/Q k(0)VO - Vel +/Q€(u,p) : VQ@Z} + Sp(0, €7)

= | [wt6) - womyvo- vt + |

O(w —wp,p — pp) - WGZ]
Q

_ /Q(n(e) —(0,))V0 - Vel — /Qg(u o p — pu) - VO + Sy(0, €0).

De los resultados (3.2.26), (3.2.24) y (3.3.2) se tiene

T3]

< (leipcn HGGHT@) 100100 () + Cer 101100 ) 1 (€5 € )| 37y + CR ||9||27Q> HQZHT(.?) :
(3.3.20)

A continuacién, se acotan los términos que aparecen en Tj.
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Por (3.1.4), la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicién de la norma H'(2) se tiene

/ k(0,)Vn - Vel
Q

< w[|n]l o llebl g
Utilizando (2.2.3) y la definicién de la norma ||'||T(_9) se tiene

~1/2

< Cikatig 08150 lenllp ) - (3.3.21)

/ Kk(0,)Vn - Vel
0

Para el término de estabilizacién se utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz y la definicion

de la norma ||-||( ) v se tiene
[So(n” en)| < Sa(n”,n")' " |eh | )
Luego, por (3.3.2) se tiene
[0 ep)| < Coh (16l [lehll 7 - (3.3.22)

Ahora, se acotara el término fQ C(up, pr) - VnPel. Para ello, los mismos pasos utilizados

para conseguir (3.3.14) se siguen, y se tiene

/Qﬁ(uh,ph).vneeg < Cshry'? 160h1ll 7, ||9||29Heh}}T (3.3.23)

Entonces, reemplazando (3.3.21), (3.3.22) y (3.3.23) en (3.3.18) se tiene
T4 < Ch|0]],, HefLHT(g) (3.3.24)
Ahora se reemplazan (3.3.20) y (3.3.24) en (3.3.19), y simplificando términos se obtiene
e llrzy < CRllOllz 0 + Call€”]| 77y 10llwroe ) + C5 10llwreqay 1(€", €Iy (3-3.25)

donde
Cy = c-!

co,0

CrosipChor v C5 = 2L . (3.3.26)

co,0
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De esta manera, en las expresiones (3.3.16) y (3.3.25) se ha conseguido acotar las normas
discretas de las componentes e¥, €} y ¢) de los errores en velocidad, presién y tempera-
tura, respectivamente. Ahora, considerando argumentos ya utilizados en las deducciones

anteriores, no es dificil probar que

1", ) vy < Chll[ullyq + llplly ), (3.3.27)
HnaH < Ch|f]lq - (3.3.28)

Entonces, a partir de la desigualdad triangular y de (3.3.16), (3.3.25), (3.3.27) y (3.3.28),

se tiene

Ie*, el wzy + €]l 77y < Chlllullyg + Dl o + 1015,0)
+ (C1 l|glloq + Co ||u||W1’°°(Q)) HeeHT(y)
+ Cs [[uflyr0o o) (€% €)] v

+ Cy HeeHT(g) ||‘9||W1’°°(Q) +Cs H9HW17°°(Q) I(e", ep)HN(ﬂ) :

Entonces, por la hipétesis (3.3.3), se tiene

1€, )y + [l < Chlllllyg + Mol + 16110
+ M(Ol + C12 + 04) HegHT(y) + M(C3 + 05) ||(eu’ ep)HN(._?)

Luego, si
1 1

C14Cy+Cy" C5+ Cs
donde C, Cy, C5, Cy y Cs estan dados en (3.3.17) y (3.3.26), entonces se tiene (3.3.4). O

M < min{

%, (3.3.29)

Notar que este resultado nos asegura la convergencia cuando se considera el campo de
velocidad wu;, conforme entregado por el método, el cual no es a divergencia nula, pero no
implica que el campo a divergencia nula no conforme que se obtiene a partir de una modi-
ficacion de la solucion vaya a tener el mismo orden de convergencia. Por ello, es necesario
verificar que el campo £(uy, py) cuente con el mismo orden de convergencia obtenido. Esto

es demostrado en el siguiente Teorema.
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Teorema 25. Bajo las hipotesis del Teorema 24 se tiene que
1/2
2
( Z lu — £(uh,ph)\17K> < COll(w —un,p — o)l ()
KeT,

Demostracion. Considerando que f(u,p) = u, el resultado (3.2.11) y la definicién de la

norma ||(, )| (7 se tiene

> Ju— Ll pu)l e = > 100w, p) — Llun, pa)l;

Ke9, Ke7,
= |tuw—unp—pu)lix
Ke9y,
<0 (-t + X lo- i
Fe&r

2
< COll(w —un,p — i)y 7) -
]

Luego, el orden de convergencia no se ve afectado cuando la velocidad considerada es el

campo a divergencia nula £(uy, py,).
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4. IMPLEMENTACION NUMERICA

En este capitulo se detalla la implementacion numérica de la teoria desarrollada para ciertos
esquemas estabilizados existentes. Se detallardn los algoritmos a utilizar para la correcta
implementacién computacional de los esquemas numéricos a probar. Se utilizaran ejemplos
con soluciones analiticas conocidas en 2 dimensiones para poder medir convergencia de las

soluciones numéricas y contrastar con los ordenes de convergencia dados por la teoria.

El problema que se considerara corresponde a una pequena generalizacion, la cual corres-

ponde a
—div(v(0)Vu) + (u-V)u+Vp = f+g0 en(,

divue = 0 en €2,

—div(k(0)VO) +u-VO = ¢ en (4.0.1)
u = 0 en [,
0 = 0Op en I,

donde f € L*(2)* y £ € L*(Q).

Esta generalizacién es necesaria ya que las funciones f y £ incorporadas en los lados dere-
chos de las ecuaciones del problema son tomadas de tal forma que la solucién exacta del
problema sea una funcién analitica conocida. De esta manera, estas soluciones exactas se

puedan comparar las soluciones numéricas, y asi es posible medir la convergencia del error.

4.0.1. Algoritmos

En esta seccion se detallan los algoritmos computacionales implementados para la resolu-

cién numérica del problema (4.0.1) por medio del método propuesto en este trabajo.

El algoritmo de resoluciéon propuesto se basa en un esquema de punto fijo, el cual es
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presentado en el Algoritmo 1. Ahora, dentro del algoritmo principal, es que se realizan

los siguientes sub-algoritmos:

» Algoritmo 2: Dado 6) € V},, se obtiene (u), p?) solucién del siguiente problema de

Stokes, basado en la siguiente discretizacién estabilizada de elementos finitos:

A(egﬂu?wvh) - B(vhapg) + SU(U?L,’Uh) = (f +g«92,vh), vvh c V?u
Bl g)+ Y 7 / 1] ] = O, Vg € On.
Fe&r F

= Algoritmo 3: En base a la solucién anterior, se obtiene un campo de velocidades a

divergencia nula mediante un post-proceso, dado por ul = £(ul, p?).

» Sig e Ry gl > 103 en la solucién del campo de velocidad aparecen fenémenos
llamados recirculaciones que dificultan la convergencia del algoritmo de punto fijo, por
lo cual en este caso se implementa el Algoritmo 4, que corresponde a un algoritmo

de continuacién que permite obtener una solucion inicial mas cercana a la solucion
del problema (ver [33, IV, Seccién 6.3]).

s Algoritmo 5: En base a los datos iniciales anteriores, para todo i = 0, ... se realiza

el siguiente esquema de punto fijo.

e Algoritmo 6: En base a la solucién del paso de punto fijo anterior, se obtiene

92“ solucién del siguiente problema de Adveccién-Difusién:

a(05; 0, ) + c(ul; 07 ) + Se(05 ) = (€, Un), Yy, € Vi,

HZ—H = ’ih(HD), en .

e Algoritmo 7: En base a la solucion del paso de punto fijo anterior, y de la

temperatura obtenida en el algoritmo anterior, se obtiene (uﬁfl, pﬁfl) solucion

del siguiente problema de Oseen:

A it vy) 4+ C(ulsui™ vy) — Boy, pit) + S, (uht )

= (f +90,™" v), Y, eV,
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Blu™ ) + Y TF/F [ps ] Tan] = 0, Vg € Q.

Fe&r

e Algoritmo 3: Se obtiene un campo de velocidades a divergencia nula mediante

un post-proceso, dado por uf = £(ul™ pith).

e Actualizacién:

i+l i+l il pitly il i+l il L pitl
o (uy ", 0wy ) = (w0 uy),

o Si es necesario, en casos donde la presencia de recirculaciones ralentice la
convergencia, se aplica el Algoritmo 8, que corresponde un proceso llama-
do “damping”, dado por una combinacién convexa entre la solucion obtenida
en el paso 7 + 1 y la obtenida en el paso :

i+1 i+l pi+l o pi+l\ /i i i, D0 i+1 i+l pi+l , pyitl
(w0, wy ™) = (uy, g, O wy) Fwi(uy L 0wy ),

donde w; € [0, 1].

e Si se cumple criterio de convergencia, se detiene la iteracion de punto fijo.

= La solucién es (uj™', pitt, 0+ .

Notar que la solucién entregada por este algoritmo (u}', pit*, 67*!) no incluye un campo
de velocidades a divergencia nula. Un campo de divergencia nula es obtenido s6lo después

de la aplicacion del post-proceso descrito.

A continuacion se presentan los algoritmos descritos anteriormente escritos en pseudo-

codigo.
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Algoritmo 1 Algoritmo de Punto Fijo y Refinamiento

Input: Una malla inicial .Z°, funciones v y , una tolerancia tol y funciones f, g = [g1, g2

y &
T = TP
2: fori=0,...do
if 7 =0 then
4: 6) =0
else
6: 69 es la interpolacién de la solucién 6, de la malla anterior en la nueva malla
end if

8- (ul,p?) = Stokes(Z,.f,g,0"v)

u”’ = PostProceso(.7;, (u), p?, 69))
10: if g€ R?:||g|| > 10° then

(ug,pg,eg,u’,’;’o) = Continuacién (,.f, g, 05,v, m,(ug,pg,ﬁg),uf;’o,tol)

12: end if

(uhaphv ehvulfjl) = PuntOFijO(%vagv 571/7 Kv(ugmpgm 92),U£7O,t01)
14:  return (uy,pp,0)

return |up —ulq, |[pn —pllog ¥ 10 — 0l
16:  Z,=refinacién de 7,

end for

Output: (up,pn, 0n)

Algoritmo 2 (uy, p,) = Stokes (,,f,g,65,v)

1: Calcular la solucién (up, pr) € V9 x @, del sistema lineal

A(On;un,vy) — By, pr) + Su(un,vi) = (f + 905, v4), Vo, € VY
B(un, qn) + Z TF/ [pr]lgn] = 0, Van € Qn
Fe&r F

2: return (up, py)
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Algoritmo 3 u} = PostProceso (.7, (up, pp, 0n))

1wy = uy, + ZKeﬂh ZFESIHEK Trlpn]er

2: return u}

Algoritmo 4 (u),p), 69, u"’) = Continuacién (7,.f,g, 0h,v, s, (), p), 69),u>°, tol)

—_

: Sea {g;}/,, donde 10° < ||g;|| < lgi1ll ¥ g = 9.
fori=1,...,1=N do

(un, pn, O, u)) =PuntoFijo(F,,f, g, &,v, k,(u), pY, 92),ufl’0,tol)
(u(})up(})p ‘927“’%0) = (uh7ph7 eh,UZ)

end for

0 0 g0 o0
return (uy, py, 0, u;")

Algoritmo 5 (us, py, Oy, u) = PuntoFijo (,.f,9, v, &, (), p), 69), 4l tol)
1=20
2: while norma< tol do
0t = A-D (5,6 5,00 ub")
4 (ulth pith) = Oseen (7,.f,g,0: " ub' v)

pitl _ i+1 il il
u,'" = PostProceso(.7,, (u;",p),",6,"))

. 2 . 2 . 2 1/2
uz+1_u1 + pz+1_pz + 01+1_91
. . h h||rd h h||rd h h||rd
6: norma= FTE H ZH2 |9i >
Uy || gat|Ph || ga T1I%0 ||ga

En caso de ser necesario,

i+l i+l pgit+l ,,pi+ly : i i gDt i+l i1 il |, pyitl

(uh » P, 79h >uh )—Damplng (u}wph? h?uh7uh » P, 7‘9h 7uh )
8 1=1+4+1
end while

10: (uhvphaehvulfi) - (u;pp;n ;Lvuz’i)

return (up, pp, 0p)
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Algoritmo 6 0, = A-D (7,.£.k,pn,u})

1: Calcular la solucién 6;, del sistema lineal

a(n; On, hn) + c(uy; On, n) + So(On, vn) = (€, 1n)
—a(en;inbp, ) — c(u); inbp, n) — Se(inbp, ), Y, € Vy

2: 0, =0, + zh(HD)

3: return 0,

Algoritmo 7 (up,p,) = Oseen (7,.f.g,0,,u; V)

1: Calcular la solucién (up, pr) € V9 x Q) del sistema lineal

A(O; un,vp) + C(uh;up,v1,) — Bwn, pr) + Su(un,vn) = (f + g6h,vi), Yo, €V

B(un, qn) + Z TF/F [pr]lan] = 0, Van € Qn

Fe&r

2: return (up, py)

: i+1 i+l pidl o pitly : i i Qi Pyt i+l i+l pitl ) opitl
AlgOI'ltmOS (uh Py 79h Uy, >_Damp1ng (uh7ph7 hoUp Uy Dy 78h Uy, )

w; = f(i) € (0,1)

i+l i+l i+l L, pitl\ i i a, Pt i+1 i+l pi+l ,,pyit+l
(w00 w, ) = (uy, o), O wy) + wi(uy py L 0w )

4.1. FEsquemas Estabilizados

En esta seccion se detallara los diferentes esquemas estabilizados a implementar, creados a

partir de esquemas estabilizados existentes en la literatura para las ecuaciones de Navier-
% ., . ., . . 2

Stokes v la ecuacién de Adveccién-Difusién, para los espacios de elementos finitos P!” x PY

y P! respectivamente.
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4.1.1. Esquemas estabilizados para las ecuaciones de Navier - Stokes

Recordar que con la discretizacién utilizada, la parte Navier-Stokes del problema es

/ I/(Gh)Vuh . V’Uh -+ /(ﬁ(uh,ph) . Vuh)vh — /phV -V + / th s Up
Q Q Q Q

+> TF/F[[ph]][[qh]] + Su(un, vp) = /Q(f+«9hg) -, (4.1.1)

Feé&r

(4.1.2)

Para el término estabilizador S, se consideran los siguientes casos:

» Su(u,v) = 0. Esto significa que sélo se considera la accién estabilizadora del término
de salto de presién, lo que equivale al método propuesto en [6]. En este caso no es

necesario verificar que se cumplan las propiedades exigidas a S, en la Seccion 3.2.

Su(w,v) = > px(V-u,V-v)g, (4.1.3)

KeT,
donde px es tal que

p ~ hi.

Ahora, es necesario comprobar que la forma S, dada por (4.1.3) cumpla las propieda-
des descritas en la seccién 3.2. No es dificil ver que S, es una forma bilineal, simétrica

y semi-definida positiva.

Ahora, sean u,v € H'(2), de aplicar la desigualdad de Cauchy-Schwarz para inte-

grales y sumatorias se tiene

1/2 1/2
Su(u,v) < <Z LAY 'qu,K) <Z LAY 'v||(2),1<>

Ke9, Ke7,
< Su(u, u)"?9, (v,0)"?,

Con esto, se tiene (3.2.2). Las propiedades (3.2.4) y (3.2.5) pueden hallarse en [51,

Lema 4.6] y [51, Teorema 4.8| respectivamente.
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4.1.2. Esquemas estabilizados para la ecuacion de Adveccién-Difusién

Recordar que con la discretizacion utilizada, la parte correspondiente a la ecuacién de

Adveccion Difusién es:

/ (60)V6n - Vb + / Uun, pn) - VOn + So(On, ) = / e, (4.1.4)
Q Q Q

On = in(0p) en T,
Para este trabajo, se considera Sy dado por:

So(0,0) = 3 7 /F 102611021, (415)

Fe&r

donde 7r = h% y para todo F' € Ex N &),

[0.0] = VO|x - nX + V0| -0k

Este esquema equivale al método Edge-Stabilization propuesto en [19].

Ahora, es necesario probar que Sy dada en (4.1.5) cumple todas las propiedades especifi-

cadas en 3.2.

En primer lugar, es claro que Sy es una forma bilineal, simétrica y semidefinida positiva.
Ahora, sean 6,4 € H'(2). Aplicando la desigualdad de Cauchy-Schwarz para integrales y

sumatorias se tiene

500,01 = | 3 75 / uanenﬂanwn‘
<Y ( / ﬂanﬁ]]z)l/zf}/z ( / [[anwﬂ2)l/2

Fe&r

< <F§; o /F [[anm]?) N <F§; e /F [[anwlf) N

= 85(0,0)" S (v, 1) "/2.
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Luego, se cumple (3.2.3). Ahora se probard (3.2.4). Sea ¢ € H?*(Q). Notar que dp1) €
H'(Q). Entonces,

[029] = 0.

Luego,

Sg('@b, w) = Oa

por lo que la propiedad (3.2.4) se satisface. La propiedad (3.2.5) puede encontrarse en [19,
Lema 8§].

4.2. Ejemplos numéricos

En esta seccion se especifican los ejemplos utilizados para testear el método y los resultados
correspondientes. Primero se muestran resultados para soluciones con condicién Dirichlet
para la velocidad y la temperatura, en los cuales las funciones f y £ son escogidas para
que las soluciones exactas del problema sean conocidas. En estos casos se muestran vistas
graficas de las solucione snuméricas obtenidas ademés de gréaficos de convergencia del error.
Luego, se mostraran resultados para ejemplos (ejemplos 6 y 7) que se escapan de la teorfa
estudiada, donde el lado derecho del sistema es homogéneo, pero se tiene una temperatura
con condicién dirichlet en un subconjunto de la frontera y condicién neumann en otro.
Ademas, en el ejemplo 6, la ecuacién de fluidos corresponde a una ecuacion de stokes.
El ejemplo 6 es tomado de [38] con el fin de comparar el desempeno de ambos métodos;
mientras que el ejemplo 7 es tomado de [50]. En estos ejemplos las soluciones exactas no
son conocidas, por lo que los resultados obtenidos son validados a partir de la comparacion
con los resultados obtenidos en las respectivas referencias de las cuales fueron tomados
dichos ejemplos. En todos los casos se ha escogido g = (0, 1), a excepcién de los ejemplos

6y 7, donde g = (0, Ra), donde Ra es el numero de Rayleigh.

Los primeros 4 ejemplos son realizados sobre refinaciones regulares de la malla inicial del

dominio 2 = (0,1) x (0,1) dada en la Figura 4.1 (a). El ejemplo 5 es realizado sobre
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refinaciones regulares de la malla inicial del dominio Q = (—1,1) x (=1,1) dada en la
Figura 4.1 (b).

(a) (b)

Fig. 4.1: (a): Malla inicial para el dominio 2 = (0,1)
(b): Malla inicial para el dominio Q = (—1,1)

(0,1), utilizada en los ejemplos 1,2,3,4.

X 1
x (—1,1), utilizada en el ejemplo 5.

Todos los resultados mostrados fueron obtenidos considerando S, (u,v) =0y Sy dado por
(4.1.5). Ademés, en el ejemplo 5, se muestran resultados de convergencia y valores de la

divergencia para una solucién obtenida considerando S,, dado por (4.1.3).

En cada ejemplo se muestran representaciones graficas de las soluciones numéricas obteni-
das junto a las soluciones analiticas, ademds de graficos que muestran la convergencia de

las soluciones numéricas utilizando el error medido en las normas correspondientes.

Para esta seccién se define la siguientes normas, conocidas como “norma energia”:

2 2 2
llelle, = vo lulfp o) + el ,  Yu € HY(Q),

16116 = #o 161510y + 16072y » VO € H'(Q).

Ademas, se define la siguiente norma dependiente de la malla para la solucion completa
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del método:

1, p, )%, = 1, D)3y + 10l17 7y > V(w,p,0) € Hy(Fh) x Hy(Fh) x H'().

Se denotaran los errores en cada variable como sigue:

e“:u—uh, e“’p:u—ﬁ(uh,ph), 6p:p—ph, 69:6’—6’h.

Los resultados fueron obtenidos a partir de cddigos realizados en el lenguaje C+-+, donde
la resolucion de sistemas lineales se hizo utilizando el solver de sistemas sparse MUMPS [2],
las integraciones numéricas fueron realizadas utilizando reglas de cuadratura de Gauss, y
los resultados graficos fueron hechos con Matlab ( [34]) en el caso de la visualizacién de
los errores y con ParaView [35] en el caso de la visualizacion de las soluciones. En estas
visualizaciones, Ndof denotara los grados de libertad del sistema. Para las iteraciones de

punto fijo, se utilizé una tolerancia tol = 1072 (ver Algoritmo 5).
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4.2.1.  Ejemplos con condiciones de frontera Dirichlet
Ejemplo 1

Se toma el dominio 2 = (0,1) x (0,1), y se escoge f, &y 0p tal que

wiry) = [ 25V = D= 1Dy = 1)
P\ o - D@ - (- 1))

pla,y) = e'(z = 0,5)°, O(z,y) =2 +y,
v(f)=e? k(0)=¢.

En la Tabla 4.1 se muestra que la solucién no conforme es a divergencia nula en todo 2
para cada malla, en comparacién al valor de la divergencia para u,. En las Figuras 4.2 se
muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 1 y en la
Figura 4.3 se muestran graficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoria.
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Ndof Ir&a%\Vuh|K| [rpeé%\V~£(uh,ph)|K|
55 0.00131 2.17e-19
127 0.000724 5.42e-19
263 0.000305 1.08e-18
566 0.000204 3.25e-19

1214 5.39e-05 4.34e-19

2594 3.89e-05 2.71e-19

9536 8.96e-06 2.78e-19

11845 6.01e-06 4.47e-19

25187 1.59e-06 1.97e-19

53749 8.31e-07 1.47e-19

114164 2.36e-07 1.49e-19
242747 1.09e-07 3.52e-19
518718 3.2e-08 1.1e-19
1109023 1.39e-08 6.78e-20

Tab. 4.1: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uj, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 1 en cada elemento para cada malla.
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Fig. 4.3: Gréficas de convergencia para el ejemplo 1: (a) y (b) muestran convergencia en norma L?
y energia de uy, y ¢(up, pr), respectivamente; (c) muestra convergencia para py, en norma
L? y considerando el término de salto ree, TF |1[€7] Hg 73 (d) muestra convergencia de
05 en norma L? y energia, y el valor de Sp(e’, e?); (e) muestra convergencia en la norma

(e, e?,e”)
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Ejemplo 2

Se toma el dominio © = (0,1) x (0, 1), y se escoge f, & y 0p tal que

2
8h 8h T 6_1:z — e‘%
u(r,y) = =— ——= ] , donde h(x,y) = -Hler———7— ,
(z,9) (ay 093) (z,9) <y(y ) ( P ))

p(z,y) = 2y’ (x — 1) (y — 1) — 1/144,  0(z,y) = ay(z — 1)(y — 1).

Este caso es testeado considerando x = 1 fijo y ¥ = 1072. De esta manera se puede ver
el comportamiento del método ante la aparicion de capas limites en la velocidad. De esta
forma, se puede ver de manera aislada el desempeno de los términos estabilizadores para

las ecuaciones de Navier-Stokes.

En la Tabla 4.2 se muestra que la solucién no conforme es a divergencia nula en todo 2
para cada malla, en comparacién al valor de la divergencia para u,. En las Figuras 4.4 se
muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 2 y en la
Figura 4.5 se muestran gréficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoria.
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Ndof Ir&a%\Vuh|K| [rpeé%\V~£(uh,ph)|K|
55 0.000452 1.14e-18
127 0.000547 1.9e-18
263 0.000542 1.19e-18
566 0.000504 1.08e-18

1214 0.000518 5.2e-18

2594 0.000452 3.47e-18

9536 0.00075 4.34e-18

11845 0.000992 4.34e-18

25187 0.000945 1.1e-17

53749 0.000863 9.54e-18

114164 0.000644 1.04e-17
242747 0.000423 2.31e-17
518718 0.000226 2.54e-17
1109023 0.000112 1.96e-17
2386416 4.91e-05 1.26e-17

Tab. 4.2: Tabla que muestra el méximo valor absoluto de la ddivergencia de uy y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 2 en cada elemento para cada malla.
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(
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up vy (up,pp) respectivamente; (¢) y (g) son las representaciones gréficas de pp y 6y

respectivamente; (f) y
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(

(h) muestran las lineas de contorno de pp, y 65,. La malla utilizada

(uhaph

un| v €
estd conformada por 477599 nodos y 953619 elementos.

Fig. 4.4: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 2:
cas de
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Ejemplo 3

Se toma el dominio © = (0,1) x (0, 1), y se escoge f, & y 0p tal que

’ —2zy?(2c — 1)(z = 1)(y —1)*)

l1—x 1
e —e v
plx,y) = 2y (x = 1)(y — 1) — 1/144, O(z,y) = y(y — 1) (95 - ﬁ) ~
Este caso es testeado considerando v = 1 fijo y los casos cuando x = 1072 . De esta
manera se puede ver el comportamiento del método ante la aparicién de capas limites en la
temperatura. De esta manera, se puede ver de manera aislada el desempeno de los términos

estabilizadores para la ecuacién de Adveccion-Difusion.

En la Tabla 4.3 se muestra que la soluciéon no conforme es a divergencia nula en todo €2
para cada malla, en comparacién al valor de la divergencia para u,. En las Figuras 4.6 se
muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 3 y en la
Figura 4.7 se muestran graficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoria.
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Ndof Ir&a%\Vuh|K| [rpeé%\V~£(uh,ph)|K|
95 0.00175 4.34e-19
127 0.000793 1.25e-18
263 0.00038 4.34e-19
566 0.000194 5.06e-19

1214 6.4e-05 3.79e-19

2594 3.05e-05 3.79e-19

5536 9.22e-06 2.17e-19

11845 4.45e-06 2.85e-19

25187 1.35e-06 1.9e-19

53749 6.06e-07 1.36e-19

114164 1.74e-07 1.32e-19
242747 7.92e-08 1.25e-19
518718 2.19e-08 1.12e-19
1109023 1.01e-08 7.79e-20

Tab. 4.3: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uy, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 3 en cada elemento para cada malla.
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b) son las representaciones grafi-

(

y

)

a

(

cas de |up| y [¢(up,pp)| respectivamente; (d) y (e) representan las lineas de campo de
up v {(up,pp) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones graficas de py y 6y,

respectivamente; (f) y (h) muestran las lineas de contorno de pj, y 0. La malla utilizada
82

esta conformada por 222014 nodos y 442981 elementos.

Fig. 4.6: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 3:
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Fig. 4.7: Gréficas de convergencia para el ejemplo 3: (a) y (b) muestran convergencia en norma L?
y energia de uy, y ¢(up, pr), respectivamente; (c) muestra convergencia para py, en norma
L? y considerando el término de salto ree, TF 1 [€7] Hg 73 (d) muestra convergencia de

65, en norma L? y energfa, y el valor de Sp(

[(e", e?,e”)]

7

83

6 0

e”,€); (e) muestra convergencia en la norma



84

Ejemplo 4

Se toma el dominio © = (0,1) x (0, 1), y se escoge f, & y 0p tal que

2
8h 8h T 6_1:z — e‘%
u(r,y) = =— ——= ] , donde h(x,y) = -Hler———7— ,
(z,y) (ay 093) (2,9) <y(y ) ( P ))

plz,y) =2 (x — 1) (y — 1) — 1/144, O(z,y) = y(y — 1) (93 - %) :

Este caso es testeado considerando v = k = 1072. De esta manera se puede ver el compor-
tamiento del método ante la aparicion de capas limites tanto en la velocidad como en la
temperatura. De esta forma, se puede ver de manera conjunta el desempertio de los términos

estabilizadores para las ecuaciones de Navier-Stokes y de Adveccion-Difusion.

En la Tabla 4.4 se muestra que la solucién no conforme es a divergencia nula en todo 2
para cada malla, en comparacién al valor de la divergencia para u,. En las Figuras 4.8 se
muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 4 y en la
Figura 4.9 se muestran graficas con los errores obtenidos en cada malla en distintas normas

comparados con la convergencia predicha en la teoria.
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Ndof Ir&a%\Vuh|K| [rpeé%\V~£(uh,ph)|K|
55 0.00127 2.17e-18
127 0.0006 4.34e-18
263 0.000943 3.04e-18
566 0.000514 3.9e-18

1214 0.000621 5.2e-18

2594 0.000455 6.94e-18

9536 0.000761 3.9e-18

11845 0.000983 8.67e-18

25187 0.000949 1.25e-17

53749 0.000863 9e-18

114164 0.000645 2.26e-17
242747 0.000423 2.14e-17
518718 0.000226 1.08e-17
1109023 0.000112 6.23e-17
2386416 4.91e-05 9.78e-18
5145533 2.03e-05 1.06e-17

Tab. 4.4: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uj, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 4 en cada elemento para cada malla.
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Fig. 4.8: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 4:
cas de

(h) muestran las lineas de contorno de pp, y 65,. La malla utilizada

estd conformada por 1029526 nodos y 2056955 elementos.
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65, en norma L? y energfa, y el valor de Sp(e’, e
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Ejemplo 5

Se toma el dominio Q = (—1,1) x (=1, 1), y se escoge f, & y Op tal que

(e o) — sin(my)

(@9) (sin(wx)) 7

p(z,y) =sin(zy), O(z,y) =5 cos(rzy),
v(@)=e?, Kk(0) =¢"

En la Tabla 4.5 se muestra que la soluciéon no conforme es a divergencia nula en todo €2
para cada malla, en comparacion al valor de la divergencia para w;,. En las Figuras 4.10
se muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 5 y
en las Figura 4.11 y 4.12 se muestran graficas con los errores obtenidos en cada malla en

distintas normas comparados con la convergencia predicha en la teoria.
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Su(u,v) =0 Su(w,v) =3 hi(V-u,V-v)

Ndof | max |V - up|xc| | mdx [V - (up, pn)|xc| | max |V - uplxc| | mdx [V - £(up, pn)|x]
147 0.147 1.39e-16 0.141 2.01e-16
335 0.0533 1.8e-16 0.042 1.11e-16
727 0.0122 1.67e-16 0.012 1.48e-16
1583 0.00393 5.72¢-16 0.00338 9.02e-17
3367 0.00164 1.32e-16 0.00158 1.39e-16
7119 0.000554 1.67e-16 0.000549 1.18e-16
14767 0.000178 1.01e-16 0.000175 7.98e-17
30411 6.87e-05 1.7e-16 6.82¢-05 5.9e-17
62027 2e-05 5.9e-17 1.93e-05 5.9e-17
125995 6.36e-06 8.63e-17 5.33e-06 3.64e-17
254627 2.58e-06 7.63e-17 2.32e-06 2.95e-17
513403 8.72e-07 1.2e-16 6.76e-07 3.12e-17
1032387 3.24e-07 4.16e-17 2.93e-07 2.17e-17
2073419 1.13e-07 6.05e-17 8.82e-08 2.1e-17
4158387 4.05e-08 2.73e-17 3.67e-08 1.24e-17

Tab. 4.5: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uy, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 5 en cada elemento para cada malla, para diferentes elecciones del

término .S,.
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)y (b)
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graficas de |up| y |€(up, pr)| respectivamente; (d) y (e) representan las lineas de campo

0), respectivamente; (f) y (h) muestran las lineas de contorno de pp y 6. La malla
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de up, y £(up,pp) respectivamente; (c) y (g) son las representaciones graficas de py y
utilizada estd conformada por 832189 nodos y 1661820 elementos.

Fig. 4.10: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 5:
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(b) muestran convergencia en norma L? y energia de u;, y £(un,pp), respectivamente;
(c) muestra convergencia para pj, en norma L? y considerando el término de salto
> ree, TF || [[ep]]Hap; (d) muestra convergencia de 6, en norma L? y energia, y el valor

de Sp(e?,e?); (e) muestra convergencia en la norma || (e", e?, 69)‘
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4.2.2.  Ejemplos adicionales
Ejemplo 6

El siguiente ejemplo es tomado de [38], en donde se implementa una estabilizacién grad-
div para la ecuacién de stokes. Se considera el dominio Q = (0,1) x (0,1), y el siguiente
problema:
—vAu+Vp = (0 Ra)Td en Q,
divue = 0 en €, (4.2.1)
—kAO4+u-VO = 0 en €,

con condiciones de frontera dadas por la Figura 4.13.

(0,1) u=0,08.0=0 (1,1)

(0,0) u=0,80=0  (1,0)

Fig. 4.13: Condiciones de contorno para el problema analizado en el ejemplo 6 y 7.

Aqui, v = k = 1 y Ra es el numero de Rayleigh, el cual estd asociado a la transferencia
de calor dentro del fluido. Si Ra es un ntimero pequeno, la transferencia de calor es prin-
cipalmente por conduccion, pero si Ra > 1000 comienza a dominar la transferencia por

conveccion.

En [38], el problema es resuelto usando espacios de elementos finitos de Taylor-Hood, y una
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iteracién de Newton para la resolucion del sistema no lineal. Debido a caracteristicas del
problema, es necesario acelerar la convergencia del método de punto fijo en la implementa-
cién del método del presente trabajo. Esto se hace con una modificacién de la solucién del
paso anterior llamada “damping”, y considerando como criterio de convergencia el error
entre pasos consecutivos, en lugar del error relativo entre pasos consecutivos. Por ello, para

la resolucién de este problema el Algoritmo 5 incluye la realizacién del Algoritmo 8.

En la Figura 4.14 se muestran representaciones de las soluciones numéricas obtenidas para
el Ejemplo 6, donde Ra = 10°. En las Figuras 4.15 y 4.16 se muestran representaciones de
las soluciones numéricas obtenidas para el Ejemplo 6, donde Ra = 10°. Ademds, para este

Ra = 10* se comparé el valor méximo que alcanza el valor absoluto de la divergencia en

cada elemento en cada malla resuelta, tanto para u, y u}. Esta comparacién es mostrada
en la Tabla 4.6.

é//f://%_

(b)

Fig. 4.14: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 10°: (a) y (b) son las repre-
sentaciones gréficas de |up| y [¢(up, pp)l|, respectivamente; (c) y (d) muestran las lineas
de campo de wuy y £(up, pp), respectivamente; (e) y (f) muestran las representaciones
graficas de pp, y 0y, respectivamente; (g) y (h) muestran lineas de contorno de p,, y 6,
respectivamente. La malla utilizada estéd conformada por 2395 nodos y 4660 elementos
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(b.2) (d.2) (£2) (h.2)

Fig. 4.15: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 10°% Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2) hasta
(h.2) la malla contiene por 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las
representaciones graficas de |uy| y |¢(un, pn)|, respectivamente; (c.) y (d.) mues-
tran las lineas de campo de u;, y £(un, pr), respectivamente; (e.) y (f.) muestran
las representaciones gréficas de pj, y 60y, respectivamente; (g.) y (h.) muestran
lineas de contorno de pp, y 6, respectivamente.
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Z19e+5

48722
-88629
-2.3e+05

(a.2) (c.2) (e.2)

(b.2) (d.2) (£2)

/

(h.2)

Fig. 4.16: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 6, donde Ra = 10%: (a) y (b) son las
representaciones graficas de |up| y |¢(up, pp)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
lineas de campo de uy y £(up, pp), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones graficas de py, y 6, respectivamente; (g) y (h) muestran lineas de contorno de py,
y 6y, respectivamente. La malla utilizada esta conformada por 263169 nodos y 524288

elementos
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Ndof Ir&a%|Vuh\K| [rpeé%\v-ﬁ(uh,ph)|K|
35 19.9 7.11e-15
5D 10.5 7.55e-15
107 3.45 4.55e-15
187 1.57 8.88e-15
371 0.632 3.33e-15
691 0.237 2.33e-15

1379 0.102 1.22e-15

2659 0.0323 9.16e-16

5315 0.0131 5.41e-16

10435 0.0047 3.89e-16

20867 0.0017 3.33e-16

41347 0.000602 2.22e-16

82692 0.000215 1.73e-16

164611 7.69e-05 1.46e-16
329220 2.74e-05 1.53e-16
656900 9.73e-06 1.04e-16

Tab. 4.6: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uy, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 6 en cada elemento para cada malla, cuando Ra = 10%.
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Ejemplo 7

El siguiente ejemplo es tomado de [50], en donde se trata el problema dado por las ecua-
ciones en (1.0.1), pero son consideradas las condiciones de contorno y datos dados en el

ejemplo 6 y ciertos parametros dados. Asi, se resuelve el problema

—PrAu+ (u-V)u+Vp = (0 PrRa)’0 en Q,
divu = 0 en €, (4.2.2)
—A0+u-VO = 0 en €2,

con condiciones de frontera dadas por la Figura 4.13.

En este caso, nuevamente Ra corresponde al niimero de Rayleigh, y Pr corresponde al
nimero de Prandtl, definido como Pr = v,/k,, donde v, y k, son una viscosidad y una
conductividad térmica de referencia. En el presente ejemplo, se utiliza Pr = 0,71, corres-
pondiente al aire. En la resolucién del problema, de igual modo que en el ejemplo 6, la

convergencia del método de punto fijo es acelerada utilizando un algoritmo de “damping”.

En las Figura 4.17 y 4.18 se muestran representaciones de las soluciones numéricas ob-
tenidas para el Ejemplo 7, donde Ra = 10°. En la Figuras 4.19 y 4.20 se muestran re-
presentaciones de las soluciones numeéricas obtenidas para el Ejemplo 7, donde Ra = 107.
Ademds, para el caso Ra = 10%, se comparé el valor maximo que alcanza el valor absoluto
de la divergencia en cada elemento en cada malla resuelta, tanto para w, y £(up, p). Esta

comparacion es mostrada en la Tabla 4.8.

Ademas, con el fin de comparar los resultados obtenidos en [50] se considera el flujo local

de calor en la direccién horizontal dada por el niimero de Nusselt, definido como

00

Nu :=u,0 — —,
u=u pe

donde u, es la componente horizontal de la velocidad. Entonces, se calcula el ntimero de

Nusselt promedio en el dominio, dado por

mz/zvu,
Q
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para los ntimeros de Rayleigh Ra = 10%,10%,...,107. Este nimero es calculado conside-
rando tanto el campo de velocidad conforme entregado por el método, como el campo
post-procesado. Para diferenciar, se denotard Nu, al nimero de Nusselt promedio obteni-
do a partir del campo de velocidad conforme, y como Nu,,. al ntimero de Nusselt promedio
obtenido a partir del campo de velocidad post-procesado. Estos resultados son mostrados
en la Tabla 4.7, donde estos valores son comparados con los obtenidos en [50] y en las

referencias que alli aparecen.
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TTTTT
L1

|

(a.1) (c.1) (e.1) (g.1)

(a.2) (c.2) (e.2) (g.2)

=

(b.2) (d.2) (£2) (h.2)

Fig. 4.17: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 10°% Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla utilizada contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2)
hasta (h.2) la malla contiene 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las
representaciones graficas de |uy| y |¢(un, pn)|, respectivamente; (c.) y (d.) mues-
tran las lineas de campo de u;, y £(un, pr), respectivamente; (e.) y (f.) muestran
las representaciones gréficas de pp, y 60y, respectivamente; (g.) y (h.) muestran
lineas de contorno de py, y 6, respectivamente.
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u

h
2.2e+02

£165.95

110.63

55.317

(b.2) (d.2) (£2) (h.2)

Fig. 4.18: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 10%: (a) y (b) son las
representaciones graficas de |up| y |¢(up, pp)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
lineas de campo de uy y £(up, pp), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones graficas de py, y 6, respectivamente; (g) y (h) muestran lineas de contorno de py,
y 6y, respectivamente. La malla utilizada esta conformada por 263169 nodos y 524288

elementos
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(b.2) (d.2) (h.2)

Fig. 4.19: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 107: Desde (a.1)
hasta (h.1) la malla contiene 8321 nodos y 16384 elementos; desde (a.2) hasta
(h.2) la malla contiene 131585 nodos y 262144 elementos. (a.) y (b.) son las re-
presentaciones graficas de |uy| y |¢(un, pr)|, respectivamente; (c.) y (d.) muestran
las lineas de campo de wuy, y £(up, pr), respectivamente; (e.) y (f.) muestran las
representaciones graficas de py, y 05, respectivamente; (g.) y (h.) muestran lineas
de contorno de pj y 0 respectivamente.
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-
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Fig. 4.20: Solucién de elementos finitos para el ejemplo 7, donde Ra = 107: (a) y (b) son las
representaciones graficas de |uy| y [¢(un, pr)|, respectivamente; (c) y (d) muestran las
lineas de campo de uy y £(up, pp), respectivamente; (e) y (f) muestran las representa-
ciones graficas de py, y 6, respectivamente; (g) y (h) muestran lineas de contorno de py,
y 6y, respectivamente. La malla utilizada esta conformada por 263169 nodos y 524288

elementos
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Ra | Nuc | Nup | [50] | [25] | [42] | [41) | [24] | [9]

103 | 1.117 | 1.117 | 1.118 | 1.118 | 1.117 | 1.074 | 1.117 | 1.112
10% | 2.240 | 2.241 | 2.245 | 2.243 | 2.243 | 2.084 | 2.254 | 2.198
105 | 4.499 | 4.504 | 4.524 | 4.519 | 4.521 | 4.300 | 4.598 | 4.465
108 | 8.701 | 8.719 | 8.852 | 8.800 | 8.806 | 8.743 | 8.976 | 8.783
107 | 16.489 | 16.491 | 16.789 - 16.400 | 13.99 | 16.656 | 16.46

Tab. 4.7: Tabla que muestra la comparacién del valor del nimero de Nusselt promedio para uj, y
{(up, pp) soluciones del ejemplo 7 considerando distintos valores del niimero de Rayleigh.

Ndof Ir&a%|Vuh\K| [rpeé%\v-ﬁ(uh,ph)|K|
35 26 1.07e-14
55 14 7.55e-15
107 4.65 6.22e-15
187 2 6.22e-15
371 0.808 3.89e-15
691 0.304 1.89e-15

1379 0.128 1.72e-15

2659 0.0431 1.14e-15

5315 0.0164 7.22e-16

10435 0.0063 4.58e-16

20867 0.00222 4.16e-16

41347 0.000804 2.5e-16

82692 0.000283 1.96e-16

164611 0.000103 1.21e-16
329220 3.59e-05 1.35e-16
656900 1.3e-05 9.71le-17

Tab. 4.8: Tabla que muestra el maximo valor absoluto de la divergencia de uy, y ¢(up, pp) solu-
ciones del ejemplo 7, con Ra = 10%, en cada elemento para cada malla.
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5. CONCLUSIONES Y TRABAJO FUTURO

En este trabajo se propuso un método de elementos finitos estabilizado para la resolucién de
un problema generalizado de Boussinesq, para el cual se demostré existencia de soluciones

y estimaciéon de error a priori.
El método propuesto cuenta con las siguientes caracteristicas:

» La utilizacién de espacios de elementos finitos de bajo orden (esquema del tipo P; +
RTy x Py x P;) gracias a la accién de términos estabilizadores, lo que permite un

bajo coste computacional en la implementaciéon del método.

= Los términos estabilizadores también permiten lidiar con la apariciéon de capas limites

en las soluciones.

= El método es localmente conservativo al entregar un campo de velocidades a diver-
gencia exactamente nula, de manera similar a los propuesto en [46]. Sin embargo, en
dicho trabajo esa caracteristica se logra con el uso de espacios de elementos finitos de
un orden mayor; en cambio, en el presente trabajo este campo es obtenido a partir

de una modificaciéon de la soluciéon de bajisimo coste computacional.

» Esta tultima caracteristica permite que la solucién solenoidal no conforme obtenida
recupere caracteristicas cualitativas de la solucion del problema fisico con una can-
tidad pequena de grados de libertad, las cuales la soluciéon continua polinomial sélo
recupera después de una elevada cantidad de refinaciones de la malla, tal como se

ilustra en los ejemplos 6 y 7.

» La estimacién de error realizada permite obtener un orden de convergencia 6ptimo,
donde es necesario asumir condiciones con respecto a las soluciones y a los datos

que son comunes en este tipo de problema no lineales. Estos érdenes de convergencia
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pudieron ser comprobados exitosamente en las pruebas numéricas realizadas.

Con respecto a futuro trabajo que se pueda realizar a partir del presente, algunas opciones

SO1:

» Desarrollo de la teoria para lados derechos no homogéneos en (3.1.1), y para con-
diciones de contorno Dirichlet no homogéneas para la velocidad y condiciones de

Neumman.

= Kl célculo de estimadores de error a posteriori que permitan una refinacion adaptativa
de la malla, lo cual permite acelerar convergencia con un bajo coste computacional,

especialmente ante la aparicion de capas limite en las soluciones.

» La extension del presente método al caso no estacionario, considerando la evolucién

temporal del problema.

s Para el caso no estacionario, a su vez se puede considerar la implementacién de un

método adaptativo, tanto espacialmente como temporalmente.

» La adaptacion del presente método a problemas de control éptimo basado en ecua-

ciones dadas por el problema generalizado de Boussinesq o similares.

» La realizacién de pruebas numéricas para ejemplos en 3 dimensiones y con la inclusion

de otros esquemas estabilizados distintos a los considerados en este trabajo.
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