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Resumen

En la presente memoria de titulaciéon se evaltian y comparan los rendimientos de tres métodos numéricos
(diferencias finitas, elementos finitos y volamenes finitos) aplicado a una situacion de flujo laminar dentro
del marco de la dindmica de fluidos computacional, con el objetivo de establecer criterios adecuados de
seleccidon y aplicaciéon de estos métodos para el modelado CFD.

En primer lugar, se valido el software comercial Ansys Fluent como herramienta de calibracién de los
c6digos finales mediante el modelado CFD a escala 1:1 de un canal abierto de laboratorio con vertedero de
Ogee, para obtener los parametros experimentales de calibracién, se conté con el apoyo del equipamiento
presente en el campus San Joaquin de la UTFSM. Se obtuvieron resultados que validan que este software
simula de manera precisa las presiones y alturas de agua obtenidas en la muestra experimental.

Luego, se procedié a modelar la situacion fisica Cavity Flow con un numero de Reynolds=100 (flujo
laminar) mediante los métodos de diferencias finitas, elementos finitos, y volimenes finitos en lenguaje de
programacion Matlab. Los valores obtenidos fueron validados con un modelo CFD de la cavidad realizado
en Ansys Fluent, obteniendo resultados que sefialan que el método de volimenes finitos presenté mejor
afinidad a los datos tedricos con tiempos de iteracién y ntmero de iteraciones menores. Por otra parte,
el método de elementos finitos presenté buenos resultados en cuanto a velocidades, pero no se ajusto
correctamente a la modelacion de las presiones, mientras que el método de diferencias finitas presento
resultados bien calibrados en presiones y velocidades, sin embargo, necesit6é de tiempos mayores de calculo
para trabajar con mallados maés finos, y asi, obtener mejor precision en la respuesta, comportamiento que
no se presentd en el método de voltmenes finitos.

Palabras claves: CFD, Ansys Fluent, elementos finitos, voltmenes finitos, diferencias finitas, cavity flow.

Abstract

In the present undergraduate thesis, the performance of three numerical methods (finite differences, finite
elements, and finite volumes) is evaluated and compared for a laminar flow situation within the framework
of computational fluid dynamics (CFD), with the objective of establishing appropriate criteria for the
selection and application of these methods in CFD modeling.

First, the commercial software ANSYS Fluent was validated as a calibration tool for the final codes through
a 1:1 CFD model of an open-channel laboratory setup with an Ogee spillway. To obtain the experimental
calibration parameters, the equipment available at the San Joaquin campus of UTFSM was used. The
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results confirmed that the software accurately reproduces the pressures and water depths measured in the
experimental setup.

Subsequently, the physical problem of cavity flow with a Reynolds number of 100 (laminar flow) was
modeled using the finite difference, finite element, and finite volume methods implemented in the MATLAB
programming language. The results obtained were validated against a CFD cavity model developed in
ANSYS Fluent. The comparison showed that the finite volume method exhibited the closest agreement
with theoretical data, while also requiring fewer iterations and shorter computation times. On the other
hand, the finite element method produced good results in terms of velocity fields but did not accurately
capture the pressure distribution, whereas the finite difference method yielded well-calibrated pressure and
velocity results; however, it required significantly longer computation times to handle finer meshes and
achieve improved accuracy—an issue that was not observed with the finite volume method.

Keywords: CFD; ANSYS Fluent; finite element method; finite volume method; finite difference method;
cavity flow.
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[A°] Matriz elemental MEF

a(.7 )

ap,aw,an, as

Forma bilineal en la formulacion débil (MEF).
Coeficientes MVF asociados a celdas vecinas (Este, Oeste, Norte y Sur).

ap Coeficiente central MVF (discretizacion).

a% Coeficiente temporal MVF (término transiente).

b Propiedad intensiva por unidad de masa B/m en el Teorema de Transporte
de Reynolds (RTT).

B Ancho del canal [m].

Bgist Propiedad extensiva del sistema B.

Cu Constante empirica del modelo k — ¢.

Cie, Co, Cse Constantes empiricas del modelo realizable k — €.

Co Coeficiente de gasto adimensional del vertedero.

dA Elemento diferencial de area [m?].

dm Elemento diferencial de masa [kg].

av Elemento diferencial de volumen [m3].

D, ,D_ D, Operadores de diferencia finita hacia adelante, hacia atras y centrada.

D¢, Dy, Dy, Dy Coeficientes difusivos MVF en caras Este, Oeste, Norte y Sur.

F., F, F,, F; Flujos advectivos MVF en caras Este, Oeste, Norte y Sur.

f Funcién fuente en el problema de valores de borde (MEF).

fs Transporte total de ¢ por conveccion/difusion y fuentes/sumideros.

g Aceleracién de gravedad [m/s?).

92+ Gy» 9= Componentes cartesianas de la gravedad [m/s?].

7 Vector gravedad [m/s?].

G Campo vectorial utilizado en el teorema de Gauss.

h Paso espacial en diferencias finitas [m].

H, Carga total aguas arriba del vertedero [m].

I: Matriz identidad.

1,7 Indices espaciales de grilla (discretizacion).

Sy Jy Flujos totales en x e y para la ecuacién escalar.

k Energfa cinética turbulenta [m?/s2].

(K] Matriz de global en MEF.

L Longitud caracteristica o longitud del canal (segin contexto) [m].

L(V) Operador lineal difusivo (segun definicion adoptada).

L*(Q) Espacio de Lebesgue de funciones cuadrado-integrables.

m Masa [kg].

M Variable genérica (en propiedad de derivadas).

Continida en la siguiente pdgina
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Continida en la siguiente pagina
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Re Numero de Reynolds.
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1. Introduccién

El diseno y anélisis de las estructuras hidraulicas requieren modelos precisos (Chow, |1988) para predecir los
parametros asociados al flujo, como pueden ser las velocidades, presiones y lineas de flujo. Estos parametros
son fundamentales para garantizar la seguridad y eficiencia al momento de dimensionar y disenar obras
hidraulicas.

La mecanica de fluidos corresponde a la ciencia que estudia el comportamiento de los pardmetros fisicos
del flujo en distintas situaciones. Sin embargo, cuando el fluido en estudio se encuentra en movimiento,
nace lo que se conoce como la dinamica de fluidos.

Para estimar los parametros del flujo, se debe dar solucién a las ecuaciones diferenciales parciales que
controlan el fenomeno (Cengel, 2018]), tales como las ecuaciones de conservacion de masa y la conservacion
del momento lineal. Estas ecuaciones se pueden resolver, o bien, analiticamente, es decir, encontrando una
solucion empirica para el fendémeno, o mediante la aplicacion de técnicas de resolucién numeérica, a esta
iltima se le denomina Dindmica de Fluidos Computacional, o por su abreviatura en inglés CFD.

La modelacion CFD ofrece diversas ventajas, entre las cuales se encuentra la capacidad de resolver ecua-
ciones diferenciales parciales o EDP, como es la ecuaciéon de Navier — Stokes, ahorrando costo de calculo
humano y reemplazéandolo por iteraciones realizadas en una computadora. Ademas, permite dar solucion
a fenémenos fisicos que no poseen hasta el momento solucién analitica, como es el caso de la situacion
“Flujo en una Cavidad” o mas conocida como “Cavity Flow”.

Se han desarrollado diversas herramientas tecnolégicas de software para desarrollar modelos numeéricos
CFD, cuyos programas utilizan diversos métodos numéricos para realizar las simulaciones. Sin embargo,
es importante que el usuario que realice la modelacién, comprenda correctamente todos los conceptos
asociados tanto al tipo de fendémeno que estd abarcando, como a las herramientas computacionales y los
métodos numéricos aplicables. Es en este contexto donde aparecen las siguientes preguntas de investigacion:
., Como elegir el método numérico adecuado para abordar el problema especifico que se esta trabajando?
i, Qué consideraciones debiese tener el usuario al momento de realizar una modelacién en dindmica de
fluidos computacional? ;Cémo se comportan la convergencia, sensibilidad y el costo computacional de los
distintos métodos numeéricos al modelar la misma situacion fisica?

A raiz de estas preguntas la presente investigacion se centra en analizar y comparar los métodos numéricos
de diferencias finitas (Pozrikidis, [2001), elementos finitos (Lohner, 2001) y volamenes finitos (Patankar,
1980; Astroza, 2017) , mediante la modelacion de la situacion “Cavity Flow”, analizando su convergencia,
sensibilidad y costo computacional, para asi establecer criterios adecuados para la modelacion CFD de
fenémenos fisicos asociados a la dinamica de fluidos, contribuyendo asi al adecuado y eficiente uso de estas
herramientas.

2. Objetivos y Metodologia

2.1. Objetivo General

Establecer ventajas y desventajas de distintos métodos numéricos para la modelacién matematica aplicada
a la dinamica de fluidos, mediante el anélisis de la variacion del error y del costo computacional de cada
uno, con el fin de mejorar los criterios para la aproximaciéon numérica y reducir la incertidumbre para este
tipo de fenémenos a nivel teorico.
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2.2. Objetivos Especificos

Verificar la aplicabilidad del software comercial Ansys Fluent como herramienta de validacién me-
diante la modelaciéon de un canal abierto con vertedero de Ogee, asegurando que los resultados
obtenidos coincidan con datos experimentales.

Disefiar programas con distintos métodos numéricos, tales como, Diferencias Finitas, Elementos Fi-
nitos y Voliimenes Finitos, para el problema “Cavity Flow”, explorando estrategias de optimizacion
computacional para reducir el costo de simulacién sin sacrificar la precision en los resultados obte-
nidos.

Validar los distintos modelos numéricos utilizando la herramienta Ansys Fluent.

Establecer criterios para la seleccion del método numérico adecuado que represente una aproximacion
confiable y eficaz para problemas fisicos asociados a la dinamica de fluidos, mediante el analisis de

la sensibilidad y la evaluacién de la convergencia de los programas disenados.

2.3. Metodologia General

A continuacion, se presenta en la figura 2.1 un diagrama de flujo donde se ven representadas graficamente

las fases metodologicas y sus diversas actividades asociadas:

REVISION ESTADO MODELACGION VALIDACION MODELO OBJETIVO
DEL ARTE VERTEDERO DE OGEE ’ VERTEDERO :
ESPECIFICO 1

NO

MODELAMIENTO REVISION ¥ ESTUDIO
—
CAVITY FLOW MATLAB METODOS NUMERICOS

OBJETIVO
ESPECIFICO 2

VALIDACION
PROGRAMAS CON OBJETIVO
ANSYS ;
ESPECIFICO 3

COMPARAR METODOS
NUMERICOS OBJETIVO
l ESPECIFICO 4

CONCLUSIONES Y
MODELACION DE UN
NUEVO FENOMENO

Figura 2.1: Diagrama de flujo metodologia aplicada
Fuente: Elaboraciéon Propia

2.4. Metodologia Especifica

A continuacién, se detallan las fases metodologicas asociadas a cada objetivo especifico, junto con el

planeamiento de actividades para cada etapa:
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OE1l: Verificar la aplicabilidad del software comercial Ansys Fluent como herramienta de
validacion mediante la modelacién de un canal abierto con vertedero de Ogee, asegurando
que los resultados obtenidos coincidan con datos experimentales.

Fases metodologicas:

1. Revision del Estado del Arte y Formulacién del Marco Tedrico.

» Estudiar expresiones mateméticas que controlan la dinamica de fluidos.

= Investigar las herramientas computacionales disponibles para la modelaciéon CFD.

» Estudiar conceptos de hidraulica de canales abiertos, teoria de vertederos, modelaciéon de tur-
bulencia y modelacion de flujo bifasico (interaccion agua-aire).

2. Modelaciéon Numérica del Vertedero de Ogee.

= Modelar vertedero de Ogee en canal abierto de laboratorio en Ansys Fluent.

= Obtener presiones, velocidades y altura de pelo de agua.
3. Validacién del Modelo con Ensayos de Laboratorio.

= Definir los ensayos necesarios para validar el modelo.
= Ejecutar ensayos de laboratorio.

= Validar presiones y eje hidraulico del modelo utilizando los datos obtenidos en laboratorio.

OE2: Disenar programas con distintos métodos numeéricos, tales como Diferencias Finitas,
Elementos Finitos y Volimenes Finitos, para el problema “Cavity Flow”, explorando estra-
tegias de optimizacion computacional para reducir el costo de simulacién sin sacrificar la
precision en los resultados obtenidos.

Fases metodolobgicas:

1. Revision y Estudio de Métodos Numéricos Aplicables (Elementos Finitos, Volamenes
Finitos y Diferencias Finitas).
s Lectura y Estudio Método de Diferencias Finitas.
= Lectura y Estudio Método de Elementos Finitos.

= Lectura y Estudio Método de Voltimenes Finitos.
2. Modelamiento del Fenémeno Cavity Flow con Distintos Métodos Numéricos en Matlab.

= Modelaciéon Fenémeno “Cavity Flow” en Diferencias Finitas, Elementos Finitos y Voltimenes
Finitos.

= Estimacion de Presiones y Velocidades de los modelos.

» Aplicacion de Estrategias para Optimizar los Programas (Paralelizacion de Codigos, Uso de
GPU digitales, entre otros).
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OE3: Validar los distintos modelos numéricos utilizando la herramienta Ansys Fluent.

Fases metodolégicas:

1. Validacién de los Programas con Ansys Fluent.

= Desarrollar el modelo Cavity Flow en Ansys Fluent.

= Validar las presiones y velocidades de los programas generados, analizando el error y aplicando
criterios NSE y RSR.

OE4: Establecer criterios para la selecciéon del método numérico adecuado que represente
una aproximacién confiable y eficaz para problemas fisicos asociados a la dinamica de fluidos,
mediante el anilisis de la sensibilidad y la evaluaciéon de la convergencia de los programas
disenados.

Fases metodolobgicas:

1. Comparaciéon de los Métodos Numéricos Aplicados.

= Analisis de la convergencia de los codigos.
= Comparaciéon indicadores de error NSE y RSR.

= Comparacion del costo computacional.
2. Conclusiones y Modelacion de un Nuevo Fenémeno.

= Analisis de los resultados.
s Redacciéon de las conclusiones.

= Modelacion de un nuevo fenémeno de dindmica de fluidos, aplicando criterios y conclusiones
obtenidas.

3. Marco Teoérico

En el presente capitulo se detallan algunas definiciones tedricas importantes, expresiones matematicas
que controlan la dindmica de los fluidos y algunas herramientas aplicables a la modelacién numérica. El
objetivo de este capitulo es abordar y desarrollar los conceptos claves para el correcto entendimiento e
interpretaciéon de la invetigacién desarrollada en la presente memoria.

3.1. Dinamica de fluidos computacional

En el contexto de la investigacion y analisis de las propiedades fisicas de un flujo en movimiento, tales
como las velocidades y las presiones, es necesario regirse por las expresiones mateméticas que controlan la
mecénica de los fluidos, como son la conservaciéon de la masa y la conservaciéon del momento.

Sin embargo, estas expresiones corresponden a EDP, las cudles por lo general requieren de un trabajo
matemético extenso y complejo para su andlisis, llegando en gran parte de los casos, a no poseer una
solucién analitica para ciertas situaciones de escurrimiento y condiciones de contorno.
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A causa de esta desventaja, hace algunos anos se comenzo a implementar la dindmica de fluidos compu-
tacional, mas conocida en inglés por sus siglas CFD (Computational Fluid Dynamics), la cuél se basa
en aproximarse a las soluciones de estas expresiones matematicas mediante métodos numéricos, como las
diferencias finitas, elementos finitos y volimenes finitos. Es decir, discretizar el dominio a uno computacio-
nal, y asi obtener una aproximacién numeérica discreta a la ecuacién que domina la situacién modelada.

(Figura

Variable [ | Aproximacién

continua ’I discreta !
f
{ '
.-'; | ’
/ | .
/ I .
_/ ' N
| e
= — 1 E———

Figura 3.1: Aproximacién Continua y Discreta
Fuente: (Sanchez Vazquez, 2004)

Versteeg en 2007 defini6 lo siguiente (Versteeg & Malalasekera, 2007)) la dindmica de fluidos computacional
o CFD es el andlisis de sistemas que tnvolucran el flujo de fluidos, transferencia de calor y fendmenos
asociados como reacciones quimicas, mediante simulacion basada en computadoras.

Una de las principales ventajas de la modelacion CFD es la posibilidad de aproximarse a las soluciones mas
rapidamente, reduciendo de manera considerable los tiempos de investigacién, y optimizando los procesos
de anélisis al prescindir del trabajo matematico requerido para resolver estas expresiones, sustituyéndolo
por el trabajo iterativo en una computadora.

3.2. Expresiones matematicas que dominan el fenémeno

A continuacion, se presentan las expresiones matematicas que modelan las situaciones fisicas asociadas a
la dindmica de los fluidos:

3.2.1. Teorema de transporte de Reynolds (Cengel, [2018)

La base para todos las ecuaciones de conservacion asociadas a la mecénica de fluidos se desprenden del
teorema de transporte de Reynolds, el cual relaciona cantidades eulerianas con cantidades langrangeanas.
Su expresion general se presenta a continuacion:

stis d b SN
4 (pb)dV—l—/ (pb) V- 7 dA (3.1)

Donde:
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%: corresponde a la razén de cambio respecto del tiempo de la cantidad de la propiedad B del sistema.

VC: corresponde al volumen de control definido.

SC: corresponde a la superficie de control seleccionada.

p: corresponde a la densidad del fluido.

b: corresponde a la propiedad intensiva por unidad de masa B/m.

V : corresponde a un volumen cualquiera.

A: corresponde a un area cualquiera.

v corresponde al vector velocidad del fluido.

71: corresponde al vector unitario en direccion normal a la superficie.

Para un volumen de control rigido y fijo, el VC es constante en el tiempo, por lo que los limites de la
integral no dependen del tiempo y la diferenciacién se aplica inicamente en la variable densidad, por lo
que el teorema de transporte de Reynolds para un volumen de control rigido y fijo se denota de la forma:

stist 0 S
= —(pb b))V -indA 2
T [ g [ @7 (32)

3.2.2. Conservacion de la masa (Cengel, 2018)

Desde la aplicaciéon del teorema de transporte de Reynolds, ecuacion 3.2} se puede desprender la siguiente
expresion general que define la conservacion de la masa aplicada a un volumen de control VC fijo:

0:/ ap-dV+/ pV -7t -dA (3.3)
ve Ot sc

Se trabajara la ecuacién [3.3| utilizando el teorema de divergencia, o mas conocido como teorema de Gauss,
el cual senala lo siguiente:

fé.ﬁ-dAz/v-é.dv (3.4)
A \%

Si se tiene que G= pV, se reemplaza entonces la ecuaciéon en , integrando en el volumen de control
seleccionado y se obtiene:

oz/vcgf.dVJr/mv-(pV)-dV

Juntando las dos integrales en una sola se obtiene:

o:/vc [Z@v(ﬁ)]w

Para que esta ultima expresion sea verdadera considerando un volumen de control existente y distinto
de 0, siendo dV = 0 la solucién trivial, se debe cumplir la expresion algebraica encerrada entre corchetes
sea 0, lo que se le denomina como la formulacion integral (lagrangiana) de la ecuacion de conservacion de

21



Universidad Técnica Federico Santa Maria
Departamento de Obras Civiles 3.2 [Expresiones mateméticas que dominan el fenémeno

masa:

% v (V) =0 (3.5)

Desarrollando y trabajando la ecuacion [3.5

%+V'(p‘7):0

=0

dp | O(pu)  O(pv)  O(pw)
ot or "oy T o:

op op
o or

w28 00y 08 00 0wy
y 8z " Pox p@y Pa, =

Op (6 0 8) <8u ov 8w>
~ tlugtv—tw—)pt+tp|l s+ +--)=0

+

ot ox oy 0z or Oy 0z
dp = -
E—FV-Vp—i—pV-V:O (3.6)

Conociendo la definicion de derivada material de un escalar ¢ como:

D¢ _ 9¢

Df =3 Vo (3.7)

Reemplazando la ecuacion [3.7]en la ecuacion [3.6]se obtiene finalmente la formulacion diferencial (euleriana)
de la ecuacioén de conservacion de la masa:

Dp -

— +pV-V =0 3.8

D TP (3.8)
Considerando que el fluido a estudiar corresponde a agua liquida, se puede realizar el supuesto que el
fluido es incompresible, por lo que la expresion asociada a la derivada material de la densidad se anula:

Dp _

=0
Dt

Por lo tanto, la ecuacién de conservacion de la masa para un flujo incompresible y un volumen de control
fijo, también denominada comtinmente como la ecuaciéon de continuidad queda expresada por:
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Reescribiendo la expresion en coordenadas cartesianas se obtiene la ecuacion de continuidad en coordenadas
cartesianas:

ou Ov OJw
%+8—y+$—0 (3.10)

3.2.3. Ecuacién de conservaciéon del momento (Cengel, [2018))

Para comenzar se procede a definir la sumatoria de fuerzas X F' en un volumen de control rigido y fijo VC
como:

SF = / (pg)dV + / o-it-dA (3.11)
vc SC

-~
Fuerzas de Campo  Fuerzas de Superficie

Donde ¢ corresponde al vector aceleracion de gravedad y & corresponde al tensor de esfuerzos que se
generan sobre el volumen de control, como se puede apreciar en la figura [3.2] a continuacion:

dy

dx

Figura 3.2: Tensor de Esfuerzos Sobre el Volumen de Control
Fuente: Mecénica de Fluidos, Fundamentos y Aplicaciones. (Cengel, 2018))

Aplicando nuevamente el teorema de transporte de Reynolds para el vector mV se puede obtener la
expresion general para la conservacion de cantidad de movimiento en un volumen de control:

. d - d . Lo
sF= Loy =L [ ihav+ / oV (V - 7i)dA (3.12)
dt dt Jyc sc

Sabiendo que el volumen de control es rigido y fijo:
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L d, - 9, - Lo
YF=—(mV)= —(pV)dV + pV(V -i)dA (3.13)

Juntando las ecuaciones [3.11] y [3:13] se obtiene:

gﬁ:/ (pg)dv+/ soaan= [ 2 V)dv+/ oV (7 - ) dA (3.14)
ve sc ve ot sc

Utilizando nuevamente el teorema de la divergencia presentado en la ecuacion 3.4} reemplazando el término
G por el tensor de segundo orden (pV')V se obtiene:

/ (P -iidA= [ V- (pV)VdV (3.15)
SC vc

Realizando el mismo procedimiento pero ahora reemplazando en el término G el tensor de esfuerzos 6 se
obtiene:

/(3-ﬁ)dA: (V-6)dV (3.16)
SC vC

Ahora, reemplazando las ecuaciones y en la expresion de conservacién de momento se
obtiene:

) e e
| pars [ v-mav=g [ @havs [ V07

d . Lo ~
o=2 1 hav+ [ v-pHVav— | (pdv— [ (V-&)av
dt Jyc ve ve ve

= [ 5T+ 07 (o) - 9 5]

Para que esta igualdad se cumpla considerando un volumen de control distinto de cero, obligatoriamente
se debe cumplir que:

0= [§t< V>+v-<pv>v—<p§>—v-é]

Por lo que finalmente se obtiene la ecuaciéon de Cauchy, también conocida como la ecuacion diferencial
general para la conservacion de la cantidad de movimiento lineal:

9, = - = L oz
a(pV) + V- (pVV)=pji+ Vo (3.17)

Aplicando la regla de la cadena al primer término de la ecuacion [3.17] se obtiene:

24



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Departamento de Obras Civiles 3.2 [Expresiones mateméticas que dominan el fenémeno
o - v _dp
—=pV)=pF + V= 3.18
5PV =P T (3.18)

Mientras que, el segundo término se puede escribir como:

V- (pVV)=VV-(pV)+p(V-V)V (3.19)

Reemplazando entonces las ecuaciones y en la ecuacion [3.17] se obtiene:

ov  _0p - , Lo -
P o +Va—§ LUV (pV) + p(V - V)V = pg + V&
Factorizando por 1%
v [0 . L -
pE—FV [éj—kV-(pV)} +p(V-V)V =pg+ V&

Notamos que, el elemento entre corchetes es 0 por conservaciéon de la masa, ecuacion [3.5] por lo que
trabajando la expresion finalmente se obtiene la forma euleriana de la ecuaciéon de Cauchy:

oV ., .,
PE + p(V V)V = pg + Vo
oV
DV .
—— =pj+ Vo 2
Py =PI+ Vo (3.20)

3.2.4. Ecuaciéon de Navier-Stokes (Cengel, |2018)

A partir de la forma alternativa de la ecuacion de Cauchy [3:20] se procedera a determinar la expresion
para la ecuacion de Navier - Stokes para fluido incompresible y newtoniano.

Como paso previo, se debe separar la componente del tensor de esfuerzos producidos por la presiéon y los
esfuerzos viscosos, para un fluido en movimiento el tensor de esfuerzos se puede denotar de la siguiente
forma:

c=—-1IP+7
Ogx Oxy Ogxz -P 0 0 Tex Tzy Tzz
Oyz Oyy Oy | = 0 =P 0 |+ |7y Tyy Ty (3.21)
Ozx Ozy Ozz 0 0 —-P Tzx Tzy Tzz
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De esta ultima igualdad se presenta como nueva incégnita las presiones P, y un nuevo tensor de esfuerzos
viscosos 7. Para continuar se debe primero definir el tensor de razon de deformacién en coordenadas
cartesianas:

Ju 1 (0u v 1 (0u ow
€z Eozy Euz o 2 (a*y - %) 2 (5% + %)
= _ 1 (0v ou v 1 (0v ow
£ = Eyr Eyy Eyz 5\ oz + @) oy 5\ a5z + Dy (3.22)
€ € € 1 (0w, Quy 1 (0w 9v dw
= i = 2(81} +8z) 2<8y +82) 0z

Luego, si se realiza el supuesto que el tensor de esfuerzo es linealmente proporcional al tensor de razén de
deformacion, para flujo incompresible se puede definir una expresioén para el tensor de esfuerzo viscoso:

Tij = 2#61'3'
0 0 0 0 0
e p (R ) w3+
= 0 0 0 0 0
F-|u (af v afg) 2w u (7 v 84;) (3.23)
0 0 0 0 0
p(E+3s) n(e+%) 2wl
Reemplazando entonces en [3.21
0 0 0 0 0
P 0 o 2B p(3E+8) m(BE+3y)
=0 —p o |+|{n(R+3) 2wl w(3+3) (3.24)
0 0 -—-P ol o) o) ) 9
p(E+3) n(ZE+3) 2y

Se trabajard a continuacién con la componente €, de la ecuacion de Cauchy, sustituyendo entonces la
ecuacion [3:24] en la ecuacion [3.20] y trabajando la expresion se obtiene:

Du oP 0 (0Ou 0 (0v Ou 0 (0w Ou
Py = PYr — 55—+ 20— RN el Ui lrul B a +
Dt ox

ox Oz Oy \O0x Oy Fo:\ oz " a2
i =P~ gy oy May Ox M@y Oy Foz \ oz Fo: \ o2
Ppi = P9~ gy TH %82 Oy \ Ox oy? 0z \ Oz 022 ’

Notar que, mientras las componentes de velocidad sean funciones continuas no importa el orden de dife-
renciacion, tal que siendo a; una constante cualquiera y M una variable cualquiera:

0 (oM 0 (oM
Qg <8y> = ai@ <8x> (3.26)
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Aplicando la propiedad de la ecuacion [3.26] en [3.25] y ordenando los términos convenientemente:

Du_ 0P [0 0w 0 (Ov) O%u 0 (Ow) O
Ppor =P% = gz TH 922 T 922 Oy \ Ox oy? 0z \ Ox 022
Du_ 0P [ @u w9 (ou) 0 (v) 0 (0w
Por = P9~ g TH | 922 Oy? 022  Ox \ Oz 0z \ Oy Oz \ 0z
Ppr = P9~ g TH | 922 oy? 922 Ox \dx Oy 0z '

Notese que, el término entre paréntesis es cero por la forma cartesiana de la ecuacién de continuidad para
fluido incompresible, ecuacion [3.10] por lo que finalmente:

Du
"Dt

PYx —

or |
8.75M

Pu

9%u
*w*w]

da?

|

(3.28)

Esta ultima expresion representa la componente €, de la ecuacion de Navier-Stokes en forma euleriana,
realizando el mismo procedimiento para las direcciones z e y de la velocidad se pueden obtener las com-
ponentes cartesianas de la ecuacion de Navier-Stokes para flujo incompresible:

Du

Se define la viscosidad cinemética como:

Reemplazando:

Pu o o
022 Oy? 022
P P P
1022 Oy 022
0*w 82w+82w
ox?  0y? 022
7

p

022 Oy? 022
1022 Oy? 022

|

(3.29)

(3.30)

(3.31)

(3.32)

(3.33)

(3.34)
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Dw 1@P+ n 82w+82w+82w (3.35)
_ = 1% .
Dt p 0z 9z ox?  Oy? 022

Finalmente, uniendo las tres componentes se obtiene la formulacién euleriana de la ecuacién de Navier
-Stokes para flujo newtoniano incompresible:

DV 1 4
—_— = P a 2 N
Di pV + g+ VeV (3 36)

3.3. Ecuacién de conservacion de una cantidad escalar ¢

Aplicando el Teorema de transporte de Reynolds para un b=¢, que corresponde a una cantidad escalar

cualquicra:
i(/MJ'dm) ~ 5 | worav+ [ o)V -nda
a ([ - ar) = [ worars [ o)V ias
@ =5 [ Goav [ (po)V ada (337)
Donde:

¢: Corresponde a la cantidad intensiva del sistema.
®: Corresponde a la cantidad extensiva del sistema.

Cambiando un poco la nomenclatura:

d =
S to= 5 [ oo dv+ [ o)V i (3.39)

Donde:
>~ fs : Corresponde al transporte de la cantidad ¢ por diferentes mecanismos, ademéas de conveccion (Vo)
y cualquier fuente o sumidero.

Aplicando la ley de Fourier para la difusion de calor y la ley de Fick para difusiéon de masa, considerando
también una fuente cualquiera S y un coeficiente de difusién I' aplicado a la variable escalar ¢, se puede
obtener la formulacion de ) fy:

Sho= [ [vowvo-av [ seav (3:39)

vc

Si se combinan las ecuaciones [3.38] y B39
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d -
S (pp)dV+ | (pd)V-iddA= | [V-(T-V¢)-dV+ | S-aVv
dt Jyc sc ve ve

Aplicando el teorema de la divergencia [3.4}

d 5
g [ (po)dVt | N(pV)-dV= | [V-(I'-V§)-dV+ | §-dV
vC vC vc vc

Considerando un volumen de control rigido y fijo:

9 .
—(po) dV + V(ppV)- dV = [V-(F-V(]ﬁ)]-dv—l— S -dV
ve Ot e ve ve

/ (gt(/xﬁ) +V(p<;5V)> /Vc[v.(p.v(b) + 5] av

Si se considera un volumen de control distinto que 0, se obtiene la ecuaciéon general de transporte de la
cantidad ¢:

2 (00) + V(o6 V) =V (- V0) + § (3.0

Otra forma de escribir la ecuacion [3.40] es la siguiente:

0 0 0 0¢
53(09) + 50 ¥) = ax]( ax])w

Finalmente, considerando un coeficiente de difusiéon I' constante:

2
(p¢>) 8 (pebV) gf+5 (3.41)

3.4. Formulacién velocidad-presion para flujo incompresible: ecuaciéon de Poisson

Para realizar una simulaciéon numérica de flujo laminar, la ecuacién de Navier-Stokes no es suficiente
para abastecer la cantidad de incégnitas a encontrar, ya que carece de una ecuaciéon para el céilculo de
las presiones. Es por esto que se determinara una ecuaciéon de estado, tal que cumpla con las ecuaciones
anteriormente senaladas y que permitan computar la evoluciéon de la presion.

Se tiene la ecuacion de Navier-Stokes para flujo incompresible [3:36}

DV 1 .
L VP4 g4+ vV 42
D1 p +4+v (3.42)

Desarrollando la expresion:

29



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Departamento de Obras Civiles 3.4 Formulacién velocidad-presion para flujo incompresible: ecuaciéon de Poisson
ov o . 1 . ﬁ
—— 4V .VV =—-"VP+§+vVVW
ot P
ov I | . .
o ~V-VV - VP +§+vV?V
P

Si se le denomina al término —V - VV como el operador no-linear convectivo A (17) y al término V2V

—

como el operador linear difusivo £(V') (Pozrikidis, |2001)), la ecuacion anterior queda de la forma:

—

ov 51 . -
E—N(V)—;VP—FQ—FVE(V)

Aplicando divergencia a ambos lados de la ecuacién se obtiene:

—

ov - 1 -
V'E :V-./\/'(V)—V-;VP—FVQ'—FV-VE(V)
Se tiene que:
P : oV _ ovV
= Al no ser V funciéon del tiempo, V - S = S

_v.1 = _1y2
= V. VP =—- VP
= Al ser g un vector de constantes su divergencia es 0, tal que Vg =0

= Si se considera una viscosidad constante y uniforme en todo el dominio del flujo, el operador lineal
difusivo puede conmutar el orden de divergencia tal que VL(V) = L(VV).

= Notar que el operador de divergencia y el operador no lineal N’ no son conmutables.
Reescribiendo la expresion con las consideraciones anteriores:

vV

L1, .
: — V2P
50 = VN = VP uL(7)

Para que esta igualdad see cumpla, se requiere que el lado izquierdo de la expresion se anule en cada
instante de tiempo, por lo que se debe satisfacer la Ecuacion de Poisson para la Presion:

V2P =p |V -N(V)+vL(VV) (3.43)

Se esté realizando el supuesto de que el flujo es incompresible, por lo que para satisfacer la ecuacion de
continuidad ﬁ el término L(VV') debe ser 0. Obteniendo entonces la Ecuacion de Poisson para la
Presion en Flujo Incompresible:

V2P = pV - N (V) (3.44)
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3.5. Meétodos numéricos aplicables

A continuacion, se detallan 3 métodos aplicables para la aproximaciéon numérica de la ecuacion de Navier-
Stokes.

3.5.1. Nomenclatura

Para facilitar la lectura y el desarrollo y aplicacién de los métodos numéricos se utilizara la siguiente
nomenclatura para los puntos a obtener:

u

Donde:

U: Corresponde a la incognita que se estd obteniendo al aplicar un respectivo método numérico.

n: Superindice que indica el niimero de iteracion de tiempo que se esti calculando.

i, 7: Subindices que representan la ubicacién espacial del punto calculado con respecto a una grilla previa-
mente definida.

3.5.2. Meétodo de diferencias finitas

El método de diferencias finitas MDF, se basa en generar un sistema de ecuaciones algebraicas a partir
de la discretizaciéon generada al reemplazar las derivadas de las EDP por aproximaciones de diferencias
finitas.

Primero, para ilustrar la aplicaciéon del método se definird un dominio espacial rectangular 2D en el plano
zy de la forma de (m + 1) x (m + 1), obteniendo asi una distribuciéon de grillado como se presenta a
continuacion en la figura |3.3
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| | I | | | | I |
| | I | | | | I |
— e N ~y Pant e al e ny A Pan) a4 A
m 7y A7y 3 % = T T $ T
. — e — h Fany Fan Fant Fany Fan) FinY Vs
. N pY A A= A o N s S A\ 4
H Y . Far Pany D Fant Fany Pan) o M
-4 o A" B B A B B N 3
. —_—— Pan o & P a5 Pant & Fa - W
. L L g p = A = 3 L h
. — e — Fany Fan Fan Fant Fant Fan Fan) Fany FanY — e —
M A N N A A A = A A =4 N
I . Y Fan Fant Fau) Fan) Fan) Fan) a Ve W
'y3 o P 3 P 7y & > L7 &
Fany Fant Fant Fan Fany Fan¥ FanY Fany I
2 - = = L Py = A B 1 s ) L=y 3 - = =
y]_ —— e iy Fant Fany o Fany a5 Fany £ D
L N N 7 A A = 7 NS N
y(} —— i Fany Fany o Fant Fany Fany a4 A
S N S N o NS g A " 3

g T1 To T3 e Ty

Figura 3.3: Grilla Método Diferencias Finitas
Fuente: Elaboraciéon Propia.

La discretizacion asociada a la primera derivada espacial de una variable v en un paso h muy pequeno
se puede obtener utilizando la definicién estandar de derivada, obteniendo asi una aproximacién para la
secante por ambos lados del punto estudiado:

Dau(T) = % CCh h})L —u@) (3.45)

D_u(@) = % _ul®) - Z(E ) (3.46)

Aplicando la nomenclatura anteriormente senalada las expresiones quedan formuladas por:

Dou(z) = M (3.47)
D_u(z) = % (3.48)

También se puede definir una expresion para la aproximacion de la derivada por diferencia centrada, de
la forma:
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Au  u(T+h)+u(T — h)

Dou(@) = =2 = 4
(@) = Az 2h (3.49)
Reemplazando las expresiones y en la ecuacion se obtiene:
1 _ _
Dou(T) = §(D+u(ac) + D_u(7)) (3.50)

Se aprecia que las diferencias centradas establece una definicion discreta de la derivada de la variable u(7)
a partir del promedio de las aproximaciones por definicién de la derivada por ambos extremos.

Aplicando la nomenclatura anteriormente mencionada se puede aproximar la primera derivada en diferen-
cias finitas de una variable U; en un instante de tiempo cualquiera:

1

(U1 — Uja) (3.51)

La segunda derivada espacial de una variable u(Z) también puede ser aproximada por diferencias centradas
de la forma:

D_u(z+ h) — D_u(x)

D*u(z) = Dy (D_u(z)) =

h
Du(z) = % [(u(w + h})l — u(af:)) B <u(x) — Z(:p — h)>]
D2u(z) = % (@ + h) — 2u(Z) + u(E — h)] (3.52)

De la misma manera que en la ecuacion se define una expresion en diferencias finitas para la aproxi-
macioén de la segunda derivada espacial de una funcion U;:

1
ﬁ(Uj_l —2U; +Ujp) (3.53)

D*U; =
Para reemplazar la primera derivada temporal de la variable u(Z) existen diversas aproximaciones, para
objeto de la investigacién y como una simplificacién de los c6digos se utilizara el mas directo, reemplzando
la primera derivada por la aproximaciéon en diferencias finitas de la secante por el borde superior de la
forma:

u(T + k) — u(T)

Diu(z) = i (3.54)
Utilizando la nomenclatura senalada en 3.3.1:
Un+1 —_yn
D,U" = — % (3.55)
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Obteniendo asi el método de Forward Euler:

Un+1 _yn

? = f(U") (3.56)

Se aprecia que se puede despejar directamente la incognita U™+ de la forma:
Ut = f(U") - k+U" (3.57)

3.5.3. Meétodo de elementos finitos

El método de elementos finitos MEF, corresponde a un método numérico utilizado para resolver ecua-
ciones diferenciales parciales mediante la formulaciéon y resoluciéon de un sistema lineal por medio de la
discretizaciéon del dominio en elementos convenientes conformados por nodos, como se puede apreciar en
la Figura

DOMINIO CONTINUO DOMINIO DISCRETIZADO

Figura 3.4: Discretizacion del Dominio Método Elementos Finitos.
Fuente: Elaboraciéon Propia.

Formulacién débil del problema de valores de borde
Considerando el problema de valores de borde de dos puntos.

1"

f = —u ((IZ) D= (07 1)
u(0) =0 (3.58)
u'(1)=0
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Si u es la solucion y v es cualquier funcion (suficientemente regular) tal que v(0) = 0, luego integrando

por partes,

I
1 1
/Of(a:)-v(sv) dr = — /0 u (x)-v(z) dz
1
| @ v@ de = o)l @)

1 ! 1 !
/f(:z)-v(:n) do = —v(l)-u(1)+v(0)-u(0)+/ o (@) v
0 ~~ 0

/Olf(a:) v(z) de = /Olu/(x) ' (z) d

Donde L?(Q) es el Espacio de Lebesgue,

1/2
LZ(Q) = {9 : HQHLQ(Q) = (/Q |9(9€)\2 dm) < OO}

V= {v c LQ(O, 1):a(v,v) <o vy v(0) = 0}

Definimos,

Notar que,

ol = [ lot)? do = [ 9(2)- (@) do = alo.9)

Luego, podemos decir que la soluciéon u para |3.58| esta caracterizada por,

uweV, talque a(u,v)=/(f0) YvoeV

la expresion [3.60] es llamado el variacional o formulacién débil.

(3.59)

(3.60)

Un espacio de Hilbert es un espacio vectorial cuya topologia estéd definida usando un producto interior,
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un ejemplo de un espacio de Hilbert es L?(0,1) con producto interior (-,-). El espacio V puede ser visto
como un espacio de Hilbert con producto interior af(,-).

Aproximacién de Ritz-Galerkin
Sea S C V cualquier subespacio (dimension finita). Consideremos la expresion con el espacio V

reemplazado por S.
us € S, tal que a(us,v) = (f,v) YvesS (3.61)

La expresion representa un sistema de ecuaciones para ug (cuadrado, finito), se genera un esquema
discreto para aproximar [3.58] Esto es solo uno de los aspectos poderosos del método de Ritz-Galerkin.

Escribiendo la [3:61] en términos de una base,

{N;:1<i<n} basedeS (N;funciones de forma o funciones de interpolacion)

Sea

U.={U;} : [K|=[Ky] : F={F}

Esto es equivalente a resolver la ecuacion matricial (cuadrada),

— —

K] U, = F

36



Universidad Técnica Federico Santa Maria

Departamento de Obras Civiles 3.5 Métodos numéricos aplicables
" - —
—u (x)=f — [K|U,=F
N—_———
continuo discreto
A%

Sistema Modelo
continuo discreto

3.5.4. Meétodo de volimenes finitos

El método de volumenes finitos (Ferziger et al., 2020) MVF usa la formulacion integral de la ecuacion de
conservacion de una cantidad escalar ¢, tal como se presentd en donde el dominio se ve subdividido
en un numero finito de pequefio de volimenes de control, a diferencia del método de diferencias finitas, se
definen volimenes de control de borde en lugar de nodos.

En la siguiente figura [3.5] se presenta la distribucién tipica de una malla computacional asociada a la dis-
cretizacion del dominio en volimenes de control, donde normalmente se colocan los nodos computacionales
en el centro de estos volimenes infinitesimales generados, sin embargo, para algunas mallas estructuradas
se pueden definir los nodos primero y generar en base a estos los volimenes de control asociados al método.
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O Q O O
® O O O @ ®
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*—o & 4 o 9

Figura 3.5: Malla tipica MVF
Fuente: (Ferziger et al., 2020)

Cabe destacar que los nodos en negrita corresponden a los cuéles se les imponen las condiciones de frontera
de acuerdo a la formulaciéon de la situacién fisica a modelar.

Para la discretizacion en los voltiimenes de control anteriormente mencionados, se debe trabajar la expresion
Como un sistema de expresiones algebraicas (Astroza,|2017). Para llegar a estas expresiones se utilizara
un arreglo colocado (figura , donde se presenta en linea segmentada el volumen de control generado y
con circulos los nodos asociados a las variables a calcular, es decir, aplicados a presiones y velocidades.

I
Nt

FEE==E===9
1 ]
- W p ' UE
A — : O : O—
i ]
] ]
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Figura 3.6: Arreglo Colocado
Fuente: (Astroza, 2017)

Considerando entonces la ecuacién de conservacion de una cantidad escalar presentada en [3.41
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0 0 0%¢
a(ﬂéf)) + o, (pp V) = F—a 5 TS5
8 82d>
V =
53(00) + 50 V)~ T35 = 5

J

Permutando el orden de la derivdada del tercer término:

(mb) a (pcbV) &i]( gz> S

Desarrollando esta tultima expresion en dos dimensiones:

%(pcb) 5y POUW — 5 ( g¢> + gy(pcbv) “ o ( gj) =5 (3.62)

Por propiedad de derivadas se cumple que:

Aplicando esto ultimo en [3.62}

) L9\, 0 00\
P9 T 5 (pqﬁ 83:) * 3, (ptbv—Fay) =S

Se definen entonces los flujos totales J, y J,

o¢

Iy = P¢U—Fa*
_ 09
Jy = pov F(@

Por lo que, finalmente la ecuacion diferencial general de conservacion para dos dimensiones, en términos
de los flujos totales se escribe de la forma:

0 0Jy  0Jy

_g (3.63)

Se define matematicamente el ntimero adimensional de Peclet (P), el cual, mide la dominancia del término
advectivo sobre el difusivo de la forma:
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También, se definen los flujos advectivos como:

F. = (pu)e Ay, F,=(pu)y Ay, F,=(pv),Az, Fs=(pv)sAx (3.64)

Los coeficientes difusivos se presentan a continuacion:

(3.65)

Finalmente, se pueden evaluar también los nimeros de Peclet correspondientes a cada nodo de cada
volumen de control:

(3.66)

Realizando una serie de ajustes (desarrollo matematico adjunto en el anexo ??) se puede llegar finalmente
a la discretizacion por volimenes finitos de la ecuacién de conservacion de una cantidad escalar ¢:

apdp = apdpp + awdw + anodn + asps +b (3.67)

donde:
ap = DeA(|Pe|) + || — Fe, 0],

aw = Dy A(|Pul) + [ Fw, 0],
anN = DnA(|7Dn|) + H - FmOHa
as = DSA(|PS|) + ||F3,OH,
ol = p%AxAy’
At
b= SAzAy + abp},

ap =ag + aw + ay + ag + a% — SAzAy.

Queda definir unicamente la expresion A(|P|), la cuél corresponde a una funciéon asociada al esquema
seleccionado para aproximar los AJ en términos de la informaciéon nodal de ¢, el esquema a utilizar seré
planteado en la seccion de desarrollo del c6digo en voliimenes finitos.

3.6. Modelacién de flujo turbulento

El flujo turbulento, figura [3.7, se produce en una gran cantidad de situaciones donde existe movimiento
)
de un fluido, ya sea liquido o gaseoso, este se presenta cuando las fuerzas inerciales son considerablemente
) b
preponderantes con respecto a las fuerzas viscosas, traduciéndose en un nimero de Reynolds elevado vy,
por consiguiente, presentandose desorden en las lineas de flujo y variaciéon aleatoria en las magnitudes de
sus parametros como la velocidad y la presion.
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Turbulent Flow

Figura 3.7: Flujo Turbulento
Fuente: (Garlan, [2019)

La ecuacion de Navier-Stokes presentada anteriormente estd definida para flujo laminar, sin embargo,
al momento de analizar flujos con presencia de turbulencia se incorporan nuevas incégnitas al problema
asociadas al desorden de las particulas. Como consecuencia, el sistema original de ecuaciones deja de ser
cerrado, requiriéndose ecuaciones adicionales para poder describir adecuadamente el fenomeno. A partir de
esta necesidad surgen distintos modelos y métodos numéricos orientados a la modelacién de la turbulencia,
los cuales permiten cerrar el sistema y capturar sus principales efectos fisicos.

Para el ejemplo de estudio se realizara la modelaciéon de la turbulencia mediante un modelo de dos ecua-
ciones denominado como modelo k — € realizable (COMSOL Multiphysics, 2019)), que simula la turbulencia
mediante la resolucién de dos ecuaciones de transporte que representan las propiedades turbulentas del
fluido. El parametro k del modelo corresponde a la energia cinética turbulenta, mientras que el parametro
€ corresponde a la tasa de disipacion turbulenta

La ecuaciones de transporte que controlan el método k-épsilon realizable se presentan a continuacién
(CFD-Online, [2023)):

0 0 0 ok
a(pk) + %(pkuj) = 50 [(,u + 5;) 3:6] + Py + Py — pe — Yar + Sk (3.68)
J J J
0 0 0 e\ Oe € g2

Donde:

p: densidad del fluido.

k: energia cinética turbulenta.

e: tasa de disipacion turbulenta.

u;j: componente de velocidad media en la direccion j.

w: viscosidad dindmica molecular.

p: viscosidad turbulenta (modelada como py = pCuk;).

ok, 0¢: numeros de Prandtl turbulentos para k y ¢ respectivamente (constantes empiricas).
Py: produccién de energia turbulenta debida a gradientes de velocidad.

Py: produccion de turbulencia debida a fuerzas de flotacion (buoyancy).

Ys: contribucion a la disipacion turbulenta por fluctuaciones compresibles (importante en flujos con Mach
alto).

Si: término fuente definido por el usuario para la ecuacion de k.

S.: término fuente definido por el usuario para la ecuaciéon de ¢.
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Ce, Cye, Cse: constantes empiricas del modelo realizable k-¢.

3.7. Modelacién de flujo bifasico agua - aire

En situaciones de flujo en canales abiertos, se puede presentar interacciéon entre el agua y el aire, a lo que
se conoce como flujo bifasico, figura[3.8] En una simulaciéon computacional, esto implica en ciertos sectores
de la grilla habra un porcentaje de aire y de agua, lo cual debe ser considerado en el modelo.

e,

Figura 3.8: Flujo bifasico (interacciéon agua - aire)
Fuente:https: //www.simulacionesyproyectos.com/

Para modelar este fenémeno se utilizara el método Volume of Fluid VOF (Villamizar, 2014), el cual se
basa en definir el porcentaje o fraccion de volumen « de cada fase del fluido en cada celda del mallado
computacional. La relacién entre la fracciéon de volumen « y las velocidades u y v se escribe de la siguiente

forma:
a—a+v-(ﬁa>—o (3.70)
ot N ’
(1 —«) - B
T'}‘V' [Ug(l—a)} —0 (371)
Donde:

a: fraccion de volumen de la fase liquida.

a = 1: celda completamente llena de liquido.
a = 0: celda sin liquido (solo gas).

0 < a < 1: zona de interfase liquido-gas.

1 — a: fraccién de volumen de la fase gaseosa.
t: tiempo.

U: vector de velocidad de la fase liquida.

-

Uy: vector de velocidad de la fase gaseosa.

Ambas ecuaciones garantizan que la suma de fracciones de volumen sea siempre:

a+(l—-a)=1
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lo que significa que en cada celda del dominio siempre hay 100 % de fluido (ya sea liquido, gas o mezcla).

3.8. Conceptos de hidraulica general
3.8.1. Flujo en canal abierto

Consiste en el movimiento de un fluido cualquiera por medio de un canal cuya superficie libre se ve expuesta
a la presion atmosférica, figura [3.9] Para la presente memoria en particular se estudiara la situacion de
flujo de agua por un canal abierto con vertedero frontal de Ogee.

Figura 3.9: Ejemplo de canal abierto
Fuente: https://www.diariodemocracia.com/

3.8.2. Numero de Reynolds

El ntimero de Reynolds corresponde al valor que indica la relaciéon entre las fuerzas producidas por la
inercia del movimiento del fluido con respecto a las fuerzas viscosas, lo que en resumen, representa si
corresponde a un régimen laminar o turbulento y su posicién relativa mediante una escala que refleja la
posicion relativa de las tendencias turbulentas a laminares (Streeter, . La definicién matemética del
valor asociado al ntimero de Reynolds se detalla a continuacion:

(3.72)

Donde:

u: Corresponde a la velocidad caracteristica del escurrimiento.
[: Corresponde a la longitud caracteristica del escurrimiento.
p: Corresponde a la densidad de masa del fluido.

w: Corresponde a la viscosidad dinamica del fluido.

3.8.3. Teoria de vertederos

Un vertedero corresponde a una estructura hidraulica ampliamente utilizada en la medicién de flujo en
canales abiertos, definido como un obstaculo transversal de geometria y forma variable que se instala en
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un canal, rio o depésito con el objetivo de nivelar el nivel del agua al interior de la estructura y controlar
el escurrimiento aguas abajo del canal (Ngamalieu Nengoue, [2016)).

La forma de la cresta del vertedero evacuador por lo general se disenia para maximizar la capacidad de
descarga para una carga determinada de diseno y asi trasladar con seguridad el caudal solicitante con el
minimo costo posible (Mery, 2013]).

La ecuacién general para el disefio de vertederos se presenta a continaciéon:

[JIet

q:CQ'\/§'|:§'(H1_P):| (3.73)

Donde:

q: Corresponde al caudal por unidad de ancho del vertedero en [m3/s/m].
Cq: Coeficiente de gasto adimensional.

H,: Carga total medida aguas arriba del vertedero en [m].

P: Altura de la cresta del vertedero [m].

Los principales vertederos y sus respectivos valores para sus coeficientes de gasto se presentan a continua-
cion en la tabla 3.1k

Tabla 3.1: Tipos de vertederos mas comunes y sus coeficientes de gasto. Fuente: (Mery, 2013])

Tipo de vertedero Co

Vertedero de pared gruesa 1
Vertedero de pared delgada >1
Vertedero de cresta Ogee — >1

3.8.4. Vertedero de Pared Delgada

El vertedero de pared delgada tiene como caracteristica principal que su cresta esta constituida por una
arista viva y fina, en este tipo de vertedero la napa vertiente sufre una contraccién y la lamina inferior
describe su trayectoria, llegando a su puno més alto aguas abajo de la pared de este. En la siguiente figura
se muestra el caso de un vertedero de pared delgada evacuando un cierto caudal mediante una lamina
liquida sobre su umbral de arista viva (Mery, 2013):
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0.11(H;-P)

Lamina vertiente
superior

Y
{ 0.25(H,-P)

| Lamina vertiente
inferior

Figura 2.41. Vertedero de pared delgada

Figura 3.10: Vertedero de pared delgada.
Fuente: (Mery, |2013))

3.8.5. Vertedero Frontal Tipo Ogee

El vertedero frontal de tipo Ogee obtiene su forma bésica de la trayectoria de la lamina inferior de un
vertedero de pared delgada, a continuacién en la figura se puede apreciar la concordancia entre el
perfil generado por la lamina inferior del escurrimiento de un caudal Qg por sobre un vertedero de pared
delgada y el perfil de la cresta de un vertedero de tipo Ogee:

0.1 (Hi-By |~

) Cresta Ogee

Figura 3.11: Vertedero de tipo Ogee y su relacion con el vertedero de pared delgada.
Fuente: (Mery, [2013))

3.9. Herramientas aplicables al modelado CFD

Se realiz6 una revision y estudio de las herramientas computacionales disponibles para la modelacion CFD
aplicables al contexto de la investigacion, se detectaron 3 software los cuales se presentan a continuacion:

3.9.1. Matlab

Matlab es una herramienta computacional que posee su propio lenguaje de programacion, ideal y comodo
para resolver sistemas matemaéticos y ecuaciones diferenciales parciales mediante la codificacion de métodos
numéricos, posee extensiones y vinculos con otras aplicaciones para potenciar el rendimiento de sus coédigos
y también una amplia biblioteca de funciones, facilitando al usuario el proceso de programacion.
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En la presente memoria se utilizard matlab para disenar los programas en elementos finitos, diferencias
finitas y voltiimenes finitos del problema fisico cavity flow.

3.9.2. Ansys Fluent

Software comercial de pago ampliamente utilizado en la ingenieria e investigacion para el modelamiento
CFD, aplicable a diversos contextos y problemas de la dindmica de fluidos, incluyendo herramientas para
la modelacion de canal abierto, modelacién de turbulencia y flujo bifésico.

Ansys Fluent sera la herramienta de calibracién de los programas numéricos generados, sin embargo,
previamente se analizara su precision y aplicabilidad mediante la comparacién de un modelo a escala de
un vertedero frontal de Ogee y muestras extraidas de laboratorio.

3.9.3. OpenFOAM

Open Field Operation and Manipulation corresponde a un software de codigo abierto especialmente potente
para resolver ecuaciones asociadas a la dindmica de fluidos mediante el método de volimenes finitos. A
diferencia de Ansys, este software es gratuito. Se reconoce a este software como una variante al programa
Ansys Fluent, pero no seréa utilizado en la investigacion.

3.10. Criterios para el analisis de desempeno del modelo

Los criterios de desempeno cuantifican la correlaciéon existente entre los datos obtenidos por el modelo
computacional y los datos teoricos (Villamizar, |2014), para este estudio en particular se evaluaran tres
indicadores de desempeno los cuédles se presentan a continuacion:

3.10.1. RSR (Error cuadratico medio relativo)

El error cuadratico medio esté definido por la siguiente expresion (Gupta et al., 2009):

n

1
MSE = E . Z (ZL’S’t — .%'o’t)Q (374)
t=1

Por lo que, el indicador RMSE corresponde a la raiz de la expresion anterior:

n

1
RMSE = vVMSE = ~ > (@er — wor)? (3.75)

t=1

Estandarizando el RMSE se obtiene la expresion que define el RSR, presentada a continuacion (Villamizar,
2014):

n o 2
RSR = 2i=1 (ar = Tor) (3.76)
Z?zl (xo,t - Uo)
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El nivel de desempeiio que presenta la aproximacién numérica mediante el criterio del RSR se presenta a
continuacion en la siguiente tabla

Tabla 3.2: Clasificacion del desempenio basada en el valor de RSR. Fuente: (Gupta et al., [2009)

Clasificacion del desempeno Intervalo
Muy bueno 0.00 < RSR < 0.50
Bueno 0.50 < RSR < 0.60
Satisfactorio 0.60 < RSR < 0.70
Insuficiente RSR > 0.70

3.10.2. NSE (Nash Sutcliffe Error)

El coeficiente de eficiencia de Nash-Sutcliffe se define como (Gupta et al., |2009):

n 2
s,t — 4o MSE
NSE -1 Zt:l (:L‘ )t £ 7t) -1 S (377)

Z?:l ('ro,t - /’LO)Q Ug

Los parametros que determinan el nivel de desempernio de la correlacion de los datos mediante el criterio
NSE se presenta a continuaciéon en la siguiente tabla

Tabla 3.3: Clasificacion del desempenio basada en el valor de NSE. Fuente: (Gupta et al., 2009)

Clasificacion del desempeno Intervalo
Muy bueno 0.75 < NSE < 1.00
Bueno 0.65 < NSE < 0.75
Satisfactorio 0.50 < NSE < 0.65
Insuficiente NSE < 0.50

4. Validaciéon de Ansys Fluent como Herramienta de Calibracion

Para verificar la aplicabilidad del software comercial Ansys Fluent se modelara el canal abierto de labo-
ratorio del campus San Joaquin de la Universidad Técnica Federico Santa Maria con vertedero de Ogee
(Figura y se verificaran si las presiones y altura de escurrimiento de agua coinciden con las muestras
obtenidas experimentalmente.
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Figura 4.1: Vertedero de Ogee en canal abierto de laboratorio
Fuente: Laboratorio UTFSM campus San Joaquin

4.1. Modelo del vertedero en Ansys Fluent
4.1.1. Definiciéon de la geometria

Para definir la geometria, se realiza un trazado discreto del vertedero de Ogee en AutoCAD con sus
respectivas dimensiones, tal como se presenta en la figura a continuacion:

23,8
22,93

20

Figura 4.2: Geometria vertedero de Ogee, unidades en [cm]
Fuente: Elaboraciéon Propia

NOTA: No se suavizaron las curvas del vertedero, debido a que Ansys detecta infinitos nodos al importar
una geometria curva, lo que produce que el modelo no converja al tener una cantidad excesiva de particiones
en su geometria.

Posteriormente, se ingreso la geometria a Ansys mediante la extension de Worbench Design Modeler, como
se aprecia en la siguiente figura [4.3}
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v

..
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0,250 0,750

Figura 4.3: Geometria vertedero de Ogee en Ansys Design Modeler
Fuente: Elaboracién Propia

4.1.2. Mallado

Con la geometria ya definida, se procedié a ingresarla a la herramienta Meshing de Workbench, donde se
realizo el mallado del dominio computacional, las principales caracteristicas se detallan a continuacion:

» Tipo de Mallado: Fluent (ANSYS Inc., 2024, recomendado por el manual del usuario para simula-
ciones 2D en Ansys Fluent.

= Los elementos tienen geometria triangular.
= Numero de elementos: 105984
= Numero de nodos: 53833

= Se definen por defecto elementos mas pequenos en sectores curvos del vertedero, donde se necesita
mayor precision en los datos, ver figura [4.4a]

» En el resto de la malla, se definen elementos de tamano 0.04 [m|, ver figura

(a) Mallado sectores curvos del vertedero (b) Grilla del resto del canal abierto

Figura 4.4: Mallado del dominio computacional
Fuente: Elaboracion Propia

Ademés, en el apartado del mallado también se pueden generar los denominados named selection, los
cuéles corresponden a grupos de puntos que, posteriormente, serdn asignados con una condicién de borde,

ver figura [4.5]
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Figura 4.5: Named selections generados
Fuente: Elaboraciéon Propia

Donde:

A: Corresponde al named selection INLET, entrada de caudal.

B: Corresponde al named selection STATIC WALL, pared sin velocidad.

C: Corresponde al named selection OUTLET, salida de caudal.

D: Corresponde al named selection ENVIROMENT, borde superior en presiéon atmosférica, ya que se trata
de un canal abierto.

4.1.3.

Configuraciones del modelo

A continuacion, se presentan las configuraciones generales que se le aplicaron al modelo:

Antes de ejecutar el setup, se activo la opcion de paralelizacion del solver, es decir, se permitié que
el solver utilizara los 4 nucleos del computador para realizar simulaciéon en paralelo, ahorrando costo
computacional.

Se eligié un solver basado en la presiéon para la resolucion del modelo, ya que la otra opcién corres-
ponde a un solver basado en la densidad, el cual es inviable conisderando que el agua posee densidad
constante.

Se realiz6 una simulacién de tipo Steady, ya que se buscan resultados para el flujo completamente
desarrollado.

Se defini6 aceleracion de gravedad en direccién -e, con magnitud de 9,81 [m/s?.

Para el flujo bifasico, se adoptd el método VOF, considerando un coeficiente de tension agua-aire
constante con el valor de 0.072 [N/m| (Mak & Wong, (1990)).

Para la turbulencia, se adopté un modelo viscoso k-épsilon realizable, buscando la convergencia més
rapida del programa.

Para la resolucion se utilizo el método coupled (ANSYS Inc., 2024)), recomendado por el manual de
Ansys para las simulaciones de canal abierto, con un paso de tiempo At = 0.1]s].

Como criterio de detencién de la simulacion, Ansys por defecto establece que los valores residuales
correspondientes a la continuidad, velocidades, pardmetros k-épsilon y VOF sean menores que 1073,
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4.1.4. Condiciones de borde

Se definieron las siguientes condiciones de borde para las named selection anteriormente definidas:

= INLET: se le asign6 una velocidad de entrada asociada al caudal que se esta simulando.
= STATIC WALL: se le asigné velocidad nula.
= OUTLET y ENVIROMENT: se les asign6 presion atmosférica.

4.1.5. Resultados modelo vertedero

A continuacion, se presentan los diagramas de velocidades, presiones y eje hidraulico para el caudal
Q=8|L/s|, los diagramas resultante para el resto de los caudales se encuentran adjuntos en el anexo

Bl

Figura 4.6: Diagrama de presiones, Q=8 [L/s]|
Fuente: Elaboracién Propia

STUDENT

Figura 4.7: Diagrama de velocidades, Q=8 [L/s|
Fuente: Elaboracion Propia
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Figura 4.8: Eje hidraulico, Q=8 |L/s]
Fuente: Elaboracién Propia

4.2. Validacién mediante muestras de laboratorio
4.2.1. Equipamiento

El equipamiento utilizado (Armfield, [2020) para la realizacion del ensayo es el siguiente:

» Canal inclinable con paredes de vidrio (S6-MXKII)

= Vertedero tipo Ogee y manémetro de ocho tubos S6-23, figura [4.9]

Figura 4.9: Vertedero tipo Ogee S6-23
Fuente: Laboratorio UTFSM campus San Joaquin

4.3. Procedimiento de medicién
Para la calibracién del modelo desarrollado en Ansys se tomaron las siguientes medidas en laboratorio:
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= Se midi6 mediante una linmimetro el eje hidraulico en 8 puntos para 5 muestras de caudal distintos
(2,3,5,8y 12 [L/s]).

= Las presiones se midieron mediante 8 sensores, cuyas ubicaciones espaciales se presentan en la figura

4.10L6

= Se midieron las cotas piezométricas para 22 caudales distintos, la medicién se tomé con la ayuda de
una regla como se puede apreciar en la figura

Ubicacién de sensores

230 | ¢ o °

0 10 20 30 40 50 60 70 80 90
X [mm]

Figura 4.10: Distribuciéon espacial de sensores en mm
Fuente: Elaboraciéon Propia

i Badadad t % 2

Figura 4.11: Medicién de cotas piezométricas
Fuente: Laboratorio UTFSM campus San Joaquin

4.4. Comparaciéon de resultados

4.4.1. Validacién eje hidraulico

Se realiz6 la comparaciéon entre los resultados obtenidos en el software Ansys y las muestras tomadas en
laboratorio. Sin embargo, no se tiene certeza de déonde delimitar el eje hidraulico obtenido en Ansys, ya
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4.4 Comparaciéon de resultados

que llegando a la cota de pelo de agua empieza a existir una fracciéon de volumen asociada al liquido y

otra asociada al aire, por lo que se consideraron los siguientes 2 casos:

= Caso 1: considerando el eje hidraulico donde el porcentaje de volumen de agua se encuentra entre el

30 y el 60 %.

= Caso 2: considerando el eje hidraulico donde el porcentaje de volumen de agua se encuentra entre el

60 y el 80 %.

Se obtienen los graficos comparativos entre el eje hidraulico real y el calculado numéricamente para los
dos casos en estudio, obteniendo los siguientes resultados para Q=3 [L/s|, para el resto de los caudales las

graficas estaran presentes en el anexo

—s—EJEREAL
01 —e— EIEANSYS

0 05 1 15 2 25 3 35 [} 45 5

x[m]

Figura 4.12: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 1, Q= 3|L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia

—e—EJEREAL
01 —e—EJEANSYS

x[m]

Figura 4.13: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 2, Q= 3|L/s|
Fuente: Elaboracién Propia

Se aprecia que el eje hidraulico obtenido numéricamente visualmente se ajusta bien a los datos experi-
mentales, se procede entonces a calcular los valores asociados a los criterios NSE y RSR, los resultados se

muestran a continuaciéon en la tabla [4.1k
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Tabla 4.1: Resultados validacion eje hidraulico. Fuente: Elaboracion propia.

Q|L/s] Caso NSE Clasificacion NSE ~RSR  Clasificacion RSR

2 1 0.9828 Muy bueno 0.1310 Muy Bueno
2 2 0.9932 Muy bueno 0.0824 Muy Bueno
3 1 0.9949 Muy bueno 0.0713 Muy Bueno
3 2 0.9839 Muy bueno 0.1267 Muy Bueno
5 1 0.9980 Muy bueno 0.0451 Muy Bueno
5 2 0.9993 Muy bueno 0.0265 Muy Bueno
8 1 0.9971 Muy bueno 0.0536 Muy Bueno
8 2 0.9991 Muy bueno 0.0299 Muy Bueno
12 1 0.9994 Muy bueno 0.0249 Muy Bueno
12 2 0.9981 Muy bueno 0.0431 Muy Bueno

Se aprecia que todos los criterios de error cumplen en sus rangos mas 6ptimos, por lo que el eje hidraulico de
la simulaciéon numérica estaria bien validado. Ademas, si se observan las graficas comparativas, se aprecia
que el modelo se ajusta mejor cuando trabaja con caudales pequenos.

4.4.2. Validacién presiones

A continuacion, se presentan las presiones obtenidas directamente de las muestras observadas en laboratorio
para cada sensor, en la figura [1.14}

Presiones medidas por los sensores
——Q=46[L/s]

—m—Q=6.46[L/s]
—— Q=851 [L/s]

- ‘\_‘__"/,/t’—/ ' Q=10.23[/s]

-5.000 ——Q=12.06 [L/s]

——0Q=1375[L/s]

~10.000 ——Q=153[L/s]

=17.06 [L/s]

-15.000
Q=18.63 [Lfs]

Cota Piezométrica [m]
i=]

0=2017[Lf

—a—Q=2141[/

-20.000

-25.000 ——Q=2323[/
Q=2476[L/

s1
/51
/<)
/<)
-30.000 .

1 2 3 4 5 5 7 s Q=2636[L/

N* de sensor

Figura 4.14: Presiéon medida en laboratorio
Fuente: Elaboracion propia

También se presentan las presiones obtenidas desde la modelacién numérica en Ansys Fluent, a continua-

cién en la figura .15}
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Presiones Ansys

5.000 Q=46[L/s

Q=6.46[L/s]

— 0 =B.51[L/5]

% ——0=10231/3]
-5.000 Q=12.06 [L/s]
Q=1373[ls]

-10.000 aQ=153[L/s]
Q=17.06 [L/s]

-15.000 0=1863 [L/s]

Cota Piezométrica [m]

Q=2017 [l/s]

Q=2141[fs]
Q=23.25 [U/s]
~25.000 Q=2476 /5]

0=26.36 5]

1 2 3 4 5 [ 7 8

N° de sensor

Figura 4.15: Presiones calculadas en Ansys
Fuente: Elaboraciéon propia

Se pueden apreciar similitudes generales entre las graficas obtenidas, para mejor visualizacién se presenta
a continuacion una comparacion entre las curvas obtenidas para los caudales de 4.6, 6.46 y 8.51 [L/s| en
la figura mientras que en el anexo [C] se presenta la comparacion entre los deméas casos de caudal.

Comparacion Presiones

E 0.000
= = #= Q=456 [L/s] Lab
3
_'% —8— Q=4.6 [L/s] ANSYS
£ -1.000 — & =Q-646[L/s] Lab
]
S Q.= 6.46 [L/s] ANSYS
©
S -2.000 ¥ = Q=8.51[L/s] Lab
[} .
®— Q=8.51[L/s] ANSYS
o
b4
-3.000 3 ]
-4.000
1 2 3 4 5 6 7 8
N° de sensor

Figura 4.16: Comparacién distribuciéon de presiones para distintos caudales
Fuente: Elaboracion propia

Se pueden apreciar mejor la similitud entre las presiones obtenidas por el software Ansys Fluent y por las
muestras obtenidas de laboratorio, sin embargo, las mediciones presentan diferencias mayores en el sensor
4.

A continuacién se presentan los resultados de desempenio de la aproximacion numérica de las presiones
con respecto a las muestras obtenidas en laboratorio en la figura (4.2
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4.5 Analisis de resultados modelo vertedero de Ogee en Ansys Fluent

Tabla 4.2: Resultados validacion presiones. Fuente: Elaboracion propia

Q [L/s]

NSE Clasificacion NSE  RSR  Clasificaciéon RSR

4.6
6.46
8.51

10.23
12.06
13.75
15.3
17.06
18.63
20.17
21.41
23.23
24.76
26.36

0.6937
0.5172
0.5151
0.7109
0.9178
0.9201
0.9392
0.9232
0.9529
0.9662
0.9348
0.9720
0.9677
0.9499

Bueno
Satisfactorio
Satisfactorio

Bueno

Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno
Muy bueno

0.5534
0.6948
0.6963
0.5377
0.2867
0.2827
0.2465
0.2771
0.2169
0.1839
0.2553
0.1673
0.1798
0.2239

Bueno
Satisfactorio
Satisfactorio

Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno
Muy Bueno

Se puede apreciar que para todos los caudales las presiones cumplen con los criterios minimos de desem-
peno, por lo que el modelo CFD estaria calibrado para este pardmetro.

4.5. Analisis de resultados modelo vertedero de Ogee en Ansys Fluent

A partir de los resultados obtenidos en la presente seccién se determina lo siguiente:

= El modelo CFD del vertedero de Ogee en Ansys Fluent se ajusta de manera, como minimo satisfac-
toria a los datos de presiéon obtenidos en los ensayos de laboratorio, por lo que esta variable obtenida
del modelo se puede considerar calibrada.

= El eje hidraulico se ajusté a los datos obtenidos en laboratorio en el mejor de los rangos de los
medidores de desempeno, por lo que se concluye que esta variable obtenida del modelo numérico se

encuentra bien calibrada y con alta presicién en los resultados.

= Los valores obtenidos para el eje hidraulico se ajustaron de mejor manera que las presiones.

= El modelo presenta mejor desempeno, menor costo computacional y mayor precision de los resultados
al trabajar con caudales mayores a 12 |L/s].

= Considerando todo lo anteriormente mencionado, se concluye que Ansys Fluent puede utilizarse como
una herramienta confiable para la validacién y calibraciéon de los modelos a disefiar en la memoria.
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5. Modelacién Cavity Flow

5.1. Definiciéon del problema fisico

El problema Cavity Flow es ampliamente investigado en el contexto de la dindmica de fluidos, cuya
definicién se presenta a continuacion:

Un fluido inmerso en una cavidad rectangular cerrada (Figura[5.1)) en la que el borde superior se desplazo
con velocidad constante. Este caso no posee solucién analitica, sin embargo, su solucién numérica se
presenta bajo las siguientes suposiciones:

Flujo estacionario: 9/t = 0.

= Campo gravitatorio igual a cero.

Condicion de adherencia en bordes inferior y costados: u = v = 0.

Condicion de adherencia en borde superior: u(z,1) =1, v(z,1) = 0.

u(r,1)=1

- """ —_————————
|
: |
! |
|
: |
| |
| |
| |
S— | |
| |
| |
| |
|
: 1y |
) I

T
|
: |
| T I

= »

P 1 |
1 4l

Figura 5.1: Representacién Cavity Flow y Condiciones de Contorno
Fuente: Clases Profesora Vivian Aranda

Para los pardmetros del flujo, se considerara densidad constante y uniforme p = 1, vicosidad dinamica del
fluido constante p = 0.01, velocidad de la pared superior u(x,1) = 1. Lo que se traduce en un nimero de
Reynolds Re = 100 (flujo laminar).

5.2. Modelaciéon en Ansys Fluent
La presente seccion tiene como objetivo exponer la modelacion realizada en Ansys Fluent del fenémeno

en estudio, modelo que sera utilizado posteriormente para la calibraciéon y validaciéon de los programas a
desarrollar en los métodos numéricos mencionados.
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5.2.1. Geometria de la cavidad

Se desarroll6 la geometria de la cavidad mediante la herramienta de Ansys Workbench DesignModeler, se
considerd un ancho y un largo de 1 [m], obteniendo asi la siguiente configuracion presente en la figura

0,000 0,300 0,600 (m)
| I ]

0,150 0,450

Figura 5.2: Geometria cavidad en DesignModeler
Fuente: Elaboracién propia

5.2.2. Mallado

Para el proceso de mallado se utilizo la herramiente Meshing de Ansys Workbench. Se aplicé un mallado
de tipo Fluent con 17689 elementos cuadrados de tanano 3 [cm| y 17689 nodos, como se presenta en la

figura 5.3}

Figura 5.3: Mallado cavidad en Meshing
Fuente: Elaboracion propia

99



Universidad Técnica Federico Santa Maria
Departamento de Obras Civiles 5.2 Modelacion en Ansys Fluent

Aligual que para el caso del modelo CFD del vertedero de Ogee, se procedio6 a definir en la seccion Meshing
los named selection para la asignaciéon de condiciones de borde, los cuales se presentan a continuacién en

la figura [5.4}

Figura 5.4: Named selections
Fuente: Elaboracién propia

Donde:
A: Corresponde al named selection moving wall.
B: Corresponde al named selection static wall.

5.2.3. Configuraciones del modelo

Para el calculo del modelo se tomaron las siguientes consideraciones:

Antes de ejecutar el setup, se activo la opciéon de paralelizacion del solver.
= Se eligié un solver basado en la presion para la resolucion del modelo.

= Se realizé una simulacion de tipo Steady, ya que se buscan resultados para el flujo completamente
desarrollado.

= Se defini6 aceleracion de gravedad nula.

= Se consider6 una situacién de escurrimiento de flujo laminar, ademés se modificaron los parametros
del agua para obtener un niimero de Reynolds = 100.

» Para la resolucion se utilizo el método coupled (ANSYS Inc., [2024).

= Como criterio de detenciéon de la simulacién, Ansys por defecto establece que los valores residuales
correspondientes a la continuidad y velocidades sean menores que 1073.
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5.2.4. Condiciones de borde
Se les asignaron las siguientes condiciones de borde a cada named selection:
= moving wall: Se le asignd la condiciéon de borde de pared moévil con adherencia y velocidad de 1

[m/s].

= static wall: Se le asignoé la condicién de borde de pared estético con adherencia y velocidad nula.

5.2.5. Resultados modelo Cavity Flow en Ansys Fluent

En la figura [5.5] se presentan las lineas de corriente obtenidas con el modelo Ansys Fluent:

|
|
‘\
|
1

Figura 5.5: Lineas de corriente en la cavidad
Fuente: Elaboraciéon propia

También se obtuvieron los vectores de velocidad en la cavidad, los cuéles se presentan a continuacién en

la figura

Figura 5.6: Vectores de velocidad en la cavidad
Fuente: Elaboraciéon propia

A continacion se presenta la distribucion de velocidades en la cavidad, figura [5.7}
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Figura 5.7: Velocidades en la cavidad
Fuente: Elaboraciéon propia

Finalmente se obtuvieron las presiones en toda la cavidad, las cuéles se presentan a continacién en la

figura 5.8}

Figura 5.8: Presiones en la cavidad
Fuente: Elaboracién propia

5.3. Modelacion mediante el Método de Diferencias Finitas (Barba & Forsyth,
2013)

5.3.1. Discretizacion de las Ecuaciones en Diferencias Finitas

Para comenzar, se deben discretizar en diferencias finitas las componentes €, y €, de la ecuaciéon de Navier-
Stokes para flujo incompresible ((3.36]):

&—_la_P_F +l/_@+@_ (51)
Dt pox 9z | 0x2  0y? | '
Dv__laP+ +V'82v+821f (5.2)
Dt poy 9y | 0x2  Oy? '
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Considerando Flujo Bidimensional y el supuesto de que la aceleracion de gravedad es nula, las ecuaciones
a discretizar son las siguientes:

%—_1%4_”_@_'_@_ (53)
Dt poz 02?2  0y? | '
@_7laiP+y_8iv+6iv_ (54)
Dt p Oy | 022 0y? '

Se aplicaran las siguientes aproximaciones en diferencias finitas para las derivadas de cada variable de la
ecuaciéon de Navier-Stokes:

= Para las primeras derivadas espaciales de las velocidades u y v se aplicara la discretizacién asociada
a la aproximacion en diferencias finitas por el borde inferior, tal como se expreso en [3.4§]

= Para la segunda derivada espacial de las velocidades u y v se utilizaré la formulaciéon de diferencias
centradas, como se present6 en [3.53

» Para la primera derivada espacial de la presion, se utilizara la aproximaciéon por diferencias centradas,
como se presento en [3.51]

= Para la derivada temporal de las velocidades u y v, se utilizara el método de Forward Euler, presen-
tado en [3.20l
Trabajando entonces las expresiones [5.3] y [5.4:

En direcciéon €,:

@+ %4_ ou _167]3 5 0%u  0%u
at " "ox Uﬁy_ p Ox

92 o2

Discretizando en el sentido de las Diferencias Finitas:

n+1 n
Ui~ — Ui

Lo [V VRG] e [V ) 1 [Py — PRy
At i Az v Ay p —
+v iv1; 20U+ ULy n Ui = 2005 + Ui
Ax2 Ay?

Multiplicando la expresion por At:

gr. —yn . . ur. —ynr. At [P, . —P" ..
n+l _ . n_ 2] i—1,j n ] (2%t R itlj i—1j
Uz-’j Ui, + U - At [ Ar ] + Vi - At [ Ay } p [ AL }

. At Ulh,;, 207+ UL n U1 — 2U0 + Uil
Az? Ay?
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Agrupando términos y despejando Uznjr L

n n n At n n n At n n At n n
Ui,jﬂ_l = U’L,j - UZ,] <AIL’> [Uz,j - i*l,j] - ‘/z,j <Ay> [Ul,] - U’i,jfl] - QPALU [Pi+1,j - Pi*l,j]

At n n n At n i %
. <<M> (U, — 200 + U™y ] + (Ayg> [UF1 — 207 + i,j—l]) (5.5)

En direccion €y:

Ov Ov ov 1 8£ [820 820]

Aplicando la discretizacion por Diferencias Finitas:

1
vt v Lo [Vf; - th,j] Lyn |:V;,r3 - V;Z‘-l:| _ 1 [Pz?}jﬂ — Pl
At J Az J Ay P 2Ay
o (Vg = 2VE+ V] TV =2V + Vi
Ax? Ay?

Multiplicando por At a ambos lados de la expresion:

Vil _yn g pn Ay [ ij — Vi J] L VAL [ ij — Vi } __nat [ i\j ij
5J 2,] 1,7 ACL‘ ) Ay p 2Ay
CUA Vi, =2V + Vi, N i1 — 2V + Vi
Az? Ay?

Agrupando términos y despejando Vifljﬂ:

Vit = Vi~ Ul <A$> Vi = Vitag] = Vi (Ay> Vi = Vil = 5y Pl = Plii]

+v <(Am2> [ i1y — 2V + ‘/i—l,j] + <Ay2> [ i1 — 2Vi; + i,j—l]) (5.6)

Para la modelacion de la presion, se utiliza la Ecuacion de Poisson, calculada anteriormente en [3.44]

2 2
o°pP 87]3:_[) [3uau 2871@ 81}87}} (57)

Ox? + Oy? 0z Oz + Ay Oz +87y87y

Se aplicaran las siguientes aproximaciones en diferencias finitas para las derivadas de cada variable de la
ecuacion de Poisson asociada a la presion:
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» Para las primeras derivadas espaciales de las velocidades u y v se aplicara la discretizacién asociada
a la aproximacion en diferencias centradas, tal como se expresé en [3.5]]

= Para la segunda derivada espacial de la presion se utilizaré la formulaciéon de diferencias centradas,
como se presentd en [3.53]

= Se agregara un término asociado a la variacion temporal en la ecuaciéon de Poisson, utilizado por la
profesora Lorena Barba en su paper "12 steps to Navier-Stokes" (Barba & Forsyth, |2013).

La ecuaciéon entonces a discretizar es la siguiente:

azl+32l_, _ 1 (Ou v\ Oudu  Oudv  Ovov
a2 " ayz . ° At \oz oy dr0r | “oyor Oy oy

Término Variacién Temporal

(5.8)

Discretizando entonces la ecuacion (.8 utilizando diferencias finitas:

Py, — 2P+ Py ; n Py —2P" + P, _, [ 1 ( i1, — Uil n Vi — %731)]

Ax? Ay? At 2Ax 2Ax
4ol vy — Uy Uy — ULy, 2U£j+1 UG Vb Vit Vil — Vil Vi — UG
P 2Ax 2Azx 2Ay 2Azx 2Ay 2Ay

Despejando P

o _ Pt Py AP + (Pl + Py DA pAa?Ay? [ 1 (Ul - U2 L Vg = ViG]
) 2(Ax? + Ay?) 2(Az? 4+ Ay?) | At 2Ax 2Ax |
B PA%‘QAZ/2 _Uﬁu,j - Uin—l,j _ UﬁH,j - Uin—l,j - PA$2A?JQ _2U3j+1 - Ui??j—l ) ﬁrl,j - Vizl,j—
2(Ax? + Ay?) 2Ax 2Az 2(Ax? + Ay?) 2Ay 2Azx
B pAz? Ay? Vil Vi _ Vigr1 — Ui
2(Az? 4+ Ay?) 2Ay 2Ay |
(5.9)
5.3.2. Codificacién en Matlab
Para la discretizacion temporal se consideraron 5000 iteraciones de tiempo, con un At = 0.00001[s],

mientras que para la discretizacion espacial se consider6 una malla de 200x200 nodos. Ademés, se consider6
un namero de iteraciones de 50 para la correcciéon de la presiéon en cada intervalo de tiempo calculado.

Se codificaron 2 funciones en matlab para relajar el calculo de la presion, la primera fue denominada
Termino_b.m, donde se calculan todos los términos encerrados entre paréntesis de corchetes de la expre-
sion [5.9] mientras que la segunda funcion fue almacenada en el archivo presiones.m y calcula la expresion
completa de la ecuacion de Poisson, estas dos funciones se presentan en los anexos [E] y [F]
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Se genero un script general donde se calculan las ecuaciones asociadas a la velocidad u y v para cada interva-
lo de tiempo predefinido, se actualiza la presiéon mediante la incorporacién de las funciones Termino_b.m
y presiones.m dentro del bucle. Ademas, se almacenaron los valores correspondientes a los errores en las
dos direcciones de la velocidad y a la ecuacién de continuidad. Finalmente, se genera un apartado grafico
donde se generaron las lineas de corriente, vectores de velocidad, diagramas de velocidades y presiones,
graficas de velocidades en x=0.5 e y=0.5 y curvas de tendencia de la norma 2 del error. El archivo fue
denominado cavity.m y el codigo se encuentra presente en el anexo [Gl

5.4. Modelacion mediante el Método de Elementos Finitos
5.4.1. Ecuaciones diferenciales parciales

Para un fluido newtoniano incompresible estacionario sin considerar fuerzas de cuerpo ni externas, las
ecuaciones que rigen el flujo bidimensional son:

Ecuacién de continuidad:

ou Ov
—+—=0 5.10
8x+8y ( )
Ecuacion de Navier-Stokes (|3.36)):
ou ou)  Op Pu  O%u
o (v v o) = antn (5 o) o)
P Ox oy) Oy B\ 8e2 Oy? '

donde u y v son las componentes x, y del vector velocidad, p es la presién estética, p es la densidad y p
la viscosidad dinamica del fluido que fluye.

Usando L, y V, como longitud caracteristicas y velocidad caracteristicas respectivamente (referencia),
definimos las variables adimensionales como:

Las ecuaciones que gobiernan el movimiento, ecuaciéon ecuacion y ecuaciéon se pueden es-
cribir en su forma adimensional como:

La ecuacion de continuidad:
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o ov
ox oy
oV, oV, 0
0x*L, Oy*L,
Vo ou* Vo Ov* 0
L, 0z* L, oy*
ou v _ 0
ox*  Oy*
La ecuaciéon de Navier-Stokes en la direccion x:
L\ (P P
P Ox oy) ar P\ 922 Oy?
SV ou*V, we, OUV, B Op*pV2 9*u*V, 9*u*V,
P ° 9" L, ° 9y*L, 9°L, " \8(@ L) " a(y*L,)?
p‘/OQ 3 ou* y ou* pV02 ap* M‘/O aQu* a2u*
— |u +v = - —5 +
L, ox* oy* L, ox* L2 \9(z*)?2 9(y*)?
. ou* . ou* op* L, pV, [ 0%u* 0*u*
u —’-'U = — +
Ox* oy* oz pV2 L2 \90(z*)?  0O(y*)?
. ou* . ou* op* 1 0?u* 0?u*
U +v - +
ox* dy* ox*  pVoL, \O(x*)? = O(y*)?
o ou* Lo ou* _opt N 1 0u* N 0u*
Ox* oy* dx*  Re \0(xz*)?  9(y*)?

Realizando el mismo procedimiento para la ecuacién de Navier-Stokes en la direccion y, se obtiene:

A
P Ox v oy)
o ov* 4ot o\
ox* oy* N

donde R, es el nimero de Reynolds.

v 9%
a2 T a2

( O%v*

8($*)2 +

_op
Jy
B op* 1

dy* R

92v*
o(y*)?

)

reemplazando x*, y*, u*, v*, p*, por x, y, u, v, p respectivamente.
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ou Ov
—+—=0 5.13
oz + oy ( )
ou ou Op 1 u  O%u
— — | = =4+= | =5+ =5 5.14
(u oz " 8y> R R, (8302 * 0y? (5.14)
ov v Op 1 v 0%
Tho )= g (S 4o 5.15
(u oz Y 8y> Ay * R, (6962 * 0y? (5.15)

5.4.2. Problema de flujo confinado en una cavidad

Finalmente las ecuaciones diferenciales con condiciones de borde que modelan el problema de un flujo confi-
nado en una cavidad rectangular impulsada por una velocidad horizontal uniforme en la parte superior son:

Yy
u=u, v=0
u=0, v=0 u=0, v=0
u=0, v=0 X
ou o
Jor Oy
Ox oy) Oxr R, \ 022  0Oy?
ov o\ _ o, L (v ot
“or T oy) Oy Re \0x2 0Oy?

5.4.3. Elementos isoparamétricos y funciones de forma

Se utilizan elementos rectangulares de ocho nodos para modelar el flujo, donde los ocho nodos de cada
elemento modelan las componentes de velocidad w y v, y los cuatro nodos de las esquinas modelan la
presion p. Las libertades numeradas siguen el orden u, p, v, segin Smith (Smith et al., |2014) y Taylor
(Zienkiewicz & Taylor, [1981]).

Denotemos un elemento por ). Las funciones de forma para los elementos rectangulares se expresan en
términos de coordenadas locales £ y n donde

2z — ) 2(y — ye)

£= L
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u,v
wvp 7 6 5 uvp
© ® 9
uv 4 u,v
8@ o >

O & O
uwvp 2 3 uvp
u,v

Figura 5.9: Elemento de 8 nodos

Aqui, (z.,y.) es el centroide del elemento, y [, l, representan su longitud en direccién z e y.

Los nodos 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7 y 8 tienen coordenadas (-1, -1), (0, -1), (1, -1), (1, 0), (1, 1), (0, 1), (-1, 1),
(-1, 0) en el sistema de coordenadas local. Entonces, la forma general de las funciones de forma para un
elemento rectangular bilineal de 4 nodos (considerando los nodos de las esquinas) usando coordenadas

locales es
M = a1 +bi§ + cin+ dién (5.16)

La forma general de las funciones de forma para un elemento rectangular cuadratico de 8 nodos (conside-
rando todos los nodos) usando coordenadas locales es:

N = ag + ba€ + con + da&® + eaén + fon? + go&?n + hatn? (5.17)

Utilizando la propiedad delta de Kronecker de las funciones de forma, de las ecuaciones y las
funciones de forma para elementos rectangulares de 4 y 8 nodos son:
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Funcién de forma o de interpolacién N:

Ni = —31-9-n)(+E+n)

Ny = S1-)1-n)

N5 =~ -m-E+n)

Ny = ;<11+§><1—n2> s
Ns = —1(1+0+n)1-E-n)

No = H(1-€)(1+n)

Ne = (-0 4m+E—n)

Ns = S0-8(1-7)

Funcién de forma o de interpolaciéon M:

My o= [(-E-n+e)
1

My = J(A+&—n—&n)

Ms = %(1+£+n+£n)
1

My = J(1=&+n—&n)

Por lo tanto, se utilizan funciones de interpolacién cuadratica para los componentes de velocidad, mientras
que funciones de interpolacién lineal para la presion. Como resultado, las incégnitas para las velocidades
y la presion son 20 por cada elemento. Por lo tanto, las variables dependientes u, v y p se expresan como:

u o= YU Niu
vo= Y Niv (5.20)
P = Y Moy paiy

donde u;, v; son las velocidades en todos los nodos y p(g—1) la presion en los nodos impares.
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5.4.4. Aproximacion de Galerkin

Expresando las ecuaciones [5.13], [5.14] y [5.15| usando estas funciones de forma, obtenemos:

ou v,
or Oy
8 8
0 0
Jj=1 j=1
8 8
ON; ON;
Z Uy + Z Vj = 0
=0 =

Ox dy or ' Re \ 022 ' oy
8 8 8 8 4
ON; ON; OM 1)
Z Niug Z Wuj + Z Nyvg Z Tyuj = Z Tp@l—l) (522)
k=1 j=1 k=1 j=1 =1
8 8
1 0?N; 0?N;
M PO Bl
€ ]:1 .7:1
L op L (0
dr  dy Oy ox* Oy
8 8 8 8 4
ON; IN; OM(9-1)
ZNkuk Zijvj +ZN]€UIC Zijvj = _Zip(ﬂ—l) 5.2
p = ox prt = oy = oy (5.23)
B
t R Z Z
j=1 J=1

Empleando el enfoque residual ponderado de Galerkin en la ecuaciéon utilizando las funciones de
ponderacién N; obtenemos:

8 8 8 8
ON; ON;
k=1 j=1 k=1 j=1
M, 21 1) 1 82N ® 9N,
Z P@i-1) "R Z j 2782 uj =0 - N;
= e =Y
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8 8 8 8
ON; ON,;
E Ni ug E o N+kglNk Vg El oy Uj N;+
— : = 7=

4 8 8

OM9_1) 1 d%N; 9*N;
+ (Z 78%’ D(2i-1) N; — 7Re 7(91‘2 u; | + Z 7ay2 Uj N; = 0
=1 j

8

ON; aN
/QZNkuk Za—;uj NdQ+/ZNkvk u] N; dQ

k=1 j=1 Jj=1

4
OM 911
+[)<Z&Ep(2l_l) NldQ (5.24)

=1

a2N 1 [~ 92N
Utilizando el teorema de divergencia de Gauss,
8 8
1 9*N; 1 ON; ON; 1 ON;
— — u; | NjdQ=— | — — L dQ — —2ng u; | N; dT'
/QRe st Ox? Ui /QR(i ; iy Ui o 4_/1~R6 ; ox Nz Uy d

8 8
1 d%N; 1 ON; ON; 1 ON;
— 1> I Neda=— | — | > Sy L dQ — (> =2 | N; dT
/Q R \& o2 Y /Q R, ay | oy +/r R ay Y
donde:

I" es el limite del elemento

N, es el vector normal unitario sobre el borde del elemento y hacia afuera del elemento

8— es la derivada direccional de N; en la direccién normal a 2
n

N = Ng€y + Ny€y = (Mg, ny)

ON; _ (0N ON;\ (0 ON 0N
on  \ 0z’ Oy M) Ty) = "gy e oy "y

tenemos:
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8 8 8 8
ON; ON;
L3 M | 5 | Mot [ 3 N |30 S | vido
Q=1 j=1 Oz Qp=1 j=1 %

4 8 8
OMy_1) 1 ON; '\ ON; 1 ON;
—= N; dQ —a; LdQ — | — Iy N; dTl’
+/Q (Z Ox Pi-1) + /Q R, ; ox b ox /I‘Re Z ox oz Y

=1 j=1
b (2 ) P [ L (522 ) =
R, r R\ & oy V7 B
7j=1 7j=1
1=1,2,---,8
8 8 8 8
ON; ON.
JNe N 3 w0 [ Ny Newe 30 g do
Q k=1 =1 9 @ k=1 J=1

+ /Q N; - Z T P(ar-1) A

=1
8 8
1 [ ON ON; 1 [ ON; ON; 1 ON;
— SN L d+ — LN Ly d = Ni dr
+Re/g ox = ar + RB/Q oy ]2 Yy 4 Re/p 8n i
i=1,2,---8

(5.25)

donde:

®©

8
1 ON;
;= — [ N; —u; | dU i =1,2,---
7 1 P ERE R

La expresion corresponde a las condiciones de Neumann en los bordes y son datos conocidos, por lo
tanto, pertenecen a F'. En el caso de un flujo confinado en una cavidad, no existe flujo entrante o saliente
por los bordes, es decir,

ON;
78njuj 0,
por lo tanto, g; = 0 en la ecuacion
8 8 8 8
[N N 3w o [ N Y Newe 30 g do
f k=1 1 k=1 j=1
OM 31y 1 [ ON; <= 0ON; 1 [ ON; <= 0N;
N, A+ — EN Y g0+ = LN Y o= 0
i=1,2,.--8

Aplicando el mismo procedimiento a la ecuacion se obtiene:
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8 8 8 8
ON. ON.
|3 N | 25 | Nedt [ 37 N | 32 | Noda
k=1 =1 k=1 = %Y
OM 1) 1 [ 92N, 1 9N
+/<Z o Pl | NidQ / > S5t | Nidg /R oy | Nud2 =0
Q\ = Q fle j=1 Q ‘le —1
(5.27)

(5.28)

donde:

¢ = R/ Z Ly | dr,  i=1,2,---,8.

corresponde a las condiciones de Neumann en los bordes y son datos conocidos, por lo tanto, pertenecen
a F'. En el caso de Cavity Flow no existe flujo entrante o saliente por los bordes, es decir,

ON;
—vj 0,

on

por lo tanto, ¢; = 0 en la ecuacion [5.28]

/N ZNk’u,k Z ’U]dQ-l-/N ZNkvk Z Ude

4
2l 1) ON; ON;
/ Z Pl 1)dQ+R— o a vj d + R/
=1 =

v] dQl= 0
j=1
i=1,2,---8
(5.29)

Al emplear el enfoque residual ponderado de Galerkin en la ecuacion (5.21]) utilizando las funciones de
ponderacion M g;_1), se obtiene:
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8 8
ON; ON, ‘
Z —_— Uj —_ Uj = 0 M(2l 1)
=0 =
8 8
ON; ON,;
ij Uy M(Ql 1) + Z Ty] Uy M(Ql 1) = 0 /
J=1 j=1 Q
N ® L ON;
QM@H) > S Ui | A2+ M(Ql N Za—yvj dQ=0, 1=1,2,34. (5.30)
j=1 j=1

No linealidad de las ecuaciones:

Debido a la no linealidad, el conjunto de ecuaciones algebraicas que se obtiene no puede resolverse de una
sola vez, sino que es necesaria una solucion iterativa. En dicha solucién iterativa, los términos no lineales
pueden linealizarse de diversas maneras. La forma més simple que se utiliza se conoce como linealizacion
de Picard, en la que los términos no lineales se sustituyen por:

u@ v@ — u@ + z‘;@
ox oy ox oy
ar oy “or T ay

donde u y v son valores aproximados para los componentes de velocidad.

Suponemos valores iniciales ug1, ug2, o3, - -+ , Uos ¥ Vo1, Vo2, Vo3, " - - ,Vos para el elemento, y

_ 8
u = ) . Nyugr
_ 8

v = Zk:l Nivog

El proceso de iteraciéon contintia reemplazando ugg y voi, K = 1,2,--- ,8, por el promedio de los valores
de los componentes de velocidad de las dos iteraciones anteriores hasta que se satisface la tolerancia.

A partir de las ecuaciones [5.26] [5.30] y [5.29] se obtiene un sistema de ecuaciones en forma matricial como:
% ON; L ON.
N; u —a; dQ—F/Niv —u
/Q ]Z:; oz Q ]Z:; dy
aN 1 [ ON; [ oN;
Tl do+ = i '} (5.31)
/ racl K /Q p) jz By

4
OM 1) .
+/QNZ- (Zaxp(ml) =0, i=1,2---,8.

=1
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/ (21-1) Z ’LL] dQ+/M2[ 1) Z i 0 l:1,2,3,4.
Q

7j=1 7j=1

/N v]dQ—i-/N vde
ON; aNj ON; <
R 856 L~ Ox v R Q Oy Z
Jj=1 j=1
aM 21
/N ( ) pai-1) A= 0
i=1,2,-8

Reescribiremos ([5.31)) utilizando subindices:

1 _ ON; ON;
by = JoNia Wu] dQ + [o N aiyj fsz

[8N ON;  ON; ON;

: - dO
Ox y 8y}uﬂd

ON; ON; 1 [ON; ON, ON; ON;
= N -t —L 4+ N —I v, J v J e
fQ(zu 5 TN 8y+Re[8a: 5%t o 8y])u]d

= {fQ(Ni'U-aj—l—Nz"U-a]—l—l[aNZ'a L+ oN; 9 JDdQ} uj

ox dy R.|0x Ox dy Oy
= 8) uj (t=1,2,---8 y j=1,2,---8 ,siendo la variable u; desconocida.)
OM9;_
2 _ (25—-1)
by’ = JoNi- s Pei-y ds2

OMy;_
= (fQNi'g; : dQ) P(2j-1)

= 2(]2) P(2j—1) (i=1,2,---8 y j=1,2,3,4 ,siendo la variable p(y;_;) desconocida.)

Reescribiremos ((5.32]) utilizando subindices:

4 ON;
bZ] = fQ (2i—1) 8117] UJ dQ)

ON,;
= (fg (2i—1) 8] dQ) U

5;1) uj (1=1,2,3,4 y j=1,2,---8 ,siendo la variable u; desconocida.)

(5.32)

(5.33)

76



Universidad Técnica Federico Santa Maria
Departamento de Obras Civiles 5.4 Modelacién mediante el Método de Elementos Finitos

6) ON;
by = Jo Mzi-1) - aiyj vj df2

ON;
= <fQ M(Zi*l) . aiyj dQ) Uj

= az(?) vj (t=1,2,3,4 y j=1,2,---8 ,siendo la variable v; desconocida.)

Reescribiremos ([5.33)) utilizando subindices:

©) _ N--_-% . dQ N..—_% . dO i 8Ni_aNj aNi_aNj - dO
i Jo Ni- Ox vj A2+ Jo Ni- v oy v d +RefQ dr Ox + dy Oy v d

ON; ON; 1 [ON; ON; ON; ON;
= Nz_ij i._.i‘] R v, J L J
f9< Uy TR dy +Re [837 Fra Oy 8y]>

= {fQ(Ni'ﬂ'aj+Nz"’I_J'8J+l|:aNZ'8 iy 0N 0 J])da} vj

ox dy R.|0x Ox Jdy Oy
= ag-)) v (t=1,2,---8 y j=1,2,---8 ,siendo la variable v; desconocida.)
OM 95-1)

OM o
= (fsz Ni - % dQ) P(2j-1)

= ag) P(2j—1) (i=12,---8 y j=1,2,3,4 ,siendo la variable p(y;_;) desconocida.)

Notar que:

Forma matricial del elemento:

[Ae] ﬁe _ F’e (5.34)

[Al](8><8) [AQ](8><4) [A3](8><8)
[A] = | [Ad]uxs)y [Asluxay [Aslaxs)
[A7](8><8) [AS](8><4) [AQ](SXS) (20%20)
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1
agl)

1
@gl)

1
a:(%l)

1
az(ll)

1
aél)

1
aél)

1
a(71)

1
aél)

(2)

aqq

2
agl)

2
agl)

2
az(n)

2
aél)

2
aél)

2
a(71)

2
aél)

[A3] = [A7] =

1
a§2)

1
agz)

1
a:(m)

1
04(12)

1
aé2)

1
aéQ)

1
a$2)

(1)

ago

2
agQ)

2
ag2)

2
a:gz)

2
%(12)

2
aéz)

2
aé2)

2
agz)

2
az(m)

O O O O o o o o

O O O O O o o o

1
ag:a)

1
a;3)

1
a:(33)

1
az(13)

1
af—)3)

1
aés)

1
ag:%)

1
az(a:z)
(2)

a3

2
ag:a)

2
a§,3)

2
‘1513)

2
ag3)

2
a((i:%)

2
a§3)

2
ags)

O O O O O o o o

1
ag4)

1
aé4)

1
a:(;4)

1
ai4)

1
aé4)

1
aé4)

1
a(74)

1
a§;4)
(2)

Q14

2
‘1;4)

2
a§4)

2
az(14)

2
a§>4)

2
aé4)

2
a(74)

2
a§54)

O O O O o o o o
O O O O o o o o

(8x4)

O O O O o o o o

O O O O o o o o

Q16

1
aéﬁ)

1
a:(sﬁ)

1
az(w)

1
‘1&(36)

1
aéﬁ)

1
agG)

1
az(aﬁ)

O O O O o o o o

1
a§7)

1
ag7)

1
a:(57)

1
%(17)

1
aé7)

1
aé7)

1
ag7)

1
a§;7)

(8x8)

1
ags)

1
aés)

1
ags)

1
%(18)

1
aés)

1
aés)

1
a(78)

1
aés)

(8x8)
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4
agl)

4
@gl)

4
al(%l)

4
az(ll)

o O o O

6
agl)

6
agl)

6
a:(ﬂ)

6
ail)
(8)

aq

8
@gl)

8
ai(%l)

8
az(u)

8
aél)

8
aél)

8
a(71)

8
aél)

o O O O

4
agz)

4
agz)

4
a:(n)

4
04(12)

o O O O

)

4
‘1%2)

4
a:(’,2)

4
az(u)
(8)

P

8
aéQ)

8
a:(m)

8
az(iz)

8
ag2)

8
aéQ)

8
a$2)

8
aéz)

ol
ol
A ol
e
0

0

0

0 (4x4)
ol
G
48 o)
48 o)
o)
o)
4 o)
4ol
3 o)
3 o)
o)
3 o)

a5 Q16
4 4
a§5) aéﬁ)
4 4
aés) a:(sﬁ)
4 4
%(15) %(16)
6 6
a§5) agﬁ)
6 6
ay)  afy)
6 6
a§,5) ai(%ﬁ)
6 6
%(15) az(LG)
(8x4)

4
a§7)

4
ag7)

4
a:(57)

4
%(17)

6
ag7)

6
ag7)

6
aé»?)

6
a§7)

4
ags)

4
aés)

4
ags)

4
%(18)

6
ags)

6
ags)

6
a:(as)

6
%(18)

(4x8)

(4x8)
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9 9 9 9 9 9 9 9
agl) a§2) ag?’) ag4) 055) agﬁ) a§7) ags)

9 9 9 9 9 9 9 9
@gl) agz) a;3) aé4) a§5) aéﬁ) ag7) ag&a)

9 9 9 9 9 9 9 9
as) ay ag oy ey ey o afy

9 9 9 9 9 9 9 9
az(ll) 04(12) az(13) ai4) %(15) “4(16) az(n) a4(18)

9 9 9 9 9 9 9 9
aél) aéz) aé:a) aé4) aé5) ‘1&(36) aé7) aés)

9 9 9 9 9 9 9 9
aél) aé2) aés) aé4) aé5) aéﬁ) aé7) aés)

9 9 9 9 9 9 9 9
af) a) ol eyl ey el o o

9 9 9 9 9 9 9 9
aél) aéz) “2(33) aé4) aés) az(aﬁ) a§;7) aés) (8x8)

U1
U2
u3
Uy
Uus
ue
wz
us
Y4t

]

D5

b7
U1

.l
(0]
I
STl 1]
I
3
w
B
4]
I

V2
U3
(7
Us
U6
v7

O O O O O O O O O O O o0 oo oo oo oo

Y87 (20x1) (20x1)

5.4.5. Derivadas e integrales usando coordenadas locales

Sea N (£,n) una funciéon de forma en términos de coordenadas locales. Si x e y son las coordenadas globales,
entonces:
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ON  ONOz LN ON 9y ON Oz dy ON
o¢ Oz 9 Oy O¢ o€ oc o¢ || oz
ON _ ONOx Ny on | |ox oy |on
on 0z dn Oy On on dan  On oy

donde [J] es la matriz Jacobiana de la transformacion del sistema de coordenadas global al sistema de

coordenadas local.

oz Oy
o0& 0§
0z oy
dn  on

Luego, tenemos:

ON
9¢

ON
on

5.4.6. Calculo de la matriz Jacobiana

Sean N1(§7U)7N2(£7n)7 T 7N

n(&,m), las funciones de forma de un elemento en coordenadas locales. Si
(x1,y1), (x2,Y2), -, (Tn, yn) son las coordenadas globales de los nodos del elemento y (z,y) es la coorde-

nada global de un punto del elemento, entonces:

z = Ni(&n)xr+ No(&n)aa+ -+ +

y = N(&Emy+ No(§nyz+- - +

ggg = az?(& n)wﬁmz
gz = a]\g(& )y1+aaj\£
g:; = aNl(& )$1+

gz = aNI(ﬁ, )y1+aN

(€ mazt-+

Eny2+---+

(5, may + -

(& myz+ -+

Nin(§,m)xn

Gl (& n)an

K3
ON

87;(57 n)yn

ON,,

ON,,
oy (&, m)yn

(5.35)
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Por lo tanto, la matriz Jacobiana de la transformacion [J] es:

ox
o

oz

[~

1

det[J]

El determinante de [J] finalmente es:

det[J]

Finalmente:

det

ON

ox

ON

Oy

1 Y1
ON, ONy ON,, n ON; n %
¢ o¢ o€ To Yo Dic o€ Ti Dy o€ Yi
ON, ONy ON,, n ON; n ON;
0777 377] 877 21:1 877 Ly Zi:1 87) Y;
Tn Yn
0 0 n  ON;(E, ON;
o Tae| o, [ ZH o T e
RV B P M) gy M)
o 0 T Ty T s e
0z 0y
B KN _ow oy oy on
% @ o on 0§ On
on  On
oN
o3
= !
oN
on
n ONi(§&m) ONi(§,n)  \ [ON
1 2221 8?7 7 Zz 1 5 *Yi 8§
= det[J
etlJ] g ONEm) g ONiEm) || 9N
=1 877 ? =1 ag 1 an

" Yi

(5.36)
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Ejemplo para Ny:

ONy n ONi(&m) ONi(&,m) \ [ONs
3 R e
on, | 4l ONi(€,m) n ONi(€n) ON
Ay =i an T D o€ T an

ONy 1 —~ONi(§m) Y ON, 1 ONi(&m) ) ONg
dr  det[]] (Z an y) 9 det[J] (Z € y) an

=1 =1
ONg 1 —~ ONi(&,m) ) 9N 1 —~ ONi(&,m) ) ONy
By det[J] (; an ”“’) o€ det[J] (; o€ x) n

La formacién de un sistema de elementos finitos discretos requiere la evaluaciéon de integrales sobre ele-
mentos. Salvo en las geometrias elementales mas simples, esta integral no puede evaluarse analiticamente.
Por lo tanto, las integraciones numéricas son las tinicas alternativas. La cuadratura gaussiana se emplea
principalmente. Por ejemplo, utilizando el calculo para la transformaciéon de coordenadas, una integral
tipica para un elemento rectangular bidimensional puede evaluarse como:

Jowy F@v) dudy = [oe . F@(&m),y(&n) det[J] d dn

=[5 L @& m),y(€ m)) det[J] d€ dn

Q

Zzll ZZQZ f(x(gkl ) 77162)7 y(€k1 ) 77k2)) : det[J(€k1 ) nkz)] T Wy - Wy

Donde [J] es la matriz Jacobiana de la transformacion, &, y nx, son las abscisas de la cuadratura Gaus-
siana, y wk, y wg, son los pesos correspondientes.

5.5. Cuadratura de Gauss
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n £k Wk
1 0 2
2 1/4/3 = 0.57735027 1
3 V0.6 = 0.77459667 5/9
0 8/9
Y
n Ui n
[ ] [ ] [
[ ] [ ]
L ] é: i) [ ] [ ] [ ] i
[ ] [ ]
[ ] [ ] [ ]
n=1 n= n=3
f
\t\—\
g
-1 g=-057135 0 £,=057735 1

Integracion Gaussiana para n = 2.

5.6. Desarrollo de la matriz elemental

[Al](8><8) [AZ](8><4) [A3](8x8)

[Ae]: [A4](4x8) [AS](4><4) [AG](4x8)

[A7](8><8) [AS](8x4) [A9](8X8) (20%20)
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(1) _ fﬂ( zﬂ% N 8Nj 1 8N13N] 8NZ&NJ:|>dQ

@ij 8x+ z'”'ay +ﬁe Ox 8ac+ dy Oy

= P (e o S e + vt -0 ) ) denlate )] de dn

P [ Sen + Zlen - Dien)] declsten)] de dn

n n _ 8N _ 8N
Zlﬂl Zk; <Ni(£k1>nk2) U 87;(5161?7”2) + Ni(fk’lankz) v ay(&klv”kz)) det[‘]<£k1>nk2)] Wk Wk,

Q

ON,

ON. f ON.
5 (ks o)+ . L (€ hs) + Ty(gkunk’z)' oy (&:17771@)] det[J (Eky» Mhy)] Wiy Wi

+ Xk Zsz [6]\7@»

OM s,
NONS Mz
af = JoNi- = 0

OM o,
= L LN m) - =2 (e ) det[T(&,m)] d d

no N . aM(Qj_l) d J
2 Z (§k1 ) 77k2) O (f’ﬂ ’ %) et[ (§k1 ) sz)] Wk, Wky

Q

ON;
o) = [ Mo 5, 40

NA
= S Moy (€m) - 5 (6 m) detl (6 m)] de dn

Q

. ON,
Z Z : M2z 1)(€k1777k2) ’ 87;(5761777162) det[J(§k1a77k2)] Wk Wky

(i=1,2,-4 y j=1,2---8)
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© _ ON;
;i = Jo Mg;—) - oy ds)

ON;
=[5 5 My (&m) - 5 (6 m) det[T(€m) d€ dn

Q

e ——n ON,;
Zk; Zk; M(2i—1)(§k1 ) "714:2) ’ 87;(&61 ) TIkQ) det[J(Slﬁ ) 77k2)] Wk Wk

OM(g;-1)

Q)
dy

8
a’z('j) = fQNi'

OM 9,
= LN m) - ) detl (&) de di

ni \\n2 aM(Qj—l)
Zkl Zkz Ni(gklam@) : Ty(&kunkz) det[J(fk:uUkQ)] Wky Wky

(1=1,2,---8 y j=1,2,---4)

Resumiendo, la matriz elemental:

0O 0 0O 0O 0O OO0
0O 0 0o 0 0 0 0O
0O 0 0O OO O 0O
[a(.l.)] [a@.)] 0O 0 0o 0 0 0 0O
7 1(8x8) 7 1(8x4) 0 00O O 0O 00
0O 0 0 0 0 0 0O
0O 0 OO0 0O 0O
0O 0 0 0 0 0 0 O (8x8)
0 0 0 O
el _ @ 0000 ©)
(4] = [a” ](4><8) 0 0 0 O [a” L4xs)
0 0 0 O (ax4)
0O 0 0 0 0 0 0 o0
0O 0 0 0 0O 0O 0 o
0O 0 0 0 0 0 0 o0
0O 0 0 0 O 0O O o [a(s)] [a@)}
0O 0 0 0 0 0 0 o0 1 (8x4) 1 (8x8)
0O 0 0 0 0 o0 0 o0
0O 0 0 0 0 0 0 o0
0O 0 0 0 0 0o 0 O (8x8) (20x20)
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[A%] =

Al A

AL AD)

ATL AT
A A

ASY A

AL, AR,
| oA, ag,
AQ, A9,
0 0
0 0
0 0
0 0

A

s

AL
g

AL

A

’

As'y

AT
Ay
Agy
Afo
ALY

Al

AL

’

AL

AT
Ag
Ay
AfGs
Ay

(e)
A12,8

AL

’

Ay

AT

)

AS

(e)
A13,9

(e)
A14,9

A%

A5l

Al

A

A%

(e)
A20,9

AL,

AL,

Ao

Ao

(e)
A13,10

(e)
A14,10

Ao

Ao

Al

AL

ATh

Ak

(e)
A13,11

(e)
A14,11

A

AL

AT,

(e)
Ag 12

A1

(e)
A20,12

(e)
A1?12

(e)
Azfm

Af 2

A2

(e)
A13,12

(e)
A14,12

AL 12

A5G 12

A
Agf)),IS
AS?,IS
A
Afs

(e)
A14,13

A3

A55 13

Ay
Ag?)),l4
A
A
A

(e)
A14,14

A 14

AL 14

(20%20)

0 0

0 0

0 0

0 0
A A5
Ag%),lg Ag%),zo
Agﬁl),lg Agel),20
A(lﬁ2),19 Ag;),zo
A9 A
A A
AfD e Al
A AL
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5.6.1. Ensamblaje

Para el siguiente ejemplo, consistente en 2 elementos, 13 nodos globales, se tienen 32 variables, donde los nodos globales 6, 7
y 8 pertenecen a los 2 elementos, es decir, el nodo global 6, corresponde al nodo local 5 del elemento 1 y el nodo local 7 del
elemento 2.

OORCRONKT

O TIVANDR (OVANN 153

D 6 ® w O
KU = F
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it

2
&
2
2
3,
(2
4,
(2
5,
(2
6,
(2
7,
(2
8 6

1)
1,5
1)
2,5
1)
5
)
4,5
)
5,5
i)
6,5
)
5
1)
8,5
1)
9,5

3
(
(
¢
(
7

)
1,6
)
2,6
3,6

CHlalanltlnl ol oo

T T UL

¢
(i
2,
d
3,
d
4,
¢
d
6,
d

7

(
8,8

AAAAAAAAA

(32x32)

(32x1)

Meétodo de Picard

5.6.2.

Para al desarrollo de la modelacién numérica en elementos finitos, se debe definir un método de resolucion

5 lineal del tipo:

O1l No

licado a una ecuaci

2

numérica ap

(5.37)

(U2)

F

I es conocida, podemos aplicarla la ecuacion m de manera que:

r—
*

Si asumimos que la expresiéon
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@ e = FaY) (5.38)
La iteracion de Picard (Reddy, 2004) o el método de sustituciones sucesivas corresponde al procedimiento

de resolver la ecuacion de manera iterativa.

El proceso comienza al momento de situarse en un r=1, calculando el valor de U;ED utilizando las condi-
ciones de contorno de Dirichlet del problema, atendiendo a la resolucién directa de la siguiente expresion:

[K(Ui’" 1) U = (UT ”) (5.39)
(K (U)K (v ”) Jul? = [k (v )] (o) (5.40)
_ K(U,ET 1) (U,E“”). (5.41)

Al escribir la ecuacion (4.4.2), asumimos que la matriz de coeficientes [K(r — 1)] es invertible tras la
imposicion de condiciones de contorno. Por lo tanto, el vector de aproximacion inicial U,(0) debe ser tal
que:

(a) satisfaga las condiciones de contorno esenciales especificadas, y

(b) [K©] sea invertible.

Una vez obtenida la respuesta de cada iteracién, se debe calcular el valor residual y evitar que supere una
tolerancia € dada inicialmente, tal como:

|RO)] < €| F0)| (5.42)
O también como:

—

|07 = 07D < | O] (5.43)
Utilizando la norma Euclidiana, podemos expresar el criterio de error como

R . R
F@) . pr) — ( )

Como alternativa, se puede verificar si la diferencia normalizada entre los vectores de solucién de dos
iteraciones consecutivas, medida con la norma Fuclidiana, es menor que una tolerancia preseleccionada e:

Aﬁ* . Aﬁ* . I=1
ﬁir) . ﬁ#gr) -

<e (4.4.5)
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5.7. Modelacion mediante el Método de Volumenes Finitos
5.7.1. Esquema de diferencias centradas

Para comenzar, se define que el esquema seleccionado para la estimacion de las presiones y velocidades
corresponde al de diferencias centradas, el cuél se detalla a continuacion.

La derivacion del esquema parte desde la ecuacion de conservaciéon de una cantidad escalar en una dimen-
sion (direccion e-w), con la ecuacion:

d d*¢
— =I'— 5.44
Para las condiciones de borde: ¢(x = 0) = ¢ v ¢(x = L) = ¢, la solucion exacta de (5.44) es:
Px
- S|
$—do _e” (5.45)

Integrando la ecuacion sobre el volumen de control seleccionado en el arreglo colocado (figura [3.6]),
se obtiene la forma integral:

(pdu)e — (pou)y = (rjﬁ) - (rjﬁ)w (5.46)

A partir de la ecuacion los términos advectivos pueden expresarse en funcién de ¢p y ¢g con una
aproximacion de segundo orden mediante serie de Taylor. Considerando la cara e:

_ _ 2
Pe = ppAe + Pp(1 = Ae) — (e xP)Z(xE Te) (g ﬁ) +H (5.47)
=) p
donde:
)\e = M (548)
T —Xp

Por otra parte, los términos difusivos pueden ser aproximados mediante diferencias centradas. Conside-
rando la cara e:

<d¢> ~ $EZ 0P (5.49)

dx TR — Xp

cuyo error de truncamiento es:

Ep =

(e — 2p)? — (w5 — 3.)° (a%) (@e—ap)? — (vp — o) (33¢) L H (5.50)

2(xg —zp) 02 6(xg —zp)

91



Universidad Técnica Federico Santa Maria
Departamento de Obras Civiles 5.7 Modelaciéon mediante el Método de Volimenes Finitos

Para el caso de mallas uniformes el primer sumando del error es cero y la aproximacién es entonces de
tercer orden; mientras que al trabajar con mallas no uniformes la aproximacion es de segundo orden y su
error aumenta conforme varfa la malla.

Al considerar malla uniforme, se tendra que A, = 1/2 y la ecuacion resulta como:

1 1 ¢E — ¢p ¢p — ¢p
- . = w =T, —Ty 5.51
3 (P)e(05 +0p) = 5 (pu)u(p + ow) =T 7 o (551)
Que puede reescribirse como los siguientes coeficientes:
F, Fy
CLE:De—?, aw :Dw+7 (552)

Estos coeficientes deben ser positivos, por lo que necesariamente P < 2 para que la solucién sea fisicamente
realista. Al apreciar la figura 4.3 es claro que a altos nameros de Peclet, el valor de ¢, puede ser inestable.
En este caso debe considerarse esta estabilidad y la condicién de positividad se vera reflejada en la condicion
P < 2. Ademés, este esquema esté limitado para bajos nimeros de Peclet.

Realizando este mismo procedimiento en la direccion N-S se puede obtener el esquema completo para la
discretizacion en 2 dimensiones mediante el método de volumenes finitos.

Traduciéndose finalmente en:

A(|P|) =1—-0.5|P]

5.7.2. Iteracion de tiempo

Se realiz6 tnicamente anélisis de primer orden, utilizando, al igual que en el MDF, el método de Fordwar
Euler, presentado previamente en la seccién |3.57]

5.7.3. Correccion de presiones y velocidades

Para la correccion de presiones, primero se utiliza el método Succesive Over-Relaxation (SOR) (Shiach,
2021)), el cual mejora la convergencia del método de Gauss-Seidel aplicando un factor de ponderacion para
actualizar las estimaciones ajustandose asi a la magnitud del cambio de este propiedad. La ecuacién que
describe la iteracion del método se presenta a continuacion:

(k) i—1 n
xEkH) =(1-w) %i hud b; — Zaij$§k+1) - Z aij$§k) , i=1,...,n, (5.53)
Qi Qi — =
7=1 Jj=i+1
Donde:
x(®): es el vector de las soluciones en la iteracion k.

a;: son los elementos de la matriz A en la diagonal.
b;: es el elemento i-ésimo del vector b.
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w es el factor de relajacion, donde w € [0, 2].
n: es el nimero de ecuaciones o el tamano de la matriz A.

Aplicandose a la ecuacion de Poisson para las presiones se obtiene:

p(i,j) = lp (=As (p(i,j + 1) +p(i,j — 1)) = Ay (Pt + 1,5) + p(i = 1,j)) + S(i —1,j —1))  (5.54)

Donde:

p(i,7): Presion en el punto (7, j) de la malla.

A,: Coeficiente de la matriz de presion en el punto (i, 5), que depende de la discretizacion espacial.

A, y Ay: Coeficientes de los términos de diferencia en las direcciones x y y, respectivamente, que estan
relacionados con los gradientes de presion.

S(i —1,j — 1): Término fuente en el punto (i, j).

Ademas, se combiné el método SOR con el anélisis multicelda V-cycle de dos niveles (Anexo ??, recalcu-
lando hasta que los valores residuales de presion fueran inferiores a la tolerancia propuesta por el usuario.

5.7.4. Correccion de velocidades

Las velocidades se corrigieron con el gradiente de presion, de la siguiente forma:

w=ut— (pli 1)~ pli) - 5 (5.55)
V=0 = (i34 1) ) 5 (5.56)

Donde:
u* y v*: Corresponden a las velocidades en €; y en €y sin corregir del paso anterior de la iteracion.

5.7.5. Codificacién

El codigo empleado fue extraido de la libreria de c6digos abiertos de matlab, realizandose pequenias modifi-
caciones en funcién de la aplicacion neta del método de voliimenes finitos, el codigo completo se encuentra
adjunto en el Anexo [H]

En principio, el c6digo comienza definiendo las celdas y el mallado del dominio computacional, solicitando
como input los paranetros asociados a la geometria de la cavidad y la cantidad de voltmenes de control a
generar en el algoritmo.

Se definen también los pardmetros asociados al nimero de Reynolds de la situacion fisica, para después
incializar las matrices de presiones, y velocidades en €; y en €;. Se define posteriormente el dominio
computacional del tiempo (At y valor residual de detencion).

Posteriormente se definen los coeficientes asociados a la resolucién de la ecuacion de Navier-Stokes mediante
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el método de volimenes finitos, como fue presentado en [3.67]

Avanzando en el codigo, se denotan las condiciones de borde de las paredes de la cavidad (adherencia con
velocidad nula en las paredes laterales e inferior y u = 1 en la pared superior.

Luego, el codigo realiza las iteraciones temporales, utilizando tnicamente el método de primer ordes
Forward Euler, presentado anteriormente en [3.57] Siguiente a esto el codigo realiza la correccion de las
presiones y de velocidades mediante los métodos anteriormente mencionados.

Se almacenan los valores maximos residuales de presiones y velocidades y, mediante la funciéon Predictor,
se calculan las velocidades utilizando el método de volumenes finitos, haciendo uso del principio de conser-
vacion de una cantidad escalar aplicado a la conservacion de la cantidad convectiva (convective) y difusiva
(viscous) para cada uno de los volumenes de control establecidos en el mallado.

6. Resultados y AnAlisis

6.1. Resultados Cavity Flow en diferencias finitas

Para el codigo desarrollado en diferencias finitas, se consideraron y compararon dos mallados posibles:

= Malla de 101x101 nodos, con 5000 iteraciones de tiempo y un At = 0.001[s].

= Malla de 201x201 nodos, con 50000 iteraciones de tiempo y un At = 0.0001[s]

Se obtuvieron entonces las siguientes lineas de corriente para ambos casos:

Lineas de corriente Re=100

09

08

o7

06

04

03

03

02

01

(a) Lineas de corriente Re=100, 101x101 (b) Lineas de corriente Re=100, 201x201
Fuente: Elaboraciéon propia Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura 6.1: Resultados lineas de corriente para los dos casos de mallado

Se presenta a continuaciéon el campo de vectores para ambos casos de mallado:
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Campo de vectores velocidad

s

05|
P T -

03 R P E

o1

(a) Campo de vectores Re=100, 101x101
Fuente: Elaboracién propia

(b) Campo de vectores Re=100, 201x201
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura 6.2: Resultados campo de vectores para los dos casos de mallado

Se presentan también, la distrubuciéon de presiones y velocidades en toda la cavidad en los siguientes
diagramas:

Magnitud de la velocidad Magnitud de la velocidad

09

08

07

06

(a) Distribucion de velocidades Re=100, 101x101

03 04 05 06

Fuente: Elaboracién propia

Figura 6.3: Resultados velocidades para los dos casos de mallado

04

03

02

01

(b) Distribuciéon de velocidades Re=100, 201x201
Fuente: Elaboracién Propia

08

- i
=
1

09
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, Magnitud de la presion Magnitud de la presién
09 1 09
oG el 08 2
07 o 07
06 06
0.2
>05 05
:
04 04
03 03 4
02 02
06
-2
0.1 0.1
-0.8
Da Ot o2 oS o o oS 7 @ o d 00 01 0.2 03 04 05 06 07 08 0.9 1
(a) Distribucion de presiones Re=100, 101x101 (b) Distribucion de presiones Re=100, 201x201
Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura 6.4: Resultados presiones para los dos casos de mallado

Para analizar graficamente los resultados obtenidos por la simulacién numérica, se presentan a continuaciéon
la comparacion entre las curvas obtenidas de velocidad u en x=0.5 y la velocidad v en y=0.5, con respecto
al estudio realizado en 1982 por Ghia (Ghia et al., , y también con respecto a la curva obtenida en
el software comercial Ansys Fluent:

u enx=0.5, Re=100 101x101
T

y =05, Re=100 101x101
T T T

——Modeio ANSYS | _|
+ Ghaotal (1962)
Modelo numérico oM

06

01

L 4 L I L
k) 02 o 02 04 o6 08 1 o o1 oz 03 o8 05 o6 o7 o8 o5 '
x[m]

(a) Comparacién velocidad u x=0.5, Re=100 (b) Comparacion velocidad v x=0.5, Re=100
101x101 101x101
Fuente: Elaboraciéon propia Fuente: Elaboraciéon propia

Figura 6.5: Comparaciéon de velocidades caso mallado 101x101
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Perfil horizontal de u en x = 0.5, Re=100 201x201
T T
erfil horizontal de v en y = 0.5, Re=100 201x201
T

(a) Comparacion velocidad u x=0.5, Re=100 (b) Comparacion velocidad v x=0.5, Re=100
201x201 201x201

Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracion propia

Figura 6.6: Comparaciéon de velocidades caso mallado 201x201

Se procedié entonces a calcular el error entre el resultado experimental obtenido desde el c6digo realizado
con respecto al modelo CFD en Ansys, los indicadores de desempernio del modelo referente a las velocidades
y presiones se presentan a continuacién en la siguiente tabla

Tabla 6.1: Resultados criterios de desempenio codigo de diferencias finitas para un Re=100

Malla  NSE Velocidad u  Desempenio NSE Velocidad v Desempeno NSE Presiéon  Desempeno

101x101 0.98816 Muy Bueno 0.96473 Muy Bueno 0.63376 Satisfactorio
201x201 0.99733 Muy Bueno 0.98986 Muy Bueno 0.70021 Bueno

Malla  RSR Velocidad u  Desempeno RSR Velocidad v Desempeno RSR Presiéon  Desempeno

101x101 0.10883 Muy Bueno 0.18781 Muy Bueno 0.60516 Satisfactorio
201x201 0.051671 Muy Bueno 0.10069 Muy Bueno 0.54751 Bueno

6.2. Analisis de resultados modelo diferencias finitas

A partir de los resultados obtenidos de la modelacion y calibracion del método de diferencias finitas, se
extrae lo siguiente:

= El algoritmo de diferencias finitas present6 divergencia al trabajar con pasos espaciales muy pequenos,
esto se debe a que en la discretizacion en diferencias finitas presentada en la seccion 5.3.1, aparecen
términos Az? y Ay?, los cuales al hacerse muy pequefios disparan los valores obtenidos en cada
iteracion. Este problema se puede combatir mediante la aplicacién de pasos temporales pequenos,
sin embargo, la cantidad de tiempo de célculo se verd altamente aumentada, debido a que el modelo
requerird de una mayor cantidad de iteraciones para que que el escurrimiento se estabilice.

= Los resultados asociados a las presiones obtenidas de la malla de 101x101 nodos presentaron valores
residuales, lo que no ocurre en el mallado de 201x201 nodos.
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Los resultados obtenidos con el mallado de 201x201 nodos presentaron mejores valores de desempeno
que los obtenidos con una malla de 101x101 nodos.

Las velocidades en ambos casos de mallado se ajustaron con bastante precision a los valores obtenidos
por Ansys Fluent y por la investigacion desarrollada por Ghia en 1988.

Las velocidades en €, se ajustaron de mejor manera a los datos tedricos que las velocidades en
direccion €.

Las presiones se ajustaron con valores de desempenio aceptables a las obtenidas por Ansys Fluent.

Se aprecian presiones residuales para el caso del mallado de 101x101 nodos.

6.3. Resultados Cavity Flow en elementos finitos

Para el codigo desarrollado en elementos finitos se consideraron las siguientes disposiciones de malla:

= Malla de 10x10 elementos, 341 nodos de velocidad y 121 nodos de presion.

= Malla de 20x20 elementos, 1281 nodos de velocidad y 441 nodos de presion.

Se presenta primero el campo vectorial de velocidades para ambos casos de mallado:

Campo de velocidades interpolado (mayor densidad)

-
Campo de velocidades interpolado (mayor densidad) S Y R IS N S N N NN
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(b) Campo de vectores Re=100, 20x20 elemen-
(a) Campo de vectores Re=100, 10x10 elementos tos
Fuente: Elaboracion propia Fuente: Elaboracion Propia

Figura 6.7: Resultados campo de vectores para los dos casos de mallado

Se presentan también, la distrubucion de velocidades en toda la cavidad para ambos caso de mallado en
los siguientes diagramas:
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3 : camponente u (r'nls) - ; Médulo de la velocidad |u| (colores) + campo vectorial
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X X
(a) Distribucion de velocidades Re=100, 10x10 ele- (b) Distribucion de velocidades Re=100, 20x20 ele-
mentos mentos
Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracién Propia

Figura 6.8: Resultados velocidades para los dos casos de mallado

Para analizar graficamente los resultados obtenidos por la simulacién numérica, se presentan a continuacién
la comparacion entre las curvas obtenidas de velocidad u en x=0.5 y la velocidad v en y=0.5, con respecto
al estudio realizado en 1982 por Ghia (Ghia et al., , y también con respecto a la curva obtenida en
el software comercial Ansys Fluent:

u(y) en x = 0.5, Re=100
T T

v(x)eny = 0.5, Re=100
T T T

(a) Comparacién velocidad u x=0.5, Re=100
101x101 (b) Comparacioén velocidad v x=0.5, Re=100 10x10
Fuente: Elaboraciéon propia Fuente: Elaboraciéon propia

Figura 6.9: Comparaciéon de velocidades caso mallado 10x10
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u(y) en x = 0.5, Re=100 v(x) eny = 0.5, Re=100
T T T T T T T T T T
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(a) Comparacion velocidad u x=0.5, Re=100 20x20 (b) Comparacion velocidad v x=0.5, Re=100 20x20
Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboraciéon propia

Figura 6.10: Comparaciéon de velocidades caso mallado 201x201

Se calculd el error entre el resultado experimental obtenido desde el codigo realizado con respecto al modelo
CFD en Ansys, se obtienen los siguientes indicadores de desempeno:

Tabla 6.2: Resultados criterios de desempeinio codigo de elementos finitos para un Re=100

Malla  NSE Velocidad u  Desempeno NSE Velocidad v Desempefio NSE Presion  Desempefio

10x10 0.9597 Muy Bueno 0.8654 Muy Bueno 0.1893 Pobre
20x20 0.9801 Muy Bueno 0.8689 Muy Bueno 0.3603 Pobre

Malla  RSR Velocidad u  Desempeno RSR Velocidad v Desempenio RSR Presion Desempernio

101x101 0.0086 Muy Bueno 0.0157 Muy Bueno 0.7891 Insuficiente
201x201 0.0053 Muy Bueno 0.0013 Muy Bueno 0.7494 Insuficiente

6.4. Analisis de resultados modelo elementos finitos

Apreciando y analizando los resultados de la modelacion con elementos finitos se puede declarar lo siguiente:

= El cédigo de elementos permite trabajar con una mayor cantidad de nodos que los trabajables en
el MDF, ya que se pudieron realizar mallados con un orden de magnitud bastante superior a los
utilizados en los anteriores métodos nombrados.

= El algoritmo presentd presiones incorrectas y residuales, por lo que no fueron presentadas en los re-
sultados graficos, pero si en los resultados estadisticos, esto puede deberse a un error en la asignacion
de presiones a los nodos interiores en la iteraciéon del cédigo.

= Los tiempos de iteraciéon suben a medida que aumentan la cantidad de elementos en el mallado.

= Para llegar al sistema lineal que resuelve la situacion fisica en flujo completamente desarrollado se
requiri6 de bastante trabajo matemaético, a diferencia de los otros dos métodos estudiados en la
presente memoria.
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= Los resultados obtenidos por el MEF presentaron errores numéricos, los cuales se pueden apreciar
en las oscilaciones de la grafica de las velocidades en la mitad de la cavidad, lo que se puede deber
a que el orden de los pesos de Gauss utilizados para la integraciéon es muy bajo.

= El MEF present6 resultados notablemente peores que el MDF.
6.5. Resultados Cavity Flow en volimenes finitos

Se realizé un anélisis con los siguientes valores de entrada para el codigo de voliimenes finitos:

= Malla de 101x101 nodos, con un criterio de detencién del coédigo cuando los valores residuales sean
menores a 1075,

= Malla de 201x201 nodos, con un criterio de detencion del coédigo cuando los valores residuales sean
menores a 1078,

A continuaciéon se presentan las lineas de corriente obtenidas para ambos mallados:

Lineas de corriente con limites de la cavidad as de corriente con limites de la cavidad 2, AEORaQR

09 o9

08

>05f

04

03f

x

(a) Lineas de corriente Re=100, 101x101 (b) Lineas de corriente Re=100, 201x201
Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura 6.11: Resultados lineas de corriente para los dos casos de mallado

Se presenta a continuacion el campo de vectores para ambos casos de mallado:
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Campo de vectores velocidad
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(a) Campo de vectores Re=100, 101x101
Fuente: Elaboracién propia

Campo de vectores velocidad
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(b) Campo de vectores Re=100, 201x201
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura 6.12: Resultados campo de vectores para los dos casos de mallado

Se presentan también, la distrubuciéon de presiones y velocidades en toda la cavidad en los siguientes

diagramas:

Magnitud de la velocidad

0.9

0.9
0.8

0.8
0.7

0.7
0.6

0.6
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>05
0.4

0.4
0.3

0.3
0.2

0.2
0.1

0.1

(a) Distribucion de velocidades Re=100, 101x101
Fuente: Elaboracion propia

Magnitud de la velocidad

(b) Distribucion de velocidades Re=100, 201x201
Fuente: Elaboracion Propia

Figura 6.13: Resultados velocidades para los dos casos de mallado
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Magnitud de la presién
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(a) Distribucion de presiones Re=100, 101x101
Fuente: Elaboracion propia
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(b) Distribucion de presiones Re=100, 201x201
Fuente: Elaboraciéon Propia
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Figura 6.14: Resultados presiones para los dos casos de mallado

Con motivo de realizar un anélisis visual de los resultados obtenidos por el algoritmo de voliimenes finitos,
se procede a graficar la comparacion entre las curvas de velocidad en direcciones €, y e, para la mitad de
la cavidad del modelo numérico, de la investigacion realizada por Ghia en 1982 (Ghia et al., y de
los valores obtenidos mediante la modelacién cfd en Ansys Fluent, esto se presenta a continuacién en la

siguiente figura [6.15}

Perfil horizontal de u en x = 0.5, Re=100 £ AE0QQAG
T T T

(a) Comparacion velocidad u x=0.5, Re=100
201x201

Fuente: Elaboraciéon propia

Figura 6.15: Comparacién de

Perfil horizontal de v en y = 0.5, Re=100
T T T T T

T
Modelo ANSYS

(b) Comparacion velocidad v x=0.5, Re=100

201x201

Fuente: Elaboracién propia

velocidades caso mallado 101x101
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Perfil horizontal de u en x = 0.5, Re=100
T T T T

Perfil horizontal de v en y = 0.5, Re=100
T T T T T
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(a) Comparacion velocidad u x=0.5, Re=100 (b) Comparacion velocidad v x=0.5, Re=100
201x201 201x201
Fuente: Elaboracién propia Fuente: Elaboracion propia

Figura 6.16: Comparacion de velocidades caso mallado 201x201

Se calcularon los valores correspondientes a cada criterio de error para las presiones y velocidad u y v,
cuyos resultados se presentan a continuacion en la siguiente tabla [6.3}

Tabla 6.3: Resultados criterios de desempefio c6digo de volimenes finitos para un Re=100

Malla  NSE Velocidad u  Desempenio NSE Velocidad v Desempenio NSE Presion  Desempeno

101x101 0.99952 Muy Bueno 0.99877 Muy Bueno 0.97887 Muy Bueno
201x201 0.99975 Muy Bueno 0.99951 Muy Bueno 0.97828 Muy Bueno

Malla  RSR Velocidad u  Desempenio RSR Velocidad v Desempenno RSR Presion  Desempeno

101x101 0.022245 Muy Bueno 0.035536 Muy Bueno 0.14757 Muy Bueno
201x201 0.015967 Muy Bueno 0.022461 Muy Bueno 0.14961 Muy Bueno

6.6. Analisis de resultados modelo volimenes finitos

A partir de los resultados observados al ejecutar el codigo de volimenes finitos se puede comentar lo
siguiente:

» Al trabajar con una malla de 101x101 nodos, el paso de tiempo utilizado fue de 10~3[s], lo que requiri6
acotar los valores residuales a 1079, ya que el sistema llegd a una situacion de flujo completamente
desarrollado con esa tolerancia.

= Al trabajar con una malla de 201x201 nodos, el paso de tiempo se debié reducir a 107* [s| para
asegurar la convergencia del algoritmo, lo que produjo que la tolerancia de los valores residuales se
redujera a valores menores a 10~%, obteniendo asi mayor cantidad de iteraciones y tiempo de calculo
para lograr obtener una respuesta de flujo completamente desarollado.

= Se aprecia que, para ambos casos de mallado, se obtienen resultados que se ajustan en el mejor de los
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intervalos a los valores tedricos obtenidos del modelo CFD desarrollado con la herramienta Ansys,

tanto para las presiones como para las velocidades.

= Para ambos casos de mallado, la respuesta de velocidades obtenidas concuerdan con los valores
obtenidos por la investigacion realizada por Ghia (Ghia et al., |1982).

= Se aprecian presiones residuales para el caso del mallado de 101x101 nodos.

= En general, no se aprecia una clara diferencia en la precisién de los resultados cuando se aumenta la
cantidad de nodos, por lo que el método de volimenes finitos representa una muy buena aproximacion
a los valores tedricos sin la necesidad de refinar demasiado la malla espacial. Esto puede deberse a
que Ansys Fluent utiliza este método para la aproximacion numérica del problema estudiado.

7. Conclusiones y Recomendaciones

7.1.

Comparaciéon métodos numéricos

Primero, se procede a comparar los tiempos de iteracién y valores estadisticos obtenidos en la siguiente

tabla[7.1]y figuras [7.1]y [7-2]

Tabla 7.1: Comparaciéon métodos numéricos

Diferencias Finitas

Tiempo de simulacion [s]

NSE Velocidad u

NSE Velocidad v

NSE Presiones

RSR Velocidad u

RSR Velocidad v RSR Presiones

Malla 101x101
Desempeno
Malla 201x201

Desempeno

194.0625

499.3125

0.9882
Muy Bueno
0.9973
Muy Bueno

0.9673
Muy Bueno
0.9899
Muy Bueno

0.6338

Satisfactorio

0.7002

Bueno

0.1088
Muy Bueno
0.0517

Muy Bueno

0.1878 0.6052
Muy Bueno Satisfactorio
0.1007 0.5475

Muy Bueno Bueno

Elementos Finitos

Tiempo de simulacion [s]

NSE Velocidad u

NSE Velocidad v

NSE Presiones

RSR Velocidad u

RSR Velocidad v RSR Presiones

Malla 10x10
Desempeno
Malla 20x20

Desempetio

2.4688

12.5781

0.9597
Muy Bueno
0.9801
Muy Bueno

0.8654
Muy Bueno
0.8689

Muy Bueno

0.1893
Pobre
0.3603
Pobre

0.0086
Muy Bueno
0.0053
Muy Bueno

0.0157 0.7891
Muy Bueno Pobre
0.0014 0.7494
Muy Bueno Pobre

Voltimenes Finitos

Tiempo de simulacion |s]

NSE Velocidad u

NSE Velocidad v

NSE Presiones

RSR Velocidad u

RSR Velocidad v RSR Presiones

Malla 101x101
Desempeiio
Malla 201x201
Desempeno

30.0000

986.9062

0.9995
Muy Bueno
0.9998
Muy Bueno

0.9988
Muy Bueno
0.9995
Muy Bueno

0.9789

Muy Bueno

0.9783

Muy Bueno

0.0222
Muy Bueno
0.0160
Muy Bueno

0.0355 0.1457
Muy Bueno Muy Bueno
0.0225 0.1496

Muy Bueno Muy Bueno
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Tiempos de iteracion [s]
1200.0000

986.9062
1000.0000

800.0000

600.0000 459.3125

400.0000

194.0625

l 2.4688 12.5781 30.0000

200.0000

0.0000
DF101x101 DF201x201 EF 10x10 EF20x20 VF101x101 VF201x201

Figura 7.1: Comparacién tiempos de iteracion
Fuente: Elaboraciéon propia.

Criterio NSE
12000

10000

08000
nsEu
o600 mNSEv
nsep
0.4000
02000 I
00000 I

DF 101101 DF 201:201 EF 10x10 EF 20:20 VF101:401 VF201:201

Figura 7.2: Comparacion criterio NSE
Fuente: Elaboraciéon propia.

Se comparan también los tres casos en su mallado mas fino con respecto a las lineas de calibracion de Ghia

y Ansys para las velocidades en la mitad de la cavidad:
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Figura 7.3: Comparacion criterio velocidades en la mitad de la cavidad
Fuente: Elaboraciéon propia.

Se obtiene entonces la siguiente matriz de ventajas y desventajas de cada método numérico aplicado:

”
Metodo FDM FEM FVM
1 Alta precisién en 1. Alta precision en
1. Alta precision en velocidades velocidades
Venta'as velocidades 2. Se puede trabajar con 2. Alta precision en
) 2. Buena precision en mallas mucho mas finas presiones.
presiones en poco tiempo. 3. Alta precision en
3. Método mas robusto mallados no tan finos
1. Requiere de mayores
. q . Y .. 1. No calcula de manera .
. tiempos de iteracion e [ 1. Requiere de mayores
ara mejores resultados ) : tiempos de iteracion
Desventajas P ) 2.  Requiere de mucho P

2. Tiende a diverger en para mejores resultados.

L trabajo matematico.
funcion de los pasos

Figura 7.4: Ventajas y desventajas métodos numéricos
Fuente: Elaboraciéon propia.

7.2. Recomendaciones y criterios

Analizando la totalidad de los resultados obtenidos, se redactan las siguientes recomendaciones para con-
tribuir al proceso de modelaciéon numérica CFD:

= Para la modelacion CFD del Vertedero de Ogee en Ansys Fluent se recomienda utilizar caudales
mayores a 12 [L/s|, para asi disminuir el nimero de iteraciones y el tiempo de resolucion del solver
y, ademas, obtener resultados mejores ajustados a la teorfa.

= Se debe elegir cuidadosamente la ecuacion de estado y las condiciones de contorno para la modelacion
CFD de la presion, ya que este parametro es considerablemente sensible a cambios en la formulacion
del método de resolucién numérica.
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= Se recomienda utilizar pasos de tiempo pequenos si se modela con una malla de muchos nodos en
diferencias finitas.

= Se recomienda utilizar mallas con mayor cantidad de nodos si se requiere mayor precision en los
valores a obtener al utilizar el método de diferencias finitas.

= Para obtener resultados més precisos, el método de diferencias finitas presenta como desventaja el
incremento del ntimero de iteraciones y del tiempo de célculo necesario para reducir el tamano de
los elementos de la malla.

= Con volumenes finitos se pueden obtener resultados altamente precisos con un menor tiempo de
simulaciéon y un mallado menos fino.

= Kl método de volimenes finitos, gracias a su formulacion que considera tanto el aporte convectivo
como difusivo del fluido present6 mejor desempenio al momento de modelar la ecuaciéon de Navier-
Stokes, por lo que se recomienda altamente su uso en la realizacién de modelos CFD.

= Kl codigo de elementos finitos puede ser mejorado incorporando més subrelajaciones a su formulacion,
corrigiendo el ensamblaje de las presiones de 4 nodos y aplicando una integracién por una cuadratura
de Gauss de orden superior, ademés se recomienda comprobar si los resultados mejoran aplicando
una iteraciéon que considere el paso temporal, como Forward Euler.
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Anexos

A. Demostracion discretizacion en voliimenes finitos: caso
bidimensional

Continuando con la discretizacion de la ecuacion diferencial general de conservacion (32), para dos dimen-
siones se presenta como:

0 0J,  0Jy
— — 4
5y (70) + G+ Gl =S (48)
donde J, y J, son los flujos totales que se definen como:
¢
0¢

en que u y v denotan las componentes de velocidad en direcciones x e y.

Derivacion

Integrando la ecuacion (48) entre los instantes ¢ y ¢ + At considerando un esquema implicito de un paso
en el tiempo, y luego integrando en el espacio sobre el volumen de control de la figura 4.8 de dimensiones
Ax - Ay - 1, resulta:

(pop — ppdp)AzAy
At

+ Je = Juw + Jn — Js = SAzAy (51)

en donde p?; y (1593 son los valores del paso anterior, y S es el valor promediado de S sobre el volumen de
control.

De manera similar podemos integrar la ecuacion (7) de continuidad, obteniendo asi:

(p — Pp)AzAy

Al +F.—Fy+F,—F;=0 (52)
cuyos flujos advectivos vienen dados por:
Fe = (pu)eAy, Fy = (pu)wAya F, = (pv)nAx, Fs = (p’U)SA.%' (53)

Multiplicando esta ecuacion por ¢p y restandosela a la ecuacion (51) se obtiene:
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p?;,AmAy

At + (Je - Fed)P) - (Jw - Fw¢P) + (Jn - Fn¢P) - (Js - FS¢P) = SAl‘Ay (54)

(op — )

Bajo el supuesto de uniformidad de flujo en las caras del volumen de control, podemos extender el desarrollo
visto para una dimension a dos dimensiones. Utilizando las ecuaciones (38) y (39) para expresar los flujos
(Je — Feopp) ¥ (Juw — Fiydp) en términos de la funcion A(|P|), resulta en:

ap = De A(|Pe]) + || — Fe, 0 (55)

aw = Dy A(|Py|) + | Fuw, 0] (56)

Expresiones similares se pueden obtener para (J, — F,ép) v (Js — Fs¢p).

B. Resultados modelo vertedero para distintos caudales

Figura B.1: Diagrama de presiones, Q=12 [L/s]
Fuente: Elaboracién Propia

Figura B.2: Diagrama de velocidades, Q=12 [L/s]
Fuente: Elaboracién Propia
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Figura B.3: Eje hidraulico, Q=12 |L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura B.4: Diagrama de presiones, Q=5 [L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia

L —

9 |

Figura B.5: Diagrama de velocidades, Q=5 [L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia
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Figura B.6: Eje hidraulico, Q=5 [L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura B.7: Diagrama de presiones, Q=3 [L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura B.8: Diagrama de velocidades, Q=3 [L/s]
Fuente: Elaboracién Propia
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Figura B.9: Eje hidraulico, Q=3 [L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura B.10: Diagrama de presiones, Q=2 [L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia

Figura B.11: Diagrama de velocidades, Q=2 [L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia
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Figura B.12: Eje hidraulico, Q=2 [L/s]
Fuente: Elaboracion Propia

C. Comparacion de caudales ANSYS v/s Laboratorio

Comparacion Presiones

0.000
-1.000
-2.000

-3.000

—+—0 = 1023 [I/s] Lab

-4.000 —@—(0 = 10.23 [L/s] ANSYS

[
[
=== 12.06 [L/s] Lab

-5.000
[
[
[

——Q=12.06 [L/s] ANSYS

Cota Piezométrica [m]

-6.000 —¥=—0 = 13.75 [L/s] Lab

—e—Q=1375 [L/s] ANSYS

-7.000

-8.000

-9.000

N° de sensor

Figura C.1: Comparacion distribucién de presiones para distintos caudales
Fuente: Elaboraciéon propia
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Comparacién Presiones

0.000
-2.000
-4.000
E
= -6.000 ——Q=153[L/s] Lab
S
= —m—Q =153 [L/s] ANSYS
E -8.000 —&—Q =17.06 [L/s] Lab
o
& i () = 17.06 [L/s] ANSYS
@ -10.000
8 —%—Q =18.63 [L/s] Lab
-12.000 —e—0( = 18.63 [L/s] ANSYS
-14.000
-16.000

1 2 3 4 5 6 7 8
N° de sensor

Figura C.2: Comparacion distribucién de presiones para distintos caudales
Fuente: Elaboracién propia

Comparacién Presiones

0.000

-5.000

—8—0=21.41 [L/s] ANSYS

Q=26.36 [L/s] Lab

£ -10.000 »
= —&—Q=2323[L/s] Lab
:E —4—0=2323 [L/s] ANSYS
E -15.000 =li—0 =24.76 [L/s] Lab
2 —e—0=24.76 [L/s] ANSYS
g -20.000 —+—Q=2141/s] Lab
ILs]
ILs]

-25.000 Q=26.36 [L/s] ANSYS

-30.000
1 2 3 4 5 6 7 8

N° de sensor

Figura C.3: Comparaciéon distribucién de presiones para distintos caudales
Fuente: Elaboracién propia

D. Comparacion grafica eje hidraulico para distintos caudales

é —e—EJEREAL
—e—EJEANSYS

T |

0 05 1 15 2 25 3 35 4 a5 5

Figura D.1: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 1, Q= 12|L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia
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Comparacién grafica

eje hidraulico para distintos caudales

2 2s

x[m]

o REAL

—a— e ASYE

==y

s s

Figura D.2: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 2, Q= 12[L/s]

Fuente: Elaboraciéon Propia

x[m]

—e—EJEREAL

—e—EJEANSYS

Figura D.3: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 1, Q= 8|L/s]

Fuente: Elaboraciéon Propia

15

x[m]

T e
—e—EIEREAL
—e—EIEANSYS
.
2 25 3 35 4 45

Figura D.4: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 2, Q= 8|L/s]

Fuente: Elaboracion Propia

15

2 25

x [m]

—a—EJEREAL
—e—EJEANSYS

— =2,
45 5

Figura D.5: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 1, Q= 5[L/s]

Fuente: Elaboraciéon Propia
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x[m]

Figura D.6: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 2, Q= 5[L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia

—e—EJEREAL

01 —e—EJEANSYS

[ T

05 1 15 2 25 3 35 1 45 5

Figura D.7: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 1, Q= 2|L/s|
Fuente: Elaboraciéon Propia

yim]

—e—EJEREAL
01 —e—EJEANSYS

x[m]

Figura D.8: Comparacion grafica ejes hidraulicos caso 2, Q= 2[L/s]
Fuente: Elaboraciéon Propia

E. Funcién para Calcular el Término B de la Ecuaciéon de Poisson

function B = Termino_b(bl,rho,dt,u,v,dx,dy)
B = bil;
B(2:end-1,2:end-1) = rho * (1/dt * ((u(2:end-1,3:end) - u(2:end-1,1:
end-2)) / (2*xdx) +
(v(3:end,2:end-1) - v(l:end-2,2:end-1)) / (2xdy)) -
((u(2:end-1,3:end) - u(2:end-1,1:end-2)) / (2%dx))."2 -
2 x ((u(3:end,2:end-1) - u(l:end-2,2:end-1)) / (2*dy)) .x*
((v(2:end-1,3:end) - v(2:end-1,1:end-2)) / (2*dx)) -
((v(3:end,2:end-1) - v(l:end-2,2:end-1)) / (2*xdy))."2);
end

F. Funcién que Calcula la Presiéon mediante la Ecuaciéon de Poisson

function P = Presiones(p,dx,dy,b,nit)
[ny, nx] = size(p);
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for 1 = 1:nit
pn = p;

p(2:end-1,2:end-1) = ((pn(2:end-1,3:end) + pn(2:end-1,1:end-2)) =*

dy~2 +

(pn(3:end,2:end-1) + pn(l:end-2,2:end-1)) x*

dx~2 - .
b(2:end-1,2:end-1) * dx~2 * dy~2)
dx~2 + dy~2));
7% Condiciones de frontera
p(:,end) = p(:,end-1); % Neumann
pC:,1) = p(:,2);

p(l1,:) = p(2,:);

p(end,end) = 0; % Dirichlet
end
P =p;

end

/ (2 *x (

G. Script General Cavity Flow en Diferencias Finitas

clc
clear vars

tic

%» Definicion del Dominio Espacial y Temporal
nx = 101; % Nodos en x

ny = 101; % Nodos en y

nt = 5000; % N de intervalos de tiempo

nit = 100; % N de iteraciones para la presion
a=0; b=1; % Limites geometricos cavidad
dx = (b - a)/(nx - 1);

dy = (b - a)/(ny - 1);

x_values = linspace(a, b, nx);

y_values = linspace(a, b, ny);

[X, Y] = meshgrid(x_values, y_values); % Grilla

rho = 1; 7 Densidad

mu = 0.01; % Viscosidad dinamica

dt = 0.001; % Paso de tiempo

V =mu / rho; % Viscosidad cinematica
v_sup = 1; % Velocidad pared superior

Re = rho * v_sup * (b - a) / mu; % N de Reynolds

%% Matrices Iniciales

u = zeros(ny, nx);
v = zeros(ny, nx);
p = zeros(ny, nx);
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bl = zeros(ny, nx);
N=length(bl);

%% Calculo de las velocidades

for n = 1:nt
un = u;
vn = Vv,

% Iteracion para la presion
Termino_b(bl, rho, dt, u, v, dx, dy);
Presiones(p, dx, dy, b, nit);

‘s o
nu

% Velocidad u
u(2:end-1, 2:end-1) = un(2:end-1, 2:end-1) -
un(2:end-1, 2:end-1) * dt / dx .* (un(2:end-1, 2:end-1) - un(2:
end-1, 1:end-2)) - .
vn(2:end-1, 2:end-1) * dt / dy .* (un(2:end-1, 2:end-1) - un(1l:
end-2, 2:end-1)) - .
dt / (2 * dx * rho) .* (p(2:end-1, 3:end) - p(2:end-1, 1l:end-2))
+ ...
V * dt / dx~2 .* (un(2:end-1, 3:end) - 2 * un(2:end-1, 2:end-1) +
un(2:end-1, 1:end-2)) +
V x dt / dy~2 .* (un(3:end, 2:end-1) - 2 * un(2:end-1, 2:end-1) +
un(l:end-2, 2:end-1));

% Velocidad v
v(2:end-1, 2:end-1) = vn(2:end-1, 2:end-1) -
un(2:end-1, 2:end-1) *x dt / dx .* (vn(2:end-1, 2:end-1) - vn(2:
end-1, 1:end-2)) - .
vn(2:end-1, 2:end-1) * dt / dy .* (vn(2:end-1, 2:end-1) - vn(1l:
end-2, 2:end-1)) - .
dt / (2 * dy * rho) .* (p(3:end, 2:end-1) - p(l:end-2, 2:end-1))
+ ..
V * dt / dx~2 .*x (vn(2:end-1, 3:end) - 2 * vn(2:end-1, 2:end-1) +
vn(2:end-1, 1:end-2)) +
V x dt / dy~2 .* (vn(3:end, 2:end-1) - 2 * vn(2:end-1, 2:end-1) +
vn(l:end-2, 2:end-1));

% Condiciones de frontera u

u(l,:) = 0;

u(:,1) = 0;

u(:,end) = 0;

u(end, :) v_sup; % velocidad pared superior

% Condiciones de frontera v
v(1l,:)
v(:,1) = 0;

v(:,end) = 0;
v(end,:) = 0;

|
o
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70 % Guardar Errores de Velocidad por iteraciones
71 error_u=un-u;

72 nor_erroru(n)=norm(error_u) ;

73 error_v=vn-v;

74 nor_errorv(n)=norm(error_v) ;

75 | end

76 | toc

7s | CONT=(u(2:N-1,3:N)-u(2:N-1,1:N-2))/(2*dx)+(v(3:N,2:N-1)-v(1:N-2,2:N-1))
/(2*dy); % Ec de Continuidad

79
so | ht%h Apartado Grafico
81
s2 | % Streamlines

s3 | figure;

s1 | streamslice(X, Y, u, v,100); % Cambiar ultimo valor para agregar
streamlines

s5 |hold on;

s7 |plot ([0 0], [0 1], 'k', 'LineWidth', 2); % pared izquierda
ss |plot ([1 1], [0 1], 'k', 'LineWidth', 2); % pared derecha

s0 |[plot ([0 1], [0 0], 'k', 'LineWidth', 2); % pared inferior
90
91 |axis equal;

92 |title('Lineas de corriente');
o3 |xlabel('x'); ylabel('y');

o7 | % Campo de Velocidades Vectores

os |[step = 3; % Densidad de campo de vectores

9 | figure;

100 [quiver (X(1:step:end, 1l:step:end), Y(l:step:end, l:step:end),
101 u(l:step:end, 1:step:end), v(l:step:end, 1l:step:end),
102 "AutoScale', 'on', 'AutoScaleFactor',6 2);

103 |hold on;

104
05 |plot ([0 0], [0 1], 'k', 'LineWidth', 2); % pared izquierda
16 |plot ([1 11, [0 1], 'k', 'LineWidth', 2); % pared derecha
o7 |plot ([0 1], [0 0], 'k', 'LineWidth', 2); 7% pared inferior
108
109 |axis equal;

110 |title ('Campo de vectores de velocidad con limites');
111 [ xlabel('x'); ylabel('y');

115 | % Campo de Velocidades por colores
114 | Vmag = sqrt(u.~2 + v."2);

115 | figure;

116 | contourf (X, Y, Vmag, 20); colorbar;
117 [title ('Magnitud de la velocidad');
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xlabel ('x"'); ylabel('y');
axis equal tight;

% Campo de Presiones por colores
figure;

contourf (X, Y, p, 20); colorbar;
title('Magnitud de la presion');
xlabel('x'); ylabel('y');

axis equal tight;

% Norma 2 del error velocidad u
figure;

plot(1:1:nt,nor_erroru)
title('Tendencia del error en u');
xlabel ('N de Iteraciones Temporales');

% Norma 2 del error velocidad v
figure;

plot(1l:1:nt,nor_errorv)
title('Tendencia del error emn v');
xlabel ('N de Iteraciones Temporales');

ylabel ('N2 error u');

ylabel ('N2 error v');

H. Script General Cavity Flow en Volimenes Finitos

clear
%% Mallado

tic

% Nodos Espaciales

Lx = 1; Ly = 1;

nx = 101; ny = 101;

dx = Lx/nx; dy = Ly/ny;
Nx = nx + 1; Ny = ny + 1;

% N de Reynolds
U_lid = 1;
Re = 100;

% Dominio Espacial

x(2:Nx+1) = linspace (0, Lx, nx+1);
y(2:Nx+1) = linspace(0, Ly, ny+1);
xm = 0.5%x(x(2:Nx)+x(3:Nx+1));

ym 0.5%(x(2:Ny)+x(3:Ny+1));

% Vectores iniciales
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p = zeros(ny+2, nx+2);

u = zeros(ny+2, nx+1); u_old = u; u_star = u;

v = zeros(ny+1l, nx+2); v_old = v; v_star = v;

%» Discretizacion Temporal

t = 0;

dt = 0.001;

% dt = 0.1x%xdx;
iter = 1;

Residual = 1;

% Valores correspondientes MVF

Ax = -dt=*dy/dx; % Since Ae = Aw
Ay = -dtxdx/dy; % Since An = As
Ap = -2x(Ax + Ay);

while Residual(end) > 1le-6
% Condiciones de Borde Velocidad

u(:,1) = 0; v(1l,:) = 0;
u(:,end) = 0; v(end,:) = 0;
u(l,:) = -u(2,:); v(:,1) = -v(:,2);
u(end,:) = 2*xU_1id - u(end-1,:); v(:,end) = -v(:,end-1);
if iter == 1 % Euler Explicit
(u_tmp, v_tmp] = Predictor(nx, ny, u, v, Re, dx, dy);
u_star = u + dt*u_tmp;

v_star v + dt*xv_tmp;

else % 2nd order Adams-Bashforth
(u_tmp, v_tmp] = Predictor(nx, ny, u, v, Re, dx, dy);
u_star u + 1.5*xdt*xu_tmp;
v_star v + 1.5%xdt*v_tmp;

[u_tmp, v_tmp] = Predictor(nx, ny, u_old, v_old, Re, dx, dy);
u_star = u_star - 0.5*dt*u_tmp;
v_star = v_star - 0.5xdt*v_tmp;

end

% Correccion de Presiones
p_res = 1; p_iter=1;
WU(iter) = 0;

R1 = 1; R2 = 1;

iterl = 0; iter2 = 0;

% 2 layer Multi-Grid (V-cycle)
while p_res(end) > 1le-5
for i = 2 : nx + 1
for j = 2 : ny + 1
S(i-1,j-1) = (u_star(i,j-1)-u_star(i,j))*dy + (v_star(i
-1,j)-v_star(i,j))*dx;
end
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end

% Residuales de Presion

[p, ~, r]l = SOR(p, S, Ax, Ay, Ap);
R1 = r;
R1(2) = R1;
R1(1) = 2%R1(2);
while R1(end-1)/R1(end) >= 2
[p, res_1, Ri(end + 1)] =
iterl = iterl + 1;
end

% Move to Coarser
r_1_2 = Restrict(res_1);
Correction_2 =

% Residuales Espaciales

R2 = norm(r_1_2,
R2(2) = R2;
R2(1) = 2*xR2(2);

while R2(end-1)/R2(end) >= 2
[Correction_2, r_2, R2(end+1)]
Ay, Ap);
iter2 = iter2 + 1;
end
% Correccion

p = p + interp2(Correction_2);
p_res = R1(end);

end

WU(iter) = iterl + iter2/4;

% Correccion Velocidad

for i = 2 nx + 1
for j = 2 nx
u(i,j) = u_star(i,j) -
end
end
for i = 2 nx
for = 2 nx + 1
(i,j) = v_star(i,j) -
end
end

% Residuales de Velocidad
norm(u-u_old,
norm(v-v_old,

u_res =
v_res =
v_res) ;

Residual (iter) = max(u_res,

SOR(pr S: AX; AY:

Ap);

zeros (round (size(p)/2));

"fro')/sqrt(numel (r_1_2));

= SOR(Correction_2, r_1_2, Ax,

% Prologation

(p(i,j+1)-p(i,jl))*(dt/dx);

(p(i+1,j)-p(i,j))*(dt/dy);

"fro')/sqrt ((nx+1) *x(ny+2));
"fro')/sqrt ((nx+1) *(ny+2));
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% Actualizamos velocidad

u_old u; v_old = v;
fprintf ('Iter = %0.3e, Time = %0.4e s, Residue = %0.5e\n', iter, t,
Residual (end)) ;
% Paso de tiempo e iteracion
t =t + dt;
iter = iter + 1;
end
%o
figure (1)
contourf (xm, ym, u(2:end-1, 2:end), 50, 'edgecolor', 'none');colormap jet;
hold on
colorbar
quiver (xm, ym, u(2:end-1, 2:end),v(2:end,2:end-1), 2, 'black');
figure (2)
contourf (p(2:end-1, 2:end-1), 50, 'edgecolor', 'mone');colormap jet
colorbar
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