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Resumen

Este trabajo aborda el problema de Unit Commitment (UC) en sistemas eléctricos moder-
nos, con un enfoque en la optimizacién de costos operativos y la integracion eficiente de energias
renovables. El UC es una herramienta crucial en la operacion de sistemas eléctricos, cuyo objeti-
vo es determinar la programacion 6ptima de encendido y apagado de unidades generadoras para
satisfacer la demanda de energia de manera econdémica y confiable. La creciente penetraciéon de
energias renovables, como la edlica y solar, ha afiadido una mayor complejidad al UC, debido a su
naturaleza intermitente y dependiente de factores climéticos.

El estudio se centra en la linealizacion de las funciones de costos de combustible, que
tradicionalmente se modelan de forma cuadrética, para convertir el problema de UC en un modelo
mds manejable computacionalmente, utilizando Programacién Lineal Entera Mixta (MILP). El
objetivo general es desarrollar un modelo de UC con las funcidnes de costos linealizadas mediante
la técnica de Piecewise Upper Linear Approximation (PUA), que permite aproximar las funciones
cuadréticas originales mediante segmentos lineales. Los objetivos especificos incluyen investigar
y modelar el problema de UC, implementar el modelo en Python usando Pyomo, y comparar la
precision y la reduccion de tiempo de computo a medida que se aumenta el nimero de tramos.

El UC es un problema de optimizacién entero mixto que implica decisiones binarias (en-
cendido/apagado de unidades) y variables continuas (potencia generada). Las funciones de costos
cuadréticas han sido preferidas en la formulacién tradicional por su capacidad para capturar de
manera realista la relacion no lineal entre la potencia generada y el consumo de combustible. Sin
embargo, estas funciones incrementan la complejidad computacional, convirtiendo el UC en un

problema de Programacion Cuadrética Entera Mixta (MIQP), lo que lo hace mads costoso y dificil
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de resolver. Para abordar esta limitacidn, la linealizacion por tramos transforma el problema en un
modelo de MILP, que es mas tratable computacionalmente.

El modelo de UC propuesto emplea la técnica de PUA para las funciones de costos de
combustible, dividiendo el rango de generacion en segmentos lineales. Se definen condiciones de
linealizacién para asegurar que la aproximacion represente adecuadamente la funcién cuadrética
original. El modelo fue implementado en el sistema de prueba IEEE-39, que incluye 29 nodos y 10
unidades generadoras, utilizando el solver Gurobi Optimizer. Se realizaron pruebas con diferentes
configuraciones de tramos (2, 4, 6, 8 y 10) para analizar el impacto en la precision de la solucién y
el tiempo de cémputo.

Los resultados muestran que la técnica de PUA es efectiva para reducir la complejidad
computacional del UC, permitiendo una resolucion mas rapida y eficiente. A medida que se in-
crementa el nimero de tramos, la precision de la aproximacién mejora, aunque también aumenta
el tiempo de computo. Se encontré que el modelo con 6 tramos ofrece un equilibrio adecuado
entre precision y eficiencia, con errores porcentuales minimos en la estimacion de costos totales
y especificos (combustible, O&M, emisiones de CO2, rampa). Ademads, los resultados muestran
que el programa 6ptimo de encendido y apagado es robusto, ya que las decisiones operativas son
consistentes entre los diferentes modelos de linealizacion.

El estudio concluye que la técnica de PUA es una solucion préctica y eficiente para opti-
mizar el UC en sistemas eléctricos con alta penetracion de energias renovables. La linealizacion
por tramos permite reducir los tiempos de computo de manera significativa y facilita la incorpora-
cion de multiples escenarios y restricciones adicionales sin comprometer de forma considerable la

precision de las soluciones obtenidas.
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1. Introduccion

En las dltimas décadas, los sistemas eléctricos han experimentado una transformacion sig-
nificativa impulsada por la necesidad de reducir la dependencia de los combustibles fésiles y las
emisiones de gases de efecto invernadero. Esta transicion hacia fuentes de energia sostenibles ha
llevado a la adopcidn creciente de energias renovables, particularmente la energia edlica y solar.
Estas fuentes no solo ofrecen una alternativa mas limpia, sino que también han demostrado ser
eficaces para mitigar los impactos ambientales asociados con la generacion tradicional de electri-
cidad. Sin embargo, la integracion de estas fuentes renovables en la red eléctrica presenta desafios
operativos debido a su naturaleza intermitente y dependiente de factores climédticos. La variabilidad
inherente de la energia edlica y solar introduce complejidad en la planificacion y operacion de las
unidades de generacion, ya que los sistemas eléctricos deben equilibrar continuamente la oferta y
la demanda, garantizando la estabilidad del sistema y optimizando los costos de operacion (Mena
et al., 2024).

La transicion hacia un sistema eléctrico mds sostenible no solo implica la incorporacién
de nuevas tecnologias, sino también la adaptacién y mejora de los métodos de operacién y plani-
ficacion existentes. En este contexto, el UC emerge como un problema central en la operacion de
sistemas eléctricos modernos. El UC consiste en determinar la programacion dptima de encendido
y apagado de unidades generadoras en un horizonte de tiempo determinado, con el objetivo de
minimizar los costos de generacion y mantener el suministro necesario para satisfacer la demanda
proyectada. Este problema es intrinsecamente complejo debido a la naturaleza discreta de las de-
cisiones de encendido y apagado, asi como a la variabilidad tanto de la demanda como de la oferta

de generacion (Wu, 2011).
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Tradicionalmente, el problema de UC ha sido abordado mediante formulaciones de opti-
mizacién lineal o cuadratica que incluyen los costos de combustible, los costos de encendido y
apagado de unidades, y otros costos operativos. Las funciones de costos cuadréticas han sido pre-
feridas debido a su capacidad para capturar de manera realista la relacién no lineal entre la potencia
generada y el consumo de combustible, reflejando las caracteristicas de eficiencia de las unidades
térmicas (Abdou and Tkiouat, 2018). No obstante, la inclusién de estas funciones cuadraticas in-
troduce desafios computacionales significativos, ya que convierte el UC en una tarea de MIQP.
Las MIQP son mas costosas de resolver en comparacion con sus contrapartes lineales, lo que limi-
ta su aplicabilidad en sistemas de gran escala o en entornos donde se requiere una rdpida toma de
decisiones (Frangioni et al., 2009).

La creciente penetracion de fuentes de energia renovable intermitentes afiade una capa
adicional de complejidad al problema de UC. Las energias renovables, como la edlica y la solar,
dependen de condiciones meteoroldgicas variables, lo que introduce incertidumbre en la oferta
de generacion. Este factor obliga a los operadores de sistemas eléctricos a considerar una mayor
flexibilidad en la programacién de las unidades generadoras, para poder adaptarse rdpidamente
a cambios imprevistos en la generacion y en la demanda. La capacidad de predecir y ajustar la
programacion de unidades en tiempo real se vuelve crucial para mantener el equilibrio entre oferta
y demanda, garantizando la estabilidad y confiabilidad del sistema eléctrico (Wu, 2011).

Para abordar las limitaciones computacionales de las formulaciones cuadriticas, se han de-
sarrollado diversas técnicas de linealizacién. Una de las més efectivas es la PAU, que aproxima la
funcion cuadratica original mediante multiples segmentos lineales. Este enfoque transforma el pro-
blema de UC en uno de MILP, que es mds tratable y se puede resolver de manera eficiente(Mena

et al., 2024) utilizando solvers comerciales avanzados como Gurobi Optimizer (Gurobi Optimiza-
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tion, LLC, 2023). La linealizacién por tramos permite reducir los tiempos de computo y facilita
la incorporacién de multiples escenarios y restricciones adicionales sin comprometer de manera
significativa la exactitud de la solucién.

Sin embargo, la aproximacion lineal también introduce una pérdida de precision que puede
afectar la calidad de las soluciones obtenidas. El nimero de tramos utilizados en la linealizacion es
un factor critico que determina el equilibrio entre la fidelidad de la aproximacién y la complejidad
computacional del modelo MILP resultante. Un mayor nimero de tramos mejora la precision de la
aproximacion, pero incrementa el tamafio y la complejidad del problema de optimizacién. Por lo
tanto, es fundamental evaluar el impacto de diferentes configuraciones de linealizacién en términos
de rendimiento computacional y precision de los resultados (Frangioni et al., 2009).

Se presenta el UC con una formulacién clasica, que define las funciones de manera cuadra-
tica, a estas funciones se le realiza una aproximacion de manera lineal, ademds de una PUA con
el objetivo de evaluar el impacto de cada formulacién en términos de rendimiento computacional
y precision de los resultados, proporcionando una perspectiva integral sobre la efectividad de cada
método en contextos de alta penetracion de energias renovables. La relevancia de esta compara-
cion radica en determinar qué formulacion ofrece el mejor balance entre precision y eficiencia en
la operacion de sistemas eléctricos modernos (Mena et al., 2024).

Para realizar esta comparacion, se utilizard el sistema de prueba IEEE-39, conocido por
ser un estandar en el andlisis de sistemas de potencia. Este sistema de prueba proporciona una
estructura adecuada para evaluar como se comportan las distintas formulaciones en condiciones
realistas de operacion y permite analizar el impacto de cada enfoque en el costo total y en el
tiempo de calculo (Mena et al., 2024). El uso del IEEE-39 no solo garantiza la relevancia de los

resultados obtenidos, sino que también facilita la comparacién con otros estudios previos que han
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empleado este mismo entorno de referencia.

El enfoque metodolégico adoptado en este estudio incluye una serie de pasos estructurados
que aseguran la rigurosidad y validez de los resultados. Inicialmente, se procedera a la definicion
y modelado de cada una de las formulaciones de la funcién de costos. Posteriormente, se imple-
mentardn estos modelos en un entorno de optimizacion utilizando herramientas avanzadas como
Gurobi Optimizer, version 11.0.0, que permite resolver problemas de MILP de manera eficien-
te. A continuacion, se llevardn a cabo experimentos que simulan diferentes escenarios operativos,
considerando variaciones en la demanda y disponibilidad de recursos renovables. Estos experimen-
tos permitirdn evaluar el desempefio de cada formulacién bajo condiciones dindmicas y realistas,
proporcionando una base sélida para el anélisis comparativo.

Los resultados obtenidos se analizardn en términos de costo total de operacion, tiempo de
computo y precision de las soluciones encontradas. Este andlisis permitird identificar las fortalezas
y debilidades de cada formulacion, asi como su aplicabilidad en distintos contextos operativos.
Finalmente, se discutirdn las implicaciones précticas de los hallazgos, ofreciendo recomendacio-
nes sobre la eleccion de la formulaciéon mas adecuada en funcion de los objetivos especificos de

operacion y las condiciones particulares de cada sistema eléctrico.
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2.

2.1.

Objetivos

Objetivo General

Desarrollar un modelo de UC donde las funciones cuadraticas de costos de combustible

se modelan como representaciones lineales mediante aproximacion lineal por tramos, convirtien-

do asi la formulacion original MIQP en un problema MILP, evaluando el impacto del nimero de

tramos utilizados en la aproximacion, con el objetivo de generar un modelo mds eficiente compu-

tacionalmente sin comprometer significativamente la precision de los resultados.

2.2,

ficos:

Objetivos Especificos

Para cumplir con el objetivo general propuesto, se plantean los siguientes objetivos especi-

Investigar y modelar el problema de UC genérico, tomando en cuenta las restricciones ope-

rativas y la funcién objetivo no lineal.

Desarrollar una metodologia para la linealizacion de la funcidén objetivo no lineal mediante

la técnica de linealizacion por tramos , para convertir el problema original en un MILP.

Implementar el modelo UC linealizado para ser aplicado en el contexto de un problema IEEE

39 en un entorno Python, utilizando Pyomo.

Comparar los resultados obtenidos con diferentes métodos de segmentacién en la linealiza-
cion de la funcidn de costos, con el modelo lineal y con el modelo cuadratico, analizando el

balance entre precision y tiempos de coémputo.
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3. Marco Teorico

3.1. Unit Commitment(UC)

El UC es un problema de optimizacién entero mixto centrado en la operacién a corto plazo
y la planificacion tactica de los sistemas eléctricos de potencia. Su esencia radica en decidir qué
unidades de generacidn estardn en servicio y con cudnta potencia operardn en cada intervalo de un
horizonte temporal predefinido —tipicamente de 24 a 168 horas—, buscando satisfacer la deman-
da eléctrica de manera confiable y econdmica (Wood et al., 2013; Padhy, 2003; Morales-Espafia
etal., 2013). Este problema es fundamental para la gestion eficiente de los recursos energéticos, ya
que determina la asignacion 6ptima de las unidades generadoras, considerando sus caracteristicas
técnicas, costos operativos y restricciones fisicas.

Histoéricamente, el UC surgié como una necesidad imperante con la expansion de los siste-
mas de generacion eléctrica y la creciente complejidad de las redes de transmision. En sus inicios,
el problema se abordaba mediante métodos heuristicos y reglas empiricas que, aunque précticos,
carecian de la precision y eficiencia necesarias para sistemas de gran escala y con alta penetracion
de fuentes renovables. Con el avance de las técnicas de optimizacion y la disponibilidad de mayor
poder computacional, se desarrollaron formulaciones matemadticas mds sofisticadas que permiten
resolver el UC de manera exacta y eficiente.

El UC no solo implica decisiones binarias sobre el encendido y apagado de las unidades
generadoras, sino que también debe considerar una serie de variables continuas relacionadas con
la potencia producida, el consumo de combustible, las emisiones de gases de efecto invernadero y
otros costos operativos. Ademas, debe respetar una variedad de restricciones, tales como los limites

de generacion de cada unidad, las capacidades de las lineas de transmision, los tiempos minimos y
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maximos de encendido y apagado, y las restricciones de rampa que limitan la velocidad a la cual
una unidad puede aumentar o disminuir su produccion.

La complejidad del UC se incrementa significativamente cuando se integran fuentes de
energia renovable, como la edlica y la solar, debido a su naturaleza intermitente y dependiente
de factores climdticos. Esta integracion introduce incertidumbre en la oferta de generacion, lo que
exige métodos de UC que puedan adaptarse dindmicamente a cambios imprevistos en la generacion
y en la demanda. En este sentido, se han desarrollado variantes del UC que incorporan técnicas
estocdsticas y robustas para manejar la incertidumbre, mejorando asi la resiliencia y flexibilidad de
los sistemas eléctricos modernos (Sundar et al., 2019).

Adicionalmente, el UC juega un papel crucial en los mercados eléctricos, donde determina
la asignacion de recursos y establece los precios de la electricidad a través de mecanismos como el
despacho econémico. En entornos de mercado liberalizado, el UC influye directamente en la com-
petencia entre generadores, incentivando la operacion eficiente y la reduccion de costos mediante
la adopcidn de tecnologias méas limpias y eficientes (Arroyo and Conejo, 2000).

En la actualidad, con la creciente demanda de electricidad y la necesidad de una transicién
energética hacia fuentes mds sostenibles, el UC se enfrenta a nuevos desafios que requieren enfo-
ques innovadores. La incorporacion de tecnologias avanzadas como el almacenamiento de energia,
las redes inteligentes (smart grids) y la participacion activa de la demanda (programas de respuesta
a la demanda) anade capas adicionales de complejidad y oportunidades para optimizar la opera-
cion de los sistemas eléctricos (Liu and Tomsovic, 2015). Estas innovaciones no solo mejoran la
eficiencia y la fiabilidad del sistema, sino que también facilitan una mayor integracion de energias

renovables, promoviendo asi un suministro eléctrico més limpio y sostenible.
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3.1.1.

Importancia del UC en la Operacion del Sistema Eléctrico

El UC es critico por:

Optimizacion de Costos Operativos: El objetivo principal es minimizar los costos totales,
que incluyen costos de combustible, arranques, paradas, mantenimiento, operacion a minima
carga y, en casos, costos por emisiones. Una solucidn Optima garantiza la utilizacion mds
eficiente de los recursos de generacion disponibles (Wood et al., 2013; Shahidehpour et al.,

2003).

Confiabilidad y Seguridad del Suministro: El UC debe asegurar que la demanda sea cu-
bierta en cada periodo. La planificacion considera reservas giratorias para responder a con-
tingencias, fallas de generadores, variaciones bruscas de demanda o cambios no previstos en

la generacion renovable (Restrepo and Galiana, 2005).

Mercados Eléctricos y Regulacion: En entornos competitivos, el UC es un componen-
te clave del Security-Constrained UC (SCUC), utilizado por operadores independientes del
sistema (ISOs) y operadores de mercado (MO) para determinar despachos y establecer pre-
cios nodales. De este modo, el UC impacta directamente la eficiencia, la transparencia y
la estabilidad del mercado eléctrico (Arroyo and Conejo, 2000; Shahidehpour et al., 2003;

Conejo et al., 2010).

Integracion de Energias Renovables e Incertidumbre: La creciente penetracion de fuen-
tes edlicas y solares introduce variabilidad estocéstica en la oferta de generacién. El UC
debe adaptarse incorporando metodologias estocdsticas, robustas o adaptativas que conside-

ren multiples escenarios, distribuciones probabilisticas de la disponibilidad renovable y la
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demanda (Morales et al., 2010).

3.1.2. Formulacion Clasica

El UC clasico se modela habitualmente como un problema de Programacion Entera Mixta
(MIP), en el que las variables binarias indican el estado de cada unidad (encendida/apagada) y las
variables continuas describen la potencia generada. La funcidn objetivo busca minimizar los costos,
incluyendo combustible, arranque/apagado, operacion a potencia minima y posibles penalizaciones
por corte de carga (Wood et al., 2013; Padhy, 2003).

Las restricciones clave comprenden el balance de potencia, limites de generacion por uni-
dad, tiempos minimos de encendido y apagado, y restricciones de rampa (Wood et al., 2013;
Morales-Espafia et al., 2013). Ademas, en el SCUC, se incorporan restricciones de red para garanti-
zar que la solucidn sea fisica y eléctricamente realizable (Arroyo and Conejo, 2000; Shahidehpour

et al., 2003).

3.1.3. Complejidad Computacional y Métodos de Solucion

El UC es NP-dificil, por lo que resolverlo a gran escala es complejo (Padhy, 2003). Para

ello, se emplean:

= Formulaciones Compactas y Reformulaciones: Mejoran el desempeifio de los solvers al

ajustar la relajacion continua (Morales-Espafa et al., 2013; Gentile et al., 2017).

= Descomposiciones y Decomposicion por Escenarios: Benders, Lagrangiana y Dantzig-
Wolfe reducen el problema maestro en subproblemas mas tractables (Zheng et al., 2013;

Takriti et al., 1996).
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= Metaheuristicas y Heuristicas: Algoritmos genéticos, buisqueda tabu, recocido simulado,

etc., brindan soluciones factibles y de buena calidad en menor tiempo (Padhy, 2003).

= Solvers Modernos y Lenguajes de Modelamiento: Herramientas como Gurobi, CPLEX
y entornos de modelado (Pyomo, GAMS) facilitan la implementacion, experimentacion y

comparacion de modelos (Hart et al., 2012).

3.1.4. Hacia un UC Dinamico, Flexible y Sostenible

La evolucién del problema de UC ha sido impulsada por la necesidad de adaptarse a un
entorno energético en constante cambio. Factores como la integracion de la respuesta de la de-
manda, la implementacion de politicas ambientales mas estrictas y la planificaciéon multiescala
han desempeiado roles cruciales en esta transformacién (Liu and Tomsovic, 2015; Sundar et al.,
2019). Estos elementos no solo han redefinido los objetivos y restricciones del UC, sino que tam-
bién han catalizado el desarrollo de nuevas formulaciones, técnicas de resolucion y herramientas
computacionales que permiten abordar de manera més efectiva los desafios contemporaneos en la

operacion de sistemas eléctricos.

Integracion de la Respuesta de la Demanda La respuesta de la demanda (Demand Response,
DR) se ha convertido en una estrategia fundamental para mejorar la eficiencia y la flexibilidad del
sistema eléctrico. La DR involucra incentivos para que los consumidores ajusten su consumo de
energia en respuesta a seflales de precios o a condiciones especificas del sistema, como picos de
demanda o interrupciones en la generacion . La incorporacion de la DR en el UC permite una mejor
gestion de la carga, reduciendo la necesidad de encender unidades generadoras costosas o conta-

minantes durante periodos de alta demanda. Ademads, la DR contribuye a una mayor estabilidad
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del sistema al equilibrar la oferta y la demanda de manera mas dindmica.

Politicas Ambientales y Sostenibilidad Las politicas ambientales y acuerdos internacionales
como el Acuerdo de Paris han impulsado la transicion hacia fuentes de energia mds limpias, con
un enfoque en la reduccion de las emisiones de carbono. Esto ha llevado a la creacion de modelos
de planificacién de sistemas eléctricos que integran tanto objetivos econdmicos como ambientales.
De hecho, los sistemas de generacion basados en energias renovables han comenzado a desempenar
un papel crucial en la reduccion de emisiones de gases de efecto invernadero y en el fomento de
una produccion de energia mas sostenible (Carrion et al., 2019).

Las herramientas de UC ahora consideran tanto los costos operativos como las restricciones
de emisiones, promoviendo el uso de energias renovables y contribuyendo a la descarbonizacién

del sector energético (Ahmadi et al., 2020).

Planificacion Multiescala La planificacion multiescala se refiere a la coordinacién de decisio-
nes de operacion y planificacion en diferentes niveles de tiempo y espacio. En el 4mbito del UC,
esto implica la integracion de decisiones a corto plazo, como el despacho diario de unidades, con
decisiones a largo plazo, como la inversién en nuevas capacidades de generacion o la expansion
de la infraestructura de transmisién (Sundar et al., 2019). Esta perspectiva multiescala permite
una planificaciéon mds coherente y robusta, adaptdndose a las fluctuaciones en la demanda, la in-
corporacion de nuevas tecnologias y la variabilidad de las fuentes renovables. Ademads, facilita la
consideracion de escenarios futuros y la evaluacion de la resiliencia del sistema frente a eventos

imprevistos.
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Desarrollo de Nuevas Formulaciones y Técnicas de Resolucion La complejidad creciente del
UC ha impulsado la investigacién en nuevas formulaciones matematicas que capturen de manera
mds precisa las dindmicas del sistema eléctrico moderno. Formulaciones avanzadas, como la UC
robusta y la UC estocdstica, permiten incorporar incertidumbres en la demanda y la oferta de ge-
neracion renovable, proporcionando soluciones mas resilientes y adaptativas (Liu and Tomsovic,
2015). Asimismo, técnicas de optimizacion heuristica y metaheuristica, como algoritmos gené-
ticos, enjambres de particulas y recocido simulado, han demostrado ser efectivas para resolver

instancias de UC de gran escala en tiempos computacionales razonables (Sundar et al., 2019).

Avances en Herramientas Computacionales EI progreso en las herramientas computacionales
ha sido fundamental para manejar la complejidad del UC en escenarios modernos. Solvers de op-
timizacién de dltima generacion, como Gurobi, CPLEX y otros, han mejorado significativamente
en términos de velocidad y capacidad para manejar grandes modelos MILP (Programacion Entera
Mixta Lineal) (Milano, 2005). Ademas, el uso de computacion paralela y distribuida ha permitido
aprovechar mejor los recursos computacionales disponibles, reduciendo los tiempos de resolucién
y permitiendo la exploracion de multiples escenarios de manera simultdnea. La integracién de téc-
nicas de inteligencia artificial y aprendizaje automdtico también ha comenzado a influir en el UC,
proporcionando métodos innovadores para predecir la demanda, optimizar el despacho y mejorar

la eficiencia general del sistema.

Garantizando un Suministro Fiable, Econémico y Sostenible La combinacion de estos fac-
tores ha permitido que el UC evolucione hacia un modelo mas dindmico, flexible y sostenible.

La capacidad de adaptarse rdpidamente a cambios en la demanda, incorporar fuentes de energia
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renovable y cumplir con las regulaciones ambientales ha fortalecido la fiabilidad y la eficiencia
econdmica del sistema eléctrico. Ademads, la planificacién multiescala y las nuevas formulacio-
nes matematicas aseguran que las decisiones de operacion sean robustas frente a incertidumbres y

eventos imprevistos, contribuyendo a la sostenibilidad a largo plazo del suministro energético.

3.1.5. Desafios en sistemas con alta penetracion de energias renovables

En los sistemas eléctricos modernos, el UC se vuelve especialmente desafiante debido a
la integracion de fuentes de energia renovable, tales como la energia edlica y solar. Estas fuentes
de energia, aunque sostenibles, presentan una alta variabilidad e incertidumbre en su generacién
debido a factores ambientales. Este cardcter intermitente aumenta la complejidad del problema de
UC, ya que es necesario adoptar modelos de programacion que no solo optimicen los costos, sino
que también manejen eficazmente la incertidumbre. Los métodos estocdsticos y las técnicas de
optimizacion adaptativa se han vuelto herramientas esenciales en este contexto, permitiendo una
mejor integracion de las fuentes renovables en el sistema eléctrico (Mena et al., 2024).

Por lo tanto, el problema de UC juega un papel fundamental en la transicion hacia sistemas
eléctricos mas sostenibles y resilientes, enfrentando desafios significativos en la planificacion y
operacion debido a las demandas cambiantes y a la creciente participacion de energias renovables
en la matriz energética. Los avances en la formulacion y solucién del problema de UC son clave
para mejorar la eficiencia operativa y reducir el impacto ambiental en los sistemas de generacion

eléctrica.
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3.2. Aspectos Computacionales y Comparacion entre MILP y MIQP en UC

En la resolucién del problema de UC, la eleccién del modelo de optimizacién es un factor
determinante para el éxito en la obtencion de resultados precisos y computacionalmente factibles.
Entre los modelamientos mds empleados se encuentran el MILP y el MIQP. Ambos han sido objeto
de investigacion durante décadas, con un continuo perfeccionamiento impulsado por la disponibi-
lidad de recursos computacionales cada vez mds potentes y el desarrollo de solvers y lenguajes de

modelamiento especializados (Padhy, 2003; Wood et al., 2013).

MILP en UC El MILP ha ganado terreno en el contexto del UC principalmente debido a los
avances en los algoritmos de ramificacidon y acotamiento, la eficiencia de los cortes generados
por los solvers y la creciente capacidad para manejar miles de variables y restricciones de forma
estable. Uno de los aportes mds destacados es la introduccién de aproximaciones lineales por
tramos que permiten representar funciones de costo originalmente cuadraticas (o con términos no
lineales) mediante un conjunto de tramos lineales. Esta técnica resulta especialmente efectiva para
capturar la naturaleza convexa del costo de combustible sin perder la estructura lineal del problema
(Frangioni et al., 2009; Wu, 2011).

El MILP facilita ademds la incorporacién de un amplio rango de restricciones operativas:
tiempos minimos de encendido y apagado, rampas méiximas entre periodos, representacion de-
tallada de costos de arranque y parada, y limites en la capacidad de lineas de transmision en el
SCUC. Estas restricciones, aunque complejas, pueden ser codificadas de manera relativamente
directa mediante variables binarias y lineales, aprovechando asi la robustez de los solvers comer-
ciales. Estudios empiricos en sistemas de referencia, como el IEEE 118-bus, han demostrado que

el MILP puede abordar problemas de gran tamafo con tiempos de cilculo razonables, brindando
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soluciones aptas para la operacién diaria del sistema (Ahmadi et al., 2013; Morales-Espafia et al.,
2013).

Otra ventaja clave de el MILP es la facilidad con la que puede integrarse la incertidumbre y
la estocasticidad, por ejemplo, mediante escenarios multiples que representen la variabilidad de la
demanda o la produccién de fuentes renovables. Si bien la incorporacién de escenarios incrementa
significativamente el tamafo del problema, las técnicas de descomposicion, cortes avanzados y
heuristicas de arranque inicial pueden facilitar la obtencion de soluciones factibles y cercanas al

Optimo en plazos aceptables (Sundar et al., 2019).

MIQP en UC EI MIQP, al mantener la naturaleza cuadrética de la funcidén objetivo, proporciona
una representacion mads fiel de las curvas de costo sin necesidad de recurrir a la linealizacién
por tramos. Esto puede resultar atractivo en contextos donde la precision de la modelacion es
prioritaria, por ejemplo, en el andlisis de politicas energéticas que requieran una valoracién muy
exacta de los costos marginales, o en estudios académicos orientados a evaluar el impacto de
supuestos especificos sobre la funcion de costos. Sin embargo, este incremento en la fidelidad del
modelo conlleva un costo computacional elevado (Wood et al., 2013; Wu, 2011).

La resolucion de problemas MIQP es significativamente més compleja, ya que los algorit-
mos de ramificacién y acotamiento deben lidiar con un espacio de busqueda mds intrincado, donde
la funcién objetivo no es lineal. Las rutinas de convexificacidn, corte y relajacion aplicables en el
caso lineal se vuelven mas limitadas, requiriendo técnicas especializadas y costosas en términos de
tiempo de CPU. Ademads, el nimero de solvers capaces de manejar MIQP con la misma eficiencia
que el MILP es menor, lo que restringe las opciones y estrategias al modelador. Por esta razén, el

MIQP se utiliza con mayor frecuencia en sistemas reducidos o en pruebas conceptuales donde el
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tamafio del problema sea acotado, y el tiempo de computo no sea un factor critico.

Comparaciones y Consideraciones Practicas La literatura ha aportado diversos estudios de
casos en los que se compara el desempefio de MILP y MIQP en UC. Por ejemplo, (Frangioni et al.,
2009) y (Ahmadi et al., 2013) han mostrado que el MILP, con la apropiada linealizacién por tramos,
ofrece soluciones con excelente relacion entre precision y costo computacional, especialmente en
sistemas realistas con decenas o centenas de unidades. Eso permite llevar el UC a la practica diaria
de centros de despacho, operadores independientes del sistema (ISO) y mercados eléctricos, donde
la velocidad de computo y la confiabilidad del algoritmo resultan fundamentales.

El MIQP, por su parte, tiende a enfocarse en contextos de investigacion, validacion de mo-
delos o andlisis de sensibilidad donde el interés principal radica en la precision. En estos casos, los
tiempos de computo mds altos pueden ser justificables, especialmente si los resultados obtenidos
aportan nuevas perspectivas sobre la incidencia exacta de las curvas de costo en la operacion del
sistema.

Ademas, la eleccion entre MILP y MIQP depende en gran medida de los recursos compu-
tacionales disponibles. En entornos con acceso a cldsteres de computo de alta capacidad, la reso-
lucién de problemas MIQP de tamafio moderado puede ser factible, permitiendo experimentos con
exactitud superior en la representacion de costos. Sin embargo, en la operacion real de un sistema
eléctrico, donde las decisiones deben tomarse en plazos cortos (del orden de minutos u horas), el

MILP se impone como el modelamiento mas eficiente.
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3.3. Tipos de Linealizacion

Se han desarrollado diversas estrategias para aproximar o reemplazar las funciones de costo
no lineales con modelos lineales por tramos. Estas aproximaciones permiten una resolucién mas
eficiente y abordable con los solvers actuales. El objetivo principal es mantener un equilibrio ade-
cuado entre la precision de la representacion de costos y la eficiencia computacional, permitiendo
asi que el UC se resuelva en tiempos razonables y con resultados de calidad.

A continuacion, se describen las técnicas mas difundidas para la linealizacion de las fun-
ciones de costo en el UC, presentando sus fundamentos, ventajas y limitaciones, sin alterar las

relaciones matematicas fundamentales ni la validez de la formulacidn.

3.3.1. Aproximacion lineal superior por tramos (Piecewise Upper Linearization)

La linealizacion por tramos es ampliamente utilizada para aproximar funciones cuadraticas
o no lineales en problemas de optimizacién. En UC, permite transformar una funcién de costos
cuadrética en segmentos lineales. Esto facilita el uso de MILP en lugar de MIQP, mejorando la

manejabilidad computacional (Frangioni et al., 2009; Wu, 2011).

Formulaciéon General La funcion no lineal definida como:
2
C(Pi) = a; Py + biPy + ¢
se reemplaza por una aproximacion lineal por tramos:

K
C(Py) = by
=1
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donde:

» K es el nimero de tramos.
= «; es la pendiente del tramo /.

= J; . es la potencia generada en el tramo /.

Ventajas y Desventajas Este método equilibra eficiencia computacional y precision, siendo mds
eficiente para grandes sistemas eléctricos. Sin embargo, la precision depende del nimero de tramos
K, con una mayor cantidad de tramos incrementando la complejidad computacional (Wood et al.,

2013).

3.3.2. Series de Taylor

La linealizacién es una técnica ampliamente utilizada en matemaéticas aplicadas e ingenieria
para aproximar sistemas no lineales mediante sistemas lineales mds manejables. Una de las herra-
mientas matematicas mas comunes para este proposito es la serie de Taylor. Esta técnica permite
representar una funcién no lineal alrededor de un punto de operacién dado mediante una expansion

en serie basada en las derivadas de la funcion.

Definicion La serie de Taylor de una funcién f(z) alrededor de un punto z, estd dada por:

f(z) = f(xo) + f'(wo)(x — xo) + w(ﬂc — o)’ 4 ...

Departamento de Ingenieria Civil Industrial 23



UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

En el contexto de la linealizacidn, solo se considera el primer término de la expansion, obteniendo

asi una aproximacion lineal de la funcién:

f(@) = f(xo) + f'(xo) ( — xo).

Aplicaciones en modelos no lineales La aplicacion de la serie de Taylor es fundamental en el
andlisis y disefo de sistemas no lineales. Por ejemplo, en un sistema dindmico cuya ecuacion puede
expresarse como @ = f(x,u), lalinealizacién alrededor de un punto de operacién (g, uy) conduce
a un modelo lineal aproximado:

T~ Adr + Bou,

donde A = % (o) Y B = % (w010)" Este enfoque es clave para el andlisis de estabilidad y el

disefio de controladores en sistemas no lineales.

Ventajas y limitaciones El uso de la serie de Taylor proporciona una manera sistemdtica y
computacionalmente eficiente de aproximar sistemas complejos. Sin embargo, su precisiéon depen-
de de la proximidad al punto de operacion. Para sistemas altamente no lineales o con variaciones
significativas lejos de xy, puede ser necesario considerar términos de orden superior o emplear
técnicas mas avanzadas como la aproximacién por tramos.

Esta metodologia es esencial en el contexto de la optimizacion de sistemas complejos,

donde la simplificacion lineal facilita el andlisis y la implementacién de algoritmos de resolucidn.
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3.3.3. Aproximacion Lineal Inferior por Tramos

La Aproximacién Lineal Inferior por Tramos es un enfoque matemético disefiado para
simplificar la representacion de una curva de costos cuadratica (QCC) en problemas de UC, me-
diante el uso de lineas tangentes en puntos especificos denominados terminales de segmento. Este
método transforma la curva cuadritica en una aproximacion lineal que conserva las propiedades
fundamentales de la funcion original y facilita el uso de técnicas de MILP. Mateméaticamente, se

define mediante la expresion:

Fi>(2-a; Py +b) P+ (c;—a;- (P2)?) - I, k=0,...,N, (1)

donde P; es la potencia generada por la unidad ¢, a;, b; y ¢; son los coeficientes de la
curva cuadrética, y P* define los limites superiores de los segmentos. En esta formulacién, el
término 2 - a; - PJ*™ + b; representa la pendiente de la tangente en el punto P;**, mientras que
c; — a; - (13;,23")2 ajusta la linea para asegurar que esta se mantenga siempre por debajo de la
curva original, garantizando asi una aproximacion conservadora. Esta propiedad es crucial, ya que
evita sobrestimar los costos operativos y asegura que las soluciones del modelo sean factibles y
econdémicamente seguras (Wu, 2011).

La curva cuadratica se divide en /N segmentos, cada uno con una ecuacion lineal especi-
fica, vinculados mediante restricciones que garantizan la continuidad y consistencia del modelo.
Esta aproximacién es computacionalmente eficiente, ya que reemplaza la naturaleza no lineal del
problema con un conjunto de restricciones lineales, lo cual es particularmente util en sistemas

eléctricos grandes y complejos. Ademads, permite calcular despachos 6ptimos de generacion mini-

mizando costos operativos mientras se cumplen restricciones técnicas y econdomicas.
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3.3.4. Método de particiones mas precisas

Este método de aproximacion es propuesto en (Wu, 2011) propuesto se centra en mejorar
la precisién de las particiones en la linealizacién por tramos de las QCC, abordando una deficien-
cia inherente a los métodos tradicionales basados en la equiparticion. A diferencia de los enfoques
previos que simplemente dividen el rango de potencia activa en segmentos uniformes, este método
tiene como objetivo minimizar el error introducido en la aproximacion al reducir la discrepancia
entre la longitud del arco y la longitud de la cuerda en cada segmento. Este enfoque es especialmen-
te importante en problemas de UC, ya que errores significativos en la representacion de las curvas
de costo pueden llevar a soluciones subdptimas en términos de costos operativos y asignacion de
generacion.

Desde un punto de vista matemadtico, el método busca minimizar la diferencia entre la
longitud del arco y la longitud de la cuerda para cada segmento de la funcién de costo, lo que se

expresa como:

N
min'y_ |L — L],
k=1
donde:
= [¢ representa la longitud del arco del segmento £,
= [ eslalongitud de la cuerda del segmento k,
= N es el nimero total de segmentos.

La longitud del arco, L¢, se calcula integrando sobre el segmento, considerando la derivada

de la funcion de costo C'(P), mientras que la longitud de la cuerda L¢ se define como la distancia
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euclidiana entre los extremos del segmento. Estas expresiones se detallan como:
[ ey
r = 14+ (== ) dP,

= VB P () - o))

Aqui:
= PPiny PMax gon los limites inferior y superior de potencia para el segmento £,

= C(P) es la funcién de costo cuadratica del generador, generalmente expresada como C'(P) =

aP? 4+ bP + ¢, donde a, b, ¢ son coeficientes caracteristicos.

El método requiere resolver un problema de optimizacion no restringido, donde los puntos
de segmentacién P"" P se seleccionan para minimizar la funcién objetivo. Este proceso impli-
ca el uso de condiciones de Karush-Kuhn-Tucker (KKT) para establecer un sistema de ecuaciones
que debe resolverse numéricamente. Métodos como el descenso de gradiente, Newton-Raphson o
incluso algoritmos heuristicos pueden ser empleados para encontrar una solucién.

Una ventaja significativa de este método es su capacidad para garantizar una mejor repre-
sentacion de las QCC, permitiendo una aproximacion mds cercana al comportamiento real de los
costos de generacion. Esto es especialmente relevante para generadores con curvas de costo alta-
mente no lineales o con caracteristicas especificas, como rampas abruptas o costos de operacion
variables. Ademads, al mejorar la precision de los segmentos, el modelo resultante permite solu-
ciones de UC mads 6ptimas, tanto en términos de costos totales como en la asignacion eficiente de

generacion.
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Por otro lado, este método también ofrece flexibilidad en la seleccion del nimero de seg-
mentos. Al mantener un equilibrio entre la precisién y la complejidad computacional, es posible
representar adecuadamente curvas de costo complejas sin incrementar de manera significativa los
tiempos de resolucion. Esto resulta esencial en contextos donde la velocidad computacional y la
precision son factores criticos, como en sistemas eléctricos con multiples generadores y alta pene-

tracion de energias renovables.(Wu, 2011).

3.3.5. Razones para Elegir la Linealizacion por Tramos Superior (Piecewise Upper Appro-

ximation)

La eleccién de la PUA como método principal de linealizacion en este trabajo responde a
diversas ventajas practicas y técnicas que hacen de este enfoque una solucién robusta y eficiente

para resolver problemas de UC en sistemas de potencia.

Simplicidad de Implementacion EI método PUA es significativamente mds simple de imple-
mentar en entornos de optimizacion como Pyomo. Al convertir funciones cuadréticas de costos en
segmentos lineales, se facilita la integracion del modelo en herramientas de optimizacion basadas
en MILP. Esta simplicidad es particularmente ttil en proyectos con restricciones de tiempo o recur-
sos computacionales, como en sistemas donde se requiere una implementacion rdpida y confiable

(Hart et al., 2012).

Efectividad Comprobada La efectividad del método PUA ha sido ampliamente demostrada en
estudios recientes. Por ejemplo, (Wu, 2011) muestran que la aproximacién por tramos puede re-
presentar adecuadamente los costos de operacion en sistemas reales con minimos errores, siempre

que se seleccionen un nimero adecuado de segmentos. Esto lo convierte en una opcién confiable
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para garantizar resultados precisos en sistemas complejos, manteniendo la simplicidad del modelo.

Flexibilidad para Sistemas Reales EIl método PUA también se adapta bien a la variabilidad de
los sistemas reales. Permite ajustar la granularidad de los tramos segtn las caracteristicas especifi-
cas del sistema de potencia, como la variabilidad de las unidades generadoras o la incertidumbre en
la demanda, lo cual es esencial para garantizar la operatividad y robustez del modelo en escenarios

practicos (Mena et al., 2024).

Comparacion con Otros Métodos En comparacion con técnicas como splines o modelos max-
afin, la PUA ofrece una solucién intermedia entre precision y simplicidad. Si bien métodos como
max-afin pueden ofrecer mayor precision en ciertos casos, suelen requerir mayor complejidad en
la formulacién y tiempos de calculo mas largos. Por su parte, la PUA mantiene una formulacién
sencilla sin sacrificar de manera significativa la exactitud, lo cual es ideal para sistemas de gran
escala y decisiones operativas en tiempo real (Ahmadi et al., 2013).

Por estas razones, la eleccion del método de PUA como técnica principal de linealizacién
no solo responde a criterios de simplicidad y eficiencia computacional, sino también a su probada
efectividad en estudios recientes. Este enfoque permite abordar de manera préctica los desafios
del problema de UC, asegurando un equilibrio entre precision y tiempos de cédlculo razonables en

sistemas de potencia modernos.

3.4. Pyomo y su aplicacién en MILP para UC

La creciente complejidad de los sistemas eléctricos, marcada por la diversificacién de la

matriz de generacion, la alta penetracion de energias renovables intermitentes y la necesidad de
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cumplir con una amplia gama de restricciones operativas, hace que el problema de UC represen-
te un reto significativo para investigadores y operadores del sistema. En este contexto, Pyomo ha
emergido como una herramienta de referencia para el modelamiento y la resolucion de problemas
de optimizacién complejos, incluyendo el UC. Esta biblioteca de c6digo abierto en Python se ha
posicionado en investigacion operativa y sistemas de potencia gracias a su flexibilidad, compatibi-
lidad con multiples solvers, y la facilidad con que permite cambiar formulaciones, restricciones y
enfoques de linealizacién (Hart et al., 2012).

Pyomo emplea una sintaxis algebraica que se acerca a la notacion matematica estandar, lo
que facilita la creacion, modificacion y entendimiento de modelos, incluso para usuarios que no
son expertos en programacion. La herramienta permite definir variables, restricciones y funciones
objetivo de manera declarativa, manteniendo el foco en el problema en si mas que en los detalles
de implementacién. Asimismo, Pyomo ofrece soporte para multiples paradigmas de programacion:
desde Programacion Lineal (LP) hasta Programacion Entera Mixta (MILP, MIQP) e incluso op-
timizacion no lineal, lo que habilita su uso en una amplia gama de problemas de planificacién y
operacion del sistema eléctrico (Hart et al., 2012).

En el caso del UC, la capacidad de Pyomo para manejar formulaciones MILP resulta es-
pecialmente ventajosa. El UC involucra variables binarias (para la decision de encender o apagar
unidades generadoras), variables continuas (para la asignacion de potencia, reservas, etc.) y una
serie de restricciones complejas (limites de rampa, tiempos minimos de encendido y apagado, ba-
lance nodal, entre otras). Ademads, las funciones de costo suelen tener términos no lineales (p. €j.,
costos de combustible cuadréaticos), 1o que complica la resolucion directa del problema. Sin embar-
go, al aplicar técnicas de linealizacidén por tramos, max-afines u otras aproximaciones, se pueden

convertir estas curvas no lineales en funciones lineales por segmentos, permitiendo tratar el UC
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como un MILP. Esta transformacién incrementa sustancialmente la eficiencia computacional y la

escalabilidad del problema (Frangioni et al., 2009; Wu, 2011; Mena et al., 2024).

3.4.1. Solvers de Optimizacién en Pyomo

La efectividad de Pyomo en la resolucién del UC depende, en gran medida, del solver
elegido. Pyomo actia como un intermediario entre el usuario (que define el modelo) y el solver
(que lo resuelve). Existen multiples solvers disponibles, cada uno con fortalezas y limitaciones,
por lo que la eleccién dependera de factores como el tamafio del problema, el tipo de formulacién

(MILP, MIQP), los recursos computacionales y las licencias disponibles.

= GLPK (GNU Linear Programming Kit) es una opcién de c6digo abierto ampliamente uti-
lizada para problemas LP y MILP pequefos a medianos. Ofrece la ventaja de no tener costo,
lo que lo hace ideal para prototipar modelos, ensefiar conceptos basicos de optimizacion y
validar la correccién del modelo antes de abordar instancias més grandes. Sin embargo, su
desempefio es limitado ante problemas UC de gran escala, ya que no implementa las estra-
tegias de corte y heuristicas avanzadas que caracterizan a solvers comerciales (Hart et al.,

2012).

= CPLEX, un solver comercial desarrollado por IBM, es considerado un estdndar industrial
gracias a su capacidad para resolver problemas MILP y MIQP a gran escala y en tiempos
razonables. Su arquitectura interna aprovecha algoritmos de ramificacién y corte avanzados,
heuristicas de arranque y paralelizacion, lo que permite manejar modelos UC con numero-
sas unidades y periodos, restricciones complejas y componentes no lineales linealizados sin

sacrificar excesivamente el tiempo de computo (IBM ILOG CPLEX, 2024).
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= Gurobi, también comercial, destaca por su rapidez y eficiencia, logrando rendimientos com-
petitivos o superiores a los de CPLEX en diversas aplicaciones. Es especialmente valioso en
casos donde se requiere resolver el UC repetidamente en horizontes rolling (deslizantes) o
en situaciones cercanas al tiempo real, como en mercados eléctricos con actualizaciones ho-
rarias o subhorarias. Su capacidad para manejar problemas grandes y su escalabilidad hacen
que Gurobi sea una opcidn preferente para operaciones en tiempo real o escenarios con al-
ta penetracion renovable y requerimientos de respuesta rapida (Gurobi Optimization, LLC,

2023; Lubin and Dunning, 2015).

Implementacién del Modelo de UC en Pyomo La definicion de un modelo UC en Pyomo sigue

una secuencia logica:

= Declaracion de Datos y Parametros: Se especifican los datos del sistema, incluyendo la
potencia méxima y minima de cada unidad, costos de combustible, curvas de arranque y pa-
rada, perfiles de demanda, disponibilidad de fuentes renovables, y cualquier otro pardmetro

relevante (Hart et al., 2012).

= Definicion de Variables: Se crean variables binarias para el estado de las unidades (encen-
dido/apagado) y variables continuas para la potencia generada, potencia de reserva, entre

otras. Estas variables capturan las decisiones basicas del UC (Wood et al., 2013).

= Formulacién de la Funcién Objetivo: La funcién objetivo normalmente busca minimizar
el costo total, que incluye costos de combustible, arranques, paradas, operacion en vacio,
penalizaciones por corte de carga y potencialmente costos ambientales. Si la funcion es no

lineal, se introduce la linealizacién por tramos u otra técnica para mantener el problema en
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el &ambito MILP (Frangioni et al., 2009; Wu, 2011).

= Establecimiento de Restricciones: Se agregan las restricciones operativas: balance nodal
(para asegurar que la demanda sea satisfecha), limites de generacién minima y maxima, ram-
pas maximas entre periodos, tiempos minimos de encendido y apagado, limites en las lineas
de transmision (en caso de SCUC) y requerimientos de reserva giratoria. Estas restricciones

reflejan la naturaleza fisica y técnica del sistema eléctrico (Mena et al., 2024).

= Eleccion del Solver y Ejecuciéon: Una vez definido el modelo, basta con una llamada a la
interfaz de Pyomo para activar el solver seleccionado (GLPK, CPLEX, Gurobi, etc.). Pyomo
se encarga de traducir el modelo a un formato interno, enviar el problema al solver, recibir

la solucién y almacenarla en estructuras de datos de facil acceso.

Ventajas de Pyomo en la Comparacion de Formulaciones de Costos Uno de los puntos fuertes
de Pyomo es su capacidad para facilitar la comparacion entre diferentes representaciones de la

funcién de costos del UC. Por ejemplo, se pueden probar:

= Funcién Cuadratica Original: Modela con exactitud la curva de costo, pero puede compli-

car la resolucion (MIQP).

= Linealizacién por Tramos: Aproxima la curva por segmentos lineales, convirtiendo el pro-
blema en MILP. El nimero de tramos y su distribucion afectan el balance entre precision y

tiempo de computo.

= Formulacion Simplificada de Costos: Omite términos no lineales o utiliza estimaciones
lineales para acelerar el calculo, ideal para estudios preliminares o casos donde la precision

no sea critica.
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Pyomo permite alternar entre estos enfoques sin reescribir completamente el modelo. Basta con
modificar la definicién de la funcién objetivo y, eventualmente, afiadir o remover variables au-
xiliares y restricciones asociadas a la linealizacion. Esta flexibilidad impulsa la investigacion ex-
perimental, permitiendo explorar cdmo impactan las decisiones de modelado en el rendimiento

computacional, la calidad de las soluciones y la robustez frente a diferentes escenarios.

Resoluciéon y Optimizacion en Pyomo Mais alld de la simple ejecucién del solver, Pyomo facili-
ta la integracion con librerias de Python para andlisis avanzado. Por ejemplo, utilizando pandas se
pueden organizar datos y resultados, mientras que matplotlib o seaborn permiten visualizar graficos
de convergencia, histogramas de tiempos de computo o mapas de calor que muestren la sensibi-
lidad del tiempo de resolucién a distintos pardmetros. Esta combinacién de modelado algebraico,
andlisis de datos y visualizacion hace que el proceso de experimentacion sea mas fluido y eficiente,
reduciendo el tiempo dedicado a tareas manuales repetitivas y aumentando la capacidad de obtener
insights sobre el comportamiento del UC bajo diferentes suposiciones (Mena et al., 2024).

Ademas, Pyomo se integra bien con entornos de computacion de alto rendimiento (HPC).
Si se dispone de un clister de servidores, es factible lanzar multiples instancias del modelo con
distintas configuraciones, explorando asi grandes espacios paramétricos. Esto resulta util para eva-
luar la escalabilidad del método, la robustez ante incertidumbre en la demanda o la generacion, y
la sensibilidad ante cambios en el nimero de tramos de la linealizacion, entre otros factores.

En sintesis, Pyomo proporciona un entorno sumamente versétil y poderoso para abordar el

UC mediante MILP, ofreciendo:

= Un lenguaje de modelado cercano a la notacién matematica, reduciendo la dificultad de

traducir ideas a c6digo.
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La capacidad de integrar con mdltiples solvers, tanto gratuitos como comerciales, ajustan-

dose a las necesidades y recursos del proyecto.

Herramientas para comparar y perfeccionar las formulaciones de costos, asi como para ana-

lizar el impacto de diferentes restricciones y parimetros.

Facilidades para combinar con librerias de andlisis de datos y visualizacion, mejorando la

interpretacion de resultados y guiando la toma de decisiones.

Estas caracteristicas hacen de Pyomo un aliado natural en el desarrollo de soluciones para el UC,
permitiendo a investigadores, planificadores y operadores del sistema avanzar hacia modelos mas

precisos, eficientes y adaptables a las condiciones cambiantes de los sistemas eléctricos modernos.
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4. Metodologia

La metodologia utilizada en este estudio se estructura permitiendo el desarrollo de un mo-
delo de UC estocastico, el cual se define con sus respectivos conjuntos, pardmetros, variables,
funcidn objetivo y restricciones. A este modelo, correspondiente a un MIQP, se le aplicarén apro-
ximaciones lineales de distinta complejidad con el fin de buscar un modelo MILP que aproxime

eficientemente la funcion objetivo del modelo UC presentado.

4.1. Modelo UC

Se propone un modelo UC estocdstico no lineal basado en escenarios con incertidumbre en
la demanda agregada y en la velocidad del viento, basado en el propuesto en (Mena et al., 2024),
donde, si bien, las funciones de costos de combustible se presentan de forma lineal, en este estudio
se trabaja con las funciones no lineales de costos de combustible con el objetivo de considerarlas

como funciones cuadraticas.

4.1.1. Conjuntos

G': Conjunto de unidades generadoras, indexado por g.

G': Conjunto de unidades generadoras convencionales con ty = 1 indexado por g.

G*: Conjunto de unidades generadoras convencionales indexado por g.

G Conjunto de generadores a base de combustible indexado por g.

L: Conjunto de lineas de transmisién indexado por (7, j) o (j, ).

= N: Conjunto de nodos en el sistema indexado por 7 0 j.
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T': Horizonte de planificacion (periodos de tiempo) indexado por ¢.

(2: Conjunto de escenarios indexado por €.

W: Conjunto de granjas eolicas, indexado por g.

= ¥;: Conjunto de granjas eolicas localizadas en el nodo ¢ € N, indexado por g.

4.1.2. Parametros
= B3(; ;): Susceptancia de la linea de transmision (4, j), en p.u.
» OFNS: Costo de penalizacién por energia no suministrada, en US$/MW.
. C’gF : Costo del combustible de una unidad generadora convencional g, en US$/MBtu.
" C’év L: Costo de No-Load de la unidad generadora convencional g, en US$/h.
u CgOM : Costo variable de O&M de la unidad generadora g, en US$/MWh.

] CfU: Costo de encendido de una unidad generadora convencional g, en US$/MW de capa-

cidad instalada.
s (C%92: Costo de carbono, en US$/tonCOs.
u C’fz Costo de rampa de una unidad generadora convencional g, en US$/MW.
= [);: Demanda agregada del sistema en el periodo ¢, en MW.
= D, ¢: Demanda agregada del sistema en el periodo ¢, escenario §, en MW.

= p;: Factor de demanda para el nodo .
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= 11;: Media de la distribucién normal de la demanda agregada en el periodo ¢, en MW.
» 02: Varianza de la distribucién normal de la demanda agregada en el periodo ¢, en MW?2.
= D;:¢: Demanda energética en el nodo ¢, periodo ¢, escenario £, en MW.

n H

4+ Tasa de calor de la unidad a plena carga g, in MBtu/MWh.

Q=

: intensidad de carbono de la unidad con combustible fosil g, en tonC'Os/M Btu.
] ?g: Capacidad méxima de la unidad convencional g, in MW.

] P;’”'”: Minimo técnico de la unidad convencional g, in MW.

" rg: Mixima tasa de rampa ascendente de la unidad g, como % de Fg.

. 7"5 : Méxima tasa de rampa descendente de la unidad g, como % de 1_39.
= 7Y Tasa de encendido de la unidad g, en MW.

] rgD : Tasa de apagado de la unidad g, en MW.

" th: Duracién minima del estado de encendido de la unidad g, en h.

] t? : Duracion minima del estado de apagado de la unidad g, en h.

= AT': Horizonte de tiempo, en h.

= [ probabilidad de ocurrencia del escenario £, en %.

= ws; ¢ velocidad del viendo en el nodo i, periodo ¢, escenario &, in m/s.

W. . . .
= N,": Cantidad de turbinas en la granja g.
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= P%: Potencia nominal por turbina en la granja g, en MW.

s U ;”: Velocidad de conexion de las turbinas en la granja g, en m/s.

s U ;“t: Velocidad de desconexidn de las turbinas en la granja g, en m/s.
s U gR: Velocidad nominal de las turbinas en la granja g, en m/s.

. P;‘;&: Potencia de viento disponible en la granja edlica g en el periodo ¢ en el escenario &,

en MW.
» P ;): Capacidad de transmisién de la linea (4, j), in MW.
= Sy: Potencia base aparente del sistema, en MVA.
= 7™ Requisitos de reserva de giro del sistema, como % de D .
s Cg: Coeficiente cuadritico del costo de combustible de la unidad g, en UC$/M W2,
] FCé: Coeficiente lineal del costo de combustible de la unidad g, en UC$/MW.

» F'Cy: Intercepto del costo de combustible de la unidad g, en UCS.

4.1.3. Variables

= APP > 0: Rampa descendente de potencia de la unidad convencional ¢ entre t — 1 y ¢,
g€ p P g y

escenario &, en MW.

. APglft’5 > 0: Rampa ascendente de potencia de la unidad convencional g entre t — 1y ¢,

escenario &£, en MW.

Departamento de Ingenieria Civil Industrial 39



1 UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

Ae(zﬁj),t,s € R: Diferencia de dngulo de tensién entre nodos ¢ y j, periodo ¢, escenario &, en

radianes.
» LS;;¢ > 0: Pérdida de carga en el nodo %, periodo ¢, escenario §, en MW.
= PV,.¢ > 0: Potencia utilizada del parque edlico g, periodo ¢, escenario &, en MW.
] PCV%,E > 0: Restriccién de energia edlica en el parque g, periodo ¢, escenario £, en MW.

g

= P,.¢ > 0: Potencia generada por la unidad convencional g, periodo ¢, escenario £, en MW.

= p,:¢ > 0: Potencia generada por encima del minimo técnico de la unidad g, periodo ¢,

escenario &£, en MW.
= r,:¢ > 0: Reserva de giro de la unidad convencional g, periodo ¢, escenario £, en MW.
= u,; € {0,1}: Encendido de la unidad g en ¢ (1: se enciende, 0: no se enciende).
» v, € {0,1}: Apagado de la unidad g en ¢ (1: se apaga, 0: no se apaga).

» 7, € {0,1}: Estado de encendido/apagado unidad ¢ en ¢ (1: encendida, O: apagada).

4.1.4. Parametros Estocasticos

Demanda Agregada La demanda agregada del sistema D, se distribuye segin una distribucién
Normal, con media j1; y varianza o para cada periodo ¢ € T'. Los perfiles de la demanda agregada
{Di7§}t:17,,,7|T| con ¢ € () se muestrean de las distribuciones normales correspondientes a cada
periodo ¢ € T'. Cada perfil es ponderado por un factor nodal p;, Vi € N, con ). p; = 1 para

determinar los perfiles de demanda por nodo {Di,t,g}t:1,._.,|:r| para cada & € Q.
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Velocidad del viento En cada nodo ¢ € N con una granja edlica, se sintetiza una serie tempo-
ral discreta de velocidad del viento ws; . m/s para cada escenario { € € utilizando el proceso
estocdstico de Matérn (Mena et al., 2022). Estas series se utilizan para calcular la potencia edlica

disponible Pg%g mediante la ecuacién (2)

0 0 < wsire < Ugm
ite—UMm i
NV PRZpt e Uit < wsiye < UE
ot = T VgeW,teT,e€Q (2
W PR R t
N, P, Uy <wsipe < U™
0 en otro caso

\

donde N, gW es el numero de turbinas localizadas en la granja ¢ € W, localizada en el nodo ¢,
PgR MW es la potencia nodal de las turbinas y U, ;” m/s, U, ;“t m/sy U, f m/s, son la velocidad de

conexion, desconexién y nominal, respectivamente.

4.1.5. Funcién Objetivo

El modelo busca minimizar el costo total esperado (E(CT)), donde se toman en cuenta los
costos de encendido y apagado, el costo de no-load, el costo de operacién y mantenimiento para las
unidades convencionales y las granjas edlicas, el costo de emisiones de C'O, , el costo de rampa,
costo de combustible y el costo por energia no suministrada, considerando todos los escenarios

de demanda y velocidad del viento y sus respectivas probabilidades de ocurrencia P, tomando en
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consideracién un horizonte de tiempo AT":

minBCT) =Y P (Y [ D P, C%yug+ > OV g, - At

£eq teT geGe gGG’f

+ Z COMg - Pyie - At + Z €02 'M§ “Hy - Pyie- At

+ Y CRy P (g +vge) + > COM PV At 3)
geGe geW

+ Z (FCIP?, . + FC'P,, ¢ + FC,)

geGt
+ Z CF, (APY e + APP,, ) + Z CENS LS, - At))
geGe iEN

donde ?g Norld g~ Ug,¢ corresponden a los costos de encendido de la unidad convencional g € G°,
CNEy-2g - At es el costo de no-load de launidad g € GY, CBy- PIim- (g +vg ) +CF - (APY oy o+
APP ) esel costo de rampa de la unidad g € G separado en 2 fases, la primera correspondiente
al costo base al momento de encender o apagar la unidad, y la segunda que considera las rampas
ascendentes y descendentes de la unidad ya en operacién, C“92 - uJ - H, - P, - At es el costo
por emisién de carbono, COY - Py - Aty C9M - PVy, - At son los costos de operacion y
mantenimiento de launidad g € G¢y la granjag € W, CEN9.LS; , .- At es el costo de penalizacién
por energia no suministrada, finalmente FCIP?, . + FC, Py, + FCy es la funcién de costo de

combustible de la unidad g € G/, esta funcién es responsable de la no linealidad del modelo.

4.1.6. Restricciones

Primera Etapa
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Commitment: Estas restricciones definen el encendido y apagado de las unidades de genera-
cioén, para que una unidad no esté encendida y apagada en el mismo periodo, por ejemplo. Estas

decisiones son tomadas de manera previa a la incertidumbre de la demanda y la velocidad del

viento.
t
> ug<my, VgeGiteTt>tl )
T=t—tJ+1
t
> v <l-zyy, VgeGLteTt>t) (6)
T:t—th—l—l

donde, x4, corresponde a la variable binaria que define si la unidad g estd encendida (si z,; = 1)
o apagada (si z,; = 0), esta variable estd relacionada con las variables binarias de encendido y
apagado en ((4)) para formar el programa de encendido y apagado. Por otro lado, las desigualdades
fuerzan que la unidad esté encendida en, por lo menos, un tiempo tY, o apagada en un tiempo
minimo th. Ademas, las restricciones (5) y (6) aseguran que la unidad g no esté encendida y

apagada en un mismo periodo de tiempo.

Segunda Etapa

Balance nodal Esta restriccion contempla las decisiones a tomar después de la incertidumbre
asociada a la demanda agregada y la velocidad del viento, esta restriccion limita el poder generado
por una unidad g € Gy g € W, ubicadas en el nodo i« € N y el flujo de energia a través de la red

de transmision. En este sentido, la restriccion 7 asegura el cumplimiento de la demanda nodal en
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el periodo ¢t € T en el escenario £ € 2.

> Ppue+ Y PVaret+ > By Agaue - So
geGs§ geW; (j)eL

Vie NyteT &€ (7
— Y Buj) Aijyee - So+ LSive = Dis,

(4,5)€L

aqui Py, > 0y PV, > 0 son variables de decision que representan la energia generada en
(MW) en las unidades generadoras ¢ € G° 0 g € W, Af; ;)¢ corresponde a la variable de
decision de la diferencia del dngulo de voltaje en radianes entre los nodos ¢z y j y, finalmente,
LS; ;¢ es la pérdida de carga en (MW) en el nodo i, periodo ¢, escenario . Por otro lado, B, j
y S, corresponden a la susceptancia de la linea (i, j) y la potencia base aparente del sistema, en

MVA, respectivamente.

Limites de generacion: Las variables de decisién P, ¢ correspondientes a la potencia generada
por la unidad generadora convencional g € G¢ en el periodo t y escenario £ estin conformadas por
tres términos: el minimo técnico Pgmm en MW de la unidad g, la variable binaria x,; y la potencia
generada por sobre el minimo técnico p, ;¢ > 0. Dicho esto, la potencia total generada puede ser
expresada como P ; ¢ = Pgmm “Tg 1+ Pyt Las restricciones (8), (9),(10) y (11) limitan la variable
Pg.t¢ para las unidades g € G*, es decir , para todas las unidades con tiempo minimo de encendido
t? = 1y, por otro lado, las restricciones (12) y (13) limitan la variable para el resto de unidades

g€ G\ G.

Pgte S(ﬁg - Pgmm) gy — (Py —1sug) - ugs—
Vge GMteT t<|T|-1,6€Q (8)

((.SU . SD
méax(r,” —1;7,0) - Vg1 — Tgie
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Dg.t.e S(Fg — Pgmm) — meix{rSD — oY, 0} - ugs
VgeGMteT t<|T|—-1,6€Q (9)

—(Py — T;gD) “Ugt+1 — Tgt.6s

Pyte < (Pg— P™) - wgy — (Py—157) cugy —rgre, VgeGLteT, t=|T|,£€Q (10)

Date < (ﬁg—Pgmm)-xg,t—méx{rfD—rgU,0}~ug,t—rg,t7e, Vge GhteTt=|T],¢€Q (11)

Dg,t¢ S(Fq - Pgmm) " Tgt — (Pq - T;gU) T Ugt
Vg e GN\NGteT,t<|T|-1,£€Q (12)

- (Fg - TED) “Ugt+1 — Tyt

Pote < (P, —P;”") xg:— (P, —rgU) Uyt —Tgre, VgEGNGLteT t=]T],£€Q (13)

donde ?g y Pgmm son la potencia mdxima y minima de cada unidad g respectivamente, mientras
r;qU y rfD son las tasas de encendido y apagado en MW vy, finalmente 7, > 0 es la variable de

decision correspondiente a la reserva de giro en MW de la unidad g en el periodo ¢ escenario &.

Reserva de giro: La restriccion (14) asegura que la reserva de giro ¢ ¢ en el periodo ¢ y esce-

nario ¢ sea igual a un porcentaje ™" de la demanda agregada D, .

Tmin : Dt,g < Z Tg,t,6 Vit € va €Q (14)

geGe

Balance de potencia edlica: la restriccion (15) asegura que la potencia utilizada PV, por la
granja edlica g en el periodo ¢ escenario £ sumada a la potencia restringida PC"%g sea igual a la

. P . . w
potencia eélica disponible P’ ..

PV, e+ PCgVZ{ = P;‘;g, VgeW,teT,E€ (15)
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Restricciones de rampa: Los limites de rampa ascendente y descendente de la unidad g € G

estan definidos en las restricciones (16) y (17), respectivamente.

Dote — Pgit—16 < 'r’gU . ﬁg —Tgte, VgeGteT t>2¢ec) (16)

Pgit—1,6 — Pgte S 7’;) ' Pg —Tgt—1., vQ € Gcat € Tut Z 275 € (17)

TgU y rgD son las mdximas tasas de rampa ascendente y descendente, respectivamente, representadas
como porcentaje de la capacidad méaxima P,.
Para evaluar los costos de rampa, se estiman las rampas de potencia excluidas no positivas

y no negativas, desde el periodo ¢ — 1 hasta ¢ en el escenario £

P97t7§ - ngt—lvf = APg({t,f - APQL;,@ v.g S Gcat € Tat > 275 €l (18)

donde APgl’]t,£ >0y APQZ?m > 0 son las variables de decision correspondientes a la rampa de

potencia ascendente o descendente, respectivamente.

Restricciones de capacidad de transmision: Las restricciones (19) y (20) representan la capa-
cidad de transmisién méxima de las lineas en el sistema, siendo F(i,j) la capacidad de transmision

de la linea (i, j) € L.

_B(i,j) . Ae(m)’t’e . So < ?(i,j) V(Z,j) € L,t c T7f €N (20)
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4.1.7. Modelo no lineal entero mixto

El modelo presentado, representa un modelo MIQP. La resolucién de este modelo debe su
complejidad a la no linealidad presente en el costo total esperado, principalmente en el costo de
combustible:

C(P,;.) = FCIP? c+ chpg,tE + FC, (1)

g gt

donde:

= P, .:Variable de decision que representa la otencia generada por la unidad g en el tiempo ¢

para el escenario e.

" FCg , FC;, FCy: Parametros de la funcién de costos de combustible de la unidad g € GY,

que capturan la relacion no lineal entre la potencia generada y el consumo de combustible.

4.2. Aproximacion Lineal por Tramos

Para superar la alta exigencia computacional de las formulaciones cuadréticas, se imple-
menta la técnica PUA. Esta técnica aproxima las funciones de costos cuadraticas mediante multi-
ples segmentos lineales, transformando asi el problema de UC en una formulacién de MILP, que
es mds manejable y eficiente de resolver utilizando solvers comerciales avanzados como Gurobi

Optimizer. Para ello se deben agregar los siguientes elementos al modelo:

= Conjuntos
* K: Conjunto de tramos en los cuales se van a dividir las funciones, indexado por .

= Parametros
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* P, ;: Potencia méxima de la unidad g € G/ enel tramo [ € K.

* «,,: Pendiente de la funcién de costos de la unidad g € G/ en el tramo [ € K
= Variables

. pg’t’&l: potencia generada por la unidad g en el tramo [ en el periodo ¢ en el escenario &.

Closto) ($)

=1

T T T T
min 5} D
Fg Pg,1 Pg,2 Pg
Potencia Generada (MW)

Figura 1: Curva linealizada por tramos

Dado esto, las funciones de costos de combustible se aproximan de la siguiente manera:

K
C(Pyy) ~ C(PI™) - wgue + > 0grPhyey (22)

=1

Esta aproximacion permite representar la funcién de costos original mediante una combinacién de
segmentos lineales, donde cada segmento [ captura una porcién especifica del rango de generacién
de potencia. A continuacion, se establecen las condiciones necesarias para garantizar la correcta

ejecucion de la linealizacion.

Departamento de Ingenieria Civil Industrial 48



1 UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

4.2.1. Condiciones de Linealizacion

Para asegurar que la aproximacion lineal refleje adecuadamente la funcién de costos cua-

drética original, se definen tres condiciones principales:

Potencia Total Se reformula la variable de decisidn correspondiente a la potencia generada por

sobre el minimo técnico p, ;¢ que se define de la siguiente manera:

Pote =Y Pyierr VgEG teT (e (23)

leK

Por lo que la potencia total generada P, ; ¢ por la unidad g en el periodo ¢ en el escenario & se define

de la siguiente forma:

K
Poe = Phoes+ P agy, VgeGlteT,E€Q (24)
=1

Esta ecuacion asegura que la potencia generada por la unidad g en el tiempo ¢ se distribuye co-
rrectamente entre los diferentes tramos lineales definidos. Si la unidad esta apagada (z,; = 0), la
potencia generada debe ser cero. Si estd encendida (z,; = 1), la potencia total es la suma de las

potencias en los tramos mads la potencia minima de operacion.

Limites de los Segmentos de Potencia Cada segmento de potencia pl,; ;¢ debe estar dentro de
los limites maximos y minimos definidos por la capacidad de generacién de la unidad 7 en el tramo

[. Esto se formaliza mediante la siguiente restriccion:

0<p, e <Pgi—Pgu1)y, VgeG teT ecQlek (25)
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donde P, es la potencia maxima de la unidad g en el tramo /.

Esta restriccidon garantiza que la potencia generada en cada tramo lineal no exceda los
limites fisicos de la unidad generadora. Ademads, establece que la potencia en un tramo [ esta
limitada por la diferencia entre la potencia maxima del tramo [/ y la del tramo anterior [ — 1,

asegurando una transicion suave entre tramos. Ademds, se define que P, = Pg’”’”".

Pendiente del Tramo La pendiente ay,; de cada segmento lineal [ se define para que refleje la
tasa de cambio del costo entre los puntos de potencia maxima de tramos adyacentes. Esto puede

definirse de dos maneras:

C(Pya)y — C(Py
agy = SWPot)s = CWFaun)y g oo ¢ ¢ (26)
” Py —P
gl = 4 g,(1=-1)

La pendiente «,; determina la tasa a la cual el costo de combustible cambia en cada tramo li-
neal. La primera definicion utiliza la diferencia de costos entre dos puntos de potencia maxima
consecutivos, normalizada por la diferencia de potencia, para calcular la pendiente. La segunda
definicion deriva directamente de la funcidn cuadratica original, relacionando los coeficientes de
la funcién con las potencias médximas de los tramos adyacentes. Ambas definiciones aseguran que
la aproximacion lineal capture la funcién cuadratica de costo de combustible de manera precisa.
La eleccion adecuada del nimero de tramos K es fundamental para lograr un balance
Optimo entre precision y eficiencia computacional. Una configuracién con un nimero moderado de
tramos puede ofrecer una aproximacion suficientemente precisa mientras mantiene la complejidad
del modelo bajo control. Por otro lado, una mayor cantidad de tramos mejora la precision de

la aproximacion, pero incrementa la carga computacional, lo que puede ser contraproducente en
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sistemas donde los tiempos de computo son limitantes.

La seleccion del ndmero de tramos K implica considerar multiples factores, incluyendo la
precision deseada en la aproximacion de la funcién de costos, la capacidad computacional dispo-
nible, y la escalabilidad del modelo en sistemas eléctricos de gran tamafio. Un mayor nimero de
tramos reduce el error en la aproximacion de los costos de combustible, pero incrementa el nimero
de variables y restricciones en el modelo MILP, lo que puede llevar a tiempos de resoluciéon més
largos. Por lo tanto, es crucial encontrar un equilibrio que permita una representacién precisa sin

sacrificar la eficiencia computacional.

4.3. Aproximacion Lineal

Se busca aproximar las funciones de costos de combustibles cuadraticas mediante una recta

definida como:

C(P)=M, P,¢+1, 27)

donde M, es el coeficiente lineal que representa la pendiente de la recta, e I, es el intercepto de la

recta.
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—— Aproximacion Lineal
—— Costo Cuadratico

Costo ($)

Potencia Generada (MW)

Figura 2: Recta ajustada mediante solver a la funcidn cuadratica

Para obtener los valores M, y I, se utiliza la herramienta solver de Microsoft Excel me-
diante la cual se buscé minimizar el error promedio porcentual de la recta con respecto a la curva
cuadratica. Para ello, se calcula el error porcentual (E %) de cada valor de p, € [P;m”, Fg] para

cada unidad g € G/, evaluado en la funcién lineal y en la funcién cuadrtica:

M, -p,+1,)— (FC?-p>+ FC'.p,+ FC,
E%p,g=|< g Pyg gz g g Il)g g Py g)|'100 (28)
(FCq - p2+ FCL-py+ FC,y)

donde M,y I, son los coeficientes buscados de la recta que minimicen el error y F'CY, F C’é y F'C,
son los coeficientes cuadraticos de la funcién de costos de combustible de la unidad g € G7.

Posteriormente se busca minimizar el promedio de los errores porcentuales en todo el rango

de p € [P P, para la unidad g € G/

2pelpyin Py B op

E%, = 0 (29)
! | Pyrin — Pyl
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Ademads, se incluye como restriccion que el costo en el minimo técnico debe ser igual en

ambas formulaciones (lineal y cuadratica) para todas las unidades.

(My- P + I,) = FC4 - (PJ"")? + FCL - P + FCy,  Vge G/ (30)

para asi asegurar que ambas formulaciones compartan el valor del costo en el minimo técnico y
generar una aproximacion mds precisa.

Utilizando el método de resolucion GRG Nonlinear entregado por la herramienta solver de
Microsoft Excel, teniendo como objetivo minimizar la funcién (29), cambiando las celdas corres-
pondientes a M, y I, y manteniendo la restriccion definida en (30) se obtienen los valores 6ptimos

que formen una recta que aproxime la curva de costos de manera eficiente.
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5. Caso De Estudio

Para evaluar el modelo original MIQP y los modelos MILP simple y por tramos, se utilizard
el sistema de pruebas IEEE-39, que cuenta con |[N| = 39 nodos (barras), |G/| = 10 unidades

generadoras convencionales y |L| = 46 lineas de transmision.

30 37 p— 38
5
2 25 26 28 29
[T 1T I
_T27
18 17

L ="

bl
PAY
hTd
LY

16 35

15

21 22

1 S

23

20 et

*
gz 34@ g; 36 %

Figura 3: Diagram of the New England IEEE 10 generators 39-Bus test system

En la Tabla 1 se presentan los pardmetros técnicos de las lineas de transmision (i, j) € L,
la capacidad méxima F(m-) MW vy la reactancia X(; j) (p.u). Los valores por unidad de X(; ;) se
obtienen considerando una potencia base aparente S, = 100 MVA vy, segun los supuestos corres-

pondientes al flujo de potencia DC, la resistencia de las lineas de transmisién es despreciable. Por
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lo tanto, la susceptancia de las lineas By; j) es igual a —1/X; ;) (p.u).

Tabla 1: Pardmetros técnicos de las lineas de Transmisién (i, j) € L

1e€N|j€EeN P(Lj) (MW) X(i,j) (puw)|teN |jeN P(l}j) (MW) X(ijj) (p-w)
1 2 600 0,0411 14 15 600 0,0217
1 39 1000 0,0250 15 16 600 0,0094
2 3 500 0,0151 16 17 600 0,0089
2 25 500 0,0086 16 19 600 0,0195
2 30 1200 0,0181 16 21 600 0,0135
3 4 500 0,0213 16 24 600 0,0059
3 18 500 0,0133 17 18 600 0,0082
4 5 600 0,0128 17 27 600 0,0173
4 14 500 0,0129 19 20 900 0,0138
5 6 1200 0,0026 19 33 900 0,0142
5 8 900 0,0112 20 34 900 0,0180
6 7 900 0,0092 21 22 900 0,0140
6 11 480 0,0082 22 23 600 0,0096
6 31 1800 0,0250 22 35 900 0,0143
7 8 900 0,0046 23 24 600 0,0350
8 9 900 0,0363 23 36 900 0,0272
9 39 900 0,0250 25 26 600 0,0323
10 11 600 0,0043 25 37 900 0,0232
10 13 600 0,0043 26 27 600 0,0147
10 32 900 0,0200 26 28 600 0,0474
12 11 500 0,0435 26 29 600 0,0625
12 13 500 0,0435 28 29 600 0,0151
13 14 600 0,0101 29 38 1200 0,0156

La construccion del programa de encendido y apagado considera un horizonte de tiempo
|T'| = 24 considerado de marea horaria y un At = 1h.
En la Tabla 2 se presentan los valores del factor nodal p;, Vi € N, excluyendo los nodos

i € N sin demanda, los cuales ponderan el perfil de demanda {D;¢},—1 || para determinar

,,,,,

{Dz’,t,ﬁ}tzl ..... |T]-
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Tabla 2: Factor Nodal

1€ N Di 1€ N Di
1 0,016169491 21 0,044845573
3 0,048596467 | 23 0,039473659
4 0,080405509 | 24 | 0,048607020
7 0,037492486 | 25 0,034547635
8

9

0,083164661 26 | 0,021133701
0,010098796 | 27 | 0,043911584
12 ] 0,013342898 | 28 | 0,031366595
15 | 0,053529430 | 29 | 0,042977001
16 | 0,049890244 | 31 0,001552314
18 | 0,024270829 | 39 | 0,170830294
20 | 0,103793813

Los parametros técnicos correspondientes a las unidades g € Gy g € W se presentan en

la Tabla 12 (ver anexo) y la Tabla 3.

Tabla 3: Costos g € G°

Cen oo CSU T CNE] T

US$/MWh | US$/MW | USS/h | USS/MW
6 | 0,00500 - i :
30 | 0,00340 1,00

31 0,00297 0,05350 | 0,68 | 0,00171
32 0,00320 0,03747 | 0,45 | 0,00054
33 0,00357 0,05350 | 0,68 | 0,00171
34 0,00350 0,03212 | 0,45 | 0,00086
35 0,00298 0,05350 | 0,68 | 0,00171
36 0,00272 0,03747 | 0,48 | 0,00086
37 0,00450 0,05350 | 0,68 | 0,00171
38 0,00230 0,02569 1,20 -
39 0,00536 - 0,67 0,0011

En la Tabla 4 se presentan los coeficientes de las funciones de costos de combustible corres-
pondientes a cada unidad generadora g € GG¢ (Singh et al., 2023)(Palanichamy et al., 2015)(Yehes-

cale and Damodar Reddy, 2018) (Djurovic et al., 2012) (Aliyari et al., 2017):
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Tabla 4: Coeficientes Costos de Combustible de las unidades g € G°¢

q [
ienN $£?v[c\‘§]2 $Pn55v F$C .
30 - - -
31 4,447 - 1076 | 0,01240 | 0,3230
32 1,730 - 1076 | 0,02779 | 0,6700
33 4,447 - 1076 | 0,01240 | 0,3230
34 1,799 - 107° 0,03827 | 1,3567
35 4,447 - 106 0,01240 | 0,3230
36 1,199 . 1075 | 0,03755 0,1178
37 4,447 - 1076 | 0,01240 | 0,3230
38 2,840 - 1076 | 0,00666 | 0,7945
39 2,110 - 106 0,01650 | 0,6800

En la Tabla 5 se presentan el costo por emisiones de CO, C“?2, el costo por no cumpli-
miento de la demanda C*** y la reserva minima de giro ™.

Tabla 5: Parametros Técnicos

CCOQ Cvens Tmin
US$/tonCO, | USSMW | %
0,04 10,0 0,05

Para evaluar los modelos se toma en consideracién un caso con [2| = 30, donde la proba-
bilidad de cada escenario £ € () se presenta en la Tabla 6 y los valores de la demanda D, . y la

velocidad del viento ws, ¢ se presentan en las Tablas 13 y 14 (ver anexo).
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Tabla 6: Probabilidad de ocurrencia por escenario

P P
el % el %

1 0,086 16 0,029
2 0,034 17 0,028
3 0,036 18 0,034
4 0,033 19 0,047
5 0,023 20 0,034
6 0,060 21 0,018
7 0,037 22 0,031
8 0,050 23 0,021
9 0,028 24 0,018
10 0,014 25 0,031
11 0,022 26 0,013
12 0,020 27 0,047
13 0,034 28 0,050
14 0,038 29 0,024
15 0,036 30 0,024

Ademads, para el modelo MILP simple, se presentan en la Tabla 7 los pardmetros de las

funciones de costos de combustible lineales de cada unidad g € G°.

Tabla 7: Valores lineales ajustados unidades g g € G

| e FC,
e N —mw 3
30 § i
31| 0015486223 | -0,125298618
32| 0029387195 | 0332704487
33| 0015548476 | -0,140782042
34| 0049927588 | -0.369420988
35 | 0015690780 | -0,185736798
36 | 0046783172 | -1.551215715
37| 0015112670 | -0,021197700
38 | 0009590895 | 0.120433825
39 | 0017787097 | 0.679999957
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6. Resultados Y Discusion

Para este estudio, se toman en consideracion 3 tipos de modelos: el modelo MIQP original,
el modelo MILP simple y el modelo MILP con las funciones de costos de combustible linealizadas,
con un nimero de tramos |K| = {2,4,5,6,8,10}

En este proceso, se ha empleado Gurobi Optimizer version 10.0.0 (linux64), un software
reconocido por su eficiencia y por implementar algoritmos avanzados en la resolucion de proble-
mas de optimizacién enteros mixtos. Se utiliza un equipo con un procesador Intel(R) Xeon(R)

Silver 4114 CPU @ 2.20GHz, que cuenta con 20 nucleos fisicos y 40 procesadores 16gicos.

Tabla 8: Caracteristicas de los Modelos

Modelo Filas | Columnas | No-Ceros | Terminos Variables | Variables
Cuadraticos | Continuas | Binarias
Original | 125833 79081 294721 12432 78361 720
Simple | 125833 79081 294721 0 78361 720
|K|=2 | 125833 86281 351961 0 85561 720
|K|=4 | 125833 | 100681 466441 0 99961 720
|[K| =6 | 125833 | 115081 580921 0 114361 720
|K| =8 | 125833 129481 695401 0 128761 720
|K| =10 | 125833 | 143881 809881 0 143161 720

Las caracteristicas de los modelos presentadas por Gurobi se presentan en la Tabla 8, donde
se evidencia la eliminacién de los términos cuadraticos en los modelos MILP, un resultado inhe-
rente al proceso de linealizacion. Cabe destacar que esta simplificacién no afecta el nimero de
restricciones (filas) ni la cantidad de variables binarias en los modelos. Sin embargo, se observa un
incremento significativo en el nimero de variables continuas, asociado especificamente a la incor-
poracién de la variable plgi@l, indexada por los conjuntos GG, T, €2, K. Esta variable, ausente en el
modelo MILP simple, explica la equivalencia en el niimero total de variables (columnas) entre el

éste y el modelo MIQP original. Adicionalmente, al incrementar el valor de |K |, se genera un cre-
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cimiento proporcional tanto en el nimero de variables como en los elementos no nulos de la matriz

de coeficientes, reflejando la mayor complejidad computacional de los modelos linealizados.

6.1. Funciéon Objetivo

Los valores 6ptimos esperados obtenidos por cada modelo,y su respectivo error porcentual

con respecto al valor 6ptimo esperado del modelo original estan presentados en la Tabla 9.

Tabla 9: Valor Objetivo de cada modelo

Modelo | Valor Objetivo | Error
Original 1809,28 -
Simple 1826,69 0,962 %
|K| =2 1811,51 0,124 %
K| =4 1809,83 0,030 %
|K| =6 1809,51 0,013 %
|K| =8 1809,42 0,008 %
|K| =10 1809,37 0,005 %

Como se puede observar, el modelo simple presenta un error de 0,962 % con respecto al
costo total optimo esperado del modelo MIQP original. Dado que un error cercano al 1 % es rela-
tivamente alto, este modelo puede no ser adecuado en aplicaciones donde la precision es crucial,
aunque es adecuado en escenarios donde el tiempo de computo es limitado o los recursos compu-
tacionales son restringidos.

En contraste, la aproximacién lineal por partes a medida que se aumenta el nimero de
tramos, el error porcentual disminuye de forma significativa. A partir de los 6 tramos, el error por-
centual alcanza un valor de 0.013 %, lo que representa una mejora dramatica en la precision. Esto
indica que la aproximacion por partes es capaz de seguir de manera muy cercana el comportamien-
to de la funcidn cuadrética original, ofreciendo una estimacion mucho mas precisa que el modelo

de aproximacion lineal simple.
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De hecho, en el caso del modelo con 10 tramos, el error es practicamente nulo, lo que
indica una aproximacién extremadamente precisa al valor éptimo esperado. Este modelo logra re-
plicar con alta exactitud el comportamiento de la funcién cuadratica original, lo que hace que los
resultados obtenidos sean pricticamente indistinguibles de los obtenidos con el modelo exacto.
Sin embargo, es importante sefialar que la mejora en precision no siempre se traduce en una me-
jora proporcional en términos de los recursos computacionales. Aunque el modelo MILP con es
| K| = 10 extremadamente preciso, su implementacién requiere de mds cdlculos y recursos, como
se evidencia en la Tabla 8, donde se observa que el modelo mencionado posee la mayor cantidad de
variables (Columnas) y No-Ceros, 1o que puede resultar en un aumento en los tiempos de compu-
to. Por lo tanto, si bien la aproximacién por 10 tramos es ideal en términos de precision, también
implica un mayor coste computacional que debe ser considerado en funcién de los requisitos del

sistema.

6.2. Tiempo de resolucion

Se presenta en la Tabla 10 los tiempos de resolucion de cada modelo y los errores porcen-

tuales con respecto al tiempo de resolucién del modelo original.

Tabla 10: Tiempo de resolucién de cada modelo

Modelo | Tiempo de Resolucién (s) | Reduccion de tiempo
Original 3494,16 -

Simple 231,41 93 %

Kl =2 315,69 91 %

Kl =4 334,67 90 %

Kl =6 546,74 84 %

IKI =8 709,50 80 %

Kl =10 636,64 82 %

En la Tabla 10 se puede observar el porcentaje de reduccién del tiempo de resolucién
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para cada uno de los modelos en comparacién con el modelo cuadratico. Tal como se destaca, el
modelo lineal es el que mds reduce el tiempo de computo, lo cual refleja su simplicidad y su menor
requerimiento de esfuerzo computacional en relacion con modelos mds complejos. Por otro lado,
el modelo de 8 tramos muestra el menor porcentaje de reduccion de tiempo, lo que indica que, a
pesar de ser mds preciso, también es mas costoso en términos de recursos computacionales.

Es importante notar que, en este caso especifico, el modelo mas complejo no es el que
mads recursos utiliza, lo que podria parecer contraintuitivo. Este comportamiento puede atribuirse
a diversos factores, como la naturaleza de los datos y las caracteristicas de los nimeros generados
a partir de la divisién en tramos.

Asimismo, otro punto relevante es que los modelos de 2 tramos y 4 tramos muestran una
reduccidn practicamente idéntica en el tiempo de resolucion. Esto sugiere que, en este caso, incre-
mentar el nimero de tramos no resulta en un aumento significativo en los recursos computaciona-
les, por lo que, dependiendo de las necesidades de precision, ambos modelos podrian considerarse

igualmente eficientes desde el punto de vista del uso de recursos.

6.3. Programa de encendido y apagado

La Figura 4 muestra el programa 6ptimo de encendido y apagado para el modelo original,
modelo simple y los modelos por tramos. En este experimento en especifico, este programa es

igual para todos los modelos.
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Figura 4: Programacién Horaria

La homogeneidad del programa éptimo de encendido y apagado a través de los siete mode-
los de linealizacion analizados resalta la robustez de las decisiones operativas frente a las variacio-
nes en la representacion de la funcidn de costos. Este hallazgo sugiere que, en contextos similares
al estudiado, la eleccion del modelo de linealizacion puede no afectar significativamente el progra-
ma operativo, permitiendo a los operadores enfocarse en otros aspectos criticos de la gestion del
sistema eléctrico.

Se puede observar una tendencia a evitar unidades en base a carbdn, asi como las unidades
en base a gas con tecnologia “OCGT”. En ambos casos influye el impacto en el costo por emision

de COg, debido al alto valor de H y ug (ver Tabla 12 en Anexos).

6.4. Despacho

La decision de la potencia esperada de cada unidad g € G varia levemente entre los mode-
los. Estas modificaciones afectan en cierta medida los costos dependientes de la potencia generada

por cada unidad, lo que puede tener implicaciones significativas en la operacion y planificacion
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del sistema eléctrico. Cabe destacar que, debido a la existencia de plantas edlicas € W, las dife-
rencias en el despacho de las unidades convencionales son compensadas mediante estas granjas,
garantizando asi el cumplimiento de la demanda en todo momento. En el la Figura 5 se observa la
potencia esperada de cada tecnologia mencionada en la Tabla 12(Ver Anexo) durante cada periodo

t € T ademas de la restriccién de energia edlica “Edlica-PC”.

m Hidro m CST CCGT m OCGT
® Nuclear m|I.C. m Edlica Eélica-PC

5000

4500

4000

3500

§ 3000
=
[3]

T 2500
2

& 2000
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o 1500
g

1000

500

0

1 2 3 4 5 6 7 g 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24
teT

Figura 5: Despacho modelo original

En la Figura 6 se puede observar que el error porcentual entre los modelos lineales simple
y linealizado con respecto al modelo MIQP original es relativamente bajo, por lo que analizar el

despacho como en la Figura 5 no es 6ptimo.
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Figura 6: Error % potencia esperada por modelo

En la Figura 6 se observan los errores porcentuales de la potencia esperada generada por
cada tecnologia en cada modelo lineal con respecto al modelo MIQP original, las tecnologias
“Hidro” y “OCGT” no se presentan ya que poseen un error del 0 % en todos los casos. En general,
el error es bajo, como en las tecnologias “CST”, “Nuclear”, “Eolica” y “Eolica-PC”, pero en las
tecnologias “CCGT” y por sobre todo “I.C.” se presentan errores mayores que el promedio, incluso
en el modelo Linealizado con | K| = 10 posee el error mas alto, sin dejar de ser bajo, diferencia que
se puede explicar por las caracteristicas de la unidad g € G¢, al poseer costos mas bajos en relacién
al resto de las unidades y poseer el mayor rango de potencia, ya que posee un P;"m = 0MW yun

P, = 1100 MW (Ver Tabla 12 en Anexo).

6.5. Costos

La funcidn objetivo estd conformada por deferentes tipos de costos entre ellos se incluyen

el costo de encendido que corresponde al costo asociado al encendido de una unidad generadora
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desde un estado de apagado y viceversa; el costo de No-Load, que representa los costos fijos in-
curridos por mantener una unidad operativa incluso cuando no estd generando potencia; el costo
de Operacion y Mantenimiento, que cubre los gastos relacionados con la supervision y el mante-
nimiento de las instalaciones generadoras; el costo de combustible, que es una de las componentes
principales del costo total debido al consumo directo de recursos energéticos; el costo de emisiones
de C'Os, el cual penaliza las emisiones de didxido de carbono, el costo de rampa, que penaliza los
cambios abruptos en la generacién de una unidad para adaptarse a las variaciones de la deman-
da y el costo de penalizacion por ens (Energy Not Supplied) que penaliza el no poder satisfacer
completamente la demanda energética.

Si bien el modelo cuadrético busca minimizar el costo total, las pequefias diferencias en la
potencia despachada por las unidades generadoras en los distintos modelos provocan diferencia en
los costos especificos mencionados. Esto es especialmente relevante para los costos dependientes
de la potencia despachada, que incluyen el costo de combustible, de operacién y mantencion,
emisiones de C'O,, y rampa. Los valores de estos costos y su error con respecto al modelo original

se presentan en la Tablal 1.

Tabla 11: Costos esperados y error por modelo

Modelo | O&M | Error | Combustible | Error | Emisiones | Error | rampa | Error

de COQ
(US$) (US$) (US$) (US$)
Original | 301,02 - 718,12 - 562,26 - 7,42 -

Simple | 300,61 | 0,13 % 737,70 2,73% | 560,36 | 0,34% | 7,56 | 1,80 %
IKI=2 | 300,89 | 0,04 % 721,14 042% | 561,57 |0,12% | 7,46 | 0,50 %
IKI=4 | 300,99 | 0,01 % 718,90 0,11% | 562,05 |0,04% | 7,43 | 0,13%
IKI=6 | 301,01 | 0,00 % 718,40 0,04% | 562,22 |001% | 742 | 0,06%
IKI=8 | 301,00 | 0,01 % 718,36 0,03% | 562,18 |001% | 742 |0,02%
IKI=10 | 301,03 | 0,00 % 718,10 0,00% | 562,37 |0,02% | 741 |0,11%

La Tabla 11 muestra el error porcentual de los resultados de cada modelo con respecto al
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Modelo original, se puede observar que los modelos por tramos son significativamente mas exactos
que el modelo lineal. Este hecho refleja la capacidad de los modelos mas sofisticados para capturar
con mayor precision las variaciones en los costos de operacién y mantencion, ajustdndose mejor a
las condiciones reales de operacion. Sin embargo, a pesar de que el error porcentual en el modelo
lineal es relativamente bajo, la acumulacion de pequenas inexactitudes en grandes sistemas de
generacion puede tener un impacto notable en los costos totales de operacion.

Los costos esperados de O&M obedecen esta tendencia, sin embargo, el modelo linealizado
con || = 8 que el modelo linealizado con | K| = 6 posee un error mayor, aunque la diferencia es
muy baja, esto demuestra que no siempre un modelo mas complejo va a tener una aproximacion
mayor que un modelo mas simple. Este hecho puede ser exclusivo del conjunto de pardmetros con
el que se realizaron las pruebas

Con respecto a los costos esperados de emisiones de CO-, se observa que a medida que se
incrementa la complejidad del modelo, se alcanza una mayor exactitud en la estimacion del costo
de emisiones de C'O,. No obstante, en el caso especifico analizado en este estudio, se presenta una
particularidad: en los dos modelos més complejos (| K| = 8 y |K| = 10), se aprecia una menor
precision del costo en comparacion con el modelo | K| = 6.

Aunque esta diferencia es minima (los errores para los tres modelos se mantienen por de-
bajo del 0.05 %), es un detalle digno de evaluacién en situaciones donde se busque un modelo que
sea estrictamente exacto. Si bien la magnitud del error es despreciable en la practica, es un aspecto
a considerar cuando se requiere una mayor rigurosidad en la evaluacién de costos en sistemas con
grandes emisiones o cuando las regulaciones ambientales son estrictas.

Los costos esperados de rampa de igual manera se comportan con una tendencia similar

a la observada en los andlisis anteriores: a medida que se incrementa la complejidad del modelo,
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el error promedio en la estimacion del costo esperado de rampa disminuye. Sin embargo, en este
caso, también se evidencia un comportamiento particular en los modelos de mayor complejidad..
Esto es notable, ya que en el caso del modelo linealizado con |K | = 10, el error alcanza valores en
torno al 0.2 %, lo que lo convierte en un factor mds significativo en comparacién con otros costos
como el de C'O; o el de operacién y mantencion.

La aproximacién al costo esperado de combustible del modelo MIQP mejora significativa-
mente mientras mas complejo sea el modelo. En particular, a partir de los 6 tramos de linealizacion,
el error porcentual es lo suficientemente bajo como para considerarse aceptable en la mayoria de
los escenarios, con un valor cercano al 0 %. Este nivel de precisién hace que los modelos més
complejos sean muy eficientes en la representacion de los costos de combustible, lo que los con-
vierte en una opcidn atractiva para sistemas que requieren una alta precision en la prediccion de
este costo.

Es 16gico que este costo sea el que mejor se aproxima, ya que la linealizacién implementa-
da en el modelo incide directamente sobre la funcion de costos de combustible. Al reemplazar la
funcidn original, tipicamente cuadrética, por una aproximacion lineal por tramos, se logra una re-
presentacion simplificada que preserva la esencia del comportamiento del consumo de combustible
en funcién del despacho, lo que facilita una mejor estimacién de este costo.

Por lo tanto, la eleccién del modelo adecuado dependerd no solo de la precision requerida
para el calculo del costo esperado de combustible, sino también de como el modelo afecta el
despacho total y, en consecuencia, los costos esperados asociados. En sistemas donde el costo
de combustible representa una fraccion considerable del costo total, un modelo con 6 tramos o
mads podria ser suficiente para lograr una aproximacion precisa sin incurrir en una complejidad

computacional excesiva.

Departamento de Ingenieria Civil Industrial 68



UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

6.6. Analisis

Los modelos de linealizacién con mayor cantidad de tramos (6, 8 y 10) muestran una reduc-
cion en el error porcentual del costo total esperado. A partir de 6 tramos, los errores porcentuales
son casi nulos, lo que indica que estos modelos logran capturar con precision la no linealidad pre-
sente en los costos esperados de generacion. Esta mejora en la precision se traduce en decisiones
de despacho de energia mds precisas y un costo total que se acerca cada vez mds al 6ptimo tedrico
que proporcionaria el modelo cuadrético.

Sin embargo, esta mejora no es lineal ni infinita. Como se observa en los resultados, a
partir de un cierto punto, el aumento en la precision es despreciable, mientras que la compleji-
dad computacional aumenta considerablemente. Especificamente, los modelos con 8 o mds tramos
apenas ofrecen mejoras perceptibles en comparacion con los de 6 tramos, lo que sugiere que existe
un "punto de equilibrio". Este punto marca el limite en el cual el beneficio adicional de la precision
no justifica el aumento en los recursos computacionales y el tiempo de cdlculo. Este comporta-
miento es particularmente relevante en sistemas donde los recursos computacionales son limitados
o cuando se requiere tomar decisiones en tiempo real.

Otro resultado importante del estudio es la relacién no lineal entre la complejidad de los
modelos y el uso de recursos computacionales. Los modelos menos complejos (simple y | K| = 2)
requieren significativamente menos recursos en comparacioén con los mas complejos.

Este comportamiento sugiere que es posible obtener una alta precisiéon sin un aumento
lineal en la carga computacional, lo que refuerza la viabilidad de utilizar modelos mas complejos
en sistemas grandes. por lo tanto, el modelo de 6 tramos parece ser un punto de equilibrio 6ptimo,

ofreciendo una precision elevada sin un aumento excesivo en el uso de recursos.
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7. Conclusion

En el presente trabajo se desarrollé un modelo de UC no lineal al cual se le aplica la técnica
de PUA para la linealizacion de la funcion de costos de combustible mediante tramos lineales y una
aproximacion lineal simple. Estas aproximaciones permitieron convertir un problema cuadrético
no lineal en uno de MILP, lo que facilité su resolucion utilizando solvers avanzados como Gurobi
Optimizer.

El sistema de prueba IEEE-39 fue utilizado como base para evaluar la efectividad de los
modelos Lineales. En este contexto, se realizaron simulaciones utilizando diferentes configuracio-
nes de segmentacion para la linealizacién de la funcidn de costos. Los resultados mostraron que la
PUA ofrece una aproximacion precisa de las curvas de costos cuadréticos, manteniendo los errores
dentro de margenes aceptables. A medida que se increment6 el nimero de tramos, se observo una
mejora en la precision.

El rendimiento computacional también fue un aspecto central en este estudio. Las simu-
laciones mostraron que los modelos MILP reducen significativamente los tiempos de coémputo en
comparacion el modelo MIQP original, lo que tiene importantes implicaciones para su uso en sis-
temas eléctricos de gran escala y en entornos donde se requieren decisiones rdpidas. Este tipo de
modelos puede ser utilizado en aplicaciones operativas diarias, donde la necesidad de soluciones
en tiempo real es esencial para garantizar la estabilidad del sistema y minimizar los costos.

Ademas, se demostré que el modelo es flexible y se adapta a la variabilidad inherente de
los sistemas eléctricos modernos, especialmente en contextos con alta penetracion de fuentes de
energia renovable. Las técnicas de linealizacién permiten integrar de manera eficiente las fuentes

renovables, cuyo comportamiento intermitente y dependiente de factores climaticos afiade com-
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plejidad al problema de planificaciéon. En este sentido, la metodologia presentada se posiciona
como una solucién robusta para mejorar la eficiencia y sostenibilidad de la operacién eléctrica,
facilitando la transicién hacia un sistema energético més limpio y eficiente.

Aunque los modelos lograron en su totalidad reducir la complejidad computacional, el uso
de la PUA con un gran nimero de tramos puede resultar en modelos mads dificiles de resolver
en tiempo real cuando se incrementa la escala del sistema eléctrico. Este es un tema importante
que debe ser considerado al aplicar este modelo en sistemas de mayor tamafio o con horizontes

temporales mas amplios.
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Tabla 12: Parametros Técnicos Unidades Generadoras

. . Fuente H P, prin [ U D [ .SU p.SD | 4U 4D /Lf
LEN g e Teeno. | g ostica | MBWMWH | MW | MW | % | MW | h | #/MBiu
6 - Eodlica Viento - 1250 0 - - - -
30 1 Hydro Agua - 1040 | 624 1 936 5 -
31 2 CST Carbé6n 8,9 646 | 207 0,15 207 3 0,096
32 3 CCGT Gas 6,6 725 | 327 0,3 327 2 0,053
33 4 CST Carbé6n 8,9 652 | 209 0,15 209 3 0,096
34 5 OCGT Gas 10 508 | 229 0,5 406,4 2 0,053
35 6 CST Carb6n 8,9 687 | 220 0,15 220 3 0,096
36 7 OCGT Gas 9,6 580 | 290 0,5 464 1 0,053
37 8 CST Carb6n 8,9 564 | 180 0,15 180 3 0,096

38 9 Nuclear Uranio 9,72 865 | 346 0,05 346 5 0
39 10 Todas Todas 8 1100 0 0,325 357.5 1 0,077
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Tabla 13: Demanda agregada por escenario

teT

< 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 2038,56 | 2270,51 | 2368,67 | 2701,41 | 2970,44 | 3182,76 | 3526,07 | 3739,13 | 3841,49 | 4035,82 | 4478,95 | 4772,39 | 4469,05 | 3826,99 | 3655,08 | 3182,7 | 2813,72 | 3324,59 | 3775,51 | 4315,86 | 3871,97 | 3484,19 | 2932,96 | 2401,66
2 2096,74 | 2368,56 | 2689,98 | 2908,42 | 3161,25 | 3318,29 | 3571,46 | 3689,06 | 3953,98 | 41142 | 4217,66 | 4434,46 | 4085,05 | 3779,27 | 338547 | 3124,84 | 2714 | 3382,72 | 4080,58 | 4706,62 | 4076,59 | 3476,17 | 2844,15 | 2528,37
3 2303,19 | 2371,48 | 2538,26 | 2635,76 | 2890,49 | 3123,53 | 3323,09 | 3546,55 | 3675,21 | 3877,33 | 4107,25 | 4362,86 | 4126,58 | 3902,97 | 3782,54 | 3570,62 | 3255,6 | 3518,42 | 3761,33 | 4306,8 | 3853,47 | 3298,6 | 2661,92 | 2175,96
4 1996,31 | 2307,99 | 24784 | 2578,5 | 2751,49 | 2998,89 | 3267,68 | 3533,89 | 3770,53 | 4011,83 | 4190,21 | 4897,45 | 4368,55 | 3894,21 | 3543,3 | 3251,14 | 2751,28 | 3309,78 | 3924,6 | 4505,32 | 3895,83 | 3395,28 | 2873,16 | 2544,2
5 2248,73 | 2266,52 | 2615,15 | 2851,39 | 3093,06 | 3147,73 | 3301,24 | 3404,89 | 3642,41 | 3818,48 | 3961,29 | 4456,28 | 4086,64 | 3830,9 | 3585,18 | 3277,95 | 3207,75 | 3562,5 | 3829,57 | 4139,45 | 3697,08 | 3224,75 | 2680,56 | 2402,26
6 2146,75 | 2263,19 | 2664,82 | 2815,71 | 3071,29 | 3402,96 | 3540,04 | 3882,29 | 4164,85 | 4391,22 | 4680,39 | 5260,46 | 4796,74 | 4299,27 | 3841,73 | 3365,72 | 3192,1 | 3679,84 | 4144,77 | 4492,12 | 3913,31 | 3392,59 | 2784,43 | 2404,73
7 2203,84 | 2444,88 | 2662,15 | 2860,55 | 3110,03 | 3390,47 | 3655,51 | 3931,63 | 4116,14 | 4345,97 | 4513,07 | 4742,75 | 4364,76 | 3984,3 | 3746,26 | 3462,22 | 3250,58 | 3677,95 | 4151,08 | 4335,5 | 3932,85 | 3402,51 | 2994,25 | 2405,61
8 211571 | 24118 | 2629,73 | 2893,01 | 3232,55 | 3524,6 | 38204 | 4085,16 | 4363,77 | 4567,07 | 4799,62 | 4969,82 | 4529,17 | 4247,2 | 3981,88 | 3753,74 | 3488,46 | 3802,71 | 4038,87 | 4265.4 | 3874,22 | 3443,47 | 2900,14 | 2282,83
9 1938,02 | 2140,38 | 2400,26 | 2714,35 | 2928,72 | 3053,43 | 3283,27 | 3566,83 | 3704,04 | 3918,15 | 4138,24 | 4452,55 | 4181,06 | 3788,13 | 3488,19 | 3140,17 | 2986,15 | 3395,33 | 3793,03 | 4188,66 | 3802,66 | 3358,38 | 2942,83 | 2479,08
10 | 2083,45 | 2272,57 | 2412,68 | 2467,62 | 2587,57 | 2868,17 | 3052,42 | 3221,98 | 3485,56 | 3682,09 | 3971,67 | 4124,89 | 3921,18 | 3597,11 | 3262,14 | 3055,24 | 2662,02 | 3288,21 | 38894 | 4516,79 | 4014,21 | 3576,95 | 3101,83 | 2338,62
11 2072,26 | 2297,72 | 2479,78 | 2627,52 | 2734,09 | 2906,07 | 3113,87 | 3430,59 | 3590,44 | 3829,44 | 4068,03 | 4501,35 | 4383,54 | 4175,86 | 3895,19 | 3689,77 | 3237,54 | 3665,41 | 4198,07 | 4540,39 | 3994,21 | 3523,2 | 2987,78 | 2406,38
12| 2147,25 | 2342,13 | 2617,34 | 2779,78 | 2973,79 | 3243,86 | 3494,82 | 3784,49 | 4098,38 | 4281,88 | 4484,57 | 4694,55 | 4315,03 | 3935,01 | 3647,81 | 3426,97 | 3076,92 | 3321,05 | 3612,52 | 4172,48 | 3634,1 | 3131,14 | 2720,33 | 2481,25
13 2202,3 | 2521,15 | 2731,33 | 2910,41 | 3106,53 | 3287,39 | 3463,42 | 3683,81 | 3925,05 | 4087,63 | 4410,68 | 4411,33 | 4046,56 | 3906,32 | 3607,78 | 3403,25 | 3114,62 | 3525,28 | 4144,08 | 4599,55 | 4038,92 | 36099 | 3151,51 | 2430,8
14 | 2214,28 | 2518,03 | 2752,91 | 3002,01 | 3250,08 | 3522,21 | 3784.4 | 4005,56 | 4182,5 | 4305,35 | 4609,3 | 4983,93 | 4620,4 | 438592 | 4033,97 | 3534,99 | 3078,9 | 3680,4 |4247,25 | 4570,87 | 4085,02 | 3523,59 | 2843,32 | 2269,79
15 | 210599 | 2491,53 | 2646,96 | 2880,05 | 3090,3 | 3434,16 | 3620,25 | 3817,32 | 4139,64 | 4456,96 | 4793,98 | 4600,16 | 4307,77 | 4130,08 | 3889,14 | 3606,85 | 3432,14 | 3335,1 | 3468,33 | 3632,63 | 3364,35 | 3049,56 | 2767,29 | 2335,52
16 2321,9 | 2480,44 | 2647.44 | 2956,69 | 3312,62 | 3605,89 | 3910,04 | 4136,72 | 4410,17 | 4521,46 | 4785,12 | 5138,77 | 4585,47 | 4302,22 | 3821,89 | 3363,22 | 2959,41 | 3275,08 | 3746,64 | 3899,02 | 3560,42 | 3161,39 | 2910,13 | 2505,28
17 | 2191,13 | 2371,01 | 2688,24 | 2809,41 | 3094,75 | 3301,69 | 3418,83 | 3709,18 | 3896,9 | 4213,93 | 4312,15 | 4251,98 | 3963,98 | 3730,97 | 3476,13 | 33139 | 2844,29 | 3393,75 | 3881,62 | 4310,83 | 3735,83 | 3332,69 | 2752,18 | 227541
18 | 2122,81 | 2359,72 | 2569,72 | 2838,3 | 3072,78 | 3252,56 | 3394,85 | 3602,53 | 3746,12 | 3906,58 | 4007,49 | 442537 | 4153,51 | 3915,79 | 3660,41 | 3464,55 | 2998,45 | 3481,83 | 4000,42 | 4229,67 | 3819,78 | 3465,44 | 3121,61 | 2595,37
19 | 2228,88 | 2267,89 | 2447,45 | 2515,92 | 2714,23 | 2870,42 | 3242,1 | 3370,15 | 3602,88 | 3775,51 | 4021,15 | 4594,82 | 4298,29 | 4013,75 | 3624,44 | 3231,83 | 2865 | 3339,13 | 3859,16 | 4248,38 | 3834,91 | 3378,44 | 2872,84 | 2271,76
20 | 2419,88 | 2641,09 | 2829,5 | 3050,24 | 3185,76 | 3318,64 | 3599,41 | 3710,82 | 3928,51 | 4077,13 | 4221,81 | 4386,27 | 4162,34 | 3903,74 | 3629,73 | 3323,02 | 2919,7 | 3466,21 | 4033,99 | 4512,47 | 4004,89 | 3429,16 | 2738,42 | 2551,09
21 2116 | 2144,03 | 2398,02 | 2517,93 | 2696,25 | 2852,28 | 3052,53 | 3226,24 | 3432,34 | 3684,8 | 3858,16 | 4017,74 | 3899,84 | 3843,55 | 3733,1 | 3689,4 | 3183,53 | 3612,46 | 3926,71 | 4386,33 | 3986,81 | 3591,21 | 3144,97 | 2610,38
22 | 2086,78 | 2303,29 | 2469,13 | 2716,21 | 2890,02 | 3068,94 | 3316,06 | 3556,64 | 3744,74 | 3950,08 | 4212,98 | 4928,44 | 4526,24 | 4107,28 | 3680,89 | 3213,64 | 2984,36 | 3356,97 | 3627,44 | 3778,48 | 3499,73 | 3140,25 | 2937,03 | 2518,93
23 2122,5 | 2377,28 | 2740,36 | 3027,29 | 3251,25 | 3449,81 | 3737,33 | 3965,35 | 4170,34 | 4460,36 | 4567,36 | 4543,3 | 4367,33 | 4018,47 | 3753,58 | 3543,03 | 3049,81 | 3456,17 | 3810,52 | 4126,58 | 3672,96 | 3240,91 | 2736,03 | 2390,76
24 1967,49 | 2284,23 | 2559,75 | 2687,11 | 2938,65 | 3305,88 | 3637,24 | 3826,02 | 3954 |4111,62 | 4419,46 | 4663,5 | 4310,82 | 3877,83 | 3581,13 | 3250,08 | 3003,74 | 3411,01 | 3780,13 | 4258,08 | 3833,23 | 3327,85 | 2824,64 | 2463,23
25 | 2290,27 | 2498,09 | 2764,21 | 3004,74 | 3319,07 | 3370,31 | 3733,47 | 4000,56 | 4179,76 | 4294,45 | 4522,34 | 4800,56 | 4472,08 | 4113,11 | 3705,71 | 3250,9 | 3085,77 | 3527,04 | 4071,65 | 4460,96 | 3850,57 | 3400,08 | 2917,78 | 2382,83
26 | 2119,19 | 2192,49 | 2385,28 | 2614,74 | 2826,74 | 2933,9 | 3145,69 | 3227,78 | 3555,84 | 3863,76 | 4267,81 | 4649,42 | 4264,67 | 3955,92 | 3648,46 | 3372,13 | 2988,31 | 3273,53 | 3578,6 | 4245,72 | 3950,35 | 3558,39 | 3171,77 | 2551,59
27 | 2182,35 | 2293,82 | 2481,77 | 2653,06 | 2853,12 | 3064,74 | 3286,4 | 3619,55 | 3765,46 | 3987,76 | 4215,91 | 4806,18 | 4565,34 | 4286,63 | 3944,81 | 3628,72 | 3298,24 | 3677,51 | 3992,3 | 3976,45 | 3648,45 | 3309,23 | 2949,59 | 2834,99
28 | 2264,94 | 2405,23 | 2607,37 | 2850,74 | 3009,13 | 3270,78 | 3475,55 | 3655,45 | 3999,18 | 4250,51 | 4424,72 | 4407,24 | 4117,96 | 3806,66 | 3483,06 | 3348,67 | 2864,33 | 3291,33 | 3604,85 | 4038,35 | 3442,82 | 3068,22 | 2627,51 | 22348
29 209321 | 2326,85 | 2522,14 | 2679,53 | 2974,83 | 3196,58 | 3458,95 | 3639,28 | 3825,54 | 4204.8 | 4663,89 | 4759,78 | 4390,05 | 3978,38 | 3787,77 | 3388,6 | 3068,82 | 3480,43 | 3961,56 | 4220,56 | 3825,37 | 3374,81 | 2968,68 | 2417,45
30 2242,9 | 2448,08 | 2626,91 | 2846,62 | 3016,85 | 3140,72 | 3246,33 | 3451,06 | 3767,82 | 4047,28 | 4136,33 | 4283,65 | 3958,07 | 3772,01 | 3525,93 | 327591 | 3035,55 | 3380,9 | 3706,06 | 4207,05 | 3658,81 | 3307,89 | 2916,24 | 2446,8
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Tabla 14: Velocidad del viento por escenario

teT
£enN 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21 22 23 24

1 4,27313 | 2,35281 | 2,16157 | 2,08208 | 1,77982 | 1,50747 | 1,38349 | 1,15547 | 1,71728 | 1,83222 | 1,39881 | 0,820546 | 0,384383 | 0,395381 | 1,2609 | 0,902881 | 1,02134 | 1,0959 | 1,71748 | 2,5587 | 2,69069 | 3,30335 3,779 | 3,43641
2 6,64327 | 4,86026 | 5,82009 | 6,19555 | 7,83501 | 9,31168 | 9,03441 | 10,1942 | 11,1551 | 10,7405 | 10,8608 | 10,4598 | 8,37435 | 6,47387 | 8,29858 | 9,18645 | 8,63156 | 8,79062 | 10,2961 | 8,67579 | 8,3595 8,14116 | 6,25879 | 8,01569
3 6,0787 | 420814 | 5,23209 | 571759 | 6,3301 | 5,75343 | 8,23022 | 6,94967 | 7,20327 | 6,26463 | 4,53558 | 7,31538 | 7,75817 | 9,69112 | 8,40971 | 7,95268 | 7,40668 | 6,37318 | 4,59671 | 5,56652 | 4,86714 4,382 5,89542 | 6,01607
4 7,2217 | 6,99565 | 10,7127 | 9,15881 | 9,56016 | 7,59207 | 8,14454 | 10,7241 | 12,1814 | 12,6303 | 12,2744 | 9,7735 942815 | 8,64803 | 8,29266 | 7,72396 | 7,85043 | 9,18217 | 10,4836 | 11,0003 | 8,70482 | 10,2404 | 10,9674 | 11,877

5 1,61978 | 2,81515 | 2,67385 | 1,74896 | 2,21178 | 3,77866 | 4,10398 | 3,37227 | 2,82974 | 3,89493 | 2,46329 | 2,0964 1,33648 | 3,24413 | 2,82645 | 2,38811 | 1,34014 | 0,505441 | 1,66431 | 0,687341 | 0,439257 | 0,839672 | 0,555783 | 1,28998
6 8,07861 | 8,21981 | 9,89191 | 9,23804 | 9,04093 | 8,66985 | 541084 | 6,76627 | 7,2692 | 10,5992 | 10,7204 | 10,8775 | 10,3698 11,021 11,6685 | 9,71713 | 8,79828 | 10,2878 | 9,60271 | 10,4765 | 12,9068 | 13,6782 | 17,6914 | 12,5396
7 7,0196 | 490027 | 545479 | 7,72916 | 6,30304 | 7,61518 | 11,0791 | 13,0955 | 9,70693 | 9,42736 | 9,23854 | 7,75309 | 8,06696 | 7,11026 | 8,48892 | 7,13088 | 6,58826 | 8,33134 | 8,51932 | 9,10485 13,6788 | 11,8302 | 13,0597 | 12,5358
8 12,3774 | 13,0877 | 10,9279 | 12,7469 | 11,9082 | 10,7863 | 15,8479 | 12,8462 | 11,7928 | 8,42029 | 11,9594 | 9,44157 | 8,23779 7,4083 | 9,21327 | 8,37887 | 9,22743 | 8,97438 | 9,62856 | 9,60746 9,7057 9,70977 | 9.26414 | 9,37973
9 8,59024 | 7,39937 | 5,93001 | 6,84293 | 8,26267 | 8,5191 | 7,76084 | 6,69506 | 6,16778 | 5,8613 | 533246 | 6,11292 | 4,52277 | 7,23932 | 7,65371 | 4,46969 | 4,95318 | 5,66541 | 4,90312 | 6,29711 | 5,65834 | 6,16602 | 6,16718 | 6,76224
10 6,57148 | 5,96875 | 524852 | 4,80055 | 4,75216 | 3,27295 | 3,54632 | 3,48564 | 4,29995 | 3,23525 | 5,38261 | 543242 | 3,43668 4,797 4,99096 | 5,74421 | 4,5092 | 4,39579 | 4,51568 | 4,65592 | 4,03073 | 5,08146 | 4,58389 | 526457
11 6,5099 | 6,76172 | 7,64363 | 6,89861 | 7,41914 | 5,85603 | 9,03015 | 8,18199 | 7,72879 | 8,17467 | 10,4438 | 8,39367 | 7,27615 | 7,18127 | 6,44126 | 6,63605 | 7,3561 7,123 6,76747 | 838979 | 592294 | 438401 | 4,07337 | 4,56913
12| 7,93015 | 7,17836 | 8,74171 | 8,06006 | 7,86798 | 5,84836 | 8,17516 | 10,3878 | 9,10302 | 6,99443 | 8,89296 | 9,76731 | 11,3334 | 11,7495 | 9,60442 13,39 13,6101 | 11,0361 | 10,1964 | 11,7045 12,155 13,5753 | 10,5135 | 10,4113
13 15,8088 | 14,5875 | 16,8635 | 15,5468 | 16,0086 | 13,2405 | 12,5439 | 14,7766 | 17,9743 | 16,3116 | 12,9654 | 14,7288 | 15,7978 17,872 | 16,7478 | 15,7948 | 18,655 | 14,4049 | 15,1718 | 17,042 11,9836 | 13,3255 | 12,9182 | 13,3699
14 2,9679 | 5,24309 | 5,92989 | 497117 | 4,39878 | 5,72585 | 542129 | 6,03438 | 6,79721 | 6,91993 | 6,98183 | 591584 | 7,16546 | 7,91022 | 8,23848 | 7,97007 10,206 | 11,6216 | 9,40833 | 7,34537 | 7,79913 7,736 6,23176 | 6,05394
15 15,9812 | 16,7649 | 16,0685 | 17,4651 | 16,7052 | 16,0088 | 14,5056 | 14,5503 | 13,1611 | 15,4954 | 19,9537 | 22,6054 | 23,4458 | 19,3172 | 15,886 | 12,7648 | 12,1945 | 6,57555 | 8,18679 | 7,58598 | 8,95048 | 8,48287 | 6,38698 | 7,34465
16 13,9474 | 18,8864 | 24,3945 | 20,6289 | 18,4813 | 16,298 | 13,7686 | 13,3569 | 10,2449 | 10,7583 | 14,1688 | 14,2017 | 12,3164 11,959 12,835 13,539 | 12,3947 | 12,0071 | 14,9557 | 18,3736 | 153419 | 12,1328 | 158112 | 13,661

17 | 8,71027 | 8,54936 | 8,03775 | 6,94095 | 7,62672 | 6,06597 | 6,60525 | 5,285 | 6,35802 | 5,58664 | 497782 | 3,77159 | 2,15763 | 3,60483 | 4,73331 | 6,22488 | 4,89613 | 5,58609 | 5,89492 | 7,83951 | 8,37126 | 6,83479 | 4,33548 | 5,83259
18 12,6825 | 14,9253 | 13,2131 | 11,2902 | 9.4311 | 8,92804 | 8,16728 | 9,69481 | 11,5093 | 10,4237 | 7,72301 | 7,02256 | 7,73315 6,79 7,30444 | 6,28502 | 6,7229 | 6,97768 | 5,57254 | 6,37314 5,0506 546249 | 6,18109 | 6,12905
19 8,65774 | 8,48584 | 9,99899 | 6,9208 | 8,0966 | 7,79812 | 7,35585 | 8,28172 | 8,86892 | 8,5439 | 89543 11,1129 | 10,0613 | 10,8413 | 10,9842 | 11,8207 | 10,9436 | 9,15794 | 7.83896 | 8,46937 | 9,08857 | 6,92436 | 552412 | 5,79628
20 | 7,25413 | 6,44313 | 6,30909 | 8,0699 | 7,573 | 7,65939 | 7,03813 | 5,49045 | 3,2494 | 4,52992 | 4,64466 | 4,32308 | 4,19523 | 3,15155 | 2,66383 | 2,56388 | 4,15539 | 5,29002 | 6,86268 | 8,58475 | 10,0069 | 9,0688 8,95793 | 12,6097
21 8,70352 | 8,36706 | 7,60939 | 8,10367 | 7,1981 | 6,56557 | 591267 | 4,43248 | 3,9472 | 3,28354 | 3,84578 | 3,39298 | 3,20464 | 3,96653 | 4,61943 | 52681 | 6,11123 | 6,02836 | 3.41705 | 3,28499 | 4,17595 | 4,87248 | 479136 | 541967
22 7416 | 8,07971 | 6,68069 | 7,42826 | 7,57933 | 6,86113 | 7,635 | 7,87665 | 6,80479 | 5,70662 | 8,05577 | 8,22048 | 8,83739 | 9,70679 | 7.4597 | 7.86089 | 10,5207 | 11,0017 | 9,82305 | 9,71545 10,9009 | 8,34407 | 9,82287 | 8,96149
23 | 534497 | 548775 | 741638 | 6,48934 | 6,82261 | 7,16731 | 545437 | 7,43261 | 6,4737 | 5,77916 | 554324 | 4,95746 | 4,95372 | 4,57987 | 5,63164 | 3,68383 | 2,7798 | 4,0836 | 3,44919 | 423979 | 347739 | 4,70549 | 3,89094 | 4,96252
24 | 393606 | 2,96397 | 1,36252 | 1,5022 | 2,99144 | 4,98068 | 5,64064 | 564362 | 5,1318 | 5,28369 | 5,28769 | 6,39648 | 7,30494 | 561996 | 7,21748 | 10,8259 | 10,111 | 9,47528 | 10,9588 | 12,4819 | 14,6889 | 15,7939 | 17,9768 | 14,1071
25 9,84911 | 11,4883 9,514 9,72239 | 10,521 | 11,8322 | 9,74893 | 9,98926 | 9,01225 | 8,50053 | 8,82809 | 11,5247 | 9,16572 | 8,53767 | 5,56104 | 559115 | 7,00713 | 4,55274 | 4,2083 | 5,62713 | 6,63929 | 8,28495 | 9,16352 | 8,14728
26 0,90554 | 2,14472 | 0,979316 | 1,17133 | 2,51457 | 3,45913 | 4,54046 | 3,8877 | 3,23619 | 3,41653 | 2,71197 | 3,04866 4,1721 549319 | 4,95377 | 5,50476 | 4,82701 | 5,70137 | 6,61556 | 8,65459 | 8,71322 | 7,68913 | 7,38178 | 6,09466
27 | 5,12358 | 6,75137 | 6,73173 | 556158 | 6,99485 | 5,75882 | 4,7215 | 4,47769 | 4,05249 | 4,33412 | 6,53098 | 8,82914 | 9,96761 | 10,4837 | 9,71481 | 8,86335 | 9,1478 | 9,65213 | 6,62413 | 6,83859 | 8,58652 10,421 10,5252 | 9,45793
28 3,6404 | 2,4667 2,6774 | 3,27586 | 4,12612 | 2,96298 | 4,47052 | 4,06959 | 4,33476 | 4,13272 | 3,36024 | 3,13567 | 1,86023 | 3,08206 | 4,59843 | 4,24838 | 2,64529 | 2,87808 | 3,16992 | 549307 | 4,5095 5,62726 | 4,83351 | 5,80607
29 7,24302 | 7,31943 | 9,89447 | 7,83994 | 9,85201 | 9,33371 | 10,114 | 12,3548 | 11,5653 | 11,9024 | 12,2748 | 14,4607 | 15,1737 | 14,9298 | 18,0374 | 15,0852 | 15,5992 | 17,8041 | 14,2934 | 11,1302 | 13,0724 | 13,1984 | 15,0707 | 14,7216
30 3,08627 | 3,276 4,84044 | 3,81934 | 3,4453 | 4,53507 | 4,68092 | 4,92585 | 7,19773 | 6,18039 | 6,95803 | 9,56176 | 10,0011 | 9,14389 | 8,54981 | 10,6774 | 11,7907 | 10,2657 | 9,28777 | 8,23217 | 9,32557 | 10,0023 | 9,57822 | 7,53326
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