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1 Introduccion.

De la imagen de un objeto, el cerebro humano extrae multitud de informacién. Con
el desarrollo de la automatizacién es casi obvio preguntar si es posible aprovechar esta
informaci6n en la programaci6n de maquinas (dedicadas y no dedicadas) para la asistencia
de labores tediosas y reiterativas que impliquen un ahorro de tiempo y optimizacion en
procesos industriales, cientificos, y de investigacion.

El andlisis de una imagen en el espacio, como una estructura fija o que evoluciona en
este, es una actividad que estd ligada a dos aspectos bien diferenciados: el primero de ellos
est4 relacionado con las formas visibles que la han generado o con sus propiedades fisicas,
biolégicas u otras. La segunda estd ligada al reconocimiento de la imagen o alguno de sus
detalles con el objeto de sustituir la percepcién del hombre por la de un automata.

Ninguno de estos aspectos nos da una metodologia para el andlisis de imdgenes. Asi,
la permeabilidad de un medio poroso ejemplifica el primer caso . En efecto , este fendmeno
a nivel microscépico se rige por una ecuacion de mecdnica de fluidos que poco dice con la
percepcién visual intuitiva que podamos tener al respecto. En otras palabras el
comportamiento del fluido no se puede deducir con la simple observacién que hagamos de
los espacios vacios o llenos que lo constituyen.

Algo similar sucede con el segundo aspecto, el reconocimiento de formas. Los
procesos del pensamiento humano recurren constantemente a un universo de significados que
no tienen por que tener una interpretacion geométrica de lo observado. Para nosotros es claro
que uniglii y un castillo corresponden a una misma categoria de objetos, pero jcomo resolveria
esta clasificacion un autémata?

Los criterios visuales no se prestan para las cuantificaciones requeridas por los andlisis.
Por lo tanto se require un procedimiento mds formal. Entre las formas de describir los distintos
fendmenos que se manifiestan y desarrollan su estructura en el espacio hay una que es
considerarlo como un objeto, que es lo mismo decir considerarlo como un subconjunto del
espacio vectorial en el cual se ha manifestado y definido. El método de andlisis en el cual se
fundamenta dicha concepcion se denomina MORFOLOGIA MATEMATICA.

En el area de Andlisis de imagenes digitales se cuenta, dentro de otras herramientas,
con la morfologfa matemdtica, nacido en Francia en el afio 1964 y cuyos padres son dos
académicos fisicos-matematicos del centro de matemética y geostética de la Escuela de minas
de Paris, en Fontaineblau : Juan Serra y Georges Matheron. El primero de ellos avocado al
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area de las matemdticas, mientras que el segundo se encuentra dedicado al 4drea de la fisica
de los materiales. De esta dualidad se explica las cualidades de potencialidad y simplicidad
que constituyen la teorfa desarrollada desde entonces. Dos obras publicadas han permitido la
difusién del método desarrollado en el &mbito del andlisis de imégenes : Random Sets and
Integral Geometry [G. Matheron] e Image Analysis and Mathematical Morfology [J. Serra],
publicados en Wiley-1972 y Londres-1982, respectivamente.

En términos generales la morfologia matemdtica relaciona la estructura de un objeto
definida en el espacio Euclidiano y su entorno con sus complementos en el mismo espacio,
a través de subconjuntos vectoriales definidos a priori, a los cuales se les ha llamado
"Elementos Estructurantes", es decir elementos geométricos sencillos. (Como escoger estos
elementos estructurantes ?, ;Cémo proceder a la comparacién con el objeto de estudio,
interactuar con la informacién obtenida y su posterior andlisis 7. Preguntas que necesitamos
hacer si se desea trabajar con un margen de rigurosa coherencia. La respuestas estdn en los
resultados empiricos obtenidos a partir de la experimentacion y contrastacién con resultados
validos (coherentes). Dos ejemplos, uno de ellos tomado de la ciencia de materiales y otro
de la robdtica nos permiten responder con coherencia en el 4mbito de la morfologia
matemadtica.

1.1 Los computadores potentes frente al computador estandar.

Las diferencias entre Europa y norteamerica, no se situa solamente en el plano
teérico. Por un lado el hecho de tratar de analizar el mundo microscopico hace necesario
el seguir en tiempo real los fenémenos que acontescan. Esto llevado a un andlisis mas
abstracto implica procesar una gran cantidad de informacién por unidad de tiempo,
comparado con las relaciones o informacion que nos pueda entregar una fotografia
satelital, en las cuales el procesamiento no implica un tiempo critico de respuesta. Esto
marca una diferencia en las necesidades de hardware.

Sien épocas de los afios 1965-1977 Estados Unidos no requiri6 de la explotacién
de méquinas dedicadas al andlisis, hoy la situaci6n ha cambiado, adquiriendo esta drea
un acelerado crecimiento. En dicho crecimiento la fuente de los desarrollos han sido las
numerosas investigaciones realizadas por Europa en décadas pasadas. Como hecho
comprobable, a comienzos de los afios 80 los adelantos realizados en el centro de
tratamiento fotografico de Michigan (ERIM), se descubria la morfologia matemadtica
gracias a los estudios de Stanley R. Sternberg, sin los cuales no habrfa sido posible dicho
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desarrollo. Hoy en dia, la morfologia matemitica es considerada como herramienta
fundamental en el andlisis de las ciencias naturales, en las cuales la percepcion visual
resulta fundamental.

1.2 De piedras a Picapiedras.

Por otra parte, y segiin su método, son suceptibles de cambios fisicos, lo que en
términos concretos implica una gran variedad de andlisis de formas en funcién de los
elememtos estructurantes escogidos. De esta interaccién (elemento estructurador y la
imagen en cuesti6n), se obtienen: el porcentaje de inclusién y la imagen resultante, la
cual es denominada en este caso "imagen erosionada, mds pobre que la imagen inicial,
pero dependiendo la naturaleza de esta dltima del experimentador, en funcién de lo que
queramos poner de manifiesto. Una aplicacién de gran atractivo visual resultan los
procesos de animacién como los desarrollados por la empresa Silicon-Graphics, gracias
a la tecnologfa RISC, en la cual se puede procesar en tiempo real la filmacion (sefial de
video) de una persona y obtener por pantalla en forma simultinea personajes tan
conocidos como "Pedro Picapiedra”, pero si no se dispone de este tipo de tecnologia y
contando con algoritmos eficientes se pueden obtener resultados comolos que se observan
en las figuras Nos 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4, en las cuales fueron aplicadas en forma reiterativas
elementos estructuradores definidos apriori para tal efecto.

Figura No 1.1
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Figura No 1.2

Figura No 1.3

Figura No 1.4
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1.3 El analizador de textura: Un caballo de Troya notable.

Una aplicacién particular de la morfologia y de gran interés es el andlisis de
texturas. El punto de partida: el instituto de siderurgia (IRSD), en 1964, tiempo en el
cual Juan Serra evaluaba la calidad de los diversos minerales de hierro en funci6n de
sus respectivas texturas microscopicas. En cuanto se formalizaron las primeras nociones
tericas se hizo necesario un sistema electrénico capaz de procesar las nociones
conjuntistas partiendo de las imdgenes adquiridas por el microscopio. En 1970 la
Repiiblica Federal de Alemania, adquiri los derechos de este "analizador de texturas",
y lo viene comercializando desde 1973 con el nombre de TAS. Este analizador a
evolucionado notablemente combinado con el desarrollo de nuevas tecnologfas y el
desarrollo de nuevas transformadas morfolégicas. Hoy en dia no sélo es el sistema de
an4lisis de imdgenes microscépicas mds importante de Francia sino que a servido como
un verdadero caballo de Troya para introducir la morfologfa matemdtica en todas las
latitudes.

Estos analizadores de texturas estdn constituidos por una cantidad considerable
de entradas, una administracién éptima de memoria y un nimero adecuado de
procesadores que efectdan alrededor de 50 operaciones morfolGgicas por segundo. Por
supuesto esta no es la tinica tecnologfa disponible, con el desarrollo de la computacion
alcanzados hoy, el uso de mdquinas especializadas no es indespensable para la aplicacion
de estos algoritmos, de los cuales ya existen librerias para computadores convencionales.

1.4 La percepcion como transformacion.

Los elementos estructuradores han servido a través de estos ejemplos como
medidas interpretables en términos cuantificables; ahora nos servirdn como
transformadas de imdgenes segin un método plenamente determinista. Si antes se
establecen relaciones entre propiedades y estructuras, ahora se trata de reconocer su
forma. En en el caso de una imagen binaria, en la que cada punto pertenece 0 no a una
estructura del objeto a analizar en perspectiva y que comprende partes con distintos
matices de gris. Aquf el factor tiempo marcard una diferencia, si se desea una inspeccion
breve no se podréd contar con algoritmos cuya ejecucion demore un tiempo largo. Una
aplicacién es la automatizacién industrial desarrollado por S.R. Sternberg de la
universidad de Michigan , quien lo implementé en una importante industria
automovilfstica. Una cémara de video adquirfa informacién sobre una correa
transportadora de cajas de transmision, suministrando imdgenes del fondo de estas.
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El constructor deseaba verificar si dos retenes determinados (Figura No 1.5) se
encontraban en su sitio o no. Este problema resulta inmediato para un ser humano, pero
no es un problema trivial si se desesa programar un autémata para tales efectos. (Cémo
soluciona este tipo de problemas la morfologfa matemdtica?. Paraeste efecto se considera
la imagen inicial (Fig No 1.6) como un conjunto . Basta, a tal fin, afiadir un eje
perpendicular al conjunto anteriormente definido en R2 (bidimensional), con el objeto
que represente la informacién de los tonos de grices por pixel. Asi a todo punto de la
imagen posee un valor para el eje perpendicular y mayor serd su valor mientras mayor
luminosidad posea. Desde el punto de vista geométrico el conjunto de estos compomentes
corresponde a la superficie o relieve de la imagen a ser analizada, siendo el conjunto
objeto del andlisis los puntos que estdn por debajo de dicho relieve (bitmap). Despu€s
de una secuencia de transformadas (Figuras 1.5 a la 1.10) se obtiene respuesta a la
presencia o no presencia de los retenes.

Una vez definido el peso por punto del bitmap (nivel de gris), as{ mayor serd su
altura a menor tono de gris, en consecuencia el negro tendrd el valor minimo de la paleta
soportada por el monitor (Fig 1.5), ahora imagenémonos que hacemos pasar por esta
superficie una bola de un radio dado y que son eliminadas todas las dreas donde la bola
no alcanza llegar, esto es las fisuras mds claras al entorno inmediato, como se aprecian
en la figura No 1.6, este criterio se define como filtrado morfolégico. Eliminando una
serie de detalles como una etapa intermediaentre filtrado morfolégico y erosion se obtiene
la imagen de la figura 1.7. Al término del andlisis dos marcadores indican la presencia
de los dos retenes en cuestién Figura 1.8, como la ausencia de dichos retenes (Figura No
1.9). En la figura 1.10 se aprecia la ausencia de unos de los retenes que se estdn siendo

revisados. El tratamientoen su totalidad a durado s6lo dos segundos, usando procesadores
rdpidos y de costo mayor a los comunes.

Figura 1.5
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Figura 1.9
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Figura 1.10

El concepto de filtrado resulta ya algo cotidiano para técnicos y cientificos. Sin
embargo el proceso de filtrado morfolGgico es diferente por naturaleza a los conceptos
tradicionales ya existentes, sin perder por esto el grado de atractivo en su simplicidad.

1.5 Una extensa gama de aplicaciones.

Después de larevision de algunos ejemplos es bueno tratar de distinguir los limites
de accién para la morfologia matemdtica, ;sobre que fenémenos es realmente aplicable?.
Esta respuesta no es muy clara, ya que esta herramienta es un conjunto de teorias en
desarrollo, siendo su potencialidad una funcién en términos de resultados positivos a una
gama muy extensa de posibles fenémenos a los que se pueda ver enfrentado. Esta
herramienta fue concebida inicialmente para estudiar y resolver problemas de
microscopia 6ptica. En este campo, la biologia representa el estudio de los tejidos y
células (FiguraNo 1.11), y en laciencia de materiales el estudio de los metales, aleaciones,
rocas, polvos y medios porosos.

Figura No 1.11
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En histologfa la morfologia matemdtica permite precisar el tipo de relaciones
existentes entre las fibras rdpidas y las lentas y el tejido sostén, constituyentes de los
misculos largos (Figura No 1.12). En la figura superior construida a partir del corte de
la figura inferior, las fibras lentas y rdpidas aparecen en tonos claros y oscuros
respectivamente. El estudio detallado de esta particion desarrollado por el INRA en
Francia ha supuesto una importante ayuda al diagndstico de las miopatias ©
degeneraciones de estos misculos.

Figura No 1.12.

Fuera del campo de la microscopfa y de la automatizacion robotica, la
morfologia matemdtica se presta preferentcmente,%ﬁ andlisis que norequierany vinculen
demasiados significados para la percepcién humana. Su légica geométrica se veria
en problemas si se aplicase a la percepcién de un grafélogo, por ejemplo, siendo una
herramienta de gran utilidad en estructuras como la obtenida en una electrofdresis (Figura
No 1.13).

W, i L

o — v — —-——

A

Figura No 1.13.
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La electroféresis bidgmensional es un método de separacion de proteinas,
previamente extrafdas de un tejido, al ser sometida a campos eléctricos perpendiculares
entre sf. La distribucién de estas macromoléculas, segiin su peso y su potencial eléctrico
presenta  caracterfsicas andlogas en individuos emparentados (figura No 1.13). La
interpretacin de una electroféresis requiere del aislamiento de cada unade estas proteinas
y el estudio de su situacién en el plano y sus relaciones de vencidad (figura No 1.14). Un
tratamiento morfolégico desarrollado por Serge Beucher de la Escuela de Minas de Parfs
e implementado en el analizador LEITZ-TAS efectia esta tarea en forma automadtica,
siendo su tiempo de ejecucién mucho menor que los empleados por los métodos
tradicionales.

Figura No 1.14.

Otro campo de interés es el de la teledeteccion. En este campo se han diseiiado
satélites de propdsitos especificos como el SPOT construido en Francia (1984). En el
Spot las imdgenes son adquiridas en tres bandas espectrales (de 0.51 a 0.58[pum], 0.63
a2 0.69[pum] y de 0.79 a 0.89[pm]) en modo multiespectral, con un pixel de 20x20 [m] y
de una tnica banda espectral se 0.52 a 0.72 [pm], en modo policromdtico con un pixel
de 10 x 10 [m]. Los objetivos del satélite Spot se centran en el conocimiento, inventario,
vigilancia y gestién de los recursos terrestres. Para tales efectos se disefian simulaciones
de estas imdgenes. En la figura superior se tiene la adquisicién de un valle en la cuidad
de Garona. La morfologfa matemdtica contribuye a la interpretacién automatizada de
dichas imdgenes contrastadas posteriormente con las simulaciones, obteniendose un alto
porcentaje de inclusiones segdn elementos estructuradores predefinidos para tal efecto.
Parael desarrollo de estas interpretaciones se tratan las entidades conexas como conjuntos
de pixeles estandarizados que facilitan el andlisis con elementos vecinos también
estandarizados.
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Figura No 1.15.

Debe hacerse notar que, fuera de los ejemplos presentados, la morfologia
matemdtica es aplicable a espacios matemdticos diferentes, tales como: reticulos de
puntos, campo de vectores, espacios no euclidianos, planos bidemensionales, etc. Tal
como se ha presentado la morfologfa, pareciera ser autoconsistente, aislada de diciplinas
vecinas. En su historia contempordnea, comenzando por los afios sesenta y con el
explosivo desarrollo tecnol6gico, su manifestacién en Europa y Estados Unidos fue
diferente, por lo menos en lo que a andlisis de imdgenes digitales se refiere. En Estados
Unidos fue la NASA, la que determiné las pautas en el campo de la investigacion
americana. En Europa, si bien carecfan de la industria aeroespacial, también se vio
enfrentada a el tratamiento de ciencias tradicionalmente cualitativas.

De aquien adelante fuedesarrollado un avance sistematico, hasta la construccion
de los primeros analizadores automdticos de imdgenes (los quantiments). Era obvio
que los resultados obtenidos en ambos continentes fueran divergentes. En microscopia
Gptica, los objetos suelen recortar el espacio en "fase": los granos y poros de una roca,
nicleo y citoplasma de una célula, etc.; se trata de imdgenes bastantes contrastadas
con respecto a las imdgenes de fotograffa aéreas. De ello la concepcion fundamental de
la morfologia modelada como un conjunto en su nocién bdsica, y que se considere
el espacio bidemensional como un subconjunto del espacio trid¢mensional. Asi la
morfologia confiere una gran ponderancia a los conceptos de "médximo y minimo",
mientras en Estados Unidos se tendfa por los cdlculos numéricos. Por otra parte el uso
constante del microscopio hace el modelamiento del mundo a objetos una consecuencia
natural. Mientras el uso de adquisiciones satelitales hace tender al riguroso andlisis
algebraico, aplicado al uso de mallas de puntos, grdficos o matrices.

Morfologia Matemadtica. Pagina 11



1.6 Una historia de piedras.

La explotaci6n de minerales y su refinamiento es una actividad mds importante
de lo que pudiera parecer a primera vista. En un pafs con una buena ley de suelos el costo
enenergfa eléctrica podria alcanzar aun 5% de laenergfa total en los procesos productivos
del pafs, por lo tanto la optimizacion en dichos procesos resulta de una gran importancia.
Comenzando con los trituradores y laroca a triturar deteniendo el proceso en el momento
adecuado, disefiando trituradores en serie, etc. Para controlar estos procesos, es necesario
examinar el resultado al final de cada etapa, determinando el tamaifio exacto de lo
desmenuzado y sobre todo la textura precisa de la roca triturada.

Al efecto se realiza una inclusién de las muestras del producto que sale del
triturador en una resina polimerizante; de dicha inclusién se obtiene un corte plano, que
acto seguido se pulimenta, como se observa en la figura No 8. El objetivo es elaborar un
modelo descriptivo de estas secciones planas bajo la suposicién de que los granos de la
roca son triturados en cada choque por dos planos paralelos muy proximos entre si. De
este modo el espacio ocupado por la muestra analizada resulta determinda por rupturas
(lineas) paralelas, cuya posicién y orientacion se disponen en forma aleatoria. Una
simulacion de esta muestra es el que se muestra en la figura No 1.17, en la cual se observa
un cierto valor estético, en el cual quedan definidos pequefios poligonos que
estadisticamente corresponden a la muestra de la figura No 1.16, asi es posible el
reconocimiento y andlisis de formas y tamaiios, a través de la medida de su superficie.

Figura No 1.16.

Comprobar este modelo con la realidad se reduce a verificar si la distribucién de
tallas y formas dentro de este "pavimento” de la figura No 1.17 previsto tedricamente
coincide estadisticamente con la muestra obtenida. ;Pero como establecer en la prictica
este nivel de coincidencia? ;jHabrfa que tomar cada una de las particulas minerales, de
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las que hay millones, y compararlas con todos los millones de particulas teoricamente
posibles?. Aquf la morfologfa matemética opta por definir elementos "estructuradores”
que pueden ser circulos, pares de puntos, etc. Si escogemos por ejemplo un circulo como
elemento estructurante y desplazamos dicho elemento sobre la imagen a analizar
podremos verificar la inclusién de este elemento en esta.

| AT 8 4R
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Figura No 1.17.

La proporci6n de inclusién en la imagen se denominard porcentaje de inclusion.
Podemos posteriormente, segiin nos convenga, modificar el elemento estructurador
obteniendo distintos porcentajes de inclusion en forma reiterativa, y asf llegar a la
contrastacién de el modelo teérico definido a priori con la muestra real del mineral. La
bondad de esta comparacién serd mejor tantas muestras o elementos estructurantes
empleamos sobre la imagen analizada (en la préctica un par de decenas).

Gracias a este ejemplo queda de manifiesto la naturaleza de la morfologia
matematica. Se trata de una teoria conjuntista, en el sentido en que se fundamentan dichas
inclusiones son intersecciones, uniones y desplazamientos en vez de sumas y
multiplicaciones.
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2 Morfologia matematica.

2.1 Notaciones

En este capitulo, se formalizan las notaciones matematicas empleadas y las
definiciones morfolGgicas necesarias para el desarrollo de los algoritmos y su posterior
andlisis.

Conjunto de todos los enteros:

Z

Arreglo bidimensional de vectores :
2

Z

Subconjuntos de ZZ,

A,B,C,X,)Y,...

Conjunto vacio :

%]

Transformada de X por f3:

BX)

Vectores de —2
Z

a,D:C%: Y«
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x pertenciente a X :

xe X

X no perteneciente a X :

xe¢ X
X es subconjuntode Y :

xXc¥r

X es subconjunto impropio de Y :
XcY
Conjunto intersecciénde X e Y :

XY

Conjunto unién de X e Y :

XuY

Subtraccién de Minkowski de X por Y :

X0OY
Adicién de X por Y :

X®Y

Morfologia Matemdtica. Pdgina 15



Erosién de X por Y :

XOY

Dilatacién de X por Y :

XY

Transformada hit/miss de X por Y :

X®Y

Bordede S :

oS

Interiorde S :

S

Complemento de X respecto a ZZ:
Xe©

Conjunto diferenciaentre X e Y :

XY =(X°UY)

Convergencia secuencial monétona de Xi para valores de X :
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X;vX

Reflecci6n de X respecto al origen :

—X = -x € X.

Conjuntos de vectores que satisfacen la propiedad P :
{x:P}

Traslacién de vector x por el vector b :

X,

Unién de las traslaciones de X
b .

U, € BX,
Interseccidn de las traslaciones de X,:
b .

N, € BX,

Rotacién de X por i x90°:

pi(X)
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2.2 Operadores Morfologicos Erosion y Dilatacion.

Una imagen digital binaria estd representada por un conjunto de puntos llamados
pixeles,los cuales se definen pertenecientes a S. Una transformacién morfolégica X
sobre una imagen se define como una nueva imagen, obtenida a partir de la imagen
original sobre la cual se proces6 un elemento estructurante. Todos las operaciones
morfolGgicas aplicadas se basan en la adicién y subtraccién de Minkowski, las cuales
estan definidas como :

(1]
XOT={a+baecX,beT}=u,c TX,

(2]
XOT=X‘®T) =n, €T,

Cabe hacer notar la dualidad existente entre la adicién y subtraccion de
Minkowski.

La erosién y dilatacién morfolgicas son definidas desde un punto de vista
geométrico, previa existencia de elementos estructuradores, los cuales son aplicados
en las figuras de andlisis iniciales. Asf la erosion estd definida matemdticamente por
el conjunto de puntos x los cuales sumados vectorialmente con el conjunto T dan un
conjunto solucién Tx, el cual debe ser conjunto impropio de X, notacionalmente queda
expresado como:

(3]

XOT={xT,cX}=n,¢eTX,

De las definiciones dadas, se deduce que la subtraccion de Minkowski y la
erosién convergen a un mismo conjunto para elementos estructuradores nulos (T={0,0}).
Asi la dilatacién estd definida como el conjunto reusultante de: los puntos x tales que el
conjunto Tx es unido con el conjunto X, notacionalmente queda expresado como:
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(4]

X®T={xT,nX 23} =u, € TX,

Examinando la erosién y dilatacién un poco més profundo se tiene que dado
dos conjuntos A y B, definidos por sus elementos :

A ={ al,a2.23,a4.85 .00 00000 ,an}y

B ={ 11,b2.b3.b4,b5;ccecnscc0ime ,bn} ,

entonces ladilatacién de A por B estard dada por el conjunto de todos los posibles
pares de elementos de la suma vectorial ai + bi pertenencientes al conjunto solucién C.

Lo anterior queda definido como sigue :

Defenicién 1: Sea A y B subconjuntos de E , la dilatacién de A por B estd
definido por :

[5]
C=A®B={ceE"/c=a+b}

con a perteneciente A y b perteneciente B. Como ejemplo se define dos conjuntos
vectoriales ;

A=((0.1),(1,1),2D),22),30) )y

B ={(0,0),(0,1))

as{ el conjunto solucién estd dado por :

C = ((0,1),0,2),(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,0),(3, 1)},

esto queda representado como lo muestra la figura No 2.1 :

Morfologia Matematica. Pdgina 19



B
~ e .i.
' o
a LR
LN ] e8| 0
] LN
A AeB

Figura No 2.1

2.2.1 Propiedades de la dilatacion morfolégica.

La dilatacién morfoldgica es simétrica con respecto a sus operadores, asi s
establece la conmutatividad para la erosion morfolégica.

(6]

AD®B=B®A

En el desarrollo de los algoritmos de gestion los operandos son claramente
identificados segiin los propésitos e intereses en el andlisis, asi el conjunto A es
definido como la '"imagen de entrada" y el conjunto B como el "elemento
estructurador”. Asf en el propésito de erosi6n laimagen A serd erosionada por
el elemento estructurador B. Como es légico suponer existen distintos grupos de
operadores morfoldgicos, lo cual es motivo de estudio en un capitulo posterior, sin
embargo se tiene un claro criterio al tomar un disco como elemento estructurante,
ya que este actia en forma isotrépica en la imagen de entrada, siendo vilido dicho
criterio para la dilatacién y erosién morfolégica.
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Asf la dilatacién de la imagen A por un elemento estructurador D puede ser
expresado como, la iteracién de dos elementos B y C, estableciendo asi la
asociatividad en la operacién de erosion.

(7]
ADD=ADBDC)=ASB)DC

Esta propiedad tiene especial interés dado que el elemento estructurador D
puede ser definido por la erosién de dos elementos estructuradores B y C. Esta
propiedad representa un ahorro en el costo computacional debido a que el conjunto
D definido como la dilatacién de B y C serd conjunto impropio de D, siendo el
ntimero de elementos de D, B y C Nd, Nb y Nc respectivamente, asf Nd>Nb y
Nd>Nc, por lo tanto el nimero de operaciones resultantes serd de Na*Nd, lo cual
puede ser un ahorro considerable con respecto a Na*(Nb+Nc), si las dimensiones
de los conjuntos A, B y C es muy grande.

Silos algoritmos de desarrollode la dilatacion se basan en barridos de pantalla
(del tipo VGA 640x480) utilizando computadores a 16 Mhz, la dilatacion por un
elemento estructurador D (de dimensiones 5x5), podria tomar un tiempo de 7 seg.
aproximadamente. Como contrapartida, si se considera la dilatacion por dos
elementos estructuradores B y C de dimensiones (3x3) y (2x2) respectivamente, la
ejecuciéon de dilatacién tomard un tiempo de 14 seg. aproximadamente.
Matemiticamente la diferencia en el orden de magnitud entre las dimensiones de 7
y 14 es despreciable, sin embargo computacionalmente la dilatacion de una imagen
de entrada por dos elementos estructuradores v/s la dilatacién por un s6lo elememto
implica necesariamente barrer la pantalla por cada elemento estructurador, por lo
tanto si la operacién se define en base a "n" elementos estructuradores, la ineficiencia
del algoritmo en términos de tiempo serd del (n-1)*100%.

Una alternativa de caracter matemdtico para solventar dicha ineficiencia, es
redefinir la dilatacién como la traslacién de A en términos del elemento
estructurador.

Definicién 2: Sea A un subconjunto de E3 y x perteneciente a E3, la traslacion
de A por x se denota por (A)x y estd definido por :
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(8]
(A),={C € E"'lc =a+x,Va € A}

asf la dilataci6n de A por B se puede definir como la unién de la traslacion
de A por los elementos de B.

(9]

A®B=u, € BA,

Esta definicién puede ser comprobada por inspeccion al suponer una
imagen de entrada A cualquiera, y un elemento estructurador de un tinico elemento
(xi,yi), obteniendo como resultado la imagen de entrada A trasladada en las
cordenadas (axi+xi , ayi+yi). La definici6n de la traslacion de la imagen de entrada
nos da las herramientas necesarias para enunciar la propiedad de Traslacion
Invariante de la Dilatacién "Si se dilata la imagen de entrada (A)x (A dilatada por
el elemento x) por el elemento estructurador B, se tendrd como conjunto solucion
la dilatacién de A por B trasladada por el elemento x. Lo anterior queda expresado
como:

[10]
A, ®B=(A®B),

Como se ha visto, los operadores morfoldgicos se pueden definir como la
iteracién de dilataciones de conjuntos impropios de estos, de aqui se deduce el
siguiente corolario a partir de [10] :

[11]

A®B,®B,®...®(Bn),®...®Bp =
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(A®B,®B,®...®Bn)d...OBp),

De la proposicién anterior se puede deducir que si se dilata una imagen de
entrada por un elemento estructurante no nulo x, seguidamente se dilata por un
elemento no nulo y, donde se cumple que x = -y, el conjunto solucidn serd la misma
imagen de entrada. Lo anterior queda expresado como sigue :

(12]
A,®B_,=A®B

empleando un criterio similar al usado en [11] se puede deducir
que :

[13]

A ®B ®B,®...®Bn)_,®...0Bp =

A®B ®B,®.. ®Bn)®...0OBp=

La dilatacién es necesariamente extensiva cuando el origen pertanece al
elemento estructurante, asf el conjunto solucién esta dado por todos los vectores
ai+bi , incluyendo en origen (vector nulo).

Comoejemplodeloanteriorseilustraenlafigura No2.2 el conjunto solucién
de la dilatacién de la imagen de entrada A por el elemento estructurador B el cual
no contiene al vector nulo y sus elementos son reflejados con respecto al origen.
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De la situacién anterior se deduce el corolario siguiente:

Corolario 14:

(14]

Si0e B,=B, € B,®B,®...®B,

Proposicién 15: Si dos conjuntos A y B son erosionados en forma
independiente por el mismo elemento estructurador D y se determina que A es
subconjunto impropio de B, el conjunto solucién de la dilatacién de A por D serd
conjunto impropio de el conjunto solucién de B dilatado por D. Lo anterior se resume

como sigue:

(15]

AcB=A®DcB®D

De la proposicién anterior y aplicando la propiedad conmutativa se obtiene:

[16]

AcB=D®AcCD ®B

2.2.1.1 Ley de Distributividad de la dilatacion.
La distributividad de la dilatacién de sobre la interseccién

de conjuntos estd dada por:
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[17] Proposicion :
AD®BNC)=(ADB)NA ®C)

En forma andloga se tiene la distributividad sobre la unién de conjuntos:

[ 18] Proposicion:
A®BUC)=A®B)UA ®C)

Aplicando los criterios y definiciones de [15] en forma conjunta a
la propiedad distributiva de la dilatacién en la unién e interseccion de conjuntos
morfolGgicos se establece que :

[19] Proposicién
ADBUC)CcAD®B)LVADC)
Proposicién 20 :
ADBNC)cADB)NADC)

La propiedad de la distribitividad de la dilatacién sobre la unién e
interseccién, es de real importancia ya que computacionalmente permite un
ahorro en el tiempo de procesamiento en la ejecucién de dilataciones de
elementos estructuradores sobre imégenes de entrada definidas por una
cardinalidad no despreciable. As{ un elemento estructurador se puede
descomponer en un nimero reducido de subconjuntos los cuales podrian ser
pensados como el limite de la figura que describe tal elemento estructurador,
de este modo, junto con expresar la dilatacién como una union de dilataciones,
el mismo nimero de dilataciones se puede reducir a un nimero tal que el
conjunto de vectores descriptores de el elemento estructurador describa o
incorpore a los vectores de la periferia. La figura No 2.3 ejemplifica la situacion
anterior :
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Figura No 2.3

2.2.2 La erosion y sus propiedades.

La erosion es definida como el dual morfoldgico la dilatacion. Si se define
una imagen de entrada A, sobre la cual se erosionard un elemento estructurador B,
el conjunto solucién de dicha tranformacién quedard definido como todo vector
x perteneciente al espacio n-euclidiano tal que x+b debe pertenecer a A para todo
b perteneciente a B. Lo anterior queda sintetizado como sigue :

[21] Proposicion

AOB={xeE"x+be AAb e B}

Si definimos como ejemplo al conjunto A como :
A = { (1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1)}
y al conjunto B como :

B = {(0,0),(0,1) }, el conjunto solucién correspondiente a la
erosion de A por B esta dada por :

C=A06B={0,1),(,1),(1,2),(1,3),(1,4)}
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La erosién morfolgica también se puede definir como el conjunto
de todos los vectores diferencia entre Ay B, asi:

(22]

AOB={xecE"lbe B=ac Alx=a—b}

La utilidad de la erosién es apreciada cuando es empleada para expresar
unadiferenciade formas. Asfla erosién de unaimagen de entrada A por unelemento
estructurador B es el conjunto de todos los vectores x pertenecientes a E3 tales que
trasladados de B estdn contenidos en A. De esta definicion se deduce que un
elemento del conjunto solucién xi dilatado por el conjunto estructurador da
por resultado un subconjunto de A. Lo anterior queda expresado como:

[23]
AOB={xe E"(B),cA}

el efecto de erosionar una imagen de entrada A por un elemento
estructurador B se puede visualizar en la figura No 2.4.

8

A Ae B

Figura No 2.4
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Existe una diferencia entre las definiciones de la subtraccion de Minkowski
y la erosién morfol6gica, la primera define la traslacion de todos los puntos de A
por B, mientras la segunda ofrece una suerte de restriccion al admitir s6lo elementos
que pertenezcan a la imagen de entrada. Asf la erosi6n de A por B se redefine como
la traslacién de A por todos los bi pertenecientes a B intersectados por el conjunto
A.

[24] Proposicion :
A©B=n, € B(A),

La figura No 2.5 define una figura de entrada A y un elemento estructurador
B con el cual se erosionard la figura A. Para este efecto la figura A a sido trasladada
por todos los elementos de B, teniendo un nimero n de conjuntos soluciones (solo
de traslaci6n) y el conjunto solucién correspondiente a la erosionde A por B estard
dada por las intersecciones de todos los conjuntos soluciones de traslacion antes
mencionados.
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[25] Proposicién :

Si0e B=>A0©OBCA

Por inspeccién se deduce, aplicando la definicion de erosion, que al no estar
contenido el origen en el elemento estructurador, el conjunto solucién de la erosion
de A por B no tendrd nada en comiin con la imagen de entrada A. La figura No 2.6
ejemplifica lo anterior.
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Proposicién 26 : La invariancia de traslacién.

Si la imagen de entrada es trasladada por un vector x, el conjunto solucién
correspondiente a la erosién de A por B, estard desplazado por el vector x. As{ si
el elemento estructurador estd desplazado por un vector x, el conjunto solucién
correspondiente a la erosién de A por B, estard desplazado por el vector -x. Lo
anterior queda expresado como sigue :

[26]
A, ©B=(AOB),,

[27]
A©B_,=(AOB),,

Proposicién 28 : Si la imagen de entrada A estd contenida en la imagen B,
entonces la erosién del elemento A por un elemento K estard contenida en laerosion
de B por un elemento K. Lo anterior queda sintetizado como sigue:

(28]

AcB=(AOK)c(BOK)
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Figura No 2.7

Proposicién 29 : Si A es subconjunto impropiode B, y la figura de entrada
A es usado como elemento estructurador sobre una imagen D, y el elemento
estructurador erosiona a una imagen de entrada D ; el conjunto solucion
correspondiente a la erosién de A por D serd conjunto impropio del conjunto

solucién correspondiente a la erosién de D por B. Lo anterior queda expresado
como sigue :

[29]

Bcx®©A=DO6A)c(D O©B)

La figura No 2.8 ejemplifica la proposici6n anterior :
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La estructura de laerosiény dilatacién es similar en cuanto ala dualidad
existente. Esta dualidad es aplicable a operaciones de uni6n e interseccion
morfolégica. Un ejemplo de ello se aprecia en las leyes de Morgan, donde se
define las operaciones de complemento de un elemento estructurante y/o imagen
de entrada.

[30]
(AUB) =A“NB°

Morfolégicamente la negacién de un conjunto o vector es considerado
como el inverso geométrico con respecto al vector nulo (centro geométrico del
sistema de coordenadas). Este inverso geométrico es llamado "refleccion” de X
con respecto al origen.

Definicién 31 : Sea B subconjunto impropio de E3. La refleccién de B es
denotada por B y estd definido por :
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[31]
B ={x/3b € B,x =—b}

La refleccién de B con respecto al origen es definido también como B
transpuesto o el transpuesto de B.

[32] Teorema de Dualidad erosi6n dilacion
(AOB) =A°“®B°

La figura No 2.9 ejemplifica lo sefialado anteriormente.
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[33] Proposici6n: La distributividad de la erosién sobre la interseccién .
(ANB)OK =(A ©K)N(B ©K)

La figura No 2.10 muestra la distributibidad de la erosi6n sobre la
interseccion.
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Figura No 2.10
[34] Proposicién : La unién de las erosiones de A por K'y B por K, serd

subconjunto impropio de la erosién de K por la unién de A por B. Lo anterior queda
expresado como sigue :

(AOK)N(B OK)c(AUB)OK
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La figura No 2.11 ejemplifica la proposicién anterior :
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Figura No 2.11
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[35] Proposicién : Por la naturaleza restrictiva de la definicion de erosion
esta transformada morfolégica no cumple con la propiedad conmutativa, es decir

(A©B)#(B©A)

asf la distributividad de la erosién sobre la uni6n se restringe a la
identificacién de cuales serdn los elementos estructuradores y cuales serdn las
imdgenes de entrada.

A©BUC)=A OB)NA OC)

La figura No 2.12 ejemplifica la proposicién anterior :

4

A AQ B
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La relevancia practica de esta proposicién reside en como desarrollar los
algoritmos para el tratamiento de imagenes, asf se debe considerar cuales serdn los
elementos estructuradores y su posible descomposicién o también como una posible
iteracién de elementos estructuradores sobre una imagen de entrada , basados en la
unién del elemento estructurante n con el elemento estructurante n-1.

Proposicién 36 : La uni6n de los conjuntos soluciones dados por las

erosiones de A por B y A por c serd subconjunto impropio de la erosion de la imagen
de entrada A por la unién de B por C. Lo anterior queda expresado como sigue :

[36]
(AOB)UAOC)cAOBNC)

La proposicién anterior queda representada por la figura No 2:13

AecC (AeB)u(AecC)

Ag(BnC)

Figura No 2.13
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Proposicién 37 : Con respecto a la descomposicion de los elementos
estructuradores se tiene comoreglaexpresar unaerosion de unelemento de entrada
A por K como una erosién de un elemento de entrada A por la suma de subconjuntos
determinantes de K. Asf si el elemento estructurador K estd determinado por la

dilatacién de los subconjuntos B y C, se tiene que la erosién quedard expresada
como:

[37]
AOK=AOB®C)

Proposicién 38: En la optimizacion de el tiempo de ejecucion involucrado
por una erosién, segtin [37], se puede expresar el elemento estructurador como la
dilatacién de dos subconjuntos, asi el algoritmo de erosién puede ser disefiado o
implementado en dos etapas que consideren erosiones de orden de magnitud
pequefia en comparacion con la primera , por ejemplo si se tiene:

[38]
AOB®C)=(AOB)OC

la optimizacién en el tiempo de ejecucién se hard razonablemente
considerable si el orden de magnitud de los conjuntos involucrados en el proceso
de erosi6n es grande (entendiendo por conjunto grande a un conjunto de entrada
con cardinalidad superior a los cien vectores descriptores y un conjunto

estructurador con cardinalidad superior a los diez elementos © vectores
descriptores).

Corolario 39 : De la proposicién 38 se puede extender ladescomposicion
de el elemento estructurador a una suma de k subconjuntos deterministas de K,
asf la erosién de A por K quedard determinada por :

[39]

AOB,®..®B)=(...A©B)O..0B)
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Proposici6n 40: Revisando las precedencias de la erosion y dilatacion de las
dos proposiciénes anteriores [38] y [39] no se obtiene una igualdad en términos de
prioridades, asf en este sentido el desarrollo de la erosién prioritariamente ante la
dilatacién establece una inclusién del desarrollo de la dilatacién prioritaria ante la
erosién. Lo anterior queda expresado como sigue:

[40]
A®DBOC)cA®B)OC

La figura No 2.14 muestra el desarrollo de esta inclusion
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Figura No 2.14

Siendo la dilatacién y erosién de caracter dual, no podemos suponer que la
cancelaci6n conjuntista (matemdtica) sea técnicamente correcta. Por ejemplo si una

imagen de entrada A puede ser expresada como la erosion de dos conjuntos B y
C , notacionalmente como :

A=BOC
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podrfamos suponer que dilatando en ambos miembros de la igualdad, por el
conjunto C llegarfamos a una igualdad del tipo A [+] C =B, sin embargo por ser
conjuntos de tipo morfol6gicos existe una mantencidn en la relacién de formas

que obedece al siguiente criterio:

Proposicién 41 : Una imagen de entrada A serd subconjunto impropio de el
conjunto resultante de la erosién de B por C si y solo si la  dilatacion de A por
C es subconjunto impropio de B. Lo anterior queda sintetizado notacionalmente

como sigue :

[41]
Ac(BOC)= A DC)CB

Corolario 42 : Como corolario de la proposicién anterior se generaliza
que una imagen de entrada serd conjunto impropio de B erosionado por una
secuencia de conjuntos Ck siy s6lo si laimagen de entrada A dilatada por una
cadena de conjuntos Ck es subconjunto impropio de B. Lo anterior queda
notacionalmente expresado como :

[42]

Ac(..(BOC,.)OC,&

(.A®C,®..)®C,CB

2.3 Operadores de Apertura y clausura.

En el procesamiento de imdgenes binarias es practicamente imposible encontrar
que una imagen de entrada o imagen objeto sea procesada solamente por operadores
de erosién u operadores de dilatacién, salvo situaciones de caracter demostrativos . Asi
en la mayorfa de los andlisis se encuentran aplicaciones simultdneas y alternadas de
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los operadores morofolégicos vistos en los capitulos —anteriores. Ejemplo de ello
son iteraciones de dilataciones donde el conjunto solucién es erosionado o
iteraciones de erosiones donde el conjunto solucién es dilatado.

En casos particulares en los cuales se desea destacar o eliminar caracteristicas
particulares de una imagen objeto sin distorsionar la interpretacién morfolégica de esta
_entendiendose por significancia o interpretacién morfolégica el "mensaje” intrinseco
de la imagen, asf cuando nuestra imagen de andlisis sea un cuadrado y no queramos
afectar su interpretacién morfolégica nos preocuparemos que en las iteraciones
que efectuemos con los operadores morfoldgicos —bajo distintos elementos
estructuradores, laimagen inicial siga interpretando un cuadrado y no una circunferencia.

Como es obvio deducir el lazo de control estd implementado "a priori” siendo el
actuador de este lazo nuestra interpretacién de cuadrado con respecto a una
circunferencia. Siendo el margen de error pequefio se podrdn establecer criterios para
el andlisis de formas. Asf dentro de las implementaciones de "a pares" de los operadores
morfolégicos ya vistos se han definido dos operadores morfolégicos de caracter
secundarios, tomando como base las definiciones de erosién y dilatacién y las
propiedades que a estos los rigen.

Proposicién 43 : Dado una imagen de entrada A y un elemento estructurador
K, se define como apertura morfoldgica al conjunto solucién de la erosién de A por
K , dilatado por K. Notacionalmente lo anterior queda expresado como :

(43]
A[®IK =(A OK)®K

Proposicién 44 : Dada una imagen de entrada A y un elemento estructurador
K, se define como clausura morfolégica al conjunto solucién de la dilatacion de A
por K , erosionado por K. Notacionalmente lo anterior queda expresado como :

(44]

A[OVK =(A ®K)OK
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La caracter{stica de estas transformaciénes es que son idempotentes, es decir
la aplicacién reiterativa de estas trasformadas sobre el conjunto solucién anterior no
aporta cambios morfolGgicos en cuanto a su interpretacién se refiere. Asi, si deseamos
transformar o aplicar la apertura morfolégica a una imagen de entrada utilizando un
disco como elemento estructurador se obtendrd como resultado la eliminacién de islotes
o puntas aguzadas y quiebres de istmos angostos. Si aplicamos la transformada de
clausura sobre la imagen de entrada empleando el mismo elemento estructurador
obtendremos los alargamientos de golfos y el desaparimiento de pequefios vacfos y/o
lagunas internas de nuestra imagen de entrada .

Una vez aplicadas estos operadores a una imagen de entrada no obtendremos
cambios significativos en la morfologfa de nuestraimagen, yaque una vez desaparecidos
los istmos o lagunas el conjunto resultante ya no tendrd dichas caracterfsticas y
solamente serd objeto de efectos como la erosién y la dilatacién. Esta propiedad
morfolégicamente  se  denomina idempotencia o tranformadas morfolégicas
equipotenciales. La cual reviste una gran importancia en términos de no provocar
una "reaccién en cadena" que desemboque en una pérdida total de los propésitos de
nuestro procesamiento.

Proposici6én 45 : Aprovechando la idempotencia de las transformadas de apertura
y clausura se tiene una clase de conjuntos que son inalterados por la erosion seguido
de dilataciones dado un elemento estructurador K. Esta clase de conjuntos consiste
en todos los conjuntos que puedan ser expresados como al giin conjunto dilatado por K.
La proposicién anterior queda expresada como sigue :

[45]
A®K=(A®K)[O}K =(A{B}K)®K

Proposici6n 46 : La idempotencia de la clausura morfolégica queda expresada
como sigue :

[46]

A[GIK{O}K =A{O}K
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Proposici6n 47: En forma similar a la dilatacién de una imagen erosionada por
un elemento estructurador K se verd inalterado por nuevas dilataciones y erosiones.
Esta proposicién queda sintetizada como sigue :

[47]
AOK=A{®K)OK =(A OK){O}K

En forma similar la idempotencia de la apertura morfoldgica es sintetizada en la
siguiente proposicion :

Proposicién 48 : Todo conjunto solucién obtenido a partir de la apertura
morfoldgicaconservard sus vectores descriptivos al seraplicada nuevamente la apertura
dado el mismo elemento estructurador, asi:

(48]
A{B}K =(A{D}K) {D}K

Obviamente tanto para la idempotencia de la apertura como para la clausura
esta serd valida para un lazo iterativo de n ejecuciones, donde n sea el numero de
veces que es aplicado la apertura o clausura.

2.3.1 La antiextensibidad de la apertura morfolégica.

Sea una imagen de entrada A la cual es "abierta” por un conjunto vectorial
B, entonces el conjunto solucion de dicha transformacién morfoldgica serd conjunto
impropio de laimagen de entrada A . Notacionalmente lo anterior queda expresado
como sigue:

[49]

A{®IB cA
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La figura No 2.15 ejemplifica la autoconsistencia de la apertura sobre la
imagen de entrada.

L ] ' . L] -
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|
B

Fig. No 2.15

2.3.2 Extensividad de la clausura morfolégica.

Dadounaimagen de entrada A, esta serd subconjunto impropio de laclausura
de A por un elemento estructurador B. Lo anteriormente expuesto queda expresado
notacionalmente como sigue:

[50]
A c(A{O}B)

La figura No 2.16 ejemplifica lo expuesto en la proposicion anterior.
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2.3.3 Teorema de dualidad de Apertura y Clausura.

Tanto la Apertura/clausura como la Erosién/dilatacion son transformaciones
duales . Es decir el complemento de la clausura de A por B es la apertura de los
conjuntos A° por B. Lo anterior queda expresado notacionalmente como sigue :

[51]

(A{O}B) =A°{®}B

Geométricamente la apertura morfoldgica se puede expresar como la union
de todas los vectores traslaciones de B que estén contenidos en laimagen de entrada
A. Lo anteriormente expuesto queda expresado notacionalmente como sigue :

[52]
A{®}B ={xe A/dy,x € B, € A}
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En forma andloga, la clausura morfolégica se puede expresar

geométricamente como la intersecciones de todos los vectores trasladados de B de
forma tal que pertenezcan a la imagen de entrada A.Lo anterior queda expresado

notacionalmente como sigue:

(53]

A{G}B={xe E"Ixe By=B,NA#O

=NB,{B,NA # D}

Asf las proposiciones [52] y [53] implican que la apertura de A por B
trasladado por un vector x serd igual a A "abierto" por B trasladado por un vectory,
con x perteneciente E3. Lo anterior se extiende a la operacion de clausura
morfol6gica. Estas implicansias quedan expresadas notacionalmente como:

[54]
A{®}B,=A{®}B,

De las proposiciones anteriores se deduce que el origen de los elementos
estructuradores es idempotente sobre el conjunto solucién —obtenidos de las
operaciones de clausura y apertura morfol6gicos.

2.4 Aplicaciones de operadores morfologicos en figuras

binarias.

Dados los operadores morfolégicos antes mencionados , se tiene un conjunto de
operaciones caracteristicas sobre imdgenes binarias de caracteristicas también
preestablecidas. Asf la aplicacién de los operadores de dilatacion, erosion, apertura y
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clausura en conjunto con elementos estructuradores definidos previamente , dan sobre
una imagen de entrada (imagen a ser procesada), los efectos que empiricamente se
desean. Tales efectos se pueden clasificar en:

a) Atenuacion de caracteristicas morfoldgicas.
b) Alisamiento de contornos.

¢) Eliminaci6n de istmos delgados.

d) Eliminacién de islotes y puntas aguzadas.

La clasificacién de estos efectos , podrian parecer un tanto arbitrarios, pero en
el estudio y clasificacion de formas matemdticas, es decir figuras en las cuales su
funcionalidad en R2 estdn descritas por una funci6n, hacen que estas caracteristicas
sean de interés. El comportamiento de los operadores morfolégicos quedan de
manifiesto en las siguientes figuras

Dado una imagen de entrada y un elemento estructurador, en este €aso una
circunferencia ( escogido por sus caracteristicas isotrépicas, es decir actia
"arménicamente en la geometrfade laimagen a ser procesada”, tantoen la convergencia
como en ladivergencia).

Sea una imagen de entrada X, la imagen a ser procesada por un elemento
estructurador B, como se muestra en la figura No 2.17 :

Fig. No 2.17

El procesamiento de esta imagen (o su transformada morfologica), por su
elemento estructurador da como resultado el conjunto Y ,los cuales son obtenidos segtin
el operador morfolégico respectivo, como se detalla a continuacion :
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2.4.1 Transformada de erosion X © B

EROSION: X©®B

Fig. No 2.18.

2.4.2 Transformada de dilatacion X ® B

DILATION: X®D

Fig. No 2.19.

2.4.3 Transformada de apertura X {®} B

OPENING : Xp

Fig. No 2.20

Morfologia Matemdtica. Pdgina 51



2.4.4 Transformada de clausura X {©}B

Fig. No 2.21

La "intensidad" de las caracteristicas obtenidas a través de los cuatro
operadores morfol6gicos sobre la imagen de entrada X, estd en relacion directa de
laiteracién del algoritmo respectivo, asf , si se desea una atenuacion sobre un efecto
en particular deberd iterarse hasta que se obtenga el resultado deseado. Si la
atenuacién o la amplificacién de estas caracteristicas es controlable a través
de el niimero de iteraciones efectuadas sobre la imagen de entrada X , la "cualidad"
estd en funcién directa de el elemento estructurador empleado en la transformacion,
lo cual se ver4 en detalle en el capitulo 3.
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3 Filtros morfologicos.

3.1 Filtros de orden superior.

Se entenderd como filtros morfolégicos superiores, aquellos filtros que sean
empleados en imdgenes en tonos de gris o en imdgenes de color (pixmap). Los filtros de
primer orden serdn todos aquellos donde se apliquen transformadas morfolégicas sobre
un bitmap, o sea, en imdgenes de cardcter binario.

Los elementos estructuradores han servido a través de los capitulos anteriores
como medidas interpretables; ahora nos serviran como transformadas de imdgenes segin
un método plenamente determinista. Si antes se establecen relaciones entre propiedades
y estructuras, ahora se trata de reconocer su forma. Si en el caso de una imagen binaria
en la que cada punto pertenece o no a una estructura del objeto a analizar en perspectiva
y que comprende partes con distintos matices de gris. Aqui el factor tiempo marcard
una diferencia, si se desea una inspeccién breve no se podrd contar con algoritmos cuya
ejecucion sea breve.

Una aplicacién es la automatizacion industrial desarrollado por S.R. Sternberg
de la universidad de Michigan quien lo implement6 en una importante industria
automovilistica. Una cdmara de video adquirfa informacién sobre una correa
transportadora de cajas de transmisién, suministrando imégenes del fondo de estas. El
constructor deseaba verificar si dos retenes determinados (Figuras Nos 3.1 ala 3.6) se
disponfan en su sitio 0 no. Este problema resulta inmediato para u ser humano, pero no
es un problema trivial si se desesa programar un autémata para tales efectos. ¢ Como
soluciona este tipo de problemas la morfologfa matemdtica?.

Para este efecto se considera la imagen inicial (Fig No 3.1) como un conjunto.
Basta, a tal fin, afiadir un eje perpendicular al conjunto anterior definido en R2
(bidimensional), con el objeto que represente la informacién de los tonos de grises por
pixel. Asi a todo punto de la imagen corresponde un valor parael eje perpendicular y
mayor serd su valor mientras mayor luminosidad posea. Desde el punto de vista
geométrico el conjunto de estos compomentes corresponde a la superficie o relieve de
la imagen a ser analizada, siendo el conjunto objeto del andlisis los puntos que estan
por debajo de dicho relieve.
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Figura No 3.2

Figura No 3.3

Figura No 3.4

Morfologfa Matemadtica. Pdgina 54



.,
=
,

-
3
W
=
Z

o

%

Figura No 3.6

Después de una secuencia de transformadas (Figuras 3.1 a 3.6) se obtiene
respuesta a la presencia o no presencia de los retenes. Una vez definido las coordenadas
por punto (nivel de gris), as{ mayor serd su alturaa menor tono de gris, en consecuencia
el negro tendri el valor mfnimo de la paleta soportada por el monitor. Ahora
imagenémonos que hacemos pasar por esta superficie una bola de un radio dado
(elemento estructurador) y que son eliminadas todas las zonas donde la bola no alcanza
llegar, esto es las fisuras mds claras al entorno inmediato, como se aprecian en la figura
No 3.2, este criterio se define como filtrado morfoldgico.

Eliminando una serie de detalles como una etapa intermedia entre filtrado
morfolGgico y erosién se obtiene la imagen de la figura 3.3. Al término del andlisis dos
marcadores indican la presencia de los dos retenes en cuestién Figura 3.4, como la
ausencia de dichos retenes (Figura No 3.5). En la figura 3.6 se aprecia la ausencia de
unos de los retenes que se estdn siendo revisados. El tratamiento en su totalidad a
durado sélo dos segundos, ocupando procesadores rdpidos y de costo mayor a los
comunes.
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El concepto de filtrado resulta ya algo cotidiano para técnicos y cientificos.
Sinembargo el proceso de filtrado morfolégico es diferente por naturaleza a los conceptos
tradicionales ya existentes, sin perder por esto el grado de atractivo en su simplicidad.

En el tratamiento de imdgenes basados en andlisis espectral, se dependerd de o
de las frecuencias de corte para obtener alguna informacién determinada, siendo esta
informacién de cardcter limitado en el sentido de que s6lo otorgard informacion
correspondiente al nivel de energfa aludido (color de filtrado). En este sentido la
morfologfa matamitica retornard como informacion el nivel de energia que desea ser
detectado, pero serd capaz de retornar los patrones que cumplen con dichos
requerimientos y discriminar aquellos que no lo cumplan.

Uno de los problemas cldsicos es la deteccién de bordes en una vecindad de
cuerpos, sin que entregue informaci6n incoherente (manchas interiores de los cuerpos
que contengan frecuencias de filtrado). Este problema se soluciona en forma natural
entregando a la funcién de filtrado morfoldgico, las freuencias de cortes y el elemento
estructurador, este dltimo encargado de discriminar los interiores de las vecindades o
limites de los cuerpos.

Lo anterior queda expresado notacionalmente como sigue:

fo=Fi1.12
£.=FIf1.f2.B}

donde:

Je

: filtro de tipo espectrales.

I

: filtro de tipo morfoldgico

donde :

Morfologia Matemadtica. Pdgina 56



XD LN )y

[l

: frecuencia de corte 1.

f2

: frecuencia de corte 2.

B

: Elemento estructurador.

3.2 Filtros morfolégicos de primer orden.

Los filtros morfolégicos de primer orden nacen como consecuencia natural de
las aplicaciones de transformadas morfoldgicas simples y compuestas. Asi se definen los
filtros por erosion, dilatacion, apertura, clausura, apertura-clausura y clausura-apertura,
siendo estos tltimos filtros de cardcter compuesto.

En este capitulo se expondrd los filtrados de una sefial andloga mostrada en la
figura 3.7 y la sefial filtrada por filtros andlogos (figura 3.8). Estos filtros emplean como
elementos estructuradores rectangulos, circulos y pardbolas como se observan de la figura
No 3.9 a la figura No 3.26

Cabe sefialar que dichas aplicaciones tienen como restriccién: el ancho de banda
del ruido de la sefial debe ser de dos ordenes de magnitud mayor como minimo para que
el filtro pueda discriminar entre la frecuencia de este y el de la sefial. Por otra parte los
resultados deben ser contrastados inicialmente con lo esperado, para la obtencion de
resultados coherentes.

3.2.1 Imagen de entrada y filtrado analogo.

Morfologia Matemdtica. Pdgina 57



Figura No 3.7

Figura No 3.8

3.2.1.1 Filtrado morfolégico por erosion.

Figuras Nos 3.9 - 3.10 - 3.11

3.2.1.2 Filtrado morfoldgico por dilatacién.

Figuras Nos 3.12 - 3.13 - 3.14
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3.2.1.3 Filtrado morfoldgico por opening.

Figuras Nos 3.15 - 3.16 - 3.17

3.2.1.4 Filtrado morfolégico por closing.

Figuras Nos 3.18 - 3.19 - 3.20

3.2.1.5 Filtrado morfologico por open-closing.

Figuras Nos 3.21 - 3.22 - 3.23
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3.2.1.6 Filtrado morfologico por clos-opening.

i e M e et =

Figuras Nos 3.24 - 3.25 - 3.26

3.2.2 Los filtros morfolégicos como discriminadores de
ruido en la transmision de data.

Otra aplicacién como consecuncia natural de los operadores morfol6gicos
bdsicos es el filtrado de ruido en la transmisién de data, particularmente en lo que
hace referencia a la data de imégenes, el cual puede quedar de manifiesto en la figura
No 3.27b. La transformada morfolégica en este caso es desarrollada por el closing,
con bajos niveles de iteraci6n, siendo iguales a la unidad para obtener los resultados
de la figura No 3.27a. Con niveles de iteracion igual a dos y tres se obtienen los
resultados obtenidos en las figuras Nos 3.27¢ y 3.27d respectivamente.

Figuras Nos 3.27a - 3.27d.
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4 Analisis de algoritmos de adelgazamiento.

4.1 Introduccion.

Con el desarrollo de la tecnologfa y sus multiples aplicaciones en el campo
de la computacién, el andlisis de formas e imdgenes digitales ha adquirido una gran
atencién en el estudio de reconocimiento de patrones y su aplicacién en algunas dreas
de la automatizacion.

En la mayorfa de los algoritmos empleados para el andlisis de formas, se pueden
encontrar dos tipos de tecnicas a emplear: técnicas basadas en limites y técnicas basadas
en regiones. Para el andlisis de formas, basado en los limites de la figura, se extraen las
caracteristicas de estas basados en la informacion contenida en la periferia, por ejemplo:
para el célculo de superficies y momentos bidimensionales basta con analizar las
caracteristicas del la figura (entorno), para determinarel cdlculo en cuestion, sin necesidad
de entrar a analizar la cantidad de pixeles que estarfan determinando la composicion del
objeto o figura en cuestion.

Por el contrario, en las técnicas basadas en regiones, como por ejemplo, en el
estudio de la densidad de una figura (Skeletons o Esqueletos), para su clasificacion en
tipos de forma, elestudio de lacomposicién interior de la figura se hace imprescindible.El
desarrollo de este trabajo, estd orientado al estudio de métodos digitales para generar
"Skeletons" enlazados (continuos), denominéndose dicho estudio ALGORITMOS DE
ADELGAZAMIENTO.

Existen numerosos criterios para definir algoritmos de adelgazamiento, siendo
estos, en general procesos en los cuales se generan acciones iterativas de movimientos
de pixeles desde la periferia del objeto, haciéndolo converger sin perder su conectividad
y su significado (interpretacién) morfolGgica. Las condiciones antes mencionadas son
estrictamentes necesarias para definir cualquier algoritmo de adelgazamiento, sin
embargo se hard necesario definir mds rigurosamente los conceptos que involucran la
interpretacién morfol6gica de un cuerpo y su conectividad, asi como definiciones de
convergencia, razén de convergencia y precision para un estudio sistematico de dichos
algoritmos.
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En el desarrollo de los algoritmos de adelgazamiento se empleardn operadores y
transformadas morfol4gicas, las cuales son definidas en forma simultdnea al estudio de
los algoritmos. Estas definiciénes han sido formalizadas por Matheron y Serra entre
otros para desarrollar Skeletons de densidad uno (one-pixel). Antes del estudio de los
algoritmos de adelgazamiento se hard necesario definir nociones bésicas de operadores
y transformadas morfol6gicas matematicas.

4.2 Definiciones.

En este capitulo, se formalizan las notaciones matemdticas empleadas y las
definiciones morfolGgicas necesarias para el desarrollo de los algoritmos y su posterior
anlisis.

4.2.1 La transformada hit/miss.

Un operador morfolégico (transformada), de gran importancia en este estudio
es la transformada "Hit/miss". Esta se define en base a un conjunto T compuesto de
dos subconjuntos:

I KT,

asf la transformada "Hit/miss" de X por T es definido como el conjunto de
todos los puntos donde:

Tey S X ATy X

donde:

XC

es el conjunto complemento de X'y

Ty
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(i=1,2), hace referencia a la traslacion de

T,

!

por el vector x. Asf la transformada Hit/miss queda definida como:

(1]

X®T={xTaxcXTxcX}

=(XOT)NX OT,)

Si

T,

es escogido como el el complemento de:

T,

la ecuacién [1] puede ser reescrita como:

[2]

X®T=XOT)NX O W NTY))

donde W es la ventana que es definida a partirde la estructuraT. Si T genera
un espacio bidimensional de nxn, entonces W estard definida como una estructura
de nxn que contiene a T. En la operacién Hit/miss se detecta la ocurrencia del
patrén T en laimagen X. La figura No 4.1 muestra un ejemplo del reconocimiento
del patrén T utilizando la transformada Hit/miss.
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Figura N°4.1: Reconocimiento de patron usando la transformada "Hit/miss".
El circulo punteado corresponde al origen y los espacios en blanco son ceros.

Finalmente el proceso de adelgazamiento se define como:

(3]
XOT=X/I(X®T)

el cual puede ser pensado como un proceso de biisqueda y borrado. La
operaci6n X [*] T localiza todas las ocurrencias de laestructura Ten X'y la operacion
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/ remueve desde X los puntos que han sido localizados. Para el adelgazamiento
simétrico de X se requieren de elementos estructuradores determinados. Asf
el adelgazamiento de X por T se define como una operacién consecutiva de
adelgazamientos por estructuras Ti.

(4]

n
XOT=(.(XOT)OT,)...0T"
donde T representa la secuencia {Tn } y el orden de n satisface la propiedad:
p,(I)=T
La notacién:

Pi

corresponde a la rotacion del elemento estructurante T en sentido horario
paraix 90°.

La erosi6n y transformada Hit/miss pueden ser redefinidas como:

(5]
XOT=XOT)UX OT)uU...uX OT"
[6]

X®T=X®T)UX®T,)U...uX ®T")
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Note la diferencia entre las ecuaciones [4],[5] y [6].La ecuacién [4] es una
operacién secuencial de netapas donde cadaunadepende de laetapainmediatamente
anterior, en tanto las ecuaciones [5] y [6] son operaciones paralelas, donde cada etapa
puede ser procesada en forma simultdnea.

4.2.2 Vecindades de "p".

Un conjunto se dice finito si y s6lo si este contiene un nimero finito de
elementos. Sea P un subconjunto finito de R2. Es decir P es una imagen finita
conteniendo 0’s y 1’s (con extensién Q={0,1}). Una imagen digital binaria se
puede definir como una funcién de muestreo X de Pen Q. Entonces la imagen
X queda definida por :

(7]

S={pePX(p)=1}

El conjunto P se puede definir a partir de otros subconjuntos, en este caso S
es subconjunto arbitrario de P.

4.2.2.1 Definicion 1

Un punto p tiene cuatro vecinos, llamados superior, inferior, derechoe
izquierdo (puntos a,b,c y d de la figura No 4.2). Estos puntos son llamados
vecinos-cuddruples de p ( o adyacentes-cuddruples de p). Si U,V son conjuntos
impropios de S y algunos puntos de U son adyacentes-cuddruples de V, entonces
se dice que U es adyacente-cuddruple de V.

4.2.2.2 Definicion 2

Un punto p tiene cuatro vecinos diagonales llamados e,f,g y hcomo se
aprecia en la figura No 4.2. Estos, junto con los vecinos-cuddruples, son los
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llamados vecinos-6ctuples de p (o adyacentes-Gctuples de p). Si U,V son
conjuntos impropios de S y algin punto de U es adyacente-Gctuple de V,
entonces U se dice adyacente-6ctuple de V.

e |lalf CL-1) | ©-1) | (1)
d|p| b 10 | 00 | 01.0)
hlc|g Ly | on | an

Figura No 4.2: Los vecinos 6ctuples y cuddruples con sus respectivas
coordenadas segiin p.

4.2.2.3 Definicion 3

Una trayectoria 6ctuple (o cuddruple) denominada como
T, (x,y)

de largo n desde x a y es un conjunto de puntos <x=x1,x2,x3,...,xn=y>
tal que xi es vecino-6ctuple (cuddruple) de xn-1, con 1=<1i =<n.

4.2.2.4 Definicion 4

Sean x e y dos puntos diferentes en S. Se dice que x es
Trayectoria-conectada-6ctuple (t-c-4) de y si allf existe una trayectoria-6ctuple
(6 t4), en (xyy). Esta definicibn implica que si x es
trayectoria-conectada-cuddruple a y ,es también t-c-8. La proposicién inversa
no es siempre verdadera.
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4.2.2.5 Definicion 5

Sea:

xedS

el componente-6ctuple (c-4) de S, denotado por Ks (X) es definido por:

(8]

KX)={y € S}

donde y es trayectoria-conectada-6ctuple (t-c-4) de x}
El componente-6¢ctuple o componente - cuddruple a veces es referido
como componenete-conectado-6ctuple, el cual puede ser definido como el

subconjunto conectado-6ctuple maximo de S.

La figura No 4.3 muestra un ejemplo de la definicién anterior.
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Figura N° 4.3: Los componentes conectados 6ctuples y cuddruples de

a) Imagen S.

b) Un componente conectado cuddruple (también éctuple) de S con §°
conectado-cuddruple.

¢) Un componente conectado-6ctuple de S con conectado-cuddruple.Los
puntos son Ceros.
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4.2.2.6 Definicion 6
S es conectado-6ctuple (c-4) si este tiene solo un componente-6etuple
(c-4).

4.2.2.7 Definicion 7
El borde de S esta definido por:

3

= x:x es adyacente-cuddruplede y, y ¢ § y e §°

El interior de S a su vez, estd definido como el conjunto diferencia entre
S y el borde, es decir:

(9]

S =5/8S

4.2.2.8 Definicion 8

El componente de:
S

Ksc, que contiene las filas y columnas de una regioén rectangular el cual
pertenece a$S , esllamado el fondode S (background). Los demds componentes
de:
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son llamados agujeros en S (holes), como lo muestra la figura No 4.4.

]
-
.
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-
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.
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(c)

Figura N°4.4 : Background de la imagen y sus agujeros. a)lmagen
de S. b) Background de S. c)Agujeros de S.Los puntos representan ceros.

4.2.2.9 Definicion 9

S es simplemente conectado si S es conectado-6ctuple y no posee
agujeros. S serd conectado-miiltiple si es conectado-6ctuple pero posee agujeros.
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Los conectados-6ctuples son referidos como simplemente conectados o
miiltiple-conectado y objeto-conectado-6ctuple es referido como un
componente-conectado-6ctuple.

4.3 Desarrollo de un algoritmo de adelgazamiento.

El algoritmo descrito aquf, es llamado algoritmo A, este representa una clase
general de algoritmos desarrollados por numerosos investigadores en el pasado ([4],[5]
y [6]).Este consiste en dos ciclos.El primero de estos es un proceso iterativo paralelo
compuesto por cuatro fases. Cada fase utiliza elementos estructurantes de 3x3 para
trasladar el conjunto de puntos pertenecientes al borde de la figura. En otras palabras
puntos que satisfacen la transformada Hit/miss son removidos de la periferia hacia las
direcciones cardinales interiores de la figura. Para tal efecto son aplicados sobre la figura
inicial cuatro elementos estructuradores en forma secuencial. Los cuatro elementos
estructuradores estan definidos en la figura No 4.5 como:

D=(DI1,D2,D3,D4)

Qg |=x x| O x| 1[n x| 1| x
) 1 [(13 o 1|13 o o i1 1
S I x|t |=x |00 n|o|x
! p? p? p*
x|0]|x 2|1 ]|x x |1 ]| x k| V]
1 [ 1 [0 o AR AEEE
x|1]|x x|1]|x x|0]|«x x |1 x
n! 5l x? gt

Figura N° 4.5: Algoritmo A: elementos estructuradores D y E con sus
respectivos componentes. Los pixeles x son irrelevantes en el algoritmo.

Morfologia Matemadtica. Pdgina 72



Una vez finalizado el primer ciclo, se inicia el segundo, en el cual se aplica
sobre la figura ya elaborada el elemento estructurador E definido como:

E =(El,E2,E3,E4)

mostrados en la figura No 4.5. Sea S un componente conectado e 1 el Skeleton
resultante de algiin algoritmo. El proceso de iteracién del primer y segundo ciclo
son indexados por m y n respectivamente. Después de un nimero finito de
iteraciones , dependiendo de la densidad de S , S converge al Skeleton I, el cual
conserva la conectividad de S. En el desarrollo del algoritmo A se especifican dos

transformadas como B1 y B2 las cuales hacen referencia al primer y segundo ciclo
de iteraciones respectivamente. Asf{ la primera transformada queda definida como:

[10]

B,={S,D,m} ={S©D},

= (.. .S © D)L D, ®D; @D, ©.1y)...
donde :

SOD

es el adelgazamiento de S por cuatro elementos estructurantes en D y;
{S ©D},,

es la repeticién de m veces el proceso de adelgazamiento. Suponiendo que la
iteracién m converge en M etapas , el procesamiento de S queda dado por:

[11]

S’ =B,{S,D,M}
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La segunda transformaci6n esta dada por:

[12]
B,{S’,E,n} ={S’OFE},

el cual converge a I en N iteraciones.Diferentes ordenes de aplicaciones de los
elementos estructurantes sobre S dan origen a distintos algoritmos de adelgazamiento.
Por ejemplo se puede crear un algoritmo con el siguiente orden de elementos
estructurantes: E1,D1,E2,D2,E3,D3,E4,D4 (este orden completa una iteracion). La
problemdtica es encontrar una secuencia dada que cumpla en forma éptima con los
criterios de conectividad e interpretacién morfolégica. Para satisfacer este requerimiento
as{ como un estudio més ordenado de este algoritmo se hace necesaria una definicion
mds formal del concepto de Skeleton.

Definicién 10: Dado un objeto S conectado-6ctuple y S°contiene
componentes-conectados-cuddruples, el Skeleton de S debe cumplir con las siguientes
condiciones:

a) Conectividad: S e I tienen lamisma Homotopia. Esto es, L es conectado-6ctuple
y estos complementos contienen componentes conectados-cuéddruples (dos conjuntos
finitos son Homotdpicos si existe una correspondencia uno a uno entre los componentes
conectados de S e I, y una correspondencia uno a uno entre los agujeros de S e I.

b) One-pixel de densidad : I es reducido a un a un pixel de densidad, es decir
cada punto localizado en I pertenece a un patrén cuadrado de 2x2, como en la figura No
4.6 A = {A1,A2,A3,A4}, no existiendo en I patrones menores que €stos, 0 sea puntos
criticos, como se observa en la figura No 4.7 (un punto es llamado critico si la traslacion
de este genera discontinuidad o un agujero). Toda posible configuraci6n de punto critico
contiene uno de los patrones A en B = {B1,B2,B3,B4} y C. Matemdticamente esta
condicién queda expresada como:

Sipe [OA)=>pe (®B)UI®C)
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Figura N° 4.6: Elementos estructuradores A,B y C. Los elementos que definen al
patrén A definen un Skeleton conectado. Los elementos de B y C son  posibles
configuraciones de puntos criticos de un Skeleton, estos contienen uno de los patrones
A.
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Figura N° 4.7: a) Patrén de no densidad de un pixel. b) En este patron se detecta
las estructuras A1y A3 lo cual implica que no ha convergido a Skeleton. ¢) La eliminacién
de los dos pixeles de las esquinas hace converger a Skeleton de un pixel de densidad. El
patrén T no es considerado como convergente ya que p€ A2, A3. e) convergencia del
Skeleton en d)

¢) Eje medio : I corresponde al eje medio de la representacion de S.A
cada punto p «I se asocia el méximo disco contenido en S con centro en p como DD(p,rp)
donde rp representa el radio continuo de la imagen digital del disco DD con centro en

p. Note que DD(p,0)= {p). Bajo esta definicién S se pude reescribir como:

[13]
S=u,eIDD(p,rp)
donde :

S_gS

e I es Homotépico a S. En forma ideal, si I corresponde al eje medio de S,

S

debe seridénticoa S. Con el desarrollo del algoritmo A en el préximo capitulo
se analizard segin las definiciones anteriores.

4.4 Analisis del algoritmo de adelgazamiento.
a) Convergencia.

El algoritmo de adelgazamiento borra de un elemento-conectado en cada iteracion
elementos (pixeles) del lfmite (frontera) de la figura S, sin alterar la configuracion y
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conectividad de S. Enotras palabras es necesario que el algoritmo haga converger al
Skeleton I de densidad uno sin que este pierda una representacion razonable a partir
de S. En esta seccién se analizard la convergencia del algoritmo .

que:

Proposici6n 1: Si S es un conjunto finito no vacio T que contiene el origen y mds
de un elemento, entonces el adelgazamiento de S por T es un conjunto no vacio.

Es obvio que:

SOT #J

S es no vacio y

SOTeS

(subconjunto impropio de S). Supéngase que S es conjunto vacio, lo cual implica

ScS®T

Usando la definicién de la transformada de Hit/miss se tiene que:

Sc(SOT)NS OT)
de aquf uno puede concluir que:

scsSe?

Pero por la definicién de erosion se tiene que :

ST =n,e TS,
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=8Srry)beT
donde:

SeTcs

de aquf la contradiccién con la suposicion inicial de:
Entonces;

S OT %

Un corolario de esta proposicién para una secuencia finita de elementos
estructurantes, puede ser deducida usando las siguientes reglas.

Corolario 2 : Si S es un conjunto finito no vacfo y T es una secuencia finita de

elementos estructuradores, cada cual conteniendo el origen y mds de un elemento,
entonces:

[SOT},=B(S,T,k)

es también un conjunto finito no vacfo para algtin k positivo.
Teorema 3: S converge a un conjunto no vacio en un niimero finito de iteraciones.

Demostracién: Asumiendo un valor no positivo para k que satisfaga laigualdad

BS,T,k+1)=B(S,T,k)

donde B es la transformada de adelgazamiento.
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Aplicando la proposicién 2 y el corolario 3 se tiene que:

(17]
Dc..cBS,T,k+1)...cBS,T,1)cS

1o cual contradice de hecho cuando S es finito para algiin entero positivo k. Por
lo cual debe existir un entero positivo k, quedando demostrado que B(S,T,K+t) =
B(S,T,K) para algiin entero positivo t.

En particular sobre la convergencia aplicado al algoritmo A, el cual es expresado

comol=B2(S’,E,N},donde S’=B{S,D,M},con Dy Eelementos estructurantes definidos
en la figura No 5. De los tépicos vistos sobre convergencia se concluye que :

S’®D =

IQE =
b) Un pixel de densidad.
Es obvio que si el Skeleton I no contiene algiin patrén de A={Al ,A2,A3,A4) de

dimensiones de 2x2, el Skeleton I es de densidad uno. Sin embargo si son encontrados
uno o m4s patrones en el Skeleton, por ejemplo:

[OA #D

se presentan una de las dos siguientes situaciones:
i) I no es Skeleton de densidad uno o
ii) I contiene un punto critico.

Sea p un punto particular de I, tal que:
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pel ©A,

Ahora examinando el punto p en detalle, este punto criticos puede ser encontrado
en cinco posibles configuraciones (patrones) de dimensiones 3x3 conteniendo al patrén
A1, como se aprecia en la figura No 4.8. Notacionalmente queda expresado como :
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Figura N° 4.8: Cinco posibles configuraciones de imdgenes de 3x3 Wp
conteniendo el patrén Al. Los pixeles fuera de Wp son irrelevantes.

(18]

ped®B)UIOC)UIOD)UIOE)Ul OF,)
Similarmente, si

pe(OA),pe(OA)ope (OA)
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se tiene que :

[19]

pe®B)UI®C)UI D) ®E)UI ®E,)
[20]

pe®B)UI ®C)U(I D) ®E,) (I ®Ey)
(21]

pe(®B)UI®C)uI ®D)UI ®E,) U ©E,)
respectivamente.

dpe I©OA)

y usando la relacién [9] se tiene que:

pe((OA)UI OA)UI ©A)UI OA,)

Porlo tanto se puede escribir como:

pe(OA)UIOA)UI ©A)UI OA,

usando la simetrfa para Ai, 1=<i =< 4. Finalmente usando las relaciones [18] y
[19], se tiene que :

[22]

ped®B)ulI®C)ul ®D)U( ®F)
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Sinembargo, S’ e I son los conjuntos representativos de los ciclos de convergencia
B1 y B2 respectivamente, de aqui:

S’OD=COICE =90

Por lo tanto de la relacion [22] se obtiene que:
pe(®B)Yul ®C)UI ®D)

En forma siguiente examinando el término :

(I ®D),

se tiene que si S’no contiene algiin patrén E , esto es,

(I ®E)=0,

entonces

[=S°A(I®D)=0,

en este caso existe un patrén estructurador E en el conjunto S’, por ejemplo:
E, e§’

necesitamos conocer el resultado de la traslacién del punto p desde :
S’por(§S ®E)),

Este puede ser facilmente verificado para:

(S’®E)# D,
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el patr6n D nunca es subconjunto de:
SOE)=1®=0,

De aquf la relacién [22] es reducida a la siguiente expresion :

(23]
ped®B)ul ®C),

donde B y C son los posibles patrones criticos. En otras palabras, todo p existente
ala erosién de Ipor Aenl es puntocritico y el traslado de estos puntos podria
causar desconectividad o generar un agujero. Por lo tanto I satisface el punto b) de la
definicién 10.

Referido al andlisis es importante hacer notar que el adelgazamientode S a
un pixel de densidad no depende del orden de aplicaci6n de los elementos

estructuradores. Cuando todo el conjunto o secuencia completa de elementos D y E es
aplicado sobre S, este siempre convergerd al Skeleton I, cumpliéndose que:

I®D)=DA(I®E)=0,

llegando a la densidad de un pixel.

c¢) Conectividad :

Resumiendo; se tiene que el desarrollo de este algoritmo denominado”A", se ha
implementado bajo dos condiciones de tipo general; una es la conservacion de la

conectividad del Skeleton y la otra es que converga a la densidad de un pixel.

Proposicién 4: Si S es conectado-éctuple, S adelgazado por D1 es también
conectado-octuple.

Demostracién: Si S no contiene el patrén D1, entonces:
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S®D)=D=S5OD, =S,
siendo conectado-6ctuple.. En el caso que:
D, eSS

se da la siguiente situacién :sea p el centro de un patrén W como el descrito
en la figura No 9, donde W es un elemento estructurador de 3x3 con los elementos
a,be,gny y z trayectorias-6ctuples de p . Cada iteracién del algoritmo de
adelgazamiento A involucra la secuencia:

(S ©D,) O D,..)),

en la cual cada operador Xi es aplicado en forma paralela sobre la imagen S.
Considerando la ejecucién particular de

SOD,

se debe ver que traslacién de otro punto junto a p causa discontinuidad en S.

Usando el pixel de nivel de la figura No 4.9, se puede ver facilmente que m,n
y f no deben ser removidos porque ellos son vecinos-6ctuples del patrén D1. Esto es

g € {m,n,f}

de modo tal que satisface la condicion :
W, 0D, =0,

donde Wq es una imagen de 3x3 centrada en q. El pixel debe ser removido cuando
d=e=0 y h=1. Sin embargo la traslacién de a y p no debe provocar discontinuidad en
los elementos de S. La coneccién de Wp y Wa es directa con los elementos m,f y h.
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Una situacién similar ocurre con la traslacién de z, precisamente para t pewr{a,z}, (Wp
U Wt)/(p,t) es conectado. Siento t y p los centros de los elementos de Wt y Wp
respectivamente. Entonces la proposicion es valida %

La proposicién se puede simplicar como sigue:
S OD,

es conectado-6ctuple si para todo elemento b e D,

una de las dos siguientes condiciones :

a)W,+b OD,

bYW, UW, +b){p,p +b}

es conectado-Gctuple,

donde Wp es una imagen de 3x3 con centro en p Wp+b una imagen de 3x3 con
centro en p+b. La condici6én a) especifica la relacion exixtente entre el patron D1 y
todas las posibles imdgenes de 3x3 con centro en Wp, por lo tanto los pixeles no son
removidos. La condicién b) la remocién de p y otro elemento de Wp no debe provocar
ladesconectividad de una imagen de 5x5 con centroen p. Elandlisis de los otros elementos
estructuradores D se pueden extender de la siguiente manera :
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Fig. 4.9: Wp centrado en p contiene algunos de los patrones como D1. Todos los
puntos fuera de Wp incluidos los punto d,e,g,h,r e y son irrelevantes.
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Fig. 4.10: Imagen Wp de 3x3, el cual incluye al patrén E1 y p como centro de
Wp.

Proposicién 5: Si S es conectado-6ctuple, entonces

{soD},
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es conectado-Octuple.

Demostracion : supéngase la existencia de i- {2,3,4} de modo tal que
SOD,

no sea conectado-6ctuple. Entonces la rotacién

(—i +1)x90°, P ;1 (S OD) =pis 1S OD,

no es conectado-6ctuple. Pero esto de hecho es una contradiccion,dada la
proposicion 4

Pri+ 1)S
es conectado-Gctuple. Por lo tanto la proposicion es verdadera *

Teorema 6: Si S es conectado-6ctuple, entonces I también es conectado-6ctuple.

Demostracién: Si S es conectado-6ctuple basta con mostrar los patrones de la
figura No 8 y considerando:

S OE,

como conectado-6ctuple. Sea la figura No 4.10 donde Wp tiene como centro a
py los elementos a,n,uy z irrelevantes. Es fécil ver que para b perteneciente a E1, se
satisface entre otras la condicion

W, ®E =D

o la condicién en la cual
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W, VW, ,)ip,p +b}

es conectado-6ctuple. Esta sola razén puede ser extendida a las demds

estructuras aludidas, que corresponden a la rotacién de E. Por lo tanto el teorema queda
demostrado.

Teorema 7: Si S

es conectado-cuddruple, entonces

IC

es conectado-cuddruple.

Demostracién : Este teorema es esencial ya que garantiza que el proceso de
adelgazamiento no genera agujeros. Por ejemplo, en la remocién de algin punto por

SOD,AS OE,

no incrementa el nimero de componentes conectados-cuddruples en §

Esto se puede ver ficilmente de la siguiente manera ; Para algtin valor de a,n y
z en la estructura Wp (figura No 9), p en S° es siempre conectado- 6ctuple y esta
eliminacién debe sumar un elemento conectado-cuddruple a
S

Una observaci6n similar es vdlida para los agujeros de E1. Por lo tanto el nimero
de componentes conectados-cuddruples no es incrementado en

\
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De los teoremas 6 y 7 se puede generalizar de puede generalizar en el teorema
siguiente:

Teorema 8: Si S es conectado-Gctuple, entonces el proceso de adelgazamento [
en algin paso conserva la misma homotopfa y rama (o miembro con un extremo ) de
Skeleton si y solo si:

SIBES) (S ®DY)UES @D, ) U(S ®F)

para i=1,2,3, 6 4 donde S/B(S) es el conjunto diferencia entre la figura inicial S
yel proceso de laimagen B(S), lo cual esequivalente aun conjunto de puntos removidos
porel proceso de adelgazamiento en cada paso. Cabe hacer notar que el conjunto de
elementos estructuradores posee cuatro elementos, por lo tanto en cada iteracion se debe
tener en cuenta que se trabaja en médulo 4, por tanto D5=D1.

Demostracién: Sea W una imagen de drea 3x3. El conjunto de todos los posibles
patrones incluidos en W (F,G,H,Y), los cuales estén definidos en la figura No 11,
los cuales pueden ser considerados como patrones en el proceso de adelgazamiento.
Como idea general el conjunto de pixeles removidos , es decir S/B(S) debe satisfacer
la siguiente condicion :

SIBS) (S ®F)US ®G)US ®H)UY

Sin embargo, si el proceso de adelgazamiento B conserva la conectividad y el
extremo del Skeleton (Skeleton legs), los elementos estructuradores (F,G y H) no son
los patrones adecuados ya que estos podrian provocar discontinuidad en Sy cortar el
terminal (extremo) del Skeleton en cuestion. Por lo tanto la ecuacion [25] se ve reducida
a:

[26]

SIBS)cS®Y
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Figura N° 4.11 : Elementos estructurantes F,G,He Y.
Se puede verificar fdcilmente que los patrones B,C,D y E son

subconjuntos de Y. Por lotanto la relacién [26] se puede
reescribir como :

RIS/IBS) = {(S ®D)UES ®C)US ®B)U(S ®E)}
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Sin embargo el remover pixeles desde :

S®BAS®C

podria generar una discontinuidad o un agujero. Por lo tanto B y C no son
elementos estructuradores adecuados, siendo en consecuencia reducida la expresion
anterior a :

(28]

SIBS)c (S ®D)UES ®F

- L_)?{. _y (S ®D)U(S ®E)))

Ahora, siguiendo un andlisis similar como el hecho en la proposicion 4, sea
Wp una imagen de 3x3 centrada en p,que contenga el patrén D1y W{p+b} una imagen
de 3x3 con centro en p+b. Para todo

b € D,

satisface entre otras condiciones :

W, .5 ®D,=D

p+b}
o la condici6n :

WOUW,, /P, p +b}

es conectado-6ctuple. Asi D1 y D2 pueden ser aplicados en forma simultdnea.

Sin embargo;
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3b € DJW,,,p ®D;#D A

WOW,,, w/{p,p +b}

genera un quiebre en la conectividad como el mostrado en la figura No 4.12. Por
lo tanto D1 y D3 no pueden ser usados en el mismo paso de la iteracion.

b= (1,0)
$ $
Wy
U ;E_TH31 w'..
ollo|o]|o]
= Jujoelo
(u) ' (b)

Figura N° 4.12: Elementos estrucruradores D1 y D3 no pueden ser aplicados en forma
simultdnea, ya que generan discontinuidad en el Skeleton.

Un andlisis similar aplicado al resto de las estructuras D y E, obteniendose los
siguientes resultados:

a) Di no puede ser aplicado simultdneamente con D {i+2}
b) Ei no puede ser aplicado simultdneamente con Ej para i<>j.
¢) Ei no puede ser aplicado simultdneamente con D(i+2) o D{i+3}.

donde i=1,2,3, 6 4 son los subindices de los elementos
estructuradores y D{i+k} = D{i+k) (mddulo 4), para un k entero y
positivo.
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Asi, de la relacién [28] se obtiene:
SIBES) (S ®D)UES ® Dy, 1)U ®F)

parai=1,2,3 6 4 . De aqui el teorema queda demostrado.

4.5 Implementacion del algoritmo B.

Este algoritmo ha sido desarrollado usando los resultados obtenidos a partir
del teorema 8, esto es [24], debe garantizar la conectividad de I asf como la densidad de
un pixel. El algoritmo utiliza los mismos patrones estructuradores que los empleados
en el algoritmo A, pero se determina otro orden de aplicacién sobre la figura S de
acuerdo a la ecuacién [24], asi mds de una estructura o patrén es usado en forma
simultdnea en cada paso de la iteracion. Asi la transformada B del algoritmo B estd dada
por :

[29]
BS,D,E,m)={(S OD)NS ODy,)NS OFE}

donde i=1,2,3 6 4 son los sub-indices de los elementos estructuradores. La figura
No 4.12 muestra un diagrama de flujo del algoritmo B, el cual consta de cuatro pasos en

cada iteracién denotada por m, siendo aplicada en forma paralela las estructuras Di,
D{i+1} y Ei
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Figura No 4.13

Los resultados précticos de los algoritmos A y B se observan en las figuras No
4.14 y No 4.15 respectivamente.
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Figura N° 4.14: Resultados a obtener con la implementacién de los algoritmos A .
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Figura N 4.15: Resultados a obtener con la implementacion de los algoritmos B .

Segiin lo observado en las figuras anteriores el desarrollo del algoritmo A no
conserva la morfologfa inicial de las imdgenes de entrada.

En los resultados obtenidos a partir del algoritmo B, se observa que la
interpretacién morfol6gica de la imagen de entrada se conserva hasta la convergencia al
"Skeleton"I, gracias ala correcta aplicacién de los elementos estructurantes y la secuencia
restrictiva de estos segun lo obtenido en [29].
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4.6 En bisqueda de la distribucion de energia en un molino de

chancado: "Una aplicacion particular".
Como una aplicacién particular a los desarrollos de este capitulo, se tiene, el
an4lisis de distribuci6én de energfa de las bolas de un molino de chancado de minerales.

Dicha aplicacién corresponde al estudio realizado por el Departamento de
Metalurgia de la universidad Federico Santa Marfa. En dicho estudio se filmaron las
bolas en movimiento de un molino piloto, que fueron procesadas digitalmente para su
posterior andlisis (trabajo de tesis del ingeniero Jaime Serrat C.). En dichas imdgenes,
las bolas del molino se disponen como se observa en la figura No 4.16.

i

!r”
o

i

o (il !
e 0 UL L A iy
‘H'g“““ﬂl J “Mﬁ»*”'rfzﬁ 7

Wy kmt.. o

Hh
o L B s e

Figura No 4.16.

En la distribucién de las bolas se observa que los desplazamientos en su periferia
son relativamente rectilineos, pudiendose por lo tanto, aplicar criterios de geometria
bésicos. Pero en el centro de giro de las bolas, se observan desplazamientos en los cuales
dichos criterios arrojarfan distancias de desplazamientos con errores porcentuales
prohibitivos.
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La solucién: la aplicacién de algoritmos de adelgazamientos. Los cuales
conservando la morfologfa inicial, permiten el conteo por defecto del desplazamiento de
la bola en cuestién, con errores porcentuales despreciables.

4.7 Compactacion de "bitmaps".

Una de las megatendencias para esta década, prevee el uso de bases de datos que
coexistan con campos definidos como graficos (bitmap de fotografias), lo cual hard crecer
el tamano en orden de 10.000 Bytes por base.

Si se define como f la funcién de skeleton aplicada a la imagen analizada, se
define por consecuencia una funcién inversa que permita restituir la imagen original, a
partir del skeleton.

Estudios te6ricos y resultados practicos han obtenido un nivel de compactacion
(por concepto de bitmap) de hasta un 75%, con lo cual el orden de magnitud de dichas
bases de datos relacionales, harfa una aplicacién, por cierto atractiva, de un costo accesible
a cualquier estacién de trabajo.
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5 "Morlab" : Un paquete de aplicacion.

En el presente trabajo, se desarrollé un paquete de aplicaciones llamado "Morlab”,
desarrollado en "C", que tiene un tamaifio de 87[KB].

Dicho "software" tiene por objetivo el tratamiento morfolégico de imdgenes digitales.
El desarrollo del sistema, se basé en un ambiente de trabajo tipo "pull-down", implementado
en modo gréfico y con soporte de "mouse" para una éptima utilizacién de los recursos del
sistema (como se observa en la figura No 5.1). El mend principal consta de cinco opciones,
las cuales llevan por nombres: "File", "Edit", "Template", "Opcion™ y "Demos".

5.1 "Mena File."

La opcién "File" tiene por funcién la apertura de archivos en formato GIF, la
creacién de nuevos archivos en ambiente de trabajo, salvar pantallas en formatos ".mor"
(formato interno de "morlab"), imprimir pantallas y retornar al ambiente "DOS". El
despliegue de los submenis de "File" se observa en la figura No 5.2.

5.2 "Menu Edit."

La opci6n "Edit" tiene por funci6n el manejo de pantalla, para lo cual se tienen
submeniis para copiar, cortar y restituir zonas de pantallas previamente seleccionadas
(como se observa en la figura No 5.3).

Una opcién de gran utilidad es "Filter", el cual tiene por objetivo el filtrado
espectral de la pantalla. Para tal efecto se procede al filtrado por color de "paleta” que se
desea rescatar para su posterior andlisis morfoldgico. Dicho procedimiento queda de
manifiesto en las figuras Nos 5.4 y 5.5.

5.3 "Meni Template."

La opci6n "Template" tiene por objetivo la seleccién del elemento estructurador
parala posterior aplicacion de algin proceso morfolégico. Sino se seleccionael elemento
estructurador, se asumird por defecto "Square (3x3)". El despliegue de las opciones de
"Template" se observan el la figura No 5.6.
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5.4 "Meni Opcion."

El meni "Opcion" tiene por objetivo la aplicacién de alguna transformada
morfolégica: dilatacién, erosién, apertura, clausura o "skeleton" sobre la imagen de
entrada que se encuentre en pantalla. El despliegue de las opciones de este ment se
observa en la figura No 5.7.

5.5 "Meni Demos."

La opcién "Demos" tiene por objetivo la demostracién de las transformadas
morfol6gicas implementadas. Para el despliegue de estas demostraciones se asume por
defecto el "Square (3x3)" como elemento estructurador. (Figura No 5.8).
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Figura No 5.1
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Figura No 5.4

Morfologia Matemdtica. Pdgina 104



Figura No 5.5

Morfologia Matemadtica. Pdgina 105



(NG

Parable : fE)tSi

Figura No 5.6

Morfologfa Matemadtica. Pdgina 106



£
-
"
]
A,

[ia

L, n)

TA3&,

§.

falziais

Dilation

Opening

Closing |

Skeleton

Figura No 5.7

Morfologia Matemética. Pdgina 107



Dilation %

flpaning

Cloning

Blcer Yoerd ciny

EG3, 17 menu :H

Figura No 5.8

Morfologia Matemdtica. Pdgina 108



La solucién: la aplicacién de algoritmos de adelgazamientos. Los cuales
conservando la morfologfa inicial, permiten el conteo por defecto del desplazamiento de
la bola en cuestién, con errores porcentuales despreciables.

4.7 Compactacion de "bitmaps".

Una de las megatendencias para esta década, prevee el uso de bases de datos que
coexistan con campos definidos como graficos (bitmap de fotograffas), lo cual haréd crecer
el tamaiio en orden de 10.000 Bytes por base.

Si se define como f la funcién de skeleton aplicada a la imagen analizada, se
define por consecuencia una funci6n inversa que permita restituir la imagen original, a
partir del skeleton.

Estudios teéricos y resultados précticos han obtenido un nivel de compactacion
(por concepto de bitmap) de hasta un 75%, con lo cual el orden de magnitud de dichas
bases de datos relacionales, harfa una aplicacion, por cierto atractiva, de un costo accesible
a cualquier estacion de trabajo.
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5 "Morlab" : Un paquete de aplicacion.

En el presente trabajo, se desarrollé un paquete de aplicaciones llamado "Morlab”,
desarrollado en "C", que tiene un tamafio de 87[KB].

Dicho "software" tiene por objetivo el tratamiento morfolégico de imdgenes digitales.
El desarrollo del sistema, se basG en un ambiente de trabajo tipo "pull-down", implementado
en modo grifico y con soporte de "mouse" para una 6ptima utilizacién de los recursos del
sistema (como se observa en la figura No 5.1). El menii principal consta de cinco opciones,
las cuales llevan por nombres: "File", "Edit", "Template", "Opcion" y "Demos".

5.1 "Meni File."

La opcién "File" tiene por funcién la apertura de archivos en formato GIF, la
creacién de nuevos archivos en ambiente de trabajo, salvar pantallas en formatos ".mor"
(formato interno de "morlab"), imprimir pantallas y retornar al ambiente "DOS". El
despliegue de los submenis de "File" se observa en la figura No 5.2.

5.2 "Menu Edit."
La opcién "Edit" tiene por funcién el manejo de pantalla, para lo cual se tienen

submeniis para copiar, cortar y restituir zonas de pantallas previamente seleccionadas
(como se observa en la figura No 5.3).

Una opcién de gran utilidad es "Filter", el cual tiene por objetivo el filtrado
espectral de la pantalla. Para tal efecto se procede al filtrado por color de "paleta” que se
desea rescatar para su posterior andlisis morfol6gico. Dicho procedimiento queda de
manifiesto en las figuras Nos 5.4 y 5.5.

5.3 "Menu Template."

La opcién "Template" tiene por objetivo la seleccion del elemento estructurador
para la posterior aplicacion de algin proceso morfoldgico. Sino se selecciona el elemento
estructurador, se asumird por defecto "Square (3x3)". El despliegue de las opciones de
"Template" se observan el la figura No 5.6.
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5.4 "Meni Opcion."

El mend "Opcion" tiene por objetivo la aplicacién de alguna transformada
morfolégica: dilatacién, erosién, apertura, clausura o "skeleton” sobre la imagen de

entrada que se encuentre en pantalla. El despliegue de las opciones de este menu se
observa en la figura No 5.7.

5.5 "Meni Demos."

La opcién "Demos" tiene por objetivo la demostracién de las transformadas
morfolgicas implementadas. Para el despliegue de estas demostraciones se asume por
defecto el "Square (3x3)" como elemento estructurador. (Figura No 5.8).
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6 Conclusiones.

Es necesario hacer notar, que si los andlisis de imédgenes digitales han logrado dar
resultados satisfactorios, estos por su naturaleza son obtenidos a partir de la contrastacién con
lo que "visualmente nos paresca coherente" 0 nos de algiin tipo de informacién "histérica”.

Asi, dentro de las alternativas de algoritmos de andlisis de imdgenes digitales se cuenta
condos grandes ramas: una, lamds estudiada y ligada alas ciencias de laingenierfa, laespectral
(procesamiento de las frecuencias fi, donde fi serd el rango de frecuencias muestreadas). La
segunda el andlisis y estudio de formas, relacionada con las ciencias naturales como el
procesamiento de conectividades, eliminacién de istmos, vacios, etc.

Actualmente, la convergencia de ambas ramas de la ciencias, hace imprecindible el
uso de herramientas que permitan cuantificar informaciones de caracter cualitativo. Los
algoritmos desarrollados basados en términos de frecuencias, no pueden, como consecuencia
natural, discriminar en lo que respecta a el objeto analizado y su entorno, salvo que la
distribucién de frecuencia permita la discriminacién de ambos.

Aqui la morfologfa matemética surge como una poderosa herramienta, capaz de poder
actuaren campos de informacién de caracter cualitativo, pudiendo en muchos casos cuantificar
lo que antes no era cuantificable.

Un papel fundamental son los elementos estructuradores, gracias a los cuales podemos
interactuar con el objeto observado y su entorno. Asi podemos modelar en funcion de estos
elementos estructuradores,lo observado y por consecuencia lo que deseamos cuantificar.
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