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I Introducción. 
De la imagen de un objeto, el cerebro humano extrae multitud de infonnación. Con 

el desarrollo de la automatización es casi obvio preguntar si es posible aprovechar esta 

información en la programación de maquinas (dedicadas y no dedicadas) para la asistencia 

de labores tediosas y reiterativas que impliquen un ahorro de tiempo y optimización en 

procesos industriales, cientificos, y de investigación. 

El amilisis de una imagen en ci espacio, como una estructura fija o que evoluciona en 

este, es una actividad que está ligada a dos aspectos bien diferenciados: el priniero de ellos 

está relacionado con las formas visibles que la hall generado o con sus propiedades fisicas, 

biologicas u otras. La segunda está ligada at reconocimiento de la imagen o alguno de sus 

detalles con el objeto de sustituir la percepción del hombre por la de un automata. 

Ninguno de estos aspectos nos da una metodologIa para el amIlisis de imágenes. AsI, 

la permeabilidad de un medio poroso ejemplifica el primer caso . En efecto , este fenómeno 

a iiivel microscópico se rige por una ecuación de mecánica de fluidos que poco dice con la 

percepciOn visual intuitiva que podamos tener at respecto. En otras palabras el 

comportamiento del fluido no se puede deducir con la simple observación que hagamos de 

los espacios vacIos 0 ilenos que to constituyen. 

Algo similar sucede con el segundo aspecto, el reconocimiento de formas. Los 

procesos del pensamiento humano recurren constantemente a un universo de significados que 

no tienen por que tener una interpretaciOn geométrica de to observado. Para nosotros es ciaro 

que un ig1iI y un castillo corresponden a una niisnm categorfa de objetos, pero j,cómo resolverfa 

esta clasificación un autOmata? 

Los criterios visuales nose prestan para las cuantificaciones requeridas por los análisis. 

Por to tanto se require un procedirniento más formal. Entre las formas de describir los distintos 

fenOmenos que se manifiestan y desarrollan su estructura en el espacio hay una que es 

considerarlo como un objeto, que es to mismo decir considerarlo como un subconjunto del 

espacio vectorial en el cual se ha manifestado y definido. El método de amilisis en el cual se 

fundamenta dicha concepción se denomina MORFOLOGIA MATEMATICA. 

En el area de Análisis de imagenes digitales se cuenta, dentro de otras herramientas, 

con la morfologia matemática, nacido en Francia en el año 1964 y cuyos padres son dos 

académicos fisicos-matemáticos del centro de matemática y geostática de la Escuela de minas 

de Paris, en Fontaineblau Juan Serra y Georges Matheron. El primero de ellos avocado at 
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area de las rnatemáticas, mientras que el segundo se encuentra dedicado al area de la fisica 

de los materiales. De esta dualidad se explica las cualidades de potencialidad y simplicidad 

que constituyen la teorfa desarrollada desde entonces. Dos obras publicadas han permitido la 

difusiOn del método desarrollado en el ámbito del análisis de irnágenes : Random Sets and 

Integral Geometry G. Matheroni e Image Analysis and Mathematical Morfology [J. Serra], 

publicados en Wiley-1972 y Londres-1982, respectivanlente. 

En términos generales la morfologIa matemática relaciona la estructura de un objeto 

definida en el espacio Euclidiano y su entorno con sus complementos en el mismo espacio, 

a través de subconjuntos vectoriales definidos a priori, a los cuales se les ha liarnado 

"Elernentos Estructurantes", es decir elementos geoniétricos sencillos. i,Urno escoger estos 

elementos estructurantes ?, ZC6mo proceder a la comparación con el objeto de estudio, 

interactuar con la inforrnación obtenida y su posterior análisis?. Preguntas que necesitamos 

hacer si se desea trabajar con un margen de rigurosa coherencia. La respuestas están en los 

resultados ernpIricos obtenidos a partir de la experimentación y contrastación con resultados 

válidos (coherentes). Dos ejemplos, uno de ellos tornado de La ciencia de materiales y otro 

de la robótica nos permiten responder con coherencia en el ámbito de la rnorfologIa 

maternática. 

1.1 Los computadores potentes frente al coinputador estandar. 

Las diferencias entre Europa y norteamerica, no se situa solamente en el piano 

teórico. Por un lado el hecho de tratar de analizar el mundo rnicroscópico hace necesario 

el seguir en tiempo real los fenórnenos que acontescan. Esto Ilevado a un análisis rnás 

abstracto implica procesar una gran cantidad de inforrnación por unidad de tiempo, 

comparado con las relaciones o inforrnación que nos pueda entregar una fotografIa 

satelital, en las cuales el procesarniento no implica un tiempo crItico de respuesta. Esto 

marca una diferencia en Las necesidades de hardware. 

Si en épocas de Los años 1965-1977 Estados Unidos no requiriO de la explotación 

de máquinas dedicadas al amilisis, hoy la situación ha cambiado, adquiriendo esta area 

un acelerado crecirniento. En dicho crecimiento la fuente de los desarrollos han sido las 

numerosas investigaciones realizadas por Europa en décadas pasadas. Como hecho 

comprobable, a comienzos de los años 80 los adelantos realizados en el centro de 

tratamiento fotográfico de Michigan (ERIM), se descubria La rnorfologIa matemática 

gracias a los estudios de Stanley R. Sternberg, sin los cuales no habrIa sido posible dicho 
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desarrollo. Hoy en dia, la morfologIa matemática es considerada como herramienta 

fundamental en el análisis de las ciencias naturales, en las cuales la percepción visual 

resulta fundamental. 

1.2 De piedras a Picapiedras. 
Por otra parte, y segün su método, son suceptibles de cambios fIsicos, lo que en 

términos concretos implica una gran variedad de análisis de formas en función de los 

elememtos estructurantes escogidos. De esta interacción (elemento estructurador y la 

imagen en cuestión), se obtienen: el porcentaje de inclusion y la imagen resultante, la 

cual es denominada en este caso "imagen erosionada', rns pobre que la imagen inicial, 

pero dependiendo la naturaleza de esta t:iltima del experimentador, en funciOn de lo que 

queramos poner de manifiesto. Una aplicación de gran atractivo visual resultan los 

procesos de animaciOn como los desarrollados por la empresa Silicon-Graphics, gracias 

a la tecnologfa RISC, en la cual se puede procesar en tiempo real la filmación (seuial de 

video) de una persona y obtener por pantalla en forma simultánea personajes tan 

conocidos como 'Pedro Picapiecira", pero si no se dispone de este tipo de tecnologIa y 

contando con algoritmos eficientes se pueden obtener resultados como los que se observan 

en las figuras Nos 1.1, 1.2, 1.3 y 1.4, en las cuales fueron aplicadas en forma reiterativas 

elementos estructuradores definidos apriori para tal efecto. 

Figura No 1.1 
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Figurallo 1.2 

Figurallo 1.3 

Figura No 1.4 
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1.3 El analizador de textura: Un caballo de Troya notable. 

Una aplicación particular de la morfologIa y de gran inters es el análisis de 

texturas. El punto de partida: el instituto de siderurgia (IRSD), en 1964, tiempo en el 

cual Juan Serra evaluaba la calidad de los diversos minerales de hierro en función de 

sus respectivas texturas microscópicas. En cuanto se formalizaron las prirneras nociones 

teóricas se hizo necesario tin sistema electrOnico capaz de procesar las nociones 

conjuntistas partiendo de las im'Igenes adquiridas por el rnicroscopio. En 1970 la 

Reptb1ica Federal de Alemania, adquirió los derechos de este "analizador de texturas", 

y lo viene comercializando desde 1973 con el nombre de TAS. Este analizador a 

evolucionado notablemente combinado con el desarrollo de nuevas tecnologIas y el 

desarrollo de nuevas transformadas rnorfológicas. Hoy en dia no solo es el sisterna de 

análisis de imágenes microscópicas más importante de Francia sino que a servido como 

un verdadero caballo de Troya para introducir la morfologla niatemática en todas las 

latitudes. 

Estos analizadores de texturas están constituidos por una cantidad considerable 

de entradas, una administración optima de memoria y tin nmero adecuado de 

procesadores que efectian airededor de 50 operaciones morfológicas por segundo. Por 

supuesto esta no es la imnica tecnologIa disponible, con el desarrollo de la computaciOn 

alcanzados hoy, el uso de miquinas especializadas noes indespensable para la aplicación 

de estos algoritmos, de los cuales ya existen librerlas para computadores convencion ales. 

1.4 La percepción corno transformación. 
Los elementos estructuradores Ilan servido a trays de estos ejemplos como 

medidas interpretables en términos cu anti ficables; ahora nos servirin corno 

transformadas de imágenes segón tin método plenamente determinista. Si antes se 

establecen relaciones entre propiedades y estructuras, ahora se trata de reconocer Sn 

forma. En en el caso de una imagen bin aria, en la que cada pun to pertenece o no a una 

estructura del objeto a analizar en perspectiva y que comprende partes con distintos 

matices de gris. AquI el factor tiempo niarcará una diferencia, si se desea una inspección 

breve no se podrá contar con algoritnios cuya ejecuciOn demore un tiempo largo. Una 

aplicaciOn es la automatización industrial desarrollado por S.R. Sternberg de la 

universidad de Michigan quien lo implementó en una importante industria 

automovilIstica. Una cámara de video adquirfa informaciOn sobre una correa 

transportadora de cajas de transniisiOn, suministrando imágenes del fondo de estas. 
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El constructor deseaba verificar si dos retenes determinados (Figura No 1.5) se 

encontraban en su sitio o no. Este problema resulta inmediato para un ser humano, pero 

no es un problema trivial si se desesa programar un automata para tales efectos. ,Cómo 

soluciona este tipo de problemas la morfologla matemática?. Para este efecto se considera 

la imagen inicial (Fig No 1.6) cot-no un conjunto . Basta, a tal fin, añadir un eje 

perpendicular al conjunto anteriormente definido en R2 (bidimensional), con el objeto 

que represente la informaciOn de los tonos de grices por pixel. Asi a todo punto de la 

imagen posee un valor para el eje perpendicular y mayor será su valor mientras mayor 

luminosidad posea. Desde el punto de vista geométrico el conjunto de estos compornentes 

corresponde a la superficie o relieve de la imagen a ser analizada, siendo el conjunto 

objeto del análisis los puntos que estn por debajo de dicho relieve (bitmap). Después 

de una secuencia de transformadas (Figuras 1.5 a la 1.10) se obtiene respuesta a la 

presencia o no presencia de los retenes. 

Una vez definido el peso por punto del bitmap (nivel de gris), asI mayor será su 

altura a menor tono de gris, en consecuencia el negro tendrá el valor mfnimo de la paleta 

soportada por el monitor (Fig 1.5), ahora imagenémonos que hacemos pasar por esta 

superficie una bola de un radio dado y que son eliminadas todas las areas donde la bola 

no alcanza Ilegar, esto es las fisuras mas claras al entorno inmediato, coino se aprecian 

en la figura No 1.6, este criterio se define como filtrado inorfolOgico. Eliminando una 

serie de detalles como una etapa intermedia entre filtrado morfológico y erosion se obtiene 

la imagen de la figura 1.7. Al término del análisis dos marcadores indican la presencia 

de los dos retenes en cuestión Figura 1.8, cot-no la ausencia de dichos retenes (Figura No 

1.9). En la figura 1.10 se aprecia la ausencia de unos de los retenes que se están siendo 

revisados. El tratamiento en su totalidad a durado sOlo dos segundos, usando procesadores 

rapidos y de costo mayor a los comunes. 
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Figura 1.6 

Figura 1.7 

Figura 1.8 

Figura 1.9 
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Figura 1. 10 

El concepto de filtrado resulta ya algo cotidiano para técnicos y cientfficos. Sin 

embargo el proceso de filtrado morfológico es diferente por naturaleza a los conceptos 

tradicionales ya existentes, sin perder por esto el grado de atractivo en su simplicidad. 

1.5 Una extensa gama de aplicaciones. 
Después de Ia revision de algunos ejemplos es bueno tratarde distinguir los lImites 

de acción para la morfologIa niatemática, 1,sobre que fenómenos es realmente aplicable?. 

Esta respuesta no es muy clara, ya que esta herramienta es un conjunto de teorIas en 

desarrollo, siendo su potencialidad una función en términos de resultados positivos a una 

gama muy extensa de posibles fenOmenos a los que se pueda ver enfrentado. Esta 

herramienta fue concebida inicialmente para estudiar y resolver problemas de 

microscopla óptica. En este campo, la biologla representa el estudio de los tejidos y 

células (Figura No 1.11), yen la ciencia de materiales el estudio de los metales, aleaciones, 

rocas, polvos y medios porosos. 

Figura No 1.11 
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En histologfa la morfologIa matemática permite precisar el tipo de relaciones 

existentes entre las fibras rápidas y las lentas y el tejido sostén, constituyentes de los 

müsculos largos (Figura No 1.12). En la figura superior construida a partir del corte de 

la figura inferior, las fibras lentas y rpidas aparecen en tonos claros y oscuros 

respectivamente. El estudio detallado de esta partición desarrollado por el INRA en 

Francia ha supuesto una importante ayuda al diagnóstico de las miopatIas o 

degeneraciones de estos rnüsculos. 

Figura No 1.12. 

Fuera del campo de la rnicroscopIa y de la autoniatización robótica, la 

morfologia matemática se presta preferentemente-ait análisis que no requieran y vinculen 

demasiados significados para la percepción hurnana. Su lógica geométrica se verIa 

en problenias si se aplicase a la percepción de un grafólogo, por ejeniplo, siendo una 

herrarnienta de gran utilidad en estructuras corno la obtenida en una electroforesis (Figura 

No 1.13). 

Figura No 1.13. 
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Figura No 1.14. 

La electrofóresis bidmensional es un método de separación de protelnas, 

previamente extrafdas de un tejido, al ser sornetida a campos eléctricos perpendiculares 

entre sI. La distribución de estas macromoléculas, segin su peso y su potencial eléctrico 

presenta caracterfsicas análogas en individuos ernparentados (figura No 1.13). La 

interpretaciOn de una electrofóresis requiere del aisiamiento de cada una de estas protefnas 

y el estudio de su situación en el piano y sus relaciones de vencidad (figura No 1.14). Un 

tratamiento morfológico desarroliado por Serge Beucher de la Escuela de Minas de ParIs 

e implementado en el analizador LEITZ-TAS efecttia esta tarea en forma automática, 

siendo su tiempo de ejecución mucho menor que los enipleados por los métodos 

tradicionales. 

Otro campo de interés es el de la teledetección. En este campo se han disefiado 

satélites de propósitos especIficos como el SPOT construido en Francia (1984). En el 

Spot las imágenes son adquiridas en tres bandas espectrales (de 0.51 a 0.58[jiml,  0.63 

a 0.69 fttm] y de 0.79 a 0.89[tmi) en modo multiespectral, con un pixel de 20x20 [ml y 

de una mnica banda espectrai se 0.52 a 0.72 [.tniJ, en modo policromático con un pixel 

de 10 x 10 [m]. Los objetivos del satélite Spot se centran en el conocimiento, inventario, 

vigiiancia y gestión de los recursos terrestres. Para tales efectos se diseñan simulaciones 

de estas imágenes. En la figura superior se tiene la adquisiciOn de un valle en la cuidad 

de Garona. La morfologla matemática contribuye a la interpretación automatizada de 

dichas imágenes contrastadas posteriormente con las simulaciones, obtenindose un alto 

porcentaje de inclusiones segtin elementos estructuradores predefinidos para tal efecto. 

Para el desarrolio de estas interpretaciones se tratan las entidades conexas como conj till tos 

de pixeles estandarizados que facilitan el análisis con elenientos vecinos tainbiéri 

estandarizados. 
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Figura No 1. 15. 

Debe hacerse notar que, fuera de los ejempios presentados, la morfologIa 

matemática es aplicable a espacios matemáticos diferentes, tales como: retIculos de 

puntos, campo de vectores, espacios no euclidianos, pianos bidemensionales, etc. Tal 

como se ha presentado la morfologIa, pareciera ser autoconsistente, aislada de diciplinas 

vecinas. En su historia contemporánea, comenzando por los aios sesenta y con el 

explosivo desarrollo tecnológico, su manifestación en Europa y Estados Unidos fue 

diferente, por lo menos en lo que a análisis de imágenes digitaies se reuiere. En Estados 

Unidos fue la NASA, la que determinó las pautas en ci campo de la investigaciOn 

americana. En Europa, si bien careclan de la industria aeroespacial, también se vio 

enfrentada a el tratamiento de ciencias tradicionalmente cualitativas. 

De aquI en adelante fue desarrollado un avance sistemático, hasta la construcción 

de los primeros analizadores automáticos de imigenes (los quantiments). Era obvio 

que los resultados obtenidos en ambos continentes fueran divergentes. En microscopIa 

óptica, los objetos suelen recortar ci espacio en "fase': los granos y poros de una roca, 

nücleo y citoplasma de una célula, etc.; se trata de imágenes bastantes contrastadas 

con respecto a las imágenes de fotografIa aéreas. De ello la concepción fundamental de 

la morfologla modelada como un conjunto en su noción básica, y que se considere 

el espacio bidemensional como un subconjunto del espacio tridmensional. AsI la 

morfologIa confiere una gran ponderancia a los conceptos de "máxirno y mInimo", 

mientras en Estados Unidos se tendIa por los cálculos nuinéricos. Por otra pane el uso 

constante del microscopio hace ci modelamiento del mundo a objetos una consecuencia 

natural. Mienas ci uso de adquisiciones satelitales hace tender al riguroso análisis 

algebraico, aplicado al uso de mallas de puntos, gráficos o matrices. 
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1.6 Una historia de piedras. 
La explotación de minerales y su refinarniento es una actividad niás importante 

de lo que pudiera parecer a primera vista. En Lin pals con una buena ley de suelos el costo 

en energla eléctrica podrIa aicanzar a Lin 5% de la energIa total en los procesos productivos 

del pals, por lo tanto la optimización en dichos procesos resulta de una gran importancia. 

Comenzando con los trituradores y la roca a triturar deteniendo el proceso en el mornento 

adecuado, diseflando trituradores en serie, etc. Para controlar estos procesos, es necesario 

examinar el resultado al final de cada etapa, determinando el tamaño exacto de lo 

desmenuzado y sobre todo la textura precisa de la roca triturada. 

Al efecto se realiza una inclusion de las muestras del producto que sale del 

triturador en una resina polimerizante; de dicha inclusiOn se obtiene Lin corte piano, que 

acto seguido se puiirnenta, corno se observa en la figura No 8. El objetivo es elaborar Lin 

modelo descriptivo de estas secciones pianas bajo la suposiciOn de que los granos de la 

roca son triturados en cada choque por dos pianos paraieios muy proxirnos entre si. De 

este modo el espacio ocupado por la muestra analizada resulta deterniinda por rupturas 

(lineas) paralelas, cuya posición y orientación se disponen en forma aleatoria. Una 

simulación de esta muestra es el que se muestra en la figura No 1. 17, en hi cual se observa 

un cierto valor estético, en el cual quedan definidos pequeños poligonos que 

estadIsticamente corresponden a la muestra de la figura No 1.16, asI es posible el 

reconocimiento y análisis de fonnas y tamaños, a través de la medida de su superficie. 

Figura No 1.16. 

Comprobar este modelo con la realidad se reduce a verificar si la distribución de 

tallas y formas dentro de este 'pavirnento" de la figura No 1.17 previsto teOricarnente 

coincide estadfsticaniente con la muestra obtenida. j,Pero córno establecer en la práctica 

este nivei de coincidencia? ,I-Iabrla que tomar cada una de las particulas minerales, de 
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las que hay millones, y compararlas con todos los millones de particulas teoricamente 

posibles?. Aquf la morfologla matemática opta por definir elementos 'estructuradores" 

que pueden ser cIrculos, pares de puntos, etc. Si escogemos por ejemplo un cfrculo corno 

elemento estructurante y desplazamos dicho elemento sobre la irnagen a analizar 

podremos verificar la inclusiOn de este elemento en esta. 

Figurallo 1.17. 

La proporciOn de inclusiOn en la imagen se denominará porcentaje de inclusiOn. 

Podemos posteriormente, segin nos convenga, modificar el elemento estructurador 

obteniendo distintos porcentajes de inclusiOn en forma reiterativa, y asI Ilegar a la 

contrastaciOn de el modelo teOrico definido a priori con la muestra real del mineral. La 

bondad de esta comparación será mejor tantas muestras o elementos estructurantes 

empleamos sobre la imagen analizada (en la prctica un par de decenas). 

Gracias a este ejemplo queda de manifiesto la naturaleza de la morfologIa 

mateniática. Se trata de una teoria conjuntista, en el sentido en que se fundamentan dichas 

inclusiones son intersecciones, uniones y desplazamientos en vez de sumas y 

mu itiplicaciones. 
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2 MorfologIa matemática. 

2.1 Notaciones 
En este capItulo, se formalizan las notaciones matemáticas empleadas y las 

definiciones morfológicas necesarias para el desarrollo de los algoritmos y su posterior 

análisis. 

Conjunto de todos los enteros: 

z 

Arreglo bidimensional de vectores: 

z 2  

Subconjuntos de 

A,B,C,X,Y, 

Conjunto vacIo: 

Fil 

Transformada de X por 3: 

13(X) 

Vectores de Z2: 

a,b,c,x,y, 
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x pertenciente a X: 

xEX 

x no perteneciente a X: 

xX 

X es subconj unto de Y: 

XcY 

X es subconjunto impropio de Y: 

XcY 

Conjunto intersección de X e Y: 

XnY 

Conjunto union de X e Y: 

XuY 

Subtracción de Minkowski de X por Y: 

xe 

AdiciOn de X por Y: 
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ErosiOn de X por Y: 

xe 

DilataciOn de X por Y: 

Transformada hit/miss de X por Y: 

X®Y 

Bordede S: 

Interior de S: 

S 

Complemento de X respecto a 

x  

Conjunto diferencia entre X e Y: 

X/Y =(XcuY)c 

Convergencia secuencial monOtona de Xi para valores de X: 
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Reflección de X respecto al origen: 

—X=-  -xe X. 

Conjuntos de vectores que satisfacen la propiedad P: 

{x:P} 

Traslación de vector x por el vector b: 

Union de las traslaciones de y 

UbEBXb 

IntersecciOn de las traslaciones de y 

flbEBXb 

RotaciOn de X por i x90°: 

pi(X) 
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2.2 Operadores Morfológicos Erosion y DilataciOn. 
Una imagen digital binaria está representada por un conjunto de puntos liamados 

pixeles,los cuales se definen pertenecientes a S. Una transforrnación morfológica X 

sobre una imagen se define como una nueva imagen, obtenida a partir de la imagen 

original sobre la cual se procesó un elernento estructurante. Todos las operaciones 

morfológicas aplicadas se basan en la adiciOn y subtracciOn de Minkowski, las cuales 

estan definidas como: 

xeT=[a+h:a E X,b E T} =UbE  TXb  

[2] 

xeT=(xT)c=nbE Tb 

Cabe hacer notar la dualidad existente entre la adición y su'btracciOn de 

Minkowski. 

La erosion y dilataciOn morfológicas son definidas desde un punto de vista 

georntrico, previa existencia de elernentos estructuradores, los cuales son aplicados 

en las figuras de análisis iniciales. AsI la erosion está definida maternáticarnente por 

el conjunto de puntos x los cuales suniados vectorialmente con el conjunto T dan un 

conjunto soluciOn Tx, el cual debe ser conjunto impropio de X, notacionalmente queda 

expresado corno: 

131 

XêT=x:TcX} = flbE TXb 

De las definiciones dadas, se deduce que la suhtracciOn de Minkowski y la 

erosiOn convergen a un mismo conjunto para elernentos estructuradores nulos (T={0,0)). 

AsI la diiatación está definida como el conjunto reusultante de: los puntos x tales que ci 

conjunto Tx es unido con el conjunto X, notacionalmente queda expresado corno: 
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[4] 

XEBT={x:TX nX#ø}=ub E TXb  

Examinando la erosion y dilatación un poco ma's profundo se tiene que dado 

dos conjuntos A y B , definidos por sus elementos: 

A = ( al,a2,a3,a4,a5 ............... ail) y 

B = ( bl,b2,b3,b4,b5 ............... bn) 

entonces la dilatación de A por B estará dada por el conj unto de todos los posibles 

pares de elenientos de la surna vectorial ai + bi pertenencientes al conjunto solución C. 

Lo anterior queda definido corno sigue: 

Defenición 1: Sea A y B subconjuntos de E, la dilatación de A por B está 

definido por: 

15] 

C =A EIB ={c E E'Vc =a +b} 

con a perteneciente A y b perteneciente B. Como ejemplo se define dos conjuntos 

vectoriales; 

A = ((0,1), (1,1), (2,1), (2,2), (3,0) ) y 

B = ((0,0), (0,1) 

asI el conjunto solución está dado por: 

C= ((O,1),(O,2),(l,l),(1,2),(2,1),(2,2),(2,3),(3,O),(3,1)), 

esto queda representado corno lo muestra la figura No 2.1 
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Figura No 2.1 

2.2.1 Propiedades de la dilataciOn morfolOgica. 

La dilatación morfológica es simétrica con respecto a sus operadores, asI se 

establece la conmutatividad para la erosion morfológica. 

{6] 

PEY:- -:izi 

En el desarrollo de los algoritmos de gestión los operandos son claramente 

identificados segOn los propOsitos e intereses en el análisis, asI el conjunto A es 

definido como la "imagen de entrada" y el conjunto B como el "elemento 

estructurador". AsI en el propósito de erosion la imagen A será erosionada por 

el elemento estructurador B. Como es lógico suponer existen distintos grupos de 

operadores morfolOgicos, lo cual es motivo de estudio en un capItulo posterior, sin 

embargo se tiene un claro criterio al tomar un disco como elemento estructurante, 

ya que este actOa en forma isotrópica en la imagen de entrada, siendo válido dicho 

criterio para la dilataciOn y erosion morfológica. 
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Asf Ia dilatación de la imagen A por Lin elemento estructurador D puede ser 

expresado como, la iteración de dos elementos B y C, estableciendo asi la 

asociatividad en la operación de erosion. 

1.7] 

A $D =A (B C)=(A B)C 

Esta propiedad tiene especial interés dado que el elemento estructurador D 

puede ser definido por la erosiOn de dos elementos estructuradores B y C. Esta 

propiedad representa tin ahorro en el costo computacional debido a que el conj unto 

D definido como la dilataciOn de B y C seth conjunto impropio de D, siendo el 

mimero de elementos de D, B y C Nd, Nb y Nc respectivamente, asI Nd>Nb y 

Nd>Nc, por lo tanto el niimero de operaciones resultantes seth de Na*Nd,  lo cual 

puede ser Lin ahorro considerable con respecto a Na*(Nb+Nc), silas dimensiones 

de los conjuntos A, B y C es muy grande. 

Silos algoritmos de desarrollo de Ia dilataciOn se basan en barridos de pan talla 

(del tipo VGA 640x480) utilizando computadores a 16 Mhz, la dilatación por Lin 

elemento estnicturador D (de dimensiones 5x5), podrIa tomar Lin tiempo de 7 seg. 

aproximadamente. Como contrapartida, si se considera la dilatación por dos 

elementos estructuradores B y C de dimensiones (30) y (2x2) respectivamente, la 

ejecuciOn de dilataciOn tomará Lin tiempo de 14 seg. aproximadamente. 

Mateniátic amen te la diferencia en el orden de magnitud entre las dimensiones de 7 

y 14 es despreciable, sin embargo computacionalmente la dilatación de una imagen 

de entrada por dos elementos estructuradores v/s la dilatación l)0f  Lin solo elemcmto 

implica necesarianiente ban-er la pantalla por cada elemento estructurador, por lo 

tanto si la operación se define en base a "a" elementos estructuradores, la ineficiencia 

del algoritnio en términos de tiempo será del (n 1)*100%. 

Una alternativa de caracter maternático para solventar dicha ineficiencia, es 

redefinir la dilataciOn como la traslaciOn de A en trminos del elemento 

estructurador. 

Definición 2: Sea A un subconjunto de E3 y x perteneciente a E3, la traslaciOn 

de A por x se denota por (A)x y está definido por: 
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(A)=[C E E'Vc=a+x,Va e Al 

asi la dilatación de A por B se puede definir como la union de la traslación 

de A por los elementos de B. 

 

A B = Ub E BAb  

Esta definiciOn puede ser comprobada por inspección al suponer una 

imagen de entrada A cualquiera, y un elemento,  estructurador de un 6nico elemento 

(xi,yi), obteniendo como resultado la imagen de entrada A trasladada en las 

cordenadas (axi+xi , ayi+yi). La definición de la traslaciOn de la imagen de entrada 

nos da las herramientas necesarias para enunciar la propiedad de Traslación 

Invariante de la Dilatación "Si se dilata la imagen de entrada (A)x (A dilatada por 

el elemento x) por el elemento estructurador B, se tendrá como conjunto solución 

la dilatación de A por B trasladada por el elemento x. Lo anterior queda expresado 

como: 

[101 

AX B =(A EB) 

Como se ha visto, los operadores morfológicos se pueden definir como la 

iteración de dilataciones de conjuntos impropios de estos, de aquI se deduce el 

siguiente corolario a partir de 110] 

Morfologla Maternática. Página 22 



(AEDB1 Ef3B2 EJ ... E(Bn)EE ... (DBp) 

De la proposición anterior se puede deducir que si se dilata una iniagen de 

entrada por un elemento estructurante no nulo x, seguidamente se dilata por un 

elemento no nulo y, donde se cumple que x = -y, el conj unto solución será la misma 

imagen de entrada. Lo anterior queda expresado como sigue: 

 

EJB 

empleando un criterio similar al usado en [11] se puede deducir 

que: 

 

AX  ED Bl B2  ... )(Bn)(x)  ... $BP= 

La dilatación es necesariamente extensiva cuando el origen pertanece al 

elemento estructurante, asI el conjunto solución esta dado por todos Los vectores 

ai+bi , incluyendo en origen (vector nub). 

Como ejempbo de lo anterior se ilustra en la figura No 2.2 el conj unto soluciOn 

de la dilatación de Ia imagen de entrada A por el elemento estructurador B el cual 

no contiene al vector nL110 y sus elementos son reflejados con respecto al origen. 
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Figura No 2.2 

De la situaciOn anterior se deduce el corolario siguiente: 

Coroiario 14: 

 

SiO E B = Bin  (=- B1  ED B2  (@... El) B, 

Proposición 15: Si dos conjuntos A y B son erosionados en forma 

inclependiente por el mismo elemento estructurador D y se determina que A es 

subconjunto impropio de B, el conjunto solución de La diiatación de A por D será 

conjunto impropio de ci conjunto solución de B dilatado por D. Lo anterior se resume 

como sigue: 

 

A cB =A El)D cB EBD 

De la proposición anterior y aplicando la propiedad conmutativa se obtiene: 

 

A cB =D El)A cD EDB 

2.2.1.1 Ley de Distributividad de la dilatación. 
La distributividad de La diiatación de sobre la intersección 

de conjuntos está dada por: 

..c--..- 
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[17] Proposición: 

A EE(BnC)=(A B)n(A C) 

En forma análoga se tiene la distributividad sobre la union de conjuntos: 

11181 ProposiciOn: 

A EJ3(BuC)=(A 3B)u(A C) 

Aplicando los criterios y definiciones de [15] en forma conjunta a 

la propiedad distributiva de Ia dilataciOn en la union e intersecciOn de conjuntos 

morfológicos se establece que: 

[19] ProposiciOn 

A ®(BuC)c(A ®B)u(A (@C) 

Proposición 20: 

A (BnC)c(A E2B)n(A C) 

La propiedad de la distribitividad de la dilatación sobre la uniOn e 

intersección, es de real iniportancia ya que computacionalmente permute un 

ahorro en el tiempo de procesamiento en la ejecución de dilataciones de 

elementos estructuradores sobre imágenes de entrada definidas por una 

cardinalidad no despreciable. AsI un elemento estructurador se puede 

descomponer en un n(imero reducido de subconjuntos los cuales podrIan ser 

pensados como el lImite de la figura que describe tat elemento estructurador, 

de este modo, junto con expresar la dilataciOn como mm uniOn de dilataciones, 

el misino niimero de dilataciones se puede reducir a un nimero tat que el 

conjunto de vectores descriptores de el elemento estructurador describa o 

incorpore a los vectores de la periferia. La figura No 2.3 ejeniplifica la situaciOn 

anterior: 
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Figura No 2.3 

2.2.2 La erosion y sus propiedades. 
La erosion es definida como el dual morfológico la dilataciOn. Si se define 

una imagen de entrada A, sobre la cual se erosionará un elemento estructurador B, 

el conjunto soluciOn de dicha tranformación quedará definido como todo vector 

x perteneciente al espacio n-euclidiano tal que x+b debe pertenecer a A para todo 

b perteneciente a B. Lo anterior queda sintetizado como sigue: 

[21] Proposición 

A eB ={x c E'Vx+b cz A AbE B} 

Si definimos como ejemplo al conjunto A como: 

A = ( (1,0),(1,1),(1,2),(1,3),(1,4),(1,5),(2,1),(3,1),(4,1),(5,1)} 

y al conjunto B como: 

B = ( (0,0),(0, 1) ) , el conjunto soluciOn correspondiente a la 

erosiOn de A por B esta dada por: 

C =A eB = {(O, 1), (1, 1),(1,2),(1,3),(1,4)} 

fflr 
t  X  I  PAFM 
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La erosion rnorfológica también se puede definir como el conjunto 

de todos los vectores diferencia entre A y B , asI: 

 

A êB ={x E EPZ/b E B =a E A/x=a—b} 

La utilidad de la erosiOn es apreciada cuando es empleada para expresar 

una diferencia de formas. Asfia erosiOn de unaimagen deentrada A por un elemento 

estructurador B es el conjunto de todos los vectores x pertenecientes a E3 tales que 

trasladados de B están contenidos en A. De esta definición se deduce quc un 

elernento del conjunto soluciOn xi dilatado por ci conjunto estructurador da 

por resultado un subconjunto de A. Lo anterior queda expresado corno: 

 

A êB = {x E E zI(B) c:A} 

el efecto de erosionar una irnagen de entrada A por un elernento 

estructurador B se puede visualizar en la figura No 2.4. 

AGB 

Figura No 2.4 
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Existe una diferencia entre las definiciones de la subtracción de Minkowski 

y la erosion morfolOgica, la primera define la traslación de todos los puntos de A 

pot B, mientras la segunda ofrece una suerte de reslricción al admitir solo elementos 

que pertenezcan a la imagen de entrada. AsI la erosiOn de A por B se redefine como 

la traslaciOn de A pot todos los bi pertenecientes a B intersectados pot el conjunto 

A. 

[24] ProposiciOn: 

A B — (Thb E  B(A)b 

La figura No 2.5 define una figura de entrada A y un elernento estructurador 

B con el cual se erosionará la figura A. Para este efecto la figura A a sido trasladada 

pot todos los elernentos de B, teniendo un ntiniero n de conjuntos soluciones (sOlo 

de traslación) y el conjunto soluciOn correspondiente a laerosión de A por B estará 

dada por las intersecciones de todos los conjuntos soluciones de traslaciOn antes 

niencionados. 
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Figura No 2.5 

[25] Proposición 

SiOE B =A eB cA 

Por inspección se deduce, aplicando la definición de erosion, que al no estar 

contenido el origen en el elemento estructurador, el conjunto soluciOn de la erosion 

de A por B no tendrá nada en comün con la imagen de entrada A. La figura No 2.6 

ejemplifica lo anterior. 
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Proposición 26: La invariancia de traslaciOn. 

Si la imagen de entrada es trasladada por un vector x, el conj unto solución 

correspondiente a la erosiOn de A por B, estard desplazado por el vector x. AsI si 

el elemento estructurador está desplazado por un vector x, el conjunto solución 

correspondiente a la erosion de A por B, estará desplazado por el vector -x. Lo 

anterior queda expresado como sigue 

 

AX eB =(A (DB)( X) 

 

A eB( X)=(A êB)(X)  

ProposiciOn 28 : Si la irnagen de entrada A está contenida en la irnagen B, 

entonces la erosion del elemento A por un elemento K estará contenida en la erosion 

de B por un elemento K. Lo anterior queda sintetizado corno sigue: 

 

A c  =(A (3K)c(BeK) 
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La proposición anterior esta ejemplificada en Ia figura No 2.7: 
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Figura No 2.7 

Proposición 29 : Si A es subconjunto irnpropio de B, y la figura de entrada 

A es usado corno elemento estructurador sobre una inlagen D, y el eleniento 

estructurador erosiona a una imagen de entrada D ; el conjunto solución 

correspondiente a la erosion de A por D seth conj unto impropio del conj unto 

soluciOn correspondiente a la erosiOn de D por B. Lo anterior queda expresado 

como sigue: 

[29] 

B cxeA =(DêA)c(DêB) 

La figura No 2.8 ejemplifica la proposición anterior 
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Figura No 2.8 

La estructura de la erosion y dilatación es similar en cuanto a la dualidad 

existente. Esta dualidad es aplicable a operaciones de union e intersecciOn 

morfolOgica. Un ejemplo de ello se aprecia en las leyes de Morgan, donde se 

define las operaciones de complemento de un elemento estructurante y/o imagen 

de entrada. 

[30] 

(A UB)C =A fl Bc 

Morfológicamente la negaciOn de un conjunto o vector es considerado 

cot-no el inverso geométrico con respecto al vector nub (centro geornétrico del 

sistema de coordenadas). Este inverso geométrico es liamado "reflecciOn' de X 

con respecto al origen. 

DefiniciOn 31: Sea B subconjunto impropio de E3. La reflección de B es 

denotada por B y está definido por: 
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[3 11 

B ={x/b E B,x=—b} 

La reflección de B con respecto al origen es definido tarnbién como B 

transpuesto o el transpuesto de B. 

[32] Teorema de Dualidad erosion dilación 

(A E) B) = Ac BC 

La figura No 2.9 ejemplifica lo seuialado anteriormente. 
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[33] Proposición: La distributividad de la erosión sobre La intersección. 

(A nB)êK= (A eK)n(B êK) 

La figura No 2.10 muestra la distributibidad de La erosion sobre La 

intersecciOn. 
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Figura No 2.10 

34] ProposiciOn La uniOn de las erosiones de A por K y B por K, será 

subconj unto impropio de la erosion de K por la uniOn de A por B. Lo anterior queda 

expresado como sigue: 

(A eK)n(B eK)c(A uB)eK 

MorfologIa Mateniática. Pigina 35 



La figura No 2.11 ejemplifica la proposición anterior: 
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Figura No 2.11 
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[35] Proposición : Por la naturaleza restrictiva de La definición de erosiOn 

esta transformada morfológica no cumple con la propiedad conmutativa, es decir 

(A eB)#(B êA) 

asI la distributividad de La erosiOn sobre La union se restringe a La 

identificación de cuales serán los elementos estructuradores y cuales serán las 

imágenes de entrada. 

A e(Buc)=(A eB)n(A E) C) 

La figura No 2.12 ejemplifica la proposiciOn anterior: 
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La relevancia práctica de esta proposición reside en como desarrollar los 

algoritmos para el tratamiento de imágenes, asI se debe considerar cuales serán los 

elementos estructuradores y su posible descomposición o tarnbién corno una posible 

iteración de elementos estructuradores sobre una imagen de entrada, basados en la 

union del elemento estructurante n con el elemento estructurante n-i. 

Proposición 36 : La union de los conjuntos soluciones dados por las 

erosiones de A por B y A por c será subconjunto irnpropio de la erosion de la imagen 

de entrada A por la union de B por C. Lo anterior queda expresado corno sigue 

[36] 

(A êB)u(A eC)A e(BnC) 

La proposición anterior queda representada por la figura No 2.13 

REMMEN Common 
rniiiu cannon 
Riiiui r. a lassiE 
luSOON no  MEMNON 
uuiui .uauil 

III 111111 
I' 

vauuuui 
U.S.'.' 

BrC 'Ii." 

Figura No 2.13 
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Proposición 37 : Con respecto a la descotnposición de los elernentos 

estructuradores se tiene como regla expresar una erosion de un elernento de entrada 

A por K como una erosiOn de un elemento de entrada A por la suma de subconjuntos 

determinantes de K. AsI si el elemento estructurador K está determinado por la 

dilataciOn de los subconjuntos B y C, se tiene que la erosiOn quedará expresada 

como: 

 

A eK=A (B C) 

Proposición 38: En la optimización de el tiempo de ejecuciOn involucrado 

por una erosion, segón [37], se puede expresar el elemento estructurador como la 

dilataciOn de dos subconjuntos, asI el algoritmo de erosiOn puede ser diseliado o 

implementado en dos etapas que consideren erosiones de orden de magnitud 

pequeña en coniparaciOn con la primera , por ejemplo si se tiene: 

 

A (B $C)=(A B)êC 

la optimización en el tiempo de ejecución se hard razonablemente 

considerable si el orden de magnitud de los conjuntos involucrados en el proceso 

de erosion es grande (entendiendo por conjunto grande a un conjunto de entrada 

con cardinalidad superior a los cien vectores descriptores y un conjunto 

estructurador con cardinalidad superior a los diez elenientos o vectores 

descriptores). 

Corolario 39 : De la proposición 38 se puede extender ladescornposiciOn 

de el elemento estructurador a una sunia de k subconjuntos deterministas de K, 

asi la erosion de A por K quedará determinada por: 

 

Ae(Bl EB...'3Bk)=(...(AeBl)e ...eBk) 
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Proposición 40: Revisando las precedencias de la erosion y dilatación de las 

dos proposiciOnes anteriores [38] y [391 no se obtiene una igualdad en términos de 

prioridades, asi en este sentido el desarrollo de la erosion priori tariamente ante la 

dilataciOn establece una inclusiOn del desarrollo de la dilataciOn prioritaria ante la 

erosion. Lo anterior queda expresado como sigue: 

[40] 

A EE(B êC)(A B)êC 

La figura No 2.14 muestra el desarrollo de esta inclusiOn 
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Figura No 2.14 

Siendo la dilatación y erosion de caracter dual, no podernos suponer que la 

cancelaciOn conjuntista (matemática) sea técnicarnente correcta. Por ejemplo si una 

imagen de entrada A puede ser expresada como la erosiOn de dos conjuntos B y 

C , notacionalmente corno: 

A =B ec 
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podrIamos suponer que dilatando en ambos miembros de la igualdad, por el 

conjunto C Ilegarfamos a una igualdad del tipo A [+] C = B, sin embargo por ser 

conjuntos de tipo morfológicos existe una mantención en la relaciOn de formas 

que obedece al siguiente criterio: 

Proposición 41: Una imagen de entrada A seth subconjunto impropio de el 

conjunto resultante de la erosion de B por C si y solo si la dilatación de A por 

C es subconjunto impropio de B. Lo anterior queda sintetizado notacionalmente 

como sigue: 

 

A c (B C)(A (DC)B 

Corolario 42 : Como corolario de la proposición anterior se generaliza 

que una imagen de entrada sera' conjunto impropio de B erosionado por una 

secuencia de conjuntos Ck si y solo si la imagen de entrada A dilatada por una 

cadena de conjuntos Ck es subconjunto impropio de B. Lo anterior queda 

notacionalmente expresado como: 

 

( ... (ACl E ... )Ck cB 

2.3 Operadores de Apertura y clausura. 
En el procesamiento de imágenes binarias es prácticamente imposible encontrar 

que una imagen de entrada o imagen objeto sea procesada solamente por operadores 

de erosiOn u operadores de dilataciOn, salvo Situaciones de caracter demostrativos . Asf 

en la mayorIa de los análisis se encuentran aplicaciones simuluneas y alternadas de 
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los operadores morofológicos vistos en los capftulos anteriores. Ejeniplo de ello 

son iteraciones de dilataciones donde el conjunto soluciOn es erosionado o 

iteraciones de erosiones donde el conjunto solución es dilatado. 

En casos particulares en los cuales se desea destacar o elirninar caracterIsticas 

particulares de una imagen objeto sin distorsionar la interpretación morfológica de esta 

entendiendose por significancia o interpretación morfológica el "mensaje" intrinseco 

de la imagen, asI cuando nuestra imagen de análisis sea un cuadrado y no querarnos 

afectar su interpretacidn morfológica nos preocuparemos que en las iteraciones 

que efectuemos con los operadores morfológicos bajo distintos elementos 

estructuradores, Ia imagen inicial siga interpretando un cuadrado y no una circunferencia. 

Como es obvio deducir el lazo de control está implernentado "a priori" siendo el 

actuador de este lazo nuestra interpretación de cuadrado con respecto a una 

circunferencia. Siendo el margen de error pequeño se podrán establecer criterios para 

el análisis de formas. AsIdentro de las implementaciones de "a pares" de los operadores 

rnorfolOgicos ya vistos se han definido dos operadores morfológicos de caracter 

secundarios, tornando corno base las definiciones de erosion y dilataciOn y las 

propiedades que a estos los rigen. 

Proposición 43 : Dado una irnagen de entrada A y un elernento estructurador 

K, se define corno apertura rnorfológica al conjunto soluciOn de Ia erosion de A por 

K , dilatado por K. Notacionalmente lo anterior queda expresado conio 

1431 

A{3}K=(A K)K 

Proposición 44 : Dada una imagen de entrada A y un elemento estructurador 

K, se define como clausura rnorfolOgica al conjunto solución de la dilataciOn de A 

por K , erosionado por K. Notacionalinente lo anterior queda expresado corno: 

A{e}K=(A K)êK 
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La caracteristica de estas transforrnaciónes es que son idempotentes, es decir 

la aplicación reiterativa de estas trasformadas sobre el conjunto solución anterior no 

aporta cambios morfológicos en cuanto a su interpretación se refiere. AsI, si deseamos 

transformar o aplicar la apertura morfológica a una imagen de entrada utilizando un 

disco como elemento estructurador se obtendrá como resultado la elirninación de islotes 

o puntas aguzadas y quiebres de istmos angostos. Si aplicamos la transforinada de 

clausura sobre la imagen de entrada empleando el mismo elernento estructurador 

obtendremos los alargamientos de golfos y el desaparimiento de pequeños vacIos yb 

lagunas internas de nuestra imagen de entrada. 

Una vez aplicadas estos operadores a una imagen de entrada no obtendrernos 

carnbios significativos en la morfologIa de nuestra imagen, ya que una vez desaparecidos 

los istnlos o lagunas el conjunto resultante ya no tendrá dichas caracterIsticas y 

solarnente será objeto de efectos cot-no la erosion y la dilatación. Esta propiedad 

morfolOgic amen te se denomina idempotencia o tranformadas morfolOgicas 

equipotenciales. La cual reviste una gran importancia en térrninos de no provocar 

una "reacción en cadena" que desemboque en una pérdida total de los propósitos de 

nuestro procesamiento. 

Proposición 45 : Aprovechando la idempotencia de las transformadas de apertura 

y clausura se tiene una clase de conjuntos que son inalterados por la erosiOn seguido 

de dilataciones dado un elernento estructurador K. Esta clase de conjuntos consiste 

en todos los conjuntos que puedan ser expresados como algdn conjunto dilatado por K. 

La proposiciOn anterior queda expresada cot-no sigue 

 

A K= (A (DK){e}K=(A{EB}K)K 

Proposición 46 : La idempotencia de la clausura inorfológica queda expresada 

como sigue: 

 

A{} Kiel K =A{e}K 
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Proposición 47: En forma similar a la dilatación de una imagen erosionada por 

un elemento estructurador K se vera inalterado por nuevas dilataciones y erosiones. 

Esta proposición queda sintetizada como sigue: 

1147] 

A 9K=(A{$}K)eK=(A K)[ê}K 

En forma similar la idempotencia de la apertura morfológica es sintetizada en La 

siguiente proposición: 

Proposición 48 : Todo conjunto solución obtenido a partir de La apertura 

morfológica con servará sus vectores descriptivos al ser aplicada nuevamente la apertura 

dado el mismo elemento estructurador, asI: 

1.48] 

A{(@}K =(A{}K){}K 

Obviamente tanto para la idempotencia de la apertura como para la clausura 

esta seth valida para un lazo iterativo de n ejecuciones, donde n sea el numero de 

veces que es aplicado la apertura 0 clausura. 

2.3.1 La antiextensibidad de la apertura morfológica. 

Sea una imagen de entrada A la cual es "abierta" por un conjunto vectorial 

B, entonces el conjunto solución de dicha transformación morfológica seth conjunto 

impropio de la imagen de entrada A . Notacionalmente lo anterior queda expresado 

como sigue: 

114911 

A{®}B cA 

MorfologIa Matemática. Página 46 



La figura No 2.15 ejemplifica Ia autoconsistencia de la apertura sobre la 

imagen de entrada. 

uit•u 

iia•ui 
A AeB AoBm(AOB)B 

Fig. No 2.15 

2.3.2 Extensividad de la clausura morfolOgica. 
Dado una irnagen de entrada A, esta será subconjunto irnpropio de la clausura 

de A por un elemento estructurador B. Lo anteriormente expuesto queda expresado 

notacionalmente como sigue: 

[50] 

A c(Ae}B) 

La figura No 2.16 ejemplifica lo expuesto en la proposición anterior. 
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Fig. No 2.16 

2.3.3 Teorema de dualidad de Apertura y Clausura. 

Tanto la, Apertura/clausura como la Eros ión/dilatación son transformaciones 

duales . Es decir el complemento de la clausura de A por B es la apertura de los 

conjuntos A° por B. Lo anterior queda expresado notacionalmente cot-no sigue 

[51] 

(A{e}B) C AC{}B 

Georntric amen te la apertura rnorfológica se puede expresar corno la union 

de todas los vectores traslaciones de B que estén contenidos en la imagen de entrada 

A. Lo anteriorniente expuesto queda expresado notacionalmente como sigue: 

[521 

A{}B={xEA/y,xEBEA} 
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=uB{B E Al 

En forma análoga, la clausura morfológica se puede expresar 

geom&ricamente como la intersecciones de todos los vectores trasladados de B de 

forma tal que pertenezcan a la irnagen de entrada A.Lo anterior queda expresado 

notacionalmente como sigue: 

 

A}B =x E E'Vx E B),=BflA #ø 

=nB{BnA #ø} 

AsI las proposiciones [52] y [53] implican que la apertura de A por B 

trasladado por un vector x será igual a A "abierto" por B trasladado por un vector y, 

con x perteneciente E3. Lo anterior se extiende a la operación de clausura 

morfológica. Estas implicansias quedan expresadas notacionalmente como: 

 

A{EJ}B =A{Ei}B), 

De las proposiciones anteriores se deduce que el origen de los elementos 

estructuradores es idempotente sobre el conjunto solución obtenidos de las 

operaciones de clausura y apertura rriorfológicos. 

2.4 Aplicaciones de operadores rnorfológicos en figuras 

binarias. 
Dados los operadores rnorfológicos antes rnencionados , se tiene un conj unto de 

operaciones caracterIsticas sobre imágenes binarias de caracterIs ticas también 

preestablecidas. AsI la aplicación de los operadores de dilatación, erosion, apertura y 
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clausura en conjunto con elementos estructuradores definidos previamerite , dan sobre 

una imagen de entrada (imagen a ser procesada), los efectos que ernpIricamente se 

desean. Tales efectos se pueden clasificar en: 

Atenuación de caracterIsticas rnorfológicas. 

Alisamiento de contornos. 

Eliminación de istmos delgados. 

Eliininación de islotes y puntas aguzadas. 

La clasificación de estos efectos , podrIan parecer un tanto arbitrarios, pero en 

el estudio y clasificación de formas matemáticas, es decir figuras en las cuales su 

funcionalidad en R2 están descritas por una funcidn, hacen que estas caracterIsticas 

sean de inters. El comportamiento de los operadores morfológicos quedan de 

manifiesto en las siguientes figuras 

Dado una imagen de entrada y un elemento estructurador, en este caso una 

circunferencia ( escogido por sus caracteristicas isotrópicas, es decir actuia 

armónicamente en la geometria de la imagen a ser procesada", tanto en la convergencia 

corno en la divergencia). 

Sea una imagen de entrada X, la imagen a ser procesada por un elemento 

estructurador B, corno se muestra en la figura No 2.17 

Fig. No 2.17 

El procesamiento de esta imagen (o su transformada niorfológica), por su 

elemento estructurador da corno resultado el conjunto Y ,los cuales son obtenidos segiin 

el operador morfológico respectivo, corno se detalla a continuación 
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2.4.1 Transformada de erosiOn X ê B 

EROSION: XOB 

Fig. No 2.18. 

2.4.2 Transformada de dilatación X B 

DILATION: X®U 

Fig. No 2.19. 

2.4.3 Transformada de apertura X{}B 

Fig. No 2.20 
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2.4.4 Transformada de clausura X{}B 

CLOSING:  Xu 

Fig. No 2.21 

La 'tintensidad' de las caracterfsticas obtenidas a través de los cuatro 

operadores rnorfologicos sobre la imagen de entrada X, está en relación directa de 

la iteración del algoritmo respectivo, asI, si se desea una atenuaciOn sobre un efecto 

en particular deberá iterarse hasta que se obtenga el resultado deseado. Si La 

atenuación o la aniplificación de estas caracterIsticas es controlable a través 

de el niimero de iteraciones efectuadas sobre la imagen de entrada X , la "cualidad" 

está en función directa de el elemento estructurador empleado en la transformación, 

lo cual se vera en detalle en el capitulo 3. 
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3 Filtros inorfológicos. 

3.1 Filtros de orden superior. 
Se entenderá como filtros morfológicos superiores, aquellos filtros que sean 

empleados en iniágenes en tonos de gris o en imágenes de color (pixmap). Los filtros de 

primer orden serán todos aquellos donde se apliquen transformadas morfológicas sobre 

un bitmap, o sea, en imágenes de carácter binario. 

Los elementos estructuradores hall servido a través de los capItulos anteriores 

conio medidas interpretables; ahora nos serviran como transformadas de imágenes segtin 

un método plenamente determinista. Si antes se estabiecen relaciones entre propiedades 

y estructuras, ahora se trata de reconocer su forma. Si en ci caso de una imagen binaria 

en la que cada punto pertenece o no a una estructura del objeto a analizar en perspectiva 

y que comprende pastes con distintos matices de gris. AquI el factor tiempo marcará 

una diferencia, si se desea una inspección breve no se podrá contar con aigoritmos cuya 

ejecución sea breve. 

Una aplicación es la automatizaciOn industrial desarroilado por S.R. Sternberg 

de la universidad de Michigan quien lo implementó en una importante industria 

automovilIstica. Una cámara de video adquirIa información sobre una correa 

transportadora de cajas de transrnisión, suministrando imágenes del fondo de estas. El 

constructor deseaba verificar si dos retenes determinados (Figuras Nos 3.1 a la 3.6) se 

disponlan en su sitio o no. Este probiema resulta inmediato para u ser huniano, pero no 

es un problema trivial si se desesa programar un autOmata para tales efectos. j,COino 

soluciona este tipo de problemas la morfologIa matemática?. 

Para este efecto se considera la imagen inicial (Fig No 3.1) como un conjunto. 

Basta, a tat fin, afladir un eje perpendicular al conjunto anterior definido en R2 

(bidimensional), con ci objeto que represente la información de los tonos de grises por 

pixel. Asi a todo punto de la imagen corresponde un valor para ci eje perpendicular y 

mayor será su valor mientras mayor luminosidad posea. Desde ci punto de vista 

geométrico ci conjunto de estos compomentes corresponde a la superficie o relieve de 

la imagen a ser analizada, siendo ci conjunto objeto del amulisis los puntos que estan 

por debajo de dicho relieve. 
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Figura No 3.1 

Figura No 3.2 

Figura No 3.3 

Figura No 3.4 
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Figura No 3.5 

Figura No 3.6 

Después de una secuencia de transformadas (Figuras 3.1 a 3.6) se obtiene 

respuesta a la presencia o no presencia de los retenes. Una vez definido las coordenadas 

por punto (nivel de gris), asi mayor seth su altura a menor tono de gris, en consecuencia 

el negro tendrá el valor mInirno de la paleta soportada por el monitor. Ahora 

irnagenémonos que hacemos pasar por esta superficie una bola de un radio dado 

(eleniento estructurador) y que son eliminadas todas las zonas donde la bola no alcanza 

liegar, esto es las fisuras más claras al entomb inmediato, conio se aprecian en la figura 

No 3.2, este criterio se define como filtrado morfolOgico. 

Eliminando una serie de detalles corno una etapa intermedia entre filtrado 

morfológico y erosion se obtiene Ia inlagen de la figura 3.3. Al término del amIlisis dos 

marcadores indican la presencia de los dos retenes en cuestión Figura 3.4, como la 

ausencia de dichos retenes (Figura No 3.5). En la figura 3.6 se aprecia la ausencia de 

unos de los retenes que se están siendo revisados. El tratamiento en su totalidad a 

durado solo dos segundos, ocupando procesadores rápidos y de costo mayor a los 

comunes. 
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El concepto de filtrado resulta ya algo cotidiano para técnicos y cientIficos. 

Sin embargo el proceso de filtrado morfológico es diferente por naturaleza a los coriceptos 

tradicionales ya existentes, sin perder por esto el grado de atractivo en su siniplicidad. 

En el tratamiento de imágenes basados en análisis espectral, se dependerá de o 

de las frecuencias de corte para obtener alguna información determinada, siendo esta 

información de carácter limitado en el sentido de que sOlo otorgará información 

correspondiente at nivel de energfa aludido (color de filtrado). En este sentido la 

morfologIa matamática retornará como informaciOn el nivel de energIa que desea ser 

detectado, pero seth capaz de retornar los patrones que cumplen con dichos 

requerimientos y discriminar aquellos que no lo cumplan. 

Uno de los problemas clásicos es la detección de bordes en una vecindad de 

cuerpos, sin que entregue información incoherente (manchas interiores de los cuerpos 

que contengan frecuencias de filtrado). Este problema se soluciona en forma natural 

entregando a la funciOn de filtrado morfológico, las freuencias de cortes y el elernento 

estructurador, este ültimo encargado de discriminar los interiores de las vecindades o 

lImites de los cuerpos. 

Lo anterior queda expresado notacionalmente como sigue: 

fe =F If, 1  If, 2} 

1Cm  =F{f1,f2,B} 

donde: 

fe 
filtro de tipo espectrales. 

fin 

filtro de tipo morfológico 

donde: 
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f1 
frecuencia de corte 1. 

f2 
frecuencia de corte 2. 

Elemento estructurador. 

3.2 Filtros morfológicos de pruner orden. 
Los filtros morfológicos de primer orden nacen como consecuencia natural de 

las aplicaciones de transforrnadas morfológicas simples y compuestas. Asf se definen los 

filtros por erosiOn, dilataciOn, apertura, clausura, apertura-clausura y clausura-apertura, 

siendo estos Oltimos filtros de carácter compuesto. 

En este capftulo se expondrá los filtrados de una señal amuioga mostrada en la 

figura 3.7 y la seflal filtrada por filtros análogos (figura 3.8). Estos filtros emplean como 

elementos estructuradores rectángulos, cIrculos y parábolas como se observan de la figura 

No 3.9 a la figura No 3.26 

Cabe selialar que dichas aplicaciones tienen como restricción: el ancho de banda 

del ruido de la seflal debe ser de dos ordenes de magnitud mayor como mInimo para que 

el filtro pueda discriminar entre la frecuencia de este y el de la señal. Por otra parte los 

resultados deben ser contrastados inicialmente con lo esperado, para la obtención de 

resultados coherentes. 

3.2.1 Imagen de entrada y filtrado análogo. 
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Figura No 3.7 

Figura No 3.8 

3.2.1.1 Filtrado morfológico por erosiOn. 

Figuras Nos 3.9 - 3.10- 3.11 

3.2.1.2 Filtrado morfolOgico por dilataciOn. 

Figuras Nos 3.12- 3.13 - 3.14 
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3.2.1.3 Filtrado morfológico por opening. 

Figuras Nos 3.15 - 3.16 - 3.17 

3.2.1.4 Filtrado morfológico por closing. 

Figuras Nos 3.18 - 3.19 - 3.20 

3.2.1.5 Filtrado morfológico por open-closing. 

Figuras Nos 3.21 - 3.22 - 3.23 
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3.2.1.6 Filtrado morfolOgico por cbs-opening. 

Figuras Nos 3.24 - 3.25 - 3.26 

3.2.2 Los tiltros morfológicos como discriminadores de 

ruido en la transrnisión de data. 
Otra aplicación corno consecuncia natural de los operadores rnorfolOgicos 

básicos es el filtrado de ruido en la transmisión de data, particularrnente en lo que 

hace referencia a la data de imágenes, el cual puede quedar de nianifiesto en la figura 

No 3.27b. La transfoimada morfológica en este caso es desarrollada por el closing, 

con bajos niveles de iteración, siendo iguales a la unidad para obtener los resultados 

de la figura No 3.27a. Con niveles de iteración igual a dos y tres se obtienen los 

resultados obtenidos en las figuras Nos 3.27c y 3.27d respectivarnente. 

Figuras Nos 3.27a - 3.27d. 
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4 Análisis de algoritmos de adelgazainiento. 

4.1 IntroducciOn. 
Con el desarrollo de la tecnologIa y sus multiples aplicaciones en el campo 

de la computación, el análisis de formas e imágenes digitales ha adquirido una grari 

atención en el estudio de reconocirniento de patrones y su aplicación en algunas Ireas 

de la automatización. 

En la mayoria de los algoritmos empleados para el análisis de formas, se pueden 

encontrar dos tipos de tecnicas a emplear: técnicas basadas en lImites y técnicas basadas 

en regiones. Para el análisis de formas, basado en los ilmites de la figura, se extraen las 

caracterfsticas de estas basados en la informaclon contenida en la periferia, por ejemplo: 

para el cálculo de superficies y momentos bidimensionales basta con analizar las 

caracterIsticas del la figura (entorno), para determinar el cálculo en cuestión, sin necesidad 

de entrar a analizar la cantidad de pixeles que estarIan determinando la composiciOn del 

objeto o figura en cuestión. 

Por el contrario, en las técnicas basadas en regiones, como por ejemplo, en el 

estudio de la densidad de una figura (Skeletons o Esqueletos), para su clasificacIon en 

tipos de forma, el estudio de la composición interior de la figura se hace imprescindible.El 

desanollo de este trabajo, está orientado al estudio de métodos digitales para generar 

"Skeletons" enlazados (continuos), denominándose dicho estudio ALGORITMOS DE 

ADELGAZAMIENTO. 

Existen numerosos criterios para definir algoritmos de adelgazarniento, siendo 

estos, en general procesos en los cuales se generan acciones iterativas de movimientos 

de pixeles desde la periferia del objeto, haciéndolo converger sin perder su conectividad 

y su significado (interpretación) morfológica. Las condiciones antes mencionadas son 

estrictamentes necesarias para definir cualquier algoritmo de adelgazamiento, sin 

embargo se hará necesario definir más rigurosamente los conceptos que involucran la 

interpretación morfológica de un cuerpo y su conectividad, asi como definiciones de 

convergencia, razón de convergencia y precision para tin estudio sisteniático de dichos 

algoritmos. 
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En el desarrollo de los algoritmos de adelgazamiento se emplearán operadores y 

transformadas rnorfológicas, las cuales son definidas en forma simultánea al estudio de 

los algoritmos. Estas definiciónes han sido formalizadas por Matheron y Serra entre 

otros para desarrollar Skeletons de densidad uno (one-pixel). Antes del estudio de los 

algoritmos de adelgazamiento se hard necesario definir nociones básicas de operadores 

y transformadas morfológicas matemáticas. 

4.2 Definiciones. 
En este capItulo, se formalizan las notaciones matemáticas empleadas y las 

definiciones morfológicas necesarias para el desarrollo de los algoritmos y su posterior 

análisis. 

4.2.1 La transformada hit/miss. 
Un operador niorfológico (transformada), de gran importancia en este estudio 

es la transformada "Hit/miss". Esta se define en base a un conjunto T compuesto de 

dos subconjuntos: 

T1 AT2  

asI la transformada "Hit/miss" de X por T es definido como el conjunto de 

todos los puntos donde: 

T(.  1) 
AT(X2)cXC  

donde: 

X  

es el conjunto complernento de X y 

T 
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(i=1,2), hace referencia a la traslación de 

T 

por el vector x. Asf la transformada Hit/miss queda definida como: 

[1] 

X ®T =[x:T1x cX;T,c cX'} 

=(X 9  TI)  n(XceT2) 

Si 

T1  

es escogido como el el complemento de: 

T2  

la ecuación [I] puede ser reescrita como: 

[2] 

X ®T =(X eT1)n(xc  e(WnT)) 

donde W es la ventana que es definida a partir de la estructura T. Si T genera 

un espacio bidimensional de nxn, entonces W estará definida como una estructura 

de nxn que contiene a T. En la operación Hit/miss se detecta La ocurrencia del 

patron T en la irnagen X. La figura No 4.1 muestra un ejempLo del reconocimiento 

del patron T utiLizando la transformada Hit/miss. 
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XO X0 (Wr,T) 

Figura N°4. 1: Reconocirniento de patron usando la transformada 'Hit/miss". 

El cIrculo punteado corresponde al origen y los espacios en blanco son ceros. 

Finalmente el proceso de adelgazamiento se define como: 

31 

X OT=X/(X®T) 

el cual puede ser pensado como un proceso de bsqueda y borrado. La 

operación X [*] T localiza todas las ocurrencias de la estructura T en X y la operaciOn 
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/ remueve desde X los puntos que han sido localizados. Para el adelgazamiento 

simétrico de X se requieren de elementos estructuradores determinados. AsI 

el adelgazamiento de X por T se define como una operación consecutiva de 

adelgazamientos por estructuras Ti. 

 

X (DT =( ... ((XO T I ) OT2)... OT") 

donde T representa la secuencia (Tn) y el orden de n satis face la propiedad: 

p(T)=T 

La notación: 

corresponde a la rotacion del elemento estructurante T en sentido horario 

para ix 900. 

La erosion y transformada Hit/miss pueden ser redefinidas como: 

 

XeT=(Xe TI ) u(X9T2)u ... u(XeT'1 ) 

 

X®T=(X® TI ) u(X®T2)u ... u(X®T'1 ) 
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Note la diferencia entre las ecuaciones [4],[5] y [6].1-a ecuación [4] es una 

operación secuencial den etapas donde cada una depende de la etapa inmediatamente 

anterior, en tanto las ecuaciones [5] y [6] son operaciones paralelas, donde cada etapa 

puede ser procesada en forma simultánea. 

4.2.2 Vecindades de "p". 
Un conjunto se dice finito si y solo si este contiene un ni.'irnero finito de 

elementos. Sea P un subconjunto finito de R2. Es decir P es una irnagen finita 

conteniendo 0's y l's (con extension Q=(0,1)). Una imagen digital binaria se 

puede definir como una función de rnuestreo X de P en Q. Entonces la imagefi 

X queda definida por: 

[71 

S={p E P:X(p)=1} 

El conjunto P se puede definir a partir de otros subconjuntos, en este caso S 

es subconjunto arbitrario de P. 

4.2.2.1 DefiniciOn 1 
Un punto p tiene cuatro vecinos, liarnados superior, inferior, derecho e 

izquierdo (puntos a,b,c y d de la figura No 4.2). Estos puntos son liamados 

vecinos-cuádruples de p (o adyacentes-cuádruples de p). Si U,V son conjuntos 

impropios de S y algunos puntos de U son adyacentes-cuádruples de V, entonces 

se dice que U es adyacente-cuádruple de V. 

4.2.2.2 Definición 2 
Un punto p tiene cuatro vecinos diagonales liamados e,f,g y ii corno se 

aprecia en la figura No 4.2. Estos, junto con los vecinos-cuádruples, son los 
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liamados vecinos-óctuples de p (o adyacentes-óctuples de p). Si U,V son 

conjuntos impropios de S y a1gmn punto de U es adyacente-óctuple de V, 

entonces U se dice adyacente-óctuple de V. 

(-1.0) (0,0) (1,0) 

(-1.1) (0,) (1.1) 

Figura No 4.2: Los vecinos dctuples y cuádruples con sus respectivas 

coordenadas segün p. 

4.2.2.3 Definición 3 
Una trayectoria óctuple (o cuádruple) denominada como 

de largo n desde x a y es un conjunto de puntos <x=x 1,x2,x3,.. .,xn=y> 

tal que xi es vecino-óctuple (cuádruple) de xn-1 , con 1=< i =<n. 

4.2.2.4 Definición 4 
Sean x e y dos puntos diferentes en S. Se dice que x es 

Trayectoria-conectada-óctuple (t-c-4) de y si alifexiste una trayectoria-Octuple 

(o t-4), en (x,y). Esta definición implica que si x es 

trayectoria-conectada-cuádruple a y ,es tambidn t-c-8. La proposiciOn inversa 

no es siempre verdadera. 
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4.2.2.5 Definición 5 

Sea: 

xES 

el componente-óctuple (c-4) de S, denotado por Ks (X) es definido por: 

[8] 

K(X)={y EE S} 

donde y es trayectoria-conectada-óctuple (t-c-4) de x) 

El componente-óctuple o componente - cudrup1e a veces es referido 

como componenete-conectado-óctuple, el cual puede ser definido corno el 

subconjunto conectado-óctuple máximo de S. 

La figura No 4.3 muestra un ejemplo de la definición anterior. 
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I • , 1 • 
L 1 

I • , 

11111 

11111 
I 

..I1I11. 

(a) 

1 111 
1 

11111 
1 • 

11111 

(b 

OlUJj 

I 
1 • 1, 

I 1 

. 3 . S • I I S 

I • • • I • 

(C) 

Figura N° 4.3: Los componentes conectados óctuples y cuádruples de 

Imagen S. 

Un componente conectado cuádruple (tarnbién óctuple) de S con S° 

conectado-cu ádruple. 

Un componente conectado-óctuple de S con conectado-cwidniple.Los 

puntos son ceros. 
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4.2.2.6 Definición 6 
S es conectado-óctuple (c-4) si este tiene solo tin componente-óctuple 

(c-4). 

4.2.2.7 DefiniciOn 7 
El borde de S esta definido por: 

os 
= x:x es adyacente-cuádruple de y, x € S,y E Sc 

El interior de S a su vez, está definido como el conjunto diferencia entre 

S y el borde, es decir: 

[9j 

=sI3S 

4.2.2.8 Definición 8 
El componente de: 

Ksc, que contiene las filas y columnas de una region rectangular el cual 

pertenece a  , es Ilamado el fondo de S (background). Los dernás componentes 

de: 
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( b) 

ctx tMjOlQJJ 

son liamados agujeros en S (holes), como lo muestra la figura No 4.4. 

11 
111 I111 •  
3. t • i13 
1 LI 1 I .11. 
1 1111111 
11111 1 •  _t •  
11 ••  1 I1_ 
11111 I • 31 •  
1111 l I •  
113_1111 

(a) 

(c) 

Figura N°4.4 : Background de la imagen y sus agujeros. a)Imagen 

de S. b) Background de S. c)Agujeros de S.Los puntos representan ceros. 

4.2.2.9 Definición 9 
S es simplemente conectado si S es conectado-óctuple y no posee 

agujeros. S será conectado-rnóltiple si es conectado-óctuple pero posee agujeros. 
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Los conectados-óctuples son referidos como simplemente conectados o 

mültiple-conectado y objeto-conectado-óctuple es referido como un 

componente-conec tado-Octuple. 

4.3 Desarrollo de un algoritmo de adelgazamiento. 
El algoritmo descrito aquf, es ilamado algoritmo A, este representa una clase 

general de algoritmos desarrollados por numerosos investigadores en el pasado ([41,[5] 

Y [6]).Este consiste en dos ciclos.El primero de estos es un proceso iterativo paralelo 

compuesto por cuatro fases. Cada fase utiliza elementos estructurantes de 30 para 

trasladar el conjunto de puntos pertenecientes al borde de la figura. En otras palabras 

puntos que satisfacen la transformada Hit/miss son removidos de la periferia hacia las 

direcciones cardinales interiores de la figura. Para tal efecto son aplicados sobre la figura 

inicial cuatro elementos estructuradores en forma secuenciaL Los cuatro elementos 

estructuradores estan definidos en la figura No 4.5 como: 

D = (Dl, D2, D3, D4) 

t ° o1] * 0 0 

oJ 
j 

& D2 DS D4 

1 0 i * 1x i- i I x  
t o Ki) 'I 

* i z *  
II 22 4 

Figura N° 4.5: Algoritmo A: elementos estructuradores D y E con sus 

respectivos componentes. Los pixeles x son irrelevantes en el algoritmo. 
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Una vez finalizado el primer ciclo, se inicia el segundo, en el cual se aplica 

sobre la figura ya elaborada el eleniento estructurador E definido como: 

E = (El, E2, E3, E4) 

mostrados en La figura No 4.5. Sea S un componente conectado e I el Skeleton 

resultante de algün algoritmo. El proceso de iteración del primer y segundo ciclo 

son indexados por m y n respectivamente. Despus de un nthnero finito de 

iteraciones , dependiendo de la densidad de S , S converge al Skeleton I, el cual 

conserva la conectividad de S. En el desarrollo del algoritmo A se especifican dos 

transformadas como 131 y 132 las cuales hacen referencia al primer y segundo ciclo 

de iteraciones respectivamente. Asi la primera transfonnada queda definida como: 

[ 10] 

Pi =S,D,nil ={S OD}m  

=( ... ((((((SOD1 )0D 2 0D3 0D4 0D1 )... 

donde: 

SOD 

es el adelgazamiento de S por cuatro elementos estructurantes en D y; 

IS OD}rn  

es la repetición de rn veces el proceso de adelgazamiento. Suponiendo que La 

iteración m converge en M etapas , el procesamiento de S queda dado por: 

s ,  = PJS,D 5 MJ 
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La segunda transformaciOn esta dada por: 

[12] 

j32{S',E,n} ={S'OE} 

el cual converge a I en N iteraciones.Diferentes ordenes de aplicaciones de los 

elementos estructurantes sobre S dan origen a distintos algoritmos de adelgazamiento. 

Por ejemplo se puede crear un algoritmo con el siguiente orden de elementos 

estnicturantes: El ,D 1 ,E2,D2,E3 ,D3,E4 ,D4 (este orden completa una iteración). La 

problemática es encontrar una secuencia dada quo cumpla en forma Optima con los 

criterios de conectividad e interpretaciOn morfológica. Para satisfacer este requerimiento 

asf como un estudio más ordenado de este algoritmo se hace necesaria una definición 

más formal del concepto de Skeleton. 

DefiniciOn 10: Dado un objeto S conectado-óctuple y Scontiene 

cotponentes-conectados-cuádruples, el Skeleton de S debe cumplir con las siguientes 

condiciones: 

Conectividad: S e I tienen la misma Flomotopia. Esto es, I es conectado-óctuple 

y estos complementos contienen componentes conectados-cuádruples (dos conjuntos 

finitos son HomotOpicos si existe una correspondencia uno a uno entre los componentes 

conectados de S e I, y una correspondencia uno a uno entre los agujeros de S e I. 

One-pixel de densidad: I es reducido a un a un pixel de densidad, es decir 

cada punto localizado en I pertenece a un patron cuadrado de 2x2, como en la figura No 

4.6 A = (Al,A2,A3,A4), no existiendo en I patrones menores que estos, o sea puntos 

crIticos, como se observa en la figura No 4.7 (un punto es liamado crItico si la traslación 

de este genera discontinuidad o un agujero). Toda posible configuraciOn de punto crItico 

contiene uno de los patrones A en B = [B1,B2,B3,B4] y C. Matemáticamente esta 

condición queda expresada como: 

Sip E (IeA)=p c (I®B)u(I®C) 
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A1 A s A s A q  

Ii GJx x oI x_l z z Ix 

Ix i x o i ojx 

Figura N° 4.6: Elementos estructuradores A,B y C. Los elementos que definen a! 

patron A definen un Skeleton conectado. Los elementos de B y C son posibles 

configuraciones de puntos crfticos de un Skeleton, estos contienen uno de los patrones 

A. 

Ii 
1111 
till 

Li Ii 1 1 
:LUJ 

1 1 1 AJi 11 1 1 

(a) (b) (c) 

I 

I I I 11Y1111 I 
1 
1 1 

(d) (e) 
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Figura N° 4.7: a) Patron de no densidad de un pixel. b) En este patrOn se detecta 

las estructuras Al y A3 lo cual implica que no ha convergido a Skeleton. c) La eliniinación 

de los dos pixeles de las esquinas hace converger a Skeleton de un pixel de densidad. El 

patron T no es considerado como convergente ya que p C A2, A3. e) convergencia del 

Skeleton en d) 

c) Eje medio : I corresponde al eje rnedio de la representaciOri de S. A 

cada punto p 41 se asocia el rnáximo disco contenido en S con centro en p cot-no DD(p,rp) 

donde rp representa el radio continuo de la imagen digital del disco DD con centro en 

p. Note que DD(p,O)= (p). Bajo esta definiciOn S se pudereescribircorno: 

[13] 

S = up  E IDD(p,rp) 

donde: 

ScS 

e I es HomotOpico a S. En forma ideal, si I corresponde al eje rnedio de S, 

S 

debe ser idéntico a S. Con el desarrollo del algoritmo A en el prOximo capItulo 

se analizará segOn las definiciones anteriores. 

4.4 Análisis del algoritmo de adelgazamiento. 
a) Convergencia. 

El algoritmo de adelgazarniento borra de un elemento-conectado en cada iteración 

elementos (pixeles) del lImite (frontera) de la figura S, sin alterar la configuraciOn y 
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conectividad de S. En otras palabras es necesario que el algoritmo haga converger a! 

Skeleton I de densidad uno sin que este pierda una representación razonable a partir 

de S. En esta sección se analizará la convergencia del algoritmo. 

Proposición 1: Si S es un conjunto finito no vacIo T que contiene el origen y más 

de un elemento, entonces el adelgazamiento de S por T es un conjunto no vacIo. 

Es obvio que: 

SOT#ø 

S es no vaclo y 

S 0Tc:S 

(subconjunto impropio de 5). Supongase que S es conjunto vacIo, lo cual implica 

que: 

SçS®T 

Usando La definición de la transformada de Hit/miss se tiene que: 

S c(S eT)n(scer) 

de aquf uno puede concluir que: 

S c  êT 

Pero por la definición de erosion se tiene que: 

SêT=nb E TSb  
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=Sn(nb),b E T 

donde: 

seTs 

de aqul la contradicción con la suposición inicial de: 

SOT=ø 

Entonces; 

S OT#ø 

Un corolario de esta proposición para una secuencia finita de elernentos 

estructurantes, puede ser deducida usando las siguientes reglas. 

Corolario 2: Si S es un conjunto finito no vacIo y T es una secuencia finita de 

elernentos estructuradores, cada cual conteniendo el origen y más de un elernento, 

entonces: 

S OT}k =13(S,T,k) 

es tarnbién un conjunto finito no vacIo para algün k positivo. 

Teorema 3: S converge a un conjunto no vacfo en un nürnero finito de iteraciones. 

Dernostración: Asuniiendo un valor no positivo para k que satisfaga la igualdad 

13(S,T,k + 1)= I3(S,T,k) 

donde B es la transformada de adelgazarniento. 
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Aplicando la proposición 2 y el corolario 3 se tiene que: 

[17] 

0c... c13(S,T,k+1)... c13(S,T,1)cS 

to cual contradice de hecho cuando S es finito para algün entero positivo k. Por 

to cual debe existir un entero positivo k, quedando demostrado que B(S,T,K+t) = 

B(S,T,K) para algün entero positivo t. 

En particular sobre la convergencia aplicado at algoritmo A, el cual es expresado 

cornol= 132 (S ',E,N), donde S '= 13(S,D,M), con D  Eelementos estructurantes definidos 

en la figura No 5. De los tópicos vistos sobre convergencia se conc!uye que 

S'®D =0 

I®E=0 

b) Un pixel de densidad. 

Es obvio que si el Skeleton I no con tiene algiin patron de A=( Al ,A2,A3,A4) de 

dirnensiones de 2x2, el Skeleton I es de densidad uno. Sin embargo si son encontrados 

uno o más patrones en el Skeleton, por ejeniplo: 

IeA1 #0 

se presentan una de las dos siguientes situaciones: 

I no es Skeleton de densidad uno o 

I contiene un punto crItico. 

Sea p un punto particular de I, tat que: 
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p E leA1  

Ahora examinando el punto p en detalle, este punto crfticos puede ser encontrado 

en cinco posibles configuraciones (patrones) de dimensiones 30 conteniendo a! patrOn 

Al, como se aprecia en la figura No 4.8. Notacionalmente queda expresado como: 

WP 
r--- 

1 1 

1 A 1  

LTft1 L
x I0 

Lk L:Li LHJ ftPI 
Figura N° 4.8: Cinco posibles configuraciones de irnágenes de 30 Wp 

conteniendo el patrOn Al. Los pixeles fuera de Wp son irrelevantes. 

1181 

p EE (I®B1)u(I(3C)u(IeD1)u(IeE1)u(I(3E4) 

Similarmente, si 

E (IeA2),p E (IeA3)op E (leA4) 

Off 
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se tiene que 

 

p E (l®B2)u(l®C)u(I®D2)u(l® El) u(l®E2) 

 

p E (10 BO  k-)(I  ®C)u(I ®D3)u(I (9E2)u(I (9E3) 

 

p E (I0B4)u(I(DC)u(I0D4)u(I0E3)u(IeE4) 

respectivamente. 

J) E (ISA) 

y usando la relación [9] se tiene que: 

E (leA1)u(19A2)u(zeA3)u(leA4) 

Por lo tanto se puede escribir como: 

p E (leA1)u(IeA2)u(IeA3)u(leA4) 

usando la simetrIa para Ai, 1=<i =< 4. Finalmente usando las relaciones [18] y 

[19], se tiene que: 

 

p E (I®B)u(l®C)u(l®D)u(l®E) 
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Sin embargo, S' e I son los conjuntos representativos de los ciclos de convergencia 

131 y 132 respectivamente, de aqui: 

S'OD =øIOE=Ø 

Por lo tanto de la relación [221 se obtiene que: 

p E (I®B)u(I®C)u(I®D) 

En forma siguiente examinando el término: 

(10 D)9  

se tiene que si S'no contiene algén patrOn E , esto es, 

entonces 

J =S' A(I ®D)= 0, 

en este caso existe un patron estructurador Een elconjunto S', porejemplo: 

E1 ES' 

necesitamos conocer el resultado de la traslación del punto p desde: 

S 'por(S ® E1 ), 

Este puede ser fácilmente verificado para: 

(S'®E)#O, 
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el patron D nunca es subconjunto de: 

(S OE)=I®=ø, 

De aqul La relación [22] es reducida a la siguiente expresión: 

1231 

p EE (I(DB)u(I®C), 

donde B y C son los posibles patrones criticos. En otras palabras, todo p existente 

a La erosion de I por A en I es punto cr1 tico y el traslado de estos puntos podria 

causar desconectividad o generar un agujero. Por lo tanto I satisface el punto b) de la 

definiciOn 10. 

Referido al análisis es importante hacer notar que el adelgazamiento de S a 

un pixel de densidad no depende del orden de aplicaciOn de Los elernentos 

estructuradores. Cuando todo el conjunto o secuencia completa de elementos D y E es 

apLicado sobre S, este siempre convergerá al Skeleton I, curnpliéndose que: 

(I®D)=øA(I®E)=Ø, 

ilegando a la densidad de un pixel. 

c) Conectividad: 

Resumiendo; se tiene que el desarrollo de este algoritmo denominadoA", se ha 

implernentado bajo dos condiciones de tipo general; una es la conservaciOn de la 

conectividad del Skeleton y la otra es que converga a la densidad de un pixel. 

ProposiciOn 4: Si S es conectado-dctupLe, S adelgazado por Dl es tambin 

conectado-óctuple. 

Demostración: Si S no contiene el patron Dl, entonces: 
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(S ® D I ) =ø=S 0D 1 =S, 

siendo conectado-óctuple.. En el caso que: 

DIE  

se da la siguiente situación :sea p el centro de un patron w como el descrito 

en La figura No 9, donde W es un elemento estructurador de 3x3 con los elementos 

a,b,e,g,n,y y z trayectorias-6ctup1es de p . Cada iteración del algoritmo de 

adelgazamiento A involucra la secuencia: 

(((S (DD 1 )OD2 ..)), 

en La cual cada operador Xi es aplicado en forma paralela sobre la imagen S. 

Considerando la ejecución particular de 

SOD1  

se debe ver que traslaciOn de otro punto junto a p causa discontinuidad en S. 

Usando el pixel de nivel de la figura No 4.9, se puede ver fácilmente que m,n 

y f no deben ser removidos porque ellos son vecinos-Octuples del patrOn Dl. Esto es 

q E {in,n,f} 

de modo tal que satisface la condiciOn 

Wq ODi =ø, 

donde Wq es una imagen de 3x3 centrada en q. El pixel debe ser removido cuando 

d=e=O y h1. Sin embargo la traslación de a y p no debe provocar discontinuidad en 

los elementos de S. La conección de Wp y Wa es directa con los elementos ni,f y h. 
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Una situación similar ocurre con la traslación de z, precisamente para t pewr( a,z), (Wp 

U Wt)/(p,t) es conectado. Siento t y p los centros de los elementos de Wt y Wp 

respectivamente. Entonces la proposición es válida * 

La proposición se puede simplicar como sigue: 

SOD1  

es conectado-óctuple si para todo elemento b E D, 

una de las dos Siguientes condiciones 

a)W+b (D D, 

b) (Wp  uW+b)I{p,p +b} 

es conectado-óctuple, 

donde Wp es una imagen de 3x3 con centro en p Wp+b una imagen de 3x3 con 

centro en p+b. La condiciOn a) especifica la relación exixtente entre el patron Dl y 

todas las posibles imágenes de 3x3 con centro en Wp, por lo tanto los pixeles no son 

removidos. La condición b) la remocidn de p yotro elemento de Wp no debe provocar 

ladesconectividad de una imagen de 5x5 con centro en p. El análisis de los otros elementos 

estructuradores D se pueden extender de la siguiente manera: 
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'I. 
S 

p.tot 0 

£:[ jfjf fj 

Wp  
1S II 

Fig. 4.9: Wp centrado en p contiene algunos de los patrones como Dl. Todos los 

puntos fuera de Wp incluidos los punto d,e,g,h,r e y son irrelevantes. 

S 
a 

y  

m n 

Fig. 4.10: Imagen Wp de 30, el cual incluye a! patron El y p corno centro de 

WE 

ProposiciOn 5: Si S es conectado-óctuple, entonces 

IS OD}m  

MorfologIa Matemática. Página 86 



es conectado-óctuple. 

Demostración : supóngase la existencia de i- (2,3,4) de modo tal que 

SOD 

no sea conectado-óctuple. Entonces la rotación 

(-i + 1)x90°, P(i + 1)(S (D D1) = P(-j + 1)S 0 D 1  

no es conectado-óctuple. Pero esto de hecho es una contradicción,dada la 
proposición 4 

es conectado-óctuple. Por lo tanto la proposición es verdadera * 

Teorema 6: Si S es conectado-óctuple, entonces I también es conectado-óctuple. 

Demostración: Si S es conectado-óctuple basta con mostrar los patrones de la 
figura No 8 y considerando: 

SOE1  

como conectado-óctuple. Sea la figura No 4.10 donde Wp tiene corno centro a 
p y los elementos a,n,u y z irrelevantes. Es fácil ver que para b perteneciente a El, se 
satisface entre otras la condición 

W(I)+b)®EI = 0 

o la condición en la cual 

1•:i:' - 
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(WP uW,+h))I{p,p +b} 

es conectado-óctuple. Esta sola razón puede ser extendida a las dernás 

estructuras aludidas, que corresponden a la rotación de E. Por lo tanto el teorema queda 

demostrado. 

Teorema 7: Si 

es conectado-cuádruple, entonces 

I  

es conectado-cuádruple. 

Demostración : Este teorema es esencial ya que garantiza que el proceso de 

adelgazamiento no genera agujeros. Por ejemplo, en la remoción de algiin punto por 

S OD1 AS GE1  

no incrementa el nImero de componentes conectados-cuádruples en 

Esto se puede ver fácilmente de la siguiente manera; Para algün valor de a,n y 

z en la estructura Wp (figura No 9), p  en S es siempre conectado- óctuple y esta 

eliminación debe sumar un elemento conectado-cuádruple a 

S 

Una observación similar es válida para los agujeros de El. Por lo tarito el mimero 

de componentes conectados-cuádruples no es incrementado en 

S 
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De los teoremas 6 y 7 se puede generalizar de puede generalizar en el teorema 

siguiente: 

Teorema 8: Si S es conectado-óctuple, entonces el proceso de adelgazamento B 

en algün paso conserva la misma homotopla y rama (o miembro con un extremo) de 

Skeleton si y solo Si: 

SIP(S) c (S 0D)u(S 0D(J+1))u(S ®E) 

para 1=1,2,3, ó 4 donde S/B(S) es el conjunto diferencia entre la figura inicial S 

y el proceso de la imagen B(S), lo cual es equivalente a un conjunto de puntos removidos 

por el proceso de adelgazamiento en cada paso. Cabe hacer notar que el conjunto de 

elementos estructuradores posee cuatro elementos, por lo tanto en cada iteración se debe 

tener en cuenta que se trabaja en módulo 4, por tanto D5=DI. 

Demostración: Sea W una imagen de area 30. El conjunto de todos los posibles 

patrones incluIdos en W (F,G,H,Y), los cuales estan definidos en la figura No 11, 

los cuales pueden ser considerados como patrones en el proceso de adelgazamiento. 

Como idea general el conjunto de pixeles removidos , es decir S/B(S) debe satisfacer 

la siguiente condición: 

S/f3(S)c(S ®F)u(S ®G)u(S ®H)uY 

Sin embargo, si el proceso de adelgazamiento B conserva la conectividad y el 

extremo del Skeleton (Skeleton legs), los elementos estructuradores (F,G y H) no son 

los patrones adecuados ya que estos podrfan provocar discontinuidad en S y cortar el 

terminal (extrenlo) del Skeleton en cuestión. Por lo tanto la ecuaciOn [25] se ye reducida 

a: 

[26] 

S/3(S)cS ®Y 
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Figura N 4.11: Elernentos estructurantes F,G,H e Y. 

Se puede verificar fácilmente que los patrones B,C,D y E son 

subconjuntos de Y. Por lo tanto la relación [26] se puede 

reescribir como: 

t 271SI3(S) c {(S ® D)u(S ® C)u(S ® B)u(S ® E)} 
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Sin embargo el remover pixeles desde: 

S ®B AS ®C 

podrIa generar una discontinuidad 0 Ufl agujero. Por lo tanto B y C no son 

elementos estructuradores adecuados, siendo en consecuencia reducida la expresión 

anterior a: 

[28] 

S/13(S) c (S ®D)u(S ®E 

(i= 1)((S ®D)u(S ®E1 )) 

Ahora, siguiendo un análisis similar como el hecho en la proposición 4, sea 

Wp una imagen de 30 centrada en p,que contenga el patron Dl y W(p+b) una imagen 

de 30 con centro en p+b. Para todo 

bED1  

satisface entre otras condiciones: 

W{P+b} ®D2 = 0 

o la condición: 

WUW{P+b}/{p,p +b} 

es conectado-octuple. AsI Dl y D2 pueden ser aplicados en forma siniu1tinea. 

Sin embargo; 
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M
E D l /W{,)+b } ®D3  # 0 A 

WUW{P+b}Ip,p +b} 

genera un quiebre en la conectividad como el mostrado en la figura No 4.12. Por 

lo tanto Dl y D3 no pueden ser usados en el mismo paso de la iteración. 

S 

We 

ro 
I I_ 0 I 

Iti] ol Pfb 
or 

(u) 

S 

WP 

i 

 jjoi 

2.LQJ L 

(b) 

Figura N' 4.12: Elementos estrucruradores Dl y D3 no pueden ser aplicados en forma 

simultánea, ya que generan discontinuidad en el Skeleton. 

Un análisis similar aplicado al resto de las estructuras D y E, obteniendose los 

siguientes resultados: 

Di no puede ser aplicado simultáneamente con D(i+2) 

Ei no puede ser aplicado simultáneamente con Ej para i<>j. 

Ei no puede ser aplicado simultáneamente con D(i+2) o D(i+3). 

donde i=1,2,3, ó 4 son los subIndices de los elementos 

estnicturadores y D(i-i-k) = D(i+k) (módulo 4), para un k entero y 

positivo. 
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AsI, de la relaciOn [28] se obtiene: 

S113(S) ç (S 0D1)u(S 0D(1+1))u(S ®E1 ) 

para i=1,2,3 ó 4 . De aquI el teorema queda demostrado. 

4.5 Irnplementación del algoritino B. 

Este algoritmo ha sido desarrollado usando los resultados obtenidos a partir 

del teorenia 8, esto es [24], debe garantizar la conectividad de I asI como la densidad de 

un pixel. El algoritmo utiliza los mismos patrones estructuradores que los empleados 

en el algoritmo A, pero se determina otro orden de aplicación sobre la figura S de 

acuerdo a la ecuación [24], asf más de una estructura o patron es usado en forma 

sirnultánea en cada paso de la iteraciOn. AsI la transformada B del algoritmo B esul dada 

por: 

[29] 

13(S,D,E,rn) = {(S 0D1 )n(S (DD(+i))fl(S QE} 

donde i=1,2,3 64 son los sub-Indices de los elernentos estructuradores. La figura 

No 4.12 muestra un diagrama de flujo del algoritmo B, el cual consta de cuatro pasos en 

cada iteración denotada por rn, siendo aplicada en forma paralela las estructuras Di, 

D(i+1) yEi. 
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I -  y(S, D, E, M) 

(b) 

Figura No 4.13 

Los resultados prácticos de los algoritmos A y B se observan en las figuras No 
4.14 y No 4.15 respectivamente. 
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Figura N4  4.14: Resultados a obtener con la irnplementación de los algoritinos A. 
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.."_. -.--- 

(a) 

Figura N 4.15: Resultados a obtener con la irnplernentación de los algoritmos B. 

Segiin lo observado en las figuras anteriores el desarrollo del algoritmo A no 

conserva la morfologIa inicial de las imágenes de entrada. 

En los resultados obtenidos a partir del algoritmo B, se observa que la 

interpretación morfológica de la irnagen de entrada se conserva hasta la convergencia al 

"Skeleton" I, gracias ala correcta aplicación de los elementos estructurantes y la secuencia 

restrictiva de estos segün lo obtenido en [29]. 
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4.6 En bIisqueda de la distribución de energIa en un inolino de 

chancado: "Una aplicaciOn particular". 
Como una aplicación particular a los desarrollos de este capItulo, se tiene, el 

análisis de distribuciOn de energla de las bolas de un molino de chancado de minerales. 

Dicha aplicación corresponde al estudio realizado por el Departarnento de 

Metalurgia de la universidad Federico Santa Maria. En dicho estudio se filmaron las 

bolas en movimiento de un molino piloto, que fueron procesadas digitalmente para su 

posterior análisis (trabajo de tesis del ingeniero Jaime Serrat C.). En dichas imágenes, 

Las bolas del molino se disponen como se observa en la figura No 4.16. 

01 

Figura No 4.16. 

En la distribución de las bolas se observa que los desplazamientos en su periferia 

son relativarnente rectilirieos, pudiendose por lo tanto, apLicar criterios de geometrIa 

bsicos. Pero en el centro de giro de las bolas, se observan desplazarnientos en los cuales 

dichos criterios arrojarIan distancias de desplazamientos con errores porcentuales 

prohibitivos. 
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La solución: la aplicación de algoritmos de adelgazamientos. Los cuales 
conservando la morfologIa inicial, permiten el conteo por defecto del desplazamiento de 
La bola en cuestión, con errores porcentuales despreciables. 

4.7 CompactaciOn de "bitmaps". 
Una de las megatendencias para esta década, prevee el uso de bases de datos que 

coexistan con campos definidos como gráficos (bitmap de fotografIas), lo cual hani crecer 

el tamaño en orden de 10.000 Bytes por base. 

Si se define como f la función de skeleton aplicada a La imagen analizada, se 
define por consecuencia una función inversa que permita restituir la imagen original, a 
partir del skeleton. 

Estudios teóricos y resultados prácticos han obtenido un nivel de compactación 
(por concepto de bitmap) de hasta un 75%, con lo cual el orden de magnitud de dichas 
bases de datos relacionales, harfa una aplicación, por cierto atractiva, de un costo accesible 
a cualquier estación de trabajo. 
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5 "Morlab" : Un paquete de aplicaciOn. 
En el presente trabajo, se desarrolló un paquete de aplicaciones liamado "Morlab", 

desarrollado en "C", que tiene un tamaflo de 87[KB]. 

Dicho "software" tiene por objetivo el tratamiento morfológico de imágenes digitales. 

El desarrollo del sistema, se basó en un ambiente de trabajo tipo "pull-down", implementado 

en modo gráfico y con soporte de "mouse" para una optima utilizaciOn de los recursos del 

sistema (como se observa en la figura No 5.1). El mend principal consta de cinco opciones, 

las cuales lievan por nombres: "File", "Edit", "Template", "Opcion" y "Demos". 

5.1 "Mená File." 
La opciOn "File" tiene por funciOn la apertura de archivos en formato GIF, la 

creación de nuevos archivos en ambiente de trabajo, salvar pantallas en forrnatos ".mor" 

(formato interno de "morlab"), imprimir pantallas y retornar al ambiente "DOS". El 

despliegue de los submenüs de "File" se observa en la figura No 5.2. 

5.2 "Menu Edit." 
La opcion "Edit" tiene por funciOn el manejo de pantalla, para lo cual se tienen 

submentis para copiar, cortar y restituir zonas de pantallas previamente seleccionadas 

(como se observa en la figura No 5.3). 

Una opción de gran utilidad es "Filter", el cual tiene por objetivo el filtrado 

espectral de la pantalla. Para tal efecto se procede al filtrado por color de "paleta" que se 

desea rescatar para su posterior análisis morfolOgico. Dicho procedimiento queda de 

manifiesto en las figuras Nos 5.4 y 5.5. 

5.3 "Menu Template." 
La opción "Template" tiene por objetivo la selecciOn del elemento estructurador 

para la posterior aplicaciOn de algtin proceso morfológico. Si no se selecciona el elemento 

estructurador, se asumirá por defecto "Square (30)". El despliegue de las opciones de 

"Template" se observan el la figura No 5.6. 
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5.4 "Menu' Opcion." 
El menu "Opcion" tiene por objetivo la aplicación de alguna transformada 

morfológica: dilatación, erosiOn, apertura, clausura o "skeleton" sobre la irnagen de 

entrada que se encuentre en pantalla. El despliegue de las opciones de este mend se 

observa en la figura No 5.7. 

5.5 "Menu Demos." 
La opciOn "Demos" tiene por objetivo la demostracióri de las transformadas 

morfolOgicas implementadas. Para el despliegue de estas demostraciones se asume por 

defecto el "Square (30)" como elemento estnicturador. (Figura No 5.8). 
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Figura No 5.1 
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Figura No 5.2 

Morfologla Matemática. Página 102 



Figura No 5.3 
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Figura No 5.4 
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Figura No 5.5 
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Figura No 5.6 
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Figura No 5.7 
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Figura No 5.8 
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La solución: La aplicación de algoritmos de adelgazamieritos. Los cuales 

conservando la morfologfa inicial, permiten el conteo por defecto del desplazamiento de 

la bola en cuestión, con errores porcentuales despreciables. 

4.7 Cornpactación de "bitmaps". 
Una de las niegatendencias para esta década, prevee el uso de bases de datos que 

coexistan con campos definidos como gráficos (bitmap de fotografIas), lo cual hará crecer 

el tamaio en orden de 10.000 Bytes por base. 

Si se define cot-no f la función de skeleton aplicada a la irnagen analizada, se 

define por consecuencia una función inversa que permita restituir la inlagen original, a 

partir del skeleton. 

Estudios teóricos y resultados pnIcticos Ilan obtenido un nivel de compactaciOn 

(por concepto de bitmap) de hasta un 75%, con lo cual ci orden de magnittid de dichas 

bases de datos relacionales, harfa una aplicación, por cierto atractiva, de un costo accesible 

a cualquier estación de trabajo. 
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5 "Morlabt' : Un paquete de aphcación. 
En el presente trabajo, se desarrolló un paquete de aplicaciones Ilamado "Morlab", 

desarrollado en "C", que tiene un tamaño de 87KB]. 

Dicho "software" tiene por objetivo el tratamiento morfológico de inIgenes digitales. 

El desarrollo del sistema, se basó en un ambiente de trabajo tipo "pull-down", iinplementado 

en modo gráfico y con soporte de "mouse" para una optima utilización de los recursos del 

sistema (como se observa en la figura No 5.1). El memI principal consta de cinco opciones, 

las cuales lievan por nombres: "File", "Edit", "Template", "Opcion" y 'Demos". 

5.1 "Menu' File." 
La opciOn "File" tiene por funciOn la apertura de archivos en formato GIF, la 

creación de nuevos archivos en anThiente de trabajo, salvar pantallas en formatos ".mor" 

(formato interno de "morlab"), irnprimir pantallas y retornar al ambiente "DOS". El 

despliegue de los subinentis de "File" se observa en la figura No 5.2. 

5.2 "Menu Edit." 
La opciOn "Edit" tiene por funciOn el nianejo de pantalla, para lo cual se tienen 

submenIs para copiar, cortar y restituir zonas de pantallas previamente seleccionadas 

(coino se observa en la figura No 5.3). 

Una opciOn de gran utilidad es "Filter", el cual tiene por objetivo el filtrado 

espectral de la pantalla. Para tal efecto se procede al filtrado por color de "paleta" que se 

desea rescatar para su posterior análisis morfolOgico. Dicho procedimiento queda de 

manifiesto en las figuras Nos 5.4 y 5.5. 

5.3 "Menu'  Template." 
La opciOn "Template" tiene por objetivo la selección del elemento estructurador 

parala posterior aplicación de algiin l)OCC5O  morfológico. Si no se selecciona el elemento 

estructurador, se asumirá por defecto "Square (30)". El despliegue de las opcioncs (IC 

"Template" se observan el la figura No 5.6. 
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5.4 "Menu Opdon." 
El menu "Opcion" tiene por objetivo la aplicación de alguna transfotmada 

morfológica: dilatación, erosion, apertura, clausura o "skeleton" sobre In iniagen de 

entrada que se encuentre en pantalla. El despliegue de las opciones de este meiiii se 

observa en la figura No 5.7. 

5.5 "Menu Demos." 
La opciOn "Demos" tiene por objetivo la dernostraciOn de las transformadas 

morfolOgicas implementadas. Para el despliegue de estas deniostraciones se asume por 

defecto el "Square (30)" coino elemento estructurador. (Figura No 5.8). 
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6 Conclusiones. 
Es necesario hacer notar, que silos análisis de imágenes digitales han logrado dar 

resultados satisfactorios, estos por su naturaleza son obtenidos a partir de la, contrastación con 

lo que "visualmente nos paresca coherente" o nos de algiin tipo de información 'histórica". 

AsI, dentro de las alternativas de algoritmos de análisis de imágenes digitales se cuenta 

con dos grandes ramas: una, la más estudiada y ligada alas ciencias de la ingenierla, la espectral 

(procesamiento de las frecuencias fi, donde fi será el rango de frecuencias muestreadas). La 

segunda el análisis y estudio de formas, relacionada con las ciencias naturales como el 

procesamiento de conectividades, eliminación de istmos, vacfos, etc. 

Actualmente, la convergencia de ambas ramas de la ciencias, hace imprecindible el 

uso de herramientas que permitan cuantificar inforniaciones de caracter cualitativo. Los 

algoritnios desarrollados basados en térrninos de frecuencias, no pueden, como consecuencia 

natural, discriminar en lo que respecta a el objeto analizado y su entomb, salvo que la 

distribuciOn de frecuencia permnita la discriminación de ambos. 

AquI la morfologIa matemltica surge como una poderosa herrarnienta, capaz de poder 

actuar en campos de información de caracter cualitativo, pudiendo en muchos casos cuantificar 

lo que antes no era cuantificable. 

Un papel fundamental son los elementos estructuradores, gracias a los cuales podemos 

interactuar con el objeto observado y su entorno. Asi podemos modelar en función de estos 

elementos estructuradores,Io observado y por consecuencia lo que deseamos cuantificar. 
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