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Lista de Simbolos

Simbolo Descripcion
) Funciéon Delta de Dirac
dy, Componente permanente del dipolo k
E Campo Eléctrico
Eso Campo Eléctrico debido al solvente
Emult Campo Eléctrico debido a los multipolos
Gr Funcién de espacio libre de Green de la ecuacion de Laplace
Gy Funcion de espacio libre de Green de la ecuacion de Poisson-Boltzmann linealizada
Gsotv Energia de solvatacion
K Inverso de la longitud de Debye
KL Operador potencial de capa doble de la ecuacion de Laplace evaluado en I’
KL Operador potencial de capa doble de la ecuacién de Poisson-Boltzmann evaluado en I’
n Vector normal unitario
J Componente polarizable del dipolo
Qk Magnitud de la carga puntual k
Qk Cuadrupolo puntual k representado por un tensor 3x3
Dk Dipolo total k representado por un vector
[0) Potencial electrostatico
Dcoul Potencial de coulomb
T— Potencial de reaccién debido al solvente
p Densidad o distribucion de carga
%) Operador potencial de capa simple de la ecuacion de Laplace evaluado en I’
A% Operador potencial de capa simple de la ecuacién de Poisson-Boltzmann evaluado en T’
x Vector posicion
r Superficie
w Coeficiente de relajacion
Q Volumen
Wt Energia de polarizacién de los multipolos
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Siglas
BEM Metodo de elementos de frontera.

BIE Ecuacion Integral de frontera. [9]
GMRES Método generalizado de minimos residuales.

SES Superficie excluida de solvente.
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Abstract: The continuous models have an important role in the modeling of biomolecular
systems, obtaining results with lower execution times and computational resources. Using a
Poisson-Boltzmann and the boundary element method, the nature of the problem is accura-
tely represented and the calculations are significantly simplified. In this context, the polari-
zable force field AMOEBA is implemented in order to achieve a more realistic model using
higher degree multipoles, this is, a dipole and Quadrupole. The dipole has two components,
the permanent dipole, given by the forcefield, and the polarizable dipole, who depends on the
electric field, therefore, it is calculated using an iterative scheme. The multipolar formulation
requires the calculation of the first and second degree derivative from the electrostatic poten-
tial to compute the electric field and the solvation energy. The derivative of the multipoles
component for the electrostatic potential is compute by analytical functions, the derivative
of the reaction component are calculated by finite difference scheme. The formulation and
implementation codes are validated by direct comparison with the Software Pygbe. In this
report, the Python library, Bempp is used, to compute simulation results using the implicit
solvent model with AMOEBA polarizable force field. The results obtained show differences
of less than 1% for each simulated case, this implies that the formulated models are consis-
tent and Bempp library is a good option to implicit solvent models using boundary element
method.

Resumen: Los modelos continuos juegan un papel importante en la modelacion de siste-
mas biomoleculares, ya que permiten obtener resultados con tiempos de ejecucién bajos y
pocos recursos computacionales, especificamente, los modelos continuos permiten un rapido
calculo de la energia de solvatacion, la cual puede resultar complicada de obtener por medio
de otros modelos. En las simulaciones se utilizo un modelo de Poisson- Boltzmann y el méto-
do de elementos de frontera, el cual representa de manera precisa la naturaleza del problema
y simplifica considerablemente los calculos. Este trabajo consiste en la implementacion del
campo de fuerza polarizable AMOEBA, el cual considera componente multipolares de grado
superior, tales como dipolos y cuadrupolos, para lograr una representaciéon més realista de la
situacion. El dipolo se divide a su vez en dos componentes, el dipolo permanente, dado por el
campo de fuerza, y una componente de dipolo polarizable, la cual depende del campo eléctrico
en la ubicacién de los multipolos, debido a esto, la componente polarizable del dipolo se cal-
cula por medio de un esquema iterativo autoconsistente. Para los distintos calculos, se utilizo
la libreria de Python, Bempp, la cual resulta conveniente para para aplicar y desarrollar el
método de elementos de frontera. La formulacion para campos de fuerza polarizables requiere
del calculo de derivadas de primer y segundo grado del potencial electrostatico, en el caso
de la componente del potencial debido a los multipolos, esta se calculo mediante funciones
analiticas, en cambio, para la componente de reaccién debido al solvente, Bempp no ofrece
métodos para su calculo, por lo tanto, esta se aproximo mediante diferencias finitas. Con
toda la formulacion presentada a lo largo de este informe, se desarrollé un cédigo de Python
en formato de libreria, capaz de calcular la energia de solvatacién de distintas biomoléculas,
para su validacién se compard los resultados obtenidos con el Software Pygbe. Los resul-
tados obtenidos con el codigo desarrollado presentan diferencias menores al 1% para cada
caso simulado, lo cual significa que los modelos desarrollados e implementados son consis-
tentes y el coédigo desarrollado utilizando Bempp representa una herramienta confiable para
simulaciones de modelo de solvente implicito utilizando el método de elementos de frontera.
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1. Introduccion

En la actualidad, resulta de interés generar modelos confiables capaces de simular el
proceso de disolucion de biomoléculas, en este contexto, existen distintas formas capaces de
abarcar este problema.

Por un lado, existe el modelo atémico, que intenta describir la situaciéon en base a las
relaciones presentes entre los &tomos de la biomolécula y los iones del solvente, luego, se posee
también los modelos de dindmica molecular que estudian la evoluciéon dindmica de sistemas
moleculares en el tiempo, basandose en la segunda ley de Newton. El principal inconveniente
de este tipo de modelos es que frente a sistemas con gran nimero de elementos, se requiere
de muchos recursos computacionales para llevar a cabo simulaciones, ademas de tomar un
tiempo considerable en estas, también se debe considerar, la dificultad para determinar ciertos
parametros por medio de dinamica molecular, como por ejemplo, la energia de solvatacion,
de la cual se hablara més adelante.

Debido a lo anterior, como una alternativa muy eficiente y complementaria a los mé-
todos de modelacion ya comentados, se encuentran los modelos continuos, cuya principal
ventaja es la facilidad para representar modelos de gran tamano sin utilizar muchos recursos
computacionales, tiempos de simulaciéon cortos en comparaciéon a otros modelos y ademas,
obtener facilmente valores de energia de solvataciéon que resultan muy complejo determinar
con dinamica molecular.

Se debe considerar también que en la comunidad no existe un acuerdo respecto de los
modelos a utilizar, en este contexto, los modelos continuos juegan un rol muy importante,
debido a que logra una descripcién promedio del comportamiento de la molécula y, como se
menciono antes, permite calcular de forma répida, la energia libre de solvatacion.

Buscando métodos que permitan una representaciéon més realista de la situaciéon se en-
cuentran los campos de fuerza polarizables, los cuales utilizando una distribuciéon de carga con
componentes multipolares de orden superior logran una modelaciéon més certera del proceso
de disoluciéon de las biomoléculas. Para la formulaciéon matematica de los modelos continuos
se tiene el método de elementos de frontera (BEM), como principales ventajas, brinda una
descripcion fiel de la molécula y se obtiene un potencial cero al infinito, lo cual es dificil de
lograr con otros métodos.

Los objetivos de este trabajo son:

= Realizar la formulaciéon matematica del modelo de solvente implicito para una bio-
molécula utilizando el método de elementos de frontera para un campo de fuerzas
polarizable.

= Desarrollar un codigo en el lenguaje de programacion Python, que permita calcu-

lar energias de solvatacion de biomoléculas utilizando el campo de fuerza polarizable
AMOEBA.

» Estudiar las diferencias en los célculos realizados en comparaciéon a un campo de fuerza
clasico.

= Acoplar el codigo realizado a una libreria de Python que permita ejecutar y realizar
calculos de manera rapida utilizando la interfaz de Jupyter Notebooks.

-3
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2. Marco Teo6rico

En esta seccion se abordaran distintos aspectos mateméticos que se utilizardn en deriva-
ciones posteriores.

2.1. Funciéon de Green

La funciéon de Green es una funciéon matematica utilizada como nicleo de un operador
lineal de forma integral, se utiliza en la resolucion de ecuaciones diferenciales con condiciones
de contorno especificas. Por ejemplo, sea L un operador diferencial lineal, tal que:

Lif(z)] = g(z) z€Q (2.1)
La funcion de Green cumple con:
LIG(z,2")] = —d(x — 2') (2.2)

Donde ¢ es la funcion delta de Dirac. Por ejemplo, para las ecuaciones que seran tratadas
a lo largo de este trabajo, se tiene la ecuacion de Poisson la cual se define como:

V% = f (2.3)
En tal caso, se define la funcién de Green G como:
Gr(z,2) = o (2.4)
I dg|e — 2| '

En cambio, para la ecuacién de Poisson-Boltzman, descrita como:
(V2= k%o =0 (2.5)
La funcién de Green Gy es:

Gy(ZC,ZL'/) _ exp(—/@\x - T ‘)

Ar|x — 2|

2.2. Operadores de Borde

= Operador potencial de capa simple: Se define el operador potencial de capa simple,
aplicado sobre una distribuciéon ¢ (z) como:

V()] = / G, 'y )d’ 2.7)

Donde G(z,z') es la funciéon de Green. Fisicamente, el operador V representa el poten-
cial debido a la distribucion de carga superficial 1 (x).

8
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= Operador potencial de capa doble: En este caso, el operador potencial de capa
doble, aplicado sobre una distribucion ¢ (z) es:

Klu(@) = [ (Gl o) 2.)

En este caso, el operador K representa el potencial debido a una distribuciéon superficial

de dipolos ¥(z).

Notar que tanto K como V' dependen de la funcién de Green, por lo tanto, estos seran
distintos segtn la ecuacion que se trabaja.

2.3. Segunda Identidad de Green

Sean 1 y ¢ dos funciones diferenciables en un espacio €2 limitado por una superficie T',
entonces se tiene:

[ ov 00
[ Pvo—vviean = [ o —ular (2.9)

Donde n es la direcciéon normal a la superficie I'; apuntando hacia el exterior.

2.4. Método de Elementos de Frontera

El método de elementos de frontera (BEM| por sus siglas en ingles) resuelve ecuaciones
integrales de borde (BIE)) de forma numérica. Resulta muy util en la resolucion de EDP
cuando estas pueden escribirse como BIE.

Ejemplo: Ecuaciéon de Laplace. Una ecuaciéon que puede ser resuelta con BEM es la
ecuacion de Laplace, la ecuacion de Laplace es un caso especial de la ecuacion de Poisson
, donde f = 0. Para una funcién escalar ¢ en un dominio €2 con superficie I' y con
condiciones de borde conocidas, pudiendo ser estas de Dirichlet o Neumann, la ecuaciéon es
la siguiente:

V26 =0en
az:?;o (2.10)
70
on  on en I

Primero, se “debilita” la ecuaciéon, multiplicAndola por una funcién peso w e integrando
sobre todo el dominio, obteniendo la siguiente ecuacion integral (IE):

/Q V2ol Jw(a)dY = 0 (2.11)
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Como funcién de peso se utilizara la funcion de Green (descrita en la ecuacion (2.4))), por
lo tanto la ecuacion (2.11]) queda como:

/ V20(24)G L (zq, 10)dY =0 (2.12)
Q

Antes de continuar, se debe definir una identidad de la divergencia de funciones vectoriales
que resultara util para el desarrollo, sean f y ¢ dos funciones vectoriales, se tiene entonces
que:

V(f-9)=Vf-g+f-Vg (2.13)

La ecuacion (2.13]) es importante ya que, considerando f = V¢ y g = G y despejando
el primer termino del lado derecho, es posible reescribir la ecuacion (2.12)) como:

/QV(V¢(JU’Q)GL($Q,JU’Q)) — Vo (xo)VG(xg,10)dQ =0 (2.14)

Es posible seguir desarrollando el segundo termino de esta ecuacion, utilizando nueva-
mente la ecuacion (2.13)) y considerando esta vez f = ¢y g = VG, se llega a:

/Q (Vo) Gr (. 1)) — (V(6(h) VG (ra, 1)) — ¢(ay) V3G (g, )Y = 0 (2.15)

Notar que, en la ecuaciéon , el operador divergencia esta aplicado sobre los primeros
dos términos, por lo tanto, se puede usar el teorema de la divergencia o teorema de Gauss,
el cual relaciona el flujo de un campo vectorial a través de una superficie, con la integral de
su divergencia en el espacio cerrado por la superficie, es decir:

/F-dF:/V-FdQ (2.16)
T Q

Utilizando la ecuacion (2.16]) para los primeros dos términos, y la ecuacion ((2.2)) para el
tercer término, la ecuaciéon ([2.15]) se reduce a:

/qu(x'F)GL(xQ,x’F)dF’ —/qﬁ(az’F)VGL(xQ,x’F)dF’ — / d(x)0(rq —rg)dQY =0 (2.17)
r r 0

Por definicion, el tercer termino es igual a ¢(zq), por lo tanto, reorganizando términos:

olan) = [ Fat)Gulaa,ap)ar’ — [

T on
O también, escrito en funcion de los operadores de borde vistos en la seccion 2.2}

8(ra) = Vil o2) ~ Ko (2.19)

Notar que xq puede ser un punto cualquiera dentro del dominio €2, mientras que x}- puede
estar inicamente en la superficie, por lo tanto, existe una singularidad cuando ¢ se aproxima

(zq, 2p)d(ar)dT” (2.18)
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a I', es decir, cuando z = z’. Para evitar este problema, la integral se resolvera sobre una
superficie IV, idéntica a I' en todas partes excepto en x, ya que contiene una semiesfera de
radio ¢ centrada en este punto, la integral sobre I se separa entre las integrales sobre la
region donde I' y I coinciden mas la integral sobre la semiesfera, se denotara esta superficie
como ['r. Notar que al tomar el limite cuando £ — 0 se recupera la superficie original. Por
lo tanto, se deben calcular las integrales sobre la semiesfera:

0¢ 1 0¢ 1

5 8GN = - |50

dr’ (2.20)

. on e

Notar que, al integrar sobre la semiesfera, la magnitud |z — 2’| es constante e igual a ¢
por lo tanto, reescribiendo la ecuacion (2.20]) y tomando el limite cuando ¢ — 0, se tiene:

, 1 8¢ ' — lim 1 9¢ ,

La integral fr' dr’ corresponde a la superficie de la semiesfera, por lo tanto, la ecuacion
f

(2.21)) se reduce a:

1 8¢ 1 9¢

= P )2me? =i /
i e 9y ()27 = o5, (@) (2.22)
~0

Se debe seguir el mismo procedimiento para la segunda integral, pero antes se debe calcular
la derivada de la funcién de Green en la semiesfera, esta es:

oGy, n_ Ll (z—2)-n
an (.T,.’I;)—

pre Tk (2.23)

Siguiendo la misma derivacion que las utilizadas desde la ecuacion (2.20) hasta (2.22)), la
segunda integral se reduce a:

7 1 /12 2
}:IE(I) _47T€2¢($) // dr = llgcl) —47T€2¢(x)27r5
est (2.24)
o)
2

Con los resultados obtenidos en (2.22) y ([2.24]), es posible calcular el limite de la ecuacion
(2.18]) cuando = — T

¢(=’EF) [0)0) oG

52— [ SeGuer.ap)ar + /F L (o, o) =0 (2.25)
O, de forma equivalente, escrito en funcién de operadores de borde:
¢(ar d¢
) vr1%) 4 Kl = 0 (2.26)

La cual corresponde a una ecuaciéon integral de borde.
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2.5. Meétodo de Galerkin

El método de Galerkin corresponde a a la conversiéon de un problema continuo a uno
discreto, a continuacion se observa un ejemplo de discretizacion utilizando este método para
la ecuacion de Laplace.

Para este caso, se supone que la informaciéon de borde v es conocida, y se busca obtener
t, como se mostrd en la seccion la ecuacion para este caso es:

Vi = (%1 + K) ] (2.27)

Se tiene que en L?(T") el producto interno esta denotado por:

unglj@mwmr (2.28)

Se puede mostrar la variacion de la ecuacion (2.27) como se ve a continuacion. Se debe
encontrar t tal que:

(Y, Vi) = <w, (%I + K) v> (2.29)

Con lo que se obtiene la formulacion discretizada de Galerkin, que tiene forma matricial:

Vi = (%M + K) v (2.30)

Donde las matrices estédn definidas por:

vm:A¢%mﬁG@mwwwnww®
u%:ﬁ@me@wu> (2.31)
KM=L@%m£G@wwwwnww®
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3. Modelo de Solvente Implicito

El modelo de solvente implicito utiliza dos regiones para representar una biomolécula en
un medio acuoso (pudiendo ser més, esto se explicard mas adelante), una region denominada
)1 que representa la biomolécula, esta region posee una constante dieléctrica baja (e1) y una
distribucion de carga discreta. La segunda region (§22) corresponde al solvente, generalmente
agua con sal, el cual se modela como un medio dieléctrico continuo de alta constante (ez).
La separacion entre ambas regiones corresponde a la superficie excluida de solvente ,
denotada por I', y representa lo mas cerca que puede estar una molécula de agua de la
biomolécula. La teoria electrostatica continua permite plantear un sistema de ecuaciones
acoplado para el potencial ¢, donde la regién de la biomolécula esta gobernada por una
ecuacion de Poisson, mientras que la region del solvente esta gobernada por una ecuacion de
Poisson-Boltzmann linealizada (también conocida como ecuacion de Helmholtz modificada),
tal que:

Viy(z) =~ ?5(93, zi) en
L 1

(V2 — H2)¢2(I) =0 en QQ (31)
b1 = @2 en I'
O D2

S _r I
€1 81’1 €9 81’1 en

Donde k es el inverso de la longitud de Debye y n es la direccion normal a la [SES]
apuntando hacia la region del solvente.

o, €2, P2, K

Figura 3.1: Representacion grafica del modelo de solvente implicito™

En la figura la region €2y representa la region de la biomolécula mientras que 25 es
la regién del solvente.

3.1. Formulacién Integral

El sistema de ecuaciones (3.1)) puede ser resuelto utilizando el método de elementos de
frontera, detallado en la seccion [2.4] y asi obtener de forma numérica el valor de ¢; en distintos
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puntos dentro de la regiéon €2;. Para esto, se debe transformar el problema a un sistema de
ecuaciones integrales, se comenzara por debilitar las ecuaciones, similar al ejemplo realizado
para la ecuacion de Laplace, en el caso de la primera ecuacion del sistema (3.1)) se tiene:

/ Vngl(xbl)GL(le,x’Ql)dQ': —/ ZZ—k5( 0y Tk)Gr(za,, 2")dY (3.2)
o oG a

Por definicion, el lado derecho de la ecuacion queda como:

€1

/ 3 L5ty 20)Grlra,, )dY = Y LGy (2,a1) (3.3)
OT A €1

Para el lado izquierdo de la misma ecuacion, se tiene:

V2¢1($§21)GL(1591>37§21)CZQ'Z/ (V201 (x40, )Gr(ma,, 26,) — ¢1(x6,) V2 Gr(za,, 74, )

Q1
+ ¢1 (xlﬂl )V2GL (xQI ’ Igll))dQ/

951

(3.4)

Notar que, se puede agrupar los dos primeros términos y aplicar la segunda identidad de
Green (Eq. para obtener lo siguiente:

| (Vo5 )Gl ) — 61(a, ) TGl o, )Y = [ (Golaony, o) )
o I

r
/ oG / ’
— d1(at) = (wo,, 21))dT

on
(3.5)

Adicionalmente, para el tercer termino en la ecuacion (3.4)), por definicion de la funcion

de Green ([2.2)), se tiene:

(bl (‘1‘61 )VZGL<:L‘QI Y 'x,fh ))dQ/ = - ¢1 (x/Ql )6(xﬂl Y ‘CE/Q1 )dQ/
o)) o (3.6)

- = le (a] 2 )
Finalmente, utilizando las ecuaciones (3.3)), (3.5 v (3.6]), ademés de aplicar los operadores

de borde, vistos en la seccion a la ecuacion (3.5)), la primera ecuacion del sistema ((3.1)
queda como:

b1(0) + Kiln] - Vi [ai] . (3.7)

on - dmer|x — x|

Notar que el procedimiento para llevar la ecuacion desde ([3.2]) hasta (3.7]) es equivalente
al utilizado en el ejemplo de la ecuacion de Laplace desde (2.11]) hasta (2.18]).
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Luego, se debe realizar el mismo procedimiento para la segunda ecuaciéon del sistema
(3.1), la formulacion débil de esta ecuacion es:

/Q (V2 — 1) ol )Gy (20, 2, )Y = 0 (3.8)

La ecuacion (3.8)) puede expandirse de manera similar a lo realizado en la ecuacion (3.4)),
en este caso se obtiene:

[ (5 = k)0l )G )0 = [ (F0n(ot, G (0, 5h,) — 0n(h,) VG,
QQ QQ

+ ¢2(x/92)V2GY (xQQ’ xlgz) - K/2¢2 (:BQ)Q)GY(.Z'Q2, x/ﬂz))dﬂl
(3.9)

Luego, es posible agrupar los dos primeros términos del lado derecho y aplicar la segunda
identidad de Green, tal que:

[ (F262(00,)Gy (w0 ,) — 6n(o, ) TG (0, i = [ (~Givloag,at) 2 )
Qo T n
oG
+ ¢2(17'r)—8ny (2, 21))dI”

(3.10)

Notar que se han invertido los signos al aplicar la segunda identidad de Green, esto se
debe a que a% es una derivada direccional, y como se menciono en su respectiva secciéon, n
es la direccion normal a la superficie I', apuntando hacia el exterior, sin embargo, el exterior

., . % o
para €2, corresponde a la region €2y, por lo tanto, al ser una direcciéon opuesta (180°) se agrega
un signo negativo.

Los dos términos restantes, es posible agruparlos para formar el operador diferencial de
la ecuacion de Poisson-Boltzmann y aplicar la definiciéon de la ecuacion de Green, es decir:

¢2 (xlﬂz ) VQGY (xQQ ? xlﬂz ) - I{2¢2 (I§22 )GY (.ZUQ2 ) xg—lg ))dQ/ - ¢2 (xg—ZQ ) (v2 - /{’2) GY (xQZ ? 'Z‘glg ))dQ,
QQ QQ
= - ¢2 (xg—h)(s(x927 x222>dQ,
Qo
= —pa(z0,)

(3.11)

Reemplazando lo anterior, la ecuacion (3.8]) queda como:

Pa(z0,) — Ky[go] + Vi [%1 =0 (3.12)
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Tomando las ecuaciones (3.7) v (3.12]), es posible reescribir el sistema (3.1]) como:

61(za,) + Ko — Vi [%} _y

on drrer|x — x|

K (3.13)

Pa2(xq,) — Ky [po] + Vi {%} =0

Luego, para obtener ecuaciones integrales de borde se toman los limites cuando zq, — I
y Tq, — I, como existe una singularidad cuando =z = 2/, la integral se resolvera sobre
una superficie I idéntica a la detallada en la seccion 2.4l El procedimiento para la primera
ecuacion del sistema es idéntico al realizado desde la ecuacion hasta , por lo
tanto, es posible utilizar este resultado. Para la segunda ecuacion se tiene:

Oy [ol% e~rle=a'l
, / / I / /
lli}% Fesf GY(J;F7 xl—‘) an (xF)dF — }:g]% /Fesf an ($F>47T|£L’ _ .’L’l‘ dF
, 6_’% 8¢2 /
=1 —= dl’
i e o o) /Fesf (3.14)
) e hE . )
=1 —= 2
sl—r% 4we On (wr)2me

=0
Esto, ya que la magnitud |z — 2/| es constante e igual a €. Para el calculo del limite, en
el caso del operador potencial de capa doble, se debe calcular previamente la derivada de la
funcion de Green, esta es:

0Gy

—k|z — al|e~Hle=l el gy n

N = 3.15
on (2, 2) At|x — 2| |z — 2|3 (319)
Luego, es posible calcular el limite del operador potencial de capa doble como:
0Gy —k|x — a|e~rle=lemRlr=l(g gy . n
, / / Y /
tiy [ o) G el =i ) (S PP
i _Kje—l‘éé‘ e—f’i&‘ ,
= lim da(en)(—— + ) /Fesf ar
— Jim o )(—,‘~<:e_*’”‘5 N e "¢ )2me?
— e 47 4me2’TE
) —keZeT eRE
=l oalor)(——+ =)
_ </52($1“)
2

(3.16)

16
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Asi, se obtiene un sistema de ecuaciones integrales de borde:

DU | el - vE [%} =2 e

2 On m
k 3.17
¢2<xf)_KF[¢]+VF % =0 ( )
2 vz Y1on|

Es posible dejar ambas ecuaciones en términos de ¢; utilizando las condiciones de borde
enunciadas en (3.1)):

Do) | g, - v [%} =2 e

2 on p dmer|ar — x|
¢ (2r) €11 [0 1)
nr) gr Sy | 22
9 Ky o] + EQVY {an} 0

O equivalente, escrito de forma matricial:

gzﬁl] ) [Zk ﬁ] (3.19)

991 0

on

[% +K; —Vf
2

1 _ T ayl
Ky EQVY

3.2. Modelos de Multiple Superficie

Como se menciono al inicio de esta seccion, el modelo de solvente implicito usa la teoria
electrostatica continua para representar el solvente alrededor de una proteina, sin embargo la
ecuacion corresponde a un modelo de unica superficie, en el cual solo se tienen las dos
regiones mencionadas. Es posible representar multiples superficies con el modelo de solvente
implicito, las cuales pueden ser cavidades llenas de solvente o una region en la interfaz entre
el solvente y la proteina, conocida como “ Capa de Fxclusion Ionica”. Las cavidades llenas de
solvente, al igual que la regiéon €2, en (3.1)) se rigen por la ecuacion de Poisson-Boltzmann, es
decir:

La Capa de Fxclusion Ionica en cambio, se modela como una region llena de agua, pero
sin iones de sal, por lo tanto, tendra la misma constante dieléctrica de la regién del solvente,
pero con k igual a 0, por lo tanto, estaréd gobernada por una ecuaciéon de Laplace, tal que:

Vi =0 (3.21)

La Capa de Exclusion Ionica se utiliza para compensar la sobre estimaciéon de cargas en
la interfaz entre regiones de la SES, esta se produce debido a que existe un maximo de cargas
que pueden ubicarse en la interfaz, dado por el tamano de la superficie y el didmetro de los
atomos, al considerar cargas puntuales, se sobrepasa el valor maximo real.
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Finalmente, para los modelos de miltiples superficies, las condiciones de borde entre
regiones seran:

bi = ¢;
9o 99, (3.22)
“on ~ “on

3.3. Energia de Solvatacion

El sistema permite obtener el valor numérico de ¢ y % en la superficie de la
biomolécula, sin embargo, interesa calcular la energia de solvatacion de esta, denotada por
AG - Se conoce como energia de solvatacion a la energia requerida para crear la cavidad
en el solvente.

Para obtener la energia de solvatacion, primero se debe calcular el potencial de reaccién
(preac) en la ubicacion de los atomos, el cual es igual al potencial ¢; quitandole la contribucion
de las cargas, es decir:

¢Teac - ¢1 - gbcoulomb (323)
Escrito en términos de operadores de borde, la ecuacion (3.23) queda como:
991
reac — Vil | — K 3.24
e = Ve | | = Ko (3:2)

Finalmente, se obtiene la energia de solvatacion multiplicando el potencial de reacciéon en
la ubicacién de los 4tomos por su respectiva carga, sobre todos los atomos presentes en la
biomolécula, es decir:

Nq
AC:solv = Z qubreac('xk) (325)
k

3.4. Campos de Fuerza

Como se observa tanto en la ecuacion como en , es necesario conocer de
antemano la ubicacion y magnitud de las cargas, el cual esta dado principalmente por los
Campos de Fuerza. A partir de la informacion de la estructura cristalina de las proteinas(la
cual puede encontrarse en el banco de datos de proteinas, PDB por sus siglas en ingles) los
distintos Campos de Fuerza calculan los radios de Van der Waals y la magnitud de la
carga puntual en la ubicaciéon de cada dtomo.

3.5. Superficie Excluida de Solvente

Para el modelo de solvente implicito, es necesario generar esta separacion entre el solvente
y la proteina, existen diferentes tipos de superficies, para este trabajo se utiliza la superficie
excluida de solvente. La superficie excluida de solvente recibe este nombre, ya que representa
lo mas cerca que puede estar una molécula de agua de la proteina. Para generar esta superficie,
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es necesario de antemano conocer la estructura cristalina de la proteina en cuestion y el radio
de Van der Waals de los atomos, la superficie se genera haciendo rodar una esfera de prueba
del tamafio de una molécula de agua (~ 1,4A), trazando todo su recorrido alrededor de la
proteina.

probe sphere

'“5 probe sphere

(a) Superficie de Van de Waals (b) Superficie accesible al solvente(c) Superficie excluida de solvente

Figura 3.2: Definicion gréfica de los distintos tipos de superficie™®
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4. Bempp

Bempp es una plataforma de elementos de frontera que permite resolver problemas acts-
ticos, electrostaticos y electromagnéticos. El programa y todas sus funciones se utilizan a
través de Python, resulta ttil para el caso de la proteina ya que es posible reducir conside-
rablemente la cantidad de lineas de c6digo a emplear en la resolucion, debido a que solo se
debe plantear las ecuaciones de manera correcta, mientras que el Bempp realiza los célculos
complejos.

A continuacion se describiran de forma breve las funciones que resultan tutiles para resolver
las ecuaciones planteadas en la seccion [3]

4.1. Espacios de funciones

Los espacios de funciones® en Bempp se utilizan para representar el tipo de expresion

aproximada que se esta utilizando en el dominio discretizado (Malla) para representar los
datos, la funcion puede ser continua o discontinua por partes y tener un grado desde 0 hasta
10. Los argumentos necesarios para la funciéon son: la malla sobre la cual se esta trabajando,
el tipo y el grado de la funciéon. Esta se llama de la siguiente manera:

bempp. api.function space(grid, kind, degree)

4.2. Operadores

En Bempp existen dos tipos de operadores* de borde y potenciales. Los operadores de
borde corresponden a los vistos en la seccién y se utilizan para mapear un espacio, de-
nominado espacio de dominio, hacia un “espacio de rango”. Su principal funciéon esta en la
resolucion de los sistemas planteados por el método BEM, un ejemplo de como llamar las
funciones es:

bempp. api.operators.boundary.laplace.single layer (domain, range,
dual to_ range)

Notar que en este caso, corresponde al operador de capa simple para la ecuacién de
Laplace (o Poisson), si se desea utilizar en cambio, un operador para la ecuacion de Poisson-
Boltzmann, basta con reemplazar “laplace” por “modified helmholtz”, de manera similar,
para utilizar el operador de capa doble, se debe cambiar “single” por “double”, por ejemplo,
el operador de capa doble para la ecuacién de Poisson-Boltzmann seria:

bempp. api.operators.boundary.modified helmholtz.double layer (domain, range,
dual to range, kappa)

Es importante destacar que en el caso de los operadores de borde para la ecuacién de
Poisson-Boltzmann, se debe ingresar también, como cuarto parametro, el inverso de la lon-
gitud de Debye, k.

20
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Luego, se tiene los operadores potenciales los cuales calculan los valores del potencial
en todo el dominio (no tnicamente en la frontera), en el caso particular del problema de la
proteina, sirve para calcular el potencial en los puntos de interés, es decir, en la ubicacion
de los dtomos. La funcion tiene como argumentos obligatorios el espacio de funciones y los
puntos sobre los que calcular el potencial, esta llama de la siguiente manera:

bempp. api.operators.potential.laplace.single layer (space, points)

Al igual que con los operadores de borde, es posible cambiar el nombre de la funcién para
el caso de Poisson-Boltzmann o en caso de utilizar el operador de capa doble.

4.3. Funcion de Malla

Frecuentemente, sera necesario definir una funciéon que actué como el lado derecho de la
ecuacion a resolver, para esto se utiliza GridFunction de bempp, la cual permite representar
funciones en una malla, los argumentos de entrada necesarios son el espacio funcional sobre
el cual actuara la funcién, y la funciéon como tal definida previamente, tal que:

bempp . api.GridFunction (space, fun= Funcion)

21
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5. Campo de Fuerza Polarizable

El principal objetivo de este trabajo consiste en la implementacion del campo de fuerza
polarizable AMOEBA a los modelos desarrollados y explicados en la secciéon [3l Un campo
de fuerza polarizable busca una representacion més realista de los modelos y consiste en una
variacion en la distribuciéon de carga utilizada en el interior de las biomoléculas. Mientras
que los campos de fuerza clasicos utilizan una distribucién de carga con cargas puntuales,
los campos de fuerza polarizables utilizan componentes multipolares de orden superior, es
decir, se tiene una carga puntual ¢, un dipolo p representado por un vector, un cuadrupolo
@ representado por un tensor 3x3 y una polarizabilidad « representada por un tensor 3x3
cuyo significado seré explicado mas adelante.

5.1. Formulacion Matematica

Para aplicar un campo de fuerza polarizable al modelo de solvente implicito, se debe
realizar primero la derivacion matematica del problema, considerando esta vez la presencia
de multipolos. Tomando como punto de inicio el sistema de ecuaciones , se puede notar
que el lado izquierdo de ambas ecuaciones permanece inalterable, y que solo se debe trabajar
el lado derecho de la ecuacion de Poisson, la cual representa el potencial debido a las cargas
en el borde, para que incluya las componentes multipolares. En general, el potencial debido
a una distribucion de carga p(r) es igual a:

1 p(r') .,
o = 1
4WE/Q |r—r/\dr (5.1)

Cuando la distribuciéon de carga p(r) corresponde a un conjunto de N cargas puntuales,
se obtiene la expresion que se observa en el lado derecho de la ecuacion de Poisson en ((3.19).
Si se considera un multipolo puntual compuesto de una carga, un dipolo y un cuadrupolo, la

ecuacion (5.1]) queda como:

1 1 T 7T

O(r) = — | — r’dr’—i——z/’- r)dr’ + ZJ/ ') (3rir, — |r|?6;;) dr’ 5.2

0= g |7 [+ 5 [ tptwar v 2 [ o) artr - s a2
Donde la primera integral corresponde al potencial debido a la carga puntual, la segunda

integral es el potencial debido al dipolo y por ultimo, la tercera integral, el potencial debido al

cuadrupolo. Si la distribucién de carga corresponde a un conjunto discreto de cargas, dipolos

y cuadrupolos puntuales, el nuevo lado derecho de la ecuacion (3.19)) queda como:

1 al ( - ) ( - )( - )
qr ri — Tk Trs — Tki)\TTyj — Tkyj
_ E Di Qi 53
4re — |I'1"—I'k| |rp—rk|3 J 2|I'1"—I'k|5 ( )

Por lo tanto, la nueva situacion queda representada por la ecuacion (3.19)) pero con la
ecuacion (5.3)) como lado derecho de la ecuaciéon de Poisson, es decir:

1 T r
Ly KT -y
[2 Lot (5.4)

1 Vg i (rri—Try) (i) (e =Tk )
¢1] = [47‘-6 Zk:l [rr—r| T D lrp—rgl3 t Q” 2lrp—rg[®
1 _ ' ayl
2 KY €9 VY

06
on 0
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5.2. Efectos de Polarizacion

Si bien, el problema esta bien representado por la ecuacion , aun no es posible re-
solverlo, esto se debe a que, como indica el nombre del campo de fuerza, existen efectos de
polarizaciéon que no han sido considerados. Cada multipolo posee una componente de dipolo
inducido dada por:

1= aE (5.5)

Donde p es el dipolo inducido, a es la polarizabilidad y E es el campo eléctrico en la
ubicacion del multipolo. Luego el dipolo p total utilizado en la ecuacion (5.3)) y el sistema
(5.4]) esta dado por:

p=p+d (5.6)

Donde d es la componente constante del dipolo o dipolo permanente, la cual esta dada
por el campo de fuerza polarizable.

5.3. Calculo del Campo Eléctrico

Como se puede observar en la ecuacion ([5.5)), es necesario el calculo del campo eléctrico
en la ubicacion de los multipolos, sabiendo que:

E=-V¢ (5.7)

Por simplicidad es conveniente separar el potencial ¢ (y por ende, el campo eléctrico) en
dos componentes para el calculo del dipolo inducido, una debido a la reacciéon del solvente,
denominada ¢, y otra debido al resto de los multipolos ¢,,.;;- Se tiene entonces, en cada
ubicacion:

¢k = ¢solv,k + ¢mult,k (58)

5.3.1. Campo Eléctrico Debido al Solvente

Si bien el calculo del potencial debido al solvente se realiza utilizando la libreria Bempp,
esta no ofrece formas ni métodos para el cilculo de su derivada, por lo tanto, se utilizé una
aproximacion por medio de diferencias finitas. Para cada multipolo puntual, se definié6 un
espacio de puntos de la forma z; + h donde x; representa cada coordenada del multipolo y h
el espaciamiento. Una vez se han definido los puntos, utilizando Bempp se calcula el potencial
Osolw SObre ellos, finalmente se obtiene el campo eléctrico en la ubicaciéon del multipolo como:

_a¢solv ~ _qbsolv(xi + h) - ¢solv (xz - h)
Considerando que el potencial debido al solvente ¢, se obtiene utilizando la expresion
(3-24)) en los nuevos puntos definidos para realizar las diferencias centradas.

(5.9)

Esolv,i -
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Figura 5.1: Representacion grafica en dos dimensiones del proceso de céalculo de derivadas
por diferencias finitas

En la figura 5.1}, el punto rojo representa la ubicacién de un multipolo, los puntos azules,
son ubicaciones generadas a una distancia h del multipolo sobre las cuales se calcula el
potencial para luego utilizar la ecuacion ([5.9))

5.3.2. Campo Eléctrico Debido a los Multipolos

Como el potencial debido a los multipolos es conocido (e igual al potencial de coulomb),
es posible obtener el campo eléctrico de forma analitica derivando la expresion para ¢,
por lo tanto, el campo eléctrico debido a N,, multipolos en la ubicacién del multipolo [ es
igual a:

. o () ()
B~ S° L0 d™ re =" (m>+<rl © N )
mault,k dme gr® | [r® —p(m)]| © |p® — p(m)[377 2|r® — r(m)|5 ij

m=1,m##l k

(5.10)

5.4. Esquema iterativo autoconsistente

Como se puede notar en la derivaciéon tratada a lo largo de esta seccion, para realizar
los calculos de potencial es necesario conocer previamente el momento dipolar p, el cual
depende del valor del campo eléctrico, sin embargo este a su vez depende del valor que tenga
la componente inducida del dipolo. Por lo tanto, la situacién planteada se debe resolver con
un esquema iterativo autoconsistente, como sigue:

1. Asumir p (Por ejemplo p = 0)
2. Obtener ¢ y g—ﬁ en I' con la ecuacion (|5.4) utilizando Bempp.

3. Obtener ¢ en puntos cercanos a la ubicacién de multipolos utilizando operadores po-
tenciales en Bempp.

24
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4. Calcular Esolv y Emult utilizando las ecuaciones 1| y |D respectivamente.

5. Calcular el campo eléctrico total en la ubicaciéon de los multipolos como: E = Esolv +
Emult'

6. Obtener nuevo valor de u utilizando la ecuacion ((5.5]).

7. Repetir desde paso 2 hasta la convergencia.

De manera opcional, se puede ponderar el dipolo polarizable p por un coeficiente w tal
que:

p=wp + (1 = w)pi- (5.11)

Donde p; es el dipolo polarizado calculado en la iteracion actual, p; 1 el dipolo polarizado
de la iteraciéon previa y w el coeficiente de relajacion, esto a fin de relajar el esquema iterativo
y lograr menores variaciones. Notar que el valor de w debe estar entre 0 y 1. Como criterio
de convergencia se utilizara una comparacion directa en el valor de p para cada multipolo,
es decir, se logra la convergencia una vez que cada punto cumpla con:

|pi — pia
|11
Seglin se requiera mayor o menor precision, la tolerancia puede variar entre 1 x 1072 para

célculos rapidos y 1 x 107® para calculos precisos. Una vez que se ha llegado a la convergencia,
se puede proceder con el calculo de energia de solvatacion.

< tol (5.12)

5.5. Energia de Solvatacién con Multipolos

Como se menciona en la seccion [3.3] la energia de solvatacion es la energia necesaria para
disolver una biomolécula en un solvente, la secciéon mencionada nos presenta también una
expresion (ecuacion (3.25))) para la energia de solvatacion, si bien esta expresion es valida
unicamente al utilizar campos de fuerza clasicos, es posible extenderla al uso de campos de
fuerza polarizables. Se puede definir de manera general la energia de solvataciéon como la
diferencia entre la energia libre en estado disuelto y en el vacio, adicionalmente, existe un
gasto energético implicado en la polarizacion de los multipolos, el cual debe ser considerado,
es decir:

AGsolv = Gdiss - Gvacc + Wpol (513)

Donde G5 es la energia libre en estado disuelto, G ... €s la energia libre en el vacio
y Wpa es la energia utilizada en polarizar los multipolos. La energia libre se puede definir
como:

G = §/Qp(r)q§(r)dr (5.14)
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Donde p es la distribucion de carga y ¢ el potencial. Si se aplica esta definicién a la
ecuacion ((5.13)) y, ademas, se separa el potencial para el estado disuelto ¢gss aplicando la
ecuacion ((5.8)), se obtiene:

AG(solv - (/ pdiss(r)(ybdiss(r)dr - / pvacc(r)¢vacc(r)dr) + Wpol
Q Q

1
2

1
= 5 (/Q pdiss(r)¢solvent(r)dr + /{;pdiss(r)¢mult(r)dr - /glpvacc(l‘)q%acc(r)dr) -+ Wpol
(5.15)

Cabe destacar que para el caso de campos de fuerza clasicos, al tener una representacion
utilizando tnicamente cargas puntuales no hay efectos de polarizaciéon y por lo tanto se tiene
Wyor = 0, ademas, debido a la misma razén anterior, la distribuciéon de carga es igual tanto en
estado disuelto como en el vacio y, por ultimo, el potencial en el vacio se debe exclusivamente
al potencial generado por las cargas, es decir, puiss = Pvace Y Pmuit = Puvace; POT ende, el
segundo y tercer término de la ecuacion se cancelan y se obtiene:

1

AG(solv == 5/{;p(r)¢solvent(r)dr (516)

Que es equivalente a la expresion ((3.25)).

En este caso, dado que la componente polarizable del dipolo es distinta en estado disuelto
y en el vacio, se tiene: pgiss # Poace; PO lo tanto, la segunda y tercera integral no se cancelan
y deben ser consideradas en el calculo. Sabiendo que la distribuciéon de carga p es un conjunto
discreto de multipolos puntuales, la integral pasa a ser una sumatoria, quedando la expresion
para la energia libre como:

99

N

1 o= m vl 00
G =5 a™ow™) +p S () + Qo

m=1

Y Or; Or,

(m)
or, o(r'™) (5.17)

Donde m denota el numero del multipolo y N,, el total de multipolos. Notar que los
términos variables en corresponden al potencial y a la componente inducida del dipolo
(y por ende, p;), al utilizar ¢ = @soiwent ¥ Di = Didiss S€ Obtiene la energia libre en estado
disuelto aportada por el solvente, mientras que ¢ = ¢,,.;; entrega el aporte de los multipolos.
Finalmente, si ¢ = @yacc ¥ i = Pivace S€ Obtiene la energia libre en el vacio.

Se debe destacar la presencia de derivadas del potencial de primer y segundo orden en la
ecuacion , el valor de la primera derivada del potencial corresponde de hecho, al valor
numérico del campo eléctrico con signo negativo, por lo tanto no es necesario realizar este
calculo nuevamente para la energia libre en estado disuelto. Para la segunda derivada, se
siguié un proceso similar al utilizado en las secciones y En el caso de la energia
libre aportada por el solvente, se aproximé la segunda derivada por medio de diferencias
finitas, para esto, de manera similar al calculo del campo eléctrico, se defini6 una cantidad
apropiada de puntos con un espaciamiento de h sobre los cuales se calculaba el potencial
debido al solvente por medio de la expresion , para luego obtener la segunda derivada
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CcOomo:

KA d b~ Pit1,+1 + Qi—1,j-1 — Pit1,j-1 — Pi—1,j41
&vi 893j 4h2
La expresion ((5.18) es valida tnicamente para ¢ # j, notar ademés que las derivadas

cruzadas son iguales, por lo tanto se debe calcular inicamente la mitad de la matriz de
derivadas. Para la diagonal, es decir cuando i = j, se utiliza:

o _ Pit1 —20i + Qi
dx2 h?

1

(5.18)

(5.19)

Figura 5.2: Representacion grafica en dos dimensiones del proceso de célculo de segundas
derivadas por diferencias finitas

En la figura [5.2] se observa 4 puntos adicionales con respecto a la figura [5.1] estos puntos
senalados en color amarillo, estan ubicados a una distancia de h en ambos ejes y también
deben ser generados para calcular sobre ellos el potencial de reacciéon para, de esta manera,
utilizar la ecuacion 518

En el caso de la segunda derivada para la energia libre relacionada a los multipolos,
se utilizdé una funcién analitica, derivando la expresion original para el potencial debido a
multipolos puntuales.

Ya se han definido completamente los primeros dos términos de la ecuacién , el
ultimo término, correspondiente a la energia de polarizaciéon de los multipolos, se define
como:

N,
1 O m m m m
Wont = 5 > 1 Byt (1) = 12 Bt aee r™)
m=1

(5.20)
0

8 r;

¢vacc(r(m))

1 N B
_ 1 (m) (m)y _ , (m)
5 m§1 S A(r'™) — Lyaer
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Donde p es la componente inducida del dipolo y E es el campo eléctrico total que polariza
los dipolos. El subindice vacc denota que las cantidades estan calculadas en el vacio, estas
deben considerarse ya que los dipolos inducidos no siempre comienzan a polarizarse desde
1 = 0 sino que, en ocasiones pueden encontrarse multipolos polarizados en el vacio.

Si se compara la ecuacion (5.20)) con la ecuacion se puede notar que la energia de
polarizacion se cancela con el dipolo inducido (ecuacion ((5.6])), por lo tanto, se obtiene:

o &0
9, or,

qu ) ™ £ () 4 2 0 aio) (5.21)

or;

Si se utiliza la ecuacion ((5.21)) para el calculo de energia libre, la energia de polarizacién
ya se encuentra considerada implicitamente y no es necesario calcularla.
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6. Ejemplos de implementacion: Resultados

En la presente secciéon se presentaran distintos ejemplos de aplicacion donde se utilizan
los modelos presentados en las secciones [3]y ] solucionados utilizando la libreria Bempp.

6.1. Esfera con multipolos puntuales

El primer caso donde se implemento los modelos mateméticos presentados corresponde a
una esfera con multipolos puntuales en su interior, se realizo un c6digd™® utilizando la libreria
Bempp y para su validacién se comparé los resultados obtenidos con la solucién analitical

al problema.
El valor de los multipolos, su ubicaciéon y polarizabilidad esté retratado en la figura [6.1]

z1 = (0,0,0)A 72 = (1,v2,1)A z3 = (—1,-1,v2)A
Q= le" g2 = —le” g3 = —le”
p1 = (0, l,[]}(:_A ps = (1,0,0)e” A p3 = (0,0,—1)e” A
1 0 0 5 0O 0 0 » 1 0 0 4
Qi=] 0 -1 0 Je A Q=01 0 |ecA” Qs=10 0 0 |e A
0 0 0 0 0 -1 0 0 -1
100)Y) , 10 0Y) | 100\ |
ag=( 01 0 A az=| 01 0 | A as=( 0 1 0 | A
0 0 1 0 0 1 0 0 1

Figura 6.1: Representacion grafica de los multipolos en el interior de la esfera? utilizada para
la validacion del codigo realizado

Las simulaciones se realizaron considerando una esfera de radio 3 A y se utilizaron distintos

numeros de elementos para la malla generada durante las simulaciones. A continuacion, en
la figura se observa un ejemplo de malla utilizada durante las simulaciones:

29



Trabajo de Titulo de Ingenieria Civil Mecanica - Felipe Vicencio Hidalgo
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Figura 6.2: Malla utilizada en caso de esfera con multipolos.

Primero, se realizaron simulaciones para distintos valores de altura promedio de los ele-
mentos (a menor altura promedio, los elementos son méas pequenos y por ende, la malla
resultante es mas fina), se calculo el error para cada malla como:

e(h) _ |Gsolv,bempp(h) - Gselv,Analytical' (6 1)
| Gsolv,Analytwal |

Donde Gso, anatyticar €5 €l valor de la solucion analitica al problema, esta no varfa ya
que no se necesita de una malla para obtener el resultado. Para las simulaciones se utilizo
una tolerancia de 1 x 107% para la convergencia del dipolo inducido (ecuacién (5.12))), para
la resolucion de cada sistema lineal se utiliza el método generalizado de minimos residuales
por sus siglas en ingles) con una tolerancia de 1 x 1078 y se utiliz6 un coeficiente
de relajacion w = 0,7 para la ecuacion . A continuacién en la figura se observa un
grafico del error obtenido vs el numero de elementos que presentaba cada malla utilizada:
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Bx 1073

7=x1077

Error

6x 1073

5% 1077

4% 10° 5x 10° B x 10°
Element Number

Figura 6.3: Grafico de error vs N° de elementos de la malla para la esfera con multipolos

Como se puede observar en el grafico de la figura|6.3| para una malla de 3200 elementos, se
obtuvo un error cercano a 8,42 x 1073, mientras que en el caso de la malla de 6000 elementos
(cerca del doble de elementos) se obtuvo un error aproximado de 4,44 x 1073, por lo tanto,
el codigo realizado presenta un orden de convergencia aproximadamente lineal, O(A?').

6.2. Geometrias Reales

Una vez validado el modelo matemaético con el caso de la esfera con multipolos puntuales
en su interior, se procedi6 a extender el trabajo realizado para trabajar con geometrias reales,
como resultado, se desarrollé un c6digo™® capaz de obtener los pardmetros de cada biomolecula
a partir del campo de fuerza polarizable AMOEBA, leer mallas generadas por el software
Nanoshaper™® y obtener de este manera la energia de solvataciéon de cada biomolecula.

La principal diferencia entre los casos de geometrias reales y el caso de la esfera que con-
sideraba tnicamente 3 multipolos en su interior reside en que AMOEBA utiliza un esquema
de polarizacién basado en grupos donde multipolos del mismo grupo no se polarizan entre
ellos, esto resulta sumamente importante al momento del desarrollo y debe ser considerado.
A continuacién se muestran los ejemplos de biomoleculas modeladas con el codigo realizado™
para su validacion mediante comparacion con el software Pygbe'* Para cada caso simulado,
se utilizo una constante dieléctrica €,,,+ = 1 para la regiéon de la biomolécula, €5, = 78,3

para la region del solvente y k = 0,1251&71

6.2.1. Proteina 1pgb

El primer caso de geometria real modelado para validacién del codigo, fue la 1pgh** una
proteina de unién a inmunoglobulina con aproximadamente 920 multipolos en su interior.
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Figura 6.4: Ejemplo de malla utilizada en la modelaciéon de la proteina 1pgh

Para las simulaciones se utilizaron distintas mallas variando su valor de longitud caracte-
ristica promedio, se utilizo una tolerance de 1 x 10~ para la convergencia del dipolo inducido
y una tolerancia de 1 x 107° para el método general de minimos residuales, a continuacién
se muestra una comparacion entre las simulaciones realizadas con Bempp y las simulaciones
utilizando Pygbe mediante un grafico de la energia de solvatacion obtenida vs el inverso de la
longitud caracteristica, denominado “Grid Scale”, se muestra también un grafico logaritmico
de error vs el area caracteristica de la malla, la cual se define como:

_ L
2
Donde L. es el inverso de la longitud caracteristica.

A, (6.2)
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Comparison Comparison
—860 —=— Differsnce
-870
-880 6x 1073
£ -890 g
= =
3 -900 £
£
—910 4x1072
-920
-930 {
i Ix 1073
10 11 12 13 14 15 5x1071  6x107! 7x107! 8x10°'9x107! 10°
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Diferencia

Figura 6.5: Comparacion entre el cédigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la proteina
1pgb

Adicionalmente, al ser el primer caso de geometria real en estudio, se realizaron diversas
pruebas bajo los mismos parametros que los utilizados para las simulaciones mostradas en (6.5
donde se consideraban de manera parcial las componentes del campo de fuerza polarizable,
es decir, se analizaron casos en donde no se consideraban los dipolos, los cuadrupolos, la
polarizabilidad o combinaciones de estas. El fin de estas simulaciones fue aislar el aporte
de las derivadas numéricas por diferencias finitas al error total. Primero se comparo una
modelacién donde solo fueron considerados los dipolos y la polarizabilidad, mientras que la
contribuciéon de los cuadrupolos se considero como nula, los resultados obtenidos se observan

en la figura [6.0]

Comparison Comparison
—»— Difference
-850
6x 1073
-860
g 870 1 y
] o 4x10°3
7 -880 £
£
830 3Ix10°3
-900 4
—910 ‘.‘ T T T T T T
10 11 12 13 14 15 5x107'  6x107' Tx107! Bx107'9x 107! 100
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Diferencia

Figura 6.6: Comparacion entre el cédigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la proteina
1pgb sin considerar cuadrupolos

Con esta simulacién se buscaba aislar la contribucion de la segunda derivada numérica,

presente en la ecuacion ((5.21)), comparando las figuras y es posible notar que el
error, para la malla més gruesa cae desde aproximadamente 0.77 % hasta 0.69 % mientras

ﬂ,
w
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que en el caso de la malla més fina, el error cayo desde aproximadamente 0.3 % hasta 0.22 %.
La siguiente simulacion se realizo sin considerar la polarizabilidad (y por ende, sin dipolo
inducido), los resultados obtenidos se observan a continuacion.

Comparison Comparison
== Difference
=960 1
4x1072
-970 A
a -3
£ —980 1 g 3x10
g
& &
-990 1 ]
-
6. 2x10
-1010 1 *
T T T T T T T
10 11 12 13 14 15 5x10°0 B6x107Y  7x107! Bx10719x10°0 10°
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Diferencia

Figura 6.7: Comparacion entre el cédigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la proteina
1pgb sin considerar polarizabilidad

El objetivo de este caso era cuantificar las diferencias debido al proceso de polarizacion del
dipolo inducido ademas del error que podria aportar la primera derivada numérica utilizada
en la ecuacion [5.5] comparando los gréaficos [6.5D] y [6.7D] se puede observar como para la
malla més fina, el error cae hasta casi 0.15 %, aproximadamente la mitad del error total de
la primera simulaciéon. A modo de confirmar la contribucién de la primera derivada al error
total, la siguiente simulacion se efectud inicamente considerando los cuadrupolos, es decir, se
tomo la contribucién de los dipolos como nula y no se considero ningin efecto de polarizacion,
los resultados obtenidos se muestran a continuacion.

Comparison Comparison
Ix10°32 == Difference
-970
2x1072
—980
c Y
(=} =
3 —am 5
;
10-3
-1000
-1010 { %7 6x 1074
10 11 12 13 14 15 5x10°1 Bx1071 7x107! Bx10719x107' 10°
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Diferencia

Figura 6.8: Comparacion entre el codigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la proteina
1pgb sin considerar dipolos ni polarizabilidad

Mirando el grafico resulta evidente que la principal fuente de error de las simulaciones
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realizadas es la primera derivada numérica del potencial de reaccion, la cual tiene doble
influencia en los calculos, ya que, como se mencion6 con anterioridad, participa en el calculo
del dipolo inducido por medio del calculo del campo eléctrico en la ecuaciéon , ademaés,
se encuentra presente también en el calculo de la energia de solvatacion para el aporte del
solvente, como se observa en la ecuacion (5.21)). Por ultimo, se realiza una comparaciéon para
la energia de solvatacion obtenida utilizando el campo de fuerza polarizable AMOEBA vy el
campo de fuerza clasico PARSE, es decir, considerando tinicamente cargas puntuales.

Comparison
—8a0 { — AMOEBA (Polarizable)
#— PARSE (Clasico)
—870
—380 1
5 —890 1
5
5 —900 1
—910 1 . o
.
—920 1
—930 1
p.
: : T T T T
10 11 12 13 14 15
Grid Scale

Figura 6.9: Comparacion entre un campo de fuerza polarizable y un campo de fuerza clésico
para la proteina 1pgb, considerando €,.o = 1.

Para ambas simulaciones se utilizaron los mismos valores de permitividad y x, menciona-
dos al inicio de la seccion [6.2] considerando que en campos de fuerza clasicos la permitividad
utilizada en la region de la proteina es generalmente 2 o 4, se muestra a continuacion la
comparacion entre ambos campos de fuerza pero utilizando €,.,+ = 2 para las simulaciones
con el campo de fuerza PARSE.
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Comparison
" B o — P

-500
—500

5 ~w~ AMOEBA (Polarizable)

i —700 +— PARSE (Clasico)

-800

g (,’,R/«’,/M

T T T T T T

10 11 12 13 14 15

Grid Scale

Figura 6.10: Comparacién entre un campo de fuerza polarizable y un campo de fuerza clasico
para la proteina 1pgb, considerando €., = 2 para el campo de fuerza clasico.

Analizando las figuras y se puede observar que los efectos de polarizabilidad
no reemplazan a la permitividad efectiva utilizada en campos de fuerza clasicos, debido
principalmente a la diferencia de los resultados obtenidos y mostrados en la figura [6.10} De
hecho, se estima que para lograr resultados similares a los obtenidos con AMOEBA, utilizando
PARSE, se deberia utilizar una permitividad cercana a €,.o = 1,1

6.2.2. Lisozima llyz

Otra biomolecula de estudio fue la 1lyz una lisozima encontrada en la clara de huevo
de gallina, la cual cuenta con un total de 1961 multipolos en su interior.
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Figura 6.11: Una de las mallas utilizadas para la simulacion de la lisozima 1lyz

Se realizo tres simulaciones para distintos valores de la longitud caracteristica de la malla,
se utilizo una tolerancia de 1 x 1072 para el calculo del dipolo inducido y una tolerancia de
1 x 107° para la solucién del sistema lineal en cada iteraciéon. Se muestra una comparacién
entre los resultados obtenidos utilizando Bempp y Pygbe, se muestra también un grafico de

diferencia.

. Comparison
Comparison P
== Difference
—1620 { =+ EBempp
—&— Pygbe
—1640 1
L]
]
§ —16E0 - 5
= [
= =
& &
—1680
-1700 1072 1
T T T T T T T
10 11 12 I3 14 15 5x10°? Ex10°r Tx107! Bx107'9x10°! 107
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Diferencia

Figura 6.12: Comparacion entre el codigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la lisozima
1lyz
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6.2.3. Citocina 1a”m

El siguiente caso de estudio fue la citocina 1a7m X un factor inhibidor de la leucemia, la
cual cuenta con 2809.

10

40

no

25
8

)

‘o

Figura 6.13: Una de las mallas utilizadas para la simulacion de la Citocina la7m

Nuevamente se realizaron tres simulaciones, para distintos valores del “Grid Scale”, se
utilizo una tolerancia de 1 x 1073 para la convergencia del dipolo inducido y una tolerancia
de 1 x 107° para la solucién del sistema lineal en cada iteracién, la comparacion de los
resultados obtenidos asi como un gréafico del error, se muestran a continuacion.

Comparison Comparison

—2720 4 == Bempp
~o— Pygbe / 4x107

—2740 A

=== Difference

—2760 A

Y

[ (=
=1 o -3
5 2780 g Ix10
& =1

2800 1

2820

—7840 2x1073

.
T T % 5 F = 5x1070  6x1070 Tx107' Bx10719x1070 100
Grid Scale Area
(a) Comparacion (b) Error

Figura 6.14: Comparacion entre el codigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la citocina
la7m
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6.2.4. Proteina 1x1lu

El ultimo caso de estudio fue la proteina de union 1x1u® corresponde al caso de mayor
tamano simulado ya que cuenta con 9476 multipolos.

Figura 6.15: Una de las mallas utilizadas para la simulaciéon de la Proteina 1x1u

Debido a lo anterior, se considero una tolerancia menor al momento de comprobar la
convergencia del dipolo inducido, utilizando 1 x 1072 en este caso, la tolerancia para la
solucion del sistema lineal en cada iteraciéon se mantuvo en 1 x 107° y se utilizaron los
mismos valores de “Grid Scale” que los casos anteriores, los resultados obtenidos se muestran
a continuacion.
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Figura 6.16: Comparacion entre el codigo desarrollado con Bempp y Pygbe para la Proteina

1x1u

Cabe destacar que, debido principalmente a la menor tolerancia que se utilizo para las
simulaciones, se obtuvo una diferencia de orden mayor comparada a la de simulaciones an-
teriores. De hecho, en la figura es posible apreciar como existe consistentemente un 1%
de diferencia que tiende a ser constante.

Tabla N° 6.1: Resumen de comparacion entre las distintas biomoléculas simuladas

Gson| ,fr‘;“oll Diferencia Tolerancia
Biomolécula N,, Bempp Pygbe Minimo Maximo Dipolo GMRES
1pgb 927 -885.38 -889.59 3,02x107% 762x107® 1x10% 1x107°
1lyz 1961 -1655.81 -1660.92 7,21 x107* 6,56 x 1073 1x1073 1x107°
la7m 2809 -2768.06 -2776.82 198 x 1073 441 x107% 1x107% 1x107°
1x1u 9476 -5345.42 -5397.74 852x 1073 1,12x107%2 1x1072 1x107°

En la tabla [6.] se pueden observar una comparacion entre las distintas biomoléculas
simuladas, N,, es el nimero de multipolos en el interior de la biomolecula y el valor G,
incluido para cada caso corresponde al promedio entre todas las simulaciones realizadas.

40



Trabajo de Titulo de Ingenieria Civil Mecéanica - Felipe Vicencio Hidalgo

7. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se realizo la derivacién para implementar componentes multi-
polares de orden de superior ademés de una componente de dipolo polarizable en un modelo
de solvente implicito de Poisson-Boltzmann.

Los resultados observados en la tabla [6.1] indican que los modelos matematicos desarro-
llados en la seccion [5] son consistentes y demuestra que el modelo de solvente implicito es una
alternativa eficiente en términos de recursos computacionales y tiempos de ejecucion incluso
cuando se trabaja con campos de fuerza polarizables.

El codigo desarrollado constituye una alternativa confiable de simulaciéon para obtener
valores de energia de solvatacion para biomoleculas de tamano medio y pequenos utilizando
el campo de fuerza polarizable AMOEBA, en particular, se comprobé la eficacia de la libreria
Bempp para abordar problemas de electrostatica utilizando el método de elementos de fronte-
ra. Adicionalmente se comprob6 que el potencial de reaccion en el interior de las biomoleculas
es lo suficientemente suave para poder obtener derivadas de este utilizando diferencias finitas
con errores del orden del 0.12 % para la primera derivada y 0.8 % para la segunda derivada.
Para las biomoleculas con menor numero de multipolos tales como la 1lyz y la 1pgb, es decir,
biomoleculas con N, < 2000, los tiempos de ejecucion del codigo realizado eran compara-
bles a los obtenidos con Pygbe, por ejemplo, en el caso de la proteina 1pgb, para la malla
més gruesa, Pygbe obtuvo la energia de solvatacion en aproximadamente 90[s|, mientras que
Bempp demoro aproximadamente 170[s|. Para las biomoleculas de mayor tamano, tales como
la 1x1u, el tiempo que tomaba Bempp en llegar a la soluciéon era considerablemente mayor
en comparacion a Pygbe. Especificamente para esta biomolécula, Pygbe necesitaba de apro-
ximadamente 572 [s| para obtener el valor de energia de solvatacion, mientras que Bempp
demor6 cerca de 2|[h| para obtener el mismo resultado. A raiz de lo anterior, sumado al hecho
de que en cada iteracién de dipolo inducido, se necesitaban mas iteraciones de GMRES en
el caso de Bempp antes de llegar a la tolerancia impuesta, se concluye que una posibilidad
de mejora para el codigo realizado podria ser la implementacion de precondicionadores en el
sistema lineal presentado en la ecuacion (5.4 a fin de mejorar la eficiencia en su resolucion,
ademas de considerar formas de aceleracion para el codigo que reduzcan la brecha conside-
rable de tiempo que existe actualmente con Pygbe en simulaciéon de biomoleculas de mayor
tamano.

Finalmente, se organizo6 el codigo en forma de libreria, lo cual permite un uso facil y rapido
para realizar simulaciones desde una interfaz de Jupyter Notebooks necesitando tnicamente
la instalacion de dependencias obligatorias tales como Bempp, y los archivos necesarios con
informacion acerca de la estructura de la biomolecula. La separacion del cédigo en formato
de libreria facilita el entendimiento de este y la eventual manipulaciéon que se quiera realizar,
ademés, facilita su conexion con otros codigos pensados para simulaciones biomoleculares.
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