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Resumen

Este trabajo aborda el modelado, estimaciéon y control de la temperatura en una mesa
térmica de cobre instrumentada con sensores de fibra optica basados en rejillas de Bragg
(FBG). El objetivo principal es desarrollar un sistema capaz de predecir y regular el com-
portamiento térmico en distintos puntos de la superficie, combinando modelado numérico,
observacion de estados y control 6ptimo en tiempo discreto.

El modelado térmico se realizé mediante el Método de Elementos Finitos (FEM) aplicado
a la ecuacion de difusiéon de calor bidimensional, considerando pérdidas por conveccion y
excitacion térmica localizada mediante un actuador tipo PTC. Los pardametros fisicos del
modelo se ajustaron mediante comparaciéon con mediciones experimentales obtenidas a través
de los sensores FBG, garantizando una representacion coherente del fenémeno real.

Sobre el modelo FEM discretizado se construyé un modelo reducido mediante balanced
truncation, conservando las dinamicas dominantes. Este modelo sirvié de base para imple-
mentar un observador discreto de Luenberger, disenado con la técnica place, capaz de estimar
temperaturas en zonas no sensadas directamente. La validacion del observador arrojé errores
promedio menores a 1 °C entre mediciones y estimaciones, confirmando su precisiéon tanto en
sensores de correccion como de validacion independiente.

Posteriormente, se disenié un controlador LQI discreto que, utilizando las estimaciones del
observador, regula la temperatura en el punto de referencia definido por el sensor FBG4. El
lazo cerrado entrega una respuesta estable, sin sobreoscilaciones, y respeta las limitaciones
fisicas del actuador. La simulacién del sistema controlado evidencia una regulacién térmica
eficiente y coherente con la dindmica del modelo reducido.

Finalmente, se proponen lineamientos para la validaciéon experimental del control térmico,
destacando la integracion entre los médulos de estimacion, control y adquisicion oOptica.
En conjunto, el desarrollo demuestra la viabilidad de combinar sensado 6ptico distribuido,
modelado FEM y control éptimo discreto para el manejo térmico preciso en sistemas de
superficie conductiva.
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Abstract

This work addresses the modeling, estimation, and control of temperature in a copper
thermal plate instrumented with Fiber Bragg Grating (FBG) optical sensors. The main
objective is to develop a system capable of predicting and regulating the thermal behavior
at different surface points by combining numerical modeling, state observation, and optimal
discrete-time control.

The thermal modeling was performed using the Finite Element Method (FEM) applied
to the two-dimensional heat diffusion equation, considering convective losses and localized
thermal excitation through a PTC-type actuator. The physical parameters of the model
were tuned through comparison with experimental measurements obtained via FBG sensors,
ensuring a consistent representation of the real thermal behavior.

Based on the discretized FEM model, a reduced-order model was constructed using ba-
lanced truncation, preserving the dominant dynamics. This model served as the foundation
for implementing a discrete Luenberger observer, designed via the place method, capable
of estimating temperatures in regions not directly measured. The validation of the observer
yielded average errors below 1 °C between measured and estimated temperatures, confirming
its accuracy both in correction and independent validation sensors.

Subsequently, a discrete LQI controller was designed to regulate the temperature at the
reference point defined by the FBG4 sensor using the observer’s state estimates. The closed-
loop response is stable, exhibits no overshoot, and respects the actuator’s physical constraints.
The controlled system simulation demonstrates efficient thermal regulation consistent with
the reduced model’s dynamics.

Finally, guidelines are proposed for the experimental validation of the thermal control
system, emphasizing the integration between the estimation, control, and optical acquisition
modules. Overall, this development demonstrates the feasibility of combining distributed
optical sensing, FEM-based modeling, and optimal discrete control for precise thermal ma-
nagement in conductive surface systems.
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Glosario de términos y simbolos

Actuador térmico (PTC) Dispositivo que convierte energia eléctrica en flujo térmico. En
este trabajo se emplea para calentar la mesa térmica mediante control de voltaje o
modulacién por ancho de pulso (PWM).

Balanced Truncation Método de reduccion de orden que conserva los modos mas relevan-
tes del sistema en términos de controlabilidad y observabilidad, eliminando aquellos
con baja energia de Hankel.

Coeficiente de conveccién (h,) Pardmetro que representa la transferencia de calor entre
la superficie del material y el aire ambiente, en W/(m?{C).

Conducciéon térmica Mecanismo de transferencia de calor debido al gradiente de tempe-

ratura en un soélido.

Control LQI (Linear Quadratic Integral) Controlador éptimo que combina realimen-
tacion de estado y accion integral, asegurando estabilidad y error estacionario nulo

ante referencias constantes.

Detectabilidad Propiedad que garantiza que los modos inestables del sistema sean obser-
vables. Si todos los modos no observables son estables, el sistema es detectable.

Discretizacién ZOH (Zero-Order Hold) Conversién de un modelo continuo a discreto

suponiendo que la entrada se mantiene constante durante el intervalo de muestreo 7.

FBG (Fiber Bragg Grating) Sensor 6ptico que refleja una longitud de onda dependien-
te de la temperatura. Permite mediciones distribuidas sobre la superficie de la mesa
térmica.

Ganancia del observador (L;) Matriz de realimentacién que define la rapidez de conver-
gencia del observador de Luenberger.

Matriz de masa (M) Representa la capacidad calorifica del sistema, asociando la variaciéon

de temperatura con la energia almacenada.

Matriz de rigidez (K) Define la relacién entre gradientes de temperatura y flujo de calor,
determinada por la conductividad térmica del material.

Modelo FEM (Finite Element Method) Modelo numérico basado en la ecuacién de di-
fusion del calor, que aproxima la distribucién espacial y temporal de temperatura me-
diante elementos finitos.



Observabilidad Propiedad que indica si es posible reconstruir el estado interno del sistema

a partir de sus salidas medidas.

Observador de Luenberger Estimador de estados que replica la dinamica del sistema y

corrige los errores de estimacion mediante las mediciones reales.

PWM (Pulse Width Modulation) Técnica de modulaciéon que controla la potencia me-

dia aplicada a un actuador mediante pulsos de diferente duracion.
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Capitulo 1

Introduccion

En la actualidad, la medicién y el control adecuados de la temperatura constituyen aspec-
tos fundamentales en una amplia variedad de procesos cientificos e industriales, particular-
mente en aquellos que requieren mantener condiciones térmicas controladas para garantizar la
correcta ejecucion de experimentos o el funcionamiento eficiente de sistemas tecnolégicos [2].
En este contexto, los avances recientes en tecnologias de sensado y en métodos de modelado
térmico han permitido una mejora sustantiva en la comprension y gestion de la distribucion
de calor en medios fisicos [3].

En el Laboratorio Lyapunov del Departamento de Electrénica de la Universidad Técnica
Federico Santa Maria, se dispone de un sistema experimental basado en una mesa de co-
bre, disenada especificamente para el estudio del comportamiento térmico [4]. Este sistema
se encuentra actualmente en proceso de mejora, con el objetivo de incorporar herramien-
tas avanzadas de modelado matematico y estrategias de control que permitan extender sus
capacidades tanto experimentales como de analisis.

No obstante, el sistema actual permite inicamente la medicién directa de temperatura,
sin contar con un modelo térmico detallado que posibilite predecir con fidelidad la evolucion
espacial y temporal de la temperatura sobre la superficie de la mesa. Esta limitacién dificulta
el andlisis del fendémeno térmico y restringe la posibilidad de implementar esquemas de control
eficaces, dado que no se dispone de una representacion matematica del sistema que permita
anticipar su comportamiento ante diferentes condiciones de operacion [5].

Ante este escenario, se plantea la necesidad de desarrollar un modelo térmico que repre-
sente adecuadamente la dindmica de la temperatura en la superficie de la mesa. A su vez,
se busca implementar estrategias de control que permitan no solo regular la temperatura
de manera adecuada, sino también estimar su comportamiento en regiones no directamente
sensadas, como los bordes laterales de la mesa.

Como parte integral de esta iniciativa, se contempla la incorporacién de sensores de fibra
6ptica basados en redes de Bragg (FBG), distribuidos en la superficie de la mesa. Esta
tecnologia permite realizar mediciones de temperatura con alta sensibilidad y resolucion



CAPITULO 1. INTRODUCCION

espacial, lo cual resulta fundamental tanto para la validaciéon del modelo térmico propuesto
como para el diseno de observadores de estado y sistemas de control térmico mas eficientes
y adaptativos [0, [7].

Este trabajo se desarrolla en conjunto con la memoria de Pablo Arce, titulada Monitoreo
de temperatura en una placa bidimensional con sensores de fibra dptica basados en rejillas
de Bragg [1], la cual aborda en mayor profundidad el proceso de calibracién y adquisicién
de datos experimentales mediante los sensores FBG. De este modo, ambas memorias se
complementan: mientras una se centra en la modelacion y el control, la otra garantiza la

correcta implementacion experimental del sistema de sensado.

1.1. Objetivos

Los objetivos principales de esta memoria son los siguientes:

s Desarrollar un modelo numérico de la conduccion de calor en la mesa térmica utilizando
el método de elementos finitos (FEM).

= Validar el modelo numérico mediante mediciones experimentales obtenidas con sensores

FBG.

= Implementar y evaluar estrategias de control de temperatura basadas en reguladores
6ptimos (LQI).

= Incorporar un observador de estados que permita estimar la temperatura en zonas no

sensadas directamente.

» Validar experimentalmente la estrategia de estimaciéon mediante los sensores FBG.

1.2. Estructura de la memoria
El trabajo se organiza en cinco capitulos:

s Capitulo 1: Introduccién. Presenta el contexto, motivacion, objetivos y alcance de

la memoria.

= Capitulo 2: Sensores de Fibra Optica (FBG). Describe los fundamentos de los
sensores FBG, su principio de funcionamiento y la implementacion experimental en la

mesa térmica.

» Capitulo 3: Modelamiento mediante FEM. Expone la formulacién teérica del
método de elementos finitos aplicado a la conduccién de calor en 2D, junto con su
implementacién computacional y validacion con sensores FBG.
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= Capitulo 4: Estimacion y Control de Temperatura. Desarrolla el diseio de ob-
servadores de estado (Luenberger) y de controlador (LQI).

= Capitulo 5: Conclusiones. Resume los aportes principales del trabajo, las validacio-

nes obtenidas y posibles lineas de extensiéon futura.



Capitulo 2

Sensores de Fibra Optica : Fiber
Bragg Grating.

Los sensores de fibra éptica basados en Fiber Bragg Grating (FBG) han ganado relevan-
cia en la medicién de temperatura y deformacion debido a su alta sensibilidad, inmunidad
electromagnética, bajo peso y capacidad de multiplexado [§]. Estos sensores funcionan como
reflectores selectivos de longitud de onda dentro de una fibra 6ptica monomodo, permitiendo
obtener mediciones precisas en entornos industriales y de laboratorio [9].

En el contexto de esta memoria, las FBG se utilizan como sistema de medicién no invasivo
para capturar el comportamiento térmico de la mesa, proporcionando datos experimentales
que luego se comparan con los resultados de un modelo térmico basado en el Método de
Elementos Finitos (FEM).

2.1. Fundamentos Teodricos de los sensores FBG

Una FBG consiste en una modulaciéon periédica del indice de refraccién inscrita en el
nucleo de una fibra 6ptica. Esta estructura actia como un filtro selectivo que refleja una
longitud de onda especifica de la luz incidente, denominada longitud de onda de Bragg.
Dicha longitud de onda estd determinada por la siguiente relacién [9]:

/\B = 2nefA (21)

En esta expresion, A\ es la longitud de onda reflejada, ns es el indice de refraccion efectivo
del modo guiado, y A representa el periodo de la rejilla, es decir, la distancia entre zonas con
variacion del indice de refraccion.

Cualquier variacién externa que afecte la temperatura o provoque deformaciones mecani-
cas (strain) en la fibra puede modificar tanto ne como A, generando asi un desplazamiento

en A\p. Este principio permite que las FBG funcionen como sensores altamente precisos y
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confiables para el monitoreo en tiempo real de condiciones fisicas en entornos exigentes [§].

2.1.1. Sensores FBG y su relacion con la temperatura y el strain

El uso de FBG como sensores se fundamenta en que la longitud de onda reflejada depende
del indice de refraccién efectivo del modo guiado y del periodo de la rejilla. Ambos parame-
tros son sensibles a la temperatura (A7) y a la deformacién mecénica (Ae). En primera

aproximacién lineal [10]:

A)\B = ]{35 Ae + k’TAT (22)

Entre sus principales ventajas destacan su inmunidad a interferencias electromagnéticas,
la posibilidad de multiplexar varios sensores en una sola fibra, asi como su tamano reducido

e instalacién no invasiva [11].

Discriminaciéon de temperatura y strain. En aplicaciones térmicas como la mesa de-
sarrollada en este trabajo, el objetivo principal es medir temperatura; por ello se busca
minimizar la contribuciéon del strain en . En este montaje, las FBG se instalan en la
superficie de la placa con apoyo libre (sin pretensiéon mecénica) y adhesivos de baja contrac-
cién, evitando fijaciones rigidas que puedan inducir esfuerzos. Alternativamente, cuando el
entorno lo requiere, puede emplearse una FBG “dummy” (no expuesta al gradiente térmico)
o pares de FBG co-ubicadas para compensacién cruzada temperatura/strain [12)].

Calibracién. Los coeficientes k. y kr se determinan mediante ensayos controlados: (i)
variaciones conocidas de temperatura con strain nulo para obtener kp, y (ii) ensayos de
carga mecanica a temperatura constante para k.. Estos parametros dependen del tipo de
fibra, longitud de onda central y disefio de la rejilla, por lo que su calibracion garantiza que

la medicién sea representativa del fenémeno monitoreado en nuestro sistema [g].

Validez del modelo lineal. La relacién ([2.2) es vélida en rangos moderados de operacién
(alrededor de la longitud de onda central). En el rango de trabajo de la mesa térmica, el
comportamiento se mantiene lineal, lo que permite la estimacion de temperatura a partir del

corrimiento espectral con errores acotados.

2.1.2. Mediciéon de temperatura con FBG

Cuando una FBG estd sometida a un cambio de temperatura, ocurren dos efectos [6, [§]:
1. Expansion térmica del material de la fibra.

2. Variacién del indice de refraccién efectivo por el efecto termo-6ptico.
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Ambos modifican la longitud de onda reflejada, y su comportamiento puede modelarse

COIMo:

donde « es el coeficiente de expansion térmica de la fibra y & el coeficiente termo-6ptico
del indice de refraccion.

En esta investigacion, dado que el objetivo principal es medir temperatura en la mesa
térmica, se minimiza la influencia del strain colocando los sensores sobre la superficie sin

tensiones mecéanicas y evitando fijaciones rigidas que alteren la lectura térmica.

2.1.3. Interrogacion de sensores FBG

Existen diferentes técnicas de interrogacion para sensores FBG, cuyo objetivo es detectar
la longitud de onda reflejada por cada rejilla. Entre ellas se encuentran los sistemas basados
en fuentes de luz blanca acopladas a espectrémetros, que permiten la medicién simultanea
de multiples longitudes de onda, y los sistemas con laseres sintonizables que barren un rango
definido de longitudes de onda, proporcionando mayor resolucién espectral [13].

En este trabajo se emplea el HYPERION sil55 (Luna Innovations), un interrogador
dptico de alta precision que utiliza una fuente de luz de banda ancha (SLED) en el rango
1500-1600 nm para iluminar los sensores, junto con un interferémetro de alta resolucién
para la deteccién de las longitudes de onda reflejadas. Esta arquitectura proporciona una re-
solucion espectral de 10 pm, alta estabilidad en la medicién y una frecuencia de interrogacién
de hasta 1 kHz, lo que lo hace especialmente adecuado para el monitoreo térmico de la mesa.

El HYPERION sil55 adquiere en tiempo real las mediciones provenientes de los seis
sensores FBG instalados en la superficie de la mesa térmica. Cada FBG refleja una longitud
de onda especifica en funcién de su temperatura, y la senal reflejada retorna al equipo para
su deteccion, digitalizacion y registro.
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Figura 2.1: Diagrama de bloques de la arquitectura interna del interrogador 6ptico HYPERION
si155 [1J.

2.1.4. Multiplexacién de sensores FBG

Para identificar multiples sensores en una misma fibra, se implementa la técnica de mul-
tiplexacién por divisién en longitud de onda (Wavelength Division Multiplexing, WDM), en
la cual cada FBG se fabrica con una longitud de onda de Bragg distinta dentro del rango de
operacion del interrogador [11].

En la mesa térmica desarrollada, esta técnica permite obtener lecturas simultaneas y
diferenciadas de cada sensor sin aumentar la complejidad del sistema. Se instalaron seis
sensores FBG con longitudes de onda comprendidas entre 1525 nm y 1570 nm, distribuidos
en dos canales del interrogador, evitando el solapamiento espectral y asegurando mediciones
estables en todas las posiciones de interés.

La eleccion de WDM responde a su simplicidad de implementacion, su compatibilidad con
un sistema de baja cantidad de sensores y su capacidad para entregar informacion térmica
en tiempo real con alta resolucion espectral, sin necesidad de recurrir a configuraciones mas

complejas como WDM /TDM, méas adecuadas para sistemas distribuidos o de gran escala.
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2.2. Implementacion Experimental en la mesa Térmica

En la Figura se presenta el esquema general de conexién e implementacién de los
componentes necesarios para el funcionamiento del sistema de sensado basado en FBG. La
disposicion consiste en una red de sensores FBG multiplexados, instalados a lo largo de dos
bordes opuestos de la mesa térmica: tres sensores ubicados en serie a lo largo del ancho y
otros tres distribuidos a lo largo del largo de la superficie.

Estos sensores estan conectados a dos canales independientes del interrogador optico
HYPERION si155, el cual ha sido desarrollado por Luna Innovations. Este dispositivo emplea
un léser de barrido de alta resolucién (swept-wavelength laser), capaz de recorrer un rango
de longitudes de onda de forma rapida y precisa, permitiendo identificar individualmente la
senal reflejada por cada sensor FBG.

El interrogador se comunica con el computador a través de una conexion Ethernet, donde
se utiliza el software de adquisicion ENLIGHT. Esta plataforma permite visualizar en tiempo
real el espectro reflejado por los sensores, facilitando la interpretacion de las longitudes de
onda de Bragg y su posterior conversion a temperatura.

Por otra parte, se incorporan resistencias calefactoras dispositivo basado en un material
con coeficiente de temperatura positivo (PTC por sus siglas en inglés) como actuadores sobre
la superficie de la mesa, cuya funcion es entregar calor de forma pasiva. Estas resistencias
aumentan su temperatura al recibir tension, generando un gradiente térmico en la superficie.
Aunque no se cuenta ain con un sistema de control activo, su comportamiento permite

estudiar la respuesta térmica de la mesa, que serd monitoreada mediante los sensores FBG.

@ > FBG SENSOR POSITION

P OPTICAL
— FIBER OPTIC CH2 FIBER F%d F%5 F%s
SENSING 1530nm 1560nm 1570nm
ENLIGHT SOFTWARE [ ETHERNET OPTICAL
INTERROGATOR CH1 FIBER
] HYPERION r8G 3@ 1565nm

rec 2@ 1535nm

r8G 1@ 1525nm HEAT
TABLE

ORDER LOGIC POWER
CONTROL PANEL POWER SOURCE

Figura 2.2: Esquema experimental [I].
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2.2.1. Calibraciéon Experimental.

Existen diversos métodos para llevar a cabo la calibracién de sensores FBG. En este
proyecto, se emplearda un enfoque experimental basado en un procedimiento empirico, cuyo
objetivo es establecer una relacion entre la longitud de onda reflejada y la temperatura.

Aunque la sensibilidad térmica es teéricamente conocida, cada FBG presenta variaciones
de fabricacién (en el periodo de la rejilla y el indice de refraccion).

Por eso, es necesario calibrar individualmente cada sensor para establecer la relaciéon
exacta entre el corrimiento de longitud de onda y la temperatura real medida.

Para ello, los sensores FBG utilizados se dispondran en paralelo, con una separacién
minima entre ellos, sobre un recipiente que contiene agua caliente, tal como se muestra en
la Figura 2.3 La temperatura del agua serd lo suficientemente elevada para cubrir el rango
deseado, pero sin exceder los limites de operacién seguros del sensor.

r—
ETHERNET
]
ENLIGHT SOFTWARE CH1 CH2
FIBER OPTIC SENSING
HYPERION
si155
(O — O

FBG 1 FBG 2 FBG3 FBG 4 FBG5 FBG 6

1525 nm 1535 nm 1565 nm 1530 nm 1560 nm 1570 nm
—an— ® ® ‘"——ap—

Figura 2.3: Esquema de calibracién planteado [I].

Durante el proceso, se registraran lecturas de temperatura utilizando un sensor de refe-
rencia cada 5°C, en un rango que va desde los 60°C hasta los 20°C. Simultaneamente, se
obtendran los datos correspondientes a la longitud de onda reflejada por cada FBG a través
del software de adquisicién. Con estos valores, se construird una grafica de correlacion que
permitira ajustar una curva de calibracion entre temperatura y longitud de onda reflejada,
la cual sera utilizada posteriormente para la conversion de datos en el sistema de monitoreo
térmico.

Los datos experimentales fueron procesados mediante c6édigos desarrollados en MATLAB,
en el marco de la memoria de Pablo Arce. El primero de estos cddigos, denominado

Promedios_Bragg.m, se emplea para calcular los promedios de la longitud de onda de Bragg
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en funcion de la temperatura de cada sensor, guardando los resultados en un archivo .csv.

Posteriormente, el script Resultados_Ajuste_FBG.m procesa dicho archivo y realiza los
ajustes lineales y cuadraticos para cada sensor, calculando ademas los coeficientes de de-
terminacion R?, el error cuadratico medio (RMSE) y la incertidumbre expandida en zonas
externas al rango calibrado (10-20 °C y 60-70 °C).

Finalmente, este programa genera los graficos individuales de temperatura vs. Ag para
cada sensor, almacenando tanto las graficas como los coeficientes de ajuste en una carpeta
de resultados.

Para efectos practicos, se aplica un modelo de regresion lineal con el fin de encontrar la
relacion existente entre la longitud de onda de Bragg y la temperatura. Como primer paso
en este proceso, se implementé dicho modelo considerando que, bajo condiciones de tension
constante, los sensores FBG presentan un comportamiento altamente lineal. El modelo se
expresa de la siguiente forma:

donde:

Ag: longitud de onda de Bragg medida,

T temperatura en grados Celsius,

a: término independiente (intercepto),

b: pendiente del ajuste, asociada a la sensibilidad térmica del sensor en °C/nm.

Para evaluar la calidad del modelo, se emplearon métricas estadisticas ampliamente re-
conocidas en andlisis de regresién: el coeficiente de determinacién R? y el error cuadratico
medio (RMSE). Un valor elevado de R? cercano a la unidad indica que la variacién de la
longitud de onda explica de manera casi completa la variaciéon de la temperatura, lo que
confirma la validez del modelo lineal dentro del rango experimental. Por su parte, un valor
bajo de RMSE refleja que el error de estimacion en grados Celsius es reducido, garantizando
que la incertidumbre asociada a la medicién sea minima y que el sensor pueda ser utilizado
en aplicaciones de control térmico con alta confiabilidad.

En conjunto, la combinacién de pendientes consistentes entre sensores, valores de R?
superiores a 0.99 y errores RMSE del orden de décimas de grado Celsius permiten concluir
que el modelo de regresion lineal es adecuado y ofrece una representacion precisa de la relacion
entre temperatura y longitud de onda de Bragg para los sensores FBG calibrados.

10
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Tabla 2.1: Parametros de calibracion experimental con modelo lineal para los sensores FBG.

FBG Pendiente (b) Intercepto (a) R? RMSE [°C]
1 119.64 -182407.69 0.9984 0.51
2 121.98 -187195.36 0.9976 0.62
3 118.17 -184899.66 0.9981 0.58
4 124.62 -190626.67 0.9967 0.72
) 116.98 -182454.94 0.9923 1.04
6 116.05 -182167.83 0.9990 0.37

Como ejemplo representativo del proceso de calibracion, en la Figura [2.4] se presenta el

ajuste lineal correspondiente al sensor FBG6. En este caso se observa una fuerte correlacion

lineal entre la longitud de onda de Bragg y la temperatura, con un coeficiente de determina-

ciéon de R? = 0,9990 y una pendiente de 116.05 °C/nm, valores que se encuentran dentro del

rango reportado en la literatura para fibras opticas estandar.

Temperatura [°C]

Bragg

60

O
3]
T

(5]
(=]
T

Y
)]
T

Y
o
T

w
[&)]
T

30 -

25~

FBG6: T°Cvs A
O Datos

_ y=116.054x + -182167.828
Rz =0.9990

&

kY

1569.85

20 e~

1569.9

166995 1570 1570.05 15701 157015 1570.2

Longitud de onda de Bragg [nm]

Figura 2.4: Longitud de onda de Bragg vs temperatura con ajuste lineal para el sensor FBG 6 con

Ap = 1570[nm].

El resto de los sensores FBG presentaron un comportamiento analogo, mostrando co-

eficientes de determinacién R? superiores a 0.99 y errores RMSE menores a 1.1 °C, lo que

evidencia la linealidad y consistencia del modelo en todos los casos. Por esta razén, se incluye

unicamente la grafica del FBG6 como referencia, mientras que los parametros obtenidos para

cada sensor se resumen en la Tabla 211

11
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2.2.2. Mesa Térmica y ubicacion de sensores FBG

La distribucién espacial de los sensores FBG y del calefactor PTC se muestra en la Fig.[2.5]
Se tomo el centro del PTC como origen del sistema de coordenadas para todas las mediciones
geométricas, y se registraron las distancias euclidianas desde cada FBG hasta dicho centro,
junto con las separaciones a los bordes de la placa para trazabilidad experimental. Las FBG
se dispusieron sobre los laterales de la placa (configuracién en “L”) con el fin de minimizar la
influencia de deformaciones mecanicas y privilegiar la respuesta térmica, fijaindose mediante
cinta térmica sin aplicar esfuerzos longitudinales. La placa se montd sobre apoyos plasticos
sobre base rigida de acrilico, lo que otorga estabilidad durante la manipulaciéon del sistema;
se evitd colocar adhesivo bajo el PTC para asegurar un buen acoplamiento térmico en la zona
activa y permitir la expansién libre del cobre alrededor del actuador. Esta configuracién faci-
lita la repetibilidad de las mediciones y la integraciéon con el modelo numérico, donde el origen
en el centro del PTC simplifica la definicién de condiciones de contorno y la comparacién
con los datos de calibracion FBG.

Figura 2.5: Posicionamiento de sensores FBG y PTC en la mesa térmica de cobre.

12
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Parametro Valor Unidad
Material de la placa Cobre (Cu) -
Dimensiones en placa (L x W) 50 x 45 cm
Espesor de la placa 0.8 mm
Actuador PTC (lado x lado) 70 x 70 mm
Referencia geométrica Centro del PTC -

Tabla 2.2: Dimensionamiento bésico de la mesa térmica (sin propiedades termo—fisicas).

2.2.3. Resultados Obtenidos

En la Figura [2.6] se presenta el montaje experimental implementado en el laboratorio
Lyapunov para la obtencion de los datos. El sistema consta de la mesa térmica de cobre con
el calefactor PTC fijado en la zona central, sobre la cual se dispusieron los sensores FBG en
posiciones previamente definidas (ver Fig. .

El interrogador optico, visible a la izquierda en la figura, se utiliz6 para excitar las fibras
y registrar en tiempo real el corrimiento de la longitud de onda de Bragg de cada sensor. A
la derecha se observa el computador portatil destinado al almacenamiento y procesamiento
inicial de los datos, conectado al interrogador mediante un enlace de fibra 6ptica y comuni-
cacion USB. Este montaje permitio realizar la adquisicién sincronizada de temperaturas a
través de los sensores FBG y del actuador PTC bajo distintos escenarios de excitacion tér-
mica, generando la base de datos utilizada posteriormente para los analisis y comparaciones

con el modelo numérico.

INTERROGADOR

EmEE |

Figura 2.6: Montaje experimental en laboratorio Lyapunov

En la Figura se presentan las curvas de temperatura en funciéon del tiempo obtenidas
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a partir de los seis sensores FBG instalados sobre la superficie de la mesa térmica. Los sen-
sores se distribuyeron estratégicamente para cubrir diferentes zonas de interés, permitiendo
capturar posibles gradientes térmicos durante el ensayo.

El procedimiento consistié en aplicar calor mediante el actuador térmico hasta alcanzar
una temperatura de régimen aproximado entre 48 y 58 manteniéndola estable durante apro-
ximadamente 8 minutos antes de iniciar la etapa de enfriamiento natural. En las graficas se
aprecia claramente la fase de aumento rapido de temperatura, seguida de un plateau corres-
pondiente al régimen estable, y finalmente un descenso progresivo una vez interrumpida la
alimentacion del actuador.

Temperatura vs Tiempo - Mediciones Reales Sensores FBG
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Figura 2.7: Resultados Mediciones Reales 6 sensores FBG

Las pequenas diferencias en la temperatura maxima alcanzada por cada FBG se atribuyen
a variaciones locales en la disipaciéon térmica y a la proximidad relativa de cada sensor al
actuador. Por ejemplo, los sensores mas cercanos a la zona central tienden a registrar valores
ligeramente superiores y alcanzan el régimen més rapido, mientras que los ubicados en zonas

periféricas presentan una respuesta mas lenta y temperaturas pico menores.
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Capitulo 3

Modelamiento mediante Método de
Elementos Finitos

Modelar el comportamiento de sistemas fisicos permite predecir su evolucién temporal y
analizar su respuesta ante diversas condiciones de operacién [14] . Esta capacidad de anti-
cipacion facilita la toma de decisiones fundamentadas desde las primeras etapas de disefio
hasta la validacion experimental.

En este capitulo se presenta el enfoque teérico del Método de los Elementos Finitos (FEM,
por sus siglas en inglés), comenzando con un caso unidimensional que permite comprender los
principios fundamentales de la técnica. Luego, se extiende el analisis a un caso bidimensional,
aplicado a la distribucion y evolucion temporal de la temperatura en una mesa térmica. Este
desarrollo progresivo permite comprender cémo se formula el modelo mateméatico y cémo se
implementa de forma numérica.

Finalmente, se describe la formulaciéon matricial resultante, utilizada en la implementacion
en MATLAB, lo que permitird simular, validar resultados y analizar su coherencia con el

comportamiento térmico experimental.

3.1. Fundamentos del Método de Elementos Finitos

El Método de los Elementos Finitos es una técnica numérica ampliamente utilizada para
resolver ecuaciones diferenciales parciales (EDP) que modelan fenémenos fisicos como la me-
canica de solidos, la transferencia de calor, la dinamica de fluidos o el electromagnetismo. Su
principal fortaleza es la capacidad para aproximar soluciones en dominios complejos mediante
la discretizacién del dominio fisico en subregiones més simples, denominadas elementos [14].

El FEM sigue tres pasos fundamentales:

1. Discretizaciéon: dividir el dominio en elementos mas pequenos, conectados en puntos

llamados nodos.
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2. Aproximacioén: expresar la variable de interés dentro de cada elemento mediante fun-

ciones de forma, que aproximan la soluciéon exacta.

3. Ensamblaje: combinar los aportes de cada elemento en un sistema global de ecuacio-

nes.

En este trabajo, el FEM se aplicarda para modelar la conduccién de calor en una mesa
térmica, empleando el método de los residuos ponderados, especificamente en su variante de
Galerkin. Esta formulacién permite transformar la ecuacion diferencial en una forma integral

mas adecuada para el calculo numérico.

3.1.1. Condiciones de borde en FEM

En la formulacién del Método de los Elementos Finitos (FEM), las condiciones de borde
permiten completar el problema y obtener una solucién tinica para la variable de interés (por
ejemplo, la temperatura en un problema de conduccién de calor).

Estas condiciones se aplican en los extremos del dominio y se clasifican comtinmente en
tres tipos: Dirichlet, Neumann y Robin.

Para describirlas, se introduce la siguiente notacion:

= ['p: parte del borde del dominio donde se imponen condiciones de Dirichlet.
= ['y: parte del borde donde se imponen condiciones de Neumann.
» ['g: parte del borde donde se imponen condiciones mixtas (Robin), si aplica.

Condiciones de Dirichlet: Se prescribe directamente el valor de la variable de interés
(por ejemplo, temperatura) sobre la frontera I'p. Mateméticamente se expresa como:

T(x)=T, enlp (3.1)

donde T es un valor conocido.
En la implementacion del sistema global, estas condiciones se imponen modificando las
filas y columnas correspondientes a los nodos con temperatura fija [15].

Condiciones de Neumann: Se prescribe el flujo de calor sobre la frontera I'y, lo que

equivale a imponer la derivada normal del campo de temperatura:

or
—k% =qy enly (3.2)

donde:

= k es la conductividad térmica,
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= ¢ es el flujo de calor impuesto,

] g% es la derivada normal de la temperatura respecto a la frontera.

Este tipo de condicién aparece en la formulaciéon débil del problema como un término de
borde, que contribuye al vector de fuerzas del sistema global [16].

Condiciones mixtas (Robin): Representan un intercambio de calor con el ambiente, mo-
delado como un flujo proporcional a la diferencia de temperatura con un valor de referencia.
Se expresan como:
aor
— % = hc(T — Tamb) (S8} FR (33)
donde:

= h, es el coeficiente de conveccién,
s T, es la temperatura ambiente.

Este tipo de condicién genera simultaneamente un aporte a la matriz global y al vector
de fuerzas del sistema.

En el contexto del Método de los Elementos Finitos, la correcta aplicaciéon de las condi-
ciones de borde resulta esencial para garantizar una solucién tnica y fisicamente consistente
del problema. Las condiciones de Dirichlet, Neumann y Robin se incorporan en distintas eta-
pas del procedimiento numérico, dependiendo de su naturaleza. Las condiciones de Dirichlet
establecen directamente el valor de la variable en regiones especificas del dominio y se aplican
posteriormente al ensamblaje del sistema, modificando las ecuaciones globales para asegurar
que la solucién cumpla dichas restricciones. Las condiciones de Neumann, que especifican el
flujo o gradiente de la variable en la frontera, se integran de forma natural en la formulacién
débil y aportan iinicamente al vector de fuerzas sin alterar la estructura de la matriz global.
Por su parte, las condiciones de Robin representan intercambios de energia con el entorno
—como procesos de conveccién— y generan contribuciones tanto en la matriz global como
en el vector de fuerzas durante el ensamblaje. En conjunto, estas condiciones permiten cap-
turar de manera adecuada los efectos fisicos en los limites del dominio, garantizando que la

simulaciéon numérica refleje con precision el comportamiento térmico bajo estudio.

3.1.2. Caso unidimensional

Para ilustrar el procedimiento del FEM, se parte de la ecuaciéon diferencial en forma
divergente para un problema lineal 1D, expresada en la Ecuacién [3.4]

a4
dz

<A(:E)ZZZ> + B(ZL“)ZZ: +C(x)u=0 (3.4)
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En el contexto de la conduccion térmica, estos términos representa

Parametro Significado fisico Unidades
A Coeficiente de difusion térmica (h k) W/m
B Coeficiente convectivo (flujo dirigido) ~ W /m?
C Pérdidas o generacién proporcional a = W/m?

Tabla 3.1: Significado fisico de los coeficientes en la ecuacién 1D.

Consideremos una barra unidimensional definida en el intervalo [a, b], discretizada en n

elementos conectados por n + 1 nodos, tal como se muestra en la Figura (3.1}

Figura 3.1: Discretizacién de una barra unidimensional en elementos finitos.

Forma débil (método de Galerkin)

El método de residuos ponderados conduce a la formulacion débil al exigir que el error de
la solucién aproximada sea ortogonal a un conjunto de funciones de prueba. En particular, el
meétodo de Galerkin utiliza las mismas funciones para interpolar la solucién y para ponderar
el residuo, garantizando estabilidad y consistencia en la aproximacion.

Este procedimiento permite:

» Reducir las exigencias de continuidad sobre la solucién (relajando derivadas de orden
superior),

» Reformular el problema diferencial en una expresion integral,
» Preparar la ecuacion para su discretizaciéon mediante elementos finitos.

Al multiplicar la ecuacion diferencial por una funcién de prueba w e integrar en el dominio
), v luego aplicar integracion por partes al término difusivo, se obtiene la forma débil indicada
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en la Ecuacion . El término de borde [w A u,],, permite incorporar condiciones de frontera
naturales dentro de la formulacién.

Los términos utilizados son:

» u: variable de estado (temperatura en este contexto),

= w: funciéon de prueba asociada a la formulacion débil,

= (2: dominio espacial de andlisis,

= 0Q): fronteras del dominio,

» A: coeficiente difusivo (conduccién térmica),

= B: coeficiente de transporte o conveccién (si existe flujo térmico convectivo),
= (' término de reacciéon o disipacion,

= u,, w,: derivadas espaciales de u y w.

Se multiplica la Ecuacién|3.4{por una funcién de prueba w y se integra sobre el dominio[T4].

Aplicando integracion por partes al término difusivo se obtiene:

—/szuxd:c—l—/wBuxdx—ir/wCuda;—i—[wAum]aQ:O (3.5)
Q Q Q
Aproximacién de la soluciéon y funciones de forma

En cada elemento e se aproxima u(x) por un polinomio lineal:

() = af +afzr =1 [Z“] = p(2) a°. (3.6)

Evaluando en los nodos del elemento x¢, x5:
0 (z5) 1 oa$| o . -1
= = a‘= (Mf) u’, (3.7)
0 (z$) 1 z5| |af

y por tanto

funciones de forma
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P X

Figura 3.2: Aproximacién lineal en el elemento e y desplazamientos nodales.

Sistema elemental y ensamblaje

Usando w = N*w¢ (Galerkin) en (3.5]), se obtiene para cada elemento:

W KS o+ G+ REJat+ Wl =0, (3.9)

difusién  conveccién  reaccién

con

Ke= | NTANfdz, G®= [ N“BN¢dr, R = | N“CN°dz,
Qe Qe Qe

y el término de borde (segin condiciones de contorno) fy,.
Tras ensamblar con las matrices de conectividad L¢:

(K+G+R)a=f (3.10)
K=)>Y LKL, (3.11)
G=> LTG°L", (3.12)
R=> LTRL" (3.13)

Donde las variables y simbolos utilizados son:
» u(x): solucién exacta del problema (temperatura en funcién de la posicién).
» 1°(x): aproximacion de la solucién dentro del elemento e.

s ¢: indice del elemento finito considerado.
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x: coordenada espacial dentro del dominio 1D.
» 27,25 coordenadas de los nodos del elemento e.

» U5, 05 valores aproximados de la solucion (temperaturas nodales) en los nodos del

elemento e.
,&/6
N 1
m U° = [A ] : vector de temperaturas nodales del elemento e.
u€
2

= o, af: coeficientes del polinomio lineal que aproxima la soluciéon en el elemento e.

ae
n Q= { 2] : vector de coeficientes del polinomio del elemento.
a7

1
» p(z) = [ ] : vector base del polinomio lineal utilizado para aproximar u(z).
x

1 a5
» MS = L 1] : matriz de interpolacién nodal del elemento.
5

» N¢(z): funciones de forma lineales del elemento e, usadas para interpolar la solucién
dentro del elemento.

3.2. Ecuacién de Difusion de calor por convecciéon en
2D

Para modelar la conduccién de calor en una placa delgada de espesor constante h con
generacion interna y pérdidas por conveccion al ambiente, se considera la ecuacién en dos

dimensiones:

T (x,y,t)

Pl =5

=V (hkVT(,y,t)) + h Qu(x,y,t) = hhy (T(2,y,1) = Tamp). ~ (3.14)
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3.2.1. Parametros fisicos

Parametro Significado fisico Unidades
p Densidad del material kg/m?
C, Calor especifico J/(kg - °C)
h Espesor de la placa m
k Conductividad térmica W/(m - °C)
Qin Potencia térmica aplicada por unidad de drea W /m?
P, Coeficiente de conveccion W/(m? - °C)
Tomb Temperatura ambiente °C

Tabla 3.2: Parametros fisicos de la ecuacion de conduccion de calor en 2D.

3.2.2. Forma débil (método de Galerkin)

Multiplicando la Ecuacion por una funcién de prueba w(z,y) e integrando sobre el
dominio €2, se obtiene:

oT
Ap@ﬁwzﬁdﬁ—niéthw-VTﬂ%féthwﬂl—AhmmNT—TQMdQ (3.15)

3.2.3. Aproximacion de la solucién y funciones de forma

En cada elemento triangular e, la temperatura se aproxima mediante funciones de forma

lineales:

A

T*(z,y,) = N(a,y) (1) (3.16)
donde:
» N(z,y) = [N1(z,y), No(z,y), N3(z,y)]: funciones de forma lineales para el tridangulo.

= T%(t): vector de temperaturas nodales del elemento.

3.2.4. Sistema elemental

Sustituyendo la aproximacién (3.16)) en la forma débil (3.15)) se obtiene, para cada ele-

mento, el sistema:

A
e

d A A
Me=— 4 KeTe 4 Cofe = f¢ (3.17)

dt
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donde:

» M¢ = pCph [, NTN dQ2: matriz de masa.

n K¢ = hk [ (VN)"(VN)dQ: matriz de rigidez (conduccién).
» C° = hh, [, NTN dQ: matriz de conveccion superficial.

n f¢=hJo, QN dQ + hhyTomb fo, NTN dQ: vector de cargas térmicas.

Ensamblaje global

El ensamblaje global se realiza sumando las contribuciones de todos los elementos segin
la matriz de conectividad, resultando en:
dT R )
ME+KT+CT:f (3.18)
Este sistema global es la base de la implementacién numérica en MATLAB para simular

la evolucion temporal de la temperatura en la mesa térmica.

3.3. Implementacion Computacional MATLAB

Implementacién numérica del modelo de conducciéon de calor en 2D

La simulacion numérica del modelo de conduccion de calor en dos dimensiones se imple-
menta en MATLAB siguiendo la formulacién por elementos finitos presentada en la Ecua-
cién [3.14] El esquema de solucién considera tanto las condiciones fisicas del problema como
las etapas de discretizacion y resolucion, las cuales se describen a continuacién.

Condiciones iniciales y de contorno Se aplicaron las siguientes condiciones, acordes al

comportamiento fisico de la mesa térmica:

= Condicion inicial: toda la superficie de la mesa se encuentra en equilibrio térmico
con el entorno al inicio de la simulacion, es decir,

T(LIZ', Y, O) = Tamb-

= Condicion de contorno: en los bordes de la mesa no se fijé una temperatura constan-
te, sino que se considero el intercambio de calor con el ambiente mediante un modelo
convectivo. Esto corresponde a una condicién de tipo Robin:
orT

—ko = ho (T — Tomp)  en el perimetro.
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» Fuente térmica interna: los elementos calefactores (PTC) se modelaron como una
fuente de calor distribuida en un dominio rectangular central. La potencia aplicada
sigue un perfil de rampa temporal hasta alcanzar su valor méximo, replicando el com-
portamiento dinamico del dispositivo.

Etapas de la implementacion El procedimiento computacional se estructura en las si-
guientes etapas:

1. Definicion de parametros fisicos y geométricos: Se establecen las propiedades del
material (densidad p, calor especifico C,,, conductividad térmica k y coeficiente convec-
tivo h,), junto con las dimensiones de la mesa térmica (L, L,,h) y la temperatura
ambiente T,,,,. Se define ademéds la ubicacion espacial del dominio activo correspon-
diente a la PTC.

A continuacién se consignan los valores numéricos adoptados en la simulacién para los

parametros fisicos y geométricos definidos en esta seccion.

Parametro Simbolo Valor (c6digo) Unidad
Densidad P 8960.00 kg/m3
Calor especifico C, 430.00 J/(kg - K)
Conductividad térmica & 385.00 W/(m - K)
Coef. de conveccién hy 25.76 W/(m? - K)

Tabla 3.3: Parametros fisicos mesa térmica.

Parametro Simbolo Valor Unidad

Largo horizontal de la placa Ly 045 m
Largo vertical de la placa L, 050 m
Espesor de la placa h 0.002 m (2 mm)

Tabla 3.4: Dimensiones geométricas de la mesa térmica.

Parametro Simbolo Valor Unidad
Centro (Zeyye) (0,225, 0,25) m
Ancho x alto wxa 007x0,07 m
Rango en x [x1,22]  [0,190, 0,260] m
Rango en y [y1,92]  [0,215, 0,285] m
Area A 0,0049 m?

Tabla 3.5: Dominio activo (PTC) en la mesa térmica.
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2. Definicién de la fuente térmica: La entrada de calor ()i, se describe mediante una
rampa lineal que alcanza la potencia maxima en t,,m, segundos. El perfil temporal se

representa como Uy, aplicado iinicamente en la regién de la PTC.

O, — b0 _ 300 W

- = ~ 6,12 x 10* W/m? 3.19
Apre 00049 m2 = e /m, (3.19)

t
Qméx R 0 S t < trampa
ramp
U(t) - Qméxa tramp St < Zfoﬁfa (32())
07 t Z toffa
]-7 <x7y) € QPTC7
xere(z, y) = (3.21)
0, en otro caso,
q(z,y,t) = xprc(z,y) U(t). (3.22)

En este trabajo se modela la PTC como una fuente de flujo de calor superficial uniforme
q(z,y,t) = xprc(z,y)U(t), aplicado tinicamente sobre Qprc y constante a lo largo
del espesor h. El valor maximo Qusx = Pprc/Aprc proviene de convertir la potencia
eléctrica nominal de la PTC en densidad de flujo sobre su area activa. El perfil temporal
U(t) es una rampa lineal continua por partes: crece desde cero hasta Qmax €n tramp ¥
se mantiene constante hasta t.,g, momento en el que la fuente se apaga. Esta eleccion
emula el calentamiento real del elemento (evita discontinuidades tipo escalén), mejora la
estabilidad numérica y permite estudiar el enfriamiento por conveccién tras el apagado
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3. Generacion de la malla triangular: El dominio rectangular se discretiza con ele-
mentos triangulares generados por mesh_triang. El refinamiento estd gobernado por
N: valores mayores incrementan la densidad de nodos y reducen el tamano caracteristi-
co de los elementos. Como se aprecia en la Fig. 3.3 pasar de N = 3 a N = 4 mejora la
capacidad para representar gradientes térmicos,en especial en el vecindario de la PTC,a
costa de mayor carga computacional. La numeracién (azul: nodos; rojo: elementos) se
muestra con fines de trazabilidad para la asignacién posterior de sensores FBG y del

dominio activo.

Mesh 05 Mesh A
31 -

51033t
1N\ 257\ 65 \ 321\ 17 \ 278\ 81 \ 337\ 5 1\, 6 \325\3;1 N\ 277\ 85 \ 341

72| 386 | 226| 439| 185 | 401 241 485 | 175 555\ 229 | 453| 189 | 405 245 469

~

17 -, 16 2u 7 161 1n
428\ 129\ 481N\ 193\ 441\ 145\ 497\ 200\ 431\ 133\ 485\ 197\ 445\ 149\ 501\ 213
1

N
4
0.45 4 9 5 1 4 1 61 1 045 3 an | 353| 9 5}3 5n ] 369 ;}Q 303 | 4n| 357| 10| 37| 6N | 3713

\
45 4 49 38 56— 118559 19— 67 5—— 1t 61

1087 364\ 33 \ 269\ 121\ 377\ 49 \ 305\ 111\ 367\ 37 \ 293\ 125\ 341\ 53

108\ 33 \_ 120\ 49 110\ 37 125\ 53 204 02 | bt AN, BN SOR| 153 AR iR AR e 22 SR 15T

0.4 0.4 1007, Ji80° HB ji7e- gs poe RSt BRI RO 23— Jee 3 o e

. 7 1 8 2 7 1 9 2 \ 4607 236N\ 396N 161\ 473\ 249\ 409\ 177\ 463\ 239\ 399\ 165\ 477\ 253\ 413
. -~ 14 332 Z,B\ Dz ’12\ l3h§ ié\ zk( 25| 335| 79| 27| 15 | 329 33\ 28

N ! N 26\ 280\ 92\ 348\ 9| \ 265\ 79\ 320\ 31 \ 247\ 95 \ 351\ 13 \ 269\ 77

0.35 28 92 9 73 31 95 13 77 0.35 | 180] 41| 252] are| 164| 3v3| 233 asy| 1va| a1s| 255 are| 167| | 230
N 4 7 54 77 1 5 9

5 1 3 1 5 1 3 1 N\ 4367\ 156\ 508\ 220\ 420\ 137\ 489\ 201\ 430\ 159\ 511\ 223\ 425\ 141493\, 205

~ a 38Q| 124| 292 36\ | 361| 105| 314 | 55| 383| 127| 298| 39| 385 | 109

6 3 5 7 6 0 3 4 30 24 25 56— 57— 21466 70— 235 20

0.3 | \ 116\ 372\ 60 \ 316% 100\ 356\ 41 \ 207\ 119\ 375\ 63 \ 319\ 103\ 350

5

0.3 116 60 100 41! 119 63 108 45 | 212 sbo| 18| 4%4| 196 | 4B4| 132| 426| 25| 50| 151| 447 1d9| 4BT }35 429

,_
VI
g [ R

A

o
D
©
a
g
g
N

N
&

S
R | P
&

1189
1\ 485\ 231

46255 256 44 12215234
AN 188\ 452\ 228\ 388\ 160\ 471\ 247\ 407\
L 327 7| 263| 7\

N4
276 20\ | 324 6B\ | 260| 4\ | 343 | 8A | 279

> 0257t 24 2 T2 605 > 025 [ g s ’ v
’ 8|\ 264\ 77 \ 328\ 24 \ 280\ 88 \ 344\ 3| \ 250\ 67 -
8 72 24 88 3 67 19 83 IM ;éz z\ag ;BQ 392 ;bg z\a»s\ z\s?z I?Q 3\3( ;)z ;5
41 a1 51— 284286 64— 16 06
0.2 4 1 6 1 4 9 5 1 N\ 430\ 136\ 488\ 200\ 448\ 152\ 504\ 216\ 426\ 131\ 483\
2 48 T4 81 7 3 4 2 34 02| abo| 4b | 36Q| 10¢| 320| 62| 376] 12| 298] 42| 35| 90,
N\ 110\ 366N 40 \ 2! {384~ 56 . 312 106w 362w 35 \ 291\ 128\ 370 51 \ 307
0.15 7 11p 1 40 9 128 3 56 7 106 1 35 91123 2 51 ;DQ :éq 1\A~2\ ?J?Q 224 | 52| I ?mq ;bg 4 ;éa :}a 2\1Q ;b‘( 155\ }A‘i
' 0.15 [ ago%. 298 3d5, 165w 480~ 28pn. 4low. 184 458 234 394 163~ 475, 281 4l 170
16 T 19 9 25 0 20 54 10 33| 78| 270| 12| 32| o6\ | 28| 32| 33q| 7a | 266| 10| 3u7| on | 283] 2K
0.1 30! 94/ 16 80! 26 90! 11 75 a0 . 286\, o4 . 380~ 16 . 272\ 8 < 3% 26 '\\ 262\ og \ 346\ 11 \ 267\ 75 \ 331
" 1 0.1 | 182| 424 2\5«{ 478 | 166 | 400 | 24Q| 464 | 178 | 42Q| 250| 474 1%( 395 | 235 | 459
- 2q 5 26 NN 155\\ 5104 220 422 1AA’\\496 < 20B 4 4\ 154\ 5 N 218\ 418\ 190 adi™, 203
0.05 31Q| 54| 382| 126 294 38\ | 368 12| 306 | 50\ | 378| 122| 29Q| 34| 383 | 107
' 118 62 10p 48 114 58 98 43 0.05 | . 118\ A, sz\\ 318“\ 1 2:'\1\ 358N 48 \ 304\ 114\ 370\ 58 \i sl o “\‘\ 354\ 4 < 2do
8 2 7 6 8 1 6 2 204 | 502| 150) 446 198 | 4B6| 134| 432 210 | 498 | 46| 442| 194 4B2| 130| 427
7 41 1 o 24}\4 6. 190° 2 ni\ 390, 1760, 4 6\ 242\ 4 o 1 s\n\ 450, 26w, 36
32| 86| 2718| 22 | 262| 6\ | 338 82| 2m| 1B | 322| 66
5 1011 7100 1051 741 1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.45

\
23\ 19 \ 275\ 83 \ 330
1| 187 403| 2

\

194
5\ 443\ 147
316 59| 3K | 11§

454"

N
(o]
B
w
w
w/

(a) N=3 (b) N =4

Figura 3.3: Comparacion de mallas triangulares generadas con mesh_triang. Al aumentar IV crece
la densidad de nodos y disminuye el tamano de los elementos. Azul: nodos; rojo: elementos.

4. Formulacién y ensamblaje FEM: Para cada elemento triangular se calculan:

» Las funciones de forma N(z,y) y sus gradientes V.N.

» Las matrices locales de masa (M?¢), rigidez (K¢) y conveccién (C¢), asi como el

vector de carga (b°).

» La matriz de entrada B¢ correspondiente a la fuente interna.

Posteriormente, se realiza el ensamblaje de las matrices globales Mg, Kg, Cq, Bg vy del
vector b considerando la conectividad nodal.
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5. Simulacién temporal: El sistema resultante se formula en espacio de estados como

T(t) = —Mg' (Ko + Cg) T(t) + Mg' (BgU, +b), (3.23)

donde T(t) es el vector de temperaturas nodales. La evoluciéon temporal se obtiene

mediante la funciéon 1sim, con condicién inicial

T(O) == Tamb-

6. Obtencién de resultados: La solucién Ti(x,y,t) entrega la distribucién de tempera-

tura en cada nodo para todo instante simulado, lo que permite su visualizacion grafica,

la extraccion de temperaturas en puntos especificos (sensores FBG) y el andlisis de la

dindmica térmica del sistema. Ademas, se ubicaron seis sensores FBG sobre la superfi-

cie de la placa, tal como se muestra en la Fig. . Sus coordenadas cartesianas (z,y),

en metros, se resumen en la Tabla [3.6]

Sensor z [m]

y [m]

FBG1
FBG2
FBG3
FBG4
FBGH5
FBG6

0.060
0.060
0.060
0.060
0.230
0.400

0.065
0.195
0.330
0.445
0.445
0.445

Tabla 3.6: Posicion de los sensores FBG sobre la mesa térmica (origen en la esquina inferior

izquierda).

En la Figura se ilustra el posicionamiento de las seis FBG y del actuador sobre el
dominio especificado en la Tabla [3.5] Esta verificacion grafica asegura la consistencia

entre la configuracion geométrica y su implementacién en el programa.
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Ubicacion de sensores FBG y actuador

05
0457 ®FBG4 ®FBG5 oFBGH]
04
0.35
®FBG3
03F
E 025}
>
0.2r ®FBG2
0.15
01rf
®FBG1
0.05
0 I n n n n
0 0.1 0.2 0.3 0.4
X [m]

Figura 3.4: Resultados Modelo FEM MATLAB

3.3.1. Resultados Obtenidos

A continuacién se presentan los resultados de la implementacién computacional, compa-

rando dos niveles de refinamiento de la malla para analizar su efecto tanto en la precision

de la solucién numérica (captura de gradientes térmicos y error espacial) como en el costo

computacional (nimero de elementos y tiempo de simulacién).

Comportamiento de distribucién térmica simulada

= Caso N=3
t=0s t=8ls t=301s
250
200
150
100
50
0 0.2 0.4 0 0.2 0.4 0 0.2 0.4
x [m] x [m] x [m]
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t=1899 s t =1958 s t=2302s
250
0.4 0.4 200
E 0.3 E 0.3 150 '06'
> >
0.2 0.2 100 [
0.1 0.1 50
0 0
0 0.2 0.4 0 0.2 0 0.2 0.4
x [m] x [m] x [m]
Figura 3.5: Campo de temperatura transitorio — malla N = 3
= Caso N=4
t=0s t=8ls t=301s
150
0.4
—0. 100 3
éO 3 3
>0.2 -
0.1 >0
0
0 0.2 0.4 0 0.2 0 0.2 0.4
x [m] x [m] x [m]
t=1899 s t=1958s t=2302s
150
04
50.3 100 'OL_)'
>0.2 -
0.1 50
0
0 0.2 0.4 0 0.2 0 0.2 0.4
x [m] x [m] x [m]

Figura 3.6: Campo de temperatura transitorio — malla N = 4
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Al comparar las Figuras y que muestran el campo de temperatura en los mismos
instantes, se aprecia que la malla con N = 4 reproduce con mayor detalle el pico térmico y las
isoterma en torno a la PTC. En el caso N = 3 el calentamiento aparece mas difuso y el frente
térmico ocupa un area mayor; ello se explica porque, con menos elementos, los gradientes
quedan submuestreados y las funciones de forma abarcan dominios mas amplios, introdu-
ciendo un suavizado numérico. Esta diferencia puede traducirse en estimaciones menos fieles
en puntos puntuales (p. ej., sensores FBG) y en la localizacién del méximo de temperatura

Tiempo computacional. Para cuantificar el impacto del refinamiento espacial, la Ta-
bla resume el tamano del problema (nodos y elementos) y los tiempos de cémputo por
etapa (generacion de malla, ensamble y solucién), junto con el tiempo total y el uso de
memoria, para N = {3,4,5}.

N Nodos Elementos tyesh [S| fasm [S] fsolve [S] Tiotal [S| Memoria [MB]

81 128 0.754 0.131 0.354  1.239 9256.5
4 289 012 1.548 1.280  0.499  3.327 5102.1
) 1089 2048 4.734 35.262  3.720 43.716 3893.9

Tabla 3.7: Comparacién de costo computacional por nivel de refinamiento.
En sintesis, el tiempo total crece de 1.239 s (N=3) a 3.327 s (N=4; x2,69) y 43.716 s

(N=5; x13,14 respecto de N=4). El ensamble se vuelve el componente dominante, por lo que
N=4 ofrece un equilibrio razonable entre resoluciéon y tiempo de computo.
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Luego, los
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Figura 3.7: Campo de temperatura transitorio — malla N = 4
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3.4. Validaciéon modelo FEM con sensores FBG

La Figura contrasta las mediciones reales (curva negra) con las simulaciones para
N =3 (azul) y N =4 (rojo) en los seis puntos instrumentados (FBG1-FBG6). A partir de
ella, y de los costos de la Tabla [3.7] se obtienen las siguientes conclusiones.
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Figura 3.8: Resultados Modelo FEM y Medidas Reales FBG

Diferencias observadas entre N =3y N = 4.

» Amplitud (pico y régimen). Con N = 3 se aprecia una sobreestimacion sisteméatica
de la temperatura en régimen y del pico (del orden de decenas de grados segun el sensor).
Con N = 4 la magnitud simulada se aproxima sensiblemente a la real, reduciendo el
sesgo.

» Dindamica temporal. Para N = 3 las transiciones son més suaves y el enfriamiento
tras el apagado resulta mas lento que el observado. N = 4 reproduce mejor los tiempos
de subida y descenso, especialmente notorios en FBG3 y FBGA.
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= Resolucion espacial. El refinamiento N = 4 resuelve con mayor fidelidad los gradien-
tes térmicos cercanos a la PTC y las pérdidas convectivas en el contorno. En N = 3,
la malla mas tosca tiende a “ensanchar” la fuente y a subestimar V-q, elevando artifi-

cialmente la temperatura y retrasando el enfriamiento.

Justificacion computacional de la eleccién. Segin la Tabla [3.7] el tiempo total de
computo pasa de 1,239s para N = 3 a 3,327s para N = 4, lo que representa un aumento
moderado. En cambio, para N = 5 el tiempo asciende a 43,716s, principalmente debido al
costo de ensamble, mostrando un incremento muy significativo respecto de los casos anteriores
y con mejoras marginales en el ajuste. En términos de beneficio versus costo computacional,
N = 4 ofrece el mejor balance, corrigiendo el sesgo térmico y la respuesta lenta observados
en N = 3, sin un aumento excesivo en el tiempo de ejecucion.

Con estos pardmetros, la simulacion FEM reproduce adecuadamente el incremento, ré-
gimen y enfriamiento observados experimentalmente (Fig. , lo que valida su uso para
analisis y diseno de control térmico en la mesa.

3.4.1. Identificaciéon de parametros

Aunque la placa de estudio corresponde a cobre, diversos factores experimentales hacen
que las propiedades térmicas efectivas difieran de los valores tabulados en literatura. Entre
estos factores se incluyen el uso y manipulacion previa de la placa, la presencia de polvo y
oxidacién superficial, la rugosidad de la superficie y las resistencias de contacto asociadas a
adhesivos o fijaciones mecénicas. Adicionalmente, las condiciones ambientales (variaciones de
la temperatura del aire, corrientes convectivas locales, humedad relativa) afectan de manera
significativa el coeficiente de conveccién h,. Estas consideraciones explican por qué parame-
tros como la conductividad térmica k, el calor especifico C), la densidad p y, especialmente,
el coeficiente de conveccién h,, no coinciden necesariamente con los valores de catalogo, sino
que deben ser ajustados experimentalmente para cada ensayo [17].

Con el objetivo de que el modelo numérico reproduzca de manera adecuada el compor-
tamiento térmico observado en la mesa experimental, se implementd un proceso de identi-
ficacion de parametros. Este procedimiento consistié en minimizar la diferencia cuadratica
media entre las temperaturas simuladas mediante FEM y las mediciones reales obtenidas con
sensores de fibra optica FBG.

Para la optimizacion se utilizo el algoritmo fminsearchbnd, una extension del método de
Nelder-Mead que permite incorporar cotas en los parametros [18]. El método de Nelder-Mead
es un algoritmo de optimizacion sin gradiente, ampliamente utilizado cuando no se dispone de
derivadas analiticas de la funcién objetivo. Su funcionamiento se basa en la construccion de
un poligono de prueba denominado simplexr (un tridngulo en dos dimensiones, un tetraedro
en tres, y asi sucesivamente en espacios de mayor dimension). Este simplex se desplaza y

33



CAPITULO 3. MODELAMIENTO MEDIANTE METODO DE ELEMENTOS FINITOS

deforma mediante operaciones de reflexion, expansion, contraccion y reduccion, con el fin de
explorar la superficie de error y aproximarse progresivamente a la regién donde la funcién de
costo alcanza su valor minimo [19].

La principal ventaja de este método es que no requiere el calculo de derivadas, lo cual es
especialmente 1til en el presente trabajo, dado que cada evaluacién de la funcién de costo
implica la resolucién de una simulacién transitoria mediante FEM. Ademas, el problema de
identificacién involucra un nimero reducido de parametros (C,, k y h,), lo que se ajusta
adecuadamente al esquema de busqueda iterativa del Nelder-Mead.

La funcién objetivo utilizada en la identificacién de parametros corresponde al error cua-
dratico medio entre las mediciones experimentales de temperatura y las simulaciones obteni-
das con FEM. Se define como:

T) = 5 2o 2 (T0() = TP (:9)

i=1 k=1

donde:

p = [Cy, k, hy] es el vector de pardmetros a identificar.

N es el numero de sensores FBG considerados.

N, es el nimero de instantes de tiempo evaluados.

T™e3(t,) corresponde a la temperatura medida por el sensor ¢ en el tiempo .

TF™ (t4,; p) corresponde a la temperatura simulada en el mismo nodo i con los pardmetros

p-

El objetivo de la optimizacion es encontrar el conjunto de pardmetros p* que minimiza esta
funcion, de modo que el modelo numérico reproduzca fielmente el comportamiento térmico
observado en el experimento.

En este estudio se seleccionaron tres parametros como variables de ajuste, dado que son

los que més influyen en la dindmica térmica del sistema:

» Calor especifico (C,): regula la capacidad del material para almacenar energia tér-

mica.

» Conductividad térmica (k): controla la velocidad con que se transfiere el calor a
través del cobre de la mesa.

» Coeficiente de conveccién (h,): caracteriza la pérdida de calor desde la superficie
hacia el ambiente.
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La densidad del cobre (p) se mantuvo constante, dado que su valor estd ampliamente
tabulado y no presenta variaciones significativas [17) 20].

En esta etapa se realiz6 la identificacion de parametros térmicos del modelo con base
en datos experimentales obtenidos mediante sensores FBG. Para ello, se seleccionaron como
variables ajustables el calor especifico (C}), la conductividad térmica (k) y el coeficiente de
conveccion (h,), mientras que la densidad fue fijada a su valor nominal, consistente con la
literatura. La Tabla[3.§ resume los pardmetros considerados y su rol fisico dentro del modelo.

Parametro Simbolo Rol en el modelo

Calor especifico C, Almacenamiento de energia térmica (capacidad calorifica)
Conductividad térmica k& Transferencia de calor dentro de la mesa (difusién térmica)
Coef. de conveccion D, Pérdidas de calor hacia eal ambiente (en la superficie)

Tabla 3.8: Parametros utilizados en la identificacién.

La Tabla presenta los valores estandar y los rangos (cotas) empleados durante el
proceso de optimizacién, siguiendo criterios comunes en calibracién termo—fisica [211, 22].

Estas cotas aseguran valores fisicamente plausibles mientras permiten flexibilidad en el ajuste.

Parametro Valor estandar Cota inferior Cota superior
Densidad p [kg/m?] 8960 8960 8960
Calor especifico C,, [J/(kg-°C)] 390 350 430
Conductividad térmica k [W/(m-°C)] 385 385 415

Coef. de conveccion h, [W/(m?-°C)] 22 5 40

Tabla 3.9: Valores estandar y rangos uscotas de optimizacion utilizadoas en la optimizidentificacién
de parametros.

Validacién del modelo. Con el fin de validar el modelo FEM, se compararon las tempe-
raturas simuladas con las mediciones reales obtenidas mediante los sensores FBG instalados
en la mesa térmica. En esta etapa, el objetivo fue evaluar la capacidad predictiva del modelo
tanto utilizando pardmetros estandar como tras el ajuste de parametros fisicos. Para ello,
se utilizaron todas las senales FBG disponibles, abarcando la etapa de calentamiento y la
posterior fase de enfriamiento.

La Tabla muestra los parametros finales utilizados en el modelo luego del proceso de
identificacién. Estos valores fueron seleccionados con el fin de reproducir con mayor fidelidad
la dinamica térmica observada experimentalmente.
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Parametro Simbolo Unidad Valor ajustado
Densidad p kg/m?3 8960.00
Calor especifico C, J/(kg-K) 430.00
Conductividad térmica k W/(m-K) 385.00
Coeficiente de conveccién Ry W/(m?K) 25.76

Tabla 3.10: Parametros fisicos ajustados para el modelo térmico.

En la Figura se presentan los resultados obtenidos al comparar el modelo FEM con

parametros ajustados y las mediciones de temperatura registradas por los sensores FBG. Se

observa que las curvas simuladas siguen de manera cercana la dindmica experimental, tanto

en la etapa de calentamiento como en la fase de enfriamiento, reproduciendo adecuadamente

la magnitud y la tendencia temporal del proceso térmico.
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Figura 3.9: Comparacion entre modelo FEM y mediciones reales utilizando parametros ajustados.

De forma complementaria, la Figura [3.10| muestra los resultados obtenidos empleando

parametros estandar de literatura. En este caso, se observa una menor concordancia, espe-

cialmente en la fase de enfriamiento, donde el modelo tiende a sobreestimar la temperatura

experimental.

36



CAPITULO 3. MODELAMIENTO MEDIANTE METODO DE ELEMENTOS FINITOS
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Figura 3.10: Comparacion entre modelo FEM y mediciones reales utilizando pardmetros estandar.

La comparacién entre ambas configuraciones demuestra que el proceso de identificacion
permitiéo mejorar de forma significativa el ajuste entre el modelo y los datos experimentales.
En particular, la reduccién del error cuadratico medio global desde valores cercanos a 6,19 °C
hasta aproximadamente 2,78 °C evidencia una mejora superior al 50 %. Esta disminucién
se observa de manera consistente en todos los sensores FBG evaluados, confirmando una
representacion mas fiel del proceso fisico real.

En consecuencia, los resultados obtenidos validan la eficacia del ajuste de pardmetros
en el modelo FEM, proporcionando una herramienta predictiva adecuada para el posterior
disefio y andlisis de estrategias de control térmico.
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Sensor RMSE estidndar [°C] RMSE ajustado [°C]

FBG1 5.240 3.075
FBG2 7.074 3.002
FBG3 5.656 2.501
FBG4 5.986 2.689
FBGH 7.046 2.870
FBG6 5.883 2.509

Tabla 3.11: Comparacién de RMSE entre parametros estandar y ajustados.
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Capitulo 4

Estimacién y Control de Temperatura

En sistemas térmicos donde no se puede acceder directamente a la temperatura en to-
dos los puntos del dominio, es necesario contar con herramientas que permitan estimar su
comportamiento a partir de mediciones parciales. Esta estimacion del estado es clave para
andlisis, control y validacién de modelos [23].

En este trabajo se considera una mesa térmica que se calienta mediante un actuador, y
en la cual se requiere estimar la evolucién de la temperatura en los laterales. Esta informa-
cién es fundamental tanto para evaluar el comportamiento del sistema como para ajustar el
modelo térmico obtenido mediante FEM, ampliamente utilizado para resolver problemas de
conduccién de calor con condiciones complejas [23].

Con este propésito, se utilizan sensores de fibra optica tipo FBG, los cuales permiten
obtener mediciones puntuales en ubicaciones estratégicas con alta sensibilidad y resolucion
espacial [24]. A partir de estos datos y del modelo térmico, se disena un observador de estado,
especificamente un observador de tipo Luenberger, que permite estimar la temperatura en
regiones no instrumentadas. Esto mejora la precision del analisis térmico y habilita estrategias

de control basadas en estimaciones confiables [24] 23].

4.1. Modelo en espacio de estados a partir de FEM

A partir de la formulacién por Elementos Finitos de la ecuacién de difusién de calor [25],
se obtiene el modelo continuo:
a7 R
donde M es la matriz de masa, K la matriz de rigidez, C' la matriz asociada a las pérdidas
por conveccién y f el vector de entrada térmica. Al despejar la derivada temporal de la

temperatura nodal, se obtiene:
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T(t)=-M YK +C)T(t)+Mf. (4.2)

A partir de esta expresion, se definen las matrices que caracterizan la dindmica térmica
del sistema:

A=-MYK +0O),
B =M"Bg, (4.3)
d= M""b,

donde A representa la dindmica interna del sistema térmico, B describe el efecto de los
actuadores térmicos, y d agrupa los términos de excitacién o perturbacion distribuida.
Finalmente, el modelo puede expresarse en la forma estdndar de variables de estado [23]:

&(t) = Az(t)+ Bu(t) + d, (4.4)

donde z(t) = T(t) corresponde al vector de temperaturas nodales, u(t) representa la
accion de los actuadores térmicos, y y(t) las mediciones obtenidas desde los sensores FBG.

4.2. Observador de Luenberger

El observador de Luenberger constituye una de las estructuras mas clasicas para estimar
el estado completo de un sistema dindmico cuando solo se dispone de un nimero limitado de
mediciones [23], 26]. La idea fundamental consiste en construir un modelo que reproduzca la
dinamica del sistema real y corregirlo continuamente en funcién de la diferencia entre lo que
predice dicho modelo y lo que efectivamente miden los sensores.

El observador se formula como [27]:
i(t) = A2(t) + Bu(t) + d + L(y(t) — C2(t)), (4.6)
Restando las ecuaciones del sistema y del observador, se obtiene la dindmica del error [28]:
é(t) = (A— LC)e(t). (4.7)

De acuerdo con esta expresion, la evolucion del error depende tnicamente de la matriz
(A — LC). Si todos los autovalores de dicha matriz poseen parte real negativa, el error e(t)
tiende a cero de manera exponencial, garantizando que el estado estimado Z(¢) converja hacia
el estado real z(t) conforme transcurre el tiempo.
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En otras palabras, la estabilidad y desempeno del observador dependen directamente del
disefio de la ganancia L, la cual actia de forma anédloga a la realimentacion de estados en un
controlador, pero aplicada al dominio de la estimacién [29, [30].

4.2.1. Observador de Luenberger en tiempo discreto

En la préctica, la implementacién de un observador se realiza en un computador o micro-
controlador, donde las variables se actualizan a intervalos discretos de tiempo definidos por
un periodo de muestreo fijo T} [23, 27].

El modelo discreto del sistema se expresa como:

Tl = Adl'k + Bduk -+ Gd, (48)
Yk = CIk)

donde x representa el estado en el instante de muestreo k, u; la entrada aplicada, y, la
salida medida y G4 un término constante asociado al sesgo del modelo.

Estructura del observador

El observador discreto estima el estado en cada instante mediante la ecuacion:
Zri1 = Aglr + Baug + Gg + Ly (yk - C:@k), (4.10)
donde:
s A% + Byui, + Gy corresponde a la prediccion del modelo.

» (yr — CZy) es la innovacidn o error entre la salida medida y la salida estimada.

s [, es la ganancia discreta del observador, que determina el grado de correccion
aplicada a la estimacion.

Dinamica del error

Definimos el error de estimacion en el instante k como:
Cp = T — z k-
Al restar las ecuaciones del sistema real y del observador, se obtiene la dinamica del error:

Cet+1 — (Ad — LdC)ek. (411)
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Esta expresiéon muestra que la evolucién del error depende exclusivamente de la matriz
(Aq — LyC). Para que la estimacion converja al estado real, los autovalores de dicha matriz
deben encontrarse dentro del circulo unitario en el plano complejo, garantizando la estabilidad
asintotica del observador discreto [30].

Condicion de estabilidad

Para que el observador sea estable y el error desaparezca, se requiere que los autovalores
de (Ay— L4C) estén dentro del circulo unidad en el plano complejo, es decir, que cumplan
|A| <1 [29].

= Si esta condicién se cumple, el error e, tiende a cero con el tiempo discreto.
= En consecuencia, la estimacién Z; converge hacia el estado real zy.

En otras palabras, el observador discreto predice como deberia evolucionar el sistema
entre instantes de muestreo y, en cada paso, se corrige con las mediciones disponibles. De esta
forma, la ganancia Ly se disena para que el error se reduzca en cada iteracion, garantizando

que el estimador siga de cerca el comportamiento del sistema real [20].

Comparacién entre el caso continuo y discreto

En sintesis, tanto en el dominio continuo como en el discreto, el principio del observa-
dor de Luenberger es el mismo: predecir el estado con el modelo dindmico y corregirlo con
las mediciones mediante la innovacién [23, 27]. La diferencia radica en las condiciones de
estabilidad:

» En el caso continuo, los autovalores de (A — LC') deben tener parte real negativa.

» En el caso discreto, los autovalores de (A; — LyC) deben ubicarse dentro del circulo
unidad.

Ambas condiciones garantizan que el error de estimacion tienda a cero y que el estado esti-

mado I converja al estado real x.

4.2.2. Observabilidad, rango y detectabilidad

El disenio de un observador requiere que el par (A,C') contenga suficiente informacion

de salida para reconstruir el estado interno del sistema [23, 27]. Esta propiedad se analiza
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mediante la matriz de observabilidad, definida como:

C

CA
O=|  |eRr™m (4.12)

_CAn_l_
El sistema se considera observable si la matriz O tiene rango completo, es decir:

rank(O) = n. (4.13)
De forma equivalente, el par (A, C) es observable si, para todo autovalor A de A,

AM—A
rank =n. (4.14)
C

Cuando no se cumple observabilidad completa, se recurre a la condicion mas débil de
detectabilidad [28]. Un sistema es detectable si todos los modos no observables son estables.

En el dominio discreto, esta condicion se expresa como:
’)\z| < 1, VA € Ano 0bs<A7 C) (415)

En consecuencia, la detectabilidad garantiza que, aunque algunos estados no puedan
observarse directamente, el error de estimacién correspondiente se atentie con el tiempo,

permitiendo disenar una ganancia L que estabilice el observador.

4.2.3. Aplicaciéon al modelo térmico

El modelo FEM de la mesa térmica posee miles de estados internos, lo que hace inviable
evaluar rigurosamente la condicion de observabilidad para todo el sistema. En este caso,
basta con que el modelo sea detectable, lo que asegura que los modos no observables son
estables y, por tanto, que existe una ganancia L capaz de garantizar la convergencia del
observador 28], 27].

No obstante, para la implementacion practica en hardware resulta necesario reducir la
complejidad computacional. Por ello, se aplicé una técnica de reduccion de orden preservando
las entradas y salidas de interés, obteniéndose un modelo reducido de orden n,.. En este modelo
compacto si resulta deseable verificar la observabilidad, ya que esta condicién garantiza que
los sensores de fibra éptica seleccionados contienen informaciéon suficiente para estimar los

estados reducidos de forma precisa y confiable.
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En resumen:

= Para el modelo FEM completo: la condicion de detectabilidad es suficiente, ya que
asegura estabilidad en los modos no observables.

= Para el modelo reducido implementable en hardware: se busca observabilidad completa,
a fin de garantizar el desempeno adecuado del observador con un nimero limitado de

SENsores.

De esta forma, el andlisis de observabilidad y detectabilidad permite justificar la vali-
dez del modelo reducido empleado en el diseno del observador de Luenberger, asegurando

consistencia entre la teoria y la implementacion experimental.

Reduccion de orden mediante balanced truncation

El método de balanced truncation busca obtener un modelo reducido que mantenga el
comportamiento mas importante del sistema original, eliminando los estados que aportan
poca influencia en la dindmica entrada—salida [31], 32} [33].

La idea principal es encontrar una transformacién de coordenadas S que permita “ba-
lancear” el sistema, es decir, igualar la energia con que cada estado puede ser controlado y
observado. En estas nuevas coordenadas, las energias quedan representadas por los valores
singulares de Hankel (0;), que indican la relevancia de cada estado. Los estados con valo-
res grandes representan modos dominantes, mientras que los de valores pequefios pueden
descartarse sin afectar significativamente la respuesta global.

Una vez ordenados los ¢; de mayor a menor, se conservan los primeros n, estados mas

significativos, obteniendo el modelo reducido:
Ty g+1 = Arzr,k + Bruy, + Gra Yk = Crxr,k~ (416)

De esta forma, el modelo reducido mantiene la dinamica térmica principal de la mesa,
como el aumento promedio de temperatura y los gradientes centro—-borde, mientras descarta
fluctuaciones locales de poca relevancia.

El error introducido al truncar los estados menos importantes estd acotado por [31]:

HG - GrHoo <2 Z Oi, (417)

1=n,+1

por lo que si los valores eliminados son pequeiios, la fidelidad del modelo se mantiene con
una gran reducciéon de complejidad.
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4.2.4. Obtencion de la ganancia del observador en discreto

Una vez establecida la dinamica del observador, el siguiente paso consiste en determinar
la matriz de ganancia Ly. Esta matriz es la responsable de “corregir” las estimaciones utili-
zando la informacién proveniente de las mediciones. Recordemos que el error de estimacion

evoluciona como
€1 — (Ad — LdC')ek, (418)

de modo que la eleccién de Ly afecta directamente a la rapidez con que el observador logra
reducir la diferencia entre el estado real y el estimado.

El problema se traduce entonces en ubicar los autovalores de la matriz (A; — LyC') dentro
del circulo unidad del plano complejo, lo que asegura que el error de estimacion se atentie

con el tiempo.

Método de colocacién de polos

El método de colocacion de polos consiste en elegir de forma explicita las posiciones
deseadas de los autovalores del observador. En otras palabras, el disenador define qué tan
rapido debe ser el proceso de correccion de errores, y el algoritmo de colocacién entrega la
matriz L, correspondiente para lograrlo.

La idea central es que, si el par (Ay, C') es observable, los polos del observador pueden
colocarse en cualquier posicién dentro del circulo unidad. De este modo, se escogen polos
mas rapidos que los de la planta, asegurando que el observador “aprenda” méas rapido que la
propia dinamica del sistema.

Sin embargo, es importante encontrar un equilibrio. Polos demasiado rapidos (muy cer-
canos al origen del plano z) pueden hacer que el observador reaccione de forma exagerada
al ruido de las mediciones, deteriorando la calidad de la estimacion. Por el contrario, polos
demasiado lentos retrasan la convergencia del observador y hacen que la estimacién sea poco
util en aplicaciones de control en tiempo real.

El disefio de observadores por colocacion de polos se entiende como el problema dual al
del control por realimentacion de estados. Mientras que en control se disefia una ganancia K
para ubicar los polos de (A; — ByK), en observadores se disefia una ganancia L, para ubicar
los polos de (Aq — LyC) [23, 27, 29).

El método de colocacion de polos ofrece un procedimiento directo e intuitivo para obtener
la ganancia Lg: se define el comportamiento dindmico deseado del error y, a partir de ello, se

calcula la matriz que garantiza dicha dindmica.
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Consideraciones practicas

Al seleccionar los polos del observador se deben considerar los siguientes aspectos [30, [26]:

» Rapidez de convergencia: los polos deben ser mas rapidos que los de la planta (en

continuo, con parte real méds negativa; en discreto, con médulo menor).

= Robustez frente a ruido: polos excesivamente rapidos amplifican el ruido de medi-

cién, degradando la estimacion.

= Multiplicidad de polos: se recomienda evitar polos repetidos o muy cercanos, ya que

esto puede causar problemas numéricos en la sintesis.

De esta forma, el método de colocacion de polos proporciona una herramienta sencilla
y efectiva para definir la ganancia del observador discreto, garantizando una convergencia

estable del error de estimacién acorde a los requerimientos dindamicos del sistema térmico.

4.3. Implementacién Computacional Observador

Esta seccién presenta el flujo computacional completo implementado en MATLAB para
el diseno y validacion del observador discreto de la mesa térmica. El procedimiento integra
todas las etapas necesarias para conectar la teorfa con la practica, abarcando: (i) la prepa-
racién y sincronizacién de los datos experimentales provenientes de los sensores FBG, (ii) la
discretizacién del modelo FEM con término afin, (iii) la reduccién de orden mediante balanced
truncation preservando la dindmica dominante y las salidas relevantes, (iv) el disenio del ob-
servador de Luenberger discreto MIMO mediante la funcién place, (v) la verificacién de las
condiciones de observabilidad y detectabilidad, y finalmente, (vi) la simulacién y validacién
del desempeno del observador frente a las mediciones reales.

Todo el flujo se organiza en bloques coherentes y comentados dentro del cédigo, mante-

niendo una correspondencia directa entre los pasos tedricos y su implementacién practica.

Parametros globales Se definen las condiciones iniciales y parametros generales del en-
torno, incluyendo el orden reducido deseado n, y el estado inicial estimado Ty. Ademas, se
desactiva la barra de herramientas en las figuras y se establece la carpeta de guardado para
la exportacién de graficos vectoriales:

n, = 4, Tg = 15°C.
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4.3.1. Preparaciéon de datos y sincronizacién temporal

Se leen los registros de temperatura de las seis FBG desde el archivo Enlight y se con-
vierten los timestamps a segundos relativos ¢ [s]. Se alinea temporalmente la telemetria con
el horizonte del modelo mediante interpolacion lineal sobre la malla ¢, del FEM discretizado.

El periodo de muestreo se fija como
Ts = median(tk+1 — tk ),

lo que es compatible con un esquema ZOH y robusto a pequenos jitter. Las salidas se dividen
en dos subconjuntos: usadas (FBG1, FBG3, FBG)) para correccion, y wvalidacion (FBG2,
FBG4, FBG6) para evaluar desempeno.

4.3.2. Discretizacion ZOH con término afin

Partiendo del sistema continuo global @ = Az + Bu + d con salidas y = Cz (donde
d = M~'b agrupa el término afin por conveccién y fuentes), se usa un truco estandar: ampliar

la entrada como ay, = {u] y definir By, = [B d]. Con ello,
1

Tpy1 = Aga + Baug + Gg,

Y = kav

(A, B

aug

Bawg = [ B d],

] = 2d([A Bugl, Ts, 70h),

donde
d

By es la primera columna de By,

d
aug”

Gy es la segunda columna de B

Asi se preserva el sesgo estacionario de la planta en el dominio discreto sin introducir

estados auxiliares.

4.3.3. Reduccién de orden preservando 1/0

Sobre el sistema discreto ampliado

Uk yuse C(use
Sd DTy = Adl’k + [Bd Gd} , lf/al = T,
— 1 Yk Cval
2 entradas —— N——
salidas preservadas Cy
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Se aplica balanced truncation (balred) para obtener un modelo reducido manteniendo simul-
taneamente las dos entradas (u y el “1”) y las salidas de correccion y validacion. De este modo,
la reduccién respeta la estructura de evaluacion posterior (misma 7, mismas métricas por

sensor), y facilita comparar directamente medicién vs. estimacién en ambos subconjuntos.

351(31 = ATx,(:) + Byuy, + G, [

4.3.4. Diseno del observador por place

Con el par reducido (A4,, C*) se disena un observador de Luenberger discreto fijando
los polos del error en A, — L;C*°. Los médulos de polos se eligen dentro del circulo unidad.
Para robustez numeérica se usan radios ligeramente diferenciados y pares conjugados, evitando
multiplicidades (requisito préactico de place en MIMO).

Brin = Adi + Bow, + Gy + La(y — Oy,
El resultado se reporta como:
Pplanta = max |/\<AT‘)|’ Pobs = max |)‘(A7" - LdC';lse)L

verificando pobs < Pplanta < 1.

4.3.5. Chequeos de observabilidad y detectabilidad

Se evalta el rango de la matriz de observabilidad O = obsv(A,, C*°) y el criterio PBH
por modo para confirmar que todo modo inestable/borde (|A| > 1) sea observable. En caso
de existir modos no observables, se exige que sean estables para garantizar detectabilidad. El

c6digo imprime:
» rank(O) vs. n,,
= etiqueta de observabilidad por modo (PBH),

» diagnéstico de detectabilidad (OK/FALLA).
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4.3.6. Inicializacion consistente y simulacién

Para minimizar transitorios arbitrarios, la condicién inicial se ajusta con dos pasos: (i)
estado de equilibrio discreto 2% = (I — A,) ' (B,u; + G,.), y (ii) proyeccién por minimos
cuadrados con regularizacion suave hacia 2%, usando como objetivo de salidas un nivel ho-
mogéneo (p. ej., 15°C). Se aplica ademas una “pre-correccién” con Ly sobre las salidas usadas
en k = 1. Luego se simula lazo abierto del observador:

2, 2, use use 2, ~use use 2, ~val val 4,
Tpr1 = A + Boug + G, + Ld(yk - C, xk>, g = Cy, g = C™ 2y,

y se comparan mediciones vs. estimaciones en ambos subconjuntos. Las figuras se exportan

en formato vectorial (PDF) para su incorporacion directa al documento.

4.4. Resultados Obtenidos

4.4.1. Reduccion de orden del modelo FEM

El modelo original obtenido mediante el método de elementos finitos (FEM) presenta
un numero elevado de estados, lo que hace inviable su implementacion directa en hardware
embebido. Para superar esta limitacion se aplicd la reduccion balanceada mediante la fun-
cion balred de MATLAB, que conserva los modos dinamicos mas relevantes en términos de
controlabilidad y observabilidad.

Se seleccioné un orden reducido de n, = 4, lo que permite capturar la dindmica principal
de la mesa térmica manteniendo la complejidad en un nivel adecuado. Tras la reduccion, las
matrices de salida C,. dejan de ser selecciones directas de nodos para convertirse en combi-
naciones lineales de los estados reducidos, reflejando el cambio de base del truncamiento

balanceado.

4.4.2. Matrices reducidas obtenidas

El sistema reducido en espacio de estados discreto queda representado como:
Tpr1 = Ay + Brug + G, yr = Crayp

donde A, € Rv*™ B, e Rv*l @G, ¢ R™ y C, € RO,
En este trabajo se particiona la matriz de salidas como:

Yuse,k
) Y =
Yval, k
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Con Ci yse € R¥™ y O, a1 € R¥*™ . De acuerdo al codigo, se usan **FBG1, FBG3 y FBG5H**
para la correccién del observador (definiendo C, ) ¥ se reservan **FBG2, FBG4 y FBG6**
para validacion (definiendo Cj ya).

Las matrices del sistema reducido, obtenidas tras la discretizacién con término afin y la

reduccion balanceada, fueron:

0,9883 0,0011 —0,0026 0,0028
—0,0081 0,9295 —0,0224 0,0135
—0,0048 0,0072 0,8844 —0,0490
0,0067 0,0280 0,0572  0,7576

T

0,1707 0,3390

1852 — 4

B, =10~ 0,185 G = 0,039
—0,2517 —0,0187

0,1273 0,0005

[0,4088 —0,7720 —0,3044 —0,0051]
Cruse = [0,5414 —0,0450 0,5810  0,5237
10,5242 —0,0960 0,3637 —0,0539,

[0,5727 0,1513  0,7363  0,4980 ]
Crval = |0,4120 —0,7641 —0,2598 0,1297
10,4088 —0,7720 —0,3044 —0,0051]

A diferencia del modelo FEM original, en el que las matrices de salida eran dispersas y
estaban compuestas inicamente por ceros y unos (indicando la asociacién directa entre cada
sensor FBG y un nodo de la malla), las matrices C;. yse ¥ Cvar del modelo reducido presentan
coeficientes reales continuos.

Esto se debe a que el proceso de balanced truncation aplica un cambio de base que combina
los estados originales en nuevas coordenadas reducidas. Por tanto, cada salida medida ya no
depende de un tinico nodo fisico, sino de una combinacién lineal ponderada de los estados
reducidos mas relevantes.

En otras palabras, las filas de C). reflejan ahora la contribucién conjunta de los modos
dominantes del sistema a cada sensor, conservando la respuesta térmica global pero en una
dimensién mucho menor.

Se verifica que las dimensiones de las matrices son coherentes con el orden reducido
adoptado:

A, eR¥™ B G, e R O g, Cryal € RPA

Por tanto, el conjunto reducido {A,, B;, G, C;uses Crval} mantiene la estructura esperada
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del modelo discreto con n, = 4 estados, tres salidas usadas para correcciéon y tres para
validacién.

A diferencia del modelo FEM original, en el que las matrices de salida eran dispersas y
estaban compuestas inicamente por ceros y unos (indicando la asociacién directa entre cada
sensor FBG y un nodo de la malla), las matrices C; yse ¥ Cyvar del modelo reducido presentan
coeficientes reales continuos.

Esto se debe a que el proceso de balanced truncation aplica un cambio de base que combina
los estados originales en nuevas coordenadas reducidas. Por tanto, cada salida medida ya no
depende de un tinico nodo fisico, sino de una combinacién lineal ponderada de los estados
reducidos més relevantes.

En otras palabras, las filas de C). reflejan ahora la contribuciéon conjunta de los modos
dominantes del sistema a cada sensor, conservando la respuesta térmica global pero en una

dimensiéon mucho menor.

Se verifica que las dimensiones de las matrices son coherentes con el orden reducido
adoptado:
Ar S R4X4; Bm Gr S R4X17 Cr,u567 Cr,val < R3X4-

Por tanto, el conjunto reducido {A,, B;, G, Cyuses Crva} mantiene la estructura esperada
del modelo discreto con n, = 4 estados, tres salidas usadas para correcciéon y tres para

validacién.

4.4.3. Autovalores y estabilidad

En sistemas discretos, la condicién de estabilidad se cumple cuando |A| < 1. Los autova-
lores del sistema reducido cumplen

AMA) c{reCl]Al <1},

confirmando que el modelo reducido es estable. Tras el diseno del observador mediante place
sobre el par (A4,, C;use), se obtiene:

Y

méx [A(A, = La Cruee)

< méx [A(4,)

lo que garantiza que el observador es mas rapido que la dinamica de la planta reducida y por

tanto las estimaciones convergen eficientemente.
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4.4.4. Chequeo de observabilidad y detectabilidad

La observabilidad del par (A, C; use) se verificé mediante la matriz

Cr,use
C'7",use A'r
2
C’r,use Ar

-1
C’7",use A:}T

)

En nuestro caso, se obtuvo de forma numérica:

O c R3nr><nr — R12X4

rank(0) =

4 = n,

lo que confirma que el sistema reducido es observable.

Ademads, dado que todos los modos de A, satisfacen |A\| < 1, el sistema reducido es

también detectable. En consecuencia, el par (A,, C,. ) cumple las condiciones estructurales

necesarias para la implementaciéon del observador, mientras que C, ., permite evaluar la

capacidad predictiva sobre sensores no utilizados en la realimentacion.
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4.4.5. Resultados de estimacion del observador

En esta seccion se presentan los resultados obtenidos al aplicar el observador reducido

sobre los datos experimentales. Primero se comparan las mediciones reales de los sensores

con las estimaciones entregadas por el observador, y luego se muestran los errores de estima-

cién correspondientes. Finalmente, se cuantifica el desempeno mediante el calculo del error

cuadrético medio (RMSE) para cada sensor.
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Figura 4.1: Comparacién real vs. estimado.

En la Figura [4.1] se observa la evolucién temporal de la temperatura en los seis sensores.

Los sensores usados para la correccion (FBG1, FBG3 y FBG5) se muestran a la izquierda,

mientras que los sensores de validacion (FBG2, FBG4 y FBG6) aparecen a la derecha. En

ambos casos, la estimacion reproduce con alta fidelidad las mediciones reales.
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La Figura presenta los errores de estimacién en los sensores usados (izquierda) y en

los sensores de validacion (derecha). En todos los casos los errores se mantienen dentro de

un rango menor a +2°C, lo que confirma la buena precision del observador reducido.

SE) entre mediciones y estimaciones. Los resultados se resumen en la Tabla [4.1]

Tabla 4.1: RMSE del observador discreto reducido

Sensor RMSE [°C]
FBG1 (usada) 0.694
FBG3 (usada) 0.709
FBG5 (usada) 0.441
FBG2 (validacién) 0.725
FBG4 (validacién) 0.798
FBG6 (validacién) 0.663
Promedio usadas 0.615
Promedio validacién 0.729

o4
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Los resultados muestran que el observador logra una estimacion fiel tanto en los sensores
utilizados para el disefio como en los empleados para validaciéon independiente, manteniendo

errores menores a 1 °C en todos los casos.

4.5. Control de Temperatura

Tras la implementacion del observador discreto de Luenberger, capaz de reconstruir las
variables de estado no medidas en la mesa térmica, se aborda en esta seccién el disefio
del controlador encargado de regular la temperatura en el punto de interés definido por el
sensor FBG4. El objetivo principal es lograr una respuesta estable y precisa ante cambios de
referencia, considerando la naturaleza lenta del sistema térmico y las restricciones fisicas del
actuador (voltaje maximo aplicado a la PTC).

Dado que el modelo reducido obtenido mediante balanced truncation conserva la dindmica
esencial del proceso, se utiliza como base para el disenio del control. Sobre este modelo se
implementa un regulador lineal cuadréitico con accién integral (LQI), el cual permite no solo
estabilizar el sistema, sino también eliminar el error estacionario frente a perturbaciones o
referencias constantes [34], 35].

El esquema de control se formula en tiempo discreto y opera sobre las estimaciones de
estado entregadas por el observador, conformando asi una arquitectura de control por re-
alimentacién de estado con estimaciéon (output feedback) [29]. Esta estructura combina las
ventajas del control éptimo,minimizaciéon de un costo cuadratico que equilibra esfuerzo de
control y error de seguimiento, con la robustez del observador, asegurando una regulacion
térmica eficiente incluso en presencia de incertidumbres menores del modelo o ruido de me-

dicién.

4.5.1. Control de temperatura con PTC mediante regulador LQI

discreto

El objetivo del controlador es regular la temperatura de la mesa térmica en el punto
medido por el sensor FBG4, utilizando una resistencia PTC como actuador. Dado que la
PTC solo puede entregar energia térmica positiva, el control se plantea en tiempo discreto,
integrando las restricciones fisicas del sistema y la estimaciéon de estados provista por el
observador [23].
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4.5.2. Modelo en desviaciones

El modelo reducido discreto del sistema térmico se expresa como:
Trp1 = Apxp + Brug + Gy yp = Cupg, (4.19)

donde xj, representa el estado térmico reducido, uy la entrada proporcional al calor entregado
por la PTC, y GG, un sesgo estacionario asociado a las pérdidas por conveccién. En ausencia

de accién de control (ug = 0), el sistema alcanza un equilibrio térmico natural dado por:
Tos = (I — A)7'G,, (4.20)

y la temperatura correspondiente en el punto FBG4 es ys54 = Cay@ss.
Para simplificar el disefio del controlador, se trabaja en coordenadas de desviacion respecto
a dicho equilibrio, definiendo:

Rl = Tk — Tss, gk =Yk — Yss,a = C4TZ.I€'

En estas nuevas coordenadas, el sesgo estacionario G, desaparece, y la dindmica se describe

unicamente por la evolucion de las variaciones térmicas:
Zkt1 = A,z + By, U = Cur 2. (4.21)

4.5.3. Referencia y error térmico

Cuando se establece una nueva referencia de temperatura r;, para el sensor FBG4, el
controlador no modifica el equilibrio x4, del modelo, sino que busca generar una desviacién
térmica 7, que iguale la diferencia entre la referencia y la salida estacionaria:

Tk =Tk — Yssa-
De esta forma, el error de seguimiento se expresa en coordenadas de desviaciéon como:
€ =T — gk =T — C47~Zk- (4.22)

Esta formulacién permite que el sistema trabaje en torno a un equilibrio de temperatura
ambiente, haciendo innecesario compensar directamente las pérdidas térmicas modeladas
por G,.
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4.5.4. Accion integral

Para eliminar el error estacionario frente a referencias constantes, se introduce una variable

integral & que acumula el error térmico:
Erer1 =&k +ex = & + (1 — Cuar2n). (4.23)

Combinando las ecuaciones (4.21)—(4.23), se obtiene el sistema aumentado:

z A, 0] |z B,
S "l ¢ . (4.24)
Eht1 —Cy 1| & 0
_A,_/ ——
a Ba

4.5.5. Criterio de control LQI

El regulador lineal cuadratico con accién integral (LQI) minimiza el funcional discreto [29,
35]:

J=> (xleaxmk +u, R uk) : (4.25)
k=0

donde x,; = [z} &]" es el vector de estado aumentado. Las matrices Q, = blkdiag(Q.,, Q)
y R son ponderaciones positivas que definen el compromiso entre rapidez térmica, precision

de seguimiento y esfuerzo de control. En este trabajo se emplean ponderaciones empiricas:
Q. =10"L,, Q=2 R=10"
La solucion de Riccati discreta genera la ganancia optima:
K, = [K; K] = dlqr(Aq, Be, Qa, R), (4.26)
y la ley de control resultante se expresa como:
up = — K2k — K&y, (4.27)

donde Z; corresponde al estado estimado por el observador de Luenberger.
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4.5.6. Saturacion del actuador

El actuador PTC opera mediante una senal de voltaje limitada Vi € [Viym, Vinax], con
Vam = 0y Viax = 12 V| representando un sistema unidireccional de calentamiento. La

entrada térmica se relaciona con el voltaje aplicado mediante un factor proporcional:
up = ky Vi,

donde ky representa la ganancia térmica efectiva (calor generado por volt aplicado).
Cuando la acciéon de control excede los limites de saturacion, el voltaje se restringe al
rango permitido:
Vie = sat (V2 Viumn, Vindx), (4.28)

aplicandose unicamente el valor saturado V. De esta forma, el controlador LQI actta di-
rectamente sobre la sefial disponible en el actuador, respetando las limitaciones fisicas de la
PTC. Al no incluir compensacién adicional de tipo anti-windup, el integrador mantiene su
dindmica natural incluso durante los intervalos de saturacién.

El controlador LQI discreto permite regular la temperatura en el punto FBG4 compen-
sando las pérdidas térmicas y eliminando el error estacionario ante cambios de referencia. Al
formular el control en coordenadas de desviacién, el sistema opera en torno a su equilibrio
térmico natural, integrando la accion integral y la saturacion fisica del actuador PTC en un
lazo de regulacion térmica estable y coherente con las limitaciones reales del sistema.

4.6. Implementacion Computacional deControl

La implementaciéon computacional del controlador LQI discreto se realizé en MATLAB,
siguiendo una estructura modular que permite simular el comportamiento completo del sis-
tema térmico bajo lazo cerrado. El procedimiento integra el modelo reducido obtenido del
método de elementos finitos, el observador discreto de estados y la aplicacién de la ley de

control LQI con saturaciéon de voltaje.

4.6.1. Carga del modelo y parametros de simulacion

En primer lugar, se cargaron las matrices del modelo térmico reducido (Mg, K¢, Cq, Ba, b)
almacenadas en el archivo simulacionFEM.mat, junto con el vector temporal de simulacion.
A partir de este registro se determiné el periodo de muestreo discreto T mediante el promedio
de los intervalos temporales. Ademas, se definieron los parametros globales de simulacién,
como el orden reducido del modelo n, = 4, la temperatura inicial 7; = 15°C, el rango de
voltaje de la PTC [Viym, Vinax] = [0,12] V, la referencia térmica r = 30°C y el instante de
activacion de la referencia t,of = 130 s.
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4.6.2. Discretizaciéon y reducciéon de orden

El modelo continuo fue discretizado mediante retenciéon de orden cero (ZOH), conside-
rando el término afin d = M;'b como una segunda entrada constante que representa el sesgo
estacionario del sistema. Posteriormente, se aplicé reduccion balanceada al modelo discre-
to para obtener una representaciéon equivalente de orden n, = 4, que conserva la dinamica

dominante de la mesa térmica y reduce el costo computacional de simulacién.

4.6.3. Formulacién del control LQI discreto

Sobre el modelo reducido en desviaciones, se implementé el regulador LQI discreto segin

la formulacién desarrollada tedéricamente. Se conformaron las matrices aumentadas:

A0

A, =
—Cy 1

9 a

y se definieron las ponderaciones empiricas Q, = 10731, , Q; = 2 y R = 1072, A partir de
ellas, la funcién d1qr () resolvié la ecuacion de Riccati discreta, generando las ganancias de
realimentacion K, y K;. El controlador calcula en cada instante la accién térmica discreta:

up = — K2, — K&y,

donde Zj es el estado estimado por el observador y & la variable integral acumulada del error
térmico.

4.6.4. Observador discreto de estados

Se implementd un observador de Luenberger discreto para estimar el vector de estado
reducido. Sus polos fueron ubicados dentro del circulo unidad (0,45—0,75) para garantizar

una convergencia mas rapida que la dinamica de la planta. La estimacion se actualiza segin:
Zk+1 = Arzk + Bruk + L(yk - C4rzk)7

empleando como senial de correccion la temperatura medida por el sensor FBGA4.

4.6.5. Saturacion del actuador y simulacién del lazo cerrado

La acciéon de control calculada se convirtié en voltaje mediante el factor térmico ky, y se
limité al rango fisico permitido:

Uy,

Vk - Sat(k 7Vmin7 Vméx) ) uzp = vak

\%
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CAPITULO 4. ESTIMACION Y CONTROL DE TEMPERATURA

El voltaje saturado se aplico al modelo discreto en desviaciones, actualizando simultaneamen-
te los estados de la planta y del observador. De esta manera se reprodujo el comportamiento

del sistema térmico bajo control LQI en lazo cerrado, con mediciones virtuales de temperatura
en FBG4 y FBG5.

4.7. Resultado Obtenido

En la|Figura 4.3] se observa la respuesta del lazo cerrado LQI con estimacion de estados
(observador de Luenberger) aplicado sobre el modelo reducido balanceado.

» FBG4 (planta simulada). La temperatura sigue una referencia escalén que inicia a
t=130 s. La respuesta es mondtona y sin sobrepaso, consistente con la dindmica difusiva
de la conduccién de calor y con la limitacion unidireccional del actuador (PTC sélo
calienta). La accién integral del LQI (ecuaciones (4.23)-(4.27)) garantiza que el error
de seguimiento e, tienda a cero, eliminando el sesgo estacionario asociado a las pérdidas
por conveccién modeladas en G, y trabajando en coordenadas de desviaciéon ((4.21])).

» Voltaje aplicado. La senal de control crece y se estabiliza dentro de [Vium, Vinax), respe-
tando la saturacion del actuador. La forma suavemente ascendente refleja la naturaleza
lenta del proceso térmico y el compromiso de diseno impuesto por (Q,, R): se privilegia
un esfuerzo de control moderado y estable, evitando comandos bruscos que no aportan

aceleracion efectiva en sistemas con constante de tiempo grande.

» FBG5 (estimada). La salida estimada en una ubicacién distinta a FBG4 presenta
una dindmica con retardo espacial/temporal esperado por difusién: al regular el punto
FBG4, el campo térmico se propaga hacia FBG5H con un gradiente decreciente. La
convergencia suave de la curva roja segmentada es coherente con un observador con
polos mas rapidos que la planta, lo que favorece la estabilizacién del error de estimacion

sin amplificar ruido de medicion.

= Consistencia con el criterio LQI. El resultado ilustra el equilibrio clasico del LQI
discreto ((|4.25])): el seguimiento se logra sin oscilaciones ni picos de control innecesarios,

cumpliendo con las restricciones fisicas y la topologia térmica de la placa.
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FBG4 (planta simulada)
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Figura 4.3: Control Aplicado con FBG4 ;| Voltaje Aplicado y Estimacion en FBG5 .

La figura respalda que el diseno LQI en coordenadas de desviacién, junto con el observador
discreto, entrega una regulacion térmica estable en FBG4 y una estimacion coherente en

FBGH5, en linea con la teoria de control 6ptimo y la difusién de calor en medios conductivos.

4.8. Sugerencia de Implementaciéon para Validacion de

Control Térmico

La Figura [4.4] presenta una posible disposiciéon de implementacién del sistema térmico desa-
rrollada a partir de las directrices planteadas en el Technical Report TR-LL-02: Heal Table [4].
Dicha configuracién se propone como una referencia practica para materializar el esquema
de control modelado en este trabajo, con el objetivo de validar experimentalmente el com-
portamiento del controlador y del observador disenados.

En esta propuesta, el bloque de control corresponde al entorno MATLAB, donde se
ejecutaria el controlador LQI discreto junto con el observador de Luenberger, desarro-
llados sobre el modelo reducido obtenido a partir del FEM 2D. Este bloque generaria una
senal de control virtual (0-12 V) que representa el esfuerzo de control ideal calculado en

simulacién. Dicha senal podria transmitirse mediante comunicacion serial hacia una inter-
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faz de comunicacién y accionamiento (por ejemplo, un microcontrolador Arduino o ESP32),
encargada de convertir el valor recibido en una modulacion PWM (0-5 V) que gobierne la
etapa de potencia.

El Puente H, alimentado por una fuente de 12 V DC, actuaria como la etapa de conmu-
tacion, entregando una salida de potencia real (0-12 V) hacia la placa calefactora. De esta
forma, el lazo de control disenado en MATLAB podria reproducirse fisicamente, permitiendo
evaluar el desempefio real del sistema bajo las mismas condiciones dindmicas consideradas
en la simulacion.

Por otro lado, la adquisicién de temperatura mediante sensores FBG y un interro-
gador Hyperion posibilitaria obtener mediciones experimentales en tiempo real, integradas
nuevamente en MATLAB a través de la API del interrogador. Estas mediciones servirian
como retroalimentacion del controlador, cerrando el lazo de control térmico y permitiendo
contrastar la respuesta experimental con los resultados simulados.

En conjunto, esta propuesta de implementacién se plantea como una alternativa viable
para la validacion practica del sistema de control térmico, permitiendo verificar el desempe-
no del controlador LQI y del observador bajo condiciones reales de operacion, asegurando

coherencia entre el modelo tedrico y la futura experimentacion.

Fuente de Alimentacién

L=

2v

Puente H Placa Calefactora Sensor FBG

PWM (0-5 V)

Interfaz de comunicacion Bl
© - oque Control
y accionamiento Interr?gador

Virtual (0-12 V) ” % >

e

Figura 4.4: Esquema Implementacién Fisica.
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Conclusiones

El desarrollo de esta memoria permitié abordar de manera integral el problema de mode-
lar; estimar y controlar la temperatura en una mesa térmica de cobre, combinando modelado
numérico mediante Elementos Finitos, sensado avanzado con fibras épticas FBG y estrategias
modernas de control 6ptimo. A continuaciéon se presentan los principales logros y aprendizajes
alcanzados:

= Modelado mediante FEM: Se formulé y resolvié el modelo bidimensional de con-
duccion térmica en régimen transitorio utilizando el Método de los Elementos Finitos
(FEM). El anélisis de la malla, las condiciones de borde y el refinamiento espacial per-
mitié representar con fidelidad la evolucién del campo térmico de la mesa, equilibrando

precisién y costo computacional.

= Identificaciéon de parametros térmicos: La comparacion entre simulaciones y me-
diciones reales obtenidas mediante sensores FBG permiti6é ajustar experimentalmente
parametros criticos como la conductividad térmica, el calor especifico y el coeficiente
de conveccion. Este proceso garantizé que el modelo numérico reprodujera de forma

coherente el comportamiento térmico observado en el laboratorio.

= Reducciéon de orden y observador: Se aplic6 el método de balanced truncation
para obtener un modelo reducido que conserva la dindmica dominante del sistema
FEM. Sobre este modelo se disen6 un observador de Luenberger, cuya ganancia L fue
determinada mediante colocacién de polos, logrando una estimacion rapida, estable y

precisa de los estados no medidos.

= Control de temperatura mediante LQI: Se implement6 un controlador LQI discre-
to que permitié regular la temperatura en el punto de referencia (FBG4), eliminando
el error estacionario y manteniendo el esfuerzo de control dentro de los limites fisicos

del actuador PTC. Los pesos de la funcién de costo se seleccionaron de forma empi-
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rica, equilibrando la rapidez de respuesta y la estabilidad térmica del sistema, lo que

permitié un desempefio robusto y eficiente.

= Validacion computacional y propuesta experimental: La implementacion en
MATLAB integro las etapas de modelado, observacién y control en una herramienta
unificada. Se propuso ademés una validacién experimental futura mediante comunica-
cién con una plataforma Arduino, con el objetivo de aplicar el control en tiempo real y

comparar su desempeno con el modelo simulado.

= Colaboracion interdisciplinaria: El trabajo se desarrollé en conjunto con la memo-
ria de Pablo Arce, centrada en la caracterizacion y calibracion de los sensores FBG,
permitiendo una validacion cruzada entre las mediciones experimentales y los resultados

numéricos.

Este trabajo permitié construir un sistema térmico inteligente capaz de estimar y controlar
su propia temperatura de manera estable y eficiente. Mas alla de los resultados técnicos, este
proyecto representé un proceso de aprendizaje profundo sobre la interaccion entre el modelado
fisico, la experimentaciéon y el control. El camino recorrido evidencio que la ingenieria no se
limita a encontrar soluciones numéricas, sino a comprender los fenémenos, validar las hipotesis
y transformar la teoria en resultados tangibles. A lo largo del desarrollo del proyecto surgieron
diversos desafios técnicos y conceptuales que exigieron analisis, adaptacién y creatividad para
ser resueltos. Afrontar cada uno de estos problemas permitié fortalecer las habilidades de
razonamiento, planificacién y resolucién, consolidando la confianza en la propia capacidad
para superar obstaculos y continuar avanzando hacia los objetivos propuestos. Esta memoria,
en consecuencia, no solo culmina un desarrollo técnico, sino también una etapa formativa
que refuerza la conviccion de que la investigacién aplicada es una herramienta poderosa para

innovar, aprender y construir conocimiento significativo.
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