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RESUMEN

La optimizacion ha sido una parte fundamental de la humanidad desde sus origenes, ya
sea para administrar recursos o resolver problemas cotidianos. En esta tesis se abordan
algunos problemas de optimizacion lineal y el impacto que tiene la decision de diseno de
elegir una logica o dominio al momento de construir un modelo matematico. En parti-
cular, se modelan los problemas N-queens, Travelling Salesman Problem (TSP), Nurse
Scheduling Problem (NSP), Balanced Academic Curriculum Problem (BACP) y Un-
bounded Knapsack Problem (UKP) usando las logicas Closed linear formulas over Li-
near Integer Arithmetic (LIA), Closed linear formulas in Linear Real Arithmetic (LRA),
Closed Quantifier-Free formulas over the theory of fized-size BitVectors (QF_BV) y Clo-
sed Quantifier-Free formulas over the theory of Integer Arrays (QF_ALIA) definidas en
la SMT-LIB, y luego se resuelven usando el solver para Optimization Modulo Theories
(OMT) de Z3 con el objetivo de analizar y comparar cualitativa y cuantitativamente
distintos enfoques matematicos para conocer los beneficios y desventajas que presentan
al momento de resolver problemas de OMT segin el tipo de problema.

En particular se busca:

= Modelar y resolver usando OMT al menos 3 problemas de satisfaccion de res-
tricciones usando al menos 3 logicas distintas de Satisfiability Modulo Theories
(SMT).

» Estudiar la opciéon de combinar distintas logicas en un mismo problema para
construir nuevos casos de estudio.

= Evaluar y comparar el rendimiento de los problemas resueltos.

Dentro de lo logrado con esta propuesta se presenta evidencia empirica sobre diferencias
en el desempeno al resolver Constraint Satisfaction Problems (CSP) y Constraint Sa-
tisfaction and Optimization Problems (CSOP) usando modelos basados en las logicas
mencionadas, sin embargo, la falta de patrones claros para determinar que légica usar
dependiendo del problema hace que este se vuelva un problema de ajustar parametros
para ver que logica entrega mayores beneficios para el problema que se quiera resolver.
También se presentan reglas para traducir problemas modelados con logica LIA a LRA,
QF_BV y QF_ALTIA, lo que permite probar rapidamente cambios de dominio en modelos
ya existentes para determinados CSP/CSOP.

Palabras Clave—Satisfiability Modulo Theories, Optimization Modulo Theories, Pro-
blemas de satisfaccion de restricciones, Z3



ABSTRACT

Optimization has been a fundamental part of humanity since its origins, whether to
manage resources or solve everyday problems. This thesis addresses some linear opti-
mization problems and the impact of the design decision to choose a logic or domain
when building a mathematical model. In particular, the problems N-queens, Travelling
Salesman Problem (TSP), Nurse Scheduling Problem (NSP), Balanced Academic Cu-
rriculum Problem (BACP) and Unbounded Knapsack Problem (UKP) using the logics
Closed linear formulas over Linear Integer Arithmetic (LIA), Closed linear formulas
in Linear Real Arithmetic (LRA), Closed Quantifier-Free formulas over the theory of
fized-size BitVectors (QF_BV) and Closed Quantifier-Free formulas over the theory of
Integer Arrays (QF_ALIA) defined in the SMT-LIB, and then solved using the solver for
Optimization Modulo Theories (OMT) of Z3 to analyze and compare qualitatively and
quantitatively different mathematical approaches to know the benefits and disadvanta-
ges they present when solving OMT problems according to the type of problem.

In particular, we are looking for:

= Model and solve using OMT at least 3 constraint satisfaction problems using at
least 3 different logics from Satisfiability Modulo Theories (SMT).

= Analyze the option of mixing different SMT logics in the same problem to build
new case studies.

» Evaluate and compare the performance of the solved problems.

Within what was achieved with this proposal, empirical evidence is presented on diffe-
rences in performance when solving Constraint Satisfaction Problems (CSP) and Cons-
traint Satisfaction and Optimization Problems (CSOP) using models based on the logic
mentioned above, however, the lack of clear patterns to determine which logic to use
depending on the problem makes this become a problem of adjusting parameters to see
which logic provides greater benefits for the problem to be solved. Rules for transla-
ting problems modeled with LIA logic to LRA, QF_BV, and QF_ALTIA are also presented,
allowing you to quickly test domain changes in existing models for certain CSP/CSOP.

Keywords—Satisfiability Modulo Theories, Optimization Modulo Theories, Cons-
traint Satisfaction Problems, 73



Glosario

AX: ArraysFux.

BACP: Balanced Academic Curriculum Problem.
BV: FizedSizeBit Vectors.

CP: Constraint Programming.

CSP: Constraint Satisfaction Problem.

CSOP: Constraint Satisfaction and Optimization Problem.
LIA: Linear Integer Arithmetic.

LRA: Linear Real Arithmetic.

NSP: Nurse Scheduling Problem.

OMT: Optimization Modulo Theories.

SMT: Satisfiability Modulo Theories.

TSP: Travelling Salesman Problem.

UKP: Unbounded Knapsack Problem.

73: SMT solver de Microsoft.
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CAPITULO 1

Introduccién

Optimization Modulo Theories (OMT) es un framework [I] cuya funcion es la de ex-
tender Satisfiability Modulo Theories (SMT) y con ello lograr resolver Constraint Sa-
tisfaction and Optimization Problems (CSOP) modelados a partir de distintas teorias,
vale decir, l6gicas de primer-orden y sus combinaciones SMT.

Algunas de las aplicaciones de SMT méas importantes incluyen la construcciéon de Inter-
active Theorem Prover, los cuales buscan verificar la correctitud de una demostraciéon
matematica mediante un ciclo de interacciéon humano-maquina, siendo HOL/ [2], uno
de los theorem prover més destacados hoy en dia.

Otro impacto relevante de SMT ocurre en los Constraint Satisfaction Problems (CSP),
area en la que trabajos como [3] 4] han demostrado algunos de los aportes que entrega
SMT a problemas de scheduling y planning, respectivamente.

OMT aparece como una extension que combina SMT con problemas de optimizacion,
siendo una herramienta que permite optimizar problemas de satisfaccion de restriccio-
nes con la flexibilidad que ofrece SMT' para ampliar los dominios hacia multiples logicas
producto de combinaciones entre las teorias base que dispone SMT para trabajar en
miltiples dominios, como por ejemplo: dominio de booleanos, de nimeros enteros, ni-
meros binarios, nimeros reales, entre otros.

Usar OMT o SMT resulta atractivo cuando hay problemas de satisfaccion de restric-
ciones que requieren un tipo de logica en especifico para ser resueltos, como es el caso
particular de algunas tareas de verificacion de hardware/software que se desarrollan en
entornos donde solo se pueden realizar operaciones entre bit-vectors [5].

Pero también hay casos en los que un determinado modelamiento de un problema
puede tener distinto desempeno dependiendo de cuél logica SMT' es usada al momento
de construir el modelo, es decir, resolver un problema particular usando solo logica de
bit-vectors podria presentar un mejor desempeno que resolver el mismo problema con
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logica de enteros [6], y esto abre la posibilidad de que se repitan escenarios en donde,
dependiendo del tipo de problema, modelos basados en determinadas logicas lleven a
cabo una mejor busqueda de la soluciéon 6ptima.

1.1. Objetivos

Esta propuesta busca comparar enfoques matematicos usando distintas logicas y teorfas
SMT al momento de modelar y resolver determinados problemas de satisfaccion de
restricciones y /o optimizacion utilizando OMT.

Los distintos enfoques o modelamientos mateméticos se utilizan para representar cada
restriccion de un problema en distintas logicas SMT

Y para ello se plantean los siguientes objetivos generales y especificos:

1.1.1. Objetivo General

» Analizar y comparar cualitativa y cuantitativamente distintos enfoques matemati-
cos para conocer los beneficios y las desventajas de estos segtn el tipo de problema
analizado y el desempeno del modelo al resolverlo usando OMT.

1.1.2. Objetivos Especificos

= Modelar y resolver usando OMT al menos 3 problemas de satisfaccion de restric-
ciones usando al menos 3 logicas distintas de Satisfiability Modulo Theories.

= Estudiar la opciéon de combinar distintas logicas en un mismo problema para
construir nuevos casos de estudio.

= Evaluar y comparar el rendimiento de los problemas resueltos.

1.2. Contribuciones

En cuanto a las contribuciones de esta tesis, se presenta evidencia empirica de que
modelar problemas CSP/CSOP usando distintas logicas SM T impacta directamente en
el desempeno de los modelos, especificamente en la calidad de las soluciones encontradas,
el tiempo de ejecucion que demora la buisqueda de soluciones y en la cantidad de recursos
consumidos a lo largo de la ejecucion. También se presenta una serie de reglas para
traducir modelos de programacion lineal entera a 3 logicas SMT': LRA, QF_BV y QF_ALTA,
lo que permite cambiar el dominio de modelos ya existentes sin perdida de generalidad.
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1.3. Estructura del informe
La estructura de este documento esta disenada de la siguiente manera:

» En el se explica en detalle el contexto bajo el que se desarrolla esta
tesis, incluyendo lo que se busca lograr y las contribuciones hechas.

» Enel se revisa el estado del arte y a partir de este se define el problema
a abordar en esta tesis.

» En el se abarca todo el procedimiento que hay por detras de la pro-
puesta de solucién, desde los problemas seleccionados y sus instancias hasta el
modelamiento de éstos usando distintas logicas SMT.

= En el [Capitulo 4] se explican las configuraciones usadas en el solver OMT y se
lleva a cabo todo el proceso de anélisis y validacion de las soluciones encontradas.

= Finalmente, en el |Capitulo 5| se presentan las conclusiones de esta tesis y se pro-
ponen trabajos futuros relevantes.

» Adicionalmente, en el [Anexdl se encuentran las traducciones de los modelos que
no se incluyen en el documento principal.



CAPITULO 2

Modelamiento, jun problema a
considerar?

En este capitulo se estudian diversas formas de modelamiento y c6mo, a modo de estado
del arte, han afectado a la resolucién de problemas de satisfaccion de restricciones y
optimizacién, para luego formalizar la problematica abordada en la presente memoria.

2.1. Programacion lineal

La programacion lineal (también conocida como optimizacion lineal) es un método o
técnica matematica que permite maximizar o minimizar una funcién lineal con una o
maés variables. A base de lo explicado en [7], ésta se caracteriza por modelar situaciones
de la realidad mediante combinaciones lineales de las variables de decision.

Al modelar una situaciéon o problema usando programacién lineal se deben considerar
los siguientes elementos claves:
= Funcion objetivo: Medida o métrica cuantitativa del funcionamiento del sistema

que se desea optimizar.

= Parametros: Valores constantes conocidos, son definidos por el contexto del
problema.

= Variables: Decisiones que se pueden tomar para afectar el valor de la funcion
objetivo.

= Dominios: Posibles valores de las variables y sub-indices.

» Restricciones: Relaciones (ecuaciones e inecuaciones) que las variables estéan
obligadas a cumplir.
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El dominio de las variables problema da lugar a casos especificos de programacion lineal.
Generalmente se definen en los ntimeros reales, pero si se acota el dominio inicamente a
los niimeros enteros se produce la variante conocida como Programacion Lineal Entera,
como se ve a continuacion.

2.1.1. Programacioén lineal entera

Una variacion de la programacion lineal es la programacion lineal entera, la cual requiere
que las variables del problema tengan su dominio en los niimeros enteros.

= Si todas las variables del problema son de tipo entero, entonces este pertenece a
problemas de Programacion Lineal Entera pura.

= Si solo algunas de las variables del problema son de tipo entero, entonces este
pertenece a problemas de Programacion Lineal Entera Mixta.

= Si las variables del problema son binarias (dominio {0, 1}), entonces éste pertenece
a problemas de Programacion Lineal Binaria.

A modo de ejemplo, consideremos el problema 054 de la CSPLib: N-Queens [8]:

W

W

Figura 2.1: Tablero mostrando una de las posibles soluciones al problema N-Queens cuando
N = 4. Fuente: https://developers.google.com /optimization /cp/queens.

La pregunta que busca resolver este problema es: ;Pueden N reinas del mismo color
ser posicionadas en un tablero de ajedrez de tamano N x N, tal que ninguna de las
reinas pueda atacar o ser atacada por las otras?” Notar que una reina sera atacada si
hay otra reina en la misma fila, columna o diagonal.

Este problema puede ser modelado siguiendo el ejemplo presentado en [9] usando pro-
gramacion lineal entera:


https://developers.google.com/optimization/cp/queens
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= Funcién objetivo:

Minimizar el numero de reinas atacadas.

s Parametros:

N : Nuamero de reinas y numero de filas y columnas del tablero, N € Z*

= Variables:
X {1 Si hay una reina en la posicion (i, j),
‘ 0 en caso contrario, Vi, j € {1,..., N}
¢ : indice de las filas

j : indice de las columnas
= Restricciones:

1. Debe haber N reinas en el tablero:

N N
2.0 Xig=N

i=1 j=1

2. Debe haber a lo méas una reina por columna:

N
Y Xy <1Vie{l,..,N}

J=1

3. Debe haber a lo més una reina por fila:
N
Y Xy <1Vje{l,.., N}
i=1

4. Debe haber a lo més una reina por diagonal positiva:

N N
YD Xy<lii—j=kVke{2—n,..n—2}

i=1 j=1

5. Debe haber a lo mas una reina por diagonal negativa:

N N
DY Xy <liitj=kVke{3 .. 2n-1}

i=1 j=1

Este tipo de CSP puede tener o no una funcién objetivo (se convierte en CSOP en
caso de tenerla). En el ejemplo anterior se tiene que la funciéon objetivo esta implicita
dentro de las restricciones, especificamente, en la cantidad de reinas por fila, columna y
diagonales, razon por la que se omitié la combinacion lineal explicita para representar
la cantidad de reinas atacadas.
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2.2. SAT

Los problemas de satisfaccion booleana (o SAT, del inglés Satisfiability) buscan deter-
minar si es que existe una asignacion de valores para un conjunto de variable booleanas,
tal que un conjunto de féormulas proposicionales l6gicas asociada al problema pueda ser
reducida a una tautologia (proposicion verdadera o True en inglés) y se considera el
motor base para abordar problemas de satisfaccion de restricciones. Se ha demostrado
que estos problemas tienen un nivel de complejidad NP-completo [10].

Este tipo de problemas se encuentra presente en distintas areas de estudios, como por
ejemplo en model checking, Al planning, testing de circuitos, modelamiento de software,
y cualquier otra que pueda ser formulada como una instancia de SAT |11, 12} [13].

La notacion para este tipo de problemas es la siguiente:

1. Atomo: formula booleana.

2. Si una variable F es una féormula booleana, entonces —F es una férmula booleana
y es el complemento de F.

= Cuando F representa a un atomo z, entonces —JF representa a T.

» Las variables de una férmula booleana F son representadas como var(F).
3. Si F y G son formulas booleanas, entonces (F V G) es una féormula booleana.
4. Si F y G son formulas booleanas, entonces (F A G) es una férmula booleana.
De lo anterior también se puede extraer otras definiciones a partir de conectores 16-

gicos, como por ejemplo, = y/o < para representar implicacion logica y relacion bi-
condicional de equivalencia, respectivamente.

Usando SAT es posible modelar el problema de las N reinas visto en la Seccion 2.1.1]
utilizando proposiciones logicas [14]:

s Parametros:

N : Numero de reinas y ntumero de filas y columnas del tablero, N € Z*

» Variables:

X True si hay una reina en la casilla (i, j),
Y] False en caso contrario, Vi, j € {1,..., N}

1 : indice de las filas

j : indice de las columnas

» Restricciones:
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1. Debe haber N reinas en el tablero:
T VapV..Vry= TrueVie{l,... N}
2. No puede haber mas de una reina por columna:
2 (1 A o)) V (15 A3j) V..o V (21 A anj)V
(w2 N x35) V... V (225 N Znj)V
V(o A JJNj)) = True,¥j € {1,...,N}

3. No puede haber mas de una reina por fila:
- ((l’zl A xiQ) V ('ril A ing) V..V (Iil A «er)\/

(ZL’iQ A .I'ig) V..V (.CEiQ N xiN>\/
oV (@yv—y Awin)) = True, Vi € {1,...,N}

4. No puede haber mas de una reina por diagonal:

- (('IOO A IH) V (1’00 VAN ZEQQ)...(.Z’OO VAN LL’NN)V
(.CL'H N l'zg) V..V (£C11 N iIZ'NN)\/

(zvony -1 A xNN)) = True

e La restriccion anterior corresponde a una de las diagonales centrales.
Para tener un modelo completo habria que agregar restricciones similares
para todas las diagonales restantes.

De manera similar es posible modelar otros CSP/CSOP como problemas SAT para
luego resolverlos por medio de solvers especializados en operaciones booleanas, por
ejemplo, Z3 [15].

2.3. SMT

Satisfiability Modulo Theories (SMT) [16] es un framework que busca resolver el proble-
ma de verificar la satisfacibilidad de una férmula l6gica de primer orden con respecto a
la union de una o més logicas. SMT combina problemas de satisfaccion booleana (SAT)
con los distintos dominios dentro del problema de decision general abordado, lo que im-
plica una alta complejidad computacional y de modelamiento para poder combinar los
distintos algoritmos especializados para cada tarea del problema [17].

SMT separa los dominios a nivel general en un conjunto de teorias, de tal manera que
el dominio para representar los ntimeros enteros quede separado del dominio de los
nimeros reales y de los niimeros binarios, entre otros. Luego, a partir de estas teorias
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surgen las denominadas [dgicas SMT, las cuales se componen por la combinaciéon entre
una o mas teorias SMT, en base a lo descrito en la version estandar de la SMT-LIB
2.6 [18]. A diferencia de SAT que solo utiliza algebra booleana para determinar si un
problema es sat o unsat, SMT introduce la combinacién entre algebra booleana y otras
teorias de primer orden para resolver el mismo problema, permitiendo mayor expresion
y flexibilidad en el modelamiento matematico de problemas.

Si definimos una féormula loégica como ¢, el problema que define a SMT es el de validar si
© es sat o unsat en el contexto definido por una teoria 7 que restringe la interpretacion
de los simbolos usados en ¢, es decir, SMT valida si existe un modelo de 7 con el que
¢ sea sat (o retorne verdadero).

Las teorfas que componen la SMT-LIB 2.6 son las siguientes:

s ArraysEx: Arreglos funcionales con extensionalidad.
» FizedSizeBit Vectors: Vectores de bits de tamano arbitrario.

» Boolean o SAT (core): Teoria central de SMT, define los operadores booleanos
basicos.

s FloatingPoint: Nimeros punto flotante.
= Ints: Nuimeros enteros.
= Reals: Numeros reales.
s Reals Ints Ntmeros reales y enteros.
= Strings: Cadenas de caracteres unicode y expresiones regulares.
A partir de las teorias anteriores es posible componer las ldgicas SMT mediante la

combinaciéon de una o mas teorias. En este documento nos centramos en las siguientes
4 logicas de las mostradas en la Figura

» Linear Integer Arithmetic (LIA):

LIA surge como una extension de la teoria de nimeros enteros (Ints) y de la teoria
de booleanos (Core). Permite representar combinaciones booleanas de inecuacio-
nes entre polinomios lineales sobre variables con dominio en los niimeros enteros.

» Linear Real Arithmetic (LRA)

LRA surge como una extension de la teoria de nimeros reales (Reals) y de la teoria
de booleanos (Core). Permite representar combinaciones booleanas de inecuacio-
nes entre polinomios lineales sobre variables con dominio en los ntimeros reales.
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Figura 2.2: Diagrama con las logicas SMT y la relacion entre ellas.
Fuente: https://smtlib.cs.uiowa.edu/logics.shtml.

» Quantifier-Free formulas over fized-size BitVectors (QF_BV)

QF_BV surge como una extension de la teoria de BitVectors y de la teoria de
booleanos (Core). Permite representar combinaciones booleanas de inecuaciones
entre polinomios lineales sobre variables con dominio en los niimeros binarios con
una cantidad determinada de bits. Algunos solvers de SMT, como Z3, distinguen
a los unsigned bit-vectors de los signed bit-vectors usando operadores exclusivos
para cada tipo al momento de declarar una inecuaciéon. En esta logica el nimero de
bits que posee una variable es fijo (fized-size) y se define al momento de declararla,
por lo que en caso de querer realizar operaciones entre miltiples variables hay que
tener en consideracion la cantidad de bits de cada una y la cantidad de bits que
se necesitaran para almacenar el resultado de la operaciéon para asi evitar perder
informacion en caso de definir una cantidad de bits menor a la necesaria, o para
evitar ocupar recursos innecesariamente en caso de definir una cantidad de bits
mayor a la necesaria.

» Quantifier-Free formulas over Arrays with Extensionability (QF_AX)

QF_AX es, inicialmente, una extension libre de cuantificadores de la teoria de arre-
glos (ArraysEzx), pero para poder representar indices, valores e inecuaciones es
necesario extender al menos una teoria adicional que permita proporcionar un
dominio a las variables del problema. Si extendemos la teoria de enteros usando
QF_AX obtendremos la logica QF_ALIA, la cual permite representar inecuaciones
entre polinomios lineales mediante uno o mas arreglos cuyos indices y valores
tienen dominio en los ntmeros enteros, o QF_AIRA si se decide extender la teo-
ria de nimeros reales usando indices enteros. Al igual que las l6gicas anteriores,
inherentemente extiende a la teoria de booleanos, por lo que se puede representar
combinaciones booleanas entre las inecuaciones usando los valores del arreglo.
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SMT define internamente el siguiente ciclo de busqueda para determinar si un modelo
es sat o unsat |19, 20]:

1. Se define el modelo original, P, con una o mas légicas de primer orden.

2. SMT transforma el modelo entregado en una serie de predicados y operadores
booleanos para construir un nuevo modelo simplificado de tipo SAT, Ps, y revisa
las condiciones para que éste sea sat, es decir, Ps — True. Si se determina que
el modelo Ps es unsat, entonces se concluye que el modelo original P también es
unsat y el ciclo termina.

3. Luego construye un nuevo modelo, P, con las logicas del modelo original, P,
usando los predicados resultantes en Pgs, pero planteando como hipotesis que este
nuevo modelo es unsat, es decir, P — False.

4. Luego construye un nuevo modelo SAT a partir de =P, — True denominado Ls
y plantea como hipotesis que Ps A Ls — True.

5. Si la hipotesis Ps A Ls — True es unsat, entonces se concluye por prueba por
contradiccion que el problema original P también es unsat. En caso contrario, se
vuelve al paso 2 y el ciclo contintia su ejecuciéon hasta concluir que el modelo es
unsato hasta alcanzar convergencia, la cual estd asegurada dado que la cantidad
de atomos presentes en la férmula es finita, y por consecuencia, el nimero de
modelos intermedios también lo es [19].

2.3.1. Aplicaciones

» Problemas de satisfaccion de restricciones (y optimizacion):

El uso de SMT como alternativa a SAT para modelar problemas de optimizacion
combinatoria es cada vez mayor gracias a la flexibilidad que ofrece poder modelar
usando teorias que se apeguen al contexto de un determinado problema en vez de
tener que modelar directamente sobre algebra lineal de booleanos, razén por la
cual aplicaciones de SMT y mejoras para los solvers que lo emplean se encuentran
en constante auge [T, 211, 22] 23], 24].

» Hardware/Software checking:

Haciendo uso de férmulas logicas se puede describir estados de un programa o
dispositivo y transformaciones entre estos estados, proceso que resulta clave en
herramientas que analizan, verifican o realizan pruebas sobre programas o dispo-
sitivos fisicos 19, 25] 26] 27, 28].

» Automated Theorem Provers:

Otro uso relevante de SMT se ve en la implementacién de algoritmos para validar
si es que una expresion matematica o logica es formalmente vélida o sat, como es
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el caso de Z3, el cual puede manejar multiples teorias y logicas SMT para llevar
a cabo estas validaciones [15], 29, 30, B} 32].

2.4. Optimization Modulo Theories (OMT)

Como se ha visto hasta ahora, SMT se especializa en verificar la satisfacibilidad de for-
mulas y modelos matematicos, por lo que es una opcién sélida para abordar problemas
de satisfaccion de restricciones.

OMT [I] nace con la finalidad de extender el framework de SMT y agregarle una herra-
mienta que le permita también encontrar un valor 6ptimo acorde a una funcién objetivo.
Esta primera implementacion de OMT se enfoca en LIA, por lo que se consideraron dos
maneras para lograrlo:

= La primera consiste en utilizar el mejor solver comercial disponible en esa fecha
(CPLEX) y usarlo como optimizador de programacion lineal entera externo.

= La segunda consiste en la integracion de una técnica similar a la implementada
en el T-solver |33] y modificar el framework para determinar satisfacibilidad de
SMT para que incluya un algoritmo de biisqueda de 6ptimo lineal. Se considera
T-solver dado que desde el 2006 hasta el 2011 (fecha de publicacion de OMT') ha
sido el solver utilizado por todos los ganadores en la categoria LIA/LRA de la SMT-
COMP [34], evento en el que se compite por resolver problemas de satisfaccion
de restricciones (y optimizacion) usando SMT.

Hoy en dia, herramientas basadas en OMT permiten optimizar problemas modelados
a partir de casi cualquier combinacion de teorias presentes en la SMT-LIB |35, 136, [37],

siendo z3 [15, B8], OptiMathSAT [39] y CVC5 [40] algunos de los solvers SMT/OMT
modernos maés relevantes en el area.

En este documento se utiliza Z3 [15], el solver SMT de Microsoft para resolver los
problemas modelados en el Capitulo[3l Inicialmente, Z3 se enfocaba solo en SMT como
un Theorem Prover, pero con el tiempo incorporé el solver OMT vZ [38|, integrando
con ello la coleccion de solvers MaxSAT para abordar restricciones blandas, y moédulos
OptSMT para optimizar en base a funciones objetivo con aritmética lineal [41].

2.5. Definicion y formalizacion del problema

La resolucion de Problemas de satisfaccion de restricciones y/o optimizacion (CSP/C-
SOP) usando SMT se vuelve cada més frecuente en distintas areas de la ingenieria, lo
que ha impulsado multiples estudios para mejorar el desempeno de los solvers y de las
estrategias de busqueda que hay por debajo de estos [42, 43| [44], 45], 46, [47, 48], 39, 49
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50, [51]. Sin embargo, son pocos los estudios que han abordado la comparacion entre los
codificaciones (encodings) o logicas que dispone la SMT-LIB para modelar este tipo de
problemas.

Generalmente se usa la logica que mas se apegue al contexto de un problema o que
cumpla con una lista de requisitos técnicos como es el caso de algunos sistemas embedded
[5], por lo que no se ha dado la oportunidad de estudiar a fondo las diferencias de
desempeno que puede producir el uso de una determinada logica SMT por sobre otra.

Fwan et al. [6] menciond este fenémeno, mostrando que hay CSOP para los que se
producen distintas soluciones al usar distintas logicas SMT como base del modelamiento
matematico, obteniendo como resultado que al abordar el mismo problema usando
logica de bit-vectors es posible obtener mejores soluciones en comparacion a modelos
basados en otras logicas SMT. También se tiene el estudio de Miquel et al. [21], en
donde sugiere que a medida que aumenta la cantidad de componentes booleanas dentro
un determinado problema, mejora el desempeno general de SMT' al acercarlo méas a un
modelo de tipo SAT puro, reduciendo la cantidad de tareas internas que debe resolver
el solver para modelos SMT.

La falta de estudios particularmente enfocados en la comparacién de [dgicas como pa-
rametros del solver mas que como una decisiéon de diseno abre la posibilidad a que
existan diferencias estadisticamente significativas y cuantificables en la resoluciéon de
problemas, en donde podrian existir patrones que asocien un determinado tipo de pro-
blema (scheduling, planning, set covering, set partitioning, set packing, entre otros), o
incluso un determinado tipo de restriccion, a una loégica SMT que permita optimizar la
busqueda de soluciones, siendo esto finalmente lo que motiva el estudio llevado a cabo
en este documento.

De manera formal, el problema que se busca abordar es el siguiente:

Sea £ como un conjunto de logicas SMT, tal que (I,m € L), y © como un conjun-
to de CSP/CSOP, tal que (0 € ©), queremos ver si se cumple que model(l,0) >
model(m, 0),l # m,V0 € .

Si la formalizacion anterior se cumple significaria que efectivamente el tipo de logica
SMT elegida impacta directamente en la resoluciéon de problemas, lo que afectaria
directamente al modelamiento de todos los CSP/CSOP que se basen en lo definido por
la SMT-LIB.



CAPITULO 3

Propuesta de solucion

Para abordar el problema de decidir que combinacién de teorias o que logica utilizar
para modelar un determinado CSOP se propone resolver un conjunto de instancias para
problemas conocidos de satisfaccion de restricciones mediante miltiples modelamientos
matematicos, tal que cada modelo se construya utilizando una légica SMT, lo que
permite obtener una comparacion directa en el comportamiento del solver utilizado
frente a cada una de las logicas SMT elegidas al abordar problemas con distintas areas
de especialidad, como por ejemplo Scheduling o Planning.

Para ello, primero se define un conjunto de problemas de satisfacciéon de restricciones y
optimizacién, luego se define un conjunto de instancias con distinta complejidad para
cada problema, seguido por el modelamiento matematico de cada problema utilizando
la logica SMT LIA, es decir, todos los dominios de los problemas estaran acotados por
un conjunto de ntimeros enteros. Después de modelar los problemas usando LIA se define
un procedimiento para transformar cada modelo en uno nuevo, pero usando las otras
tres logicas descritas en la Seccion 2.3l Por ultimo, se resuelven todos los problemas
de optimizacion usando OMT por medio del solver Z3 para obtener los resultados
registrados en el Capitulo [l

3.1. Problemas a analizar

Los problemas de decision considerados para llevar a cabo la comparacion descrita son
los siguientes:

= N-queens

N-queens es el problema 054 de la CSPLib [§] y tiene un nivel de complejidad
NP-completo [52]. Consiste en posicionar N reinas del mismo color en un tablero
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de ajedrez de tamano N x N de tal manera que ninguna reina pueda atacar o ser
atacada por otra reina.

» Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

BACP es el problema 030 de la CSPLib [53] y también tiene un nivel de comple-
jidad NP-completo [54], dado que la funcién objetivo es polinomialmente compu-
table (NP) y dado que es posible reducir una instancia del problema 3-partition
al problema de decision planteado en BACP (completitud) [55].

BACP consiste en distribuir cursos en periodos académicos satisfaciendo pre-
requisitos entre cursos y balanceando los créditos de los cursos entre cada periodo,
de manera que se pueda evitar terminar con periodos con muchos o muy pocos
créditos en comparacion al resto.

» Nurse Scheduling Problem (NSP)

NSP es un problema que se ha estudiado desde antes de 1969 [56] y consiste en
asignar nurses a turnos de trabajo por dia, tal que la calidad de la asignacion
sea la mayor posible mientras se cumple con las restricciones duras y blandas del
problema.

Dada la similitud de NSP con Machine Scheduling, se asume o espera que NSP
tenga un nivel de complejidad NP-hard [57].

» Travelling Salesman Problem (TSP)

TSP es un problema que se define de la siguiente manera [58|: dada una lista de
N ciudades y las distancias entre cualquier combinacion de 2 ciudades, se debe
calcular una ruta que pase por cada ciudad una sola vez salvo por la ciudad de
origen, la cual debe ser visitada al inicio y al final de la ruta. La funcién objetivo
de este problema implica minimizar la distancia total recorrida.

TSP tiene una complejidad NP-completo cuando es abordado como un proble-
ma de decisién dado que se puede obtener como una reducciéon del Hamiltonian
Cycle Problem [59], pero cuando se aborda como un problema de optimizacion
la complejidad sube a NP-hard dado que no es posible concluir que el ciclo Ha-
miltoniano encontrado es el mas corto en tiempo polinomial, razén por la que se
vuelve necesario enumerar todas las soluciones posibles y en base a ello decidir
cudl es el ciclo més corto.

» Unbounded Knapsack Problem (UKP)

UKP es una variacion del problema 133, Knapsack Problem, propuesto en la
CSPLib [60]. El problema original se define de la siguiente manera: dada una
mochila con capacidad C'y una lista de N objetos con pesos W, y utilidad V,, se
debe buscar una combinaciéon de objetos, sin repeticion, que maximice la utilidad
total sin superar la capacidad de la mochila.

Aligual que el Knapsack Problem, se considera a UKP como uno de los problemas
NP-completos mas simples dado que solo tienen una restriccion, a diferencia de
otros problemas conocidos [61].
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3.1.1. Instancias

Las instancias utilizadas fueron elegidas de manera que cada problema cuente con ins-
tancias de distinta complejidad para poder comparar el comportamiento de los solvers
especializados en cada logica a medida que va aumentando la complejidad del modelo
matematico.

= N-queens

Para este problema, cada instancia se define con el tamano del tablero y la canti-
dad de reinas a posicionar en base al valor de N. Si N = 4 significa que el tablero
seré de tamano 4 x 4 y se deberan posicionar 4 reinas.

En base a lo anterior, se determiné el siguiente conjunto de niimeros para N:

N ={4,8,12,16, 20, 50, 100, 120, 140, 160, 180, 200}
Formando en total 12 instancias tnicas para este problema.

» Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

Para este problema se eligieron las tres instancias publicadas en la pagina de
la CSPLib [62]. Las instancias se construyen a partir de la malla curricular de
tres carreras de informatica de la Universidad Técnica Federico Santa Maria y
contienen la siguiente informacion:

e Curriculum académico (lista de strings):
Conjunto de cursos o asignaturas pertenecientes al curriculum de la carrera
y la relacién de precedencia entre entre éstos.

e Numero de periodos (niimero entero):
La cantidad de periodos maxima en la que se deberan asignar todos los
Cursos.

e Carga académica (lista de niimeros enteros):
Cada curso tiene asignado una cantidad de créditos acorde al esfuerzo aca-
démico que requiere para completarlo exitosamente.

e Pre-requisitos (lista de pares de strings):
Conjunto con los pares (curso, pre-requisito) para definir el orden de prece-
dencia entre cursos. Un curso puede ser pre-requisito de cero o mas cursos,
y un curso puede tener cero o mas cursos como pre-requisitos.

e Carga académica minima (nimero entero):
Cantidad minima de créditos que se deben asignar a un estudiante por pe-
riodo académico para que sea considerado estudiante de tiempo completo.

e Carga académica maxima (nimero entero):

Cantidad méaxima de créditos que se deben asignar a un estudiante por pe-
riodo académico para evitar sobrecarga.
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e Cantidad minima de cursos (ntmero entero):

Cantidad minima de cursos que se deben asignar a un estudiante por periodo
académico para que sea considerado estudiante de tiempo completo.

e Cantidad maxima de cursos (ntmero entero):

Cantidad méxima de cursos que se deben asignar a un estudiante por periodo
académico para evitar sobrecarga.

Las 3 instancias elegidas se diferencian por la cantidad de periodos (8, 10 y 12,
respectivamente) y por los cursos (y sus relaciones) de cada curriculum.

» Nurse Scheduling Problem (NSP)

Para este problema se eligieron 6 de las instancias publicadas en la NSP-LIB [63].
Las instancias se generan a partir da la combinatoria producto de asignarle valores
duros a las restricciones blandas de preferencia y cobertura, lo que le permite a
la NSP-LIB contar con 4 conjuntos de 7290 instancias para las instancias de tipo
diversas y 2 conjuntos de 960 instancias para las instancias de tipo realistas.

Cada instancia generada contiene la siguiente informacion:

e Tamano del problema:

Definido por la cantidad N de nurses, la cantidad D de dias y la cantidad S
de turnos por dia. Estos 3 valores se representan como niimeros enteros.

e Matriz de cobertura:

Matriz de nimeros enteros con D filas y S columnas. Los valores de esta
matriz indican la cantidad de nurses que se necesitan para un determina-
do turno (representado por el nimero de la columna seleccionada) en un
determinado dia (representado por el nimero de la fila seleccionada).

e Matriz de preferencias:

Matriz de niimeros enteros con N filas y D x S columnas. Los valores de esta
matriz indican la preferencia que tiene un determinado nurse (representado
por el nimero de la fila seleccionada) para trabajar en cada turno de cada
dia.

Ademas, la NSP-LIB propone 16 casos especificos de estudio con los que se pro-
duce informacion adicional para el modelamiento de restricciones:

e Cantidad minima de dias asignados a cada nurse:
Cantidad minima de dias que se deben asignar a un nurse por jornada de
7 o0 28 dias (dependiendo del tipo de instancia) para que cumpla con los
requisitos de contrato.

e Cantidad maxima de dias asignados a cada nurse:

Cantidad maxima de dias que se deben asignar a un nurse por jornada de
7 o 28 dias (dependiendo del tipo de instancia) para que cumpla con los
requisitos de contrato.
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e Cantidad minima de dias consecutivos que se deben asignar a un
nurse:
Cada vez que se asigne un nurse a un determinado dia de trabajo, éste
deberé continuar trabajando los dias continuos hasta al menos completar la
cantidad minima de dias consecutivos.

e Cantidad maxima de dias consecutivos que se pueden asignar a un
nurse:
Cada vez que se asigne un nurse a un determinado dia de trabajo, éste
podra continuar trabajando los dias continuos mientras no supere la cantidad
méxima de dias consecutivos.

e Cantidad minima de dias consecutivos que se debe asignar el mismo
turno a un nurse:
Cada vez que se asigne un nurse a un determinado turno de trabajo, éste
debera continuar trabajando el mismo turno durante los dias continuos has-
ta al menos completar la cantidad minima de dias consecutivos por turno
indicada.

e Cantidad méaxima de dias consecutivos que se puede asignar el
mismo turno a un nurse:
Cada vez que se asigne un nurse a un determinado turno de trabajo, éste po-
dra continuar trabajando el mismo turno durante los dias continuos mientras
no supere la cantidad maxima de dias consecutivos por turno indicada.

e Cantidad minima de veces que se debe asignar un determinado
turno a cada nurse:
A cada nurse se le deberé asignar cada turno de trabajo una cantidad minima
de veces durante la jornada de 7 o 28 dias.

e Cantidad maxima de veces que se puede asignar un determinado
turno a cada nurse:
A cada nurse se le podréa asignar cada turno de trabajo una cantidad maxima
de veces durante la jornada de 7 o 28 dias.

Adicionalmente, la NSP-LIB considera que el dltimo turno de cada dia es de
descanso y por lo tanto no deberé tener ningtin nurse asignado.

El objetivo para estas instancias es satisfacer las restricciones descritas en la in-
formacion de las instancias y maximizar la preferencia asignando nurses a turnos
con mayor valor en la matriz de preferencias.

De las 6 instancias elegidas, 4 corresponden al conjunto de instancias diversas,
las que se caracterizan por tener 4 turnos por dia y una jornada de 7 dias. Estas
4 instancias se diferencian entre si por tener 25, 50, 75 y 100 nurses, respectiva-
mente. Las 2 instancias restantes pertenecen al conjunto de instancias realistas
y se caracterizan por tener 4 turnos por dia, pero con jornadas de 28 dias. Estas
2 instancias tienen 30 y 60 nurses, respectivamente.

Por completitud, los nombres de las instancias trabajadas son los siguientes:
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e Instancias diversas (gen 8):
25 1l.nsp, 50 1.nsp, 75 1l.nsp, 100 1.nsp

e Instancias realistas (gen 16):
30 l.nsp, 60 1.nsp

Para los tipos de instancias trabajadas se eligieron los casos especificos gen § y
gen 16 dado que incluyen mayor variedad de restricciones presentes en el segundo
grupo de informacién de las instancias.

» Travelling Salesman Problem (TSP)

Para este problema se eligieron 5 instancias [64] y 3 de éstas pertenecen a la
TSP-LIB [65].

La principal diferencia entre estas 5 instancias es la cantidad de ciudades que
componen la red de posibles rutas:

e Instancia “five”: 5 ciudades, largo minimo del tour: 19

e Instancia “p01”: 15 ciudades, largo minimo del tour: 291

e Instancia “gr17”: 17 ciudades, largo minimo del tour: 2085
e Instancia “fri26”: 26 ciudades, largo minimo del tour: 937

e Instancia “att48”: 48 ciudades, largo minimo del tour: 33523

Cada instancia se representa como una matriz de adyacencia, de tal manera que
cada casilla representa la distancia que hay entre la ciudad indicada por el nimero
de la fila y la ciudad indicada por el nimero de la columna.

Las instancias elegidas con simétricas, es decir, la distancia entre una ciudad x y
una ciudad y es la misma en ambas direcciones.

El objetivo para este problema es generar el tour o ruta que recorra todas las ciu-
dades, terminando en la ciudad inicial, que minimice la distancia total recorrida.

» Unbounded Knapsack Problem (UKP)

Para este problema se usé un generador de instancias artificiales [66] para generar
8 instancias tinicas en los que varia el nimero de objetos disponibles y la capacidad
de la mochila:

e Instancia “n10-0-c7370”: N = 10 objetos, capacidad C' = 7370

¢ Instancia “n20-1-c17050”: N = 20 objetos, capacidad C' = 17050
e Instancia “n30-0-c27795”: N = 30 objetos, capacidad C' = 27795
e Instancia “n40-3-c39588”: N = 40 objetos, capacidad C' = 39588
Instancia “n50-4-c41934”: N = 50 objetos, capacidad C = 41934
Instancia “n60-2-c57601”: N = 60 objetos, capacidad C' = 57601
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e Instancia “n70-3-c68135”: N = 70 objetos, capacidad C' = 68135
e Instancia “n80-0-c67603”: N = 80 objetos, capacidad C' = 67603

e El “-0-” en el nombre de la instancia significa que se uso la seed 731232778
al momento de generarla.

e El “1-” en el nombre de la instancia significa que se uso la seed 594914841
al momento de generarla.

e El “2-7 en el nombre de la instancia significa que se uso la seed 324673955
al momento de generarla.

e El “-3-7 en el nombre de la instancia significa que se uso la seed 300958364
al momento de generarla.

e El “4-" en el nombre de la instancia significa que se uso la seed 182130978
al momento de generarla.

Cada instancia contiene la siguiente informacion:

e Numero de objetos N y capacidad C' de la mochila
e Lista de ntimeros enteros con la utilidad v de cada objeto

e Lista de ntmeros enteros con el peso w de cada objeto

El objetivo de este problema es agregar 0 o mas veces cada objeto a la mochila de
manera que se maximice la utilidad de los objetos agregados sin que se sobrepase
la capacidad de la mochila.

3.2. Modelamiento inicial de problemas usando LIA

Como condiciéon para la comparacion de modelos, se considerd que los modelos de cada
problema usando cada una de las 4 logicas SMT descritas en la Seccion 2.3 deben ser
lo mas similares posibles en cuanto a cantidad y tipo de restricciones para asi poder
comparar todos los modelos en condiciones similares. Es por ello que se tomé la decision
de hacer un modelamiento inicial usando unicamente algebra lineal de enteros (LIA) y
luego traducir o transformar este modelo a las otras 3 logicas sin alterar las decisiones
de disenio tomadas en el modelo inicial.

3.2.1. N-queens

Una forma de modelar este problema es siguiendo el procedimiento visto en la Seccion
2171 sin embargo, es posible lograr una mejor representacion del problema (o al menos
una que requiere de un menor nimero de variables) usando el siguiente modelo:
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s Parametros:

N: Numero de reinas que se deben posicionar en un tablero de tamano N x N,
tal que N € Z*

» Variables:

X.: Namero de la fila en la columna ¢ donde se posiciona una reina, X, € Z,Vc €
{1,..,N}

= Funcién objetivo:

Que ninguna reina en el tablero pueda ser atacada, o en otras palabras, que se
cumplan todas las restricciones del problema

= Restricciones del problema:
1. El dominio de X, esta restringido entre 1 y N (cantidad de filas):
Xe > 1,
X< N,
Veed{l,...,N}
2. Debe haber a lo mas una reina por fila:
X, # X,
Ve, € {1,...,N — 1})
Vej € {¢c;+1,...,N})
3. Debe haber a lo mas una reina por diagonal
Xey # Xey + (¢ — &)

Xci 7& XCj + (Cj - Ci)
Ve; € {1, ey N — 1}
VC]' € {Ci + 1,,N}

3.2.2. Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

El modelamiento de este problema se construyé a partir del modelo de programacion
lineal entera presentado en Castro et al. [62]:
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= Parametros:
m : Namero de cursos, m € Z*
n : Namero de periodos académicos, n € Z™
a; : Namero de créditos del curso i, o; € ZT, Vi € ZT :i € {1,...,m}
S : Carga académica minima permitida por periodo, 3 € Z*
~ : Carga académica maxima permitida por periodo, v € Z*
0 : Cantidad de cursos minima por periodo, § € Z*

¢ : Cantidad de cursos maxima por periodo, € € Z*

» Variables:

1 si el curso ¢ es asignado al periodo 7,
Xij= XijezNie{l,..,m},Vje{l,..,n}
0 en caso contrario

c; : carga académica del periodo j, ¢; € Z,Vj € {1,...,n}
C : Mayor carga académica registrada a lo largo del curriculum, C' € Z

= Funcién objetivo:

Minimizar la carga académica a lo largo de los periodos, lo que se puede re-
presentar como: minimizar la mayor carga académica registrada a lo largo del
curriculum:

Minimizar C'
= Restricciones del problema:
1. El dominio de X ; esta restringido entre 0 y 1:
X, <1,

ij S
Xij 20,

Vie{l,..,n},Vje{l,..,n}
2. La mayor carga académica C' se define como:

C = Mazx{cy,...,cn}

Lo que se puede forzar usando la siguiente restriccion lineal en conjunto con

la funcion objetivo:
C>c,Vjed{l,...,n}

3. La carga académica para el periodo j se define como:

Cc; = ZO(Z‘ X X@J‘,Vj S {1, ,n}
1=1
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4. Cada curso ¢ debe ser asignados a un periodo j:
ZX’LJ = 1,VZ € {1, ,m}
j=1

5. Curso b tiene como pre-requisito al curso a, por lo tanto el curso b no se
puede asignar a un periodo anterior al asignado para el curso a:

j—1
X €Y Xop=1Yj €{2,..,n},Va € {1,....,m = 1},Vb € {a, ..., m}

r=1

6. La carga académica de cada periodo j debe ser mayor o igual a la carga
minima permitida:
Cj Z B)vj € {1’ 777,}

7. La carga académica de cada periodo j debe ser menor o igual a la carga
maxima permitida:
Cj S %v] € {17 7n}

8. El ntimero de cursos del periodo j debe ser mayor o igual a la cantidad
minima permitida:
ZXZ‘J' Z 5, VJ € {]_, 77’L}
i=1
9. El ntimero de cursos del periodo j debe ser menor o igual que la cantidad

maxima permitida:

ZXi’j S E,Vj S {1, ,TL}
i=1

3.2.3. Nurse Scheduling Problem (NSP)

El modelo para este problema se construy6 a partir de las restricciones mencionadas
en el paper de la NSP-LIB [63], incluyendo las restricciones para los casos especificos
mencionados en la Seccion BTk

= Parametros:
N : Namero de nurses, N € Z*
D : Numero de dias que definen la jornada de trabajo, D € Z*

S : Namero de turnos por dia (el ultimo no turno se considera como turno de
trabajo, es decir, si S = 4, el dia contara con S — 1 = 3 turnos laborales), S € Z*

Cas : Matriz de cobertura, indica la cantidad de nurses requerida para el dia d y
el turno s, Cy, € Z§,vd € {1,...,D},Vs € {1,..., S}



3.2 Modelamiento inicial de problemas usando LIA 24

P, 4s : Matriz de preferencias, indica la preferencia que tiene un nurse n para
trabajar el dia d en el turno s, P, 44 € Zg,¥n € {1,..., N},vd € {1,...,D},Vs €

{1,..., S}
min_wd: Cantidad minima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, min_wd € Z§

max_wd: Cantidad maxima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, mar _wd € Z7

min_cd : Cantidad minima de dias de trabajo consecutivos, min_cd € Z§
mazx_cd : Cantidad méxima de dfas de trabajo consecutivos, maz _cd € Zg

min_ cs, : Namero entero que indica la cantidad minima de dias consecutivos
que un nurse debera trabajar en el turno s, en caso de que se le sea asignado,
min_cs, € Zg,s € {1,...,S}

max__css : Numero entero que indica la cantidad maxima de dias consecutivos
que un nurse podra trabajar en el turno s, max_css € Zd,s € {1,..., S}

min_ss : Nimero entero que indica la cantidad minima de veces que se debe
asignar el turno s a cada nurse, min_s, € Z$,s € {1,..., S}

mazr S, : Numero entero que indica la cantidad méxima de veces que se puede
asignar el turno s a cada nurse, max_ss € Z¢,s € {1,...,S}

» Variables:

1 si el nurse n es asignado al dia d en el turno s,
Xnds = Xnds € Z,Nn e {1,...N},Vd e {l,...,D},Vs € {1, ..., S}
0 en caso contrario

= Funcién objetivo:

Maximizar H = 27]:7:1 25:1 Zle Xndas X Pnas (Happiness, determinado por los
turnos asignados a cada nurse y su preferencia sobre estos), Vn € {1,..., N},Vd €
{1,...,D},Vs €{1,..., 5}

= Restricciones del problema:

1. El dominio de X, 4, esta restringido entre 1 y 0:

Xn,d,s > 07

Xn,d,s S 17

Vne{l,.,N},vde{l,..,.D} Vs e {l,...S}

2. Cada nurse n debe tener asignado un turno s cada dia:

S
Y Xoas=1Yne{l,..,N}Vde{l,..,D}

s=1
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3. Cada turno laboral s en cada dia d debera tener al menos la cantidad Cy 4
de nurses indicada en la Matriz de cobertura:

N
> Xngs > CasVde{1,., D}, Vs € {1,....§ — 1}
n=1

4. A cada nurse se le debe asignar al menos min_wd y a lo mas maxr _wd dias
de trabajo (sin contar el turno libre):

W

-1

Xnas > min_wd,Vn € {1,...,N}

T
!

Xndas <mar_wd,¥Yn e {l,...N}

M= M
vy
[l

1

a
Il

1s

5. Cada nurse debe tener asignado un determinado turno s al menos min__ s
y a lo mas max_sg veces:

D
Y Xpas =min_s,¥n € {1,.,N},Vs € {1,..., S}
d=1
D
ZXTMCLS <mazr_ss,Vne{l,..,N}Vse{l,.. S}
d=1

6. Cada nurse debe trabajar al menos min_cd y a lo mas max__cd dias conse-
cutivos

min{i+k+1,D} §—1

Z ZX,] 1,s — 2XZXTLZ 1,s — 2X2an+k 18<k—2

j=max{i+1,2} s=1

Vn € {1,..., N},Vk € {min{2,min_cd},...,min_cd+1},Vi € {1,..., D+2—k}

min{D,j+max_cd+1} S—1

Z Z Xnds < max_cd,
d=j s=1

Vne{l,..,N}Vje{l,...D —max_cd}

7. Cada nurse debe repetir el mismo turno de trabajo s al menos min_css y a
lo méas max _csg veces, en caso de que el turno s le sea asignado

min{i+k+1,D}
Z X”’j_lvs —2x X”yi—LS —2X Xn,i-{—k—Ls <k-— 2,
j=maz{i+1,2}

Vned{l,..,N},Vs e {1,...,5 — 1},
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Vk € {min{2,min_css},....,min_css+ 1},Vi € {1,....,D +2 — k}

min{D,j+max_css+1}

§ Xn,d,s < maxr_ CSs,
d=j

Vne{l,.,N}Vse{l,...S—1},Vj e {l,...,D —max_cd}

3.2.4. Travelling Salesman Problem (TSP)

El modelo para este problema se construy6 a partir del modelo de programacion lineal

entera presentado en Miller et al. [67]:

» Parametros:

n : Namero de nodos, n € Z*

D, ; : Distancia entre el nodo i y el nodo j, D; ; € Zd,Vi € {1,...,n},Vj € {1, ...

» Variables:

1 si el nodo j es visitado desde del nodo i,
Xij = X;;€ZNie{l,..,n},Vje{l,...,n}
0 en caso contrario

,n}

u; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Z,¥i €

{1,...,n}
= Funcién objetivo:

Minimizar distancia total recorrida d = 37" | 377 | Xij x Dy ;
= Restricciones del problema:

1. El dominio de X ; esta restringido entre 1 y 0O:

X, >0,

ij =
Xi; <1,

Vie{l,..,n},Vje{l, .. n}

2. El dominio de u; esta restringido entre 1 y n:
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3. Cada nodo 7 debe ser un punto de partida una sola vez:
Y Xiy=1Vie{l, . n}
j=1

4. Cada nodo j debe ser punto de llegada una sola vez:
ZX@]' = 1,VJ € {1, ceny n}
i=1

5. Eliminacion de sub-tours:
w—uj+nx X, ; <n—1Vi,jeZ":2<i<n1<j<n
6. Eliminacion de tours con ciudades repetidas:
w #uj,Vi,j € {l,...,n}i#j
7. Un nodo no se puede visitar a si mismo (self-loop):

Xi,i = O,V'Z € {17 ,TL}

3.2.5. Unbounded Knapsack Problem (UKP)

El modelamiento de este problema considera una mochila unidimensional con capacidad
definida y objetos con peso positivo:

= Parametros:
n: Numero entero con la cantidad total de objetos, n € Z*
C': Numero entero con la capacidad maxima de la mochila, C € Z*
W;: Namero entero indicando el peso del objeto i, W; € ZVi € {1,...,n}
V;: Numero entero indicando el valor del objeto i, V; € ZVi € {1,....,n}

» Variables:

X, : cantidad de veces que se agrega el objeto i a la mochila, X; € Z,Vi € {1,...,n}
= Funcién objetivo:
Maximizar valor v en la mochila, v = Z?zl Vi x X;
= Restricciones del problema:
1. Cada objeto puede ser ingresado cero o mas veces:
X; >0,vie{l,..,n}

2. La suma de los pesos de los objetos ingresados no debe superar la capacidad
maxima de la mochila:

i=1
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3.3. Tipos de restricciones

De manera general, se extrae el siguiente resumen para categorizar todas las restriccio-
nes de los problemas vistos:

= N queens:

e Variable numérica acotada inferior y superiormente por valor numérico
e Variable numérica distinta a otra variable numérica

e Variable numérica distinta a otra variable numérica mas valor numérico
» BACP:

e Objetivo: Minimizar sumatoria de variable pseudo booleana por valor nu-
mérico

e Variable pseudo booleana acotada inferior y superiormente por valor numé-
rico

e Variable numérica acotada inferior y superiormente por valor numérico

e Variable numérica acotada inferiormente por variable numérica

e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada a valor numérico

e Variable pseudo booleana acotada superiormente por sumatoria de variable
pseudo booleana

e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada inferiormente por valor nu-
meérico

» NSP:

e Objetivo: Maximizar triple sumatoria variable pseudo booleana por valor
numeérico

e Variable pseudo booleana acotada inferior y superiormente por valor numé-
rico

e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada a valor numérico

e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada inferiormente por valor nu-
mérico

e Doble sumatoria de variable pseudo booleana acotada inferior y superior-

mente por valor numérico

e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada inferior y superiormente por
valor numeérico

n TSP:
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e Objetivo: Minimizar doble sumatoria variable pseudo booleana por valor
numeérico

e Variable pseudo booleana acotada inferior y superiormente por valor numé-
rico

e Variable numérica acotada inferior y superiormente por valor numérico
e Sumatoria de variable pseudo booleana acotada a valor numérico

e Combinacioén lineal entre variable numeérica, variable pseudo booleana y valor
numeérico acotada superiormente por valor numeérico

e Variable numérica distinta a otra variable numeérica

e Variable pseudo booleana acotada a valor numérico
= UKP:

e Objetivo: Maximizar sumatoria de variable numérica por valor numérico
e Variable numérica acotada inferiormente por valor numérico

e Sumatoria de variable numérica por valor numérico acotada superiormente
por valor numérico

3.4. Traducciéon del modelamiento hacia otras légicas

SMT

El siguiente paso es transformar todos los modelos vistos en la Seccion utilizando
otras logicas SMT. Para ello se definen algunas reglas o pasos a seguir que permiten
hacer esta transformaciones manteniendo a nivel general las mismas restricciones del
modelo original usando LIA:

Dentro de cada seccién con la transformacion que corresponda, se incluye un ejemplo
en el que se transforma el modelo descrito en la Seccion B.2.4] para T'SP. Este modelo en
particular se eligi6 dado que posee variables pseudo-booleanas (cuyos posibles valores
son 1 o 0) y variables numéricas, por ende también tiene mayor variedad algebraica
dentro de las restricciones y facilita la tarea de generalizar las transformaciones hacia
los demés problemas.

Las transformaciones para los otros modelos de N-queens, BACP, NSP y UKP vistos
en la Seccion estan incluidas en el [Anexd de este documento.

3.4.1. Transformacion de LIA a LRA

Las transformaciones de modelos con dominio en los niimeros enteros a modelos con
dominio en los nimeros reales son relativamente comunes y se conocen como relajacion
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de restricciones, sin embargo, si solo relajamos el dominio para que acepte todos los
ntmeros reales tendremos el problema de que nuestro modelo entregara soluciones que,
evaluadas desde el contexto original del problema, resultan infactibles en la préctica,
como por ejemplo, agregar una fraccion de un objeto a la mochila en el problema UKP.

Para lograr un cambio de logica de ntimeros enteros a reales y seguir produciendo so-
luciones factibles se opté por cambiar el dominio de las variables a los niimeros reales,
pero ajustando las restricciones para restringir ese dominio a un conjunto finito (cono-
cido) de ntmero reales, es decir, el modelo resultante podra usar todas las capacidades
del solver para resolver problemas modelados con LRA usando un modelamiento similar
a LIA.

En particular, las variables de tipo pseudo-booleano enteras seguiran siendo pseudo-
booleanas, solo que ahora los posibles valores seran 1,0 y 0,0 en vez de 1 y 0.

En el caso de las variables numéricas, estas se definiran como variables con dominio
en los ntimeros reales y se agregara una nueva restriccion para forzar a éstas variables
a tomar un valor real definido dentro de un conjunto en vez de permitir el universo
completo de los niimeros reales.

Por ejemplo, consideremos la siguiente variable numérica del T'SP modelado en la Sec-

cion B.2.4k

= ; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Zg,Vi €

{1,...,n}
La definiciéon de esta variable al transformar el modelo a LRA es la siguiente:

= w; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Ry, Vi €

{1,..,n}

Y la nueva restricciéon para limitar los valores que puede tomar u; y evitar soluciones
infactibles es la siguiente:

o Vi =j,Vie{l,..,n}

En el caso de la variable u; se conoce que la cota superior es n gracias al contexto del
problema, pero pueden haber casos en los que sea mas dificil, o simplemente no viable
acotar una variable usando este procedimiento.

La incorporacion de operadores booleanos en las distintas logicas SMT hace que sea
posible construir un modelo usando la unién légica para acotar el dominio.

A continuacién se muestra el modelo completo usando LRA para el TSP:
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= Parametros:
n : Namero de nodos, n € Z*

D; ; : Distancia entre el nodo i y el nodo j, D; ; € Z§, Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,n}

» Variables:

1,0 si el nodo j es visitado desde del nodo i,
Xij = Xi; €eRVie{l,..,n},Vje{l,.. ,n}
0,0 en caso contrario

u; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € R, Vi €

{1,...,n}
= Funcién objetivo:
Minimizar distancia total recorrida d = 37" | 77 | Xij X D;
= Restricciones del problema:
1. Acotamiento del dominio de Xj ;:

1

\/ Xij=kVie{l .. n}Vje{l, . n}

k=0

2. Acotamiento del dominio de u;:
\ wi=j4,Vie{l,..n}
j=1

3. El dominio de X ; esta restringido entre 1,0 y 0,0 (Notar que esta restriccion
se puede omitir en esta oportunidad dado que ya se encuentra considerada
en el acotamiento de la restriccion 1):

X;; > 0,0,
X;; < 1,0,
Vi€ {1,..,n},¥j € {1,...n}

4. El dominio de u; esta restringido entre 1,0 y n (Notar que esta restriccion se
puede omitir en esta oportunidad dado que ya se encuentra considerada en
el acotamiento de la restriccion 2):
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5. Cada nodo ¢ debe ser un punto de partida una sola vez:

> Xi;j=10Vie{l,. . n}

j=1

6. Cada nodo j debe ser punto de llegada una sola vez:
> Xiy=10VYje{l,...n}
i=1

7. Eliminacion de sub-tours:
ui—uj+n><Xi,jSn—l,Vi,j€Z+:2§i§n,1§j§n
8. Eliminaciéon de tours con ciudades repetidas:
w # uj,Vi,j € {1,...,n}i#j
9. Un nodo no se puede visitar a si mismo (self-loop):

Xz',i = 0,0,VZ S {]_, 77L}

3.4.2. Transformacién de LIA a QF_BV

La transformacion de modelos con dominio en los niimeros reales a modelos con domi-
nio en bit-vectors con tamano predefinido es relativamente directa y depende en gran
medida de que tan amplio es el dominio del problema original. Si este considera todos
los enteros, entonces podria ser necesario usar complemento de dos para convertir to-
dos los valores numéricos en vectores de bits. Si el dominio del problema original solo
considera niimeros iguales o mayores a cero, la codificaciéon binaria es suficiente para
lograr una buena transformacion.

La transformacion de variables pseudo-booleanas es directa. Estas originalmente solo
toman como valor 1 y 0, por lo que se pueden representar con un vector de bits de
tamano 1.

La transformacion de variables numéricas y de parametros que formen parte de alguna
combinacion lineal se puede hacer directamente usando codificacién binaria o comple-
mento de dos, dependiendo de los signos que ésta pueda tomar. La cantidad minima de
bits para estas variables se puede obtener usando logaritmo en base 2 y la funcion te-
cho. Por ejemplo, consideremos la variable u; del problema TSP modelado en la Seccién

B.2.4%

= w; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Zg,Vi €

{1,...,n}
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El dominio de u; esta en los enteros positivos incluyendo el cero, por lo que se puede
transformar directamente usando codificaciéon binaria. Para determinar la cantidad de
bits que se le debe asignar a esta variable al momento de transformarla es necesario
conocer el valor numérico méximo que ésta puede tomar. En este caso, ese valor co-
rresponde a n, por lo que la cantidad minima de bits es determinada con la siguiente
ecuacion:

nbits = [logs (n)] + 1

Por lo que la definicién para la variable u; en QF_BV usada en este documento corres-
ponde a la siguiente:

= u,; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Z3% :

Zy = {0,1},Vi € {1,...,n}

Para este tipo de modelos usamos la notaciéon Zj para denotar una lista de n nimeros
enteros en base 2, donde cada nimero entero puede tomar los valores 0 o 1, tal que al
concatenar los n elementos se forma el vector de bits correspondiente.

Un factor a tener en consideraciéon al momento de hacer transformaciones de LIA a
QF_BV es que la libreria estandar de SMT [I8] considera vectores de bits de tamano
fijo o estatico, esto quiere decir que si una variable no se define desde el inicio con la
cantidad de bits suficientes para almacenar algin posible valor correremos el riesgo de
que el modelo sufra de binary overflow y se pierda informaciéon al momento de intentar
resolverlo usando algtn solver. Estos suelen incluir métodos para flexibilizar operaciones
entre bit-vectors, como es el caso de Z3 que tiene incorporada una funciéon para agregar
temporalmente ceros a la izquierda de un vector de bits para poder contener valores
producto de combinaciones de 4lgebra lineal entre las variables, al igual que operadores
propios para distinguir entre signed numbers y unsigned.

A continuacién se muestra el modelo completo usando QF_BV con codificacién binaria
para el T'SP:

= Parametros:
n : Numero de nodos, n € Z"
n* : Ntmero de nodos (en binario), n* € Zl*?™ . 7, — {0,1}
D, ; : Distancia entre el nodo i y el nodo j, D; ; € Z,Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,n}
Dy, : Distancia entre el nodo i y el nodo j (en binario), Dj; € Zglo‘”(mawwi’jm“ :
Zo = {0,1},¥i € {1,...,n},¥j € {1, ....n}
= Variables:
1 si el nodo j es visitado desde del nodo 1,
X, = Xii €73: 7y =10,1},Vi € {1,...,n},Vj € {1, ...,n}

09 en caso contrario
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u; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; €
Zyer I 7, — {01}, Vi € {1, ..., n}

= Funcién objetivo:

Minimizar distancia total recorrida d = 37", 377 | Xij x Dj;
= Restricciones del problema:

1. El dominio de X ; esta restringido entre 15 y 02 (Notar que esta restriccion
se puede omitir en esta oportunidad dado que el dominio de X;; solo le
permite tomar los valores 0 y 1 al tener un tnico bit disponible):

Xi; > 09,
Xi; <1y,
Vied{l,...n},Vje{l,..,n}
2. El dominio de u; esta restringido entre 15 y n*:

Uy Z 127

u; < n*,
Vie{l,..,n}

3. Cada nodo 7 debe ser un punto de partida una sola vez:
ZXi’j = 12,\V/i S {1, ceey n}
j=1

4. Cada nodo j debe ser punto de llegada una sola vez:

ZXZ’J = 12,\V/j S {1, ,Tl}

i=1
5. Eliminacion de sub-tours:
ui—i—n*><Xz-7jSn*—12+uj,Vi,j€Z+:2§i§n,1§j§n
6. Eliminacion de tours con ciudades repetidas:
w #uj,Vi,j€{l,..,n}i#j
7. Un nodo no se puede visitar a si mismo (self-loop):

Xi,i =09,V1 € {1, ,n}
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3.4.3. Transformaciéon de LIA a QF_ALIA

La logica de arreglos con extensionalidad permite modelar y resolver problemas usando
estructuras con infinitos estados haciendo uso de algoritmos deductivos en SMT para
controlar todos los estados activos existentes. La logica original, QF_AX, define los arre-
glos como una colecciéon de 3 elementos: un indice, un elemento y la estructura que los
contiene (el mismo arreglo). Que los arreglos sean extensibles significa que los indices
y los elementos de éste pueden pertenecer a cualquiera de los dominios definidos por
las teorias SMT. Por otra parte, QF_AX por si solo no permite hacer més que realizar
operaciones entre arreglos cuyos indices sean arreglos que apunten hacia otros arreglos,
por lo que extender teorias como LIA o LRA para modelar problemas de programacion
lineal como los abordados en este trabajo resulta mas natural y menos complejo que
trabajar con teoria de arreglos pura.

Para este caso se optd por extender LIA para modelar y resolver los problemas plan-
teados sin introducir mayores cambios a la logica y estructura del modelo. Para ello,
definimos un arreglo de la siguiente manera:

AE = (3,C), siendo A la teoria de arreglos con indices I y elementos E. ¥y C repre-

sentan aspectos formales que vinculan la teoria de indices con la teoria de elementos
[68].

Con el fin de simplificar el extenso detalle técnico detras de esta teoria, diremos que
tanto los indices del arreglo como los elementos pertenecen al conjunto de los enteros,
y que estos estan ordenados dentro del arreglo, lo que permite trabajar asumiendo que
un indice I; siempre apuntard hacia el elemento E; del arreglo A, Vi € Z.

Para hacer la transformaciéon del modelo original es necesario convertir todas las varia-
bles en arreglos con indices y elementos en el dominio de los niimeros enteros (LIA). Por
ejemplo, consideremos la variable original del problema TSP modelado en la Seccién

B.2.4k

= ; : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u; € Z§,Vi €

{1,...,n}
El formato que usaremos para representar esta variable en QF ALI A es la siguiente:

= 4 : variable auxiliar para definir el orden del tour y evitar sub-tours, u € A VI E €
A

En el caso de las variables sin sub-indices, estas se transforman de la misma manera y

al momento de modelar las restricciones se puede trabajar como un arreglo de tamano
1.

En el caso de las variables con mas de un sub-indice, es posible representarlas usando
arreglos multidimensionales, de manera que el primer indice apunte hacia un arreglo,
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y que el indice de ese arreglo apunte hacia un valor numérico o hacia otro arreglo,
dependiendo de lo especificado en el modelo original.

La teoria de arreglos también introduce cambios en la notaciéon de las restricciones. Por
ejemplo, una restriccion del tipo:

Tij > 5,VZ S {1, ,5},Vj S {1, ,5}

se transforma en la siguiente restriccion [69]:

select(select(x,1),7) > 5,Vi € {1,..,5},Vj € {1,..,5}

Por el bien de mantener consistencia en el formato de los modelos construidos, se decidio
cambiar la notacion por la utilizada en los lenguajes de programacion. Se podria seguir
usando notacion de sub-indices, pero eso haria que sea complicado distinguir los modelos
QF_ALIA de LIA dada la sintaxis similar.

Notacion elegida para modelar restricciones con QF_ALIA:

z[i][j] = 5,Vi € {1,..,5},Vj € {1,..,5}

A continuacién se muestra el modelo completo usando QF_ALIA para el TSP:

= Parametros:

n : Numero de nodos, n € Z*

D; ; : Distancia entre el nodo i y el nodo j, D; ; € Z{, Vi € {1,...,n},Vj € {1,...,n}
= Variables:

X: Arreglo de enteros bidimensional, almacena el valor 1 en E* si se viaja de la
ciudad I a la ciudad I*, almacena el valor 0 en caso contrario, X € AF VI €
Z,E € AL NI* E* € Z

u : Arreglo auxiliar de enteros unidimensional, define el orden del tour y evita
sub-tours, u € AE VI, E € 7Z

= Funcién objetivo:
Minimizar distancia total recorrida d = 37", > 7| X[i][j] x Di;

= Restricciones del problema:
1. El dominio de X[i][j] esté restringido entre 1 y 0:
X[i][j] = 0,
X[ <1,
Vie{l,...,n},Vje{l, .. n}
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2. El dominio de uli] esta restringido entre 1y n:
uli] > 1,
upi] < n,

Vie{l,..,n}

3. Cada nodo 7 debe ser un punto de partida una sola vez:
iX[Z][]] =1,Vie{l,..,n}
j=1
4. Cada nodo j debe ser punto de llegada una sola vez:
> X[l =195 €{1,..,n}
i=1
5. Eliminacién de sub-tours:
uli] —ulj]+nx X[ <n—-1,Vi,j€Zt:2<i<n,1<j<n
6. Eliminacion de tours con ciudades repetidas:
uli] # ulj],Vi,j € {1,..,n}:i#j

7. Un nodo no se puede visitar a si mismo (self-loop):

X[i][j] = 0,Vi € {1, ....,n}



CAPITULO 4

Resultados

A partir de los experimentos realizados en el Capitulo B se construyeron 3 tablas por
cada problema junto a sus respectivos graficos. Una de las tablas tiene registro de
los tiempos que durd la ejecucion de cada solver para cada logica por instancia, otra
tabla contiene el registro de consumo de memoria (RAM) maximo que tuvo cada solver
durante la ejecucion, y la tltima tabla registra las soluciones encontradas por cada
solver.

4.1. Optimizacién de modelos y aspectos técnicos

Para resolver y buscar las soluciones 6ptimas con los modelos construidos en la Seccién
usando las instancias descritas en la Seccion [B.1.T]se utiliza Z3, el solver de Microsoft
[15] y su API para Python [69] para procesar cada instancia y generar automéaticamente
el codigo correspondiente a los modelos construidos siguiendo el formato de la SMT-LIB

2.6 [18).

Al momento de generar estos archivos se ingresan las siguientes configuraciones:

s Info:

e status unknown: Es la forma de decirle explicitamente al solver que quere-
mos iniciar la biisqueda desde un estado inicial desconocido o no sat.

» Logic:

e LTA LRA, QF_BV, 6 QF_ALIA, dependiendo de la logica SMT utilizada en el
modelamiento del problema.



4.2 Calidad de las soluciones encontradas 39

Luego de tener los archivos con cédigo en formato SMT2 se usa la aplicacién por
consola de Z§ para ejecutarlos y dejar que el solver busque la soluciéon éptima usando
las herramientas internas especializada en resolver problemas de Optimization Modulo
Theories (OMT).

Al momento de ejecutar el comando de linea de Z3 se incluyen los siguientes argumentos
para rescatar informaciéon del proceso:

» -smt2: Indica que el archivo ingresado esta en el formato estandar de SMT2

= -st: Es un flag para pedirle al solver que incluya un pequeno resumen técnico al
finalizar la ejecucion. En este resumen se incluye informacion relevante como el
tiempo empleado y la cantidad de memoria utilizada durante la ejecucion

» -model: Es un flag para pedirle al solver que incluya el modelo con los valores en-
contrados una vez que finalice la ejecucion, dado que por defecto, Z3 solo retorna
sat si es que encuentra solucion, y unsat en caso contrario

Adicionalmente, se fijo6 manualmente un tiempo maximo de ejecucion de 24 horas o
86400 segundos. Una vez transcurrido ese tiempo (o una cantidad lo suficientemente
cercana) se cancela cualquier solver que siga en ejecucion y se registran las soluciones
parciales encontradas, si es que existen.

El computador que se utiliz6 para obtener los resultados presentados a continuacion
cuenta con las siguientes caracteristicas:

Sistema operativo: Windows 11

Version de Z3: 4.12.2
Procesador: i7-8700k

Memoria disponible: 39.9 GB - 3200 MHz - DDR4

4.2. Calidad de las soluciones encontradas

Una manera para medir la calidad de las soluciones es viendo si un modelo logra en-
contrar una solucion factible, y viendo que tan cerca del 6ptimo esta dicha solucion.

Viendo las soluciones obtenidas al resolver los problemas planteados en el Capitulo [l se
puede ver que para los problemas NSP y N-queens (Tablas [y d.2] respectivamente)
los modelos basados en LIA y QF_BV son los tinicos que logran encontrar soluciones
para todas las instancias, y en el caso de NSP, la diferencia que tienen las soluciones
encontradas para las ultimas instancias con el 6ptimo son menores al 1 %.
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Instancias LIA LRA | QF_BV | QF_ALIA | Optimo
25 1 ¢g00 | 514 514 514 514 514
50 1 g00 | 960 960 960 960 960
75 1 g00 | 1432 | 1432 | 1432 1432 1432
100 1 g00 | 2211 X 2211 2211 2211
30 1 g00 | 2638 X 2639 2627 2639
60 1 g00 | 5130 X 5120 X 5130

Tabla 4.1: Tabla generada con las soluciones obtenidas por los modelos para el NSP. La
primera columna contiene los nombres de las instancias resultas. El resto de las
columnas contienen las soluciones encontradas por cada modelo, mientras que la
ultima columna muestra el valor 6ptimo conocido. Las mejores soluciones (mayor
valor) se distinguen por tener letra mas oscura. Los casos en donde no se encuentra
solucién se marcan con una X. Fuente: Elaboracién propia.

Instancias (n = ) | LIA | LRA | QF_BV | QF_ALIA
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Tabla 4.2: Tabla generada con las soluciones obtenidas por los modelos para el problema
N-queens. La primera columna contiene los nombres de las instancias resultas. El
resto de las columnas contienen un 1 si el modelo fue capaz de resolver el problema
y una X en caso contrario. Fuente: Elaboraciéon propia.

Otro problema donde se puede ver a los modelos basados en QF_BV teniendo problemas
es UKP. Como se puede ver en la Tabla 1.3 QF_BV solo logra encontrar el 6ptimo
en la primera instancia, y en comparaciéon a los modelos basados en otras logicas, la
calidad de las soluciones encontradas por QF_BV son las tnicas que decaen a medida
que aumenta la complejidad de las instancias.

En el caso de TSP, al observar la Tabla [£.4] se puede ver que QF_BV logr6 encontrar las
mejores soluciones hasta la cuarta instancia y luego fallo en la tltima, mientras que, pese
a que LRA y QF_ALIA generaron soluciones de peor calidad que QF_BV, fueron los tinicos
modelos que lograron encontrar al menos una solucién factible para la tltima instancia,
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Instancias LIA LRA QF_BV | QF_ALIA | Optimo
nl0c7370 | 25727 | 25727 | 25727 | 25727 25727
n20c17050 | 42498 | 42498 | 33056 42498 42498
n30c27795 | 58350 | 58350 | 49547 58350 58350
n40c39588 | 94603 | 94603 | 57315 94603 94603
nb0c41934 | 146750 | 146750 | 111595 | 146750 | 146750
n60cH7601 | 192888 | 192888 | 134535 | 192888 | 192888
n70c68135 | 259939 | 259981 | 190996 | 259981 | 259981
n80c67603 | 263670 | 263670 X 263670 | 263670

Tabla 4.3: Tabla generada con las soluciones obtenidas por los modelos planteados para el
UKP. La primera columna contiene los nombres de las instancias resultas. El resto
de las columnas contienen las soluciones encontradas por cada modelo, mientras
que la ultima columna muestra el valor 6ptimo conocido. Las mejores soluciones
(mayor valor) se distinguen por tener letra méas oscura. Los casos en donde no se
encuentra solucién se marcan con una X. Fuente: Elaboracién propia.

independiente de lo lejos que se encuentren del 6ptimo. En esta tabla también se puede
observar que LIA solo pudo encontrar la soluciéon 6ptima de la primera instancia y las
demés soluciones encontradas estan mas lejos del 6ptimo que las de los otros modelos.

Instancias | LIA LRA QF_BV | QF_ALIA | Optimo
five 19 19 19 19 19
pO1 347 291 291 291 291
grl7 3435 | 2085 | 2085 2388 2085
fri26 3080 | 2111 994 2421 937

att48 X 159096 X 143013 | 33551

Tabla 4.4: Tabla generada con las soluciones obtenidas por los modelos planteados para el
TSP. La primera columna contiene los nombres de las instancias resultas. El resto
de las columnas contienen las soluciones encontradas por cada modelo, mientras
que la dltima columna muestra el valor éptimo conocido. Las mejores soluciones
(menor valor) se distinguen por tener letra més oscura. Los casos en donde no se
encuentra soluciéon se marcan con una X. Fuente: Elaboracién propia.

También hay problemas en los que los modelos basados en LIA y en QF_BV no logran
encontrar solucién para todas las instancias, como se puede ver en la Tabla de
BACP, donde los modelos basados en LRA son los tinicos que logran encontrar el 6ptimo
en todas las instancias, mientras que QF_BV presenta diferencias superiores al 40 % con
respecto al 6ptimo de la primera y la tercera instancia.
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Instancia | LIA | LRA | QF_BV | QF_ALIA | Optimo
bacp8 17 | 17 24 17 17
bacpl10 14 | 14 15 14 14
bacpl12 X | 17 28 X 17

Tabla 4.5: Tabla generada con las soluciones obtenidas por los modelos planteados para
el BACP. La primera columna contiene los nombres de las instancias resultas.
El resto de las columnas contienen las soluciones encontradas por cada modelo,
mientras que la tltima columna muestra el valor éptimo conocido. Las mejores
soluciones (menor valor) se distinguen por tener letra mas oscura. Los casos en
donde no se encuentra solucién se marcan con una X. Fuente: Elaboracién propia.

4.3. Tiempo empleado en encontrar solucion

Salta a la vista que en problemas como N-queens, se puede observar que, a partir de
la Figura [4.1], los modelos basados en LIA y QF_BV logran resolver todas las instancias
abordadas considerablemente rapido, en comparaciéon con los modelos basados en LRA
y QF_ALTA, los cuales comenzaron a tener problemas con instancias donde n > 100,
llegando a cancelar la ejecucion en varias de esta por llegar al tiempo limite establecido
en la Seccion 411, lo que resulta consistente con lo observado en la Tabla 4.2l que contiene
las soluciones encontradas por los modelos para este problema.
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Figura 4.1: Grafico con el tiempo total (en segundos) que dur6 la busqueda de soluciones
para cada uno de los modelos planteados para el problema N-queens. Los mejores
tiempos se distinguen por ser mas cercanos al cero en el eje Y. Fuente: Elaboracion
propia, a partir de la Tabla 5.1 registrada en

En la Figura se puede ver un efecto similar, en donde los modelos basados en
LIA y QF_BV logran encontrar soluciones con un tiempo de ejecuciéon menor al de los
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otros modelos en las instancias mas compleja (instancias representadas en la segunda
mitad del eje X), mientras que para la tltima instancia evaluada, todos los modelos
con excepcion del basado en LIA presentan problemas y superan el tiempo méaximo de
ejecucion definido en la Seccion .11
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Figura 4.2: Grafico con el tiempo total (en segundos) que duré la busqueda de soluciones
para cada uno de los modelos planteados para el problema NSP. Los mejores
tiempos se distinguen por ser mas cercanos al cero en el eje Y. Fuente: Elaboracion
propia, a partir de la Tabla registrada en [Anexosl
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Figura 4.3: Grafico con el tiempo total (en segundos) que dur6 la busqueda de soluciones
para cada uno de los modelos planteados para el problema UKP. Los mejores
tiempos se distinguen por ser mas cercanos al cero en el eje Y. Fuente: Elaboracion
propia, a partir de la Tabla [5.3] registrada en [Anexosl
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En cuanto a UKP, la Tablad.3] con las soluciones encontradas para este problema, vista
en la Seccion 1.2, da a entender que todos los modelos tuvieron un comportamiento
similar, salvo por QF_BV. Al observar la Figura [4.3] con los tiempos de ejecucion de los
modelos es posible ver que, como se esperaba a partir de las soluciones no 6ptimas
encontradas, los modelos basados en QF_BV superaron el tiempo méaximo permitido
constantemente a partir de la segunda instancia, mientras que los modelos LIA, QF_ALIA
y LRA aumentan el tiempo requerido de computo a medida que aumenta la complejidad
de las instancias, con la diferencia de que los tiempos requeridos por los modelos basados
en QF_ALTA y LRA parecieran ser entre 1 y 2 ordenes de magnitud menor a los tiempos
requeridos por LIA.

Por otra parte, en problemas como TSP, los modelos basados en LIA solo logran com-
pletar la primera instancia antes de ser cancelados, como se puede ver en la Figura [4.4]
lo que justifica la baja calidad de las soluciones encontradas por LIA en la Tabla [£.4]
con respecto a los otros modelos.
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Figura 4.4: Grafico con el tiempo total (en segundos) que dur6 la busqueda de soluciones
para cada uno de los modelos planteados para el problema TSP. Los mejores
tiempos se distinguen por ser mas cercanos al cero en el eje Y. Fuente: Elaboracion

propia, a partir de la Tabla 5.4 registrada en

Hasta ahora, lo observado a partir de los resultados de los problemas anteriores parece
indicar que a medida que aumenta la complejidad de las instancias, aumenta el tiempo
requerido para resolverlas y, en algunos casos, empeora la calidad de las soluciones
encontradas.

Sin embargo, al observar la Figura con los tiempos de ejecucion para BACP, se
puede ver que dicho patréon solo esta presente en LIA, QF_ALIA y QF_BV, mientras que
LRA superd el tiempo permitido en las dos primeras instancias, las de menor complejidad,
para luego resolver la tercera instancia, de mayor complejidad, en solo 10 segundos.
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Figura 4.5: Grafico con el tiempo total (en segundos) que duré la basqueda de soluciones
para cada uno de los modelos planteados para el problema BACP. Los mejores
tiempos se distinguen por ser mas cercanos al cero en el eje Y. Fuente: Elaboracion
propia, a partir de la Tabla 5.5 registrada en

4.4. Uso de memoria

A nivel general se puede observar que, a partir de las Tablas .0, E10, E8 7 vy
con los registros de la maxima cantidad de memoria utilizada, los modelos basados en
LIA son los que presentan consistentemente un menor consumo de memoria durante la
bisqueda de la solucion 6ptima a lo largo de todos los problemas, salvo por UKP.

Instancia | LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
bacp8 52.44 | 752.04 | 2744.82 | 112.16
bacpl0 | 71.88 | 642.82 | 1858.8 97.46
bacpl2 | 183.6 | 1817.3 | 4757.64 | 196.76

Tabla 4.6: Tabla con los registros de la maxima memoria en Mb (RAM) utilizada por el
solver al momento de buscar la solucién 6ptima para el problema BACP. Los
mejores niveles de consumo (menor valor por instancia) se distinguen por tener
letra méas oscura. Fuente: Elaboracién propia.

En particular, llegd a utilizar cerca de 29 GB en una instancia de TSP y en una
instancia de NSP. QF_ALIA también muestra un comportamiento similar, llegando a
los 33 GB en una instancia de TSP. En tercer lugar se encuentra QF_BV cuyos peores
casos registran un consumo de casi 21 y 15 GB con una instancia de NSP y una
de TSP, respectivamente. En el caso de los modelos basados en LIA, estos presentan
consistentemente el menor consumo de memoria, llegando a alcanzar un méximo de



4.4 Uso de memoria 46

consumeo cercano a los 7 GB en una instancia de NSP.

Al igual que la relaciéon entre calidad de solucion - tiempo de ejecucion, la cantidad de
memoria consumida también aumenta a medida que aumenta el tiempo de ejecucion.

Instancias LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
five 35.9 36.12 38.6 45.06
p01 81.5 135.64 426.86 102.26

grl7 135.2 245.48 603.96 114.34
fri26 313.68 | 1829.3 6529.7 316.74
att48 1277.8 | 28899.56 | 15988.56 | 2042.46

Tabla 4.7: Tabla con el consumo maximo de memoria en Mb (RAM) utilizada por el solver
al momento de buscar la soluciéon 6ptima para el problema TSP. Los mejores
niveles de consumo (menor valor por instancia) se distinguen por tener letra mas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.

Instancias LIA LRA QF_BV QF_ALIA
25 1 g00 | 117.68 479.54 1200.44 174.16

50 1 g00 | 255.94 | 1825.38 | 2447.62 | 1944.36
75 1 g00 | 685.26 3643.7 4725.76 | 2644.08
100 1 _g00 | 1327.06 | 7240.4 5134.46 | 8972.16
30 1 g00 | 2048.92 | 7325.98 9774.6 7134.48
60 1 g00 | 6873.9 | 29348.76 | 20908.82 | 33906.24

Tabla 4.8: Tabla con el consumo maximo de memoria en Mb (RAM) utilizada por el solver
al momento de buscar la soluciéon 6ptima para el problema NSP. Los mejores
niveles de consumo (menor valor por instancia) se distinguen por tener letra mas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.

En el caso particular de la Tabla[4.9 se puede ver como los modelos basados en QF_ALIA
logran consumir menos memoria que los basados en LIA.

A simple vista puede parecer contradictorio si se compara con los registros de consumo
de memoria en las otras tablas, pero en este caso hay que tener en consideraciéon que,
a partir de la Figura con los tiempos de ejecucion de UKP, la diferencia en los
tiempos de ejecucion alcanzados resulta clave en el uso de memoria final, siendo el
tiempo requerido por LIA entre 1 y 2 ordenes de magnitud mayor al de QF_ALIA para
este problema en particular, justificando el bajo uso de memoria registrado en QF_ALIA
en comparacion con LIA.
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Instancias LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
nl0c7370 | 44.28 | 54.34 646.6 45.38
n20c17050 78.2 52.54 | 1950.18 | 47.48
n30c27795 | 135.52 | 68.42 | 2898.48 | 49.04
n40c39588 | 252.46 | 88.62 | 2810.7 55.44
nb50c41934 | 953.3 150.8 | 3496.88 | 62.28
n60c57601 | 1871.04 | 204.88 | 5327.2 82.88
n70c68135 | 953.1 310.5 | 5126.98 | 68.34
n80c67603 | 1879.8 | 329.72 | 7282.58 | 80.48

Tabla 4.9: Tabla con el consumo maximo de memoria en Mb (RAM) utilizada por el solver
al momento de buscar la solucién 6ptima para el problema UKP. Los mejores
niveles de consumo (menor valor por instancia) se distinguen por tener letra mas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.

En el caso de la Tabla [4.10 se observa un fenémeno similar al descrito en UKP, solo que
esta vez los modelos basados en LIA son los que tienen un menor consumo de memoria en
comparacion a QF_ALIA, y como se mencion6 anteriormente, una explicaciéon para este
caso en particular puede ser nuevamente el tiempo de ejecucion, dado que los modelos
basados en LIA requirieron de una cantidad de tiempo entre 1 y 2 ordenes de magnitud
menor a la de los modelos basados en QF_ALIA a partir de las instancias donde n > 100
en adelante, como se observo en la Figura 41|

Instancias (n =) LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
4 17.5 17.59 25.1 21.8
8 17.74 18.12 25.27 20.64
12 17.81 19.09 25.81 22.69
16 18.21 21.36 26.24 23.78
20 18.64 22.79 27.63 25.3
50 42.73 150.43 52.2 103.37
100 117.52 | 1149.95 | 223.15 1199.54
120 222.04 | 1586.94 | 287.14 | 1931.11
140 225.89 | 1903.66 | 460.49 | 2552.07
160 432.35 | 2111.01 | 558.76 3324.9
180 436.83 | 2795.55 | 688.15 | 4652.8
200 447.57 | 2669.91 | 1080.22 | 5473.08

Tabla 4.10: Tabla con los registros de la méxima memoria en Mb (RAM) utilizada por el
solver al momento de buscar la solucién 6ptima para el problema N-queens. Los
mejores niveles de consumo (menor valor por instancia) se distinguen por tener
letra méas oscura. Fuente: Elaboracién propia.



CAPITULO 5

Conclusiones

Por ultimo, en este capitulo se provee un resumen del trabajo realizado a lo largo de la
tesis junto a las conclusiones que pueden extraerse de ésta, senalando nuevas ideas que
podrian considerarse en un estudio futuro.

En en la Seccion 1] de este trabajo se abordaron problemas de optimizacién lineal
conocidos y relevantes en el mundo real fuera de lo académico. Para formalizar estos
problemas, en la Seccion se consideraron los estdndares definidos para modelarlos
como problemas compatibles con SMT, y en la Seccion 2.4] se abordo la extension de
SMT que permite resolver problemas de optimizacion, OMT.

En total se modelaron 5 problemas de satisfaccion de restricciones (y optimizacion)
conocidos en la Seccion B.2F N-queens, Balanced Academic Curriculum Problem, Nurse
Scheduling Problem, Travelling Salesman Problem y Unbounded Knapsack Problem,
usando aritmética lineal de enteros o LIA como logica SMT. Luego, se definieron reglas
para traducir cada uno de estos modelos a modelos basados en 3 logicas SMT distintas
vistas en la Seccion 3.4t LRA, QF_BV y QF_AX extendiendo la teoria de enteros (QF_ALIA).

Para cada problema se definié un conjunto con instancias de distinta complejidad en
la Seccion B.I1.1] para poder comparar el impacto que produce la complejidad sobre los
modelos formalizados en distintas logicas SMT.

Y por tltimo, se usdé Z3 para resolver los modelos construidos a partir de distintas 16gi-
cas y buscar la solucién 6ptima para cada instancia, dejando registro de la metodologia
y de los resultados observados en la Seccion [4]

En particular, se evalu6 las soluciones encontradas por cada modelo usando 3 criterios:
el tiempo total de ejecucion del solver, la cantidad maxima de memoria en uso registrada
durante la ejecucion y la calidad de las soluciones encontradas por cada modelo respecto
a un 6ptimo conocido como referencia.

De los resultados registrados, la calidad de las soluciones y el tiempo de ejecucion son los
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que permiten visualizar mejor el comportamiento de los modelos construidos a partir de
distintas logicas, dado que en los casos donde dos o mas modelos encuentren el 6ptimo,
el factor diferenciable es el tiempo de ejecucion, mientras que en los casos donde dos
o mas modelos superen el tiempo de ejecucion maximo permitido (24 horas), el factor
diferenciable sera la calidad de las soluciones encontradas.

Para los problemas de optimizacién abordados en este documento se puede afirmar
que efectivamente hay logicas SMT que al ser usadas para modelar un determinado
problema permiten obtener mejores soluciones que los modelos basados en otras logicas,
y también se puede ver el hecho de que las ventajas en desempeno de un modelo basado
en una determinada logica no necesariamente se replicard al momento de cambiar a
otro problema.

Por ejemplo, en base a lo observado en los resultados para los problemas NSP y N-queens
seria normal pensar que los modelos basados en LIA o en QF_BV son superiores a LRA 0 a
QF_ALIA dado que los primeros estuvieron bastante cerca del 6ptimo (con una diferencia
menor al 1% en los peores casos), mientras que los ultimos dos empezaron a tener
problemas con la segunda mitad de las instancias, especialmente LRA que fue cancelado
sin encontrar ninguna soluciéon para esos casos. Sin embargo, la situaciéon cambia en
problemas como UKP, donde si bien todos los modelos menos el basado en QF_BV
lograron soluciones 6ptimas, los tiempos de ejecucion detrés de cada busqueda dan a
entender que los modelos basados en LIA se encuentran muy cerca del tiempo méximo de
ejecucion, especialmente en las dltimas instancias, y en el caso de QF_BV, éste comenzo
a superar el tiempo de ejecucion permitido a partir de la segunda instancia, mientras
que LRA y QF_ALIA requieren entre 100 y 300 veces menos tiempo para encontrar la
solucion oOptima, lo que les da una ventaja significativa en caso de que tuvieran que
seguir resolviendo instancias mas complejas de UKP.

Acerca de posibles patrones que den algtin indicio previo sobre el desempenio que tendra
un modelo para un determinado problema, al analizar los tipos de restricciones que
definen cada problema en la Seccion [B.3] se puede ver que UKP solo posee variables
numéricas y estas son acotadas inferior y superiormente, y que su funciéon objetivo
busca maximizar la suma de éstas. El problema que mas se le parece en cuanto a tipo
de restricciones implementadas es N-queens dado que también posee una tinica variable
numeérica acotada, sin embargo, los resultados observados para ambos problemas fueron
totalmente opuestos en cuanto a las logicas que permiten llegar a mejores soluciones y
tiempos.

Los otros dos problemas que presentan similitud en sus restricciones y funciéon objetivo
son T'SP y BACP, y los resultados obtenidos indican que en BACP, las mejores logicas
fueron LRA seguida por LIA y QF_ALIA, siendo QF_BV la que mas se alejo del 6ptimo,
mientras que en T'SP, las mejores logicas en general fueron LRA y QF_BV.

Estas observaciones muestran que la existencia de un patrén no es distinguible entera-
mente cuando se modela usando una sola légica, lo que motiva atin més la idea de que
los modelos se construyan a partir de miltiples logicas dependiendo de los tipos y de
la cantidad de variables que tenga un determinado problema, de esa manera la lista de
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restricciones asignada a cada logica sera menor y seré posible realizar un analisis mas
fino sobre el impacto que produce cada logica

En esta oportunidad se pudo resolver todos los problemas modelados usando la méquina
descrita en la Seccion [l sin embargo, es sabido que la cantidad de recursos varia
de una maquina a otra y, dependiendo de los requerimientos, muchas veces se vuelve
necesario poder ejecutar estos modelos en dispositivos con una cantidad limitada de
recursos (por ejemplo, en sistemas embedded), por lo que los registros de memoria
RAM utilizada sirven como gufa general para elegir un modelo por sobre otro cuando
las decisiones de diseno pesan més que la necesidad de encontrar una solucién 6ptima.
En ese sentido, se puede ver que las diferencias en el uso de memoria entre los modelos
basados en distintas logicas es relativamente consistente a lo largo de los problemas
resueltos. En particular, los modelos basados en LIA suelen tener un menor consumo
en comparacion a LRA, QF_ALTIA y QF_BV. Estos tltimos, dependiendo del tiempo de
ejecucion pueden llegar a consumir una cantidad importante de recursos como se pudo
ver en los resultados de T'SP y NSP.

Sobre los objetivos mencionados al inicio de este documento en la Seccion [I.1] se logro
modelar y resolver satisfactoriamente no solo 3 problemas de satisfaccion de restricciones
usando 3 logicas distintas, sino que 5 problemas usando 4 logicas distintas sobre un
relativamente amplio conjunto de instancias considerando el contexto y los recursos
bajo los que se llevo a cabo el desarrollo de esta tesis. Ampliar el alcance planificado
inicialmente permiti6 anadir mas variedad a la comparaciéon de resultados obtenidos.

También se logré el objetivo de evaluar y comparar el rendimiento de los problemas
resueltos como se ha ido mencionando a lo largo de este capitulo.

Si bien se eligieron dos problemas en los que se podria llevar a cabo una combinaciéon de
logicas en el modelamiento (BACP y TSP dado que tienen méas de un tipo de variable
en el modelamiento), el estudio empirico se centré tnicamente en incorporar una sola de
las 1ogicas elegidas por modelo. Considerar que combinar n logicas en un problema con
k tipos de variables implicaria resolver ese problema k" veces, razoén por lo que queda
propuesto como trabajo futuro ver el desempeno que estos modelos mixtos tengan en
comparacion con los modelos puros al momento de resolver el mismo problema.

En cuanto a las contribuciones de este trabajo, el hecho de presentar evidencia empirica
sobre la diferencia de desempeno en modelos basados en distintas logicas abre las puertas
a la posibilidad de conseguir mejores resultados en casi cualquier modelo ya construido
y estudiado en cualquier area de la optimizacion, el “tnico” cambio que necesitarian los
modelos ya existentes seria la traduccion hacia alguna otra logica que le genere mayores
beneficios, entendiendo que la dificultad de esa traduccion dependera enteramente del
modelamiento inicial y el dominio que abarca.

También se presenté una serie de reglas que permite tomar modelos ya existentes de
programacion lineal entera o LIA y traducirlos a 3 logicas SMT distintas: LRA, QF_BV y
QF_AX con extension de numeros enteros. Estas reglas permiten cambiar el dominio de
estos modelos sin perdida de generalidad, es decir, sin alterar el conjunto de soluciones
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encontradas y los posibles valores disponibles para cada variable.

Las limitaciones de esta propuesta se pueden resumir en la carencia de un patréon
o conjunto de reglas que permita determinar a priori cual loégica producira un mejor
desempeno. Es por ello que, en vez de ofrecer una solucién universal que lo mejore todo,
esta solucion plantea que existe un hiper-parametro con valores finitos (logicas SMT')
que se puede ajustar al momento de construir y evaluar modelos para CSP/CSOP.

5.1. Trabajos futuros

En la propuesta de soluciéon para esta tesis se eligieron problemas cuyos parametros
y soluciones pertenecen al dominio de los niimeros enteros. Esto facilita la traduccion
hacia las otras logicas dado que la logica de bit-vectors y de array poseen un dominio casi
equivalente al de los numeros enteros, y en el caso de LRA, el dominio de los ntimeros
reales contiene al de los niimeros enteros, por lo que la traduccion del contexto del
problema se puede hacer de manera directa.

Una comparaciéon que podria ser interesante en el futuro es la de incorporar nuevos
problemas con dominios basados en distintas teorias. Esto podria generar algunos con-
flictos al momento de traducir hacia otras logicas, especialmente si el dominio inicial es
el de los nameros reales dada la posible perdida de informacion al acotar el problema al
dominio de los niimeros enteros, pero podria generar nuevos resultados y conclusiones
que no se hayan considerado en el estudio realizado en este documento. También seria
de interés ver que tipo de comparaciones se pueden obtener al resolver problemas de
optimizacién combinatoria o no lineal haciendo uso de distintas logicas.

Otro aspecto interesante que no se llevd a cabo empiricamente en este trabajo es el
de combinar mas de una logica en un mismo modelo. De los problemas que se mo-
delaron en la Seccién B2 BACP y TSP contienen méas de una variable, por lo que
existe la opcion de modelar cada variable usando distintas logicas para analizar como
se comporta durante la biisqueda de soluciones. En los resultados obtenidos se vio que
algunos modelos basados en determinadas logicas logran resolver mejor un problema
que otros, por lo que la idea de ajustar los modelos desde la capa de las variables en
vez de ajustarlo a nivel del problema completo podria dar paso a un afinamiento mas
profundo que permita obtener atin mejores resultados en determinados problemas en
comparacion a modelamientos basados en una sola logica.

También resultaria interesante ver como se comportan los modelos basados en las l6gicas
que no se vieron en este documento, como Integer/Rational Difference Logic o Floating
Point o Arrays puros, entre otras.

Si analizamos el estudio realizado en este documento desde el punto de vista de la
automatizacion de procesos salta a la vista que un trabajo a futuro puede ser el de
automatizar la configuracion de logicas que forman parte de un determinado modela-
miento, ya sea en base a un conjunto de reglas definidas a partir de resultados empiricos
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o en base a técnicas de aprendizaje automatico y/o inteligencia artificial. Siguiendo la
linea de automatizacion, también seria interesante como trabajo futuro el desarrollo de
un framework que permita traducir automéaticamente el modelamiento de un problema
para que integre otras logicas SMT. Una idea para lograrlo podria ser basarse en el
framework de SMT ya que este se encuentra constantemente transformando el modelo
entre su configuracion inicial y SAT, pasando de un dominio a otro en cada iteracion.



Anexos

Transformaciones de LIA a LRA

N-queens

» Parametros:

N: Numero de reinas que se deben posicionar en un tablero de tamano N x N,
tal que N € Z*

» Variables:

X.: Namero de la fila en la columna ¢ donde se posiciona una reina, X, € R, Ve €
{1,..,N}

= Funcién objetivo:

Que ninguna reina en el tablero pueda ser atacada, o en otras palabras, que se
cumplan todas las restricciones del problema

= Restricciones del problema:

1. Acotamiento del dominio de X,:
\/ Xe=jVee {1, N}
j=1

2. El dominio de X, esta restringido entre 1 y n (cantidad de filas) (Notar
que esta restriccion se puede omitir dado que ya esta considerada dentro del
acotamiento anterior, sin embargo se decidi6 dejarla por completitud):

X.>1,

XC S N’
Vee{l,...N})
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3. Debe haber a lo mas una reina por fila:
X, # X,,
Ve, € {1,...,N — 1})
Vej € {¢;+1,...,N})
4. Debe haber a lo mas una reina por diagonal
Xey # Xey + (¢ — @)

Xci 7& Xq + (Cj - Ci)
VCZ‘ S {1, ,N — 1}
VCJ' € {Ci —+ 1, ,N}

Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

= Parametros:
m : Numero de cursos, m € Z"
n : Namero de periodos académicos, n € Z™
«; : Numero de créditos del curso i, o; € ZT, Vi € ZT :i € {1,...,m}
B : Carga académica minima permitida por periodo, 3 € Z™
~ : Carga académica maxima permitida por periodo, v € Z*
0 : Cantidad de cursos minima por periodo, § € Z™

¢ : Cantidad de cursos maxima por periodo, € € Z*

» Variables:

1 si el curso 7 es asignado al periodo 7,
Xi; = X;; e R Vie{l,...,m},Vje{l, .. n}
0 en caso contrario

¢; : carga académica del periodo j, ¢; € Z,Vj € {1,...,n}

C' : Mayor carga académica registrada a lo largo del curriculum, C' € Z

= Funcién objetivo:

Minimizar la carga académica a lo largo de los periodos, lo que se puede re-
presentar como: minimizar la mayor carga académica registrada a lo largo del
curriculum:

Minimizar C
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= Restricciones del problema:

1. Acotamiento del dominio de X ;:

1
\/ Xy =kVie{l,...m}Vje{l . n}
k=0

2. Se podria acotar c;, pero sus valores se definen a partir de X;; y «;, por lo
que no es necesario.

3. El dominio de X ; esta restringido entre 0 y 1 (se puede omitir dado que ya
estd considerado en la restriccion 1):

Xi; <1,
Xi; >0,
Vie{l,..,n},Vjie{l,..,n}
4. La mayor carga académica C' se define como:

C = Maz{cy,...,cn}

Lo que se puede forzar usando la siguiente restricciéon lineal en conjunto con
la funcién objetivo:
C > Cj,Vj S {1, ,’fl}

5. La carga académica para el periodo j se define como:

Cj = ZO{Z X XZ7]7VJ S {1, ,n}

=1

6. Cada curso i debe ser asignados a un periodo j:
Y Xiy=1Vie{l,.,m}
j=1

7. Curso b tiene como pre-requisito al curso a, por lo tanto el curso b no se
puede asignar a un periodo anterior al asignado para el curso a:

j—1
Xy < ZX‘” =1,Vje{2,...,n},Vae{l,..,m—1},¥b € {a,...,m}
r=1

8. La carga académica de cada periodo j debe ser mayor o igual a la carga
minima permitida:
c; > B,Vje{l,...,n}
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9. La carga académica de cada periodo j debe ser menor o igual a la carga
méaxima permitida:
Cj S ’}/,VJ € {17 77?,}

10. El ntmero de cursos del periodo j debe ser mayor o igual a la cantidad
minima permitida:

ZXi’j Z 57VJ € {]_, ,n}
1=1

11. El ntmero de cursos del periodo j debe ser menor o igual que la cantidad
méaxima permitida:

ZXi’j S E,Vj S {1, ,n}
i=1

Nurse Scheduling Problem (NSP)

= Parametros:
N : Numero de nurses, N € Z*
D : Namero de dias que definen la jornada de trabajo, D € Z*

S : Numero de turnos por dia (el tltimo no turno se considera como turno de
trabajo, es decir, si S = 4, el dia contara con S —1 = 3 turnos laborales), S € Z*

Cas : Matriz de cobertura, indica la cantidad de nurses requerida para el dia d y
el turno s, Cy, € Z§,¥d € {1,...,D},Vs € {1,..., S}

P, 4s : Matriz de preferencias, indica la preferencia que tiene un nurse n para
trabajar el dia d en el turno s, P, 4. € Zg,¥n € {1,..., N},vd € {1,...,D},Vs €
{1,..., S}

min_wd: Cantidad minima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, min_wd € Z§

max_wd: Cantidad maxima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, maxr _wd € Z§

min_cd : Cantidad minima de dias de trabajo consecutivos, min_cd € Zg
mazx_cd : Cantidad méxima de dfas de trabajo consecutivos, mazx _cd € Zg

min_ cSs : Numero entero que indica la cantidad minima de dias consecutivos
que un nurse deberd trabajar en el turno s, en caso de que se le sea asignado,
min_cs, € Zg,s € {1,...,S}

max__cSs : Numero entero que indica la cantidad maxima de dias consecutivos
que un nurse podra trabajar en el turno s, mazx_css € Zd,s € {1,..., S}

min__ss : Numero entero que indica la cantidad minima de veces que se debe
asignar el turno s a cada nurse, min_s, € Z$,s € {1,..., S}
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mazr S, : Numero entero que indica la cantidad méxima de veces que se puede
asignar el turno s a cada nurse, max_s, € Z3,s € {1,..., S}

» Variables:

1,0 si el nurse n es asignado al dia d en el turno s,
Xnds = Xnas € RVne{l,...N},Vde{l,..,D},Vs € {1,..., S}
0,0 en caso contrario

= Funcién objetivo:

Maximizar H = 27]:7:1 25:1 25:1 Xonds X Pnas (Happiness, determinado por los
turnos asignados a cada nurse y su preferencia sobre estos), Vn € {1,..., N},Vd €

{1,...,D},Vs €{1,..., S}
= Restricciones del problema:

1. Acotamiento del dominio de X, 4:
1
\/ Xnas =k, ¥ne{l,. N}, Vde {1,..,D},Vs € {1,..., S}
k=0

2. El dominio de X,, 4, esta restringido entre 1 y 0 (se puede omitir dado que
ya esté considerado en la restriccion 1):

Xnds > 0,0,
Xnds < 1,0,
Vne{l,..,N},Vde{l,...D} Vs e {l,..,S}
3. Cada nurse n debe tener asignado un turno s cada dia:

S
> Xpas=10,Yn€{l,..,N},vd € {1,.., D}

s=1

4. Cada turno laboral s en cada dia d debera tener al menos la cantidad Cy s
de nurses indicada en la Matriz de cobertura:

N
3" Xpas > CagVd € {1,.., D}, Vs € {1,...,5 — 1}

n=1
5. A cada nurse se le debe asignar al menos min_wd y a lo més max _wd dias
de trabajo (sin contar el turno libre):

D S-1
Xnas > min_wd,Vn € {1,...,N}
1

<%
Il

1 s

n

-1

NE

Xnas <maxr_wd,¥Yn € {1,...N}
1

i

1s
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6. Cada nurse debe tener asignado un determinado turno s al menos min_ s
y a lo mas mazr s, veces:

D

ZX’VLCLS > min_ss,Yn € {1,..., N}, Vs e {l,...S}
d=1

D
ZXn,d,s < mazx_ssVne{l,..,N}Vse{l,.. S}
d=1

7. Cada nurse debe trabajar al menos min_cd y a lo més max__cd dias conse-
cutivos

min{i+k+1,D} §—1

Z ZX,] 18_2XZXTL7, 1,s — QXZXnH—k lsgk_2

j=max{i+1,2} s=1

Vn e {1,..., N},Vk € {min{2,min_cd},...,min_cd+1},Vi € {1, ..., D+2—k}

min{D,j+maz_cd+1} §—1

Z Z Xnds < max_cd,
d=j s=1

Vne{l,..,N},Vje{l,...D—max_cd}
8. Cada nurse debe repetir el mismo turno de trabajo s al menos min_cs, y a
lo mas max__cs, veces, en caso de que el turno s le sea asignado
min{i+k+1,D}
Z Xn,jfl,s —2X Xn,ifl,s —2x Xn,iJrkfl,s S k — 27
j=max{i+1,2}
Vne{l,..,N},Vs e {1,...,5 — 1},
VEk € {min{2,min_css},....,min_cs;+ 1},Vi € {1,....,D +2 — k}

min{D,j+maz_css+1}

E Xnds < max_css,
d=j

Vne{l,.,.N}Vse{l,...5—1},Vj e {l,... D —max_cd}

Unbounded Knapsack Problem (UKP)

= Parametros:
n: Ndmero entero con la cantidad total de objetos, n € Z™
C': Numero entero con la capacidad maxima de la mochila, C € Z*
W;: Namero entero indicando el peso del objeto i, W; € ZVi € {1,...,n}
Vi: Ntmero entero indicando el valor del objeto i, V; € ZVi € {1,...,n}
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» Variables:

X; : cantidad de veces que se agrega el objeto ¢ a la mochila, X; € R, Vi € {1,...,n}

= Funcién objetivo:

Maximizar valor v en la mochila, v = Z?:l Vi x X;
= Restricciones del problema:
1. Acotamiento del dominio de X;:

[97; 1

X.=j,Vee{l,..,n}

I

Il
i

J
2. Cada objeto puede ser ingresado cero o mas veces:

X; >0,Vie{l,...n}

3. La suma de los pesos de los objetos ingresados no debe superar la capacidad
maxima de la mochila:

WX, <C

=1
Transformaciones de LIA a QF_BV

N-queens

» Parametros:

N: Numero de reinas que se deben posicionar en un tablero de tamano N x N,
tal que N € Z*

N*: Namero de reinas que se deben posicionar en un tablero de tamano N x N
(en binario), tal que N € Zy*?™ 1. 7, = {0,1}

= Variables:
X,.: Namero de la fila en la columna ¢ donde se posiciona una reina, X, €
zjer ™ 7, = {0,1},Ve € {1,..., N}

= Funcién objetivo:

Que ninguna reina en el tablero pueda ser atacada, o en otras palabras, que se
cumplan todas las restricciones del problema

= Restricciones del problema:
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1. El dominio de X, esta restringido entre 1 y N (cantidad de filas):
Xe 2> 1y,
X < N7,
Vee{l,..,N}
2. Debe haber a lo mas una reina por fila:
X, # X,,
Ve, € {1,...,N —1})
Vej € {c1 +1,...,N})
3. Debe haber a lo mas una reina por diagonal
Xe, # Xe, + (¢j — ci)a
X, # Xe, +(¢j — ci)2
Ve, € {1,...,N — 1}
Vej € {cl+1,..,N}

Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

= Parametros:
m : Namero de cursos, m € Z*
n : Numero de periodos académicos, n € Z*
a; : Namero de créditos del curso i, o; € ZT, Vi € ZT :i € {1,...,m}
af : Ntmero de créditos del curso i (en binario), i € Z)@) ™ . 7, —
{0,1},Vi € {1,...,m}
B : Carga académica minima permitida por periodo, 5 € Z*

B* : Carga académica minima permitida por periodo (en binario), 8* € Z*??1+1 .
ZQ — {0, 1}

~ : Carga académica maxima permitida por periodo, v € Z*

v* : Carga académica maxima permitida por periodo (en binario), v* € Zgl"”(””“ :
Zo ={0,1}

0 : Cantidad de cursos minima por periodo, § € Z*

§* : Cantidad de cursos minima por periodo (en binario), §* € Z*®=@* . 7, —
{0,1}
¢ : Cantidad de cursos maxima por periodo, € € Z*

¢* : Cantidad de cursos maxima por periodo (en binario), e* € Z,*®©1*! . 7, —

{0,1}
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» Variables:

1o si el curso ¢ es asignado al periodo 7,
Xi,j = Xi,j c Z% 2 ly = {07 ]_},VZ S {1, ,m},Vj S {]_, ,n}
09 en caso contrario

c; : carga académica del periodo 7, ¢; € Zgogz(zyila’ﬂ 1 Zo ={0,1},Vj € {1,...,n}

C' : Mayor carga académica registrada a lo largo del curriculum, C' € Zgl"”@ﬁl el
Zs ={0,1}

= Funcién objetivo:

Minimizar la carga académica a lo largo de los periodos, lo que se puede re-
presentar como: minimizar la mayor carga académica registrada a lo largo del
curriculum:

Minimizar C
= Restricciones del problema:
1. El dominio de X ; esta restringido entre 0 y 1:
Xi; <1y,
X;,j = 0y,
Vie{l,...,n},Vje{l,..,n}
2. La mayor carga académica C' se define como:
C = Mazx{cy,...,cp}

Lo que se puede forzar usando la siguiente restriccion lineal en conjunto con
la funciéon objetivo:
C > Cj,Vj S {1, ,77,}

3. La carga académica para el periodo j se define como:

¢ = Za;“ x X;j,Vje{l,..,n}

i=1

4. Cada curso ¢ debe ser asignados a un periodo j:
ZXZ‘J' = 12,Vi S {1, ceey m}
j=1

5. Curso b tiene como pre-requisito al curso a, por lo tanto el curso b no se
puede asignar a un periodo anterior al asignado para el curso a:

—_

j_
Xp; < Xor =12,¥5 € {2,...,n},Va e {1,....m—1},Vb € {a,...,m}
1

T
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6. La carga académica de cada periodo j debe ser mayor o igual a la carga
minima permitida:
c; > B Vie{l,..,n}

7. La carga académica de cada periodo j debe ser menor o igual a la carga
méaxima permitida:
c; <y, Vjed{l, ..., n}

8. El nimero de cursos del periodo j debe ser mayor o igual a la cantidad
minima permitida:

ZXZ‘J' Z 5*,\V/j S {]_, ,TL}
i=1

9. El ntmero de cursos del periodo j debe ser menor o igual que la cantidad

méaxima permitida:
m

ZXi’j S 6*,\V/j S {17 ,TL}

=1

Nurse Scheduling Problem (NSP)

s Parametros:
N : Numero de nurses, N € Z*
D : Namero de dias que definen la jornada de trabajo, D € Z*

S : Numero de turnos por dia (el tltimo no turno se considera como turno de
trabajo, es decir, si S = 4, el dia contara con S —1 = 3 turnos laborales), S € Z*

Cas : Matriz de cobertura, indica la cantidad de nurses requerida para el dia d y
el turno s, Cy, € Z§,¥d € {1,...,D},Vs € {1,...,S}

s - Matriz de cobertura, indica la cantidad de nurses requerida para el dia d
y el turno s (en binario), Cj, € ZglogQ(C‘i‘SﬂH : Ly ={0,1},Vd € {1, ..., D},Vs €
{1,...,S}

P, 45 : Matriz de preferencias, indica la preferencia que tiene un nurse n para
trabajar el dfa d en el turno s, P, 45 € Zd,Vn € {1,...,N},Vd € {1,...,D},Vs €
{1,..., 5}

P:,d,s
trabajar el dia d en el turno s (en binario), P}, € zllee )t 7, — 0,1}, Vn €
{1,..,N},Vd € {1,...,D},Vs € {1,..., S}

min_wd: Cantidad minima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, min_wd € Zg

. Matriz de preferencias, indica la preferencia que tiene un nurse n para

min_wd*: Cantidad minima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, min_wd* € Z}# -9 7. — 10,1}
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max_wd: Cantidad maxima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral (en binario), max_wd € Z§

max_wd*: Cantidad méxima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral (en binario), maz_wd* € ZJ°m I 7, — 10,1}

min_cd : Cantidad minima de dias de trabajo consecutivos, min_cd € Z§

maz_cd : Cantidad maxima de dias de trabajo consecutivos, max_cd € Zg

max _cd* : Cantidad maxima de dfas de trabajo consecutivos, max cd* € Z£l092 (maz_cd)T+1

Z, = {0,1}

min_ css : Namero entero que indica la cantidad minima de dias consecutivos
que un nurse debera trabajar en el turno s, en caso de que se le sea asignado,
min_cs, € Z¢,s € {1,..., 5}

max_cs, : Numero entero que indica la cantidad maxima de dias consecutivos
que un nurse podra trabajar en el turno s, mazx _css € Z3,s € {1,..., S}

maz_cs; : Numero entero que indica la cantidad maxima de dias consecutivos

. . ! 141
que un nurse podra trabajar en el turno s, mazr cs* € Zg og2(maz_csa)I+L -

(0,1}, s € {1,..., S}

min_ ss : Numero entero que indica la cantidad minima de veces que se debe
asignar el turno s a cada nurse, min_s, € Z$,s € {1, ..., S}

min_s; : Nimero entero que indica la cantidad minima de veces que se debe

. o . loga (mi +1
asignar el turno s a cada nurse (en binario), min_s* € zlo(min_sJt 7, _

{0,1},s € {1,...,S}
maxr S, : Numero entero que indica la cantidad méxima de veces que se puede

asignar el turno s a cada nurse, maxr_s, € Z3,s € {1,...,S}

max s : Nimero entero que indica la cantidad maxima de veces que se puede

] o ! +1
asignar el turno s a cada nurse (en binario), maz_s* € ZJ@m@—=IH 7, _

{0,1},s € {1,...,S}
= Variables:
19 si el nurse n es asignado al dia d en el turno s,
Xnds € Ly : Lo ={0,1}
Vne{l,..,N}Vde{l,..,D},¥Vse{l,..,S}

09 en caso contrario

Xn,d,s =

= Funcién objetivo:

Maximizar H = ZnN=1 Ele Zle Xnas X Py 4 (Happiness, determinado por los
turnos asignados a cada nurse y su preferencia sobre estos), Vn € {1,..., N},Vd €

{1,..,D}Vs € {1,..., S}

= Restricciones del problema:
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1. El dominio de X, 4, esta restringido entre 1 y 0s:
Xn,d,s Z 027

Xn,ds < 117

Vne{l,..,N},vde{l,..,.D}, Vs e {l,...S}

2. Cada nurse n debe tener asignado un turno s cada dia:

S
3" Xpas=1o,¥n € {1,..,N},Vd € {1,..., D}

s=1

3. Cada turno laboral s en cada dia d debera tener al menos la cantidad Cy 4
de nurses indicada en la Matriz de cobertura:

N
> Xoas>CpVde{l,. . D} Vse{l,...S—1}

n=1
4. A cada nurse se le debe asignar al menos min_wd y a lo mas maxr wd dias
de trabajo (sin contar el turno libre):

D S5-1

ZZXWLS > min_wd*,¥n € {1,...,N}

d=1 s=1

D S-1
ZZX”*LS <mazr_ wd*",¥ne{l,..,N}
d=1 s=1

5. Cada nurse debe tener asignado un determinado turno s al menos min__ s
y a lo mas max__s, veces:

D
ZXn’d’s >min_s:,Vne{l,..,N},Vse{l,..,S}
d=1

D
ZXn,d,s <mazx_ si;,Vne{l,.,N}Vse{l,..S}
d=1
6. Cada nurse debe trabajar al menos min_cd y a lo mas max__cd dias conse-
cutivos

min{i+k+1,D} S—1

Z ZX,] 15_2X2an 1,s — QXZXnH—k ls_ k_2)

j=mazx{i+1,2} s=1

Vn e {1,...,N},Vk € {min{2,min_cd},...,min_cd+1},Vi € {1,..., D+2—k}

min{D,j+max_cd+1} §—1

E E Xnas <max_cd”,
d=j s=1

Vne{l,..,N}Vje{l,...D —max_cd}
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7. Cada nurse debe repetir el mismo turno de trabajo s al menos min_css; y a
lo mas max__cs, veces, en caso de que el turno s le sea asignado

min{i+k+1,D}
Z Xn,j—l,s —2X Xn,i—l,s —2X Xn,i—l—k—l,s S (kf — 2)27

j=max{i+1,2}
Vne{l,..,N},Vs e {1,...,5 — 1},
VEk € {min{2,min_css},....min_cs;+ 1},Vi € {1,...,D + 2 — k}

min{D,j+maz_css+1}

E Xnds < max_cs;,
d=j

Vne{l,.,N}Vse{l,...S—1},Vje{l,...,D —max_cd}

Unbounded Knapsack Problem (UKP)

= Parametros:
n: Namero entero con la cantidad total de objetos, n € Z*
C': Numero entero con la capacidad maxima de la mochila, C' € Z*
W;: Namero entero indicando el peso del objeto i, W; € ZVi € {1,...,n}

W;: Ntimero entero indicando el peso del objeto i (en binario), Wy € Z*2Wdl+ .
Zo ={0,1},Vi € {1,...,n}

Vi: Nmero entero indicando el valor del objeto i, V; € ZVi € {1,...,n}

V;*: Ntimero entero indicando el valor del objeto i (en binario), V;* € Z°®(1+ .
Zs ={0,1},Vi € {1,...,n}

= Variables:

. . . . [loga (y7-)1+1

X, : cantidad de veces que se agrega el objeto 7 a la mochila, X; € Z, : :
Zs ={0,1},Vi € {1,...,n}

= Funcién objetivo:
Maximizar valor v en la mochila, v = 3" | Vi* x X;

= Restricciones del problema:

1. Cada objeto puede ser ingresado cero o mas veces:
X; >0,vie{l,..,n}

2. La suma de los pesos de los objetos ingresados no debe superar la capacidad
maxima de la mochila:

=1
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Transformaciones de LIA a QF_ALIA

N-queens

» Parametros:

N: Numero de reinas que se deben posicionar en un tablero de tamano N x N,
tal que N € Z*

» Variables:

X: Arreglo de numeros enteros unidimensional, almacena el ntiimero de fila en F
para la columna I donde se posiciona una reina, X € A¥ VI, E € Z

= Funcién objetivo:

Que ninguna reina en el tablero pueda ser atacada, o en otras palabras, que se
cumplan todas las restricciones del problema

= Restricciones del problema:
1. El dominio de X|c] esta restringido entre 1 y N (cantidad de filas):

X|c] > 1,
X[e] <N,
Vee{l,..,N}
2. Debe haber a lo mas una reina por fila:
Xl # Xleo]
Ve € {1,...,N —1})
VCQ € {CQ + 1, ceey N})

3. Debe haber a lo mas una reina por diagonal
Xleo] # Xl + (2 — 1)

Xla] # Xl + (2 — 1)
Vcl S {1, 7N — 1}
\V/CZ € {Cl -+ 1, ,N}
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Balanced Academic Curriculum Problem (BACP)

= Parametros:
m : Numero de cursos, m € Z"
n : Namero de periodos académicos, n € Z™
a; : Namero de créditos del curso i, o; € ZT, Vi € ZT :i € {1,...,m}
B : Carga académica minima permitida por periodo, 3 € Z™
~ : Carga académica maxima permitida por periodo, v € Z*
0 : Cantidad de cursos minima por periodo, § € Z*

¢ : Cantidad de cursos maxima por periodo, € € Z*

» Variables:

X: Arreglo de enteros bidimensional, almacena el valor 1 en E* si se asigna el
curso I al periodo I*, almacena el valor 0 en caso contrario, X € A¥ VI € Z, F €
A NVI* E* €7
c: Arreglo de niimeros enteros unidimensional, almacena la mayor carga académica
registrada en E para el periodo I, c € A¥ VI E € Z
C: Arreglo de un solo ntmero entero, almacena la mayor carga académica regis-
trada a lo largo del curriculum E usando el indice I =0, C € AF VI, E € Z

= Funcién objetivo:

Minimizar la carga académica a lo largo de los periodos, lo que se puede re-
presentar como: minimizar la mayor carga académica registrada a lo largo del
curriculum:

Minimizar C
= Restricciones del problema:
1. El dominio de X[i][j] esta restringido entre 0 y 1:
X[ils] <1,
X[i][j] = 0,
Vie{l,...n}Vjie{l,..,n}
2. La mayor carga académica C' se define como:

C[0] = Max{cy,...,cn}

Lo que se puede forzar usando la siguiente restriccion lineal en conjunto con

la funcién objetivo:
C[O} > Cj,Vj S {1, ,n}



Transformaciones de LIA a QF_ALIA 68

3. La carga académica para el periodo j se define como:
clj] =D ai x X[|[j],Vj € {1,...,n}
i=1
4. Cada curso ¢ debe ser asignados a un periodo j:

ZX[i][j] =1,Vie{1,..,m}

5. Curso b tiene como pre-requisito al curso a, por lo tanto el curso b no se
puede asignar a un periodo anterior al asignado para el curso a:

X[b)[j] < Z_:X[a][r} =1,v5€{2,..,n},Yae{l,..,m—1},Vb € {a,...,m}

r=1

6. La carga académica de cada periodo j debe ser mayor o igual a la carga
minima permitida:

clj] = B,vj € {1,....n}

7. La carga académica de cada periodo j debe ser menor o igual a la carga
méxima permitida:
C[]] < ’Y,V] € {17 777,}

8. El ntimero de cursos del periodo j debe ser mayor o igual a la cantidad
minima permitida:

m

> X[[G) = 6,¥j € {1, ...,n}

i=1
9. El ntimero de cursos del periodo j debe ser menor o igual que la cantidad
méxima permitida:

m

> X[ilj] <€ Vj€{L,...,n}

=1

Nurse Scheduling Problem (NSP)

= Parametros:
N : Namero de nurses, N € Z*
D : Namero de dias que definen la jornada de trabajo, D € Z*

S : Numero de turnos por dia (el tltimo no turno se considera como turno de
trabajo, es decir, si S = 4, el dia contara con S —1 = 3 turnos laborales), S € Z*
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Cas : Matriz de cobertura, indica la cantidad de nurses requerida para el dia d y
el turno s, Cy, € Z§,¥d € {1, ..., D},Vs € {1,..., S}

P, 4s : Matriz de preferencias, indica la preferencia que tiene un nurse n para
trabajar el dia d en el turno s, P, 4. € Zg,¥n € {1,..., N},vd € {1,...,D},Vs €

{1,..., S}
min_wd: Cantidad minima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, min_wd € Z§

max _wd: Cantidad maxima de dias en que a cada nurse se le debe asignar un
turno laboral, mar _wd € Z7

min_cd : Cantidad minima de dias de trabajo consecutivos, min_cd € Z
mazx__cd : Cantidad méxima de dfas de trabajo consecutivos, maz_cd € Zg

min__css : Namero entero que indica la cantidad minima de dias consecutivos
que un nurse debera trabajar en el turno s, en caso de que se le sea asignado,
min_cs, € Z¢,s € {1,..., S}

max_cs, : Numero entero que indica la cantidad maxima de dias consecutivos
que un nurse podra trabajar en el turno s, mazr _cs, € Zg,s € {1,..., S}

min_ ss : Nimero entero que indica la cantidad minima de veces que se debe
asignar el turno s a cada nurse, min_s, € Z$,s € {1, ..., S}

max_ss : Nimero entero que indica la cantidad maxima de veces que se puede
asignar el turno s a cada nurse, max_s; € Z$,s € {1,..., S}

» Variables:

X: Arreglo de enteros tridimensional, almacena el valor 1 en E** para un nurse
I que trabaja el dia I* en el turno I**, almacena el valor 0 en caso contrario,
XeAPNI€eZ,E e AL VI* € 7, E* € AEL NI E*Z

= Funcién objetivo:

Maximizar H = ZnN:1 Zfl):l Zle Xonds X Pnas (Happiness, determinado por los
turnos asignados a cada nurse y su preferencia sobre estos), Vn € {1,..., N},Vd €
{1,...,D},Vs €{1,...,S}

= Restricciones del problema:
1. El dominio de X|n|[d][s] esta restringido entre 1y 0:
Xn]ld][s] = 0,
XnJld][s] <1,
Vne{l,..,N},Vde{l1,...D} Vs e {1,..., S}

2. Cada nurse n debe tener asignado un turno s cada dia:

3" X[n)(d)[s] = 1,¥n € {1,..,N},Vd € {1,..., D}
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3. Cada turno laboral s en cada dia d debera tener al menos la cantidad Cy 4
de nurses indicada en la Matriz de cobertura:

ZX s] > Cys,¥d e {1,....D},¥se{1,...,5 -1}

4. A cada nurse se le debe asignar al menos min_wd y a lo mas maxr _wd dias
de trabajo (sin contar el turno libre):

D S-1
Z X[n | > min_wd,Vn € {1,...,N}
d=1 s=1
D S-1
Z X[n | <max_wd,¥Yn e {1,...,N}
d=1 s=1

5. Cada nurse debe tener asignado un determinado turno s al menos min_ s
y a lo mas max__sg veces:

X([n][d][s] > min_ss,¥n € {1,..,N},Vs € {1,..., S}

M= 1M

X[n]ld][s] < maz_ss,¥n € {1,..,N},Vs € {1,...,S}

a
I

1

6. Cada nurse debe trabajar al menos min_cd y a lo mas max__cd dias conse-
cutivos

min{i+k+1,D} S—1

S X 2><ZX 2><ZX I[i+K][s] < k—2,

j=max{i+1,2} s=1

Vn € {1,..., N},Vk € {min{2, min_cd},...,min_cd+1},Vi € {1,..., D+2—k}

min{D,j+mazx _cd+1} §—1

Z ZX | <max_cd,

Vn € {1, ...,N},Vj €e{l,...D —max cd}

7. Cada nurse debe repetir el mismo turno de trabajo s al menos min_css y a
lo méas max__csg veces, en caso de que el turno s le sea asignado

min{i+k+1,D}
S X[l —1)fs] = 2 % X[nli - 1][s] — 2 x X[n][i +k—1][s] < k-2,

j=maz{i+1,2}

Vne{l,..,N},Vs e {1,...,5 — 1},
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Vk € {min{2,min_css},....,min_css+ 1},Vi € {1,....,D +2 — k}

min{D,j+maz_css+1}

Z X[n][d][s] < max_cs,,

d=j

Vne{l,.,N}Vse{l,..,.S—1},Vj e {l,...,D —max_cd}

Unbounded Knapsack Problem (UKP)

= Parametros:
n: Ndmero entero con la cantidad total de objetos, n € Z™
C': Numero entero con la capacidad maxima de la mochila, C' € Z*
W;: Namero entero indicando el peso del objeto i, W; € ZVi € {1,...,n}
Vi: Nmero entero indicando el valor del objeto i, V; € ZVi € {1,...,n}

» Variables:

X: Arreglo de nimeros enteros unidimensional, almacena la cantidad de veces
que se agrega el objeto I en la mochila, X € A¥Y VI.F € Z

= Funcién objetivo:

Maximizar valor v en la mochila, v = Y"1 | V; x X[i]
= Restricciones del problema:

1. Cada objeto puede ser ingresado cero o méas veces:
X[i] >0,vi € {1,....,n}

2. La suma de los pesos de los objetos ingresados no debe superar la capacidad
méxima de la mochila:

d Wix X[ij<C
=1

Tablas con informacién adicional recopilada

En esta seccion del anexo se incluyen las tablas usadas para construir las figuras mos-
tradas en el Capitulo [l
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Instancias (n = ) | LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
4 0.0 0.0 0.01 0.02
8 0.01 0.01 0.01 0.01
12 0.01 0.04 0.03 0.04
16 0.01 0.73 0.04 0.09
20 0.01 0.54 0.08 0.31
20 53.48 945.57 1.15 94.22
100 12.67 | 86391.36 | 27.62 | 35633.14
120 6.34 | 86396.01 | 17.28 | 83088.13
140 21.74 | 86389.97 | 15.89 | 86399.08
160 413.68 | 86387.12 | 11.04 | 86398.97
180 12.21 | 88649.89 | 38.15 | 86398.41
200 91.41 | 88642.09 | 50.92 | 86395.83

Tabla 5.1: Tabla con el tiempo total (en segundos) que duré la bisqueda de soluciones de
cada uno de los modelos planteados en el Capitulo Bl para el problema N-queens,
usada para elaborar la Figura 4]l Los mejores tiempos se distinguen por tener
letra més oscura. Fuente: Elaboraciéon propia.

Instancias LIA LRA QF_BV QF_ALIA
25 1 _g00 49.48 38.86 134.42 7.47

50 1 g00 0.73 102.44 578.14 1448.87
75 1 00 13.2 239.82 2504.73 3586.69
100 1 g00 484.9 85850.05 | 7549.23 | 72025.12
30 1 00 | 86629.77 | 85862.48 | 16735.05 | 86416.2
60 1 g00 | 69395.79 | 86416.38 | 86397.08 | 86420.51

Tabla 5.2: Tabla con el tiempo total (en segundos) que duré la bisqueda de soluciones de
cada uno de los modelos planteados en el Capitulo [3 para el problema NSP, usada
para elaborar la Figura[4.2l Los mejores tiempos se distinguen por tener letra mas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.

Instancias LIA LRA QF_BV QF_ALIA
n10c7370 4.41 0.88 | 36666.44 0.21
n20c17050 41.67 1.82 | 84387.09 1.71
n30c27795 | 293.62 4.62 | 84378.31 3.37
n40c39588 | 4451.47 | 15.24 | 84374.65 37.95
n50c41934 | 19092.61 | 17.83 | 84368.93 64.06
n60chH7601 | 81853.96 | 48.19 | 85225.78 | 223.94
n70c68135 | 84610.13 | 43.94 | 84619.23 | 251.39
n80c67603 | 59136.41 | 92.3 | 84623.47 | 260.78

Tabla 5.3: Tabla con el tiempo total (en segundos) que duré la bisqueda de soluciones de
cada uno de los modelos planteados en el Capitulo Bl para el problema UKP, usada
para elaborar la Figura[4.3l Los mejores tiempos se distinguen por tener letra mas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.
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Instancias LIA LRA QF_BV QF_ALTIA
five 0.02 0.04 0.1 0.04
pO1 86418.61 2444.65 164.43 16076.5
grl7 86396.28 | 86402.67 8723.9 87117.35
fri26 86404.37 | 86414.56 | 86411.71 87161.1

att4s 86507.92 | 86493.32 | 86495.12 | 87199.18

Tabla 5.4: Tabla con el tiempo total (en segundos) que duré la bisqueda de soluciones de
cada uno de los modelos planteados en el Capitulo Bl para el problema TSP, usada
para elaborar la Figura L4l Los mejores tiempos se distinguen por tener letra méas
oscura. Fuente: Elaboracién propia.

Instancia LIA LRA QF_BV | QF_ALIA
bacp8 3.64 86520.45 | 86511.48 20.66
bacpl0 1900.91 | 86476.59 | 86464.46 | 12.58
bacpl2 | 86406.43 | 10.79 | 86395.37 | 88000.44

Tabla 5.5: Tabla con el tiempo total (en segundos) que duré la busqueda de soluciones de
cada uno de los modelos planteados en el Capitulo [B] para el problema BACP,
usada para elaborar la Figura Los mejores tiempos se distinguen por tener
letra mas oscura. Fuente: Elaboracién propia.
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