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INTRODUCCIÓN.

1. Introducción

La motivación de este trabajo es estudiar y resolver una serie de ecuaciones di-
ferenciales parciales de segundo orden asociadas a la discretización de una de las
ecuaciones más fundamentales en la dinámica de fluidos, las cuales son las ecuacio-
nes de Navier–Stokes:

Hallar (u, p) tal que,

(1.1)







−ε∆u(x) + u(x) · ∇u(x) + ∇p(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω,
div u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

Donde u es la velocidad de un fluido y p es la presión del fluido, el cual está
presente en un dominio Ω en R2.

La discretización de dichas ecuaciones implica la separación en dos fenómenos
distintos, los cuales tienen que ser estudiados de forma diferente.

El primer fenómeno corresponde al transporte, lo que se modela mediante la lla-
mada ecuación de advección–reacción–difusión:

Hallar u tal que,

(1.2)

{

−ε∆u(x) + b(x) · ∇u(x) + u(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω,
u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

donde se tiene que:

Ω es un dominio en R2 , con frontera ∂Ω;
ε > 0 es el parámetro de difusión.
el operador diferencial Laplaciano ∆ está dado por:

∆u(x, y) =
∂2u

∂x2
+

∂2u

∂y2
;

b(x) = (b1(x), b2(x)) es un campo vectorial lo suficientemente suave, llamado
el campo de advección;
el operador diferencial divergencia ∇ está dado por:

∇u(x, y) =

(

∂u

∂x
,
∂u

∂y

)

;

El problema (1.1) modela distintos fenómenos f́ısicos de transporte, donde la varia-
ble u corresponde a la cantidad transferida al medio Ω, por ejemplo contaminante,
temperatura, etc (ver [15]).
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INTRODUCCIÓN.

El segundo fenómeno que se estudiará corresponde a las ecuaciones de un fluido,
para lo cual nos vamos a restringir a un fluido lineal, para lo cual, consideraremos
un fluido modelado mediante las ecuaciones de Stokes:

Hallar (u, p) tal que,

(1.3)







−ε∆u(x) + ∇p(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω,
div u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω.

La dificultad que emerge de estos sistemas de ecuaciones proviene del hecho de
que son ecuaciones acopladas, entonces se requiere la elección apropiada de la forma
de discretización del dominio presentado, ya que dicha elección influirá ampliamente
en los espacios de elementos finitos a generar.

Claramente el único tipo de solución que puede obtenerse para estos problemas
es la del tipo anaĺıtica, entonces es fundamental recurrir a esquemas numéricos que
puedan aproximar dicha solución, y dentro de la gran variedad de esquemas existentes
[3, 14] este trabajo se basará en el Método de Elementos Finitos.

El Método de Elementos Finitos es un esquema numérico que sirve para aproximar
la solución de una ecuación diferencial parcial u ordinaria, cuya solución vive en un
espacio de dimensión infinita, por una que viva en un espacio de dimensión finita. Aún
considerando que en la actualidad existe una gran variedad de métodos de elementos
finitos para resolver dichos problemas (ver [15]), el Método de Elementos Finitos es
el preferido en la comunidad ingenieril dada su gran robustez y amplio desarrollo
matemático (ver [5, 8, 4, 9]).

Dentro de los fundamentos del esquema de elementos finitos está la necesidad
de construir mallas sobre el dominio en cuestión, para después aproximar mediante
espacios polinomiales, construidos en base a dicha partición del dominio f́ısico (ver
Figura 1).

En general, la teoŕıa de Elementos Finitos se apoya en el uso de formulaciones
débiles, para ecuaciones diferenciales (ver [10]), las cuales son discretizadas y que
requieren de la resolución de sistemas de ecuaciones lineales de gran tamaño.
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INTRODUCCIÓN.

En base a lo anterior, el objetivo general de este trabajo es:

Estudiar e implementar Métodos de Elementos Finitos para resolver las ecua-
ciones de Navier–Stokes (1.1).

Y los objetivos espećıficos son:

Estudiar distintos métodos de elementos finitos adecuados para una apropiada
aproximación de la solución de los problemas de Advección-Reacción-Difusión
(1.2) y de Stokes (1.3).
Implementar computacionalmente dichos esquemas para distintos escenarios,
en dos dimensiones.
Considerar en dichas implementaciones aplicaciones con geometŕıas que simu-
len algún fenómeno f́ısico.
En base a las técnicas de métodos de elementos finitos logradas en los pro-
blemas anteriores, resolver el problema (1.1) usando el Método de Elementos
Finitos.

Figura 1. Partición de dominios en dos y tres dimensiones, basados en
particiones usando elementos triangulares y tetrahédricos.
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MUMPS.

2. Resolución de sistemas lineales

Al momento de discretizar una ecuación diferencial parcial mediante el método de
elementos finitos, es que se tiene que resolver un sistema de ecuaciones lineales de la
forma

Bα = f ,

donde la matriz B es la llamada, en términos generales, matriz de rigidez, f es
llamado el vector fuente y α el conjunto de incógnitas. Existen en la actualidad
distintos métodos para resolver directamente este sistema de ecuaciones. Una forma
simple y directa de resolver el problema es invertir la matriz B y multiplicarla por
el vector f , dando por resultado un vector con las soluciones a las incógnitas. Sin
embargo, nunca se realiza el cálculo de la inversa de B ya que no es recomendado
en ningún caso. Para calcular la solución directamente se emplean otros métodos
comunes tales como la eliminación gaussiana y las descomposiciones LU, Cholesky o
QR.

Dada la particular estructura del método de elementos finitos, es que dicha cons-
trucción hace, en general, que la matriz de rigidez tenga una estructura sparse, al
discretizar un problema continuo. Claramente, dada la gran cantidad de ceros pre-
sente en la matriz, es que cualquier tipo de operación tiene que ser realizada de forma
eficiente. Para resolver este problema existen dos clases de métodos de resolución:
los métodos directos e iterativos.

Los métodos directos descomponen el sistema de ecuaciones, por ejemplo, utilizan-
do una descomposición del tipo LU, es decir:

Bα = f ⇔ Ly = f y Uα = y,

y posteriormente se realizan sustituciones hacia adelante y hacia atras.
Los métodos iterativos asumen una solución aproximada inicial del sistema para

el vector de incógnitas x, digamos un α0. Luego, los siguientes αi, con i = 1, 2, ...,
son calculados de tal manera de minimizar el error residual

Bαi − f .

Adicionalmente, un solver iterativo realiza un proceso llamado precondicionamiento.
El proceso de precondicionamiento se realiza antes de resolver el sistema, mejorando
el número de condición de la matriz. A partir del sistema Bα = f , se multiplica por
una matriz adecuada M , para luego resolver el sistema

MBα = Mf .

Este proceso claramente no cambia la solución α, sin embargo cambia el comporta-
miento del sistema, mejorar el número de condición de la matriz MB.
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MUMPS.

Para resolver el sistema de ecuaciones se utiliza el solver MUMPS (MUltifrontal
Massively Parallel sparse direct Solver) [1, 2], especializado en la resolución de sis-
temas sparse mediante un método directo basado en una aproximación multifrontal
que realiza una descomposición de la forma

A = LU .

En el caso particular de la resolución del método de elementos finitos para la ecuación
de Laplace, el sistema se resuelve de la forma

A = LDLT .

Este software se distribuye bajo la licencia CeCILL (CEA CNRS INRIA Logiciel Li-
bre), la cual es una adaptación legal francesa a la licencia GPL (GNU General Public
License), garantizando el derecho al usuario de modificación y libre distribución de
éste.

A partir del análisis realizado en [16] el cual considera distintos solvers existentes
se encuentran los siguientes resultados enfocados en el rendimiento del proceso com-
pleto de resolución del sistema y la capacidad de resolver correctamente una amplia
variedad de problemas. Si bien MUMPS no sobresale en ninguna de las caracteŕısti-
cas, se encuentra en un rango intermedio de rendimiento y estabilidad lo cual apoya
la elección de MUMPS como el solver a utilizar en este código.
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MUMPS.

Figura 2. Perfil de desempeño entre distintos solvers para problemas
con matrices definidas positivamente y no definidas positivamente (ver
[16]).
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MARCO FUNCIONAL.

3. Marco funcional

En esta sección, nos concentraremos en mostrar el marco funcional matemático, en
el cual nos basaremos para plantear resultados de existencia de soluciones, unicidad
de soluciones y la convergencia de los métodos de elementos finitos. Las propiedades
de los espacios de funciones que se presentan a continuación en conjunto con distintos
resultados que son válidos en estos espacios se pueden encontrar con más detalle en
[6].

Primero, recordemos que un espacio de Hilbert, corresponde a un espacio vectorial,
el cual es completo, es decir, toda sucesión de Cauchy converge a un elemento del
espacio, y en donde el producto interno induce una norma.

Ahora, introducimos el siguiente espacio de Hilbert, de funciones de cuadrado
integrable en un dominio Ω que es un subconjunto cerrado y acotado de Rd, con
frontera ∂Ω:

(3.1) L2(Ω) :=
{

v(x) :
∫

Ω
v2(x) dx < ∞

}

,

en el cual, se puede introducir el siguiente producto interno

(3.2) (v, w)L2(Ω) :=
∫

Ω
v(x)w(x) dx.

Claramente, el producto interno anterior, induce la siguiente norma

(3.3) ‖t‖L2(Ω) := (t, t)
1/2
L2(Ω) =

(∫

Ω
t2 dx

)1/2

.

Entonces, se tiene que el espacio anterior con la norma mencionada
(

L2(Ω), ‖ · ‖L2(Ω)

)

es un espacio de Hilbert. Dentro del análisis de elementos finitos es que es necesario
introducir el siguiente espacio, definido sobre un dominio Ω ⊂ Rd, con frontera ∂Ω,
llamado espacio de Sobolev:

(3.4) H1(Ω) :=

{

v(x) ∈ L2(Ω) :
∂v

∂xi
∈ L2(Ω), ∀ i = 1, ..., d

}

.

El espacio anterior es un espacio de Hilbert con norma inducida

(3.5) ‖v‖H1(Ω) :=
(

‖v‖2
L2(Ω) + ‖∇v‖2

L2(Ω)

)1/2
=



‖v‖2
L2(Ω) +

d∑

i=1

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)





1/2

.

De igual forma, podemos definir el espacio de Sobolev
(3.6)

H2(Ω) :=

{

v(x) ∈ L2(Ω) :
∂v

∂xi

∈ L2(Ω),
∂2v

∂xi∂xj

∈ L2(Ω), ∀ i, j = 1, ..., d

}

,
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MARCO FUNCIONAL.

con norma

‖v‖H2(Ω) =



‖v‖2
L2(Ω) +

d∑

i=1

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)

+
d∑

i=1

∥
∥
∥
∥
∥

∂2v

∂xi∂xj

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)





1/2

.

También se introduce el siguiente subespacio de H1(Ω), el cual incorpora condiciones
de frontera sobre la funciones, que es

(3.7) H1
0 (Ω) :=

{

v(x) ∈ H1(Ω) : v|∂Ω = 0
}

,

donde v|∂Ω corresponde a la restricción de v a la frontera de Ω, pero en un sentido
distribucional.

Dentro de todo el análisis de elementos finitos es que ocuparemos reiteradamente,
lo que se conoce como integración por partes, que corresponde a una serie de coro-
larios que se obtienen a partir del conocido teorema de Gauss, el cual dice que para
cualquier dominio Ω lo suficientemente suave y con vector normal unitario n (ver
Figura 3), dado cualquier campo vectorial G, lo suficientemente suave, se cumple
que

(3.8)
∫

Ω
div G dx =

∫

∂Ω
G · n ds.

Ω

∂Ω
n

Figura 3. Dominio Ω, con frontera ∂Ω y vector normal unitario n.

Con respecto al resultado anterior, es que se pueden deducir una serie de resultados
con respecto a integración. Lo primero es considerar el siguiente campo vectorial,

G =




0, ..., u(x)v(x)

︸ ︷︷ ︸

i-ésima

, ..,0






que contiene solo ceros, menos en su i-ésima entrada, la cual contiene la multiplicación
de dos funciones lo suficientemente suaves u y v. Luego, si el vector normal está dado
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por n = (n1, ..., nd), luego aplicando el teorema de Gauss, es decir, reemplazando
dicha elección en (3.8), se tiene que

(3.9)
∫

Ω

∂u

∂xi
v dx = −

∫

Ω
u

∂v

∂xi
dx +

∫

∂Ω
u v ni ds.

Ahora, si consideramos que la función u es talque u = ∂w
∂xi

, donde la función w(x) es

de igual forma lo suficientemente suave, luego reemplazando dicha elección en (3.9),
se tiene que se cumple

(3.10)
∫

Ω

∂2w

∂xi

v dx = −
∫

Ω

∂w

∂xi

∂v

∂xi

dx +
∫

∂Ω

∂w

∂xi

ni v ds.

Finalmente, notando que dicha elección fue arbitraria, luego variando la i-ésima en-
trada y sumando sobre todos los ı́ndices, es que se puede concluir que para funciones
lo suficientemente suaves, se cumple que

(3.11)
∫

Ω
∆u v dx = −

∫

Ω
∇u · ∇v dx +

∫

∂Ω
∇u · n v ds.

Ahora recordaremos una serie de desigualdades que serán útiles dentro de todo el
análisis de elementos finitos junto con el análisis de error. La primera es la conocida
desigualdad de Cauchy–Schwarz, que dice que si dos funciones f, g ∈ L2(Ω), luego se
cumple que

(3.12)
∫

Ω
fg dx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖g‖L2(Ω).

Una generalización del resultado anterior, es la conocida desigualdad de Hölder, que
dice que si f ∈ Lp(Ω) y g ∈ Lq(Ω), donde 1

p
+ 1

q
= 1, luego se cumple que

(3.13)
∫

Ω
fg dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω),

donde el espacio Lt(Ω), para un natural t, se define como

Lt(Ω) :=
{

v :
∫

Ω
vt dx < ∞

}

,

y para el caso cuando t = ∞, el espacio se define como

L∞(Ω) :=
{

v : ‖v‖L∞(Ω) < ∞
}

,

donde
‖v‖L∞(Ω) = ı́nf{M ≥ 0 : |v(x)| ≤ M en Ω}.

Finalmente, una generalización del resultado anterior es que si una serie de funciones
f1, f2, ..., fk para las cuales se cumple que

fi ∈ Lpi, 1 ≤ i ≤ k con
1

p
=

1

p1

+
1

p2

+ ... +
1

pk

≤ 1,

Universidad Técnica Federico Santa Maŕıa, Departamento de Informática. 12
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luego

(3.14)
(∫

Ω
(f1 · · · fk)p dx

)1/p

≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)‖f2‖Lp2 (Ω) · · · ‖fk‖Lpk (Ω).

La última desigualdad que será útil dentro de nuestro análisis es la desigualdad de
Poincaré, que dice que

(3.15) ‖v‖L2(Ω) ≤ CP,Ω‖∇v‖L2(Ω) ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

donde la constante CP,Ω solamente depende del dominio.
Por último, recordaremos un conocido resultado del análisis funcional que nos

entregará existencia y unicidad tanto para el problema débil como también para la
aproximación de elementos finitos (ver [12, Caṕıtulo 1]), para lo cual usaremos las
siguientes definiciones:

Dada una forma bilineal B : V ×V → R, es decir, que es lineal en cada componente,
diremos que:

B es continua, si

B(w, v) ≤ Cup‖w‖V ‖v‖V , ∀ w, v ∈ V ;

B es coerciva, si
B(v, v) ≤ Clw‖v‖2

V ∀ v ∈ V,

donde V es un espacio de Hilbert con norma ‖ · ‖V . De forma similar, dado un
funcional lineal F : V → V , diremos que el funcional es continua si satisface
que

F(v) ≤ C‖v‖V ∀ v ∈ V.

Teorema 1 (Lax-Milgram). Sea (V, ‖ · ‖V ) un espacio de Hilbert,
B : V × V → R una forma bilineal continua y coerciva, y F : V → R

un funcional lineal y continuo. Luego, existe solución única para el problema:

Hallar u ∈ V tal que cumpla con

B(u, v) = F(v) ∀ v ∈ V.

Cada requerimiento del teorema anterior, será especificado en lo que sigue de las
secciones y demostrado cuando se requiera.
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EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS.

4. El Método de elementos finitos para adveción–reacción–difusión

En esta sección, aplicaremos la teoŕıa de elementos finitos a nuestra ecuación (1.2),
para lo cual nos basaremos en la teoŕıa expuesta en [5].

4.1. Formulación débil. El primer paso para el planteo de un esquema de ele-
mentos finitos, corresponde a obtener la formulación débil asociada a la ecuación
diferencial parcial (1.1). El tratamiento usual es como sigue. Consideramos primero
cualquier función lo suficientemente suave v(x), la cual multiplicará toda la ecuación
diferencial, es decir,

−ε∆u(x)v(x) + b · ∇u(x)v(x) + u(x)v(x) = f(x)v(x).

Ahora, integramos la ecuación anterior en todo el dominio, es decir,
∫

Ω
(−ε∆u(x)v(x) + b · ∇u(x)v(x) + u(x)v(x)) dx =

∫

Ω
f(x)v(x) dx.

Usando la integración por partes (3.11), podemos reescribir la ecuación anterior como
∫

Ω
(ε∇u · ∇v + b · ∇uv + uv) dx −

∫

∂Ω
(∇u · n)v ds =

∫

Ω
fv dx.

Como nuestro problema contempla condiciones del tipo Dirichlet en la frontera, es
decir, u = 0 en ∂Ω, luego la derivada normal que aparece de forma natural, pero que
no es dato dentro de nuestro problema, es que tenemos que eliminarla de la ecuación
anterior. Entonces, a la función arbitraria v le pediremos que se anule en la frontera
del dominio, luego con dicho requerimiento es que podemos reescribir la ecuación
anterior como ∫

Ω
(ε∇u · ∇v + b · ∇uv + uv) dx =

∫

Ω
fv dx.

La ecuación anterior es la conocida formulación débil del problema diferencial ya que
transformamos los requerimientos de continuidad a requerimientos de integrabilidad.
Ahora, basados en la Sección 3, es que podemos reescribir finalmente nuestro pro-
blema como sigue:

Encontrar u ∈ H1
0 (Ω) tal que

(4.1) B(u, v) = F(v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

donde

(4.2)
B(u, v) :=

∫

Ω
(ε∇u · ∇v + b · ∇uv + uv) dx,

F(v) :=
∫

Ω
fv dx.

Para poder demostrar existencia y unicidad de una solución para el problema
anterior es que necesitamos demostrar todos los requerimientos presentados en el
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EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS.

Teorema (1), para el cual consideraremos que V = H1
0 (Ω) dotado con la siguiente

norma:

(4.3) |||v|||Ω :=
(

ε‖∇v‖L2(Ω) + ‖v‖L2(Ω)

)1/2 ∀ v ∈ H1
0 (Ω).

Continuidad de B: En la Definición 1.2 en [12], se tiene que la continuidad de
la forma B corresponde a demostrar que, dado un espacio de Hilbert V con norma
‖ · ‖V , se cumple la siguiente desigualdad

|B(w, v)| ≤ Cup‖w‖V ‖v‖V ∀ w, v ∈ V.

Ahora, tomando cualquier par de funciones w, v ∈ H1
0 (Ω), luego por definición,

tanto las funciones como sus derivadas viven en el espacio L2(Ω), entonces podemos
hacer uso de la desigualdad de Cauchy–Schwarz (3.12), de la siguiente manera

∫

Ω
ε∇u · ∇v dx =

d∑

i=1

ε
∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi

dx ≤
d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

.

Ahora, podemos utilizar la desigualdad de Hölder (3.14), con parámetros p1 = ∞,
p2 = p3 = 2, de la siguiente manera

∫

Ω
b · ∇uv dx =

d∑

i=1

∫

Ω
bi

∂u

∂xi

v dx ≤
d∑

i=1

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

‖v‖L2(Ω).

Por último, nuevamente podemos hacer uso de (3.12) como

∫

Ω
uv dx ≤ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω).
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Ahora, sumando todas las desigualdades anteriores, permite concluir que

B(u, v) =
∫

Ω
(ε∇u · ∇v + b · ∇uv + uv) dx

= ε
d∑

i=1

∫

Ω

∂u

∂xi

∂v

∂xi
dx +

d∑

i=1

∫

Ω
bi

∂u

∂xi
v dx +

∫

Ω
uv dx

≤
d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

+
d∑

i=1

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

‖v‖L2(Ω)

+ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤
d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

+ máx
i=1,...,d

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

‖v‖L2(Ω)

+ ‖u‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)

≤ máx

{

1, máx
i=1,...,d

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

}



‖u‖L2(Ω) +
d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)







‖v‖L2(Ω) +
d∑

i=1

√
ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)





≤ (d + 1) máx

{

1, máx
i=1,...,d

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

}



‖u‖2
L2(Ω) +

d∑

i=1

ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂u

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)





1/2 

‖v‖2
L2(Ω) +

d∑

i=1

ε

∥
∥
∥
∥
∥

∂v

∂xi

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)





1/2

= (d + 1) máx

{

1, máx
i=1,...,d

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

}

|||u|||Ω|||v|||Ω,

donde en la última desigualdad usamos el hecho que
(
∑d+1

i=1 ai

)2 ≤ (d + 1)
∑d

i=1 a2
i .

Luego, la continuidad se obtiene tomando la constante Cup como

Cup := (d + 1) máx

{

1, máx
i=1,...,d

‖bi‖L∞(Ω)√
ε

}

.

Coercividad de B: De la Definición 1.3 en [12], se tiene que la continuidad de
la forma B corresponde a demostrar que, dado un espacio de Hilbert (V, ‖ · ‖V ), se
cumple la siguiente desigualdad
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B(v, v) ≥ Clw‖v‖2
V ∀ v ∈ V.

Ahora, con respecto a nuestro problema se tiene que

B(v, v) =
∫

Ω
(ε∇v · ∇v + b · ∇v v + v v) dx

= ε
d∑

i=1

∫

Ω

(

∂vi

∂xi

)2

dx +
∫

Ω
b · ∇v v dx +

∫

Ω
v2 dx

Usando la integración por partes de (3.9) para cualquier función v ∈ H1
0 (Ω), se tiene

que
∫

Ω
b · ∇v v dx =

d∑

i=1

∫

Ω

∂v

∂xi
biv dx

=
d∑

i=1








−
∫

Ω
v

∂

∂xi
(biv) dx +

∫

∂Ω
v2bini ds

︸ ︷︷ ︸

=0








=
d∑

i=1

−
∫

Ω
v

(

∂bi

∂xi
v + bi

∂v

∂xi

)

dx

= −
∫

Ω
v2div (b) dx −

∫

Ω
b · ∇v v dx,

lo cual permite concluir que
∫

Ω
b · ∇v v dx = −1

2

∫

Ω
v2div (b) dx.

La igualdad anterior, se puede insertar en la propiedad de coercividad, y permite
reescribirla como

B(v, v) =
∫

Ω
(ε∇v · ∇v + b · ∇v v + v v) dx

= ε
d∑

i=1

∫

Ω

(

∂v

∂xi

)2

dx +
∫

Ω
b · ∇v v dx +

∫

Ω
v2 dx

= ε
d∑

i=1

∫

Ω

(

∂v

∂xi

)2

dx +
∫

Ω

(

1 − 1

2
div b

)

v2 dx.

Ahora, haciendo el siguiente supuesto clásico (ver Caṕıtulo 2 en [9]), de que

(4.4) 1 − 1

2
div b ≥ Cb > 0,
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entonces, usando el análisis anterior y (3.5), podemos concluir que

(4.5) B(v, v) ≥ mı́n{1, Cb}
(

ε‖∇v‖2
L2(Ω) + ‖v‖2

L2(Ω)

)

= mı́n{1, Cb}|||v|||2.

Luego, la coercividad se obtiene tomando

Clw = mı́n{1, Cb}.

Continuidad del funcional F : Por último, de la Proposición 2.2.3. en [3], bas-
ta demostrar que el funcional lineal es continuo, para lo cual basta con demostrar
que

F(v) ≤ C‖v‖V ∀ v ∈ V.

Ahora, en nuestro caso, se tiene que

F(v) =
∫

Ω
fv dx,

luego usando el hecho que f ∈ L2(Ω), v ∈ H1
0 (Ω), la desigualdad (3.12) y la definición

de la norma (4.3), se sigue que

F(v) =
∫

Ω
fv dx ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω) ≤ ‖f‖L2(Ω)|||v|||Ω.

Entonces, gracias al Teorema 1 se puede concluir la existencia y unicidad de una
solución débil para nuestro problema.

4.2. Formulación de Galerkin. El problema débil de la sección anterior aún se
encuentra puesto en el espacio de funciones H1

0 (Ω), el cual es un espacio de dimen-
sión infinita. Ahora, para poder aproximar dicho problema, es que utilizaremos el
llamado esquema de Galerkin. Para dicho efecto, primero consideraremos una parti-
ción regular del dominio Ω, en una partición finita T , compuesta por de elementos
triangulares T , para la cual se cumple que

Ω =
Ne⋃

i=1

Ti,

en donde, Ne es el número total de elementos y todos ellos, son conjuntos cerrados
con interior Int(Ti) no vaćıo, y además se cumple que Int(Ti) ∩ Int(Tj) = ∅, cuando
i 6= j (ver Figura 4, para un ejemplo de partición para un dominio dado).
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Ω =
10⋃

i=1

Ti,

V(T ) = {xi}10
i=1.

T1
T2

T3 T4

T5

T6
T7

T8T9

T10

x1

x2

x3

x4

x5

x6

x7

x8

x9

x10

Figura 4. Dominio Ω, con una partición T =
⋃10

i=1 Ti basada en
triángulos Ti, y con un conjunto de vértices V(T ) = {xi}10

i=1.

Basados en la partición anterior es que ahora se introduce el siguiente espacio
vectorial polinomial, usualmente llamado como espacio de elementos finitos Lagran-
geano:

V(T ) :=
{

v ∈ C(Ω) : v|T ∈ P1(T ), ∀ T ∈ T , v|∂Ω = 0
}

,

donde C(Ω) corresponde al espacio de funciones continuas hasta el borde del dominio,
P1(T ) corresponde al espacio de polinomios de grado menor o igual a uno definido
sobre cada elemento T de la partición T , y v|T corresponde a la restricción de la
función v al elemento (triángulo T ), es decir, V(T ) corresponde a un espacio vectorial
de todas las funciones polinomiales continuas a trozos. Un ejemplo de una función
que viva es un espacio de elementos finitos como el descrito, se muestra en la Figura
5.

Figura 5. Prototipo de función de elementos finitos Lagrangeana,
que corresponde a una función continua a trozos y que en cada elemento
triángular es un polinomio de grado uno.
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xi

λi(x)

Figura 6. Función de base Lagrangeana λi(x), asociada al nodo xi ∈
V(T ).

Ahora, como el espacio de elementos finitos V(T ) es un espacio vectorial, podemos
encontrar una base. Para poder definir una base adecuada para dicho espacio, es que
consideraremos la siguiente función polinomial de grado uno λi(x), la cual se asocia
a cada vértice de la partición xi ∈ V(T ) y que cumple con

λi(xj) =

{

1 si xj = xi,
0 otro caso.

La función anterior es una función que vale uno en el nodo asociado y decae de forma
lineal a todos los nodos vecinos (ver Figura 6).

Ahora, dadas dichas funciones y tomando como Nv = #V(T ) es que se tiene que

V(T ) = span{λ1, ..., λNv},

es decir, cualquier función que viva en V(T ), puede ser escrita en términos de una
combinación lineal con respecto a los elementos de la base, es decir, si v ∈ V(T ),
luego

v(x) =
Nv∑

i=1

αiλi(x), donde αi ∈ R, i = 1, ..., Nv.

Claramente, de lo anterior se tiene que la dimensión del espacio vectorial es

dim(V(T )) = #(V(T )) = Nv.

Ahora que se tiene un espacio de elementos finitos es que utilizamos la idea de
aproximaciones de Galerkin, es decir, vamos a aproximar la solución u de nuestro
problema débil (4.1), mediante un elemento uT ∈ V(T ), de la forma

H1
0 (Ω) ∋ u(x) ≈ uT (x) =

Nv∑

i=1

αiλi(x) ∈ V(T ).
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Luego el esquema de Galerkin corresponde a poner el problema débil, pero ahora
en un espacio de dimensión finita, es decir, aproximaremos nuestro problema como
sigue:

Encontrar uT ∈ V(T ) tal que

(4.6) B(uT , vT ) = F(vT ), para toda vT ∈ V(T ),

donde B y F están dadas en (4.29).

Notemos que hasta ahora, solamente cambiamos a un espacio discreto el cual sigue
siendo un espacio de Hilbert dotado de la misma norma anterior, es que todas las
propiedades de la forma bilineal y el funcional lineal siguen siendo válidas, lo que se
traduce en que se tiene existencia y unicidad de una solución discreta uT para (4.6)
usando los resultados de la sección anterior.

Ahora, nos centraremos en reescribir el problema anterior de una forma más ade-
cuada. Primero, usaremos la definición de la forma bilineal y el hecho que la función
de aproximación se puede escribir como una combinación lineal de los elementos de
la base de V(T ), es decir;

B(uT , vT ) = B
(

Nv∑

i=1

αiλi , vT

)

=
∫

Ω
ε∇

(
Nv∑

i=1

αiλi

)

· ∇v + b · ∇
(

Nv∑

i=1

αiλi

)

+
Nv∑

i=1

αiλiv dx

=
Nv∑

i=1

αi

∫

Ω
ε∇λi · ∇v + b · ∇λiv + λiv dx

=
Nv∑

i=1

αi

∫

Ω
ε∇λi · ∇v + (b · ∇λi + λi)v dx.

Notemos ahora que el problema (4.6), se tiene que cumplir para cada vT ∈ V(T ),
que es equivalente a pedir que se cumpla para cada elemento de la base que genera
al espacio V(T ), es decir, utilizando la reescritura anterior, tenemos que se tiene que
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cumplir el siguiente sistema de ecuaciones:

(4.7)







Nv∑

i=1

αi

∫

Ω
ε∇λi · ∇λ1 + (b · ∇λi + λi)λ1 dx =

∫

Ω
fλ1 dx,

Nv∑

i=1

αi

∫

Ω
ε∇λi · ∇λ2 + (b · ∇λi + λi)λ2 dx =

∫

Ω
fλ2 dx,

...
Nv∑

i=1

αi

∫

Ω
ε∇λi · ∇λNv + (b · ∇λi + λi)λNv dx =

∫

Ω
fλNv dx.

Entonces, definiendo una matriz B de tamaño Nv × Nv, la cual tiene como entradas

(4.8) (B)ij =
∫

Ω
ε∇λj · ∇λi + (b · ∇λj + λj)λi dx, ∀ i, j = 1, ..., Nv,

y de igual forma definiendo los vectores α y f, de tamaño Nv × 1, como

(4.9) α =







α1
...

αNv







y f =









∫

Ω
fλ1 dx

...
∫

Ω
fλNv dx









,

se puede concluir que el problema (4.6), es equivalente a resolver el siguiente proble-
ma matricial:

Encontrar α1, ..., αNv tal que

(4.10) Bα = f.

Notemos que, de la propiedad de coercividad de la forma B, se tiene que para cual-
quier elemento

V(T ) ∋ vT =
Nv∑

i=1

α̃iλi(x),

se cumple que, definiendo como α̃ = (α̃1, ..., α̃Nv),

0 < Clw|||vT |||2Ω ≤ B(vT , vT ) = α̃Bα̃T ,

es decir, lo anterior nos dice que la matriz de elementos finitos es semidefinida posi-
tiva, que es equivalente a decir que es invertible (su determinante es positivo), y su
inversa es definida positiva.

Para poder resolver el problema lineal anterior, tenemos que ensamblar la matriz
B y el vector del lado derecho del sistema f, usando (4.8) y (4.9), respectivamente.
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Ahora, para efectuar dicho cálculo es que nos basaremos en el siguiente simple hecho
que para todo i, j = 1, ..., Nv se cumple que

∫

Ω
ε∇λj · ∇λi + (b · ∇λj + λj)λi dx

=
∑

T ∈T

∫

T
ε∇λj|T · ∇λi|T + (b · ∇λj|T + λj|T )λi|T dx,

donde la integral en todo el domino se transformó en una suma de integrales por
todos los elementos de la partición T . Luego, podemos hacer un cálculo local por
cada elemento T . Para ésto, utilizaremos formulas para las tres funciones de base
asociadas a cada vértice de un elemento (ver Figura (7)). Ahora, basados en la

x1 x1 x1

x2 x2 x2

x3 x3 x3

λ1(x)
λ2(x)

λ3(x)

Figura 7. Prototipo de elemento tringular T , compuesto por sus tres
vértices x1, x2 y x1, con sus respectivas tres funciones de base asocia-
das a cada vértice λ1(x), λ2(x) y λ3(x).

Figura 8, que da un ordenamiento usual anti horario de elementos finitos, se tiene
que cada función de base restringida al elemento T , está dada por

(4.11) λi(x, y)|T = 1 − (x − xi, y − yi) · ni

2|T | para todo i = 1, 2, 3,

donde |T | denota el área del triángulo T ∈ T . Claramente, para el cálculo de la
primera integral es necesario tener los gradientes de dichas funciones, el cual, usando
la expresión anterior, es claramente

(4.12) ∇λi(x, y)|T = − 1

2|T |ni para todo i = 1, 2, 3.

Finalmente, asumiendo que el campo convectivo b ∈ Rd, podemos usar una for-
mula de integración que es exacta para polinomios de grado dos en triángulos, que
corresponde a una extensión de la conocida regla de Simpson en una dimensión

∫

T
p(x) dx =

|T |
3

3∑

i=1

p(xMi
) ∀ p(x) ∈ P2(T ),
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x1 x2

x3

γ1γ2

γ3

n1t1

n2

t2

n3

t3

T

Figura 8. Prototipo de elemento triangular T , compuesto por: sus
tres vértices x1, x2 y x1; tres lados γ1, γ2 y γ3, opuestos a sus respetivos
vértices; vectores tangentes t1 = x3−x2, t2 = x1 −x2 y t3 = x2 −x1; y
tres vectores normales n1, n2 y n3 que se obtiene al rotar los tangentes
en noventa grados en sentido horario.

donde xMi
corresponde al punto medio del lado γi, para i = 1, 2, 3 y P2(T ) es el

conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a dos. Finalmente, usando
el hecho que cada función de base es lineal y en cada uno de sus nodos asociados vale
uno, luego λi(xMj

) = 1/2 cuando i, j = 1, 2, 3 y i 6= j, y vale cero en caso contrario, y
además asumiendo que el campo vectorial b es constante, es decir, b ∈ R2, podemos
concluir que para todo T ∈ T ,
(4.13)

∫

T
ε∇λj|T · ∇λi|T + (b · ∇λj|T + λj|T )λi|T dx =







ε
nj · ni

4|T | − b · nj

6
+

|T |
6

si i = j,

ε
nj · ni

4|T | − b · nj

6
+

|T |
12

si i 6= j.

En un caso más general, es que podemos hacer uso de las siguentes formulas:

(4.14)
∫

T
λl

iλ
m
j λn

k dx =
2(l!m!n!)

(l + m + n + 2)
|T |,

donde l, m, n ≥ 0 con enteros positivos y los vértices del elemento T corresponden a
xi, xj , xk. De forma similar, en caso que algún problema requiera de una integración,
en un lado que sea parte del borde de un elemento o de la frontera del dominio, es
que se cumple que

(4.15)
∫

γ
λl

iλ
m
j ds =

l!m!

(l + m + 1)
|γ|,

con l, m enteros positivos.
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EL MÉTODO DE ELEMENTOS FINITOS.

Finalmente tenemos que calcular el lado derecho, el cual puede ser calculado con
la ayuda de alguna cuadratura Gaussiana, de la forma

(4.16)
∫

T
f(x)λi(x) dx ≈

NG∑

i=1

ωif(xi)λi(xi),

donde ωi y xi para i = 1, ..., NG, son pesos y puntos de integración de Gauss, respec-
tivamente (ver Sección 8.1 en [9]).

4.3. Convergencia del método de elementos finitos. Para obtener un resul-
tado de convergencia, necesitamos medir el error en alguna norma, entre la diferencia
entre u que resuelve

(4.17) u ∈ H1
0 (Ω) : B(u, v) = F(v) ∀ v ∈ H1

0 (Ω),

y su aproximación discreta de elementos finitos uT que resuelve

(4.18) uT ∈ V(T ) : B(uT , vT ) = F(vT ) ∀ v ∈ V(T ).

Como V(T ) ⊂ H1
0 (Ω), podemos tomar en (4.17) la función v = vT , y después

podemos restar (4.17) de (4.18), para aśı obtener, usando la bilinealidad de la forma
B,

B(u − uT , vT ) = B(u, vT ) − B(uT , vT ) = F(vT ) − F(vT ) = 0,

y como la función discreta es cualquiera, entonces se obtiene lo que usualmente se
denomina como ortogonalidad de Galerkin:

(4.19) B(u − uT , vT ) = 0 ∀ vT ∈ V(T ).

Para medir error, ya que nos encontramos en un marco funcional, es que se tendrá
que medir el error en la norma que se definió en (4.3), es decir, queremos medir el
error en

|||u − uT |||Ω.

Recordemos ahora, un resultado que se utilizó para la demostración de existencia y
unicidad, que correspond́ıa a la propiedad de coercividad de la forma B:

(4.20) Clw|||v|||2Ω ≤ B(v, v) ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

y de igual forma se utilizó lo que se denominó como continuidad de la forma, es decir,

(4.21) B(v, w) ≤ Cup|||v|||Ω|||w|||Ω ∀ v, w ∈ H1
0 (Ω).

Ahora, tenemos los ingredientes para obtener un primer resultado de convergencia,
denominado como Lema de Cea. Primero, tomamos v = u − uT en (4.20) y hacemos
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uso de la ortogonalidad de Galerkin dos veces con cualquier función vT ∈ V(T )
como sigue

Clw|||u − uT |||2Ω ≤ B(u − uT , u − uT ) [Coercividad]

= B(u − uT , u) − B(u − uT , uT )
︸ ︷︷ ︸

=0

[Ortogonalidad]

= B(u − uT , u) − B(u − uT , vT )
︸ ︷︷ ︸

=0

[Ortogonalidad]

= B(u − uT , u − vT )

≤ Cup|||u − uT |||Ω|||u − vT |||Ω, [Continuidad]

lo que permite concluir un primer resultado de cuasi mejor aproximabilidad

(4.22) |||u − uT |||Ω ≤ Cup

Clw
ı́nf

vT ∈V(T )
|||u − vT |||Ω.

Ahora, para poder obtener el resultado final de convergencia, es que usaremos el
siguiente resultado de interpolación (ver ecuación (1.102) en [9]).

Teorema. Dado un dominio lo suficientemente suave Ω y una partición regular
T del dominio, luego existe un operador de interpolación IL : H1

0 (Ω) → V(T )
tal que

(4.23) ‖v − IL(v)‖L2(Ω) + h‖∇(v − IL(v))‖L2(Ω) ≤ CLh2|v|H2(Ω) ∀ v ∈ H2(Ω),

donde el espacio H2(Ω) está definido en (3.6), y la seminorma es

|v|H2(Ω) :=





d∑

i,j=1

∥
∥
∥
∥
∥

∂2v

∂xi∂xj

∥
∥
∥
∥
∥

2

L2(Ω)





1/2

,

y definiendo, basados en la Figura 8, el diámetro de cada elemento T ∈ T ,
como

(4.24) hT = máx
i∈{1,2,3}

{|γi|},

luego el largo caracteŕıstico de la partición T se define como

(4.25) h := máx
T ∈T

{hT }.
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Finalmente, tomando como vT = IL(u) en (4.22), y usando el Teorema anterior,
podemos concluir que

|||u − uT |||Ω ≤ Cup

Clw

ı́nf
vT ∈V(T )

|||u − vT |||Ω

≤ Cup

Clw

|||u − IL(u)|||Ω

=
Cup

Clw

(

ε‖u − IL(u)‖2
L2(Ω) + ‖∇(u − IL(u))‖2

L2(Ω)

)1/2

≤ Cup

Clw

(

εC2
Lh4|v|2H2(Ω) + C2

Lh2|v|2H2(Ω)

)1/2

=
Cup

Clw
CLh|v|H2(Ω)(εh2 + 1)1/2.

Entonces, se tiene el siguiente resultado. Para un dominio lo suficientemente suave
para el cual la solución débil u ∈ H2(Ω), luego su aproximación de elementos finitos
satisface la siguiente relación de convergencia:

(4.26) |||u − uT |||Ω ≤ Ccon h.

Notemos que el resultado anterior nos dice que si hacemos el largo caracteŕıstico
de la partición cada vez más pequeño, la solución de elementos finitos converge con
orden lineal a la solución del problema débil.
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UN CÓDIGO DE ELEMENTOS FINITOS EN C/C++.

4.4. Un código de elementos finitos en C/C++. A continuación se presenta
la descripción en pseudocódigo del algoritmo utilizado en la resolución de un proble-
ma de elementos finitos realizado en C/C++ para aproximar la solución del problema
(3.1), mediante el esquema de Galerkin descrito en (3.6).

Algoritmo 1: Función main()

ndof = 0

maxndof = 50 (arbitrario)

while ndof ≤ maxndof do
ndof = run prog()

end

return 0

Algoritmo 2: Función run prog()

Lectura de malla
Cálculo de matriz y lado derecho para resolver ecuación B α = f

Cálculo de error
Guardado de resultados

Generar visualización de resultados en ParaView
Refinar Malla

Algoritmo 3: Resolución del sistema de ecuaciones

begin
Cálculo de áreas de triángulos: get normals areas()

Armado de lado derecho: get RHS()
Ensamble de matriz: get stiffnessmatrix()

Resolución del sistema

end
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Todo esto se corresponde con el siguiente código de las principales funciones del
programa:
1 int main (){
2 std:: ofstream outfile ;

3 outfile . open(" results .txt", std:: ios :: app);
4 outfile . precision(16);
5 outfile . close ();

6 int ndof =0;
7 int maxndof =50;

8 while (ndof < maxndof ){ ndof= run_prog ( maxndof , ndof);}
9 return 0;

10 }

Listing 1. Función main

1 int run_prog ( int maxndof , int ndofant ){

2 int nv ,nt , nbf;
3 MatrixXd vertices ;
4 VectorXi previous , subdomain , boundary_subdomain;

5

6 MatrixXi elements , boundary ;

7 lee_mall (nv ,nt ,nbf , vertices , previous , subdomain , elements , boundary_subdomain , boundary );
8

9 MatrixXi edgeelement(nt ,3); MatrixXi edgeedge (nt ,3);
10 get_neighbours(nv ,nt , elements ,nbf , boundary_subdomain , boundary , edgeelement , edgeedge );
11

12 VectorXi Dnodes (nv), Nnodes (nv);
13 boundary_nodes(nv ,nt ,nbf , boundary_subdomain , boundary , Dnodes , Nnodes );

14

15 Matrix < double , 3, 2>* normals = new Matrix < double , 3, 2>[ nt ];

16 VectorXd areas (nt);
17 get_normals_areas( elements , vertices , normals ,areas ,nt);
18

19 std:: vector < double > RHS(nv);
20 get_RHS (nt , subdomain , elements , vertices ,nbf , boundary_subdomain , boundary ,RHS , normals , areas )

;
21

22 VectorXi nnzpc ( get_ss (nv ,nt));

23 get_nnzpc(nv ,nt , elements ,nbf , boundary ,nnzpc , edgeelement , boundary_subdomain , Dnodes );
24

25 SparseMatrix < double > K( get_ss (nv ,nt ),get_ss (nv ,nt));
26 K. reserve ( nnzpc );

27 get_stiffnessmatrix(nv ,nbf , boundary_subdomain , boundary ,nt , elements , vertices , RHS ,K,
edgeelement , edgeedge , normals ,areas , Dnodes );

28 MUMPS (K, RHS);

29

30 std:: ofstream outfile ;

31 outfile . open(" results .txt", std:: ios :: app);
32 outfile . precision(16);
33 outfile << nv << " " << nt;

34 outfile << std :: endl;
35 outfile . close ();

36 int ndof=nv;
37 if (ndof >= maxndof ){ write_solution_paraview(nv , nt , RHS , vertices , elements ); }

38 else { Rmeshrefine(nv , vertices ,nt , previous , subdomain , elements ,nbf , boundary_subdomain ,
boundary , refine , edgeelement , edgeedge ); }

39 delete [] normals ;

40 return ndof;
41 }

Listing 2. Función run prog
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Variable Descripción
nn Número de nodos de la malla.
vertices(i,j) Coordenadas x e y de cada nodo i.
nt Número de elementos de la malla.
previous(i) Identificador de cada triángulo i en la iteración previa.
subdomain(i) Identificador de subdominio para cada elemento i, para

efectos de marcado (Ej: un punto fuente).
elements(i,0)(i,1)(i,2) Identificador de cada vértice del triángulo i, léıdos en sen-

tido antihorario.
nbf Número de caras que se encuentran en el borde de la malla.
boundary subdomain(i) Identificador de subdominio para cada cara en el borde i.
boundary(i,0)(i,1) Identificador de los vértices de cada cara en el borde i léıdos

en sentido antihorario.

Cuadro 1. Listado de variables obtenidas de la lectura de la malla y
su descripción.

Puede notarse que el propósito de la función main es de establecer el máximo de
grados de libertad a obtener y de llamar a la función run prog mientras ese ĺımite
no se alcance.

Por otro lado, la función run prog se encarga de realizar en cada iteración las
operaciones necesarias para resolver el problema:

En las ĺıneas 2-4 se realiza la declaración de variables mencionada en el próximo
apartado, en la tabla 1
En la ĺınea 6 se declaran dos matrices que servirán para posterior identificación
de los elementos a calcular. En la ĺınea 7 se realiza la lectura de los datos
iniciales provenientes de un archivo de texto base.
En las ĺınea 9 se declaran dos vectores de enteros de tamaño nv que guardan la
información si el nodo de la frontera es del tipo Dirichlet o Neumann. Luego,
se llama a la función boundary nodes que verifica la existencia de elementos
(triángulos) vecinos a cada nodo.
En el bloque siguiente (ĺıneas 15 - 17) se declara un puntero a una matriz de
dimensión 3 × 2 × nt donde se almacenará el valor de cada vector normal y
un vector de dimensión nt donde se almacenará el valor de las áreas de cada
triángulo. Posteriormente se realiza la llamada a la función get normals areas

que realiza el cálculo de estas áreas.
Posteriormente se declara un vector de dobles de dimensión nv llamado RHS
(Right Hand Side) y se llama a la función get rhs que realiza el cálculo del
lado derecho de la ecuación (ver (4.16)).
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En las ĺıneas 21-22 se determina el número de elementos no-cero por cada
columna en la matriz principal, hecho de importancia ya que al utilizarse
una matriz sparse es necesario obtener una aproximación de la cantidad de
elementos de ésta con el fin de optimizar los recursos de cómputo.
Luego, se declara la matriz sparse K y se realiza el ensamble de la matriz (ver
(4.13) - (4.14)), para posteriormente ser resuelta junto con el vector RHS.
En las ĺıneas 30-35 se realiza un guardado del número de vértices y número
de triángulos del sistema. En la ĺınea 36 se actualiza la cantidad de grados
de libertad alcanzados (nv), luego se genera un gráfico de la solución visible
en ParaView, condicionado al número máximo de grados de libertad. En el
caso de no ser alcanzado, se refina la malla, se elimina el vector de normales
y la función llega a su término, retornando la cantidad de grados de libertad
alcanzados en esa iteración.
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1 void lee_mall ( int& nv , int& nt , int& nbf , MatrixXd & vertices , VectorXi & previous , VectorXi &

subdomain , MatrixXi & elements , VectorXi & boundary_subdomain , MatrixXi & boundary ){
2 std:: ifstream infile ("mesh.txt");

3 infile >> nv;
4 vertices . resize (nv ,2);
5 for ( int i =0; i<nv; i ++) {

6 infile >> vertices (i ,0) >> vertices (i ,1);
7 }

8

9 infile >> nt;
10 previous . resize (nt);

11 subdomain. resize (nt);
12 elements . resize (nt ,3);

13 for ( int i =0; i<nt; i ++) {
14 infile >> previous (i) >> subdomain(i) >> elements (i ,0) >> elements (i ,1) >> elements (i

,2);
15 }
16

17 infile >> nbf;
18 boundary_subdomain. resize ( nbf);

19 boundary . resize (nbf ,2);
20 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {
21 infile >> boundary_subdomain(i) >> boundary (i ,0) >> boundary (i ,1);

22

23 }

24 infile . close ();
25 }

Listing 3. Función lee mall

En esta función se realiza la lectura de los datos existentes en un archivo de texto
(en este caso, mesh.txt). Estos datos cuentan con el formato de la figura 10 que
contiene la información para una malla básica de 5 vértices y 4 elementos, tal como
se muestra en la figura 9.

La función realiza la apertura del archivo, correspondiendo la primera lectura al
número de vértices nv. A partir de este valor se le da la dimensión apropiada a
la matriz vertices (que es pasada por referencia a la función). Posteriormente,
se leen las coordenadas x e y de cada vértice.
En el bloque siguiente se lee el número de elementos de la malla (nt), informa-
ción necesaria para establecer el tamaño de los vectores previous, subdomain

y la matriz elements. Luego, (ĺıneas 13-14) se leen secuencialmente el identifi-
cador del elemento, el subdominio del elemento (si corresponde), y el número
de los vértices del elemento, para ser almacenados en la matriz en sentido
antihorario.
Finalmente, se lee el número de caras en el borde, se ajusta la dimensión de la
matriz boundary, y se almacenan secuencialmente el subdominio del eje y los
vértices de los extremos de cada eje.

A partir de este proceso de lectura se obtienen los valores para las variables enu-
meradas en la tabla 1.
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E1

E2

E3

E4

X1 X2

X3X4

X5

Figura 9. Ejem-
plo de malla inicial
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0.5 0.5
4
0 1 1 2 5
1 1 2 3 5
2 1 3 4 5
3 1 4 1 5
4
1 1 2
2 2 3
3 3 4
4 4 1

Figura 10. Información
de la malla inicial.

1 void get_normals_areas( const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , Matrix < double , 3, 2>

normals [], VectorXd & areas , int nt){
2 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
3 normals [k] << vertices ( elements (k ,2) ,1)-vertices ( elements (k ,1) ,1), vertices ( elements (k

,1) ,0)-vertices ( elements (k ,2) ,0),
4 vertices ( elements (k ,0) ,1)-vertices ( elements (k ,2) ,1), vertices ( elements (k

,2) ,0)-vertices ( elements (k ,0) ,0),
5 vertices ( elements (k ,1) ,1)-vertices ( elements (k ,0) ,1), vertices ( elements (k

,0) ,0)-vertices ( elements (k ,1) ,0);

6 areas (k)=( normals [k ](0 ,1)* normals [k ](2 ,0)-normals [k ](0 ,0)* normals [k ](2 ,1))/2;
7 }

8 }

Listing 4. Función get normals areas

Esta función realiza el cálculo de los vectores tangente y normal para cada lado
del triángulo, tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

En base al esquema de la figura 8, se observa que en cada triángulo T cada vértice
xi tiene un vector tangente ti, siendo necesario calcular el valor de cada vector normal
ni.

De esta forma, el código recorre cada triángulo y almacena los datos de cada vector
normal del triángulo. Posteriormente, y a partir del cálculo de los vectores normales
se obtiene el valor del área de cada triángulo mediante el producto vectorial entre
dos vectores normales, por ejemplo, en el caso de la figura 8:

|T | =
1

2
(n1 × −n3)
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1 void get_stiffnessmatrix( int nv , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi &

boundary , int nt , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , std:: vector < double >&
RHS , SparseMatrix < double >& K, const MatrixXi & edgeelement , const MatrixXi & edgeedge , const

Matrix < double , 3, 2> normals [], const VectorXd & areas , const VectorXi & Dnodes ){
2 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
3 for ( int local_node_a=0; local_node_a <3; local_node_a++) {

4 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >=0){
5 for ( int local_node_b=0; local_node_b <3; local_node_b++) {

6 double sum =0;
7 double val=( normals [k]. row( local_node_a). dot( normals [k]. row( local_node_b)

)/(4* areas (k)))* get_epsilon();

8 sum+= val;
9 double int_B =0.0;

10 for ( int t =0;t <3;t ++){
11 Vector2d local_coordinate;

12 local_coordinate(0)= vertices ( elements (k,t) ,0);
13 local_coordinate(1)= vertices ( elements (k,t) ,1);
14 Vector2d B= get_b ( local_coordinate);

15 if (t== local_node_a){
16 int_B +=-B. dot( normals [k]. row( local_node_b))/12.0;

17 }
18 else{
19 int_B +=-B. dot( normals [k]. row( local_node_b))/24.0;

20 }
21 }

22 sum+= int_B ;
23 if ( elements (k, local_node_a)== elements (k, local_node_b)){

24 sum+= areas (k) /6.0;
25 }
26 else{

27 sum+= areas (k) /12.0;
28 }

29 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >=0) {
30 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k, local_node_b))+= sum;
31 }

32 else{
33 RHS[ elements (k, local_node_a)]-= sum* get_uD ( vertices . row( elements (k,

local_node_b)),- Dnodes ( elements (k, local_node_b)));
34 }

35 }
36 }
37 else {

38 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k, local_node_a))=1;
39 RHS[ elements (k, local_node_a)]= get_uD ( vertices . row( elements (k, local_node_a)),-

Dnodes ( elements (k, local_node_a)));
40 }

41 }
42 }
43 }

Listing 5. Función get stiffnessmatrix

Esta función se encarga de realizar el ensamble de la matriz B de acuerdo al
esquema presentado en las fórmulas 4.9 y 4.13. En el código se ve que recorre cada
triángulo (ĺınea 3), cada nodo del k-ésimo triángulo (ĺınea 4), para revisar algún
vértice tiene condiciones Dirichlet (ĺınea 5). En caso de que el nodo lo sea, se recorre
cada nodo (ĺınea 6) para calcular el elemento correspondiente de la matriz (ĺınea 8)
como se indica en 4.13.

Si al recorrer alguno de los nodos del triángulo, se encuentra con alguno que sea
Dirichlet (ĺınea 10), se suma el valor calculado anteriormente (ĺınea 9) en la posición
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correspondiente a la matriz(ĺınea 11). En el caso de que haya un nodo Neumann (ĺınea
13), se resta al valor del lado derecho el valor calculado en la linea 9, multiplicado
por el valor de la función u (ĺınea 14).

Alternativamente, al fallar la condición de la ĺınea 5 (ĺınea 18), se coloca el valor
1 en la matriz (ĺınea 19) para forzar que la matriz resuelva esa ecuación igual a cero.
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1 void get_RHS ( int nt , const VectorXi & subdomain , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &

vertices , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , std :: vector <
double >& RHS , const Matrix < double , 3, 2> normals [], const VectorXd & areas ){

2 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
3 Vector3d fmom = Vector3d :: Zero ();
4 for ( int j =0; j< NTRIQP ; j ++) {

5 Vector2d X= triquad [j ][0]* vertices . row( elements (k ,0))+ triquad [j ][1]* vertices . row(
elements (k ,1))+ triquad [j ][2]* vertices . row( elements (k ,2));

6 double w_f= triweight[j]* get_f (X, subdomain(k));
7 for (int local_node=0; local_node <3; local_node++) {
8 fmom ( local_node)+= w_f* triquad [j][ local_node];

9 }
10 }

11 for ( int local_node=0; local_node <3; local_node++) {
12 RHS[ elements (k, local_node)]+= areas (k)* fmom( local_node);

13 }
14 }
15 for ( int i =0; i< nbf; i ++){

16 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==0){
17 double h_F= get_hf ( vertices . row( boundary (i ,0)),vertices . row( boundary (i ,1)));

18 Vector2d du_n_mom = Vector2d :: Zero ();
19 for (int j =0; j< NLINQP ; j ++){
20 Vector2d X= linquad [j ][0]* vertices . row( boundary (i ,0))+ linquad [j ][1]* vertices .

row( boundary (i ,1));
21 double w_du_n = linweight[j]* get_uN (X, boundary_subdomain(i));

22 for ( int local_node=0; local_node <2; local_node++){
23 du_n_mom ( local_node)+= w_du_n * linquad [j][ local_node];

24 }
25 }
26 for (int local_node=0; local_node <2; local_node++){

27 RHS[ boundary (i, local_node)]+= h_F* du_n_mom ( local_node);
28 }

29 }
30 }
31 }

Listing 6. Función get RHS

En esta función se calcula el vector f, a partir de la fórmula mostrada en la
ecuación 4.16, donde se recorren los elementos de la malla (ĺınea 2) y para
cada elemento se calcula el valor de f mediante el cálculo del producto de los
puntos de integración, los pesos de Gauss (almacenados como constantes en
un archivo de headers) por el valor de la función (ĺıneas 4 - 8).
Luego, en la ĺınea 11 se recorre cada nodo en el triángulo y se suma (ĺınea 12)
el valor calculado anteriormente en la ĺınea 8.
Posteriormente, se recorren los vértices que se encuentran en la frontera de
la malla y se verifica si son nodos Dirichlet (ĺıneas 15 y 16) con el objeto de
realizar el cálculo de su aporte al vector f, esta vez en la frontera de la malla.
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4.5. Ejemplos numéricos. En esta sección, nos ocuparemos de testear nuestro
código de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una solución
análitica y otros dos ejemplos, sin solución anaĺıtica, pero con una aplicación f́ısica,
como modelamiento de contaminantes y temperatura.

Ejemplo 1: Consideraremos como dominio Ω = (0, 1) × (0, 1), ε = 1, b = [1, 0]T y
como solución real

u(x, y) = xy(1 − x)(1 − y).

Con dicha función, es que podemos calcular el lado derecho f, utilizando (1.2). Hace-
mos notar que para el cálculo del lado derecho utilizamos una regla de cuadratura con
73 puntos de Gauss y que se cumple la siguiente relación entre el largo caracteristico
de la partición y el número total de vértices

h ≈ 1

Nv1/2
.

En la Figura 11 se muestran una serie de soluciones de elementos finitos para el
problema en distintas mallas y en la Figura 12, se muestra la tasa de convergencia a
medida que refinamos el largo caracteŕıstico de la malla, en la cual se puede apreciar
la convergencia lineal óptima del método.
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Figura 11. Ejemplo 1: Solución de elementos finitos uT para dis-
tintas particiones: con 512 elementos (izquierda), con 1024 elementos
(centro) y 2048 elementos (derecha).

En los ejemplos que siguen, vamos a resolver el siguiente problema:

Hallar u tal que,

(4.27)







−ε∆u(x) + b(x) · ∇u(x) + u(x) = 0 ∀ x ∈ Ω,
u(x) = uD(x) ∀ x ∈ ∂ΩD,

∇u(x) · n = 0 ∀ x ∈ ∂ΩN ,
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Figura 12. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos,
donde la convergencia lineal corresponde a h = 1

Nv
1/2 .

donde n es el vector normal unitario a la frontera ∂Ω, la cual cumple con ∂Ω =
∂ΩD ∪ ∂ΩN , en donde en ∂ΩD se impondrá uno condición del tipo Dirichlet, y en
∂ΩN se impondrá uno condición del tipo Neumann.

La manera de introducir una condición de frontera en nuestro problema es como
sigue: suponer que existe una extensión E(uD) del dato Dirichlet a todo el dominio
Ω, tal que E(uD)|∂ΩD

= uD. Luego, hacemos el siguiente cambio de variable

û = u − E(uD) ∈ H1
0 (Ω).

Luego, discretizaremos el siguiente problema débil:

Encontrar û ∈ H1
0 (Ω) tal que

(4.28) B(û, v) = F(v) − B(E(uD), v), ∀ v ∈ H1
0 (Ω),

donde

(4.29)
B(u, v) :=

∫

Ω
(ε∇u · ∇v + b · ∇uv + uv) dx,

F(v) :=
∫

Ω
fv dx.

Ejemplo 2: Consideraremos como dominio Ω, el descrito en la figura 13. En la
figura, notemos que ponemos en la chimenea en la colina de la izquierda una condición
de Dirichlet uD = 1000, en la parte izquierda y tapa superior, una condición de
Dirichlet homogenea uD = 0, y en el resto de la frontera una condición de Neumann
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nula, es decir, ∂nu = 0. Como datos para nuestra ecuación, consideramos:

ε = 1, b = [25 − x, cos(2πx)]T .
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-1

0

1

2

3

4

uD = 1000

u
D

=
0

uD = 0

∂
n
u

=
0

∂nu = 0

Figura 13. Dominio y condiciones de frontera para el ejemplo 2.

En la Figura 14, mostramos la malla de elementos finitos en la cual resolveremos
nuestro problema, la cual contiene 15971 puntos y 31280 triángulos. El problema en
cuestión puede ser mirado desde dos puntos de vista. El primero como un problema
asociado a difusión de temperatura, o como un segundo problema asociado a la difu-
sión de un contaminante, en la cual la chimenea de la colina es la cual difunde dicha
temperatura/contaminante, en dirección a la ciudad, ya que el campo convectivo b,
es de alguna manera el campo vectorial asociado al viento que mueve la sustancia
temperatura/contaminante.

En la Figura 15, mostramos la solución de elementos finitos obtenida al resolver
el problema en la malla de elementos finitos mostrada en la Figura 14.

Ejemplo 3: Consideraremos como dominio Ω, el descrito en la figura 16. En el
dominio, el cual simula un rio con una serie de brazos, es que consideramos en el
brazo inferior izquierdo una condición de Dirichlet no homogenea, y en el resto de
la frontera del dominio una condición de homogenea de Neumann. Como datos para
nuestra ecuación, consideramos:

ε = 1, b = [15, 15]T .

En la Figura 17, mostramos la malla de elementos finitos en la cual resolveremos
nuestro problema, la cual contiene 1486 puntos y 2204 triángulos.

En la Figura 18, mostramos la solución de elementos finitos obtenida al resolver
el problema en la malla de elementos finitos mostrada en la Figura 14.
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Figura 14. Problema 2: malla de elementos finitos con 15971 puntos
y 31280 triángulos.

250 500 7500.000e+00 1.000e+03 

Figura 15. Ejemplo 2: solución de elementos finitos u
T

, sobre la
malla de la Figura 14.
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Figura 16. Dominio y condiciones de frontera para el ejemplo 3.
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Figura 17. Malla de elementos finitos con 1486 puntos y 2204
triángulos para el Ejemplo 3.
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Figura 18. Solución de elementos finitos uT , sobre la malla de la
Figura 17.
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5. Un Método de elementos finitos estabilizado para
adveción–reacción–difusión

Los métodos de elementos finitos estabilizados nacen de la necesidad de entregar
una mayor robustez del esquema clásico de Galerkin, en casos en donde esté presente
el comportamiento denominado de capa limı́te, que corresponde a soluciones en las
cuales existen fuertes cambios de gradiente en la solución, que justamente es un caso
habitual en modelación de contaminantes y en la dinámica de un fluido.

Los elementos finitos estabilizados ya tienen una larga data de teoŕıa de aproxi-
mación y propiedades relacionadas, en donde la idea fundamental es aumentar el
esquema clásico de Galerkin, discutido en la sección anterior, mediante términos que
dependan de la partición del dominio. Uno de los esquemas más clásicos y utiliza-
dos en la ingenieŕıa, corresponden a métodos que agregan términos residuales a la
formulación en conjunto con los llamados parámetros de estabilización (ver [15]).

5.1. Formulación de Galerkin estabilizada. Para ser más concretos conside-
raremos el siguiente esquema de elementos finitos estabilizados del tipo residual:

Encontrar uT ∈ V(T ) tal que

(5.1) Bh(uT , vT ) = Fh(vT ), para toda vT ∈ V(T ),

donde las nuevas formas están dadas por
(5.2)

Bh(uT , vT ) = B(u, v) +
∑

T ∈T

δT

∫

T
(−ε∆uT + b · ∇uT + uT )(b · ∇vT )dx

Fh(v) = F(v) +
∑

T ∈T

δT

∫

T
(f)(b · ∇vT ) dx,

donde el parámetro de estabilización δT > 0.

Asumiendo que la solución u de (4.1), es regular, en el sentido que

−ε∆u + b · ∇u + u = f en L2(T ), ∀ T ∈ T ,

luego, claramente se cumplirá que

(5.3) Bh(u, vT ) = Fh(vT ) ∀ vT ∈ V(T ),

lo que permite concluir la siguiente propiedad de ortogonalidad, con respecto a la
solución uT de (5.1),

(5.4) Bh(u − uT , vT ) = 0 ∀ vT ∈ V(T ).
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Ahora, para estudiar las propiedades de esta nueva solución es que utilizaremos la
nueva norma

(5.5) |||v|||Ω,St =



|||v|||2Ω +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇v‖2
L2(Ω)





1/2

,

donde ||| · |||Ω está definida en (4.3).
Para obtener existencia y unicidad de esta nueva solución en el espacio de Hilbert

(V(T ), |||v|||Ω,St), es que tenemos que demostrar nuevamente las propiedades expues-
tas en el Teorema 1, es decir, tenemos que demostrar continuidad y coercividad de la
forma Bh y continuidad del funcional lineal Fh, pero ahora usando la norma |||v|||Ω,St.

Continuidad de Bh: para obtener la continuidad de la forma estabilizada, recor-
demos que tenemos que demostrar que Bh(uT , vT ) ≤ C|||uT |||Ω,St|||vT |||Ω para toda

uT , vT ∈ V(T ). Ahora, para dicho efecto, haciendo uso de (5.2), ∆uT = 0 ya que
uT es lineal, en conjunto con la desigualdad de Cauchy–Schwarz, se tiene que

Bh(uT , vT )

= B(uT , vT ) +
∑

T ∈T

δT

∫

T
(−ε∆uT + b · ∇uT + uT )(b · ∇vT )dx

≤ Cup|||uT |||Ω|||vT |||Ω +
∑

T ∈T

δ
1/2
T ‖b · ∇uT ‖L2(T )δ

1/2
T ‖b · ∇vT ‖L2(T )

+
∑

T ∈T

δ
1/2
T ‖uT ‖L2(T )δ

1/2
T ‖b · ∇vT ‖L2(T )

≤ Cup|||uT |||Ω|||vT |||Ω +




∑

T ∈T

δT ‖b · ∇uT ‖2
L2(T )





1/2 


∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T )





1/2

+




∑

T ∈T

δT ‖uT ‖2
L2(T )





1/2 


∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T )





1/2

≤ (Cup + 1)|||uT |||Ω,St|||vT |||Ω,St +




∑

T ∈T

δT ‖uT ‖2
L2(T )





1/2

|||vT |||Ω,St.

Ahora, asumiendo que los parámetros de estabilización satisfacen que

máx
T ∈T

{δT } ≤ Cδ,
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donde la constante Cδ no depende de la partición ni ninguna variable asociada al
problema, entonces podemos concluir que

Bh(uT , vT ) ≤ máx{Cup + 1, Cδ}|||uT |||Ω,St|||vT |||Ω,St.

Coercividad de Bh: para cualquier elemento vT ∈ V(T ), usando (4.5) y el he-
cho que ∆vT = 0 ya que vT ∈ P1(T ), se tiene que

Bh(vT , vT ) = B(vT , vT ) +
∑

T ∈T

δT

∫

T
(−ε∆vT + b · ∇vT + vT )(b · ∇vT )dx

= B(vT , vT ) +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T ) + δT

∫

T
(vT )(b · ∇vT )dx

≥ Clw|||vT |||2Ω +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T ) +

∑

T ∈T

δT

∫

T
(vT )(b · ∇vT )dx

≥ Clw|||vT |||2Ω +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T ) −

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T ∈T

δT

∫

T
(vT )(b · ∇vT )dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

.

Ahora, usando la desigualdad ab ≤ 1
2
(a2 + b2), se tiene que

∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T ∈T

δT

∫

T
(vT )(b · ∇vT )dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≤
∑

T ∈T

δT

2

∫

T

(

v2
T + (b · ∇vT )2

)

dx

=
∑

T ∈T

δT

2
‖vT ‖2

L2(T ) +
δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T ),

la cual si se multiplica por menos, se tiene que

−
∣
∣
∣
∣
∣
∣

∑

T ∈T

δT

∫

T
(vT )(b · ∇vT )dx

∣
∣
∣
∣
∣
∣

≥
∑

T ∈T

−δT

2
‖vT ‖2

L2(T ) − δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T ),
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desigualdad que se puede insertar en la desigualdad de coercividad, para aśı concluir
que

Bh(vT , vT )

≥ Clw|||vT |||2Ω +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T ) +

∑

T ∈T

−δT

2
‖vT ‖2

L2(T ) − δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T )

= Clw

(

ε‖∇vT ‖2
L2(Ω) + ‖vT ‖2

L2(Ω)

)

−
∑

T ∈T

δT

2
‖vT ‖2

L2(T ) +
∑

T ∈T

δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T )

= Clw




∑

T ∈T

ε‖∇vT ‖2
L2(T ) + ‖vT ‖2

L2(T )



−
∑

T ∈T

δT

2
‖vT ‖2

L2(T ) +
∑

T ∈T

δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T )

=
∑

T ∈T

Clwε‖∇vT ‖2
L2(T ) +

∑

T ∈T

(

Clw − δT

2

)

‖vT ‖2
L2(T ) +

∑

T ∈T

δT

2
‖b · ∇vT ‖2

L2(T ).

Asumiendo que, para todo elemento T ∈ T , se cumple que

(5.6) Clw − δT

2
= mı́n{1, Cb} − δT

2
≥ Cst > 0,

entonces, se tiene que

Bh(vT , vT ) ≥ mı́n{Clw, Cst, 1/2}


|||vT |||2Ω +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T )





= Clw,St|||v|||2Ω,St.

Continuidad de Fh: usando (5.2), máxT ∈T {δT } ≤ Cδ y la desigualdad de Cauchy–
Schwarz, se tiene que

Fh(vT ) = F(vT ) +
∑

T ∈T

δT

∫

T
(f)(b · ∇vT ) dx

≤ ‖f‖L2(Ω)|||vT |||Ω +




∑

T ∈T

δT ‖f‖2
L2(T )





1/2


∑

T ∈T

δT ‖b · ∇vT ‖2
L2(T )





1/2

≤ C|||vT |||Ω.

Entonces, como tenemos todas las propiedades del Teorema de Lax-Milgram, te-
nemos existencia y unicidad de una solución discreta.
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5.2. Convergencia del método estabilizado. Para obtener un resultado de
convergencia del método estabilizado, primero recordamos el siguiente resultado de
interpolación local (ver Remark 1.105 en [9]):

Teorema. Existe un operador de interpolación IL : H1
0 (T ) → P1(T ) tal que

(5.7)
‖u − IL(u)‖L2(T ) + hT ‖∇(u − IL(u))‖L2(T ) + h2

T ‖∆(u − IL(u))‖L2(T ) ≤ CL,T h2
T |u|H2(T ),

para todo elemento T ∈ T .

Ahora, se quiere obtener una tasa de convergencia para el error |||u − uT |||Ω,St, en

la cual, haciendo uso de una desigualdad triangular con IL(u), se tiene que

(5.8) |||u − uT |||Ω,St ≤ |||u − IL(u)|||Ω,St + |||IL(u) − uT |||Ω,St := I + II.

Cota para I: La idea consiste en poder demostrar que el error satisface que

|||u − IL(u)|||Ω,St ≤ Ch.

Para esto, notemos que haciendo uso del Teorema anterior, se puede concluir que

|||u − IL(u)|||2Ω,St

= ε‖∇(u − IL(u))‖2
L2(Ω) + ‖u − IL(u)‖2

L2(Ω) +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇(u − IL(u))‖2
L2(T )

=
∑

T ∈T

ε‖∇(u − IL(u))‖2
L2(T ) + ‖u − IL(u)‖2

L2(T ) + δT ‖b · ∇(u − IL(u))‖2
L2(T )

≤
∑

T ∈T

εC2
L,T h2

T |u|2H2(T ) + C2
L,T h4

T |u|2H2(T ) +
∑

T ∈T

δT ‖b · ∇(u − IL(u))‖2
L2(T ).

Para el último término anterior, haciendo uso del hecho que (a + b)2 ≤ 2(a2 + b2) y
que b = (b1, b2), se tiene que

‖b · ∇(u − IL(u))‖2
L2(T ) =

∫

T
(b · ∇(u − IL(u))(b · ∇(u − IL(u)) dx

=
∫

T
(b1∂x(u − IL(u)) + b2∂y(u − IL(u)))2 dx

≤ 2
∫

T

(

b2
1∂x(u − IL(u))2 + b2

2∂y(u − IL(u))2
)

dx

≤ 2‖b‖2
L∞(T )

∫

T

(

∂x(u − IL(u))2 + ∂y(u − IL(u))2
)

dx

= 2‖b‖2
L∞(T )‖∇(u − IL(u))‖2

L2(T ),
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la cual en conjunto con el resultado de interpolación local, permite concluir finalmente
que

|||u − IL(u)|||2Ω,St

≤
∑

T ∈T

εC2
L,T h2

T |u|2H2(T ) + C2
L,T h4

T |u|2H2(T ) + 2δT ‖b‖2
L∞(T )εC2

L,T h2
T |u|2H2(T )

≤ Ch2|u|2H2(Ω).(5.9)

Cota para II: La idea consiste en poder demostrar que el error satisface que

|||IL(u) − uT |||Ω,St ≤ Ch.

Ahora, haciendo uso de la propiedad de coercividad anterior tomando vT = IL(u) −
uT junto con (5.3) y (5.4), se tiene que

Clw,St|||IL(u) − uT |||2Ω,St ≤ Bh(IL(u) − uT , IL(u) − uT ) = Bh(IL(u) − u, IL(u) − uT ).

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy–Schwarz, primero estimaremos el primer
término de la forma estabilizada, es decir,

ε
∫

Ω
∇(IL(u) − u) · ∇(IL(u) − uT )) dx

≤ ε1/2‖∇(IL(u) − u)‖L2(Ω)ε
1/2‖∇(IL(u) − uT )‖L2(Ω)

≤ ε1/2‖∇(IL(u) − u)‖L2(Ω)|||∇(IL(u) − uT )|||Ω,St.

la cual en conjunto con el resultado de interpolación local, permite concluir que

ε
∫

Ω
∇(IL(u) − u) · ∇(IL(u) − uT )) dx ≤ ε1/2CL,T hT |u|H2(T )|||∇(IL(u) − uT )|||Ω,St.
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Ahora, acotaremos el segundo y tercer término, es decir,

∫

Ω
(b · ∇(IL(u) − u) + IL(u) − u)(IL(u) − uT ) dx

=
∫

Ω
(b · ∇(IL(u) − u))(IL(u) − uT ) dx +

∫

Ω
(IL(u) − u)(IL(u) − uT ) dx

= −
∫

Ω
(b · ∇(IL(u) − uT ))(IL(u) − u) dx −

∫

Ω
∇ · b(IL(u) − u)(IL(u) − uT ) dx

+
∫

∂Ω
(IL(u) − u)(IL(u) − uT )b · n ds

︸ ︷︷ ︸

=0

+
∫

Ω
(IL(u) − u)(IL(u) − uT ) dx

=
∫

Ω
[(1 − ∇ · b)(IL(u) − u)](IL(u) − uT ) dx −

∫

Ω
(IL(u) − u)(b · ∇(IL(u) − uT )) dx

=
∑

T ∈T

∫

T
[(1 − ∇ · b)(IL(u) − u)](IL(u) − uT ) dx

−
∫

T
(IL(u) − u)(b · ∇(IL(u) − uT )) dx

Ahora, en cada elemento de la partición podemos usar la desigualdad de Cauchy–
Schwarz, para acotar de la siguiente manera

∫

T
[(1 − ∇ · b)(IL(u) − u)](IL(u) − uT ) dx −

∫

T
(IL(u) − u)(b · ∇(IL(u) − uT )) dx

≤ C‖IL(u) − u‖L2(T )‖IL(u) − uT ‖L2(T )

+
1

δT
‖IL(u) − u‖L2(T )δT ‖b · ∇(IL(u) − uT )‖L2(T ),

desigualdad que puede ser utilizada en las igualdades anteriores y que permite con-
cluir, nuevamente usando la desigualdad de Cauchy–Schwarz y la definición de la
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norma (5.5) y (5.7), que
∫

Ω
(b · ∇(IL(u) − u) + IL(u) − u)(IL(u) − uT ) dx

≤ C
∑

T ∈T

(

‖IL(u) − u‖L2(T )‖IL(u) − uT ‖L2(T )

+
1√
δT

‖IL(u) − u‖L2(T )

√

δT ‖b · ∇(IL(u) − uT )‖L2(T )

)

≤ C








∑

T ∈T

‖IL(u) − u‖2
L2(T )





1/2

‖IL(u) − uT ‖L2(Ω)

+




∑

T ∈T

1

δT
‖IL(u) − u‖2

L2(T )





1/2 


∑

T ∈T

δT ‖b · ∇(IL(u) − uT )‖2
L2(T )





1/2



≤ C









∑

T ∈T

‖IL(u) − u‖2
L2(T )





1/2

+




∑

T ∈T

1

δT
‖IL(u) − u‖2

L2(T )





1/2



 |||IL(u) − uT |||Ω,St

≤ C









∑

T ∈T

C2
L,T h4

T |u|2H2(T )





1/2

+




∑

T ∈T

1

δT
C2

L,T h4
T |u|2H2(T )





1/2



 |||IL(u) − uT |||Ω,St

≤ 2C




∑

T ∈T

C2
L,T h4

T

(

1 +
1

δT

)

|u|2H2(T )





1/2

|||IL(u) − uT |||Ω,St.

De la misma forma, podemos acotar el último término
∑

T ∈T

δT

∫

T
(−ε∆(IL(u) − u) + b · ∇(IL(u) − u) + (u) − u)) (b · ∇(IL(u) − uT )) dx

=
∑

T ∈T

δ
1/2
T

(

ε‖IL(u) − u‖L2(T ) + ‖b‖L∞(T )‖∇(IL(u) − u)‖L2(T )

+ ‖IL(u) − u‖L2(T )

)

δ
1/2
T ‖b · ∇(IL(u) − uT )‖L2(T )

=
∑

T ∈T

δ
1/2
T CL,T

(

ε + ‖b‖L∞(T )hT + h2
T

)

|u|H2(T )δ
1/2
T ‖b · ∇(IL(u) − uT )‖L2(T )

≤



∑

T ∈T

(

δ
1/2
T CL,T

(

ε + ‖b‖L∞(T )hT + h2
T

))2 |u|2H2(T )





1/2

|||IL(u) − uT |||Ω,St.

Asumiendo ahora que

εδT ≤ Ch2
T ∀ T ∈ T ,
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luego,

δ
1/2
T CL,T

(

ε + ‖b‖L∞(T )hT + h2
T

)

≤ CCL,T

(√
ε
√

εδT + δ
1/2
T hT + δ

1/2
T h2

T

)

≤ CCL,T

(√
ε
√

εδT + 2δ
1/2
T hT

)

≤ 2CCL,T

(√
ε + δ

1/2
T

)

hT

lo cual insertándola en el acotamiento del último término permite concluir que
∑

T ∈T

δT

∫

T
(−ε∆(IL(u) − u) + b · ∇(IL(u) − u) + (u) − u)) (b · ∇(IL(u) − uT )) dx

≤



∑

T ∈T

(

δ
1/2
T CL,T

(

ε + ‖b‖L∞(T )hT + h2
T

))2 |u|2H2(T )



 |||IL(u) − uT |||Ω,St

≤ C




∑

T ∈T

(ε + δT ) h2
T |u|2H2(T )





1/2

|||IL(u) − uT |||Ω,St

Finalmente, bajo todos los supuestos anteriores y juntando todos los resultados an-
teriores con (5.8), (5.9) y (5.10), se puede concluir que

(5.10) |||u − uT |||Ω,St ≤ Ch|u|H2(Ω).

En la práctica, notemos que se tiene que hacer una elección del parámetro de
estabilización, para el cual, una elección usual es, dado

P eT =
‖b‖L∞(T )hT

2ε
,

luego se define el parámetro de estabilización, para todo elemento T ∈ T , como

(5.11) δT =







hT

2‖b‖L∞(T )
si P eT > 1,

h2
T

12ε
si P eT ≤ 1.
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5.3. Código del Esquema Estabilizado. Las diferencias en el código se limitan
a la adición de ciertas funciones de apoyo al cálculo y a variaciones en el código del
ensamble de la matriz y el lado derecho de la ecuación

1 double get_hk ( Vector2d X0 , Vector2d X1 , Vector2d X2){
2 double hk = (X1 -X0). norm ();

3 if (hk < (X2 -X0 ). norm ()) {
4 hk = (X2 -X0 ). norm ();

5 }
6 if (hk < (X2 -X1 ). norm ()) {

7 hk = (X2 -X1 ). norm ();
8 }
9 return hk;

10 }
11 double get_Peclet( Vector2d X0 , Vector2d X1 , Vector2d X2) {

12 double hk = get_hk (X0 ,X1 ,X2);
13 MatrixXd b_k(2 ,3) ;
14 b_k. col (0) = get_b (X0);

15 b_k. col (1) = get_b (X1);
16 b_k. col (2) = get_b (X2);

17 double b_K_norm = b_k. cwiseAbs (). maxCoeff ();
18 double Peclet = ( b_K_norm * hk) / (2.0 * get_epsilon());

19 return Peclet ;
20 }

Listing 7. Funciones de soporte adicionales

1 void get_RHS ( int nt , const VectorXi & subdomain , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &

vertices , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , std :: vector <
double >& RHS , const Matrix < double , 3, 2> normals [], const VectorXd & areas ){

2 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
3 Vector3d fmom = Vector3d :: Zero ();
4 Vector2d X0 = vertices . row( elements (k ,0));

5 Vector2d X1 = vertices . row( elements (k ,1));
6 Vector2d X2 = vertices . row( elements (k ,2));

7 double h_K = get_hk (X0 ,X1 ,X2);
8 double delta_K = ( h_K /24.0) * ( get_Peclet(X0 ,X1 ,X2) > 1) + ( pow(h_K , 2) / (24.0*

get_epsilon())) * ( get_Peclet(X0 ,X1 ,X2) <= 1);

9 for ( int j =0; j< NTRIQP ; j ++) {
10 Vector2d X= triquad [j ][0]* vertices . row( elements (k ,0))+ triquad [j ][1]* vertices . row(

elements (k ,1))+ triquad [j ][2]* vertices . row( elements (k ,2));
11 double w_f= triweight[j]* get_f (X, subdomain(k));

12 Vector2d b_X = triquad [j ][0]* get_b ( vertices . row( elements (k ,0)))+ triquad [j ][1]*
get_b ( vertices . row( elements (k ,1)))+ triquad [j ][2]* get_b ( vertices . row( elements (
k ,2)));

13 for (int local_node=0; local_node <3; local_node++) {
14 fmom ( local_node)+= w_f*( triquad [j][ local_node] + delta_K * b_X. dot (( -0.5/areas

(k))* normals [k]. row( local_node)));
15 }
16 }

17 for ( int local_node=0; local_node <3; local_node++) {
18 RHS[ elements (k, local_node)]+= areas (k)* fmom( local_node);

19 }
20 }

21 for ( int i =0; i< nbf; i ++){
22 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==0){
23 double h_F= get_hf ( vertices . row( boundary (i ,0)),vertices . row( boundary (i ,1)));

24 Vector2d du_n_mom = Vector2d :: Zero ();
25 for (int j =0; j< NLINQP ; j ++){

26 Vector2d X= linquad [j ][0]* vertices . row( boundary (i ,0))+ linquad [j ][1]* vertices .
row( boundary (i ,1));

27 double w_du_n = linweight[j]* get_uN (X, boundary_subdomain(i));
28 for ( int local_node=0; local_node <2; local_node++){
29 du_n_mom ( local_node)+= w_du_n * linquad [j][ local_node];

30 }
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31 }
32 for (int local_node=0; local_node <2; local_node++){

33 RHS[ boundary (i, local_node)]+= h_F* du_n_mom ( local_node);
34 }
35 }

36 }
37 }

Listing 8. Ensamble de lado derecho para esquema estabilizado

1 void get_stiffnessmatrix( int nv , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi &
boundary , int nt , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , std:: vector < double >&

RHS , SparseMatrix < double >& K, const MatrixXi & edgeelement , const MatrixXi & edgeedge , const

Matrix < double , 3, 2> normals [], const VectorXd & areas , const VectorXi & Dnodes ){
2

3 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
4 Vector2d X0 = vertices . row( elements (k ,0));

5 Vector2d X1 = vertices . row( elements (k ,1));
6 Vector2d X2 = vertices . row( elements (k ,2));

7 double h_K = get_hk (X0 ,X1 ,X2);
8 double delta_K = h_K * ( get_Peclet(X0 ,X1 ,X2) > 1) + ( pow(h_K , 2) / get_epsilon()) * (

get_Peclet(X0 ,X1 ,X2) <= 1);

9

10 for ( int local_node_a=0; local_node_a <3; local_node_a++) {

11 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >=0)
12 {
13 for ( int local_node_b=0; local_node_b <3; local_node_b++) {

14 double sum =0;
15 double val=( get_epsilon() * normals [k]. row( local_node_a). dot( normals [k].

row( local_node_b)))/(4* areas (k));
16 sum+= val;

17

18 double int_B =0.0;
19 for ( int t =0;t <3;t ++)

20 {
21 Vector2d local_coordinate;

22 local_coordinate(0)= vertices ( elements (k,t) ,0);
23 local_coordinate(1)= vertices ( elements (k,t) ,1);
24 Vector2d B= get_b ( local_coordinate);

25 double B_dot_lambda_i = ( -0.5/areas (k)) * normals [k]. row( local_node_a
). dot(B);

26 if (t== local_node_a)
27 {

28 int_B +=-B. dot( normals [k]. row( local_node_b))/12.0;
29 }
30 else

31 {
32 int_B +=-B. dot( normals [k]. row( local_node_b))/24.0;

33 }
34 sum += delta_K * B_dot_lambda_i * ( areas (k) / 6.0) * ((t ==

local_node_b) + 0.5 * (t != local_node_b));

35 for ( int s = 0; s < 3; s ++) {
36 Vector2d local_coordinate;

37 local_coordinate(0)= vertices ( elements (k,t) ,0);
38 local_coordinate(1)= vertices ( elements (k,t) ,1);

39 Vector2d B= get_b ( local_coordinate);
40 double B_dot_lambda_j = ( -0.5/areas (k)) * normals [k]. row(

local_node_b). dot(B);

41 sum += delta_K * B_dot_lambda_i * B_dot_lambda_j * ( areas (k) /
6.0) * ((t == s) + 0.5 * (t != s));

42 }
43 }

44 sum+= int_B ;
45

46 if ( elements (k, local_node_a)== elements (k, local_node_b))

47 {
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UN CÓDIGO DE ELEMENTOS FINITOS ESTABILIZADO EN C/C++.

48 sum+= areas (k) /6.0;
49 }

50 else

51 {
52 sum+= areas (k) /12.0;

53 }
54 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >=0)

55 {
56 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k,

local_node_b))+= sum;
57 }
58 else{

59 RHS[ elements (k, local_node_a)]-= sum* get_uD ( vertices . row( elements (k,
local_node_b)),- Dnodes ( elements (k, local_node_b)));

60 }
61 }
62 }

63 else {
64 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k, local_node_a))=1;

65 RHS[ elements (k, local_node_a)]= get_uD ( vertices . row( elements (k, local_node_a)),-
Dnodes ( elements (k, local_node_a)));

66 }
67 }
68 }

69 }

Listing 9. Ensamble de matriz para esquema estabilizado
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5.4. Ejemplos numéricos. Para validar numéricamente nuestro código es que
primero vamos a utilizar dos soluciones exactas para nuestro problema. Las dos so-
luciones exactas son de tal forma que se puedan apreciar el fenómeno de fuertes
cambios en los gradientes de las funciones, es decir, el comportamiento de capa ĺımi-
te, tanto cerca de la frontera como en el interior.

Ejemplo 1: consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario Ω = (0, 1) × (0, 1) y se tiene la siguiente solución anaĺıtca

u(x, y) = xy(1 − x)(1 − y)tg−1((x − 0,5)/ε),

en donde, para el cálculo del lado derecho usamos que ε = 10−3 y b = [1, 1]T . Este
problema contiene una capa ĺımite dentro del dominio a lo largo de la recta x = 0,5.

Ejemplo 2: consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario Ω = (0, 1) × (0, 1) y se tiene la siguiente solución anaĺıtca

u(x, y) = y(1 − y)

(

x − e−(1−x)/ε − e−1/ε

1 − e−1/ε

)

.

en donde, para el cálculo del lado derecho usamos que ε = 2×10−3 y b = [1, 1]T . Este
problema contiene una capa ĺımite cerca de la frontera del dominio cuando x = 1.

Por último, recordemos que para el cálculo del lado derecho utilizamos una regla
de cuadratura con 73 puntos de Gauss y que se cumple la siguiente relación entre el
largo caracteŕıstico de la partición y el número total de vértices

h ≈ 1

Nv1/2
.

En las Figuras 19 y 21 se muestran una serie de soluciones de elementos finitos,
sin y con estabilización, para los dos problema en distintas mallas, en las cuales se
puede apreciar claramente que la solución de elementos finitos estabilizada aproxima
de mejor forma y sin oscilaciones las soluciones, tanto de capa ĺımite interior como
de frontera. En las Figuras 20 y 22, se muestra la tasa de convergencia a medida de
refinamos el largo caracteŕıstico de la malla, en la cual se puede apreciar la conver-
gencia lineal óptima de cada método, pero siendo siempre mejor la aproximación de
elementos finitos estabilizada.

Ejemplo 3: Consideramos ahora el Ejemplo 2 de la sección anterior, con la única
modificación de considerar ahora los siguientes parámetros para nuestra ecuación:

ε = 10−3, b = [25 − x, cos(2πx)]T .
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Figura 19. Ejemplo 1: Solución de elementos finitos sin estabilizar
(a–d) y solución estabilizada (e–h), para distintas particiones: con 128
elementos (a y e), 512 elementos (b y f), 2048 elementos (c y g) y 8192
elementos (d y h).
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Nv

−1/2

Nv

Figura 20. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos fini-
tos tanto del método de Galerkin (uT ,G) y del esquema estabilizado
(uT ,St), donde la convergencia lineal corresponde a h = 1

Nv
1/2 .

En la Figura 23, mostramos nuevamente las condiciones de frontera, y la solución de
elementos finitos estandar u

T ,G y la solución de elementos finitos estabilizada u
T ,St,
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Figura 21. Ejemplo 2: Solución de elementos finitos sin estabilizar
(a–d) y solución estabilizada (e–h), para distintas particiones: con 128
elementos (a y e), 512 elementos (b y f), 2048 elementos (c y g) y 8192
elementos (d y h).
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Figura 22. Ejemplo 2: Convergencia del método de elementos fini-
tos tanto del método de Galerkin (uT ,G) y del esquema estabilizado
(uT ,St), donde la convergencia lineal corresponde a h = 1

Nv
1/2 .

la cual claramente entrega un resultado mucho más fidedigno, miestras la primera
está completamente contaminada.
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Figura 23. Ejemplo 3: Condiciones de borde (superior), solución de
elementos finitos sin estabilización uT ,G (centro), y solución de elemen-
tos finitos estabilizada u

T ,St (inferior).
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Ejemplo 4: Consideramos ahora el Ejemplo 3 de la sección anterior, con la única
modificación de considerar ahora los siguientes parámetros para nuestra ecuación:

ε = 10−3, b = [15, 15]T .

En la Figura 24, mostramos la solución de elementos finitos estandar u
T ,G y la solu-

ción de elementos finitos estabilizada u
T ,St, la cual claramente entrega un resultado

mucho más fidedigno nuevamente, miestras la primera está completamente contami-
nada.
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Figura 24. Ejemplo 4: solución de elementos finitos sin estabiliza-
ción u

T ,G (superior), y solución de elementos finitos estabilizada u
T ,St

(inferior).
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6. Un método de elementos finitos estabilizados para un problema
de Stokes

En ésta sección, nos ocuparemos de construir un método de elementos finitos para
un problema lineal de fluidos. Para presentar el problema, primero consideraremos
las siguientes definiciones de operadores diferenciales:

si v : Rd → Rd, donde v(x) = [v1(x), .., vd(x)]T con x = [x1, ..., xd]T , luego

div v(x) =
d∑

i=1

∂vi

∂xi
, ∇v =







∇v1(x)
...

∇vd(x)







=







∂v1

∂x1
· · · ∂v1

∂xd
...

...
∂vd

∂x1
· · · ∂vd

∂xd







,

y

∆v =







∆v1(x)
...

∆vd(x)







=













d∑

i=1

∂v1

∂xi

...
d∑

i=1

∂vd

∂xi













.

Ahora, en base a las definiciones anteriores, es que consideraremos el siguiente pro-
blema, dada una fuerza externa f : Rd → Rd, donde f(x) = [f1(x), .., fd(x)]T :

Hallar (u, p) tal que,

(6.1)







−ε∆u(x) + ∇p = f(x) para todo x ∈ Ω,
div u(x) = 0 para todo x ∈ Ω,

u(x) = 0 para todo x ∈ ∂Ω.

En el problema anterior, el cual de denomina un problema de Stokes, corresponde
al modelamiento de un fluido incompresible, en donde la variable u corresponde a
la velocidad del fluido y p corresponde a la presión del fluido y asumiremos que
f ∈ [L2(Ω)]d. Dichas variables satisfacen el sistema de ecuaciones vectoriales, en
donde la primera ecuación es denominada la ecuación de momentum y la segunda
ecuación es denominada la ecuación de conservación de masa.

Al igual que en la Sección (4.1), primero obtendremos una formulación débil del
problema. Para dicho efecto, primero consideraremos el par de funciones (v, q), lo
suficientemenete suaves, y multiplicaremos la primera ecuación por v y la segunda
por q, para posteriormente integrar sobre todo el dominio y después integrar por
partes usando en cada componente (3.11). En base a lo anterior, y asumiento que
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v|∂Ω = 0, se cumple que
∫

Ω
−ε∆u · v dx +

∫

Ω
∇p · v dx = ε

∫

Ω
∇u : ∇v dx −

∫

Ω
p div v dx

= ε
d∑

i=1

∫

Ω
∇ui · ∇vi dx −

∫

Ω
p div v dx.

De forma similar se tiene para la segunda ecuación que
∫

Ω
q div u dx = 0.

Luego, y en base a la Sección 3, es que el problema débil asociado se lee como sigue:

Encontrar (u, p) ∈ [H1
0 (Ω)]d × L2

0(Ω) tal que

(6.2)

{

A(u, v) + B(p, v) = F(v), ∀ v ∈ [H1
0 (Ω)]d,

B(q, u) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω),

donde las formas bilineales están dadas por

A(u, v) := ε
∫

Ω
∇u : ∇v dx, B(p, v) := −

∫

Ω
p div v dx,

y el funcional lineal es

F(v) :=
∫

Ω
f · v dx.

Notemos que la variable presión p ∈ L2
0(Ω), en donde el espacio se define como

(6.3) L2
0(Ω) :=

{

q ∈ L2(Ω) :
∫

Ω
q dx = 0

}

.

El hecho de ocupar dicho espacio corresponde a la siguiente situación. Si (u, p) es
solución de (6.1), luego (u, p + c), con c ∈ R, es también solución. Luego, el espacio
natural para estudiar dicho problema corresponde a

L2(Ω)/R :=
{

[q] : [q] = {q − c, c ∈ R, q ∈ L2(Ω)}
}

,

donde cualquier elemento [q] ∈ L2(Ω)/R es llamada una clase de equivalencia, para
la cual la diferencia entre cualquier par de elementos que vivan en la clase es una
constante y cualquier elemento q ∈ [q] es llamado un representante de la clase. Dicho
espacio se puede dotar de la norma cociente

‖[q]‖L2(Ω)/R = ı́nf
c∈R

‖q − c‖L2(Ω).

Ahora, recordemos que, como las siguientes son equivalentes (ver Proposición A.31
en [9]),

‖q − P (q)‖L2(Ω) = mı́n
c∈R

, ‖q − c‖L2(Ω) ⇔
∫

Ω
P (q)ξ dx =

∫

Ω
qξ dx, ∀ ξ ∈ R,
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donde P : L2(Ω) → R corresponde a la proyección ortogonal, luego

P (q) =
1

|Ω|
∫

Ω
q dx.

En base a lo anterior, es que podemos concluir, usando (6.3), que

‖[q]‖L2(Ω)\R = ı́nf
c∈R

‖q − c‖L2(Ω) =

∥
∥
∥
∥
∥
q − 1

|Ω|
∫

Ω
q dx

∥
∥
∥
∥
∥

L2(Ω)

= ‖q‖L2(Ω) ∀ q ∈ L2
0(Ω).

Lo anterior nos permite identificar biyectivamente los espacios L2
0(Ω) y L2(Ω) \ R.

Más aún, mantendiendo la norma, es decir, de forma isométrica.
Para estudiar la existencia y unicidad del problema, es que se tiene que recurrir a

una generalización del Lemma de Lax–Milgram, la cual es conocida como la teoŕıa
inf-sup.

En lo que sigue, notemos que la norma para un elemento vectorial, corresponde a

‖v‖2
L2(Ω) =

∫

Ω
v · v dx,

y la norma para su gradiente, corresponde a

‖∇v‖2
L2(Ω) =

d∑

i=1

‖∇vi‖2
L2(Ω), ∀ v ∈ [H1

0(Ω)]d.

Teorema 2 (Teorema de Brezzi). El problema (6.2) tiene solución única, si y sola-
mente si, existen constantes α, β > 0 tales que

ı́nf
v∈Ker(B)

sup
v∈Ker(B)

A(v, w)

‖∇v‖L2(Ω)‖∇w‖L2(Ω)

= sup
v∈Ker(B)

ı́nf
v∈Ker(B)

A(v, w)

‖∇v‖L2(Ω)‖w‖L2(Ω)

= α > 0,

y

ı́nf
q∈L2

0(Ω)
sup

v∈[H1
0 (Ω)]d

B(q, v)

‖q‖L2(Ω)‖∇v‖L2(Ω)

= β > 0,

donde

Ker(B) := {v ∈ [H1
0 (Ω)]d : B(q, v) = 0, ∀ q ∈ L2

0(Ω)}.

Es sabido que el problema (6.2) cumple el teorema anterior, por lo cual existe una
solución única para el problema (ver [12, 17, 4, 5, 9]).

La desventaja al ocupar la teoŕıa inf-sup anterior, es que al ser utilizada en espacios
de elementos finitos, resulta en una elección particular de espacios para aproximar
la velocidad y la presión. De hecho, el método de elementos finitos inf-sup estable,
es decir, que satisfacen el Teorema de Brezzi, es llamado el par Taylor–Hood, el
cual corresponde aproximar la velocidad con polinomios de grado dos, y la presión
mediante polinomios de grado uno, ambos cotinuos.
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Para tener una mayor libertad en la elección de los espacios de elementos finitos, es
que vamos a recurrir a la idea del Caṕıtulo anterior, la cual corresponde a estabilizar
el método de elementos finitos.

6.1. Un método de elementos finitos estabilizado. Para construir un méto-
do de elementos finitos estabilizados, vamos a considerar los siguientes espacios de
elementos finitos:

V(T )d := {v
T

∈ C(Ω)d : v
T

∈ P1(T )d, ∀ T ∈ T , v|∂Ω = 0},

Q(T ) := {qT ∈ L2
0(Ω) : qT ∈ P0(T )d, ∀ T ∈ T }.

Ahora, para poder introducir el esquema estabilizado, es que definiremos el siguiente
termino, llamado de salto (ver Figura 25):

(6.4) JφKγ = φK+ − φK−.

K+ K+
K−

K−

nγ

nγγ

γ

Figura 25. Para γ = ∂K+ ∩ ∂K−, fijando un normal unitario nγ

apuntando desde K+ a K−, y aśı definiremos el salto de una función
como JφKγ = φK+ − φK−.

En base a los espacios de elementos finitos anteriores y la definición del salto en
(6.4), es que consideraremos el siguiente esquema de Galerkin estabilizado:

Encontrar (u
T

, p
T

) ∈ [V(T )]d × Q(T ) tal que

(6.5)

{

A(u
T

, v
T

) + B(p
T

, v
T

) = F(v
T

), ∀ v
T

∈ [V(T )]d,
B(q

T
, u

T
) + S(p

T
, q

T
) = 0, ∀ q

T
∈ Q(T ),

donde

S(p
T

, q
T

) = −
∑

γ∈EI

τγ

∫

γ
Jp

T
KγJqT

Kγ ds,

y EI denota el conjunto de todos los lados interiores de la partición T , y τγ es
el parámetro de estabilización, el cual es una constante positiva.
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Para poder estudiar la existencia y unicidad de una solución para el problema
(6.5), es que vamos a recurrir nuevamente al teorema de Lax-Milgram. Para ésto,
definiremos una nueva forma bilineal, dada como

B((u
T

, p
T

), (v
T

, q
T

)) = A(u
T

, v
T

) + B(p
T

, v
T

) − B(q
T

, u
T

) − S(p
T

, q
T

),

y el siguiente funcional lineal

F((vT , qT )) = F(vT ).

Luego, podemos reformular el problema (6.5), de forma equivalente como sigue:

Encontrar (u
T

, p
T

) ∈ X(T ) tal que

(6.6) B((u
T

, p
T

), (v
T

, q
T

)) = F((v
T

, q
T

)), ∀ (v
T

, q
T

) ∈ X(T ),

donde
X(T ) := [V(T )]d × Q(T ).

En el nuevo espacio X(T ), tomaremos como norma

‖(v
T

, p
T

)‖2
X(T ) = ε‖∇v

T
‖2

L2(Ω) +
∑

γ∈EI

τγ‖Jp
T

Kγ‖2
L2(γ).

Ahora, y de igual forma que en los caṕıtulos anteriores, procedemos a demostrar
todas la hipótesis del Teorema de Lax-Milgram.

Continuidad de B: recordemos que la propiedad de continuidad nos dice que existe
una constante positiva Cup tal que

|B((wT , tT ), (vT , qT ))| ≤ Cup‖(wT , tT )‖X(T )‖(vT , qT )‖X(T ),

para todo (w
T

, t
T

), (v
T

, q
T

)) ∈ X(T ). Usando la desigualdad de Cauchy–Schwarz y
la definición de la forma bilineal, se tiene que

|B((w
T

, t
T

), (v
T

, q
T

))|

≤ √
ε‖w

T
‖L2(Ω)

√
ε‖v

T
‖L2(Ω) +

∣
∣
∣
∣

∫

Ω
t
T

∇ · v
T

∣
∣
∣
∣+

∣
∣
∣
∣

∫

Ω
q
T

∇ · w
T

∣
∣
∣
∣

+
∑

γ∈EI

h1/2
γ ‖JtT Kγ‖L2(γ)h

1/2
γ ‖JqT Kγ‖L2(γ)
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Ahora, usando integración por partes y hecho que t
T |K ∈ P0(T ), se tiene que

∫

Ω
t
T

∇ · v
T

=
∑

K∈T

∫

K
t
T

∇ · v
T

=
∑

K∈T

−
∫

K
∇t

T
· v

T
+
∫

∂K
t
T

(v
T

· nK
γ )

=
∑

γ∈EI

∫

γ
JtT KvT · nγ

≤
∑

γ∈EI

τ 1/2
γ ‖t

T
‖L2(γ)τ

−1/2
γ ‖v

T
‖L2(γ).

Como v
T |K ∈ P1(K), usando (4.14) y (4.15), se tiene que se cumple la siguiente

desigualdad, usualmente denominada como inversa,

‖vT ‖L2(γ) ≤ Ch
−1/2
K ‖vT ‖L2(K).

Usando la desiguald inversa anterior y la desigualdad de Poincaré (3.15), podemos
concluir que

∫

Ω
t
T

∇ · v
T

≤



∑

γ∈EI

τγ‖Jt
T

K‖2
L2(γ)





1/2


∑

K∈T

∑

γ∈∂K

τ−1
γ h−1

K ‖v
T

‖2
L2(K)





1/2

≤ 3 máx
K∈T

{τ−1
γ h−1

K }



∑

γ∈EI

τγ‖Jt
T

K‖2
L2(γ)





1/2

‖v
T

‖2
L2(Ω)

≤ 3CP,Ω máx
K∈T

{τ−1
γ h−1

K }



∑

γ∈EI

τγ‖JtT K‖2
L2(γ)





1/2

‖∇vT ‖2
L2(Ω)

Finalmente, agrupando todas las estimaciones anteriores y de la definición de la
norma ‖ · ‖X(T ), se tiene que

|B((wT , tT ), (vT , qT ))| ≤ Cup‖(wT , tT )‖X(T )‖(vT , qT )‖X(T ).

Coercividad de B: Recordemos que la coercividad nos dice que exise una cons-
tante Clw, tal que

B((v
T

, t
T

), (v
T

, t
T

)) ≥ Clw‖(v
T

, t
T

)‖2
X(T ).

Notemos, que de la definición, tenemos que

B((vT , tT ), (vT , tT )) = ε‖∇vT ‖2
L2(Ω) +

∑

γ∈EI

h2
γ‖JtT K‖2

L2(γ) = ‖(vT , tT )‖2
X(T ).
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En base a lo anterior la propiedad se cumple con constante Clw = 1.

Continuidad del funcional F: recordemos que la propiedad nos dice que

F((v
T

, t
T

)) ≤ C‖(v
T

, t
T

)‖X(T ).

De la fenición de nuestro funcional y utilizando la desigualdad de Cauchy–Scharwz
y la desigualdad de Poincaré (3.15), tenemos que

F((v
T

, t
T

)) ≤ ‖f‖L2(Ω)‖v
T

‖L2(Ω)

≤ CP,Ω

ε−1/2
‖f‖L2(Ω)ε

1/2‖∇v
T

‖L2(Ω)

≤ CP,Ω

ε−1/2
‖f‖L2(Ω)‖(vT , tT )‖X(T ).

Luego la propiedad se cumple con C = CP,Ω‖f‖L2(Ω).
En base al análisis anterior tenemos que todas las hipótesis del teorema de Lax–

Milgram se cumplen, luego existe una solución única para nuestro problem (6.6).

6.2. Convergencia del método estabilizado. Sea (u, p) solución del problema
(6.2), y sea (u

T
, p

T
) su aproximación de elementos finitos, solución del problema

(6.5). Supongamos que la solución débil satisface la siguiente suponsición

(u, p) ∈
[

[H2(Ω)]d × [H1
0 (Ω)]d

]

× [H1(Ω) × L2
0(Ω)].

Ahora, en base al supuesto anterior, se tiene que
∑

γ∈EI

∫

γ
JpKγ ds = 0.

Luego, podemos concluir que

B((u − u
T

, p − p
T

), (v
T

, q
T

)) = B((eu, ep), (v
T

, q
T

)) = 0, ∀ (v
T

, q
T

) ∈ X(T ),

es decir, se cumple la denominada ortogonalidad de Galerkin, también llamada rela-
ción de consistencia.

Ahora, recordemos que existe un interpolador IL : H1
0 (Ω) → V(T ), el cual cumple

con [5, Teorema 4.4.20]:

‖v − IL(v)‖L2(Ω) + h‖∇(v − IL(v))‖L2(Ω) ≤ CLh2|v|H2(Ω), ∀ v ∈ H2(Ω).

De forma similar, usaremos la siguiente proyección ortogonal Π : L2(Ω) → Q(T ),
que se define, elemento a elemento, como

Π(v)|T =
1

|T |
∫

T
v dx.
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Dicha proyección satisface que (ver [5]):

(6.7) ‖v − Π(v)‖L2(Ω) ≤ CΠh‖∇v‖L2(Ω), ∀ v ∈ H1(Ω).

De igual forma, dentro del posterior análisis, es que necesitaremos de la siguiente
desigualdad, llamada de traza ([5, Ecuación 10.3.8]):

‖ξ‖2
L2(γ) ≤ C

(

h−1
T ‖ξ‖2

L2(T ) + hT ‖∇ξ‖2
H1(T )

)

.

Notemos que de la desigualdad anterior y (6.7), podemos concluir inmediatamente
que

(6.8)
∑

γ∈EI

hγ‖Jv − Π(v)K‖2
L2(γ) ≤ CΠ,T h2‖∇v‖2

L2(Ω), ∀ v ∈ H1(Ω).

Ahora, como en el caso estabilizado, usando una desigualdad triangular, se tiene que

‖(eu, ep)‖2
X(T ) = ‖(u − uT , p − pT )‖2

X(T )

= ε‖∇(u − uT )‖2
L2(Ω) + ‖p − pT ‖2

L2(Ω) +
∑

γ∈EI

hγ‖Jp − pT K‖2
L2(γ)

≤ 2
(

ε‖∇(u − IL(u))‖2
L2(Ω) + ε‖∇(IL(u) − u

T
)‖2

L2(Ω)

+ ‖p − Π(p)‖2
L2(Ω) + ‖Π(p) − p

T
‖2

L2(Ω)

+
∑

γ∈EI

hγ

(

‖Jp − Π(p)K‖2
L2(γ) + ‖JΠ(p) − pT K‖2

L2(γ)

) )

= 2(I + II).

Antes de continuar, es que vamos a introducir la siguiente notación:

eu = u − u
T

= u − IL(u) + IL(u) − u
T

= ηu + eu
T

,

ep = p − p
T

= p − Π(p) + Π(p) − p
T

= ηp + ep
T

.

En base a estas nuevas variables, tenemos que

I = ‖(ηu, ηp)‖2
X(T ), II = ‖(eu

T , ep
T

)‖2
X(T ).

Primero acotaremos el término I:

I = ε‖∇(u − IL(u))‖2
L2(Ω) + ‖p − Π(p)‖2

L2(Ω) +
∑

γ∈EI

hγ‖Jp − Π(p)K‖2
L2(γ).

Usando las propiedades del interpolador IL, se tiene que

ε‖∇(u − IL(u))‖2
L2(Ω) ≤ εC2

Lh2|u|2H2(Ω).

Usando ahora las propiedades de la proyección ortogonal Π, se tiene que

‖p − Π(p)‖2
L2(Ω) ≤ C2

Πh2‖∇p‖2
L2(Ω),

∑

γ∈EI

hγ‖Jp − Π(p)K‖2
L2(γ) ≤ CΠ,T h2‖∇p‖2

L2(Ω).
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En base a lo anterior, es que podemos concluir que

I ≤ máx{εC2
L, C2

Π, CΠ,T }h2
(

|u|2H2(Ω) + ‖∇p‖2
L2(Ω)

)

.

Ahora, procedemos a acotar el término II:

II = ε‖∇eu
T ‖2

L2(Ω) + ‖ep
T

‖2
L2(Ω) +

∑

γ∈EI

hγ‖Jep
T

K‖2
L2(γ) = ‖(eu

T , ep
T

)‖2
X(T ).

Recordemos, que la forma bilineal B satisface la propiedad de coercividad para fun-
ciones discretas. Luego, se tiene que

II = ‖(eu
T , ep

T
)‖2

X(T ) ≤ B((eu
T , ep

T
), (eu

T , ep
T

)).

Ahora, recordemos que

eu
T

= eu − ηu, ep
T

= ep − ηp.

En base a lo anterior, podemos ahora escibir

B((eu
T , ep

T
), (eu

T , ep
T

)) = III + IV,

donde

III = B((eu, ep), (eu
T

, ep
T

)) = A(eu, eu
T

) + B(ep, eu
T

) − B(ep, eu
T

) − S(ep, ep
T

),

y

IV = −B((ηu, ηp), (eu
T

, ep
T

)) = −A(ηu, eu
T

) − B(ηp, eu
T

) + B(ηp, eu
T

) + S(ηp, ep
T

).

Primero acotaremos IV , usando la propiedad de continuidad y la definición del
término I, como sigue

IV = −B((ηu, ηp), (eu
T

, ep
T

)) ≤ ‖(ηu, ηp)‖X(T )‖(eu
T

, ep
T

)‖X(T ) = I‖(eu
T

, ep
T

)‖X(T ).

Ahora, notemos que de la propiedad de ortogonalidad de Galerkin, tenemos que

III = B((eu, ep), (eu
T

, ep
T

)) = 0.

Con lo cual podemos concluir que

II ≤ I.

Finalmente, juntando todo el análisis anterior, finalmente podemos concluir que

‖(eu, ep)‖X(T ) ≤ Cmaxh
(

|u|H2(Ω) + ‖∇p‖L2(Ω)

)

.
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CÓDIGO PARA STOKES.

6.3. Código de Stokes. Las diferencias en el código se limitan a la adición de
ciertas funciones de apoyo al cálculo y a variaciones en el código del ensamble de la
matriz y el lado derecho de la ecuación

1 void get_RHS ( int nt , const VectorXi & subdomain , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &
vertices , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , std :: vector <

double >& RHS , int nv , const Matrix < double , 3, 2> normals [], const VectorXd & areas , int exam ,
const VectorXi & Dnodes ){

2 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
3 Vector3d fmom1 = Vector3d :: Zero ();

4 Vector3d fmom2 = Vector3d :: Zero ();
5 for ( int j =0; j< NTRIQP ; j ++) {
6 Vector2d X= triquad [j ][0]* vertices . row( elements (k ,0))+ triquad [j ][1]* vertices . row(

elements (k ,1))+ triquad [j ][2]* vertices . row( elements (k ,2));
7 double w_f1= triweight[j]* get_f1 (X, subdomain(k),exam);

8 double w_f2= triweight[j]* get_f2 (X, subdomain(k),exam);
9 for (int local_node=0; local_node <3; local_node++) {

10 fmom1 ( local_node)+= w_f1 * triquad [j][ local_node];

11 fmom2 ( local_node)+= w_f2 * triquad [j][ local_node];
12 }

13 }
14 for ( int local_node=0; local_node <3; local_node++) {

15 if ( Dnodes ( elements (k, local_node)) >=0){
16 RHS[ elements (k, local_node)]+= areas (k)*( fmom1 ( local_node));
17 RHS[ elements (k, local_node)+nv ]+= areas (k)*( fmom2 ( local_node));

18 }
19 else {

20 RHS[ elements (k, local_node)]=0;
21 RHS[ elements (k, local_node)+nv ]=0;
22 }

23 }
24 }

25 }

Listing 10. Ensamble de lado derecho para esquema de stokes

1 void get_stiffnessmatrix( int nv , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi &
boundary , int nt , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , SparseMatrix < double >& K

, const MatrixXi & edgeelement , const MatrixXi & edgeedge , const Matrix < double , 3, 2> normals
[], const VectorXd & areas , const VectorXi & Dnodes ){

2 int edges1 [3]={1 ,2 ,0};
3 int edges2 [3]={2 ,0 ,1};

4 double val;
5 int k_prime ;
6 double hf;

7 for ( int k =0; k<nt; k ++) {
8 for ( int local_node_a=0; local_node_a <3; local_node_a++) {

9 k_prime = edgeelement(k, local_node_a);
10 if ( k_prime >=0){
11 hf = get_hf ( vertices . row( elements (k, edges1 [ local_node_a])),vertices . row(

elements (k, edges2 [ local_node_a])));
12 K. coeffRef (2*nv+k ,2*nv+k)+= -pow(hf ,2) /(12.0* get_epsilon());

13 K. coeffRef (2*nv+k ,2*nv+ k_prime )+= + pow(hf ,2) /(12.0* get_epsilon());
14 }

15 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >=0) {
16 for ( int local_node_b=0; local_node_b <3; local_node_b++) {
17 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >=0) {

18 val= get_epsilon()* normals [k]. row( local_node_a). dot( normals [k]. row(
local_node_b))/(4* areas (k));

19 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k, local_node_b))+= val;
20 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a)+nv , elements (k, local_node_b)+nv)+=

val;
21 }
22 }

23 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a) ,2*nv+k) +=0.5* normals [k]( local_node_a ,0);
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24 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a)+nv ,2*nv +k)+=0.5* normals [k]( local_node_a
,1);

25

26 K. coeffRef (2*nv+k, elements (k, local_node_a))+= 0.5* normals [k]( local_node_a ,0);
27 K. coeffRef (2*nv+k, elements (k, local_node_a)+nv)+= 0.5* normals [k]( local_node_a

,1);
28 }

29 else {
30 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a),elements (k, local_node_a))=1;

31 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a)+nv , elements (k, local_node_a)+nv)=1;
32 }
33 }

34 K. coeffRef (2*nv+k ,2*nv+nt)= areas (k);
35 K. coeffRef (2*nv+nt ,2*nv+k)= areas (k);

36 }
37 }

Listing 11. Ensamble de matriz para esquema de Stokes
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6.4. Ejemplos numéricos. En esta sección, nos ocuparemos de testear nuestro
código de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una solución
análitica y otros dos ejemplos, sin solución anaĺıtica. Recordamos que la solución a
cualquiera de nuestros problemas, nos entregará el campo de velocidades y de presión
asociado al fluido presente en una región Ω.

Ejemplo 1: Consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario Ω = (0, 1) × (0, 1) y se tiene la siguiente solución anaĺıtca

u(x, y) = curl (xy(1 − x)(1 − y))2 ,

p(x, y) = xy(1 − x)(1 − y) − 1

144
.

en donde, para el cálculo del lado derecho usamos que ε = 1.
En la Figura 26, mostramos la solución de elementos finitos estabilizada, en donde

se presenta la magnitud del campo vectorial de la velocidad, es decir, |u
T

|, como
también mostramos las presiones del fluido p

T
. En la Figura 27 se uestra la tasa

de convergencia del método de elementos finitos estabilizado, en donde podemos
apreciar la tasa de convergencia óptima del método.

p
T

3.471e-02-0.02 0 0.02-2.805e-02   

|u
T

|
0.002 0.0040.000e+00 6.012e-03   

Figura 26. Ejemplo 1: Solución del método de elementos finitos es-
tabilizados, con p

T
(izquierda) y u

T
(derecha)
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102 104

10-2

‖∇(u − u
T

)‖
L2(Ω)

‖p − p
T

‖
L2(Ω)

Nv

Nv
−1/2

Figura 27. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos
estabilizado (uT , p

T
), donde la convergencia lineal corresponde a h =

1
Nv

1/2 .

Ejemplo 2: Consideraremos el mismo dominio de las secciones anteriores, pero
con las condiciones de borde descritas en la Figura 28. Notemos, que como el pro-
blema se trata de una dinámica de fluido, es que en el lado izquierdo de la ciudad
consideramos una entrada del tipo parabólica y una salida de dicho fluido con las
mismas caracteŕısticas. En el resto de la frontera consideramos una condición de bor-
de nula y tomamos ε = 1. En la Figura 29, se muestran las soluciones del método de
elementos finitos estabilizado, tanto para la presión discreta p

T
, como también para

la magnitud del campo de velocidad |u
T

|.

0 2 4 6 8 10
-1

0

1

2

3

4

uD = [0, 0]T

u
D

=
[(

1
−

y
)(

3
−

y
),

0]
T

uD = [0, 0]T

u
D

=
[

8 2
7
y
(3

−
y
),

0]
T

uD = [0, 0]T

Figura 28. Dominio y condiciones de frontera para el Ejemplo 2.

Universidad Técnica Federico Santa Maŕıa, Departamento de Informática. 73
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pT

0 9 18-1.047e+01 3.471e+01 

|u
T

|

0.3 0.6 0.90.0e+00 1.3e+00   

Figura 29. Ejemplo 2: solución de elementos finitos estabilizada, pa-
ra las presiones p

T
(superior), y la magnitud del campo de velocidad

|u
T

| (inferior).
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7. Un método de elementos finitos estabilizados para un problema
de Navier–Stokes

Ahora, estamos interazados en resolver el problema no lineal de Navier–Stokes. Es
decir, queremos resolver el problema

Hallar (u, p) tal que,






−ε∆u(x) + u(x) · ∇u(x) + ∇p(x) = f(x) ∀ x ∈ Ω,
div u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

u(x) = 0 ∀ x ∈ ∂Ω,

Para resolver el problema de Navier–Stokes, es que vamos a considerar, su formu-
lación débil no lineal, la cual corresponde a:

Encontrar (u, p) ∈ [H1
0 (Ω)]d × L2

0(Ω) tal que

(7.1)

{

A(u, v) + C(u; u, v) + B(p, v) = F(v), ∀ v ∈ [H1
0(Ω)]d,

B(q, u) = 0, ∀ q ∈ L2
0(Ω),

donde las formas lineales A, B son las mismas que de la Sección anterior, y la nueva
forma no lineal C, está dada por:

C(u; w, v) =
∫

Ω
(u∇w) · v dx =

∫

Ω







u · ∇w1
...

u · ∇wd







·







v1
...

vd







dx =
d∑

i=1

∫

Ω
u · ∇wivi dx.

Es sabido que la formulación débil del problema de Navier–Stokes, tiene única solu-
ción, bajo el siguiente supuesto: si f ∈ [L2(Ω)]d,

‖∇u‖L2(Ω) ≤ CN

CE,P,Ω

ε,

donde CN ∈ [0, 1) y la constante CE,P,Ω dependen de la constante de Poincaré y una
constante de incrustación entre un espacio de Sobolev y un espacio de Lebesgue.

Para la discretización del problema, es que consideraremos la siguiente discretiza-
ción estabilizada de elementos finitos:

Encontrar (uT , pT ) ∈ [V(T )]d × Q(T ) tal que
(7.2)
{

A(u
T

, v
T

) + C(u
T

; u
T

, v
T

) + B(p
T

, v
T

) = F(v
T

), ∀ v
T

∈ [V(T )]d,
B(q

T
, u

T
) + S(p

T
, q

T
) = 0, ∀ q

T
∈ Q(T ).
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7.1. Un método de punto fijo. Para poder construir un algoritmo iterativo de
tipo punto fijo, es que tenemos que construir una aplicación:

(7.3)
T : M → M

(ζT , ξT ) → T(ζT , ξT ) = (uT , pT )

donde
M ⊂ [V(T )]d × Q(T ),

y (uT , pT ) es solución del problema
(7.4)

{

A(u
T

, v
T

) + C(ζ
T

; u
T

, v
T

) + B(p
T

, v
T

) = F(v
T

), ∀ v
T

∈ [V(T )]d,
B(qT , uT ) + S(pT , qT ) = 0, ∀ qT ∈ Q(T ).

Notemos que el punto fijo de la aplicación, es decir,

T(u
T

, p
T

) = (u
T

, p
T

),

es justamentamente una solución para el problema no lineal (7.2).
El estudio de la existencia y unicidad para la solución del problema de punto fijo

se encuentra completamente tratada en los textos y articulos cient́ıficos [17, 7, 15,
13, 11].

Para su aproximación, un esquema usual es considerar un proceso iterativo , en
donde se toma (u0

T , p0
T ) ∈ M , y definimos una secuencia {(un

T , pn
T )} mediante la

siguiente formula iterativa

(un+1
T

, pn+1
T

) = T(un
T

, pn
T

), n = 0, 1, ...

El algoritmo de punto fijo anterior, luego se puede reescribir como sigue:

Dado (u0
T

, p0
T

) ∈ [V(T )]d × Q(T ), encontrar (un+1
T

, pn+1
T

) ∈ [V(T )]d × Q(T )
tal que
(7.5)
{

A(un+1
T

, vT ) + C(un
T ; un+1

T
, vT ) + B(pn+1

T
, vT ) = F(vT ), ∀ vT ∈ [V(T )]d,

B(q
T

, un+1
T

) + S(pn+1
T

, q
T

) = 0, ∀ q
T

∈ Q(T ).

El algoritmo anterior tendrá como criterio de parada

máx
x∈V(T )

‖(un+1
T

, pn+1
T

) − (un
T , pn

T )‖2 ≤ tol.

con una tolerancia dada, que usualmente es tol = 10−8.
Por último, recordaremos un resultado de convergencia para el método de punto

fijo.

Teorema 3 (Teorema del punto fijo de Banach). Supongamos que M es un conjunto
cerrado no vacio dentro de un espacio de Banach V , y además, T : M → M es un
operador contractivo, con constante de contración α, donde 0 ≤ α < 1. Entonces,
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para cualquier u0 ∈ M, la sucesión {un} ⊂ K definida por un+1 = T(un), n = 0, 1, ...,
converge a u, es decir,

‖u − un‖V → 0 para n → ∞.

Además, la siguiente cota es válidas para el error

‖u − un‖V ≤ αn

1 − α
‖u0 − u1‖V .(7.6)

Demostración. Como T : M → M, la sucesión {un} está bien definida. Hora, demos-
traremos que {un} es una sucesión de Cauchy. Usando el hecho que T es contractiva,
se tiene que

‖un+1 − un‖V ≤ α‖un − un−1‖V ≤ · · · ≤ αn‖u1 − u0‖V .

Luego, para cualquier m ≥ n ≥ 1,

‖um − un‖V ≤
m−n−1∑

j=0

‖un+j+1 − un+j‖V

≤
m−n−1∑

j=0

αn+j‖u1 − u0‖V

≤ αn

1 − α
‖u1 − u0‖V .

Ahora, como α ∈ [0, 1), ‖um − un‖V → 0 para cuando m, n → ∞, luego {un} es de
Cauchy; y como M es un cerrado, luego {un} tiene un ĺımite u ∈ K. Tomando el
ĺımite cuando n → ∞ en un+1 = T(un) se tiene que u = T(u) usando la continuidad
de T, luego u es un punto fijo para T. �

7.2. Un método de Newton. Primero, introduciremos un marco general para
obtener un método de Newton.

Sean U, V dos espacios de Hilbert, F : U → V un operador Fréchet diferenciable,
es decir, existe F ′ ∈ L(U, V ) tal que

ĺım
t→0

F (u + th) − F (u)

t
= F ′(u)(h), ∀ h ∈ U,

donde L(U, V ) es el conjunto de todos los funciones lineales continuos y acotados,
que toman elementos de U y los transforma en elementos en V , con norma

‖F ′(u)‖L(U,V ) = sup
h∈U

‖F ′(u)(h)‖V

‖h‖U

.

Queremos resolver el siguiente problema

F (u) = 0.
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El método de Newton asociado es como sigue: considerando u0 ∈ U , para n = 0, 1, ...
calcular

un+1 = un − [F ′(un)]F (un).

De forma equivalente, se puede calcular el incremental

F ′(un)(δu) = −F (un),

y luego hacemos

un+1 = δu + un.

El siguiente resultado presenta un resultado de convergencia (ver [3, Teorema 4.4.1]).

Teorema 4 (Convergencia local). Asumamos que u∗ es una raiz de la ecuación
para la cual [F ′(u∗)]−1 existe y además es una aplicación continua de V sobre U .
Asumamos además que F ′(u) es localmente Lipschitz continua en u∗, es decir,

‖F ′(u) − F ′(v)‖L(U,V ) ≤ L‖u − v‖U , ∀ u, v ∈ N(u∗),

donde N(u∗) es una vecindad de u∗, y L > 0 es una constante. Entonces, existe δ > 0
tal que ‖u0 − u∗‖ ≤ δ, la sucesión de Newton {un} está bien definida y converge a
u∗. Además, existe M > 0 tal que

‖un+1 − u∗‖U ≤ M‖un − u∗‖2
U .

Demostración. Asumamos que [F ′(u)]−1 existe en N(u∗) y sea c0 = supu∈N(u∗) ‖[F ′(u)]−1‖ ≤
∞. Definamos ahora

T (u) = u − [F ′(u)]−1F (u), u ∈ N(u∗).

Notar que T (u∗) = u∗. Para u ∈ N(u∗), se tiene que

T (u) − T (u∗) = u − u∗ − [F ′(u)]−1F (u)

= [F ′(u)]−1 {F (u∗) − F (u) − F ′(u)(u∗ − u)}

= [F ′(u)]−1(u∗ − u)
∫ 1

0
(F ′(u + t(u∗ − u)) − F ′(u))dt,

y ahora tomando norma, se tiene

‖T (u) − T (u∗)‖U ≤ ‖[F ′(u)]−1‖L(V,U)‖u∗ − u‖U

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0
(F ′(u + t(u∗ − u)) − F ′(u))dt

∥
∥
∥
∥

≤ ‖[F ′(u)]−1‖L(V,U)‖u∗ − u‖U

∥
∥
∥
∥

∫ 1

0
Lt‖u∗ − u‖Udt

∥
∥
∥
∥ ,

luego

‖T (u) − T (u∗)‖U ≤ c0L

2
‖u − u∗‖2

U .
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Ahora, tomando δ < 2
c0L

con la propiedad que B(u∗, δ) ⊂ N(u∗), luego T : B(u∗, δ) →
B(u∗, δ) es una α-contracción con α = c0Lδ

2
< 1. Entonces, del teorema del punto fijo

de Banach, T tiene un único punto fijo. �

Notar que de la demostración anterior se tiene convergencia cuadrática para el
método de Newton.

Finalmente, para obtener nuestro método de Newton, definimos la siguiente fun-
ción

F
T

: H → H′

donde H′ corresponde al espacio dual topológico de H, H = [V(T )]d × Q(T ) y la
acción de la función se define como

〈F
T

(u
T

, p
T

), (v
T

, q
T

)〉H′×H := A((u
T

, p
T

), (v
T

, q
T

)) − Z((v
T

, q
T

)),

donde

A((uT , pT ), (vT , qT )) = A(uT , vT ) + C(uT ; uT , vT ) + B(pT , vT )

−B(qT , uT ) − S(pT , qT )

y
Z((v

T
, q

T
)) = F(v

T
).

Recordemos que la iteración de Newton está basada en el cálculo del incremental
(δu

T
, δp

T
) tal que

〈F′

T
(un

T
, pn

T
)(δu

T
, δp

T
), (v

T
, q

T
)〉H′×H = 〈−F

T
(un

T
, pn

T
), (v

T
, q

T
)〉H′×H

donde F
′

T
(un

T
, pn

T
)(δu

T
, δp

T
) denota la derivada de F

T
en (un

T
, pn

T
) evaluada en la

dirección (δu
T

, δp
T

), es decir,

〈F′

T (un
T , pn

T )(δuT , δpT ), (vT , qT )〉H′×H

= ĺım
t→0

〈FT (un
T + tδuT , pn

T + tδpT ), (vT , qT )〉H′×H − 〈FT (un
T , pn

T ), (vT , qT )〉H′×H

t
.

Utilizando la definición de la aplicación F
T

, se tiene que

〈F
T

(un
T

+ tδu
T

, pn
T

+ tδp
T

), (v
T

, q
T

)〉H′×H

= A(un
T

+ tδu
T

, v
T

) + C(un
T

+ tδu
T

; un
T

+ tδu
T

, v
T

) + B(pn
T

+ tδp
T

, v
T

)

− B(q
T

, un
T

+ tδu
T

) − S(pn
T

+ tδp
T

, q
T

) − F(v
T

)

= A(un
T

, v
T

) + C(un
T

; un
T

, v
T

) + B(pn
T

, v
T

) − B(q
T

, un
T

) − S(pn
T

, q
T

) − F(v
T

)

+ t(A(δu
T

, v
T

) + C(un
T

; δu
T

, v
T

) + C(δu
T

; un
T

, v
T

)

+ B(δp
T

, v
T

) − B(q
T

, δu
T

) − S(δp
T

, q
T

))

+ t2C(δuT ; δuT , vT )
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De forma similar, tenemos que

〈FT (un
T , pn

T ), (vT , qT )〉H′×H

= A(un
T , vT ) + C(un

T ; un
T , vT ) + B(pn

T , vT ) − B(qT , un
T ) − S(pn

T , qT ) − F(vT )

Luego, restando los dos términos anteriores, se tiene que

〈F
T

(un
T

+ tδu
T

, pn
T

+ tδp
T

), (v
T

, q
T

)〉H′×H − F
T

(un
T

, pn
T

), (v
T

, q
T

)〉H′×H

= t(A(δu
T

, v
T

) + C(un
T

; δu
T

, v
T

) + C(δu
T

; un
T

, v
T

) + B(δp
T

, v
T

) − B(q
T

, δu
T

)

− S(δpT , qT ))

+ t2C(δuT ; δuT , vT )

Diviendo la expresión anterior por t y haciendo t → 0, podemos concluir que
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7.3. Código del método estabilizado para Navier Stokes. En este caso
además de producirse los esperados cambios en la sección de ensamble de la ma-
triz y el lado derecho, es necesario incorporar el código del método de iteración de
punto fijo para resolver el problema.

1 void get_RHS_flow( int nt , int nv , const VectorXi & subdomain , const MatrixXi & elements , const

MatrixXd & vertices , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary ,
std:: vector < double >& RHS) {

2 VectorXi Dnodes (nv);
3 for ( int i =0; i<nv; i ++) {
4 Dnodes (i)=i;

5 }
6 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {

7 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==1) {
8 for (int j =0; j <2; j ++) {
9 Dnodes ( boundary (i,j))=- boundary_subdomain(i);

10 }
11 }

12 }
13 for ( int k = 0; k < nt; k ++) {

14 double area = get_area ( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row( elements (k, 1)),
vertices . row( elements (k, 2)));

15 Matrix < double , 3, 2> normal = get_normal( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row(

elements (k, 1)), vertices . row( elements (k, 2)));
16 Vector3d fmom1 = Vector3d :: Zero ();

17 Vector3d fmom2 = Vector3d :: Zero ();
18 for ( int j = 0; j < NTRIQP ; j ++) {
19 Vector2d X = triquad [j ][0] * vertices . row( elements (k ,0))

20 + triquad [j ][1] * vertices . row( elements (k ,1))
21 + triquad [j ][2] * vertices . row( elements (k ,2));

22 double w_f1 = triweight[j] * get_f1 (X, subdomain(k));
23 double w_f2 = triweight[j] * get_f2 (X, subdomain(k));

24 for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {
25 fmom1 ( local_node) += w_f1 * triquad [j][ local_node];
26 fmom2 ( local_node) += w_f2 * triquad [j][ local_node];

27 }
28 }

29 for ( int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {
30 RHS[ elements (k, local_node)] += area * fmom1 ( local_node);
31 RHS[ elements (k, local_node) + nv] += area * fmom2 ( local_node);

32 }
33 }

34 for ( int i = 0; i < nbf; i ++) {
35 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i)) == 0) {

36 double length_F = get_hf ( vertices . row( boundary (i ,0)), vertices . row( boundary (i ,1))
);

37 Vector2d du1_n_mom = Vector2d :: Zero ();

38 Vector2d du2_n_mom = Vector2d :: Zero ();
39 for (int j = 0; j < NLINQP ; j ++){

40 Vector2d X = linquad [j ][0] * vertices . row( boundary (i, 0)) + linquad [j ][1] *
vertices . row( boundary (i, 1));

41 double w_du1_n = linweight[j] * get_uN1 (X, boundary_subdomain(i));

42 double w_du2_n = linweight[j] * get_uN2 (X, boundary_subdomain(i));
43 for ( int local_node = 0; local_node < 2; local_node++) {

44 du1_n_mom( local_node) += w_du1_n * linquad [j][ local_node];
45 du2_n_mom( local_node) += w_du2_n * linquad [j][ local_node];

46 }
47 }
48 for (int local_node = 0; local_node < 2; local_node++) {

49 RHS[ boundary (i, local_node)] += length_F * du1_n_mom( local_node);
50 RHS[ boundary (i, local_node) + nv] += length_F * du2_n_mom( local_node);

51 }
52 }

53 }
54 for ( int i = 0; i < nv; i ++) {
55 if ( Dnodes (i) < 0) {

56 RHS[i] = get_uD1 ( vertices . row(i), -Dnodes (i));
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57 RHS[i + nv] = get_uD2 ( vertices . row(i), -Dnodes (i));
58 }

59 }
60 }

Listing 12. Ensamble de lado derecho para las ecuacioens de
Navier Stokes utilizando método de iteración de punto fijo

1 void get_stiffnessmatrix_Stokes( int nv , int nt , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain ,

const MatrixXi & boundary , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , const

MatrixXi & edgeelement , std:: vector < double >& RHS , SparseMatrix < double >& K) {

2 int edges1 [3]={1 ,2 ,0};
3 int edges2 [3]={2 ,0 ,1};
4 VectorXi Dnodes (nv);

5 for ( int i =0; i<nv; i ++) {
6 Dnodes (i)=i;

7 }
8 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {

9 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==1) {
10 for (int j =0; j <2; j ++) {
11 Dnodes ( boundary (i,j))=- boundary_subdomain(i);

12 }
13 }

14 }
15 for ( int k = 0; k < nt; k ++) {
16 double area = get_area ( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row( elements (k, 1)),

vertices . row( elements (k, 2)));
17 Matrix < double , 3, 2> normal = get_normal( vertices . row( elements (k ,0)), vertices . row(

elements (k ,1)), vertices . row( elements (k ,2)));
18 for ( int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {

19 double sum_a1 = (1.0 / 2.0) * normal ( local_node_a , 0);
20 double sum_a2 = (1.0 / 2.0) * normal ( local_node_a , 1);
21 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >= 0) {

22 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a), 2 * nv + k) += sum_a1 ;
23 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , 2 * nv + k) += sum_a2 ;

24

25 K. coeffRef (2 * nv + k, elements (k, local_node_a)) += sum_a1 ;
26 K. coeffRef (2 * nv + k, elements (k, local_node_a) + nv) += sum_a2 ;

27 }
28 else {

29 RHS[2 * nv + k] -= sum_a1 * get_uD1 ( vertices . row( elements (k, local_node_a)), -
Dnodes ( elements (k, local_node_a)));

30 RHS[2 * nv + k] -= sum_a2 * get_uD2 ( vertices . row( elements (k, local_node_a)), -
Dnodes ( elements (k, local_node_a)));

31 }

32 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >= 0) {
33 for ( int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {

34 double val = get_epsilon() * area * ( normal . row( local_node_a). dot( normal .
row( local_node_b)) / (4.0 * pow(area , 2)));

35 val += get_kappa_u() * area * (1.0 / 6.0) * (( local_node_a ==

local_node_b) * 1 + ( local_node_a != local_node_b) * 0.5);
36 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >= 0) {

37 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_b)) += val
;

38 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k, local_node_b) +
nv) += val;

39 }

40 else {
41 RHS[ elements (k, local_node_a)] -= get_uD1 ( vertices . row( elements (k,

local_node_b)), -Dnodes ( elements (k , local_node_b))) * val;
42 RHS[ elements (k, local_node_a) + nv] -= get_uD2 ( vertices . row( elements (

k, local_node_b)), -Dnodes ( elements (k, local_node_b))) * val;
43 }
44 }

45 } else {
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46 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_a)) = 1;
47 K. coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k, local_node_a) + nv) = 1;

48 }
49 }
50 for ( int F = 0; F < 3; F ++) {

51 int k_prime = edgeelement(k , F);
52 if ( k_prime >= 0) {

53 double hf = get_hf ( vertices . row( elements (k, edges1 [F])), vertices . row(
elements (k, edges2 [F])));

54 double tau_f = hf / 12.0;
55 K. coeffRef (2 * nv + k, 2 * nv + k) += -hf * tau_f ;
56 K. coeffRef (2 * nv + k, 2 * nv + k_prime ) += + hf * tau_f ;

57 }
58 }

59 K. coeffRef (2 * nv + k, 2 * nv + nt) = area;
60 K. coeffRef (2 * nv + nt , 2 * nv + k) = area;
61 }

62 }
63

64 void get_stiffnessmatrix_Oseen_from_Stokes( int nv , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain ,
const MatrixXi & boundary , int nt , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , const

vector < double >& field , std:: vector < double >& RHS , SparseMatrix < double >& K_Stokes ) {
65 VectorXi Dnodes (nv);
66 for ( int i =0; i<nv; i ++) {

67 Dnodes (i)=i;
68 }

69 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {
70 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==1) {
71 for (int j =0; j <2; j ++) {

72 Dnodes ( boundary (i,j))=- boundary_subdomain(i);
73 }

74 }
75 }

76 for ( int k = 0; k < nt; k ++) {
77 double area = get_area ( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row( elements (k, 1)),

vertices . row( elements (k, 2)));

78 Matrix < double , 3, 2> normal = get_normal( vertices . row( elements (k ,0)), vertices . row(
elements (k ,1)), vertices . row( elements (k ,2)));

79 Matrix < double , 3, 2> grad_lambda;
80 grad_lambda = ( -1.0 / (2.0 * area )) * normal ;

81 Matrix < double , 2, 3> field_K ;
82 for ( int node = 0; node < 3; node ++) {
83 field_K . col( node) << field [ elements (k, node)], field [ elements (k, node ) + nv ];

84 }
85 for ( int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {

86 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >= 0) {
87 for ( int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {
88 double val = 0;

89 val += get_convective_term_phi_phi_K(area , local_node_a , local_node_b ,
field_K , grad_lambda);

90 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >= 0) {
91 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_b))

+= val;
92 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k,

local_node_b) + nv) += val;

93 } else {
94 RHS[ elements (k, local_node_a)] -= get_uD1 ( vertices . row( elements (k,

local_node_b)), -Dnodes ( elements (k , local_node_b))) * val;
95 RHS[ elements (k, local_node_a) + nv] -= get_uD2 ( vertices . row( elements (

k, local_node_b)), -Dnodes ( elements (k, local_node_b))) * val;

96 }
97 }

98 } else {
99 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_a)) = 1;

100 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k, local_node_a) +
nv ) = 1;

101 }

102 }
103 }
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CÓDIGO PARA NAVIER STOKES.

104 }

Listing 13. Ensamble de matriz para las ecuaciones de Navier
Stokes utilizando método de iteración de punto fijo

1 void Fixed_point_iteration( int nv , int nt , int nbf , const VectorXi & subdomain , const VectorXi &

boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &
vertices , SparseMatrix < double > K_Stokes , vector < double >& previous_flow , vector < double >

RHS_flow , double& norm) {
2 get_stiffnessmatrix_Oseen_from_Stokes(nv , nbf , boundary_subdomain , boundary , nt , elements

, vertices , previous_flow , RHS_flow , K_Stokes );
3 MUMPS ( K_Stokes , RHS_flow );
4 norm = get_step_norm( previous_flow , RHS_flow );

5 double omega = 1;
6 for ( size_t i = 0; i < RHS_flow . size (); i ++) {

7 previous_flow[i] = omega * RHS_flow [i] + (1.0 - omega ) * previous_flow[i ];
8 }
9 }

10

11 void Fixed_point_resolution( int nt , int nv , int nbf , const VectorXi & subdomain , const VectorXi &

boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &
vertices , const MatrixXi & edgeelement , double tol , int& fixed_point_iterations , vector <

double >& sol_flow ) {
12 vector < double > RHS_flow ( get_ss_stokes(nv , nt));
13 get_RHS_flow(nt , nv , subdomain , elements , vertices , nbf , boundary_subdomain, boundary ,

RHS_flow );
14 SparseMatrix < double > K_Stokes ( get_ss_stokes(nv , nt), get_ss_stokes(nv , nt));

15 VectorXi nnzpc_flow( get_ss_stokes(nv , nt));
16 get_nnzpc_flow(nv , nt , elements , nbf , boundary_subdomain , boundary , nnzpc_flow);
17 K_Stokes . reserve ( nnzpc_flow);

18 get_stiffnessmatrix_Stokes(nv , nt , nbf , boundary_subdomain , boundary , elements , vertices ,
edgeelement , RHS_flow , K_Stokes );

19

20 vector < double > initial_flow = get_initial_flow(nv , nt , nbf , boundary_subdomain , boundary ,

elements , vertices , K_Stokes , RHS_flow );
21 double step_norm = tol;
22 fixed_point_iterations = 0;

23 while ( step_norm >= tol && fixed_point_iterations <= get_max_iterations()) {
24 Fixed_point_iteration(nv , nt , nbf , subdomain , boundary_subdomain , boundary , elements ,

vertices , K_Stokes , initial_flow , RHS_flow , step_norm);
25 ++ fixed_point_iterations;
26 }

27 sol_flow = initial_flow;
28 }

Listing 14. Código de iteración de punto fijo para las ecuaciones
de Navier Stokes

Adicionalmente, el código relativo al Método de Newton es el siguiente:

1 void get_RHS_Newton( int nt , int nv , const VectorXi & subdomain , const MatrixXi & elements , const

MatrixXd & vertices , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary ,
const MatrixXi & edgeelement , std:: vector < double >& RHS , const std:: vector < double >&
previous_flow) {

2 VectorXi Dnodes (nv);
3 for ( int i =0; i<nv; i ++) {

4 Dnodes (i)=i;
5 }

6 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {
7 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==1) {
8 for (int j =0; j <2; j ++) {

9 Dnodes ( boundary (i,j))=- boundary_subdomain(i);
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10 }
11 }

12 }
13 for ( int k = 0; k < nt; k ++) {
14 double area = get_area ( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row( elements (k, 1)),

vertices . row( elements (k, 2)));
15 Matrix < double , 3, 2> normal = get_normal( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row(

elements (k, 1)), vertices . row( elements (k, 2)));
16

17 Matrix < double , 3, 2> base_functions_gradient = normal * ( -1.0 / (2.0 * area ));
18

19 Matrix < double , 2, 3> velocidad_K;

20 velocidad_K << previous_flow[ elements (k, 0)], previous_flow[ elements (k, 1)],
previous_flow[ elements (k, 2)],

21 previous_flow[ elements (k, 0) + nv], previous_flow[ elements (k, 1) + nv
], previous_flow[ elements (k, 2) + nv ];

22 Matrix2d grad_velocidad_K = velocidad_K * base_functions_gradient;

23

24

25 Vector3d fmom1 = Vector3d :: Zero ();
26 Vector3d fmom2 = Vector3d :: Zero ();

27 for ( int j = 0; j < NTRIQP ; j ++) {
28 Vector2d X = triquad [j ][0] * vertices . row( elements (k ,0))
29 + triquad [j ][1] * vertices . row( elements (k ,1))

30 + triquad [j ][2] * vertices . row( elements (k ,2));
31

32 Vector3d lambda_i_X( triquad [j][0] , triquad [j][1] , triquad [j ][2]);
33 double w_f1 = triweight[j] * get_f1 (X, subdomain(k));
34 double w_f2 = triweight[j] * get_f2 (X, subdomain(k));

35 Vector2d convectivo = triweight[j] * ( grad_velocidad_K * velocidad_K * lambda_i_X
);

36 for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {
37 fmom1 ( local_node) += (w_f1 - convectivo(0)) * triquad [j][ local_node] -

triweight[j] * ( get_epsilon() * grad_velocidad_K. row (0). dot(
base_functions_gradient. row( local_node)) - previous_flow[2 * nv + k] *
base_functions_gradient( local_node , 0));

38 fmom2 ( local_node) += (w_f2 - convectivo(1)) * triquad [j][ local_node] -
triweight[j] * ( get_epsilon() * grad_velocidad_K. row (1). dot(

base_functions_gradient. row( local_node)) - previous_flow[2 * nv + k] *
base_functions_gradient( local_node , 1));

39 }
40 }
41 for ( int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {

42 RHS[ elements (k, local_node)] += area * fmom1 ( local_node);
43 RHS[ elements (k, local_node) + nv] += area * fmom2 ( local_node);

44 }
45 for ( size_t edges = 0; edges < 3; edges ++) {
46 if ( edgeelement(k, edges ) >= 0) {

47 double k_prime = edgeelement(k, edges );
48 Vector2d X0 = vertices . row( elements (k, ( edges + 1) % 3 ));

49 Vector2d X1 = vertices . row( elements (k, ( edges + 2) % 3 ));
50 double hf = get_hf (X0 , X1);

51 RHS [2 * nv + k] += hf * (hf / 12.0) * ( previous_flow[2 * nv + k] -
previous_flow[2 * nv + k_prime ]);

52 }

53 }
54 RHS[2 * nv + k] += area * ( grad_velocidad_K(0, 0) + grad_velocidad_K(1, 1));

55 }
56 for ( int i = 0; i < nv; i ++) {
57 if ( Dnodes (i) < 0) {

58 RHS[i] = 0;
59 RHS[i + nv] = 0;

60 }
61 }

62 }

Listing 15. Código del método de Newton para las ecuaciones
Navier Stokes utilizando método de Newton
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1 void get_stiffnessmatrix_Newton_from_Stokes( int nv , int nbf , const VectorXi & boundary_subdomain

, const MatrixXi & boundary , int nt , const MatrixXi & elements , const MatrixXd & vertices , const

vector < double >& field , SparseMatrix < double >& K_Stokes ) {

2 VectorXi Dnodes (nv);
3 for ( int i =0; i<nv; i ++) {
4 Dnodes (i)=i;

5 }
6 for ( int i =0; i< nbf; i ++) {

7 if ( get_Dirichlet( boundary_subdomain(i))==1) {
8 for (int j =0; j <2; j ++) {
9 Dnodes ( boundary (i,j))=- boundary_subdomain(i);

10 }
11 }

12 }
13 for ( int k = 0; k < nt; k ++) {

14 double area = get_area ( vertices . row( elements (k, 0)), vertices . row( elements (k, 1)),
vertices . row( elements (k, 2)));

15 Matrix < double , 3, 2> normal = get_normal( vertices . row( elements (k ,0)), vertices . row(

elements (k ,1)), vertices . row( elements (k ,2)));
16 Matrix < double , 3, 2> grad_lambda;

17 grad_lambda = ( -1.0 / (2.0 * area )) * normal ;
18 Matrix < double , 2, 3> field_K ;
19 for ( int node = 0; node < 3; node ++) {

20 field_K . col( node) << field [ elements (k, node)], field [ elements (k, node ) + nv ];
21 }

22 for ( int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {
23 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_a)) >= 0) {

24 for ( int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {
25 double val = get_convective_term_field_phi_phi_K(area , local_node_a ,

local_node_b , field_K , grad_lambda);

26 Matrix2d C_ij = get_convective_term_phi_field_phi_K(k, nv , elements , area
, local_node_a , local_node_b , field_K , grad_lambda);

27 if ( Dnodes ( elements (k, local_node_b)) >= 0) {
28 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_b))

+= val;

29 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k,
local_node_b) + nv) += val;

30 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_b))
+= C_ij (0, 0);

31 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_b)
+ nv) += C_ij (0, 1);

32 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k,

local_node_b)) += C_ij (1, 0);
33 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k,

local_node_b) + nv) += C_ij (1, 1);
34 }

35 }
36 } else {
37 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a), elements (k, local_node_a)) = 1;

38 K_Stokes . coeffRef ( elements (k, local_node_a) + nv , elements (k, local_node_a) +
nv ) = 1;

39 }
40 }
41 }

42 }

Listing 16. Código de ensamble de matriz del método de Newton
para las ecuaciones Navier Stokes

1 void Newton_iteration( int nv , int nt , int nbf , const VectorXi & subdomain , const VectorXi &

boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , const MatrixXi & elements , const MatrixXd &
vertices , const MatrixXi & edgeelement , SparseMatrix < double > K_Stokes , vector < double >&
previous_flow , double& norm) {

2 vector < double > RHS_Newton( get_ss_stokes(nv , nt), 0);
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3 get_RHS_Newton(nt , nv , subdomain , elements , vertices , nbf , boundary_subdomain , boundary ,
edgeelement , RHS_Newton , previous_flow);

4 VectorXi nnzpc_Newton( get_ss_stokes(nv , nt));
5 get_nnzpc_Newton(nv , nt , elements , nbf , boundary_subdomain , boundary , nnzpc_Newton);
6 K_Stokes . reserve ( nnzpc_Newton);

7 get_stiffnessmatrix_Newton_from_Stokes(nv , nbf , boundary_subdomain , boundary , nt ,
elements , vertices , previous_flow , K_Stokes );

8

9 MUMPS ( K_Stokes , RHS_Newton);

10 for ( size_t i = 0; i < RHS_Newton. size () - 1; i ++) {
11 previous_flow[i] += RHS_Newton[i];
12 }

13 previous_flow[ RHS_Newton. size () - 1] = RHS_Newton[ RHS_Newton. size () - 1];
14 norm = get_punctual_norm( RHS_Newton);

15 }
16 vector < double > Newton_resolution( int nt , int nv , int nbf , const VectorXi & subdomain , const

VectorXi & boundary_subdomain , const MatrixXi & boundary , const MatrixXi & elements , const

MatrixXd & vertices , const MatrixXi & edgeelement , double tol , int& newton_iterations) {
17 VectorXi nnzpc_flow( get_ss_stokes(nv , nt));

18 get_nnzpc_flow(nv , nt , elements , nbf , boundary_subdomain , boundary , nnzpc_flow);
19 SparseMatrix < double > K_Stokes ( get_ss_stokes(nv , nt), get_ss_stokes(nv , nt));

20 K_Stokes . reserve ( nnzpc_flow);
21 vector < double > initial_flow = get_initial_flow(nv , nt , nbf , subdomain , boundary_subdomain

, boundary , elements , vertices , edgeelement , K_Stokes );

22

23 double step_norm = tol;

24 newton_iterations = 0;
25 VectorXi nnzpc_Newton( get_ss_stokes(nv , nt));
26 get_nnzpc_Newton(nv , nt , elements , nbf , boundary_subdomain , boundary , nnzpc_Newton);

27 K_Stokes . reserve ( nnzpc_Newton);
28 while ( step_norm >= tol && newton_iterations <= get_max_iterations()) {

29 Newton_iteration(nv , nt , nbf , subdomain , boundary_subdomain , boundary , elements ,
vertices , edgeelement , K_Stokes , initial_flow , step_norm);

30 ++ newton_iterations;
31 }
32 return initial_flow;

33 }

Listing 17. Código de resolución del método de Newton para las
ecuaciones de Navier Stokes
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7.4. Ejemplos numéricos. En esta sección, nos ocuparemos de testear nuestro
código de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una solución
análitica y otros ejemplo sin solución anaĺıtica. Recordamos que la solución a cual-
quiera de nuestros problemas, nos entregará el campo de velocidades y de presión
asociado al fluido presente en una región Ω.

Ejemplo 1: Consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario Ω = (0, 1) × (0, 1) y se tiene la siguiente solución anaĺıtca

u(x, y) = curl (xy(1 − x)(1 − y))2 ,

p(x, y) = x2y2(1 − x)(1 − y) − 1

144
.

en donde, para el cálculo del lado derecho usamos que ε = 1.
En las Figuras 30, 31 mostramos la solución de elementos finitos estabilizada, en

donde se presenta la magnitud del campo vectorial de la velocidad, es decir, |u
T

|,
como también mostramos las presiones del fluido pT .

p
T

|u
T

|

Figura 30. Ejemplo 1: Solución del método de elementos finitos es-
tabilizados para Navier Stokes con iteración de punto fijo, con p

T
(iz-

quierda) y u
T

(derecha)

Análogamente, para el método de Newton el ejemplo anterior muestra:
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p
T

-7.5e-03 1.5e-020 0.005 0.01

|u
T

|
0.0e+00 6.0e-030.0015 0.003 0.0045

Figura 31. Ejemplo 1: Solución del método de elementos finitos esta-
bilizados para Navier Stokes con método de Newton, con pT (izquier-
da) y uT (derecha)

En la Figura 32 se muestra la tasa óptima de convergencia del método de elementos
finitos estabilizado para Navier Stokes con iteración de punto fijo, mientras que en
la Figura 33 se muestra la tasa de convergencia del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes con método de Newton.

101 103 105
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

‖∇(u − u
T

)‖
L2(Ω)

‖p − p
T

‖
L2(Ω)

Nv

Nv
−1/2

Figura 32. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes con iteración de punto fijo (uT , p

T
),

donde la convergencia lineal corresponde a h = 1
Nv

1/2 .
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101 103 105
10-5

10-4

10-3

10-2

10-1

‖∇(u − u
T

)‖
L2(Ω)

‖p − p
T

‖
L2(Ω)

Nv

Nv
−1/2

Figura 33. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos fini-
tos estabilizado para Navier Stokes con método de Newton (uT , p

T
),

donde la convergencia lineal corresponde a h = 1
Nv

1/2 .

Ejemplo 2: Consideraremos el mismo dominio de las secciones anteriores, pero
con las condiciones de borde descritas en la Figura 28. Notemos, que como el pro-
blema se trata de una dinámica de fluidos, es que en el lado izquierdo de la ciudad
consideramos una entrada del tipo parabólica y una salida de dicho fluido con las
mismas caracteŕısticas. En el resto de la frontera consideramos una condición de bor-
de nula. En la Figura 34, se muestran las soluciones del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes .

Análogamene, se considera el ejemplo anterior para el esquema de Navier Stokes
con método de Newton
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|uT ,G|
0.0e+00 1.3e+000.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2

 

|uT ,G|

0.0e+00 1.7e+000.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.4

 

Figura 34. Ejemplo 2: solución de elementos finitos estabilizada con
iteración de punto fijo para la magnitud del campo de velocidad |uT |,
con ε = 1 (superior) y ε = 0,001 (inferior).

Universidad Técnica Federico Santa Maŕıa, Departamento de Informática. 91
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|uT ,G|

|u
T ,G|

Figura 35. Ejemplo 2: elementos finitos estabilizado para Navier Sto-
kes con método de Newton para la magnitud del campo de velocidad
|u

T
|, con ε = 1 (superior) y ε = 0,01 (inferior).
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8. Conclusiones

En este trabajo se presentaron una serie de esquemas de elementos finitos los cuales
se usaron para aproximar la solución a problemas asociados con contaminación y
dinámica de fluidos, para lo cual consideramos tanto problemas lineales, como las
ecuaciones de Stokes, y problemas no lineales, como las ecuaciones de Navier–Stokes.
Todo lo anterior, en dominios con distintas geometŕıas.

Dentro de los esquemas considerados, los cuales fueron el esquema clásico de Ga-
lerkin en conjunto con un esquema estabilizado, se realizó un estudio de convergencia
de los métodos de forma general. Entonces, en base a todo el trabajo anterior, es que
podemos concluir que:

El Método de Elementos Finitos es un sólido método numérico para aproximar
las soluciones a ecuaciones diferenciales.
Dentro de la gran gama de métodos, los esquemas de elementos finitos estabili-
zados, entregan una mayor robustez en presencia de problemas que contengan
capas ĺımites.
A partir de la estructura del Método de Elementos Finitos presentada se cons-
truyó un código estructurado y modular cuya ventaja es la versatilidad, per-
mitiendo que a partir de un código base, las modificaciones necesarias para
adaptar la resolución a un nuevo problema sean mı́nimas, incluso en el caso
de problemas más complejos como los nolineales.
El código construido resuelve de forma satisfactoria los problemas asociados
a las Ecuaciones de Navier–Stokes utilizando el Método de Elementos finitos,
con convergencia lineal.

En la actualidad, el código es utilizado por académicos e investigadores del De-
partamento de Matemática en el área de Métodos Numéricos con éxito. Las ventajas
que presenta la modularización de este código permiten independizar la etapa de re-
solución del sistema lineal, lo que conlleva a eventuales mejoras en el rendimiento y
robustez de la solución entregada, ya que es posible emplear otros solvers que pueden
ofrecer mejor rendimiento que el utilizado en este caso.

Se observó que al construir la implementación uno de los obstáculos más impor-
tantes a vencer fue el manejo de los datos anexos al problema, como por ejemplo el
manejo de las mallas de datos, puesto que el proceso de refinado ofreció desaf́ıos al
momento de asignar nuevos identificadores de los elementos triangulares.

También se concluye que, indudablemente, el núcleo de la solución consiste en el
correcto ensamble de la matriz de rigidez, proceso que puede ser llevado a cabo sin
dificultades mayores conociendo las expresiones matriciales de las formas bilineales
correspondientes al problema.

Como trabajos futuros se proponen:
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Realizar la adaptación del código de Elementos Finitos existente para resolver
problemas en 3 dimensiones.
Evaluar el desempeño del código (manejo de memoria y uso de CPU) con el
objeto de buscar optimizaciones que mejoren su rendimiento general.
Evaluar el desempeño del código realizando pruebas que incluyan distintos
solver que pueden traer mejoras al rendimiento en algunos problemas.
Optimizar los procesos para construir adaptación que sea compatible con me-
canismos de paralelismo.
Ofrecer alternativas de salida de datos que sean compatibles con otros software
de visualización.
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