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INTRODUCCION.

1. INTRODUCCION

La motivacién de este trabajo es estudiar y resolver una serie de ecuaciones di-
ferenciales parciales de segundo orden asociadas a la discretizaciéon de una de las
ecuaciones mas fundamentales en la dinamica de fluidos, las cuales son las ecuacio-
nes de Navier—Stokes:

Hallar (u,p) tal que,
—cAu(z) +u(x) - Vu(z) + Vp(x) = f(x) Ve,
(1.1) divu(z) = 0 Vax e,
u(x) = 0 Ve,

Donde u es la velocidad de un fluido y p es la presion del fluido, el cual esta
presente en un dominio €2 en R2.

La discretizaciéon de dichas ecuaciones implica la separacién en dos fenémenos
distintos, los cuales tienen que ser estudiados de forma diferente.

El primer fenémeno corresponde al transporte, lo que se modela mediante la lla-
mada ecuacion de adveccién-reaccién—difusion:

Hallar u tal que,

{ —cAu(x) + b(x) - Vu(x) + u(x) flx) Vxeq,
uz) = 0 Vxed,

(1.2)

donde se tiene que:

» () es un dominio en R? | con frontera 0€;
€ > 0 es el parametro de difusion.
el operador diferencial Laplaciano A esta dado por:

0%u  9%u
Au(z,y) = 922 + 8—y2;

b(x) = (bi(x),b2(x)) es un campo vectorial lo suficientemente suave, llamado
el campo de adveccion;
el operador diferencial divergencia V esta dado por:

o0 00
oz’ Oy

Vu(z,y) = ( :
El problema (1.1) modela distintos fenémenos fisicos de transporte, donde la varia-
ble u corresponde a la cantidad transferida al medio €2, por ejemplo contaminante,
temperatura, etc (ver [15]).
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INTRODUCCION.

El segundo fenémeno que se estudiara corresponde a las ecuaciones de un fluido,
para lo cual nos vamos a restringir a un fluido lineal, para lo cual, consideraremos
un fluido modelado mediante las ecuaciones de Stokes:

Hallar (u,p) tal que,

—cAu(x) + Vp(x) = f(x) Vaxe,
(1.3) divu(z) = 0 VaxedQ,
u(z) = 0 Vaed

La dificultad que emerge de estos sistemas de ecuaciones proviene del hecho de
que son ecuaciones acopladas, entonces se requiere la elecciéon apropiada de la forma
de discretizacion del dominio presentado, ya que dicha eleccion influird ampliamente
en los espacios de elementos finitos a generar.

Claramente el tnico tipo de solucién que puede obtenerse para estos problemas
es la del tipo analitica, entonces es fundamental recurrir a esquemas numéricos que
puedan aproximar dicha solucion, y dentro de la gran variedad de esquemas existentes
[3, 14] este trabajo se basard en el Método de Elementos Finitos.

El Método de Elementos Finitos es un esquema numérico que sirve para aproximar
la solucién de una ecuacion diferencial parcial u ordinaria, cuya solucién vive en un
espacio de dimension infinita, por una que viva en un espacio de dimensién finita. Atin
considerando que en la actualidad existe una gran variedad de métodos de elementos
finitos para resolver dichos problemas (ver [15]), el Método de Elementos Finitos es
el preferido en la comunidad ingenieril dada su gran robustez y amplio desarrollo
matematico (ver [5, 8, 4, 9]).

Dentro de los fundamentos del esquema de elementos finitos estd la necesidad
de construir mallas sobre el dominio en cuestion, para después aproximar mediante
espacios polinomiales, construidos en base a dicha particiéon del dominio fisico (ver
Figura 1).

En general, la teoria de Elementos Finitos se apoya en el uso de formulaciones
débiles, para ecuaciones diferenciales (ver [10]), las cuales son discretizadas y que
requieren de la resolucion de sistemas de ecuaciones lineales de gran tamafo.
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En base a lo anterior, el objetivo general de este trabajo es:

» Estudiar e implementar Métodos de Elementos Finitos para resolver las ecua-
ciones de Navier—Stokes (1.1).

Y los objetivos especificos son:

s Estudiar distintos métodos de elementos finitos adecuados para una apropiada
aproximacion de la solucion de los problemas de Adveccién-Reaccion-Difusion
(1.2) y de Stokes (1.3).

= Implementar computacionalmente dichos esquemas para distintos escenarios,
en dos dimensiones.

= Considerar en dichas implementaciones aplicaciones con geometrias que simu-
len algtin fenémeno fisico.

= En base a las técnicas de métodos de elementos finitos logradas en los pro-
blemas anteriores, resolver el problema (1.1) usando el Método de Elementos
Finitos.

N
R

W, v(‘} ‘hy gﬁ 4l$'¢"
QAN DX
AN RN
QYR PRV
RO K
MK BN HHK

FIGURA 1. Particién de dominios en dos y tres dimensiones, basados en
particiones usando elementos triangulares y tetrahédricos.
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2. RESOLUCION DE SISTEMAS LINEALES

Al momento de discretizar una ecuacién diferencial parcial mediante el método de
elementos finitos, es que se tiene que resolver un sistema de ecuaciones lineales de la
forma

Ba = f,

donde la matriz B es la llamada, en términos generales, matriz de rigidez, f es
llamado el vector fuente y a el conjunto de incognitas. Existen en la actualidad
distintos métodos para resolver directamente este sistema de ecuaciones. Una forma
simple y directa de resolver el problema es invertir la matriz B y multiplicarla por
el vector f, dando por resultado un vector con las soluciones a las incognitas. Sin
embargo, nunca se realiza el célculo de la inversa de B ya que no es recomendado
en ningin caso. Para calcular la solucién directamente se emplean otros métodos
comunes tales como la eliminaciéon gaussiana y las descomposiciones LU, Cholesky o
QR.

Dada la particular estructura del método de elementos finitos, es que dicha cons-
truccién hace, en general, que la matriz de rigidez tenga una estructura sparse, al
discretizar un problema continuo. Claramente, dada la gran cantidad de ceros pre-
sente en la matriz, es que cualquier tipo de operacion tiene que ser realizada de forma
eficiente. Para resolver este problema existen dos clases de métodos de resolucion:
los métodos directos e iterativos.

Los métodos directos descomponen el sistema de ecuaciones, por ejemplo, utilizan-
do una descomposicion del tipo LU, es decir:

Ba=f < Ly=f y Ua=y,

y posteriormente se realizan sustituciones hacia adelante y hacia atras.

Los métodos iterativos asumen una soluciéon aproximada inicial del sistema para
el vector de incognitas x, digamos un . Luego, los siguientes a;, con v = 1,2, ...,
son calculados de tal manera de minimizar el error residual

Adicionalmente, un solver iterativo realiza un proceso llamado precondicionamiento.
El proceso de precondicionamiento se realiza antes de resolver el sistema, mejorando
el nimero de condicién de la matriz. A partir del sistema Ba = f, se multiplica por
una matriz adecuada M, para luego resolver el sistema

MBa = MF{.

Este proceso claramente no cambia la solucién «, sin embargo cambia el comporta-
miento del sistema, mejorar el namero de condicion de la matriz M B.
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Para resolver el sistema de ecuaciones se utiliza el solver MUMPS (MUltifrontal
Massively Parallel sparse direct Solver) [1, 2], especializado en la resolucion de sis-
temas sparse mediante un método directo basado en una aproximaciéon multifrontal
que realiza una descomposiciéon de la forma

A=LU.

En el caso particular de la resolucion del método de elementos finitos para la ecuacion
de Laplace, el sistema se resuelve de la forma

A=LDL".

Este software se distribuye bajo la licencia CeCILL (CEA CNRS INRIA Logiciel Li-
bre), la cual es una adaptacion legal francesa a la licencia GPL (GNU General Public
License), garantizando el derecho al usuario de modificacién y libre distribucién de
éste.

A partir del andlisis realizado en [16] el cual considera distintos solvers existentes
se encuentran los siguientes resultados enfocados en el rendimiento del proceso com-
pleto de resolucion del sistema y la capacidad de resolver correctamente una amplia
variedad de problemas. Si bien MUMPS no sobresale en ninguna de las caracteristi-
cas, se encuentra en un rango intermedio de rendimiento y estabilidad lo cual apoya
la eleccién de MUMPS como el solver a utilizar en este codigo.
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3. MARCO FUNCIONAL

En esta seccidn, nos concentraremos en mostrar el marco funcional matematico, en
el cual nos basaremos para plantear resultados de existencia de soluciones, unicidad
de soluciones y la convergencia de los métodos de elementos finitos. Las propiedades
de los espacios de funciones que se presentan a continuacién en conjunto con distintos
resultados que son validos en estos espacios se pueden encontrar con mas detalle en
6].

Primero, recordemos que un espacio de Hilbert, corresponde a un espacio vectorial,
el cual es completo, es decir, toda sucesion de Cauchy converge a un elemento del
espacio, y en donde el producto interno induce una norma.

Ahora, introducimos el siguiente espacio de Hilbert, de funciones de cuadrado
integrable en un dominio ) que es un subconjunto cerrado y acotado de R¢, con
frontera 0S:

(3.1) L3(Q) = {v(w) : /sz(w) dz < oo},

en el cual, se puede introducir el siguiente producto interno

(3.2) (v,0) 2 = /Q v(@)w(z) de.

Claramente, el producto interno anterior, induce la siguiente norma

1/2
(33) [tll@) = (.0)}500, = ([ # da)

Entonces, se tiene que el espacio anterior con la norma mencionada (LQ(Q), -l LZ(Q))
es un espacio de Hilbert. Dentro del analisis de elementos finitos es que es necesario
introducir el siguiente espacio, definido sobre un dominio €2 C R?, con frontera 02,
llamado espacio de Sobolev:

ov
ox;

El espacio anterior es un espacio de Hilbert con norma inducida

(3.4) HY(Q) := {U(m) c L*(Q): cL*(Q), Vi=1, ...,d} .

o
03:,-

9 1/2
L2(Q)) |

€ L*(Q), Vi, j=1, ...,d},

d

1/2
(35)  ollme = (Iola@ + 1V0l3x0) " = (nvuim) £y
=1

De igual forma, podemos definir el espacio de Sobolev
(3.6)
ov

H2(Q) = {U(m) e LX) : 9 € 2(), ~2

" Ox;0x;
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COo1 norma

d
)2 = (HU”%?(Q) +

i=1

2

o*v
8@-8%

ov
8@-

d 9 1/2
+> .
i=1 LZ(Q))

También se introduce el siguiente subespacio de H'(2), el cual incorpora condiciones
de frontera sobre la funciones, que es

(3.7) Hy(Q) == {v(®) € H'(Q) : vjgn =0},

L2(Q)

donde vjpq corresponde a la restriccion de v a la frontera de €2, pero en un sentido
distribucional.

Dentro de todo el andlisis de elementos finitos es que ocuparemos reiteradamente,
lo que se conoce como integracion por partes, que corresponde a una serie de coro-
larios que se obtienen a partir del conocido teorema de Gauss, el cual dice que para
cualquier dominio € lo suficientemente suave y con vector normal unitario n (ver
Figura 3), dado cualquier campo vectorial G, lo suficientemente suave, se cumple
que

(3.8) / divGde= | G-nds.
Q o0

F1cUrA 3. Dominio €, con frontera 0f) y vector normal unitario 7.

Con respecto al resultado anterior, es que se pueden deducir una serie de resultados
con respecto a integracion. Lo primero es considerar el siguiente campo vectorial,

G=10,..,u(x)v(x)),..,0
que contiene solo ceros, menos en su i-ésima entrada, la cual contiene la multiplicacion
de dos funciones lo suficientemente suaves u y v. Luego, si el vector normal esta dado
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por n = (ng,...,ng), luego aplicando el teorema de Gauss, es decir, reemplazando
dicha eleccién en (3.8), se tiene que

ou
(3.9) 0 8:):,-U dx = _/Qu&)s,-

Ahora, si consideramos que la funcién u es talque u = %, donde la funcién w(x) es
7

de igual forma lo suficientemente suave, luego reemplazando dicha eleccién en (3.9),

se tiene que se cumple

dx + uvn; ds.
0

ow 81) ow
(810) 8:6Z  Ja Oz, 8@ /89 oz, Y ds.

Finalmente, notando que dicha eleccién fue arbitraria, luego variando la i-ésima en-
trada y sumando sobre todos los indices, es que se puede concluir que para funciones
lo suficientemente suaves, se cumple que

(3.11) /QAuv da::—/QVu-Vv dx + aQVu-nv ds.

Ahora recordaremos una serie de desigualdades que seran tutiles dentro de todo el
analisis de elementos finitos junto con el analisis de error. La primera es la conocida
desigualdad de Cauchy—Schwarz, que dice que si dos funciones f, g € L*(2), luego se
cumple que

(3.12) | £9 dz < 1 le) gz

Una generalizacion del resultado anterior, es la conocida desigualdad de Hoélder, que
dice que si f € LP(Q) y g € L4(£2), donde % + % = 1, luego se cumple que

(3.13) | £9 4z < | fllusio) o)

donde el espacio L()), para un natural ¢, se define como

LNQ) = {v: /Qvt dx < oo},
y para el caso cuando t = 00, el espacio se define como
L2(9) == {v: ||vl|zoe) < o0},
donde
]| o) = f{M >0 |v(x)| < M en Q}.

Finalmente, una generalizacién del resultado anterior es que si una serie de funciones

fi, f2, ..., fr para las cuales se cumple que
1 1 1 1
fiel’ 1<i<kcon-=—+—+..+— <1,
p p1 P2 Pr
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MARCO FUNCIONAL.

luego

1/p
(3.14) (/Q(fl"‘fk)p da:) < | fillerr @l follLr2 ) - - 1 fll e ) -

La ultima desigualdad que sera 1util dentro de nuestro analisis es la desigualdad de
Poincaré, que dice que

(315) HUHLQ(Q) S CpﬂHV’UHLz(Q) V NS H&(Q),

donde la constante Cpgq solamente depende del dominio.

Por ltimo, recordaremos un conocido resultado del andlisis funcional que nos
entregara existencia y unicidad tanto para el problema débil como también para la
aproximacién de elementos finitos (ver [12, Capitulo 1]), para lo cual usaremos las
siguientes definiciones:

Dada una forma bilineal B : V' xV — R, es decir, que es lineal en cada componente,
diremos que:

= 3 es continua, si
B(w,v) < Cyllwllvvllv, VwveV;

= 3 es coerciva, si

B(v,v) < OV} Yvev,

donde V' es un espacio de Hilbert con norma || - ||y;. De forma similar, dado un
funcional lineal F : V — V, diremos que el funcional es continua si satisface
que

Fv) <C|vl|ly Vvel

Teorema 1 (Lax-Milgram). Sea (V,|| - |lv) un espacio de Hilbert,
B :V xV — R una forma bilineal continua y coerciva, y F : V — R
un funcional lineal y continuo. Luego, existe solucion unica para el problema:

Hallar u € V' tal que cumpla con
B(u,v) = F(v) VveW

Cada requerimiento del teorema anterior, sera especificado en lo que sigue de las
secciones y demostrado cuando se requiera.

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 13



EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

4. EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS PARA ADVECION-REACCION-DIFUSION

En esta seccién, aplicaremos la teoria de elementos finitos a nuestra ecuacion (1.2),
para lo cual nos basaremos en la teorfa expuesta en [5].

4.1. Formulacion débil. El primer paso para el planteo de un esquema de ele-
mentos finitos, corresponde a obtener la formulacién débil asociada a la ecuacion
diferencial parcial (1.1). El tratamiento usual es como sigue. Consideramos primero
cualquier funcion lo suficientemente suave v(x), la cual multiplicard toda la ecuacién
diferencial, es decir,

—cAu(x)v(xz) + b - Vu(x)v(z) + u(z)v(x) = f(x)v(x).

Ahora, integramos la ecuacién anterior en todo el dominio, es decir,
/Q (—eAu(z)v(z) + b- Vu(@)v(z) + u(z)v(z)) dz = /Q f(z)v(z) da.
Usando la integracién por partes (3.11), podemos reescribir la ecuacién anterior como
/Q(»SVu-Vv—I—b-Vuijuv) da:—/m(Vu-n)v ds:/ﬂfv dx.

Como nuestro problema contempla condiciones del tipo Dirichlet en la frontera, es
decir, u = 0 en 012, luego la derivada normal que aparece de forma natural, pero que
no es dato dentro de nuestro problema, es que tenemos que eliminarla de la ecuaciéon
anterior. Entonces, a la funcién arbitraria v le pediremos que se anule en la frontera
del dominio, luego con dicho requerimiento es que podemos reescribir la ecuacion
anterior como

/(5Vu-Vv+b-Vuv—|—uv) dac:/fvdac.
Q Q

La ecuacién anterior es la conocida formulacion débil del problema diferencial ya que
transformamos los requerimientos de continuidad a requerimientos de integrabilidad.
Ahora, basados en la Seccién 3, es que podemos reescribir finalmente nuestro pro-
blema como sigue:

Encontrar u € H}(2) tal que

(4.1) B(u,v) = F(v), VveH;(Q),
donde

B(u,v) := /Q (eVu-Vv+b-Vuv+uv) dx,

“2) F(v) := /va dex.

Para poder demostrar existencia y unicidad de una soluciéon para el problema
anterior es que necesitamos demostrar todos los requerimientos presentados en el

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 14
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Teorema (1), para el cual consideraremos que V = H{ () dotado con la siguiente
norma:

1/2
(4.3) IVllg == (ellVVllze@ + Mllz2@) Vv € HY(SQ),

Continuidad de B: En la Definicién 1.2 en [12], se tiene que la continuidad de
la forma B corresponde a demostrar que, dado un espacio de Hilbert V' con norma
| - ||v, se cumple la siguiente desigualdad

[B(w, V)| < Cupllwllv[lvllv ¥V w,veV.

Ahora, tomando cualquier par de funciones w,v € H{(f), luego por definicién,
tanto las funciones como sus derivadas viven en el espacio L?(f2), entonces podemos
hacer uso de la desigualdad de Cauchy—Schwarz (3.12), de la siguiente manera

Ou Ov d

d
/QEVu-Vvdazzgsfﬂﬁxigxl Z

=1

8u

Z

Z

Sz

L2(Q L2(Q

Ahora, podemos utilizar la desigualdad de Hoélder (3.14), con pardmetros p; = oo,
p2 = p3 = 2, de la siguiente manera

|V||L2(Q)

/b~Vuvdw:i/b- v da <i||b||L°°(Q\/—
0 —~ Jo " Ox; —

il L2(@)

Por 1ltimo, nuevamente podemos hacer uso de (3.12) como

/qu dx < ||ul| L2Vl L2
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Ahora, sumando todas las desigualdades anteriores, permite concluir que

B(u,v) = /(5Vu Vv+b-Vuv+uv) de

d Ou 0
= ;/8;8;/2 Z/b vdw+/uvd:c
d ou v 10| £ ()
I R o IR oL L T
i=1 Lillr2(q) Tillr2iq) =1 Lillr2(q)
+ [Jull 2@ IVl z2 (0
d du ov Hb || oo
<Y VE|5 Ve + mix — 22 sz Ivilzze)
i=1 Lillrz(o) Lillpziy = Lillp2(q)

+ Jull 2@ IVl 22 (@)

bi| oo
< méx{l, max 7H I (Q)}
i=1,....d NG

d d
(||U||L2(Q +Z\@ ) (||V||L2(Q)+z:\/E
i=1 L2(Q) i=1

bil| oo
< (d+ 1) max {1 Zg}é}deHLT(m}

Ou
8a7i

ov
03:,-

LQ(Q))

9 1/2 d v II2 1/2
ul2(0 +ze IVIl2@ + >
( 0:)3, L2(Q) o |0 L2(Q)
B 17 P
<d+1>max{1 mix, — = fullolivlo,

donde en la tltima desigualdad usamos el hecho que (Zf I al) (d+1) T4, a?.
Luego, la continuidad se obtiene tomando la constante C,;, como

) (il oo g
Cup.—(d—i-l)max{l ) mAx dT :

Coercividad de B: De la Definicién 1.3 en [12], se tiene que la continuidad de
la forma B corresponde a demostrar que, dado un espacio de Hilbert (V, || - ||v/), se
cumple la siguiente desigualdad
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EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

B(v,v) > Cp|lv|]} VveV.

Ahora, con respecto a nuestro problema se tiene que

B(v,v):/Q(»SVV-Vv—l—b-Vvijvv) dx

:62/52(2:@)2 d:I:—i—/Qb~Vvvda:—l—/ﬂv2 dx

Usando la integraciéon por partes de (3.9) para cualquier funcién v € Hg(€2), se tiene
que

d ov
/Qb-Vvvdac:;/Qa—xibivdac

3|

vi(biv) dx +/ vZhin; ds
ox; a0
—_———

i=1 &
=0
a =1 Q 8@ ZaSL’Z’
= — [ vdiv (b) dw—/b~Vvvdw,
Q Q

lo cual permite concluir que
1
/ b-Vv v de = ——/ vidiv (b) de.
Q 2 Ja

La igualdad anterior, se puede insertar en la propiedad de coercividad, y permite
reescribirla como

B(v,v):/§2(5Vv-Vv+b~Vvv+vv) dx

d v\’ 9
_EZ:/Q<8:)3,-> da:+/ﬂb-Vvvda:+/Qv dx

d v\’ 1. 9
_a;/ﬂ<axi> dw+/ﬂ(1—§dlvb)v da.

Ahora, haciendo el siguiente supuesto clasico (ver Capitulo 2 en [9]), de que

1
(4.4) 1= 5divd > ¢, >0,
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entonces, usando el andlisis anterior y (3.5), podemos concluir que
(45)  B(v,v) > min{L, ¢} (= Vv + V) = min{L, C V[P
Luego, la coercividad se obtiene tomando

Cre = min{1,Cp}.

Continuidad del funcional F: Por tltimo, de la Proposicion 2.2.3. en [3], bas-
ta demostrar que el funcional lineal es continuo, para lo cual basta con demostrar
que

F) <C|v|ly VveW

Ahora, en nuestro caso, se tiene que
F(v) = / fv dx,
Q

luego usando el hecho que f € L?(Q), v € H}(Q), la desigualdad (3.12) y la definicién
de la norma (4.3), se sigue que

Flv) = /va de < |[f]l 2@ lIVli2@) < [Ifll2@llvile-

Entonces, gracias al Teorema 1 se puede concluir la existencia y unicidad de una
solucion débil para nuestro problema.

4.2. Formulacién de Galerkin. El problema débil de la seccién anterior atin se
encuentra puesto en el espacio de funciones H{(2), el cual es un espacio de dimen-
sion infinita. Ahora, para poder aproximar dicho problema, es que utilizaremos el
llamado esquema de Galerkin. Para dicho efecto, primero consideraremos una parti-
cién regular del dominio €2, en una particién finita 77, compuesta por de elementos
triangulares 7', para la cual se cumple que

en donde, Ne es el nimero total de elementos y todos ellos, son conjuntos cerrados
con interior Int(7;) no vacio, y ademds se cumple que Int(7;) N Int(7;) = @, cuando
i # j (ver Figura 4, para un ejemplo de particién para un dominio dado).
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FIGURA 4. Dominio 2, con una particion .7 = (J;2, T; basada en
tridngulos T}, y con un conjunto de vértices V(7) = {x;}12,.

Basados en la particion anterior es que ahora se introduce el siguiente espacio
vectorial polinomial, usualmente llamado como espacio de elementos finitos Lagran-
geano:

V(7):={veC@): vr ePT), VT €T, v =0},

donde C(£2) corresponde al espacio de funciones continuas hasta el borde del dominio,
Py (T) corresponde al espacio de polinomios de grado menor o igual a uno definido
sobre cada elemento 7" de la particiéon .7, y vjp corresponde a la restriccion de la
funcién v al elemento (tridngulo T'), es decir, V(.77) corresponde a un espacio vectorial
de todas las funciones polinomiales continuas a trozos. Un ejemplo de una funcién

que viva es un espacio de elementos finitos como el descrito, se muestra en la Figura
5.

FiGura 5. Prototipo de funciéon de elementos finitos Lagrangeana,
que corresponde a una funcién continua a trozos y que en cada elemento
triangular es un polinomio de grado uno.
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Ai(@)

FIGURA 6. Funcién de base Lagrangeana \;(x), asociada al nodo x; €

V(7).

Ahora, como el espacio de elementos finitos V(.7) es un espacio vectorial, podemos
encontrar una base. Para poder definir una base adecuada para dicho espacio, es que
consideraremos la siguiente funcién polinomial de grado uno A;(x), la cual se asocia
a cada vértice de la particién x; € V(7)) y que cumple con

)1 osizy =y,
Ai(@g) = { 0 otro caso.

La funcién anterior es una funcién que vale uno en el nodo asociado y decae de forma
lineal a todos los nodos vecinos (ver Figura 6).
Ahora, dadas dichas funciones y tomando como Nv = #V(.7) es que se tiene que

V(y) = Span{)\la L) )\Nv}a

es decir, cualquier funcién que viva en V(.7), puede ser escrita en términos de una
combinacién lineal con respecto a los elementos de la base, es decir, si v € V(.7),
luego

Nv
v(x) = aN\(x), donde oy € R, i=1,..,Nv.
i=1
Claramente, de lo anterior se tiene que la dimension del espacio vectorial es

dim(V(7)) = #(V(T)) = Nv.

Ahora que se tiene un espacio de elementos finitos es que utilizamos la idea de
aproximaciones de Galerkin, es decir, vamos a aproximar la soluciéon u de nuestro
problema débil (4.1), mediante un elemento usy € V(.7), de la forma

H}(Q) > u(z) ~uy(z) = Zv:ai)\i(ac) e V(7).
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Luego el esquema de Galerkin corresponde a poner el problema débil, pero ahora
en un espacio de dimensién finita, es decir, aproximaremos nuestro problema como
sigue:

Encontrar uy € V(.7) tal que
(4.6) B(uz,vy) = F(vy), paratodavy € V(T),
donde B y F estdn dadas en (4.29).

Notemos que hasta ahora, solamente cambiamos a un espacio discreto el cual sigue
siendo un espacio de Hilbert dotado de la misma norma anterior, es que todas las
propiedades de la forma bilineal y el funcional lineal siguen siendo validas, lo que se
traduce en que se tiene existencia y unicidad de una solucién discreta ug para (4.6)
usando los resultados de la secciéon anterior.

Ahora, nos centraremos en reescribir el problema anterior de una forma més ade-
cuada. Primero, usaremos la definicién de la forma bilineal y el hecho que la funcién
de aproximacion se puede escribir como una combinacion lineal de los elementos de

la base de V(.7), es decir;

Nv
Buz,vs) =B (Z ;N Vy)
p}

Nv Nv Nv
=1 =1

i=1

Nv
=Y [ VA Vv b VA Ay da
i=1 79

Nv
=1

Notemos ahora que el problema (4.6), se tiene que cumplir para cada vy € V(.9),
que es equivalente a pedir que se cumpla para cada elemento de la base que genera
al espacio V(.7), es decir, utilizando la reescritura anterior, tenemos que se tiene que
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cumplir el siguiente sistema de ecuaciones:

Nv

S o / EVA - VAL + (b VA + A\ de = / A de,
=1 O Q

Nv
Z- A - Vg + (BN + A d :/fAd,
() ;a/QEV Vs + (b VA + X))\ dx Ao dz

Nv
S /Q eV - VAny + (b= VA + \) Ay dz = /QfANv da.
=1

Entonces, definiendo una matriz B de tamano Nv x Nv, la cual tiene como entradas
(48)  (B); = / EVA; - VA + (b- VA + A\ de, Vi,j=1,.. Ny,
Q

y de igual forma definiendo los vectores a y f, de tamafio Nv x 1, como

o | fx da
(4.9) a = : y f= :

any [y da

Q

Y

se puede concluir que el problema (4.6), es equivalente a resolver el siguiente proble-
ma matricial:

Encontrar aq, ..., any tal que
(4.10) Ba =f.

Notemos que, de la propiedad de coercividad de la forma B, se tiene que para cual-
quier elemento

Nv
V(g) DVg = Z&Z)\Z(CC),
=1

se cumple que, definiendo como & = (ay, ..., Any),
0 < Cullvrly < B(vr,vs) = aBa’,

es decir, lo anterior nos dice que la matriz de elementos finitos es semidefinida posi-
tiva, que es equivalente a decir que es invertible (su determinante es positivo), y su
inversa es definida positiva.

Para poder resolver el problema lineal anterior, tenemos que ensamblar la matriz
B y el vector del lado derecho del sistema f, usando (4.8) y (4.9), respectivamente.
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Ahora, para efectuar dicho calculo es que nos basaremos en el siguiente simple hecho
que para todo 7,7 = 1,...,Nv se cumple que

/Qavxj VA (b VA + ) da

= 3 [ eV Vi + (b Dy + A das
Tez’T
donde la integral en todo el domino se transformé en una suma de integrales por
todos los elementos de la particién 7. Luego, podemos hacer un calculo local por
cada elemento T'. Para ésto, utilizaremos formulas para las tres funciones de base
asociadas a cada vértice de un elemento (ver Figura (7)). Ahora, basados en la

)\3(113)

T2

F1GURA 7. Prototipo de elemento tringular 7', compuesto por sus tres
vértices @1, o y €1, con sus respectivas tres funciones de base asocia-
das a cada vértice A\ (x), \a(x) vy A3(x).

Figura 8, que da un ordenamiento usual anti horario de elementos finitos, se tiene
que cada funciéon de base restringida al elemento 7', esta dada por

(=2 y — i) -my
2T
donde |T'| denota el area del tridngulo 7' € 7. Claramente, para el célculo de la

primera integral es necesario tener los gradientes de dichas funciones, el cual, usando
la expresion anterior, es claramente

(4.11) iz, y)r =1~

para todo 7 = 1, 2, 3,

(4.12) Vi(z,y)r = n,; para todoi=1,2,3.

2|T|
Finalmente, asumiendo que el campo convectivo b € R? podemos usar una for-
mula de integraciéon que es exacta para polinomios de grado dos en triangulos, que
corresponde a una extension de la conocida regla de Simpson en una dimensién

[ p@) de =TS paa) Vo) € BT
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Fi1GURA 8. Prototipo de elemento triangular 7', compuesto por: sus
tres vértices @y, 2 y x1; tres lados 1, v2 ¥ v3, opuestos a sus respetivos
vértices; vectores tangentes t; = x3— @9, to = 1 — X2 y t3 = To—T1; Yy
tres vectores normales 1, oy v M3 que se obtiene al rotar los tangentes
en noventa grados en sentido horario.

donde x,;, corresponde al punto medio del lado ~;, para i = 1,2,3 y Py(T) es el
conjunto de todos los polinomios de grado menor o igual a dos. Finalmente, usando
el hecho que cada funcion de base es lineal y en cada uno de sus nodos asociados vale
uno, luego A\i(x;) = 1/2 cuando 4, j = 1,2,3 y i # j, y vale cero en caso contrario, y
ademés asumiendo que el campo vectorial b es constante, es decir, b € R?, podemos
concluir que para todo T € .7,

(4.13)
UL b-n;, |T| .. .
qT] 6 e SO
/ eV Vir + (b VAjr + Ajr)dir de = momi bony [T
’ It s
AT 6 12

En un caso mas general, es que podemos hacer uso de las siguentes formulas:

2(I'mln!)
S (l+m+n+2)

(4.14) / AATAR d 7],

donde [, m,n > 0 con enteros positivos y los vértices del elemento 7' corresponden a
x;, Tj, T. De forma similar, en caso que algin problema requiera de una integracion,
en un lado que sea parte del borde de un elemento o de la frontera del dominio, es
que se cumple que

'm)!
4.15 /mmd =— " |4,
( ) . 17 S (l m 1)‘7‘

con [, m enteros positivos.
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Finalmente tenemos que calcular el lado derecho, el cual puede ser calculado con
la ayuda de alguna cuadratura Gaussiana, de la forma

Ng

(4.16) (éﬂwM&@dsz:mﬂ%Mme

i=1

donde w; y x; parai =1, ..., Ng, son pesos y puntos de integracion de Gauss, respec-
tivamente (ver Seccion 8.1 en [9]).

4.3. Convergencia del método de elementos finitos. Para obtener un resul-
tado de convergencia, necesitamos medir el error en alguna norma, entre la diferencia
entre u que resuelve

(4.17) u€ Hy(Q): Bluv)=F(v) Vve HI(Q),
y su aproximacion discreta de elementos finitos ugs que resuelve
(4.18) uy € V(7): Bluy,vgy)=F(vz) VYveV(T).

Como V() C H(Q), podemos tomar en (4.17) la funcién v = vg, y después
podemos restar (4.17) de (4.18), para asi obtener, usando la bilinealidad de la forma
B,

Bu—uz,vy)=B(u,vy) —Bluy,vy) = F(vgy) — F(vy) =0,

y como la funcion discreta es cualquiera, entonces se obtiene lo que usualmente se
denomina como ortogonalidad de Galerkin:

(4.19) Bu—ugz,vz)=0 VvyeV(T).

Para medir error, ya que nos encontramos en un marco funcional, es que se tendra
que medir el error en la norma que se defini6 en (4.3), es decir, queremos medir el
error en

lu=uzllo-

Recordemos ahora, un resultado que se utiliz6 para la demostracion de existencia y
unicidad, que correspondia a la propiedad de coercividad de la forma B:

(4.20) Cuollvllg < Blv,v) Vv e Hi (%),
y de igual forma se utilizé lo que se denominé como continuidad de la forma, es decir,
(4.21) B(v,w) < Cypllvlloliwlly Vv, w € Hy(5).

Ahora, tenemos los ingredientes para obtener un primer resultado de convergencia,
denominado como Lema de Cea. Primero, tomamos v =u—uz en (4.20) y hacemos
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uso de la ortogonalidad de Galerkin dos veces con cualquier funcién vy € V()
como sigue

Croflu — uz|ls < B(u—uz,u—uz) [Coercividad]

=B(u—ug,u) —B(u—uz,uy) [Ortogonalidad|
—_—
=0
=B(u—ug,u) —B(u—uz,vz) [Ortogonalidad]
—_————
=0
=B(u—uz,u—vy)

< Cup”lu - U9|||Q|||U — V.9|||Q, [Continuidad|

lo que permite concluir un primer resultado de cuasi mejor aproximabilidad

C
4.22 — < 2 inf — .
(422) o —vrllo < 2, if Ju=vsl,

Ahora, para poder obtener el resultado final de convergencia, es que usaremos el
siguiente resultado de interpolacién (ver ecuacién (1.102) en [9]).

Teorema. Dado un dominio lo suficientemente suave {2 y una particion regular
7 del dominio, luego existe un operador de interpolacion I, : Hj () — V(7)
tal que

(423) ||U - IL(U)”LQ(Q) ol h”V(U - IL(U))”LQ(Q) S CLh2|U|H2(Q) YVove H2(Q),

donde el espacio H%(2) estd definido en (3.6), y la seminorma es
0*v

4 , 1/2
‘v’HQ(Q) = (Z 81'@81'] LQ(Q)) 7

ij=1
y definiendo, basados en la Figura 8, el didmetro de cada elemento T € .7,
como

(4.24) =g )

luego el largo caracteristico de la particion 7 se define como
(4.25) = ITne&%{hT}'

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 26



EL METODO DE ELEMENTOS FINITOS.

Finalmente, tomando como vy = I (u) en (4.22), y usando el Teorema anterior,
podemos concluir que

C
U—ug < U gnf U— v
lu—uzllg < L lu—vzlg
Cy
< gpmu — I ()]l
Cu 1/2
_ #’ (ellu = IL(W) 13200y + IV (0 = TL(W)F20))

Cy 1/2
< ap (6C%h4\v|§{2(9) + C%h2|v‘§{2(g))

Cu
= C—pCLh|U‘H2(Q) (€h2 + 1)1/2.

lw
Entonces, se tiene el siguiente resultado. Para un dominio lo suficientemente suave
para el cual la solucién débil u € H?(f2), luego su aproximacién de elementos finitos
satisface la siguiente relacion de convergencia:

(4.26) Ju—uzlly < Can b

Notemos que el resultado anterior nos dice que si hacemos el largo caracteristico
de la particion cada vez mas pequeno, la solucién de elementos finitos converge con
orden lineal a la solucién del problema débil.
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4.4. Un cédigo de elementos finitos en C/C++. A continuacién se presenta
la descripciéon en pseudocodigo del algoritmo utilizado en la resoluciéon de un proble-
ma de elementos finitos realizado en C/C++ para aproximar la solucién del problema
(3.1), mediante el esquema de Galerkin descrito en (3.6).

Algoritmo 1: Funcién main()

ndof = 0
maxndof = 50 (arbitrario)

while ndof < mazndof do
| ndof = run_prog()

end

return 0

Algoritmo 2: Funcién run_prog()

Lectura de malla

Célculo de matriz y lado derecho para resolver ecuacion B a = f
Calculo de error

Guardado de resultados

Generar visualizacion de resultados en ParaView
Refinar Malla

Algoritmo 3: Resolucion del sistema de ecuaciones

begin
Calculo de dreas de tridngulos: get_normals_areas()
Armado de lado derecho: get RHS()
Ensamble de matriz: get_stiffnessmatrix()
Resolucién del sistema

end
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Todo esto se corresponde con el siguiente codigo de las principales funciones del

programa:
1 int main(){
2 std::ofstream outfile;
3 outfile.open( , std::ios::app);
4 outfile.precision(16);
5 outfile.close();
6 int ndof=0;
7 int maxndof=50;
8 while (ndof<maxndof){ ndof=run_prog (maxndof ,ndof);}
9 return O;
10 }
.2 .
LisTING 1. Funcién main
1 int run_prog(int maxndof,int ndofant){
2 int nv,nt,nbf;
3 MatrixXd vertices;
4 VectorXi previous, subdomain, boundary_subdomain;
5
6 MatrixXi elements, boundary;
7 lee_mall (nv,nt ,nbf,vertices,previous,subdomain,elements,boundary_subdomain,boundary) ;
8
9 MatrixXi edgeelement(nt,3); MatrixXi edgeedge (nt,3);
10 get_neighbours(nv,nt,elements ,nbf,boundary_subdomain,boundary,edgeelement ,edgeedge);
11
12 VectorXi Dnodes(nv), Nnodes(nv);
13 boundary_nodes(nv,nt,nbf,boundary_subdomain,boundary,Dnodes,Nnodes) ;
14
15 Matrix<double, 3, 2>* normals= new Matrix<double, 3, 2>[nt];
16 VectorXd areas(nt);
17 get_normals_areas(elements, vertices, normals,areas,nt);
18
19 std::vector<double> RHS(nv);
20 get_RHS(nt,subdomain,elements,vertices,nbf,boundary_subdomain,boundary,RHS,normals,areas)
21
22 VectorXi nnzpc(get_ss(nv,nt));
23 get_nnzpc(nv,nt,elements,nbf,boundary ,nnzpc,edgeelement ,boundary_subdomain,Dnodes) ;
24
25 SparseMatrix <double> K(get_ss(nv,nt),get_ss(nv,nt));
26 K.reserve (nnzpc) ;
27 get_stiffnessmatrix(nv,nbf,boundary_subdomain,boundary,nt,elements,vertices,RHS, K,
edgeelement ,edgeedge ,normals,areas ,Dnodes) ;
28 MUMPS (XK, RHS) ;
29
30 std::ofstream outfile;
31 outfile.open( , std::ios::app);
32 outfile.precision(16);
33 outfile << nv << << nt;
34 outfile << std::endl;
35 outfile.close();
36 int ndof=nv;
37 if (ndof>=maxndof){ write_solution_paraview(nv, nt, RHS,vertices,elements); }
38 else { Rmeshrefine(nv,vertices,nt,previous,subdomain,elements,nbf,boundary_subdomain,
boundary,refine,edgeelement ,edgeedge); }
39 delete [] normals;
40 return ndof;
41 )

LI1STING 2. Funcién run_prog
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Variable Descripcion

nn Numero de nodos de la malla.

vertices(i,j) Coordenadas x e y de cada nodo i.

nt Numero de elementos de la malla.

previous(i) Identificador de cada triangulo 7 en la iteraciéon previa.

subdomain(i) Identificador de subdominio para cada elemento i, para
efectos de marcado (Ej: un punto fuente).

elements(i,0)(i,1)(i,2) Identificador de cada vértice del triangulo 7, leidos en sen-
tido antihorario.

nbf Ntumero de caras que se encuentran en el borde de la malla.

boundary_subdomain (i) Identificador de subdominio para cada cara en el borde .

boundary(i,0)(i,1) Identificador de los vértices de cada cara en el borde i leidos
en sentido antihorario.

CuADRO 1. Listado de variables obtenidas de la lectura de la malla y
su descripcion.

Puede notarse que el propésito de la funciéon main es de establecer el maximo de
grados de libertad a obtener y de llamar a la funciéon run_prog mientras ese limite
no se alcance.

Por otro lado, la funciéon run prog se encarga de realizar en cada iteracion las
operaciones necesarias para resolver el problema:

» En las lineas 2-4 se realiza la declaracion de variables mencionada en el proximo
apartado, en la tabla 1

= En la linea 6 se declaran dos matrices que serviran para posterior identificacion
de los elementos a calcular. En la linea 7 se realiza la lectura de los datos
iniciales provenientes de un archivo de texto base.

= En las linea 9 se declaran dos vectores de enteros de tamafno nv que guardan la
informacién si el nodo de la frontera es del tipo Dirichlet o Neumann. Luego,
se llama a la funcién boundary nodes que verifica la existencia de elementos
(tridngulos) vecinos a cada nodo.

» En el bloque siguiente (lineas 15 - 17) se declara un puntero a una matriz de
dimensiéon 3 x 2 x nt donde se almacenara el valor de cada vector normal y
un vector de dimensiéon nt donde se almacenara el valor de las areas de cada
triangulo. Posteriormente se realiza la llamada a la funcién get_normals_areas
que realiza el calculo de estas areas.

» Posteriormente se declara un vector de dobles de dimensiéon nv llamado RHS
(Right Hand Side) y se llama a la funcién get_rhs que realiza el cdlculo del
lado derecho de la ecuacién (ver (4.16)).
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s En las lineas 21-22 se determina el ntimero de elementos no-cero por cada
columna en la matriz principal, hecho de importancia ya que al utilizarse
una matriz sparse es necesario obtener una aproximacion de la cantidad de
elementos de ésta con el fin de optimizar los recursos de computo.

» Luego, se declara la matriz sparse K y se realiza el ensamble de la matriz (ver
(4.13) - (4.14)), para posteriormente ser resuelta junto con el vector RHS.

= En las lineas 30-35 se realiza un guardado del ntimero de vértices y nimero
de tridngulos del sistema. En la linea 36 se actualiza la cantidad de grados
de libertad alcanzados (nv), luego se genera un grafico de la solucién visible
en ParaView, condicionado al nimero maximo de grados de libertad. En el
caso de no ser alcanzado, se refina la malla, se elimina el vector de normales
y la funcion llega a su término, retornando la cantidad de grados de libertad
alcanzados en esa iteracion.
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void lee_mall (int& nv, int& nt, int& nbf,MatrixXd& vertices,VectorXi& previous,VectorXi&

subdomain ,MatrixXi& elements,VectorXi& boundary_subdomain,MatrixXi& boundary){
std::ifstream infile( )
infile >> nv;
vertices.resize (nv,2);
for (int i=0; i<nv; i++) {
infile >> vertices(i,0) >> vertices(i,1);

}

infile >> nt;

previous .resize(nt);

subdomain.resize (nt);

elements .resize (nt,3);

for (int i=0; i<nt; i++) {

infile >> previous (i) >> subdomain(i) >> elements(i,0) >> elements(i,1) >> elements (i

,2) 5

}

infile >> nbf;
boundary_subdomain.resize (nbf) ;
boundary .resize (nbf ,2);
for (int i=0; i<nbf; i++) {
infile >> boundary_subdomain(i) >> boundary (i,0) >> boundary(i,1);

}

infile.close();

LisTING 3. Funcién lee_mall

En esta funcion se realiza la lectura de los datos existentes en un archivo de texto

(en este caso, mesh.txt). Estos datos cuentan con el formato de la figura 10 que
contiene la informacién para una malla basica de 5 vértices y 4 elementos, tal como
se muestra en la figura 9.

s La funcion realiza la apertura del archivo, correspondiendo la primera lectura al

numero de vértices nv. A partir de este valor se le da la dimensién apropiada a
la matriz vertices (que es pasada por referencia a la funcién). Posteriormente,
se leen las coordenadas x e y de cada vértice.

En el bloque siguiente se lee el ntimero de elementos de la malla (nt), informa-
cién necesaria para establecer el tamano de los vectores previous, subdomain
y la matriz elements. Luego, (lineas 13-14) se leen secuencialmente el identifi-
cador del elemento, el subdominio del elemento (si corresponde), y el niimero
de los vértices del elemento, para ser almacenados en la matriz en sentido
antihorario.

Finalmente, se lee el niimero de caras en el borde, se ajusta la dimensién de la
matriz boundary, y se almacenan secuencialmente el subdominio del eje y los
vértices de los extremos de cada eje.

A partir de este proceso de lectura se obtienen los valores para las variables enu-

meradas en la tabla 1.
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(o B )

X4 X3 5
00
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31415
4
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334
X1 X5 441
FIGURA 9. Ejem- Ficura 10. Informacién
plo de malla inicial de la malla inicial.

void get_normals_areas(const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices,Matrix<double, 3, 2>
normals [],VectorXd& areas,int nt){
for (int k=0; k<nt; k++) {
normals [k] << vertices (elements(k,2),1)-vertices (elements(k,1),1), vertices (elements (k
,1) ,0)-vertices (elements (k,2),0),
vertices (elements (k,0) ,1)-vertices (elements (k,2),1), vertices (elements (k
,2) ,0)-vertices (elements (k,0),0),
vertices (elements (k,1) ,1)-vertices (elements (k,0),1), vertices (elements (k
,0),0)-vertices (elements (k,1),0);
areas (k) =(normals [k] (0,1)*normals [k](2,0)-normals [k](0,0)*normals[k](2,1))/2;

LISTING 4. Funcién get_normals_areas

Esta funcion realiza el calculo de los vectores tangente y normal para cada lado

del tridngulo, tomando en cuenta las siguientes consideraciones:

En base al esquema de la figura 8, se observa que en cada tridangulo T cada vértice

x; tiene un vector tangente t;, siendo necesario calcular el valor de cada vector normal
n,;.

De esta forma, el cédigo recorre cada tridngulo y almacena los datos de cada vector

normal del triangulo. Posteriormente, y a partir del calculo de los vectores normales
se obtiene el valor del area de cada triangulo mediante el producto vectorial entre
dos vectores normales, por ejemplo, en el caso de la figura 8:

IT| = - (n1 X —n3)

1
2

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 33



UN CODIGO DE ELEMENTOS FINITOS EN C/C++.

1 void get_stiffnessmatrix(int nv,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi&
boundary,int nt,const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices,std::vector<double>&
RHS ,SparseMatrix<double>& K,const MatrixXi& edgeelement ,const MatrixXi& edgeedge,const
Matrix<double, 3, 2> normals[],const VectorXd& areas,const VectorXi& Dnodes){

2 for (int k=0; k<nt; k++) {
3 for (int local_node_a=0; local_node_a<3; local_node_a++) {
4 if (Dnodes (elements (k,local_node_a))>=0){
5 for (int local_node_b=0; local_node_b<3; local_node_b++) {
6 double sum=0;
7 double val=(normals[k].row(local_node_a).dot(normals[k].row(local_node_b)
)/ (4xareas (k)))*get_epsilon();
8 sum+=val;
9 double int_B=0.0;
10 for (int t=0;t<3;t++){
11 Vector2d local_coordinate;
12 local_coordinate(0)=vertices (elements (k,t) ,0);
13 local_coordinate(l)=vertices (elements (k,t) ,1);
14 Vector2d B=get_b(local_coordinate);
15 if (t==local_node_a){
16 int_B+=-B.dot(normals [k].row(local_node_b))/12.0;
17 }
18 elseq{
19 int_B+=-B.dot(normals [k].row(local_node_b))/24.0;
20 }
21 }
22 sum+=int_B;
23 if (elements (k,local_node_a)==elements (k,local_node_b)){
24 sum+=areas (k) /6.0;
25 }
26 else{
27 sum+=areas (k) /12.0;
28 }
29 if (Dnodes (elements (k,local_node_b))>=0) {
30 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,local_node_b))+=sum;
31 }
32 elseq{
33 RHS[elements (k,local_node_a)]-=sum*xget_uD(vertices.row(elements (k,
local_node_b)),-Dnodes (elements (k,local_node_b)));
34 }
35 }
36 }
37 else {
38 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,local_node_a))=1;
39 RHS[elements (k,local_node_a)]=get_uD(vertices.row(elements (k,local_node_a)),—
Dnodes (elements (k,local_node_a)));
40 }
41 ¥
42 ¥
43  }

LisTING 5. Funcién get_stiffnessmatrix

Esta funcién se encarga de realizar el ensamble de la matriz B de acuerdo al
esquema presentado en las formulas 4.9 y 4.13. En el cddigo se ve que recorre cada
tridngulo (linea 3), cada nodo del k-ésimo triangulo (linea 4), para revisar algin
vértice tiene condiciones Dirichlet (linea 5). En caso de que el nodo lo sea, se recorre
cada nodo (linea 6) para calcular el elemento correspondiente de la matriz (linea 8)
como se indica en 4.13.

Si al recorrer alguno de los nodos del triangulo, se encuentra con alguno que sea
Dirichlet (linea 10), se suma el valor calculado anteriormente (linea 9) en la posicién
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correspondiente a la matriz(linea 11). En el caso de que haya un nodo Neumann (linea
13), se resta al valor del lado derecho el valor calculado en la linea 9, multiplicado
por el valor de la funcién u (linea 14).

Alternativamente, al fallar la condicién de la linea 5 (linea 18), se coloca el valor
1 en la matriz (linea 19) para forzar que la matriz resuelva esa ecuacion igual a cero.
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1 void get_RHS (int nt,const VectorXi& subdomain,const MatrixXi& elements,const MatrixXd&
vertices,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,std::vector<
double>& RHS, const Matrix<double, 3, 2> normals[],const VectorXd& areas){

2 for (int k=0; k<nt; k++) {

3 Vector3d fmom = Vector3d::Zero();

4 for (int j=0; j<NTRIQP; j++) {

5 Vector2d X=triquad[j]l[0l*vertices.row(elements (k,0))+triquad[jl[1]l*vertices.row(
elements (k,1))+triquad[j][2]*vertices.row(elements (k,2));

6 double w_f=triweight[jl*get_f (X, subdomain(k));

7 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {

8 fmom(local_node)+=w_f*triquad[jl[local_nodel;

9 }

10 }

11 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {

12 RHS[elements (k,local_node)]+=areas(k)*fmom(local_node);

13 }

14 }

15 for (int i=0; i<nbf; i++){

16 if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==0){

17 double h_F=get_hf (vertices.row(boundary(i,0)) ,vertices.row(boundary(i,1)));

18 Vector2d du_n_mom = Vector2d::Zero();

19 for (int j=0; j<NLINQP; j++){

20 Vector2d X=linquad[j]l[0l*vertices.row(boundary (i,0))+linquad[j][1]*vertices.

row(boundary (i,1));

21 double w_du_n=linweight[jl*get_uN(X,boundary_subdomain(i));

22 for (int local_node=0;local_node<2;local_node++){

23 du_n_mom (local_node)+=w_du_n*linquad[j]l[local_nodel;

24 }

25 ¥

26 for (int local_node=0;local_node<2;local_node++){

27 RHS [boundary (i, local_node)]+=h_F*du_n_mom (local_node);

28 }

29 ¥

30 ¥

31 )

LisTING 6. Funcién get_ RHS

= En esta funcion se calcula el vector f, a partir de la férmula mostrada en la
ecuacién 4.16, donde se recorren los elementos de la malla (linea 2) y para
cada elemento se calcula el valor de f mediante el cdlculo del producto de los
puntos de integracion, los pesos de Gauss (almacenados como constantes en
un archivo de headers) por el valor de la funcién (lineas 4 - 8).

= Luego, en la linea 11 se recorre cada nodo en el tridngulo y se suma (linea 12)
el valor calculado anteriormente en la linea 8.

= Posteriormente, se recorren los vértices que se encuentran en la frontera de
la malla y se verifica si son nodos Dirichlet (lineas 15 y 16) con el objeto de
realizar el calculo de su aporte al vector f, esta vez en la frontera de la malla.
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4.5. Ejemplos numéricos. En esta seccién, nos ocuparemos de testear nuestro
c6digo de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una solucion
analitica y otros dos ejemplos, sin solucién analitica, pero con una aplicacion fisica,
como modelamiento de contaminantes y temperatura.

Ejemplo 1: Consideraremos como dominio = (0,1) x (0,1), e =1, b = [1,0]T y
como solucién real

u(z,y) = zy(l —z)(1 —y).
Con dicha funcién, es que podemos calcular el lado derecho f, utilizando (1.2). Hace-
mos notar que para el calculo del lado derecho utilizamos una regla de cuadratura con
73 puntos de Gauss y que se cumple la siguiente relacién entre el largo caracteristico
de la particién y el niimero total de vértices

1
NV1/2 )
En la Figura 11 se muestran una serie de soluciones de elementos finitos para el
problema en distintas mallas y en la Figura 12, se muestra la tasa de convergencia a

medida que refinamos el largo caracteristico de la malla, en la cual se puede apreciar
la convergencia lineal 6ptima del método.
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Ficura 11. Ejemplo 1: Soluciéon de elementos finitos us para dis-
tintas particiones: con 512 elementos (izquierda), con 1024 elementos
(centro) y 2048 elementos (derecha).

En los ejemplos que siguen, vamos a resolver el siguiente problema:

Hallar u tal que,
—eAu(x) + b(x) - Vu(z) +u(xz) = 0 Vael,
(4.27) u(x) = up(e) YVaxedp,
Vu(z) n = 0 Vaxedly,
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V—l

L

10° 10° 10* 10°

Nv
Ficura 12. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos,
donde la convergencia lineal corresponde a h = W

donde n es el vector normal unitario a la frontera 02, la cual cumple con 02 =
00, U 0y, en donde en 0€2,, se impondra uno condiciéon del tipo Dirichlet, y en
082, se impondra uno condicién del tipo Neumann.

La manera de introducir una condiciéon de frontera en nuestro problema es como
sigue: suponer que existe una extension £(up) del dato Dirichlet a todo el dominio
€, tal que E(up)|yq, = up. Luego, hacemos el siguiente cambio de variable

i=u—E&(up) € Hy().

Luego, discretizaremos el siguiente problema débil:

Encontrar G € H}(Q) tal que

(4.28) B(0,v) = F(v) — B(E(up),v), Vve H ),
donde

B(u,v) := /Q (eVu-Vv+b-Vuv+uv) de,

4.29
e Fl(v) := /va dex.

Ejemplo 2: Consideraremos como dominio {2, el descrito en la figura 13. En la
figura, notemos que ponemos en la chimenea en la colina de la izquierda una condiciéon
de Dirichlet uy, = 1000, en la parte izquierda y tapa superior, una condicién de
Dirichlet homogenea u, = 0, y en el resto de la frontera una condiciéon de Neumann
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nula, es decir, d,u = 0. Como datos para nuestra ecuacién, consideramos:
e=1, b=[25—xz,cos(2mz)]’.

N
I

u, = 1000

u
:Q')
=
I
&=

1 ! ! ! ! ! !
0 2 4 6 8 10

FiGurA 13. Dominio y condiciones de frontera para el ejemplo 2.

En la Figura 14, mostramos la malla de elementos finitos en la cual resolveremos
nuestro problema, la cual contiene 15971 puntos y 31280 triangulos. El problema en
cuestion puede ser mirado desde dos puntos de vista. El primero como un problema
asociado a difusion de temperatura, o como un segundo problema asociado a la difu-
sion de un contaminante, en la cual la chimenea de la colina es la cual difunde dicha
temperatura/contaminante, en direccién a la ciudad, ya que el campo convectivo b,
es de alguna manera el campo vectorial asociado al viento que mueve la sustancia
temperatura/contaminante.

En la Figura 15, mostramos la solucion de elementos finitos obtenida al resolver
el problema en la malla de elementos finitos mostrada en la Figura 14.

Ejemplo 3: Consideraremos como dominio €2, el descrito en la figura 16. En el
dominio, el cual simula un rio con una serie de brazos, es que consideramos en el
brazo inferior izquierdo una condicién de Dirichlet no homogenea, y en el resto de
la frontera del dominio una condicién de homogenea de Neumann. Como datos para
nuestra ecuacién, consideramos:

e=1, b=][1515".
En la Figura 17, mostramos la malla de elementos finitos en la cual resolveremos
nuestro problema, la cual contiene 1486 puntos y 2204 triangulos.

En la Figura 18, mostramos la soluciéon de elementos finitos obtenida al resolver
el problema en la malla de elementos finitos mostrada en la Figura 14.
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FiGUurA 14. Problema 2: malla de elementos finitos con 15971 puntos

y 31280 triangulos.

0.000e+00

1.000e+03

F1GURA 15. Ejemplo 2: soluciéon de elementos finitos u,, sobre la
malla de la Figura 14.
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10 + N
8 Opu =0 N
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4l Bu = 0 Opu =0 |
2+ _
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F1GURA 16. Dominio y condiciones de frontera para el ejemplo 3.
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FicGura 17. Malla de elementos finitos con 1486 puntos y 2204
triangulos para el Ejemplo 3.
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F1GURA 18. Solucién de elementos finitos u, sobre la malla de la
Figura 17.
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5. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTABILIZADO PARA
ADVECION-REACCION-DIFUSION

Los métodos de elementos finitos estabilizados nacen de la necesidad de entregar
una mayor robustez del esquema clésico de Galerkin, en casos en donde esté presente
el comportamiento denominado de capa limite, que corresponde a soluciones en las
cuales existen fuertes cambios de gradiente en la solucion, que justamente es un caso
habitual en modelacién de contaminantes y en la dindmica de un fluido.

Los elementos finitos estabilizados ya tienen una larga data de teoria de aproxi-
macion y propiedades relacionadas, en donde la idea fundamental es aumentar el
esquema clasico de Galerkin, discutido en la secciéon anterior, mediante términos que
dependan de la particiéon del dominio. Uno de los esquemas mas clasicos y utiliza-
dos en la ingenieria, corresponden a métodos que agregan términos residuales a la
formulacién en conjunto con los llamados pardametros de estabilizacién (ver [15]).

5.1. Formulacién de Galerkin estabilizada. Para ser mas concretos conside-
raremos el siguiente esquema de elementos finitos estabilizados del tipo residual:

Encontrar uy € V(.7) tal que
(5.1) Bn(uz,vg) = Fn(vy), paratodavy € V(T),
donde las nuevas formas estan dadas por
(5.2)
Bn(uz,vy) = B(u,v) + Z or /T(—aAUy +b-Vugy +uz)(b-Vvg)de
TeT
Fulv) =FW)+ 3 5T/(f)(b-VVy) dz,
ez T
donde el parametro de estabilizacion o7 > 0.

Asumiendo que la solucién u de (4.1), es regular, en el sentido que
—eAu+b-Vut+u=f en L*(T), VT € .7,
luego, claramente se cumplird que
(5.3) Br(u,vy) = Fir(vy) YVvgy € V(T),

lo que permite concluir la siguiente propiedad de ortogonalidad, con respecto a la
solucién ug de (5.1),

(5.4) Bn(u—uz,vy) =0 VYvgyeV(T).
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Ahora, para estudiar las propiedades de esta nueva solucién es que utilizaremos la
nueva norma

1/2
(5.5) IVl s = (IIIVIH% + 5T||b-VV||2Lz(Q)> :

TeT

donde || - ||, esta definida en (4.3).

Para obtener existencia y unicidad de esta nueva solucién en el espacio de Hilbert
(V(Z), Ivllg,s:)s es que tenemos que demostrar nuevamente las propiedades expues-
tas en el Teorema 1, es decir, tenemos que demostrar continuidad y coercividad de la
forma B, y continuidad del funcional lineal 3, pero ahora usando la norma ||v[q, g;-

Continuidad de B;: para obtener la continuidad de la forma estabilizada, recor-
demos que tenemos que demostrar que By(uz,vz) < Clluz|gslvsIl, para toda
uz, vy € V(7). Ahora, para dicho efecto, haciendo uso de (5.2), Augy = 0 ya que
uz es lineal, en conjunto con la desigualdad de Cauchy—Schwarz, se tiene que

Bh(uf77 Vfg)

=B(uzy,vy) + Z 5T/T(—5AUy+b-Vu__q+Uy)(b-Vv__q)dw

TeT
1/2 1/2
< Culluzllalvalo + 32 63216 Vus|l 2y *[1b - Vv |l 2
TeT
+ 3 0 vzl 2y 07 210 - Vv |l ey
TeT
1/2 1/2
< Cuplluzllolvallo + (z or|b- Vugr\;(T)) (z or|b- wuém)
TeT TeT

1/2 1/2
+ (Z 5T||U9H%2(T)) (Z 5THb'VV<7||2L2(T))
TeT TeT

1/2
< (Cwp + Duzllgsillvrllo,s: + (Z 6T||u<7||2L2(T)) v llo s
TeT

Ahora, asumiendo que los pardmetros de estabilizacion satisfacen que

i <
I:}“lea}{éT} = Cs)
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donde la constante Cs no depende de la particion ni ninguna variable asociada al
problema, entonces podemos concluir que

Bi(uz,vy) < max{Cyp + 1,Cs}lluzllg s:llverlla,s:

Coercividad de Bj: para cualquier elemento vy € V(.7), usando (4.5) y el he-
cho que Avy = 0 ya que vy € P1(7), se tiene que

Bh(Vy,Vg) = B(Vg, Vy) -+ Z or / (—5Av,7 +b-Vvg + Vg)(b . VVy)d.’B
TeT T

=B(vz,vr)+ > 5T||b-VVy||%2(T) +5T/T(Vy)(b-VVy)dac
Te7

> Culvrlly + 3 drllb- Vuslfa + 3 or [ (v7)(b- Vvs)da
TeT TeT

> Cullvrlle + Y- 0rllb- Vvalliam —
TeT

3 5T/ )(b- Vv )dz

TeT

Ahora, usando la desigualdad ab < %(a2 +1?), se tiene que

<25T/ +(b-Vvs)?) da

Tey

Z(ST/ vz)(b- Vvg)de

TeT

5T
= T L2(T 5 119 T %Q(T)
= 5 Dl + Ll Ty |
TeT

la cual si se multiplica por menos, se tiene que

ZéT/V7 )(b-Vvgy)dx

> Z o |V7||L2(T Hb'VVﬂH%%T)a
TeT

TeT
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desigualdad que se puede insertar en la desigualdad de coercividad, para asi concluir
que

B(vz,vz)
o o
2 T T
> Culvrlle + 3 orllb- Vvalliam + 3~ Ivaliam = 5 16 Vvalixm
TeT TeT
O O
= Cuw (el VVolliz + v lixe) = X S Ivalem + X0 b Vvalliam
TeT TeT

or or
= Cu (Z 5||VV<7||%2(T) + ||Vf||%2(y)) - ?||Vf||%2(:r) + > ?Hb'VVfH%Q(T)
Tes Tes Tes

or

5 ||b'VV<7||%2(T)-

o
= 3 el Vel + X (0= ) sl + X

TeT TeT TeT

Asumiendo que, para todo elemento T' € .7, se cumple que
) )
(5.6) Clow — ?T = min{1,¢,} — ?T > Cy >0,

entonces, se tiene que

By(vz,vz) > min{C,, Cs, 1/2} <|||V9|||?z + > orb- VV-?”%Q(T))
Te7

2
= Clw,SthmQ,St‘

Continuidad de Fj,: usando (5.2), maxpe 7{07} < Cs y la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, se tiene que

Falvs) = Flvz)+ X o [ ()(b-Vvs) da

TeT

1/2 1/2
< fllzz@llvzlle + (Z 5y||f!|%zm) (Z 59Hb~VvﬂHiz(T>)

TeT TeT
< Cllvzllq-

Entonces, como tenemos todas las propiedades del Teorema de Lax-Milgram, te-
nemos existencia y unicidad de una solucién discreta.

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 47



UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTABILIZADO.

5.2. Convergencia del método estabilizado. Para obtener un resultado de
convergencia del método estabilizado, primero recordamos el siguiente resultado de
interpolacion local (ver Remark 1.105 en [9)):

Teorema. Existe un operador de interpolacion I1, : H}(T) — Py(T) tal que
(5.7)
lu = I(W)llz2r) + b IV (u = ()2 + PZIA = Iu(u)llz2r) < Crrhflulmm,

para todo elemento T € 7.

Ahora, se quiere obtener una tasa de convergencia para el error ||u —uz|| o, €n
la cual, haciendo uso de una desigualdad triangular con I (u), se tiene que

(58 Bu-uslls <l L@llgs + 1o(0) — usllgg ==+ I1.

Cota para I: La idea consiste en poder demostrar que el error satisface que

lu = I(Wllg,s < Ch.

Para esto, notemos que haciendo uso del Teorema anterior, se puede concluir que

flu — Iz (u)llg, s

= el|V(u = T2 + llu = Te(llEa@) + D2 orllb- V(u = Ip())llZz)

TeT
= > ellV(u— T(u)lzae) + lu = Te(W)l7zr) + 0rllb - V(u— Ir(u)|| 22
Tes
< Y eCLrhzlulfreery + CLphrlulteey + Y- orllb- V(u — Ip(w)[[Z20).
Te7 Te7

Para el tltimo término anterior, haciendo uso del hecho que (a + b)? < 2(a® +V?) y
que b = (by, b), se tiene que

16~ V(u— I (u)Z2r) = /T(b -V(u—1Ip(u)(b-V(u—1I(u)) de
:/T(blam(u—IL(u))+b28y(u—IL(u)))2 da
< z/T (B30, (u — Io(w))? + 30, (u — I,(1))?) da

< 2||by|§oo(T)/T (0u(u — I (u)* + 8, (u — I (v))?) da
= 2|[b]| 7oy IV (u = TL ()12,
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la cual en conjunto con el resultado de interpolacién local, permite concluir finalmente
que

flu — Iz (u)llg, s,

< Y eCl phplule gy + CLphp|ulfeiry + 267 (1bl o yeCT phT ul72 ()
TeT

(5.9) < Ch?|ulp -

Cota para II: La idea consiste en poder demostrar que el error satisface que

I5(u) = uzllgs < Ch.

Ahora, haciendo uso de la propiedad de coercividad anterior tomando vg = I (u) —
uz junto con (5.3) y (5.4), se tiene que

Crustll T2 (u) — uzll3 g0 < Bu(IL(u) — uz, Ip(u) —uz) = By(IL(u) — u, I (u) — uz).

Haciendo uso de la desigualdad de Cauchy—Schwarz, primero estimaremos el primer
término de la forma estabilizada, es decir,

g/QV(IL(u) —u)- V(I (u) — uy) da
< eIV (u) = u)ll 2@ IV (L (u) = uz)l 20
<2V (IL(u) = )2 IV (TL(u) = uz)llg g

la cual en conjunto con el resultado de interpolacion local, permite concluir que

€/QV(IL(U) —u) - V(Ir(u) = uz)) de < eV2Crrhrlulpzr) | V(IL(u) = uz)los
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Ahora, acotaremos el segundo y tercer término, es decir,

/Q(b V() — ) + () — u)(Io(u) — uy) de

= /Q(b V(I (u) = u)(L(u) —uz) dz + /Q(IL(U) —u)({L(u) —uz) de

_ —/Q(b-V(IL(u) —us)) (I (u) — u) dac—/QV-b(IL(u) — ) (I (u) — uy) da
—l—/m(IL(u) W) (u) —us)b-n ds+/Q(IL(u) — W) (I (u) — uy) da

= [1(1= V-5 (L (0) = w)](Is(w) ~ ) dz = [ (1(u) = w)(b- V(I1(w) ~ us)) da

= > [ [A=V-b)IL(u) = w]((u) - uz) dz

Teg’T

~ /T (Io(u) — u)(b - V(I.(u) — us)) da

Ahora, en cada elemento de la particion podemos usar la desigualdad de Cauchy—
Schwarz, para acotar de la siguiente manera

/T[(l =V -b)(Ir(u) —u)|(IL(u) —uzy) de — /T(IL(U) —u)(b-V(IL(u) —uz)) dx
< CO|I(u) — ullz2er) [HL(u) — uzllz2(r)

1
+ EHIL(U) — ullz2orl|b- V(UL (u) — uz) |2,

desigualdad que puede ser utilizada en las igualdades anteriores y que permite con-
cluir, nuevamente usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y la definicién de la
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norma (5.5) y (5.7), que
[0 V(L) =) + 1) 1) (L) - uy) da

<0 S (I26) = e 172 (w) = wls2cr

TeT

ol 100) = o - V(L 0) = ) )

1/2
< C( (Z [£1,(u) — UIILzm) [ (u) = uz|lL2o)
TeT
. 1/2 1/2
+ (Z 5oL (u) = U||i2<T)> (Z or|b- V(IL(u) — U-.?)H%?(T)) )
Teg T TeT
1/2 ) 1/2
<C (Z [ (u) — UH?}(T)) + (Z 5—||IL(U) - UH?}(T)) ) 112 (u) —uzllgs
TeT Teg °T
1/2 ) 1/2
<C (Z C%,Théll“|u|%{2(T)) + (Z o7 C%Th lu ‘HQ(T> ) 112 (u) - U:7|HQ,St
TeT TeT

1/2
1
<20 [ X chaht (14 5 ) lbeer | Ma(w) = urlgse
TeT 5T

De la misma forma, podemos acotar el tltimo término

S r [ (oAU = 0) +b V() =)+ (@) = w) (b V(Ia() ~ ur)) da
= 5 01 (eM2(6) = ey + [bll o IV U2 () = 6) 207y
TeT
H12(0) = ullzzqr) )33 b+ V(T2 () = )l

=y 5U2CLT(E—FHbHngth—Fh%)|uhpu3@y2nb.VKILﬁﬂ——quHL%T)
TeT

1/2
1/2 2
< (Z (51%CLr ( + 1Bl ooy + 13 ) ) \uﬁm)) 172(u) = uzllg ¢
TeT

Asumiendo ahora que

ebr <Ch2. VYTeT,
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luego,

5;/QCL,T (5 + || oo (ryhr + h?p) <CCLr <\/E\/55T + 5;/2}@ + 5;/2h2T>

S CCL’T (\/E\/ 6(5T + 2(5;/2}17“)
<2CCLr (VE+01%) hr

lo cual insertandola en el acotamiento del ultimo término permite concluir que

Z 5T/T (—eA(L(u) —u)+b-V({Ug(u) —u)+ (u) —u) (b-V(IL(u) —uz)) dx

TeT

1/2 2
< (z (01%CLr (2 + 1Bl (b + 13) ) |u|%pm) I72(u) = uzllg s
TeT

1/2
<C (Z (e +dr) h%lUﬁqzm) I (u) —uzllg s
TeT

Finalmente, bajo todos los supuestos anteriores y juntando todos los resultados an-
teriores con (5.8), (5.9) y (5.10), se puede concluir que

(5.10) Ju— usllgs < Chlulay.

En la practica, notemos que se tiene que hacer una eleccién del parametro de
estabilizacion, para el cual, una eleccion usual es, dado

[1b]] oe (o
Pep = ————
T % 9
luego se define el pardmetro de estabilizacion, para todo elemento T' € .77, como
hr .
BT aa i S1 PeT > ]_,
(5.11) op =4 ”}f% S
T2 S1 PeT S 1.
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5.3. Cdbdigo del Esquema Estabilizado. Las diferencias en el codigo se limitan
a la adicion de ciertas funciones de apoyo al calculo y a variaciones en el codigo del
ensamble de la matriz y el lado derecho de la ecuacion

1 double get_hk(Vector2d X0,Vector2d X1,Vector2d X2){
2 double hk = (X1-X0).norm();
3 if (hk < (X2-X0).norm()) {
4 hk = (X2-X0).norm();
5 }
6 if (hk < (X2-X1).norm()) {
7 hk = (X2-X1).norm();
8 }
9 return hk;
10 }
11 double get_Peclet(Vector2d X0, Vector2d X1, Vector2d X2) {
12 double hk = get_hk(X0,X1,X2);
13 MatrixXd b_k(2,3);
14 b_k.col(0) = get_b(X0);
15 b_k.col(1l) = get_b(X1);
16 b_k.col(2) = get_b(X2);
17 double b_K_norm = b_k.cwiseAbs ().maxCoeff ();
18 double Peclet = (b_K_norm * hk) / (2.0 * get_epsilon());
19 return Peclet;
20 1}
LI1STING 7. Funciones de soporte adicionales
1 void get_RHS(int nt,const VectorXi& subdomain,const MatrixXi& elements,const MatrixXd&
vertices,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,std::vector<
double>& RHS, const Matrix<double, 3, 2> normals[],const VectorXd& areas){
2 for (int k=0; k<nt; k++) {
3 Vector3d fmom = Vector3d::Zero();
4 Vector2d X0 = vertices.row(elements(k,0));
5 Vector2d X1 = vertices.row(elements(k,1));
6 Vector2d X2 = vertices.row(elements (k,2));
7 double h_K = get_hk(X0,X1,X2);
8 double delta_K = (h_K/24.0) * (get_Peclet(X0,X1,X2) > 1) + (pow(h_K, 2) / (24.0%
get_epsilon())) * (get_Peclet(X0,X1,X2) <= 1);
9 for (int j=0; j<NTRIQP; j++) {
10 Vector2d X=triquad[j][O]l*vertices.row(elements (k,0))+triquad[jl[1]l*vertices.row(
elements (k,1))+triquad[j][2]*vertices.row(elements (k,2));
11 double w_f=triweight[jl*get_f (X,subdomain(k));
12 Vector2d b_X = triquad[j]l[0]l*get_b(vertices.row(elements (k,0)))+triquad[j][1]*
get_b(vertices.row(elements (k,1)))+triquad[j][2]*get_b(vertices.row(elements (
k,2)));
13 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {
14 fmom(local_node)+=w_f*(triquad[j]l[local_node] + delta_K * b_X.dot((-0.5/areas
(k))*normals [k].row(local_node)));
15 ¥
16 ¥
17 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {
18 RHS[elements (k,local_node)]+=areas (k) *fmom(local_node);
19 ¥
20 ¥
21 for (int i=0; i<mnbf; i++){
22 if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==0){
23 double h_F=get_hf (vertices.row(boundary(i,0)),vertices.row(boundary(i,1)));
24 Vector2d du_n_mom = Vector2d::Zero();
25 for (int j=0; j<NLINQP; j++){
26 Vector2d X=linquad[j]l[0l*vertices.row(boundary (i,0))+linquad[j][1]*vertices.
row(boundary (i,1));
27 double w_du_n=linweight[jl*get_uN(X,boundary_subdomain(i));
28 for (int local_node=0;local_node<2;local_node++){
29 du_n_mom(local_node)+=w_du_n*linquad[j]l[local_nodel;
30 }
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1

00O Uk WN

¥
for (int local_node=0;local_node<2;local_node++){

RHS [boundary (i,local_node)]+=h_F*du_n_mom(local_node);
}

LisTING 8. Ensamble de lado derecho para esquema estabilizado

void get_stiffnessmatrix(int nv,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi&

boundary,int nt,const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices,std::vector<double>&
RHS ,SparseMatrix<double>& K,const MatrixXi& edgeelement ,const MatrixXi& edgeedge,const

Matrix<double, 3, 2> normals[],const VectorXd& areas,const VectorXi& Dnodes){

for (int k=0; k<nt; k++) {
Vector2d X0 = vertices.row(elements (k,0));
Vector2d X1 = vertices.row(elements(k,1));
Vector2d X2 = vertices.row(elements(k,2));
double h_K = get_hk(X0,X1,X2);

double delta_K = h_K * (get_Peclet(X0,X1,X2) > 1) + (pow(h_K, 2) / get_epsilon()) * (

get_Peclet(X0,X1,X2) <= 1);

for (int local_node_a=0; local_node_a<3; local_node_a++) {
if (Dnodes (elements (k,local_node_a)) >=0)
{
for (int local_node_b=0; local_node_b<3; local_node_b++) {
double sum=0;

double val=(get_epsilon() * normals[k].row(local_node_a).dot(normals [k].

row(local_node_b)))/(4*areas (k));
sum+=val;

double int_B=0.0;
for (int t=0;t<3;t++)

{

Vector2d local_coordinate;

local_coordinate(0)=vertices (elements (k,t) ,0);

local_coordinate(1l)=vertices (elements (k,t) ,1);

Vector2d B=get_b(local_coordinate);

double B_dot_lambda_i = (-0.5/areas(k)) * normals[k].row(local_node_a
) .dot (B);

if (t==local_node_a)

{
int_B+=-B.dot(normals [k].row(local_node_b))/12.0;

}

else

{
int_B+=-B.dot(normals [k].row(local_node_b))/24.0;

}

sum += delta_K * B_dot_lambda_i * (areas(k) / 6.0) * ((t ==
local_node_b) + 0.5 * (t != local_node_b));

for (int s = 0; s < 3; s++) {
Vector2d local_coordinate;
local_coordinate(0)=vertices (elements (k,t) ,0);
local_coordinate(l)=vertices (elements (k,t),1);
Vector2d B=get_b(local_coordinate);
double B_dot_lambda_j = (-0.5/areas(k)) * normals[k].row(

local_node_b) .dot(B);
sum += delta_K * B_dot_lambda_i * B_dot_lambda_j * (areas(k) /
6.0) * ((t == s) + 0.5 *x (t !'= s));
}
}

sum+=int_B;

if (elements(k,local_node_a)==elements(k,local_node_b))

{
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48 sum+=areas (k) /6.0;
49 }
50 else
51 {
52 sum+=areas (k) /12.0;
53 }
54 if (Dnodes (elements (k,local_node_b)) >=0)
55 {
56 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,
local_node_b))+=sum;
57 }
58 elseq{
59 RHS[elements (k,local_node_a)]-=sum*xget_uD(vertices.row(elements (k,
local_node_b)),-Dnodes (elements (k,local_node_b)));
60 }
61 }
62 ¥
63 else {
64 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,local_node_a))=1;
65 RHS[elements (k,local_node_a)]=get_uD(vertices.row(elements (k,local_node_a))
Dnodes (elements (k,local_node_a)));
66 }
67 }
68 }
69 1}

—

L1sTING 9. Ensamble de matriz para esquema estabilizado

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica.

95



EJEMPLOS NUMERICOS.

5.4. Ejemplos numéricos. Para validar numéricamente nuestro cédigo es que
primero vamos a utilizar dos soluciones exactas para nuestro problema. Las dos so-
luciones exactas son de tal forma que se puedan apreciar el fenémeno de fuertes
cambios en los gradientes de las funciones, es decir, el comportamiento de capa limi-
te, tanto cerca de la frontera como en el interior.

Ejemplo 1: consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario € = (0,1) x (0,1) y se tiene la siguiente solucién analitca

u(z,y) = 2y(1—z)(1 —y)tg”"((z — 0,5)/e),

en donde, para el cdlculo del lado derecho usamos que e = 1072 y b = [1,1]T. Este
problema contiene una capa limite dentro del dominio a lo largo de la recta x = 0,5.

Ejemplo 2: consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario € = (0,1) x (0,1) y se tiene la siguiente solucién analitca

e—(l—m)/e _ 6—1/6
u(x,y)zy(l—y) L= 1 — e-1/e

en donde, para el calculo del lado derecho usamos que ¢ = 2x 1072 y b = [1,1]7. Este
problema contiene una capa limite cerca de la frontera del dominio cuando = = 1.

Por ultimo, recordemos que para el calculo del lado derecho utilizamos una regla
de cuadratura con 73 puntos de Gauss y que se cumple la siguiente relacion entre el
largo caracteristico de la particion y el niimero total de vértices

1

h

En las Figuras 19 y 21 se muestran una serie de soluciones de elementos finitos,
sin y con estabilizacion, para los dos problema en distintas mallas, en las cuales se
puede apreciar claramente que la solucién de elementos finitos estabilizada aproxima
de mejor forma y sin oscilaciones las soluciones, tanto de capa limite interior como
de frontera. En las Figuras 20 y 22, se muestra la tasa de convergencia a medida de
refinamos el largo caracteristico de la malla, en la cual se puede apreciar la conver-
gencia lineal 6ptima de cada método, pero siendo siempre mejor la aproximacion de
elementos finitos estabilizada.

Ejemplo 3: Consideramos ahora el Ejemplo 2 de la seccién anterior, con la tnica
modificacién de considerar ahora los siguientes parametros para nuestra ecuacion:

e=10"% b=[25—z,cos(2m)]".
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FicuraA 19. Ejemplo 1: Solucién de elementos finitos sin estabilizar
(a—d) y solucién estabilizada (e-h), para distintas particiones: con 128
elementos (a y e), 512 elementos (b y f), 2048 elementos (cy g) y 8192
elementos (d y h).

FicuraA 20. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos fini-
tos tanto del método de Galerkin (uz ) v del esquema estabilizado
(uz st), donde la convergencia lineal corresponde a h = W

En la Figura 23, mostramos nuevamente las condiciones de frontera, y la solucién de
elementos finitos estandar u,  y la solucién de elementos finitos estabilizada u ¢,
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FicuraA 21. Ejemplo 2: Solucién de elementos finitos sin estabilizar
(a—d) y solucién estabilizada (e-h), para distintas particiones: con 128
elementos (a y e), 512 elementos (b y f), 2048 elementos (cy g) y 8192
elementos (d y h).

FicurA 22. Ejemplo 2: Convergencia del método de elementos fini-
tos tanto del método de Galerkin (uz ) v del esquema estabilizado
(uz st), donde la convergencia lineal corresponde a h = W

la cual claramente entrega un resultado mucho mas fidedigno, miestras la primera
estda completamente contaminada.
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3k Up =0 E
o

2 || _ <
Q dg.u==0

1 3 > |

<
ok ]
B 0 2 s 6 8 10
Uz c

0.000e+00 250 NI ‘\5(\)9 UL ‘7TO 1.000e+03

-

-

Ug st
0.000e+00 250 NI ‘\5(‘)9 L ‘7T0 1.000e+03

- -

Ficgura 23. Ejemplo 3: Condiciones de borde (superior), solucién de
elementos finitos sin estabilizacién u s ; (centro), y solucién de elemen-
tos finitos estabilizada u g, (inferior).
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Ejemplo 4: Consideramos ahora el Ejemplo 3 de la secciéon anterior, con la tnica
modificacién de considerar ahora los siguientes parametros para nuestra ecuacion:
e=10"% b=/[15,15".

En la Figura 24, mostramos la solucién de elementos finitos estandar u g o vy la solu-
cién de elementos finitos estabilizada u, ¢, la cual claramente entrega un resultado
mucho mas fidedigno nuevamente, miestras la primera estd completamente contami-
nada.

1.168e+03
Emso

—900

—750

Eeoo
5.358e+02

1.000e+03
Egoo
—gaw
N éno

630

5565402

Ficura 24. Ejemplo 4: solucién de elementos finitos sin estabiliza-
cién u, o (superior), y solucién de elementos finitos estabilizada u ;
(inferior).
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6. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTABILIZADOS PARA UN PROBLEMA
DE STOKES

En ésta secciéon, nos ocuparemos de construir un método de elementos finitos para
un problema lineal de fluidos. Para presentar el problema, primero consideraremos
las siguientes definiciones de operadores diferenciales:

» si v:R?Y— R donde v(z) = [vi(x), .., v4(x)]T con & = [z1, ..., 74]T, luego

div v(x) = Z 8;-’ Vv = : = : S
=1 ' Vvd(w) g—z? NN g_;)fz
y

d 81}1 |

A’Ul (33) ; 8&72

Av=| = |=|

A’Ud(.’lj) d 8Ud

| o |

Ahora, en base a las definiciones anteriores, es que consideraremos el siguiente pro-
blema, dada una fuerza externa f : R? — R% donde f(x) = [f1(), .., fa(x)]? :

Hallar (u,p) tal que,
—cAu(z) +Vp = f(x) paratodox €,
(6.1) divu(z) = 0 paratodo x € Q,
u(x) = 0 paratodo x € .

En el problema anterior, el cual de denomina un problema de Stokes, corresponde
al modelamiento de un fluido incompresible, en donde la variable u corresponde a
la velocidad del fluido y p corresponde a la presién del fluido y asumiremos que
f € [L?(Q2)]%. Dichas variables satisfacen el sistema de ecuaciones vectoriales, en
donde la primera ecuacion es denominada la ecuaciéon de momentum y la segunda
ecuacion es denominada la ecuacion de conservacién de masa.

Al igual que en la Seccién (4.1), primero obtendremos una formulacién débil del
problema. Para dicho efecto, primero consideraremos el par de funciones (v, q), lo
suficientemenete suaves, y multiplicaremos la primera ecuacién por v y la segunda
por q, para posteriormente integrar sobre todo el dominio y después integrar por
partes usando en cada componente (3.11). En base a lo anterior, y asumiento que
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v|sq = 0, se cumple que

/Q—gAu-vda:+/QVp-vdac:5/QVu:Vvdac—/ﬂpdivvda:

d
252/ Vu; - Vo, dw—/pdivvd:c.
=174 Q
De forma similar se tiene para la segunda ecuacién que

/qdivudazzo.
Q

Luego, y en base a la Seccién 3, es que el problema débil asociado se lee como sigue:

Encontrar (u, p) € [H}(Q)]¢ x L2() tal que

{ Au,v) +B(p,v) = F(v), VveH Q)]

(6.2) B(g,u) = 0, Vg€ Lj(9),

donde las formas bilineales estan dadas por
Au,v) := 5/ Vu:Vvde, B(p,v):=— / p div v dz,
Q Q
y el funcional lineal es
F(v) = / f.vde.
Q

Notemos que la variable presion p € LZ(2), en donde el espacio se define como

(6.3) L2(Q) = {q e I2(Q) : /Qq dx — 0} .

El hecho de ocupar dicho espacio corresponde a la siguiente situacion. Si (u,p) es
solucién de (6.1), luego (u,p + ¢), con ¢ € R, es también solucién. Luego, el espacio
natural para estudiar dicho problema corresponde a

L@)/R:={lg: [ ={a—c c€R, ge L*(}},

donde cualquier elemento [q] € L*(Q)/R es llamada una clase de equivalencia, para
la cual la diferencia entre cualquier par de elementos que vivan en la clase es una
constante y cualquier elemento ¢ € [g] es llamado un representante de la clase. Dicho
espacio se puede dotar de la norma cociente

||[Q]||L2(Q)/R = };Ielﬂg lg — CHL?(Q)-

Ahora, recordemos que, como las siguientes son equivalentes (ver Proposicién A.31
en [9)),

g = P@llizoy = min. g = el & [ P@E de= [ o€ de. VEER
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donde P : L*(Q2) — R corresponde a la proyeccion ortogonal, luego

P(Q)Zﬁfﬂq dz.

En base a lo anterior, es que podemos concluir, usando (6.3), que

=llall o Vae L5(9).

Nl = gl el = o~y [ ae]
Lo anterior nos permite identificar biyectivamente los espacios L3(Q) y L*(Q) \ R.
Mas aun, mantendiendo la norma, es decir, de forma isométrica.

Para estudiar la existencia y unicidad del problema, es que se tiene que recurrir a
una generalizacion del Lemma de Lax—Milgram, la cual es conocida como la teoria
inf-sup.

En lo que sigue, notemos que la norma para un elemento vectorial, corresponde a

Vi@ = [ v-v da,

y la norma para su gradiente, corresponde a
d
IVVIlie) = D IVuilliz@)y, ¥ ve [Hy(Q)"
i=1

Teorema 2 (Teorema de Brezzi). El problema (6.2) tiene solucion unica, si y sola-
mente si, existen constantes «, 3 > 0 tales que
A(v, w) A(v, w)

inf sup = sup inf =a >0,
veKer(B) veKer(B ||VV||L2(Q)HVWHL2(Q) veKer(B) VEKer(B) HVVHL2 )||WHL2(Q)

Y

inf sup Bla,v)
9€LF(Q) ve[HE ()¢ ||C.I||L2(Q ||VV||L2(Q

=5>0,

donde
Ker(B) := {v € [Hy(Q)]*: B(q,v) =0, Vqe L3(Q)}.

Es sabido que el problema (6.2) cumple el teorema anterior, por lo cual existe una
solucién tnica para el problema (ver [12, 17, 4, 5, 9]).

La desventaja al ocupar la teoria inf-sup anterior, es que al ser utilizada en espacios
de elementos finitos, resulta en una eleccién particular de espacios para aproximar
la velocidad y la presion. De hecho, el método de elementos finitos inf-sup estable,
es decir, que satisfacen el Teorema de Brezzi, es llamado el par Taylor—-Hood, el
cual corresponde aproximar la velocidad con polinomios de grado dos, y la presion
mediante polinomios de grado uno, ambos cotinuos.
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Para tener una mayor libertad en la eleccion de los espacios de elementos finitos, es
que vamos a recurrir a la idea del Capitulo anterior, la cual corresponde a estabilizar
el método de elementos finitos.

6.1. Un método de elementos finitos estabilizado. Para construir un méto-
do de elementos finitos estabilizados, vamos a considerar los siguientes espacios de
elementos finitos:

V(7)) ={vy eCQ?: v, ePI(T), VT € T, vjyq = 0},

QT) ={q7 € Li(Q) : q; €Py(T)", VT € T}.

Ahora, para poder introducir el esquema estabilizado, es que definiremos el siguiente
termino, llamado de salto (ver Figura 25):

(6.4) [¢]y = dx+ — Dk~

K+ K~

FIGURA 25. Para v = 0K N 0K, fijando un normal unitario n,
apuntando desde K™ a K, y asi definiremos el salto de una funcién

como [8], = dxcs — -

En base a los espacios de elementos finitos anteriores y la definicién del salto en
(6.4), es que consideraremos el siguiente esquema de Galerkin estabilizado:

Encontrar (ug,p,) € [V(7)]? x Q(7) tal que

(6.5) { Alug,vy)+B(psvy) = F(vy), Yvge[V(T),
' B(¢gz,uy) +SPpsr97) = 0, Vaq, € Q),

donde
Spg.q7)=— Z T’y/[[p(7]]’yﬂqe7]]’y ds,

YEE] v
y E denota el conjunto de todos los lados interiores de la particién 7, y 7, es
el parametro de estabilizacion, el cual es una constante positiva.
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Para poder estudiar la existencia y unicidad de una solucién para el problema
(6.5), es que vamos a recurrir nuevamente al teorema de Lax-Milgram. Para ésto,
definiremos una nueva forma bilineal, dada como

B((uz,p7), (Vs 7)) = Aluy,vy) + Bpsr,vy) — Blar.uy) — S(ps.a7),
y el siguiente funcional lineal

(Ve q7)) = F(vy).

Luego, podemos reformular el problema (6.5), de forma equivalente como sigue:

Encontrar (u,,p,) € X(7) tal que

(6.6) B((uz,ps), (Vs 7)) =8(vsraz), V(vy,ar) €X(T),
donde
X(7) = [V(2)]! x Q).

En el nuevo espacio X(.7), tomaremos como norma

H(V,%Py)H%g(y) = 5HVV9||%2(Q) + Z T7||[[p<7]]’7’|%2('y)'
vEET

Ahora, y de igual forma que en los capitulos anteriores, procedemos a demostrar
todas la hipdtesis del Teorema de Lax-Milgram.

Continuidad de ‘B: recordemos que la propiedad de continuidad nos dice que existe
una constante positiva C,, tal que

B(Wa,tr), (Va,a7))| < Cup”(wﬂatﬂ)”x(ﬂ)”(vﬂaqg)”x(ﬂ)a

para todo (W4, t5), (Vo,q5)) € X(7). Usando la desigualdad de Cauchy—Schwarz y
la definicion de la forma bilineal, se tiene que

B(Wa.ts), (Vs az))]
< VEIW o VEINV sl + | [ 857 v |+ | [ 459 w5

+ Z h’ly/2|| [[ty]]’yHLQ('y)h’—ly/zH [[q._?]]'yHLQ('y)
veE;
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Ahora, usando integracion por partes y hecho que ¢ 71K € Py(7), se tiene que

1V v, = /t,v ,
/97 Vg ZKy Vg

Ke7

= — | Vtg- /t > -nk
> /K 7 Vgt 6K.9(Vy n;)

Keg

= Lﬂtyﬂvy'ny

YEE]

IA

> T$/2||ty||L2(7)Ty_l/2||V<7||L2(7)-
YEEL

Como v € Pi(K), usando (4.14) y (4.15), se tiene que se cumple la siguiente
desigualdad, usualmente denominada como inversa,

—1/2
IV 2l 2y < Chi 11V 2l

Usando la desiguald inversa anterior y la desigualdad de Poincaré (3.15), podemos
concluir que

1/2 1/2
/Qtyv"’y < (Z T’YH[[t?]]H%?(w)) (Z > Tﬁ/_lhl_(leﬂH%?(K))

YEET Ke7 vedK

1/2
< 3111;1651;{77_1}1?(1} (Z Tw”[[ty]]ni%y)) V211720

YEET

1/2
< 3Cpgo 1}1;1651;{7;1}1;{1} (Z Tfy||[[ty]]“%2(y)> IV 711220
vEET

Finalmente, agrupando todas las estimaciones anteriores y de la definiciéon de la
norma || - ||, se tiene que

B(Watr), (Vo a2)| < Cupll (W t2)lx o | (Vo a27) I 2)-

Coercividad de B: Recordemos que la coercividad nos dice que exise una cons-
tante Cy,, tal que

B((Vsitr), (Voits) = Cull(Va ts) k)

Notemos, que de la definiciéon, tenemos que

B((Vyitr), (Vaits) =ellVvalizg + Y R2IEs17e0) = (Vo t o) %)
vEET
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En base a lo anterior la propiedad se cumple con constante C;,, = 1.

Continuidad del funcional §: recordemos que la propiedad nos dice que

F((vritz)) < Cll(va, t2)llx o)

De la fenicién de nuestro funcional y utilizando la desigualdad de Cauchy—Scharwz
y la desigualdad de Poincaré (3.15), tenemos que

F((vaits)) < ||fHL2(Q)HV,7HL2(Q)

C
< “PQ

> meHLzm)f’fU2

’|VV9||L2(Q)

Cpo

< m”fHLz(m||(V,7>t,7)||x(,7)-

Luego la propiedad se cumple con C = Cpollf|| ;2(q)-
En base al analisis anterior tenemos que todas las hipétesis del teorema de Lax—
Milgram se cumplen, luego existe una solucién tnica para nuestro problem (6.6).

6.2. Convergencia del método estabilizado. Sea (u, p) solucién del problema
(6.2), y sea (ugz,ps) su aproximacién de elementos finitos, solucién del problema
(6.5). Supongamos que la solucién débil satisface la siguiente suponsicién

(w,p) € [[H* ()] x [Hy ()] x [H'(Q) x L§(Q)).
Ahora, en base al supuesto anterior, se tiene que
> /[[p]]“/ ds = 0.
yeE 7

Luego, podemos concluir que

%((u —Ugz,p _pﬂ)a (V97Q§)) = %((eu7€p>7 (V,77Q,7>) = 07 v (V97q<7) S X(y>7

es decir, se cumple la denominada ortogonalidad de Galerkin, también llamada rela-
cion de consistencia.

Ahora, recordemos que existe un interpolador Iy, : H}(Q) — V(7), el cual cumple
con [5, Teorema 4.4.20]:

o= 12(0)l 20y + BV (0 = T () |12y < Colloley, ¥ v € HA(S).

De forma similar, usaremos la siguiente proyecciéon ortogonal I : L*(Q) — Q(.7),
que se define, elemento a elemento, como

1
(o)l = 1 /Tv dz.
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Dicha proyeccién satisface que (ver [5]):
(67) ||'U—H(U)||L2(Q) S CHh||VU||L2(Q), \V/'U c Hl(Q)

De igual forma, dentro del posterior analisis, es que necesitaremos de la siguiente
desigualdad, llamada de traza ([5, Ecuacién 10.3.8]):

1132y < C (R €032y + e lIVE () -

Notemos que de la desigualdad anterior y (6.7), podemos concluir inmediatamente
que

(6.8) > h|lfv - )]]Hmm < Cp 7h2||VU||L2 y, Yove HY(Q).

YEEL
Ahora, como en el caso estabilizado, usando una desigualdad triangular, se tiene que
I(e", €))7y = l(u—uz,p — po)liir)
= el|V(u—uz)llie@ + 0 — sl + D 2o lllp — po]lZ2(

YEET

29— 13 0)) ey + IV 20) — ) e
+[lp = T(P) 1720y + ITI(P) = P2 lI720
+ 3 h (Il = ey + 1)~ pNeg) ) = 200+ 1),

YEET
Antes de continuar, es que vamos a introducir la siguiente notacién:
e'=u—uy, =u—I(u)+I,(u) —u, =n"+ey,
¢’ =p—py=p—Up)+Up) —p; =0+
En base a estas nuevas variables, tenemos que

L= )k, 1= (%, %)%
Primero acotaremos el término I:

I'=¢|V(u—Ip()lizg + llp = T)Z@ + X b lllp = TPz )

YEE]

Usando las propiedades del interpolador I, se tiene que
el V(u—Ip(u)lz2@) < eCLA [l o).
Usando ahora las propiedades de la proyeccion ortogonal II, se tiene que
Ip — () [1720) < CHPZ(IVDZ2(0),
> hllle = TI()]IZ2,) < Crz k([ VpllZ2q

YEEL
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En base a lo anterior, es que podemos concluir que
I <max{eC}, Cf;, 7 1h? ([uf3o) + 1Vl 720)
Ahora, procedemos a acotar el término I1:

11 =¢|[Ves|Ta) + €512 + X B lIES]IT0) = (€% )k )
YeEE]

Recordemos, que la forma bilineal B satisface la propiedad de coercividad para fun-
ciones discretas. Luego, se tiene que

11 = |[(e%, €%) k(7 < B((el. ), (e, €%)).
Ahora, recordemos que
e, =e"—n", e, =e" -1t
En base a lo anterior, podemos ahora escibir
B((ely, ), (el ) = [T+ 1V,
donde
111 = B((e", &), (e, &) = A(e", &) + B(el, &) — B(e?, ey) — S(e”, e ),
y
IV = =B((n",n"), (e5,e)) = —A(n",e%) — B(n", %) + B(n’,e%) + S(n”, 7).

Primero acotaremos IV, usando la propiedad de continuidad y la definicién del
término I, como sigue

IV = =B((n*, n"), (5, €%)) < ", 7")Ix ) 1%, €%)lIx(7) = Lll(eF, €5)llx(7)-
Ahora, notemos que de la propiedad de ortogonalidad de Galerkin, tenemos que
II1T =B((e",eP), (e%,€%)) = 0.
Con lo cual podemos concluir que
I1<1.

Finalmente, juntando todo el andlisis anterior, finalmente podemos concluir que

(e, )17y < Cmanht ([ 20y + 1Vl 20 -
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6.3. Coddigo de Stokes. Las diferencias en el cédigo se limitan a la adicién de
ciertas funciones de apoyo al calculo y a variaciones en el cdédigo del ensamble de la
matriz y el lado derecho de la ecuacion

1 void get_RHS(int nt,const VectorXi& subdomain,const MatrixXi& elements,const MatrixXd&
vertices,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,std::vector<
double>& RHS, int nv,const Matrix<double, 3, 2> normals[],const VectorXd& areas,int exam,
const VectorXi& Dnodes){

2 for (int k=0; k<nt; k++) {

3 Vector3d fmoml = Vector3d::Zero();

4 Vector3d fmom2 = Vector3d::Zero();

5 for (int j=0; j<NTRIQP; j++) {

6 Vector2d X=triquad[j]l[0l*vertices.row(elements (k,0))+triquad[j]l[1]*vertices.row(
elements (k,1))+triquad[j][2]*vertices.row(elements (k,2));

7 double w_fl=triweight[jl*get_f1(X,subdomain(k),exam);

8 double w_f2=triweight[jl*get_£f2(X,subdomain(k),exam);

9 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {

10 fmoml (local_node)+=w_fl*xtriquad[jl[local_nodel;

11 fmom2 (local_node)+=w_f2*triquad[jl[local_nodel;

12 }

13 }

14 for (int local_node=0; local_node<3; local_node++) {

15 if (Dnodes (elements (k,local_node))>=0){

16 RHS[elements (k,local_node)]+=areas (k) *(fmoml (local_node));

17 RHS[elements (k,local_node)+nv]+=areas (k) *(fmom2(local_node));

18 }

19 else {

20 RHS[elements (k,local_node)]1=0;

21 RHS[elements (k,local_node)+nv]=0;

22 }

23 }

24 }

25 )

LisTING 10. Ensamble de lado derecho para esquema de stokes

1 void get_stiffnessmatrix(int nv,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi&
boundary,int nt,const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices,SparseMatrix<double>& K
,const MatrixXi& edgeelement ,const MatrixXi& edgeedge,const Matrix<double, 3, 2> normals
[1,const VectorXd& areas,const VectorXi& Dnodes){

2 int edges1[3]1={1,2,0};

3 int edges2[3]1={2,0,1};

4 double val;

5 int k_prime;

6 double hf;

7 for (int k=0; k<nt; k++) {

8 for (int local_node_a=0; local_node_a<3; local_node_a++) {

9 k_prime=edgeelement(k,local_node_a);

10 if (k_prime>=0){

11 hf=get_hf (vertices .row(elements (k,edgesl[local_node_a])),vertices.row(

elements (k,edges2[local_node_al)));

12 K.coeffRef (2*nv+k,2*nv+k)+= -pow(hf,2)/(12.0*xget_epsilon());

13 K.coeffRef (2*nv+k,2*nv+k_prime)+= +pow(hf,2)/(12.0*get_epsilon());

14 }

15 if (Dnodes (elements (k,local_node_a))>=0) {

16 for (int local_node_b=0; local_node_b<3; local_node_b++) {

17 if (Dnodes (elements (k,local_node_b))>=0) {

18 val=get_epsilon() *normals [k].row(local_node_a).dot(normals [k].row(
local_node_b))/(4*areas (k));

19 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,local_node_b))+=val;

20 K.coeffRef (elements (k,local_node_a)+nv,elements (k,local_node_b)+nv)+=
val;

21 }

22 }

23 K.coeffRef (elements (k,local_node_a) ,2*nv+k)+=0.5*normals [k] (local_node_a ,0);
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24 K.coeffRef (elements (k,local_node_a)+nv,2*nv+k)+=0.5*xnormals [k] (local_node_a
,1) 5

25

26 K.coeffRef (2*xnv+k,elements (k,local_node_a))+= 0.5*normals[k](local_node_a ,0);

27 K.coeffRef (2*nv+k,elements (k,local_node_a)+nv)+= 0.5*normals [k] (local_node_a
,1) 5

28 ¥

29 else {

30 K.coeffRef (elements (k,local_node_a),elements (k,local_node_a))=1;

31 K.coeffRef (elements (k,local_node_a)+nv,elements (k,local_node_a)+nv)=1;

32 ¥

33 }

34 K.coeffRef (2*xnv+k,2*nv+nt)=areas (k) ;

35 K.coeffRef (2*xnv+nt ,2*nv+k)=areas (k) ;

36 }

37}

LisTING 11. Ensamble de matriz para esquema de Stokes
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6.4. Ejemplos numéricos. En esta seccién, nos ocuparemos de testear nuestro
c6digo de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una soluciéon
analitica y otros dos ejemplos, sin solucién analitica. Recordamos que la solucién a
cualquiera de nuestros problemas, nos entregara el campo de velocidades y de presion
asociado al fluido presente en una region ).

Ejemplo 1: Consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario 2 = (0,1) x (0,1) y se tiene la siguiente solucion analitca

u(z,y) = curl (zy(1 - 2)(1 - y))*,
1
pley) =yl —2)(1 —y) = 7o
en donde, para el calculo del lado derecho usamos que € = 1.
En la Figura 26, mostramos la soluciéon de elementos finitos estabilizada, en donde
se presenta la magnitud del campo vectorial de la velocidad, es decir, |us|, como
también mostramos las presiones del fluido p,. En la Figura 27 se uestra la tasa

de convergencia del método de elementos finitos estabilizado, en donde podemos
apreciar la tasa de convergencia 6ptima del método.

Pg lu|

-2.805e-02 -0.02 0 0.02 3.471e-02

Ficura 26. Ejemplo 1: Solucién del método de elementos finitos es-
tabilizados, con p, (izquierda) y u, (derecha)
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V- ug)l e g,

g '
’
’

v

Vi

5

3

h

=

2()

Ficura 27. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos

estabilizado (uz,p ), donde la convergencia lineal corresponde a h =
1
NV1/2 .

Ejemplo 2: Consideraremos el mismo dominio de las secciones anteriores, pero
con las condiciones de borde descritas en la Figura 28. Notemos, que como el pro-
blema se trata de una dinamica de fluido, es que en el lado izquierdo de la ciudad
consideramos una entrada del tipo parabdlica y una salida de dicho fluido con las
mismas caracteristicas. En el resto de la frontera consideramos una condiciéon de bor-
de nula y tomamos € = 1. En la Figura 29, se muestran las soluciones del método de
elementos finitos estabilizado, tanto para la presiéon discreta p ., como también para
la magnitud del campo de velocidad |u|.

& I
(@)
, _ T
3 > up = [070] &
| (@)
L2 =
| = [0,0]7 )
1+ — uD = [07 0] ™ ]
= 0|5y
I !
0 Q -
Q
= =
1 \ \ \ \ \ \
0 2 4 6 8 10

F1cURA 28. Dominio y condiciones de frontera para el Ejemplo 2.
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Pa
-1.047e+01 0 9 18 3.471e+01
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Ficura 29. Ejemplo 2: solucién de elementos finitos estabilizada, pa-
ra las presiones p, (superior), y la magnitud del campo de velocidad
|u| (inferior).
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7. UN METODO DE ELEMENTOS FINITOS ESTABILIZADOS PARA UN PROBLEMA
DE NAVIER—STOKES

Ahora, estamos interazados en resolver el problema no lineal de Navier—Stokes. Es
decir, queremos resolver el problema

Hallar (u,p) tal que,
—cAu(x) +u(x) - Vu(z) + Vp(x) = f(x) Ve,
divu(xz) = 0 Ve,
u(x) = 0 Ve,

Para resolver el problema de Navier—Stokes, es que vamos a considerar, su formu-
lacién débil no lineal, la cual corresponde a:

Encontrar (u,p) € [HL(Q)]? x L3() tal que

{A@Nyumxmw+6@w): F(v), ¥Yvel[H{Q),

(7.1) B(g,u) = 0, Vg€ Lj(Q),

donde las formas lineales A, B son las mismas que de la Seccién anterior, y la nueva
forma no lineal C, estd dada por:

u - V’LUl V1

C(u;w,v) :/

Q

(uVw) - v do :/

Q

d
dx = Z/ u - Vw,v; de.
=178

u - de Vd

Es sabido que la formulacién débil del problema de Navier—Stokes, tiene tinica solu-
cién, bajo el siguiente supuesto: si f € [L?(2)]%,
Cy

Vu <
IVl 0 < 5

g,

donde Cy € [0,1) y la constante Cg p o dependen de la constante de Poincaré y una
constante de incrustaciéon entre un espacio de Sobolev y un espacio de Lebesgue.

Para la discretizacion del problema, es que consideraremos la siguiente discretiza-
ciéon estabilizada de elementos finitos:

Encontrar (uz,p,) € [V(9)]? x Q(7) tal que
(7.2)
{ Alug,vy) +Cuziugy,vy) +Bps vy) = F(vy), Vvg € [V(T))

B(qz,uz) +S(psq7) = 0, Vaqs € Q(T).

Universidad Técnica Federico Santa Maria, Departamento de Informatica. 75



UN METODO ESTABILIZADO PARA NAVIER-STOKES.

7.1. Un método de punto fijo. Para poder construir un algoritmo iterativo de
tipo punto fijo, es que tenemos que construir una aplicaciéon:
(7.3) T: M — M
€7.&7) — T(€s.¢7) = (uyr.ps)
donde
M cC [V(7)]! x Q(7),

y (us,ps) es solucion del problema
(7.4)

{ A(uy,vy) +C(Criuy,vy) +Bps,vy) = Flvy), Vvye V(T

B(gzrus)+Sps.q97) = 0, Var€Q(7).

Notemos que el punto fijo de la aplicacion, es decir,

T(ugz.py) = (Ugy.ps),
es justamentamente una solucién para el problema no lineal (7.2).

El estudio de la existencia y unicidad para la soluciéon del problema de punto fijo
se encuentra completamente tratada en los textos y articulos cientificos [17, 7, 15,
13, 11].

Para su aproximacion, un esquema usual es considerar un proceso iterativo , en
donde se toma (u%,p%) € M, y definimos una secuencia {(u%,p%)} mediante la
siguiente formula iterativa

(we, st = T(u%,p%), n=0,1,..

El algoritmo de punto fijo anterior, luego se puede reescribir como sigue:

Dado (u%,p%) € [V()]¢ x Q(F), encontrar (w5, pst!) € [V(7)]? x Q(7)
tal que

(7.5)
AF, vy) + C(uls us vy) + By vy) = Flvg), Vvs € [V(T),
Blaz, us") + SW5 ", q47) = 0, V47 € Q7).
El algoritmo anterior tendra como criterio de parada
i (W55 = (a5 < tol.

con una tolerancia dada, que usualmente es tol = 1078,

Por ltimo, recordaremos un resultado de convergencia para el método de punto
fijo.

Teorema 3 (Teorema del punto fijo de Banach). Supongamos que M es un conjunto
cerrado no vacio dentro de un espacio de Banach V', y ademds, T : M — M es un
operador contractivo, con constante de contracion «, donde 0 < o« < 1. Entonces,
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para cualquier ug € M, la sucesion {u,} C K definida por u,+1 = T(u,), n=0,1,...,
converge a u, es decir,

|lu — uplly = 0 para n — oo.
Ademds, la siguiente cota es vilidas para el error

n

e’
(7.6) o=l < ==

HUO - UlHV-
«

Demostracion. Como T : M — M, la sucesién {u,} estd bien definida. Hora, demos-
traremos que {u, } es una sucesiéon de Cauchy. Usando el hecho que T es contractiva,
se tiene que

[unsr = unlly < allun =unally < - < afur = uollv

Luego, para cualquier m >n > 1,
m—n—1

Hunt_‘unHV'S E: |h%Hﬁ+l_‘un+jHV
j=0

—n—1

< Y a"u — wollv
=0
n

a
<

1_ a||U1 — uollv-

Ahora, como a € [0, 1), ||tm — un||y — 0 para cuando m,n — oo, luego {u,} es de
Cauchy; y como M es un cerrado, luego {u,} tiene un limite u € K. Tomando el
limite cuando n — oo en wu,;1 = T(u,) se tiene que v = T(u) usando la continuidad
de T, luego u es un punto fijo para T. U

7.2. Un método de Newton. Primero, introduciremos un marco general para
obtener un método de Newton.

Sean U,V dos espacios de Hilbert, F': U — V un operador Fréchet diferenciable,
es decir, existe F' € L(U,V) tal que

F(u+th) — F(u)

lim

t—0

= F'(u)(h), Vhel,

donde L(U,V) es el conjunto de todos los funciones lineales continuos y acotados,
que toman elementos de U y los transforma en elementos en V', con norma

[ F"(w)(h)|
HF/(U)HL(U,V) = sup h L.
nev |hlly
Queremos resolver el siguiente problema
F(u) = 0.
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El método de Newton asociado es como sigue: considerando ug € U, paran = 0,1, ...
calcular

Uni1 = Uy — [F'(up)]F (uy).
De forma equivalente, se puede calcular el incremental
F' (un)(0u) = = F (un),
y luego hacemos
u"t = Su+ u,.
El siguiente resultado presenta un resultado de convergencia (ver [3, Teorema 4.4.1]).
Teorema 4 (Convergencia local). Asumamos que u* es una raiz de la ecuacion

para la cual [F'(u*)]™! existe y ademds es una aplicacién continua de V sobre U.
Asumamos ademds que F'(u) es localmente Lipschitz continua en u*, es decir,

1F (w) = F'(0)ll cwvy < Lllw = vlly, ¥V ou,0 € N(u),

donde N(u*) es una vecindad de u*, y L > 0 es una constante. Entonces, eziste 6 > 0
tal que ||ug — u*|| < 0, la sucesion de Newton {u,} estd bien definida y converge a
u*. Ademds, existe M > 0 tal que

i1 = u*ly < Mlup — w7

Demostracion. Asumamos que [F”(u)] ™" existe en N (u*) y sea co = Supye n( ||[F'(w)] 7] <

0o. Definamos ahora
T(u) =u—[F'(u)] ' F(u), u€ N(u).
Notar que T'(u*) = u*. Para u € N(u*), se tiene que
T(u) — T(u*) = u—u* — [F'(u)] " F(u)
= [F'(w)] " {F (") = F(u) — F'(u)(w —u)}
= (P@ =) [ =) - P

y ahora tomando norma, se tiene

170 = Tl < N ) el = ully | [+ o0 =) = F)e

Y

1
/ Lt|[u* — ul|ydt
0

< IF @] g lw” = ully

luego
* COL * |12
I1T(w) =Ty < < llu = wlly-
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Ahora, tomando ¢ < COLL con la propiedad que B(u*,§) C N(u*),luego T : B(u*,d) —

B(u*,d) es una a-contracciéon con o = % < 1. Entonces, del teorema del punto fijo

de Banach, T tiene un tnico punto fijo. O

Notar que de la demostraciéon anterior se tiene convergencia cuadratica para el
método de Newton.
Finalmente, para obtener nuestro método de Newton, definimos la siguiente fun-
cién
Fro:H—H
donde H' corresponde al espacio dual topolégico de H, H = [V(F)]¢ x Q(7) y la
accion de la funcién se define como
Fr(uz,p7), (Vo @7 )wsn = W(z,p7), (Vo 47)) — 3((v.a7)),
donde
A((uz,ps): (Vaia7)) = Alug,vy) +Clugziug, vy) + B(ps, vy)
—Blgz,uz) —S(p7.97)
y
3((vriaz)) = F(vy).
Recordemos que la iteracion de Newton esta basada en el calculo del incremental
(du,,dp,) tal que
(Fr(u%.p%)(0us,0p7), (Vo 47)swn = (—F7 (05, 0%), (Vo 47)) 3w xn
donde F,(u%,p%)(du,,6p,) denota la derivada de F, en (u'%,p%) evaluada en la
direccién (du,,dp ), es decir,
(Fzr(u%,p7)(0us,0p7), (Vo 47)) 1 xn

_ i Fr (WG + t0Ug, 9y +10p5), (Vo 47)) sy — Fz (0%, 05), (Vo d7))arn
t—0 t ’

Utilizando la definicién de la aplicacién F, se tiene que

(Fy (0 +touy,p% +10p7), (V. 07))30m
= A(U% + tdhu,,vy,) + C(ul + tdu,;uly + touy, vy) + B(ply + t0p s, v )

— B(qz,uy +touy) — S(py +t0ps.q7) — F(vy)
=AUy, vy) +Cus;us, vy) + By, vy) — Blgr, uy) — SWh.a7) — F(vy)
+1(A(0uy, vy) + C(uy;0uy, vy) + C0uy usy, vy)

+B(0pg,vy) = Blags duy) —S(0ps,a7))

+t2C(6uy; duy, v,)
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De forma similar, tenemos que
<F<7(u.T_L?7 pg)v (V97 qg)>’H’XH
= AW, v;) +C(uy;u%,vy) + B(py,vy) — Blgy,uy) — S(py,q7) — F(vs)
Luego, restando los dos términos anteriores, se tiene que
(Fr(u% +tougs, py +1t0ps), (Vo 47 )) sy — F72 (W5, 0%), (Vo 07))arsn
=t(A(duy,,v,) +C(uly;0uy,,vy) +Couy;usy, vy) + Bdps,vy) — Blgs, duy)
- 3(529% CM))
Diviendo la expresion anterior por t y haciendo t — 0, podemos concluir que
(Fr(u%,p%)(0us,005), (Vo 47)) 1 xn
= A(0ugs,vy)+C(ufy;duy, vy) +C(oug;uy, vy) + B(dps,vy) — Blgs, duy)
- S(dpﬂv qﬂ)

Finalmente, podemos establecer el siguiente método de Newton:

Dado (u%,p%), calcular (du,,dp,), con n = 0,1,2, ... solucién de:
7Pz 70D

A(dugs,vy) +C(u%;0uy,vy) +C(duy;uy,vy) + B(ops,vy) — Blgs, duy)
- 5(511% C]y)
=F(vy) — A(uy,vy) — C(UWy;u%,vy) — B(p%, vy) + Blar, us) + S(p7,47)

La siguiente iteracion es

(u%, i) = (buy, 0ps) + (U, p'%).

El criterio de parada es:

1wz, p5) — (u, )l < tol.
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7.3.

Cédigo del método estabilizado para Navier Stokes. En este caso
ademas de producirse los esperados cambios en la secciéon de ensamble de la ma-
triz y el lado derecho, es necesario incorporar el codigo del método de iteracion de
punto fijo para resolver el problema.

1 void get_RHS_flow(int nt, int nv, const VectorXi& subdomain,const MatrixXi& elements,const
MatrixXd& vertices,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,

std::vector<double>& RHS) {
VectorXi Dnodes (nv);
for (int i=0; i<nv; i++) {
Dnodes (i) =i;
}
for (int i=0; i<nbf; i++) {
if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==1) {
for (int j=0; j<2; j++) {
Dnodes (boundary (i, j))=-boundary_subdomain(i);
}
}

for (int k = 0; k < nt; k++) {
double area = get_area(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(elements (k,
vertices .row(elements (k, 2)));

Matrix<double, 3, 2> normal = get_normal(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(

elements (k, 1)), vertices.row(elements (k, 2)));
Vector3d fmoml = Vector3d::Zero();
Vector3d fmom2 = Vector3d::Zero();
for (int j = 0; j < NTRIQP; j++) {
Vector2d X = triquad[j][0] * vertices.row(elements (k,0))
+ triquad [j]1[1] * vertices.row(elements (k,1))
+ triquad [j]1[2] * vertices.row(elements (k,2));
double w_f1 = triweight[j] * get_f1(X,subdomain(k));
double w_f2 = triweight[j] * get_f2(X,subdomain(k));
for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {
fmoml (local_node) += w_f1 * triquad[jl[local_node];
fmom2 (local_node) += w_f2 * triquad[jl[local_node];
¥

for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {
RHS[elements (k,local_node)] += area * fmoml(local_node);
RHS[elements (k,local_node) + nv] += area * fmom2(local_node);

}

for (int i = 0; i < nbf; i++) {
if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i)) == 0) {

double length_F = get_hf(vertices.row(boundary(i,0)), vertices.row(boundary(i,1))

)
Vector2d dul_n_mom = Vector2d::Zero();
Vector2d du2_n_mom = Vector2d::Zero();
for (int j = 0; j < NLINQP; j++){

Vector2d X = linquad[j][0] * vertices.row(boundary (i, 0)) + linquad[j][1] *

vertices .row(boundary (i, 1));
double w_dul_n = linweight[j] * get_uN1(X, boundary_subdomain(i));
double w_du2_n = linweight[j] * get_uN2(X, boundary_subdomain(i));
for (int local_node = 0; local_node < 2; local_node++) {
dul_n_mom(local_node) += w_dul_n * linquad[jl[local_nodel;
du2_n_mom(local_node) += w_du2_n * linquad[jl[local_nodel;

}

for (int local_node = 0; local_node < 2; local_node++) {
RHS [boundary (i, local_node)] += length_F * dul_n_mom(local_node);
RHS [boundary (i, local_node) + nv] += length_F * du2_n_mom(local_node);

}
}
for (int i = 0; i < nv; i++) {
if (Dnodes (i) < 0) {
RHS[i] = get_uDl(vertices.row(i), -Dnodes(i));
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35

36
37

38

39

41

RHS[i + nv] = get_uD2(vertices.row(i), -Dnodes(i));

LisTING 12. Ensamble de lado derecho para las ecuacioens de
Navier Stokes utilizando método de iteracién de punto fijo

void get_stiffnessmatrix_Stokes(int nv, int nt, int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,
const MatrixXi& boundary, const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices, const
MatrixXi& edgeelement, std::vector<double>& RHS,SparseMatrix<double>& K) {
int edges1[3]={1,2,0};
int edges2[3]={2,0,1};
VectorXi Dnodes (nv);

(int i=0; i<nv; i++) {

for

}

for

for

Dnodes (i)=1i;

(int i=0; i<nbf; i++) {
if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==1) {

for (int

}
}

(int k = 0;
double area

j=0; j<2; j++) {

Dnodes (boundary (i, j))=-boundary_subdomain(i);

k < nt; k++) {
= get_area(vertices.row(elements (k, 0)), vertices.row(elements(k, 1)),

vertices.row(elements (k, 2)));

Matrix<double, 3, 2> normal = get_normal(vertices.row(elements(k,0)), vertices.row(
elements (k,1)), vertices.row(elements (k,2)));
for (int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {

double sum_al = (1.0 / 2.0) * normal(local_node_a, 0);

double sum_a2 = (1.0 / 2.0) * normal(local_node_a, 1);

if (Dnodes(elements(k, local_node_a)) >= 0) {
K.coeffRef (elements (k, local_node_a), 2 * nv + k) += sum_al;
K.coeffRef (elements (k, local_node_a) + nv, 2 * nv + k) += sum_a2;

K.coeffRef (2 * nv + k,elements (k, local_node_a)) += sum_al;
K.coeffRef (2 * nv + k,elements (k, local_node_a) + nv) += sum_a2;

}
else {
RHS [2

* nv + k] -= sum_al * get_uD1l(vertices.row(elements(k, local_node_a)), -

Dnodes (elements (k, local_node_a)));

RHS [2

* nv + k] -= sum_a2 * get_uD2(vertices.row(elements(k, local_node_a)),

Dnodes (elements (k, local_node_a)));

}

if (Dnodes (elements(k,local_node_a)) >= 0) {

for

}
} else {

(int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {

double val = get_epsilon() * area * (normal.row(local_node_a).dot(normal.
row(local_node_b)) / (4.0 * pow(area, 2)));

val += get_kappa_u() * area * (1.0 / 6.0) * ((local_node_a ==
local_node_b) * 1 + (local_node_a != local_node_b) * 0.5);

if (Dnodes (elements (k,local_node_b)) >= 0) {
K.coeffRef (elements (k,local_node_a), elements(k,local_node_b)) += val

K.coeffRef (elements (k,local_node_a) + nv, elements(k,local_node_b) +
nv) += val;

}
else {
RHS[elements (k, local_node_a)] -= get_uDil(vertices.row(elements (k,
local_node_b)), -Dnodes(elements (k,local_node_b))) * val;
RHS[elements (k, local_node_a) + nv] -= get_uD2(vertices.row(elements (
k, local_node_b)), -Dnodes(elements(k,local_node_b))) * val;
}
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92

93
94

95

101
102
103

}

K.coeffRef (elements (k, local_node_a), elements(k, local_node_a)) = 1;
K.coeffRef (elements (k, local_node_a) + nv,elements (k,local_node_a) + nv) = 1;
}
}
for (int F = 0; F < 3; F++) {
int k_prime = edgeelement(k, F);
if (k_prime >= 0) {
double hf = get_hf (vertices.row(elements (k, edges1[F])), vertices.row(
elements (k, edges2[F])));
double tau_f = hf / 12.0;
K.coeffRef (2 * nv + k, 2 * nv + k) += -hf x tau_f;
K.coeffRef (2 * nv + k, 2 % nv + k_prime) += + hf * tau_f;
}
}
K.coeffRef (2 * nv + k, 2 * nv + nt) = area;
K.coeffRef (2 * nv + nt, 2 * nv + k) = area;

void get_stiffnessmatrix_Oseen_from_Stokes(int nv,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,
const MatrixXi& boundary,int nt,const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices, const
vector<double>& field, std::vector<double>& RHS, SparseMatrix <double>& K_Stokes) {
VectorXi Dnodes (nv);

for

}

for

for

(int i=0; i<nv; i++) {
Dnodes (i)=1i;

(int i=0; i<nbf; i++) {
if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==1) {
for (int j=0; j<2; j++) {
Dnodes (boundary (i, j))=-boundary_subdomain(i);

¥

}

(int k = 0; k < nt; k++) {

double area = get_area(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(elements(k, 1)),
vertices.row(elements (k, 2)));

Matrix<double, 3, 2> normal = get_normal(vertices.row(elements(k,0)), vertices.row(

elements (k,1)), vertices.row(elements (k,2)));
Matrix<double, 3, 2> grad_lambda;
grad_lambda = (-1.0 / (2.0 * area)) * normal;
Matrix<double, 2, 3> field_K;
for (int node = 0; node < 3; node++) {
field_K.col(node) << field[elements(k, node)], field[elements (k, node) + nv];

¥
for (int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {
if (Dnodes (elements(k,local_node_a)) >= 0) {
for (int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {
double val = 0;
val += get_convective_term_phi_phi_K(area, local_node_a, local_node_b,
field_K, grad_lambda);
if (Dnodes (elements (k,local_node_b)) >= 0) {
K_Stokes .coeffRef (elements (k,local_node_a), elements (k,local_node_b))
+= val;
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a) + nv, elements (k,
local_node_b) + nv) += val;
} else {
RHS[elements (k, local_node_a)] -= get_uD1l(vertices.row(elements (k,
local_node_b)), -Dnodes(elements(k,local_node_b))) * val;
RHS[elements (k, local_node_a) + nv] -= get_uD2(vertices.row(elements (
k, local_node_b)), -Dnodes(elements(k,local_node_b))) * val;
}
}
} else {
K_Stokes .coeffRef (elements (k, local_node_a), elements(k, local_node_a)) = 1;
K_Stokes .coeffRef (elements (k, local_node_a) + nv,elements (k,local_node_a) +
nv) = 1;
}
¥
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LisTiING 13. Ensamble de matriz para las ecuaciones de Navier
Stokes utilizando método de iteracién de punto fijo

void Fixed_point_iteration(int nv, int nt,int nbf, const VectorXi& subdomain,const VectorXi&

boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,const MatrixXi& elements,const MatrixXdé&
vertices, SparseMatrix<double> K_Stokes, vector<double>& previous_flow, vector<double>
RHS_flow, double& norm) {
get_stiffnessmatrix_Oseen_from_Stokes(nv, nbf, boundary_subdomain, boundary, nt, elements
, vertices, previous_flow, RHS_flow, K_Stokes);
MUMPS (K_Stokes, RHS_flow);
norm = get_step_norm(previous_flow, RHS_flow);
double omega = 1;
for (size_t i = 0; i < RHS_flow.size(); i++) {
previous_flow[i] = omega * RHS_flow([i] + (1.0 - omega) * previous_flow[i];

}

void Fixed_point_resolution(int nt, int nv,int nbf, const VectorXi& subdomain,const VectorXi&

boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,const MatrixXi& elements,const MatrixXd&
vertices, const MatrixXi& edgeelement, double tol, int& fixed_point_iterations, vector<
double>& sol_flow) {
vector<double> RHS_flow(get_ss_stokes(nv, nt));
get_RHS_flow(nt, nv, subdomain, elements, vertices, nbf, boundary_subdomain, boundary,

RHS_flow);
SparseMatrix<double> K_Stokes (get_ss_stokes(nv, nt), get_ss_stokes(nv, nt));
VectorXi nnzpc_flow(get_ss_stokes(nv, nt));
get_nnzpc_flow(nv, nt, elements, nbf, boundary_subdomain, boundary, nnzpc_flow);
K_Stokes.reserve (nnzpc_flow);
get_stiffnessmatrix_Stokes(nv, nt, nbf, boundary_subdomain, boundary, elements, vertices,
edgeelement , RHS_flow, K_Stokes);

vector<double> initial_flow = get_initial_flow(nv, nt, nbf, boundary_subdomain, boundary,
elements, vertices, K_Stokes, RHS_flow);

double step_norm = tol;

fixed_point_iterations = 0;

while (step_norm >= tol && fixed_point_iterations <= get_max_iterations()) {
Fixed_point_iteration(nv, nt, nbf, subdomain, boundary_subdomain, boundary, elements,

vertices, K_Stokes, initial_flow, RHS_flow, step_norm);

++fixed_point_iterations;

}

sol_flow = initial_flow;

LisTiNG 14. Codigo de iteracién de punto fijo para las ecuaciones
de Navier Stokes

Adicionalmente, el cédigo relativo al Método de Newton es el siguiente:

void get_RHS_Newton(int nt, int nv, const VectorXi& subdomain,const MatrixXi& elements,const

MatrixXd& vertices,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,
const MatrixXi& edgeelement, std::vector<double>& RHS, const std::vector<double>&
previous_flow) {
VectorXi Dnodes (nv);
for (int i=0; i<nv; i++) {

Dnodes (i) =i;
}
for (int i=0; i<nbf; i++) {

if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==1) {

for (int j=0; j<2; j++) {
Dnodes (boundary (i, j))=-boundary_subdomain(i);
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10 ¥

11 }

12 }

13 for (int k = 0; k < nt; k++) {

14 double area = get_area(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(elements(k, 1)),

vertices.row(elements (k, 2)));
15 Matrix<double, 3, 2> normal = get_normal(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(
elements (k, 1)), vertices.row(elements (k, 2)));

16

17 Matrix<double, 3, 2> base_functions_gradient = normal * (-1.0 / (2.0 * area));

18

19 Matrix<double, 2, 3> velocidad_K;

20 velocidad_K << previous_flow[elements (k, 0)], previous_flow[elements(k, 1)],

previous_flow[elements (k, 2)],
21 previous_flow[elements (k, 0) + nv], previous_flow[elements(k, 1) + nv
], previous_flow[elements(k, 2) + nvl];

22 Matrix2d grad_velocidad_K = velocidad_K * base_functions_gradient;

23

24

25 Vector3d fmoml = Vector3d::Zero();

26 Vector3d fmom2 = Vector3d::Zero();

27 for (int j = 0; j < NTRIQP; j++) {

28 Vector2d X = triquad[j]l[0] * vertices.row(elements (k,0))

29 + triquad[j][1] * vertices.row(elements (k,1))

30 + triquad[j][2] * vertices.row(elements (k,2));

31

32 Vector3d lambda_i_X(triquad[j]l[0], triquad[j1[1], triquad[jl[2]);

33 double w_f1 = triweight[j] * get_f1(X,subdomain(k));

34 double w_f2 = triweight[j] * get_f2(X,subdomain(k));

35 Vector2d convectivo = triweight[j]l * (grad_velocidad_K * velocidad_K * lambda_i_X

N

36 for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {

37 fmoml (local_node) += (w_f1l - convectivo(0)) * triquad[j][local_node] -
triweight[j] * (get_epsilon() * grad_velocidad_K.row(0).dot(
base_functions_gradient.row(local_node)) - previous_flow[2 * nv + k] *
base_functions_gradient(local_node, 0));

38 fmom2 (local_node) += (w_f2 - convectivo(1)) * triquad[j][local_node] -
triweight[j] * (get_epsilon() * grad_velocidad_K.row(1).dot(
base_functions_gradient.row(local_node)) - previous_flow[2 * nv + k] *
base_functions_gradient(local_node, 1));

39 }

40 }

41 for (int local_node = 0; local_node < 3; local_node++) {

42 RHS[elements (k,local_node)] += area * fmoml(local_node);

43 RHS[elements (k,local_node) + nv] += area * fmom2(local_node);

44 }

45 for (size_t edges = 0; edges < 3; edges++) {

46 if (edgeelement(k, edges) >= 0) {

47 double k_prime = edgeelement(k, edges);

48 Vector2d X0 = vertices.row(elements(k, (edges + 1) % 3 ));

49 Vector2d X1 = vertices.row(elements(k, (edges + 2) % 3 ));

50 double hf = get_hf (X0, X1);

51 RHS[2 * nv + k] += hf % (hf / 12.0) * (previous_flow[2 * nv + k] -
previous_flow[2 * nv + k_primel);

52 ¥

53 }

54 RHS[2 * nv + k] += area * (grad_velocidad_K(0, 0) + grad_velocidad_K(1, 1));

55 ¥

56 for (int i = 0; i < nv; i++) {

57 if (Dnodes (i) < 0) {

58 RHS[i] = 0;

59 RHS[i + nv] = 0;

60 ¥

61 ¥

62 )

LisTinGg 15. Cédigo del método de Newton para las ecuaciones
Navier Stokes utilizando método de Newton
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27
28

29

30

31

32

33

void get_stiffnessmatrix_Newton_from_Stokes(int nv,int nbf,const VectorXi& boundary_subdomain

,const MatrixXi& boundary,int nt,const MatrixXi& elements,const MatrixXd& vertices, const
vector<double>& field, SparseMatrix<double>& K_Stokes) {

VectorXi Dnodes (nv);
for (int i=0; i<nv; i++) {

Dnodes (i)=1i;
}
for (int i=0; i<nbf; i++) {

if (get_Dirichlet(boundary_subdomain(i))==1) {

for (int j=0; j<2; j++) {
Dnodes (boundary (i, j))=-boundary_subdomain(i);

}
}
¥
for (int k = 0; k < nt; k++) {
double area = get_area(vertices.row(elements(k, 0)), vertices.row(elements(k, 1)),
vertices.row(elements (k, 2)));
Matrix<double, 3, 2> normal = get_normal(vertices.row(elements(k,0)), vertices.row(
elements (k,1)), vertices.row(elements (k,2)));
Matrix<double, 3, 2> grad_lambda;
grad_lambda = (-1.0 / (2.0 * area)) * normal;
Matrix<double, 2, 3> field_K;
for (int node = 0; node < 3; node++) {
field_K.col(node) << field[elements(k, node)], field[elements(k, node) + nv];
¥
for (int local_node_a = 0; local_node_a < 3; local_node_a++) {
if (Dnodes(elements(k,local_node_a)) >= 0) {
for (int local_node_b = 0; local_node_b < 3; local_node_b++) {
double val = get_convective_term_field_phi_phi_K(area, local_node_a,
local_node_b, field_K, grad_lambda);
Matrix2d C_ij = get_convective_term_phi_field_phi_K(k, nv, elements, area
, local_node_a, local_node_b, field_K, grad_lambda);
if (Dnodes (elements (k,local_node_b)) >= 0) {
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a), elements (k,local_node_b))
+= val;
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a) + nv, elements (k,
local_node_b) + nv) += val;
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a), elements (k,local_node_b))
+= C_ij(0, 0);
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a), elements(k,local_node_b)
+ nv) += C_ij(0, 1);
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a) + nv, elements (k,
local_node_b)) += C_ij(1, 0);
K_Stokes.coeffRef (elements (k,local_node_a) + nv, elements (k,
local_node_b) + nv) += C_ij(1, 1);
}
}
} else {
K_Stokes .coeffRef (elements (k, local_node_a), elements(k, local_node_a)) = 1;
K_Stokes .coeffRef (elements (k, local_node_a) + nv,elements (k,local_node_a) +
nv) = 1;
¥
¥
¥

LisTiNG 16. Cbdigo de ensamble de matriz del método de Newton
para las ecuaciones Navier Stokes

void Newton_iteration(int nv, int nt,int nbf, const VectorXi& subdomain,const VectorXi&

boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,const MatrixXi& elements,const MatrixXdé&
vertices, const MatrixXi& edgeelement, SparseMatrix<double> K_Stokes, vector<double>&
previous_flow, double& norm) {

vector<double> RHS_Newton(get_ss_stokes(nv, nt), 0);
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}

get_RHS_Newton(nt, nv, subdomain, elements, vertices, nbf, boundary_subdomain, boundary,
edgeelement , RHS_Newton, previous_flow);

VectorXi nnzpc_Newton(get_ss_stokes(nv, nt));

get_nnzpc_Newton(nv, nt, elements, nbf, boundary_subdomain, boundary, nnzpc_Newton);

K_Stokes .reserve (nnzpc_Newton) ;

get_stiffnessmatrix_Newton_from_Stokes(nv, nbf, boundary_subdomain, boundary, nt,
elements, vertices, previous_flow, K_Stokes);

MUMPS (K_Stokes, RHS_Newton);
for (size_t i = 0; i < RHS_Newton.size() - 1; i++) {
previous_flow[i] += RHS_Newton[il];
}
previous_flow[RHS_Newton.size() - 1] = RHS_Newton[RHS_Newton.size() - 1];
norm = get_punctual_norm(RHS_Newton);

vector<double> Newton_resolution(int nt, int nv,int nbf, const VectorXi& subdomain,const

VectorXi& boundary_subdomain,const MatrixXi& boundary,const MatrixXi& elements,const

MatrixXd& vertices, const MatrixXi& edgeelement, double tol, int& newton_iterations) {

VectorXi nnzpc_flow(get_ss_stokes(nv, nt));

get_nnzpc_flow(nv, nt, elements, nbf, boundary_subdomain, boundary, nnzpc_flow);

SparseMatrix<double> K_Stokes (get_ss_stokes(nv, nt), get_ss_stokes(nv, nt));

K_Stokes .reserve (nnzpc_flow);

vector<double> initial_flow = get_initial_flow(nv, nt, nbf, subdomain, boundary_subdomain
, boundary, elements, vertices, edgeelement, K_Stokes);

double step_norm = tol;

newton_iterations = 0;

VectorXi nnzpc_Newton(get_ss_stokes(nv, nt));

get_nnzpc_Newton(nv, nt, elements, nbf, boundary_subdomain, boundary, nnzpc_Newton);

K_Stokes .reserve (nnzpc_Newton) ;

while (step_norm >= tol && newton_iterations <= get_max_iterations()) {
Newton_iteration(nv, nt, nbf, subdomain, boundary_subdomain, boundary, elements,

vertices, edgeelement, K_Stokes, initial_flow, step_norm);

++newton_iterations;

}

return initial_flow;

LisTinG 17. Cdédigo de resolucion del método de Newton para las
ecuaciones de Navier Stokes
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7.4. Ejemplos numéricos. En esta seccién, nos ocuparemos de testear nuestro
c6digo de elementos finitos, con un ejemplo en donde construiremos una soluciéon
andlitica y otros ejemplo sin soluciéon analitica. Recordamos que la solucién a cual-
quiera de nuestros problemas, nos entregara el campo de velocidades y de presion
asociado al fluido presente en una region ).

Ejemplo 1: Consideraremos que el dominio de nuestro problema es el cuadrado
unitario € = (0,1) x (0,1) y se tiene la siguiente solucién analitca

u(z,y) = curl (zy(1 — )(1 —y))*,
1
2.2

= 1—2)(1—y)— —.
p(zy) =27y (1-a)(1-y) - 7~

en donde, para el calculo del lado derecho usamos que € = 1.
En las Figuras 30, 31 mostramos la soluciéon de elementos finitos estabilizada, en
donde se presenta la magnitud del campo vectorial de la velocidad, es decir, |u |,

como también mostramos las presiones del fluido p..

Pa lu|

6.9e-03 0 0.005 001 1:5e-02 0.0e+00 0.001 0002 0003 0.004 0.005 6.0e-03

‘ ‘ _‘

FicurA 30. Ejemplo 1: Solucion del método de elementos finitos es-
tabilizados para Navier Stokes con iteraciéon de punto fijo, con p, (iz-
quierda) y u, (derecha)

Anéalogamente, para el método de Newton el ejemplo anterior muestra:
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Pa luz|

.0e+00 0.0015 0.0‘03 0.0045 6.0e-03

Ficura 31. Ejemplo 1: Solucién del método de elementos finitos esta-
bilizados para Navier Stokes con método de Newton, con p (izquier-
da) y u, (derecha)

En la Figura 32 se muestra la tasa éptima de convergencia del método de elementos
finitos estabilizado para Navier Stokes con iteracién de punto fijo, mientras que en
la Figura 33 se muestra la tasa de convergencia del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes con método de Newton.

+Hv(u - 'ﬁy)”Lz(
- p—p
"'Nv_l/y L2(Q)

o~/
=

-5 L L
10
10* 103 10°

Ficura 32. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes con iteracién de punto fijo (uz,ps),
donde la convergencia lineal corresponde a h = W
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+HV<u - l‘llg)nm
<lp—p
...NV—1/27 L2(Q)

o/
=

10—5 L L
10t 10° 10°

Ficura 33. Ejemplo 1: Convergencia del método de elementos fini-
tos estabilizado para Navier Stokes con método de Newton (uz,p,),

donde la convergencia lineal corresponde a h = —.
Nvi/

Ejemplo 2: Consideraremos el mismo dominio de las secciones anteriores, pero
con las condiciones de borde descritas en la Figura 28. Notemos, que como el pro-
blema se trata de una dinamica de fluidos, es que en el lado izquierdo de la ciudad
consideramos una entrada del tipo parabdlica y una salida de dicho fluido con las
mismas caracteristicas. En el resto de la frontera consideramos una condiciéon de bor-
de nula. En la Figura 34, se muestran las soluciones del método de elementos finitos
estabilizado para Navier Stokes .

Analogamene, se considera el ejemplo anterior para el esquema de Navier Stokes
con método de Newton
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0.0e+00 0.2 0.4 0.6 0.8 1 1.2 1.3e+00

FicurA 34. Ejemplo 2: solucién de elementos finitos estabilizada con
iteracién de punto fijo para la magnitud del campo de velocidad |u 5|,
con € = 1 (superior) y € = 0,001 (inferior).
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|U9,G|
0.0e+00 02 03 04 05 06 07 08 09 1 1.1 12 1.3 1.41.5e+00

|U9,G|

0.0e+00 02 03 04 05 06 07 08 092 1 1.1 1.2 13 1.4 1.5e+00

Ficura 35. Ejemplo 2: elementos finitos estabilizado para Navier Sto-
kes con método de Newton para la magnitud del campo de velocidad
|us|, con e =1 (superior) y € = 0,01 (inferior).
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8. CONCLUSIONES

En este trabajo se presentaron una serie de esquemas de elementos finitos los cuales
se usaron para aproximar la solucién a problemas asociados con contaminacién y
dindmica de fluidos, para lo cual consideramos tanto problemas lineales, como las
ecuaciones de Stokes, y problemas no lineales, como las ecuaciones de Navier—Stokes.
Todo lo anterior, en dominios con distintas geometrias.

Dentro de los esquemas considerados, los cuales fueron el esquema clasico de Ga-
lerkin en conjunto con un esquema estabilizado, se realiz6 un estudio de convergencia
de los métodos de forma general. Entonces, en base a todo el trabajo anterior, es que
podemos concluir que:

= El Método de Elementos Finitos es un s6lido método numérico para aproximar
las soluciones a ecuaciones diferenciales.

= Dentro de la gran gama de métodos, los esquemas de elementos finitos estabili-
zados, entregan una mayor robustez en presencia de problemas que contengan
capas limites.

= A partir de la estructura del Método de Elementos Finitos presentada se cons-
truyé un codigo estructurado y modular cuya ventaja es la versatilidad, per-
mitiendo que a partir de un cédigo base, las modificaciones necesarias para
adaptar la resolucién a un nuevo problema sean minimas, incluso en el caso
de problemas mas complejos como los nolineales.

» El cédigo construido resuelve de forma satisfactoria los problemas asociados
a las Ecuaciones de Navier—Stokes utilizando el Método de Elementos finitos,
con convergencia lineal.

En la actualidad, el codigo es utilizado por académicos e investigadores del De-
partamento de Matematica en el area de Métodos Numéricos con éxito. Las ventajas
que presenta la modularizacion de este cédigo permiten independizar la etapa de re-
soluciéon del sistema lineal, lo que conlleva a eventuales mejoras en el rendimiento y
robustez de la solucion entregada, ya que es posible emplear otros solvers que pueden
ofrecer mejor rendimiento que el utilizado en este caso.

Se observd que al construir la implementacién uno de los obstaculos mas impor-
tantes a vencer fue el manejo de los datos anexos al problema, como por ejemplo el
manejo de las mallas de datos, puesto que el proceso de refinado ofrecié desafios al
momento de asignar nuevos identificadores de los elementos triangulares.

También se concluye que, indudablemente, el ntcleo de la solucién consiste en el
correcto ensamble de la matriz de rigidez, proceso que puede ser llevado a cabo sin
dificultades mayores conociendo las expresiones matriciales de las formas bilineales
correspondientes al problema.

Como trabajos futuros se proponen:
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= Realizar la adaptacion del cédigo de Elementos Finitos existente para resolver
problemas en 3 dimensiones.

» Evaluar el desempeno del cédigo (manejo de memoria y uso de CPU) con el
objeto de buscar optimizaciones que mejoren su rendimiento general.

= Evaluar el desempeno del codigo realizando pruebas que incluyan distintos
solver que pueden traer mejoras al rendimiento en algunos problemas.

= Optimizar los procesos para construir adaptaciéon que sea compatible con me-
canismos de paralelismo.

= Ofrecer alternativas de salida de datos que sean compatibles con otros software
de visualizacion.
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