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Capitulo 1

Introduccion

La termodinamica es una de las principales areas de la fisica, la cual se
encarga de estudiar, de forma macroscopica, las variables de un sistema y
como estas describen los diferentes estados de equilibrio termodindmico. En
este contexto, las leyes de la termodindmica son la base para explicar las
propiedades de un sistema de forma global, lo que genera la termodinamica
clasica. De esta se deriva la mecanica estadistica, que si bien también explica las
propiedades termodinédmicas de un sistema, esta lo hace mediante un analisis
microscopico, aplicando la estadistica al conjunto de moléculas que forman una
sustancia.

En 1824, Sadi Carnot publico uno de los més importantes trabajos en
termodinamical[l], donde hablo de la eficiencia térmica y lo que més adelante fue
conocido como el ciclo de Carnot gracias a Rudolf Clausius|2|, quien ademaés,
en conjunto con Lord Kelvin, establecieron la primera y segunda ley de la
termodinédmica.

Dado el trabajo de Carnot, una de las aplicaciones més importantes de
la termodindmica es la creaciéon de las méaquinas térmicas, las cuales son
usadas constantemente en la industria y nuestro dia a dia. En este trabajo
desarrollaremos este concepto estudiando el ciclo de Carnot y el de Otto, donde
para este ultimo aplicaremos la endorreversibilidad para calcular la eficiencia

para un electrén en un punto cuéntico.



1.1. Conceptos termodinamicos

1.1.1. Trabajo y calor

Desde la mecanica clasica, sabemos que el trabajo corresponde a la energia
transferida por una fuerza externa hacia un sistema. Esta cantidad es un
escalar, por ende, estd dada por el producto punto entre la fuerza ejercida y el

desplazamiento de la forma
AW = F . d7. (1.1)

En termodinamica, el trabajo estda asociado al cambio de las variables
macroscopicas del sistema, en particular, nos conviene expresarlo en términos
de la presion y el volumen. Consideremos un gas encerrado en un recipiente que
posee un piston movil (sin rozamiento), sobre el cual se ejerce una cierta presion
externa. La fuerza aplicada la podemos escribir en términos de la presion y el
area del piston:

F =P A (1.2)

Por otro lado, podemos expresar el volumen en términos del desplazamiento:
dV = Adx (1.3)

Para una fuerza paralela al desplazamiento, tenemos que el diferencial de

trabajo es

dW = —P,dV (1.4)
De acéa elegimos el siguiente convenio para esta definicion:

= El trabajo es positivo cuando lo realiza el entorno sobre el sistema, es

decir, estamos ante una compresion: AV < 0= W >0

= El trabajo es negativo cuando lo realiza el sistema sobre el entorno, es

decir, estamos ante una expansion: AV > 0= W <0

Ahora bien, cuando la presiéon externa no es constante, entonces el cambio

infinitesimal en el trabajo tipicamente es

SW = —P.,dV (1.5)
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Donde el diferencial inexacto § nos indica que el trabajo no es conservativo,
por ende depende de la trayectoria elegida. Para el contexto de las maquinas
térmicas, es preferible hablar de dos tipos de trabajo: El trabajo realizado sobre

el sistema serd W;,, mientras que el realizado sobre el entorno sera W [3-6].

Por otro lado, el calor corresponde a la cantidad de energia que cuantifica
el flujo de energia entre el sistema y el entorno (de forma no mecanica como el

trabajo) y que cambiara la temperatura de estos. Se puede expresar como
0Q = CdT (1.6)

Donde la capacidad caldrica es C' y la temperatura 7. Ademas, nuevamente
podemos ver que el diferencial de () es inexacto y denotaremos como ();, al
calor (positivo) que entra al sistema y Qout al (negativo) que sale de este[3-6].

Esto se puede apreciar en la siguiente imagen:

Entorno

Figura 1.1.1: Representacion del calor y trabajo entrantes y salientes del
sistema

1.1.2. Ecuacién de estado de un gas ideal

Si suponemos que las particulas de un gas no interactiian entre si (solo

poseen energia cinética), se obtiene la ecuacion de estado
PV = NkgT (1.7)

donde P es la presion, V' el volumen, N la cantidad de moles, kg es la constante
de Boltzmann y 7' la temperatura. Para distintos procesos termodinamicos, la

ecuacion de estado permite las siguientes conclusiones|3-6]:



Proceso isocorico (volumen constante): — = cte

el

Proceso isotérmico (temperatura constante): PV = cte

Proceso isobarico (presion constante): — = cte

NI <

Proceso adiabético (no hay intercambio de calor):

1—v

PV = cte, TVt = cte, TP~ =cte

5 3
Donde v = ¢p/cy. Ademas, para el gas ideal cp = §Nk3 y cy = §NkB. Otro
punto importante es que la energia interna U del sistema solo depende de la

temperatura, es decir:

3
U=U(T)=5NksT = eyT (1.8)

1.2. Leyes de la termodinamica

1.2.1. Ley cero

Para partir, consideremos un sistema el cual queremos describir usando dos
coordenadas independientes X, Y. El estado de equilibrio estara definido como
aquel en donde X e Y tienen valores definidos y permanecen constantes mientras
no se modifiquen las condiciones externas. Ahora tengamos dos sistemas, cada
uno definidos con sus coordenadas, mientras que se encuentran separados por
una pared que permita alcanzar un estado de equilibrio entre ellos. Si la pared
es adiabdtica, el estado Y, X del sistema A puede coexistir en equilibrio con el
estado Y’, X’ del sistema B para cualquier valor posible de cada coordenada,
siempre que la pared resista los esfuerzos provocados por la diferencia entre
ambos conjuntos de coordenadas. Si la pared fuera diatérmica, los valores de
ambos conjuntos cambiaran espontaneamente hasta que se alcance un estado
de equilibrio de todo el conjunto. En este tultimo caso, tenemos que ambos
sistemas se encontraran en equilibrio térmico entre si. Por lo tanto, el equilibrio

térmico es el estado alcanzado por dos (o mas) sistemas, caracterizado por



valores particulares de las coordenadas de los sistemas después de haber estado
en comunicacion entre si a través de una pared diatérmical4, 5, 7.

Ahora supongamos que tenemos un tercer sistema C', que se encuentra separado
por una pared diatérmica con A y B, mientras que ellos estan separados por
una pared adiabatica, estando todo el conjunto separado del entorno por una
pared adiabatica (Figura 1.2.1). Eventualmente A y B llegaran a un equilibrio
térmico con C'y si separamos la pared adiabatica entre ellos por una diatérmica,
podremos ver que no pasara nada, ya que por transitividad estos también estaran

en equilibrio térmico.

C C

(a) (b)

Figura 1.2.1: (a) A y B estan separados con C por una pared diatérmica, pero
separados entre si por una pared adiabatica. (b) Luego del equilibrio térmico
con C, A y B ahora estéan separados por una pared diatérmica entre si.

Con esto enunciamos la conocida como ley cero de la termodindmica, segin
R. H. Fowler: Dos sistemas en equilibrio térmico con un tercero estdn en

equilibrio térmico entre si[4, 5, 7].

1.2.2. Primera ley

Recordemos nuevamente que de la mecanica cuando un objeto es desplazado
de un punto a otro en un campo gravitatorio, en ausencia de rozamiento el
trabajo realizado solo depende de las posiciones inicial y final, mas no de la
trayectoria recorrida. En base a esto se dedujo que existe una funcion de las
coordenadas espaciales del cuerpo cuyo valor final menos el inicial es igual al
trabajo realizado. Esta funciéon se denominé energia potencial gravitatoria. De

forma analoga aparece la energia potencial eléctrica cuando un objeto con carga
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se mueve dentro de un campo eléctrico. En termodinamica, si un sistema pasa
de un estado inicial a uno final, usando solo transformaciones adiabéaticas, la
funcion de las coordenadas que depende solo de los puntos extremos y no de la
trayectoria va a ser igual al trabajo adiabatico[3-5|. Esta funcion se denomina

energia interna y tiene la siguiente forma:
Wi_,s (adiabatico) = Uy — U; = AU (1.9)

Cuando el cambio de estado del sistema no se hace de forma adiabatica, el
trabajo no es igual a la variacion de la energia interna. Esto ocurre porque hay
un intercambio de calor entre el sistema y el entorno (que se encuentran a una
temperatura distinta), por lo que ahora la conservacion de la energia tiene la
siguiente forma:

Up—U;=Q+W (1.10)

Esta ley de la conservacion de la energia es conocida como la primera ley
de la termodindmica. Si consideramos el cambio de energia interna para

transformaciones infinitesimales, la primera ley queda
dU = oW +6Q (1.11)

Notemos que en un proceso termodinamico que lleva a un sistema de un estado
de equilibrio a otro, U depende solo de los estados iniciales y finales (es variable
de estado), mientras que W y @ dependen de la trayectoria que llevan un

estado inicial a uno final[3-5].

1.2.3. Segunda ley

De la primera ley encontramos un principio de conservacion de la energia,
el cual involucra sistemas abiertos. Sin embargo, que un proceso cumpla la
primera ley no significa que necesariamente deba ocurrir. Un claro ejemplo
de esto es lo que pasa cuando dejamos una taza con un liquido caliente en
una habitacion a menor temperatura. Sabemos que el liquido eventualmente se
enfriara y por la conservacion de la energia, la energia perdida por el liquido
la gana el entorno. Ahora consideremos el proceso inverso, es decir, dejar la
taza en la habitacion y hacer que este se caliente aiin més por la transferencia

de energia del aire. A pesar de que esto igual obedece la primera ley si la



energia perdida por el aire es igual a la ganada por el liquido, sabemos que
es imposible que ocurra de forma natural. Ejemplos hay muchos mas, pero el
comun denominador en todos es que el proceso ocurre en una cierta direccion y
no al revés. La primera ley no hace referencia alguna a la direcciéon del proceso,
solo a la conservacion de la energia de este. Esta incapacidad en la primera ley
se puede arreglar con otro principio general, conocido como la sequnda ley de
la termodindmica|3-5].

La segunda ley permite fijar los limites tedricos en el funcionamiento sistemas
como las méaquinas térmicas y refrigeradoras, asi como también predecir el
grado de finalizacion de las reacciones quimicas. De la primera ley tenemos que

esta se mantiene sea para procesos reversibles como irreversibles|3-5]:

dU = 5Wrev + 5@ = 5Wirr + 5@ (].].2)

rev irr

De aca podemos notar que si hay una conservacion en la variaciéon de energia
interna, entonces el trabajo realizado en un proceso reversible no es igual al
del irreversible, lo mismo pasa para el calor transferido. Por ejemplo, para un
gas ideal, en la expansion isotérmica se tiene que el valor absoluto del trabajo
realizado es mayor en el proceso reversible comparado con el irreversible,
mientras que para la compresion el trabajo requerido es menor en el reversible.

Entonces, en general se tiene que
OW ror < OWiny (1.13)

mientras que el valor absoluto del calor residual es siempre mayor en un proceso

reversible que en uno irreversible

6Qirr < 6Qrev (114>

De esta forma se mantiene la igualdad de la ecuacion (1.12). Lo anterior significa
que para un proceso reversible se necesita menos trabajo, mientras que para uno
irreversible parte de ese trabajo “extra” es convertido en calor que es irradiado
fuera del sistema (con un signo negativo). Simultaneamente, la entropia del
sistema aumenta. El aumento de esta entropia, sin embargo, no puede ser
revertido, esto es lo que origina la notaciéon de “irreversible”.

De los procesos ciclicos reversibles se puede obtener que la diferencial inexacta



del calor transferido es posible convertirla otra diferencial que sea exacta,

agregando un factor integrante, tal que

5QI‘€V

ds = T

(1.15)

esta nueva cantidad S es conocida como la entropia del sistema, y al poder
expresarla usando una diferencial exacta estamos indicando que esta cantidad
extensiva solo depende de los estados iniciales y finales en un proceso reversible,

El cambio de entropia entre un estado inicial y uno final es:

! 5Q
Sy—8; = —= 1.16
j-si= [ =% (1.16)
y de donde podemos notar que si el cambio comienza y termina en el mismo
estado, entonces 50
—= =0 1.17
[ (1.17)

La ecuacion anterior es conocida como el teorema de Clausius. En general, para

una transformacion ciclica con una temperatura definida, se cumple que

oQ
7{? <0 (1.18)

donde la integral se extiende a lo largo de esta transformacion. El cambio de

entropia en un proceso no necesariamente reversible genera que
I
/ 7Q <8-S (1.19)

Luego, un camino reversible entre el estado inicial y final serd aquel que minimice
el cambio de entropia, mientras que para un sistema cerrado sometido a un

proceso irreversible, el cambio infinitesimal de la entropia cumple que

0Q

entorno

ds >

(1.20)

obteniendo el enunciado de la sequnda ley de la termodindmica: La entropia de
un sistema aislado térmicamente nunca decrece.

Todos los sistemas aislados tienden espontaneamente al equilibrio
termodinamico, dado por el estado que maximice su entropia. De esta forma,

tenemos que los procesos esponténeos son irreversibles, con un aumento de
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entropia, ya que no hay forma que naturalmente se gane energia transfiriendo
calor desde un sistema maés frio a uno maés caliente, definiendo asi la direccion

en que ocurren los procesos|3].
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Capitulo 2
Maquinas térmicas

Una maquina térmica es un dispositivo que opera mediante una serie de
procesos de forma ciclica, para convertir calor en trabajo mecanico. Este
conjunto de procesos se conoce como ciclo termodinamico y funciona dentro de
un intervalo de temperaturas. La sustancia a la y desde la cual se transfiere el
calor se denomina fluido o sustancia de trabajo. De lo hablado anteriormente
sabemos que estos procesos ciclicos deben tener ocurrir en una direcciéon tal
que cumplan con las leyes de la termodinamica, es por esto, que las maquinas
térmicas se definen como dispositivos que realicen una cierta cantidad de
trabajo neto positivo a través de la transferencia de calor desde un cuerpo de
mayor a uno de menor temperatura. Usualmente, el término maquina térmica
se emplea para incluir también a otros tipos de dispositivos que produzcan
trabajo, sea por transferencia de calor o por combustion, a pesar de que estos
no operen en un ciclo termodindmico. El motor de combustion interna y las
turbinas de gas son ejemplos de estos dispositivos, y llamarlos méaquinas

térmicas es un uso aceptable del término.

Una planta de energia de vapor es un caso de una maquina térmica
en este sentido, usando agua (vapor) como sustancia de trabajo, que podemos
apreciar en la Figura 2.0.1. Una cierta cantidad de calor, @)y, es transferida
desde un reservorio de mayor temperatura, que pueden ser los productos de la
combustion en un horno, un reactor u otro fluido que a su vez ha sido calentado
en un reactor. Ademés, se expulsa una cantidad de calor (); a un reservorio de
menor temperatura, que usualmente es el agua enfriada en un condensador. Sin

embargo, lo importante aca es que se produce un trabajo neto durante el ciclo.

12



caldera

turbina E::>

W,

out,neto

condensador

Figura 2.0.1: Diagrama de una méaquina térmica de vapor

En general, la notacion para @), hace referencia al calor anadido desde
el reservorio caliente al sistema, mientras que (); es el calor perdido, que se
transfiere desde el sistema al reservorio frio. Lo anterior implica que como
la variaciéon de energia interna en un ciclo es cero, entonces el trabajo neto
realizado por la maquina es igual a la diferencia entre el calor que entra y el

que sale:

Wheto = Qh - Ql (21)

La fraccion de la energia de entrada (Qp,) que se convierte en trabajo (Wyeto)

se conoce como la eficiencia o rendimiento térmicol4]:

. Wneto _ Qh - Ql — 1 _ @ (22)

Qn Qn Qn

El hecho de agregar un valor absoluto al calor liberado es que este se considera

negativo por ser el calor perdido por el sistema, entonces al trabajar solo
con cantidades positivas, la eficiencia queda bien definida. Sin embargo, en
la literatura se encuentran diferentes expresiones para este dependiendo del

convenio a usar.
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2.1. Ciclo de Carnot

Durante una parte del ciclo realizado por una sustancia de trabajo en un
motor, parte del calor es absorbido por el reservorio caliente, luego, en la otra
parte del ciclo, una cantidad es disipada por el reservorio frio. Entonces el
motor opera entre estos dos reservorios. Como hay calor disipado al reservorio
frio, la segunda ley nos dice que no hay una eficiencia de esta méaquina al 100 %,
por lo tanto es importante saber cual es la maxima eficiencia que se puede
obtener para un motor que trabaje entre ambos reservorios, y con ello, como
seria ese motor. Nicolas Léonard Sadi Carnot se hizo estas preguntas, y en
1824 las respondié en su trabajo llamado “Réflexions sur la Puissance Motrice
du Feu", disenando un motor ideal que funciona usando el conocido Cliclo de
Carnot[1].

Un ciclo de Carnot es un conjunto de procesos que pueden ser realizados en
cualquier sistema termodinamico, sea hidrostatico, quimico, eléctrico, magnético,
etc. El sistema o sustancia de trabajo se piensa primero en equilibrio térmico
con el reservorio a una temperatura alta 7j,. Un motor que opere con un ciclo
de Carnot se conoce como motor de Carnot. Como las cuatro etapas del ciclo
son reversibles, entonces el motor de Carnot es un motor reversible[4]. Una

representacion del ciclo de Carnot usando un diagrama P —V y T — S es la

sigulente:
Lixpansion
) - A [sotérmica
P , . Lxpansion ] (2“' -
A “‘\?"‘ }.—i-:]l("l’]tlit'el L oo -’J_\_. . - 3
Y “""-—q'_.;- B 1 Compresidn
Adiabatica . Bxpansidn
™. Adiabitica
/ . lixpansion
Compresién ~ a_ Adiabatica
Adiabitica D Y\‘"x‘ I AEE bbb '—l—‘i'
m ' i
Qowe T C i Pl b
voreent Compresion
Compresion H [sotérmica !
lsotérmica : H
- y
1 S S S
() (b)

Figura 2.1.1: Diagramas del ciclo de Carnot: (a) P-V (b) T-S

Considerando como sustancia de trabajo un gas ideal, podemos analizar las

etapas de este gréfico:

= Etapa A — B: Expansion isotérmica a temperatura 7). Dado que Ty =
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T =T}, entonces de la ecuacion de estado tenemos que:
PV = NkgT — PV = cte — P,V = PgVp (2.3)

Ademas la energia interna depende de la temperatura, pero como el

proceso es isotérmico, entonces

3
U= §N]{IBT}L — UAB =0 (24)

Luego, de la primera ley de la termodinédmica

Ve NkgT, 1%
Qap = —Wap = / ‘f "dV = NkgT)In (VB> (2.5)
Va A

Ademas, Q ap es el calor entrante, es decir, Qap = Qp, y como Vg > Vy,

entonces Qg > 0.

Etapa B — C: Expansion adiabética de Vg a V. En este caso tenemos
un cambio de temperatura de T}, a T;. De la ecuaciéon de estado tenemos

que

N

v T\ 2
TV =cte — T,V ' =TV — V_Z = (7};) (2.6)

Ademaés, al ser un proceso adiabatico sabemos que Qe = 0 y de la

primera ley de la termodinamica:

— WBC = UBC = CV(T} — Th) (27)

Etapa C — D: Compresion isotérmica a temperatura 7;. Dado que

Te = Tp =T, entonces de la ecuacion de estado tenemos que:
PV = NkgT — PV =cte — PcVe = PpVp (2.8)
Ademas la energia interna depende de la temperatura, entonces

3
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Luego, de la primera ley

Vo NkpT, %
Qcp = —Wep = / Z=LdV = NkpTiIn (—D)
ve V Ve

(2.10)

Ademas, Qcp es el calor liberado, es decir, Qcp = @y, y como Vg > Vp,
entonces Qcp < 0. El valor absoluto de este queda

Vi

|Qcp| = NkgTiln (V—C)

D

(2.11)

Etapa D — A: Compresion adiabatica de Vp a V4. Ahora la temperatura

va de T} a T},. De la ecuacion de estado tenemos que

3
1% T\ 2
TV = cte — TV =T,V — 2 = ( h) (2.12)

Va \T

Ademés, al ser un proceso adiabatico sabemos que Qps = 0 y de la

primera ley de la termodinamica:

Wpa=Upa=cv(Th —T))

(2.13)

Notemos que si sumamos todas las variaciones de energia interna tenemos

Utotal = Uap +Upc +Ucp +Upa

:O—FC‘/(E—T}L)—FO—FC‘/(T}L—T}):O

Entonces como Urea = 0, tenemos que, en efecto, es un ciclo termodindmico.

Ademaés, dado que

Ve E% Vb _
Ve \T/) "’ Va

Entonces
LC’ LD LD LA
— \ —

Ve Vi Ve Vg

3
T\ 2
T

(2.14)

Luego, relacionando los calores intercambiados en las etapas 1 y 3:

%4_@:0
I, 1T
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Y esta ecuacion es valida para cualquier proceso reversible. Calculando el

cociente entre el calor de entrada y el liberado:

Qi  NEKpTiln(Vo/Vp) T

= = — 2.16
Qh NKBTh IH(VB/VA) Th ( )
Con lo anterior, obtenemos la eficiencia:
T
ey T (2.17)
Qn Ty

2.1.1. Teorema de Carnot

Gracias al motor de Carnot se genera el siguiente teorema: No hay motor
que opere entre dos reservorios dados y sea més eficiente que una maquina de
Carnot operando entre esos mismos reservorios|4].

Para probar esto consideremos dos motores: Uno es el de Carnot que llamaremos
R, que es reversible, y otro motor I, que es irreversible. Ambos motores trabajan

con los mismos reservorios y estan ajustados tal que generen la misma cantidad

de trabajo |W|. Para R:
_ vl

"= 0n (218)
Mientras que para R:
W]
nr = (2.19)
Q3]
Asumamos que la eficiencia del motor I es mayor que la de R, entonces
w W
m>mn— ot s 0, 104 (2.20)
[©/3 o7y

Ahora hagamos que el motor I impulse al motor R hacia atrds como un
refrigerador de Carnot. El motor y el refrigerador funcionan juntos como una
maquina auto contenida, dado que todo el trabajo necesario para operar el
refrigerador es administrado por el motor. El calor neto extraido desde el

reservorio frio es

(1Qn] = W) = (1QK] = W) = |@nl — |Q}] (2.21)

el cual es positivo. El calor disipado al reservorio frio el mismo que antes. Por

lo tanto, el efecto de esta maquina auto contenida es que transfiere |Qn| — |Q},|
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unidades de calor desde un reservorio frio a uno caliente sin ningin trabajo
realizado por el entorno. El problema de esto es que viola la segunda ley por
el teorema de Clausius, entonces nuestra suposicion de que n; > ng es falsa y
con ello el teorema de Carnot es demostrado. Lo anterior entonces lo podemos

expresar como
nr < Nr (2.22)

Un corolario de lo anterior es que si tenemos dos motores de Carnot trabajando
sobre los mismos reservorios, entonces tienen la misma eficiencia. Esto se puede
demostrar de forma analoga a lo anteriormente realizado y se concluye entonces
que si tienen la misma eficiencia, la sustancia de trabajo a la cual le aplicamos

el ciclo de Carnot no influye en la eficiencia del ciclo[4].

2.2. Ciclo de Otto

Asi como existe el Ciclo de Carnot, también hay varios otros ciclos con
los que se puede trabajar. La principal diferencia entre el ciclo de Carnot y el
de Otto es que el primero opera a base de procesos isotérmicos y adiabaticos,
mientras que el segundo en procesos isocoricos e isentropicos (igual entropia, o
que es lo mismo, adiabaticos reversibles). El ciclo de Otto es una aproximacion
idealizada del motor de gasolina|3-5|. El fluido de trabajo (una mezcla de aire
y gasolina de vapor) primero se comprime adiabaticamente (A—B), luego es
calentado a volumen constante (B— C), en el caso real el fluido reacciona en
esta etapa, quemandose, entonces el nimero de moles cambia, sin embargo, en
el motor de Otto no se considera esto. En el tercer proceso del ciclo el fluido se
expande adiabaticamente (C — D), para finalmente ser enfriado isocéricamente
(D — A) a su estado inicial A. Ademas, en el motor de gasolina la compresion
adiabatica no es cuasiestatica, entonces no sera isentropica. Sin embargo, el
ciclo de Otto proporciona una perspectiva idealizada para el analisis de los

motores de gasolina.
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Con lo anterior, entonces tenemos la siguiente representacion T-V del ciclo:

C

Sh Calentamier

S

‘nlentamiento
Isoeirico

___________

[Sxpansion
[sentropica

] .IJ'

-

_ Enfriamiento
[socirico

L C.J out

LI,
VA
]
Compresion
i IO 1
Isentropica H
]

Vi

Vi %

Figura 2.2.1: Diagrama S-V del ciclo de Otto

Y de aca podemos analizar lo siguiente, para un gas ideal al igual que con

Carnot:

= Etapa A — B: Compresion isentropica desde V4 a Vp. La temperatura

va de Ty a T’s. De la ecuacion de estado tenemos que

TVt = cte — TyV] ' =TV (2.23)

Ademas, como el proceso es adiabatico, entonces Q45 = 0, con esto, de
la primera ley:

WAB = UAB = CV(TB — TA) (2.24)

Etapa B — C: Calentamiento isocorico a Vj. Al ser un proceso isocorico,
entonces Vg = Vo =V, vy Wge = 0. Con esto, de la primera ley tenemos
que

@pc = Upc = cv(Te — T) (2.25)

Notemos que como T > T'g, entonces Qg > 0y corresponde a Qi = Q.

Etapa C — D: Expansion isentropica desde Ve a Vp. La temperatura va

de T a Tp. De la ecuacion de estado tenemos que

TV =cte — TV =TpV) ™! (2.26)

Ademas, como el proceso es adiabético, entonces Q) 4 = 0, con esto:

WCD == UCD == Cv(TD - TC) (227)
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= Etapa D — A: Enfriamiento isocorico a Vj. Al ser un proceso isocorico,
entonces Vy = Vp =V, y Wpa = 0. Con esto, la primera ley de la

termodinamica queda
Qpa =Upa = cy(Ta—Tp) (2.28)

Notemos que como Tp > T, entonces Qpa < 0y corresponde a Qout = Q-

El valor absoluto de este seria entonces
Qi = cv(Tp —T4) (2.29)
Si calculamos la variacion total de energia interna tenemos lo siguiente:

Urotat = Uap + Upc + Ucp + Upa
= C\/(TB — TA) + Cv(TC — TB) + Cv(TD — Tc) + Cv<TA — TD) =0

Ademés, dado que en los procesos isocoricos tenemos que V4 = Vp y Vg = Ve,
entonces de las ecuaciones (2.22) y (2.25), las temperaturas se relacionan de la

siguiente manera:
Ta Tp

_ 2.30

Y con ello, calcular la eficiencia del ciclo[5], que con un poco de algebra queda

oot Ly (B)

) Va . ) .
Definiendo — = r, conocido como la razén de compresion, entonces:
B

(2.32)

n=1-—-7
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Capitulo 3

Ciclos termodinamicos

endorreversibles

Anteriormente estuvimos revisando ciclos termodindmicos cuasiestaticos,
en donde la sustancia de trabajo logra termalizar con los reservorios y por ende
los procesos siempre estan en equilibrio al final de las etapas, pero sabemos que
la realidad no es asi, la mayoria de sistemas y procesos no son reversibles y no
estan en equilibrio termodinédmico, por lo que es necesario establecer un modelo
que sea mas fiel a la realidad. En este contexto es que trabajaremos con lo que
los cientificos e ingenieros llamaron termodinamica endorreversible. Un sistema
endorreversible consiste en un conjunto de sistemas méas pequenos, los cuales
interacttian entre ellos y con el entorno. La idea es elegir estos subsistemas tal
que cada uno lleve a cabo procesos reversibles. Todo proceso irreversible ocurre
en las interacciones entre los subsistemas o el entorno. Por lo tanto, un sistema
endorreversible esté definido mediante las propiedades de estos subsistemas y
las interacciones. Asi, los procesos de estos sistemas pequenos seran llamados
procesos endorreversibles|8].

Para un sistema dado, la eleccién de una division apropiada de los subsistemas
depende de los procesos de relajacion en donde ocurre alguna disipacion de
energia, es decir, dependen de qué consideremos por proceso reversible. Como
ejemplo de un ciclo endorreversible, consideremos el motor de Novikov, que es
una version simplificada de la de Curzon-Ahlborn que se veré en la siguiente
seccion. En la Figura 3.0.1 se puede apreciar el esquema del motor de Novikov,
junto a un diagrama T-S. El motor de Novikov es un motor de Carnot con

reservorios frio y caliente a temperatura 1; y T}, respectivamente. Por otro lado,
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la diferencia entre el motor de Novikov y el de Carnot es que el sistema estaré
en contacto directo con el reservorio frio, pero acoplado con el caliente por una
pared con conductividad térmica finita K. Ademas, consideraremos que los
reservorios son infinitamente grandes tal que la energia anadida y liberada no

cambie sus temperaturas y el ciclo se pueda repetir.

Ty —
K q H — =
TiH TH

[ T. G
% H 2
®
@
(=5
5 1
1T ©

T=T

i Entropy S
(a) (b)

Figura 3.0.1: (a) Modelo del motor de Novikov. La pared que conecta
la sustancia de trabajo con el reservorio caliente posee una constante de
conductividad térmica K. (b) Diagrama T-S del ciclo de Novikov. La
temperatura del reservorio caliente se encuentra sobre la temperatura Tj,
del sistemal§]

Consideremos que la transferencia de calor entre el reservorio caliente y
la sustancia de trabajo viene dada por una diferencia entre sus temperaturas,
como en la ley de Fourier o Newton del calor (donde elegiremos para el tiempo
7 =1). En este caso, como el sistema estéd un poco maés frio que el reservorio,

entonces el calor entrante debe quedar definido positivo:
Qn = KT, — Tin) (3.1)

Del teorema de Clausius, tenemos que en el proceso ciclico:

Qn Qi - QnTy
T Ty 0O

(3.2)
Donde Tj; es la temperatura de la sustancia de trabajo en la etapa de compresion
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isotérmica, sin embargo, como esta en contacto directo con el reservorio frio,

entonces Tj; = T;. Luego, el trabajo neto realizado por la maquina corresponde

WZQh—QlZQh(l—;})ZK(Th—ﬂh)(l—;}) (3.3)

La potencia maxima viene dada por:

w 1)
P=—=K(T,-Ty)|1- 3.4
- x-1(1- 7 (3.4)
Elegiremos estas constantes igual a 1 para simplificar al méximo el ciclo. Luego,
la eficiencia méxima viene dada por la que se obtiene con la potencia maxima.

Derivando la potencia respecto de la tnica variable que posee, que seria T},:

ap 7T,
—K(Eh 1) = .
T (7% ) 0 (3.5)

Y despejando T;y:
Tin = 11T, (3.6)

Reemplazando en la potencia:

Prnax = K(\/?h - \/Tl)2 (37)

Y con esto, la eficiencia es[8]:

T, T,
—1-L=1—, /2 3.8
n T T, (3.8)

De este resultado encontramos que aunque estemos en un caso endorreversible,

la eficiencia no depende de la conductividad ni de la temperatura de la sustancia
de trabajo. Con este ejemplo tenemos que ahora la eficiencia no viene dada
por Carnot, y dependiendo del sistema que tengamos, como definamos la
endorreversibilidad y el tipo de ciclo en el que operemos, obtendremos diferentes
eficiencias. En la continuacion de este capitulo estudiaremos una version un
poco més general del motor de Novikov, usando el ciclo de Carnot. También

estudiaremos el ciclo de Otto endorreversible.
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3.1. Conceptos previos

3.1.1. Ley de Fourier de conduccién de calor

Para pequenas diferencias de temperatura entre la fuente o reservorio
(T") y la sustancia de trabajo (7,,), se tiene que la tasa de cambio del calor
transferido entre el cuerpo y su entorno es proporcional a la diferencia entre

ambas temperaturas|5|, es decir:
Q=+\NT-T,) (3.9)

Donde A es una constante que depende del grosor y la conductividad térmica
de las paredes. Ademas, el signo nos indica si corresponde al calor entrante o

saliente, respectivamente.

3.2. Ciclo de Carnot a maxima potencia

Para el caso endorreversible, podemos asumir la dependencia lineal del
calor transferido usando la ley de Fourier. En la expansion isotérmica (B — A)
asumiremos que la sustancia de trabajo se encuentra un poco mas fria que el

reservorio a Tj. Luego, el calor nos queda:

Qap = Qn = M7n(Th — The) (3.10)

Mientras que en la compresion isotérmica (C — D) tendremos que la sustancia
de trabajo estd un poco més caliente que el reservorio frio a 7;, asi, el calor

liberado es

Qcp = Q= Nn(Thw — T1) (3.11)

donde T}, 11, son las temperaturas de la sustancia de trabajo, Ay, A\; los
coeficientes calientes y frios de transferencia del calor y 75,, 7 los tiempos de

los procesos, respectivamente.
Podemos también asumir que los procesos adiabaticos son reversibles

respecto de las temperaturas locales del medio. Lo anterior implica que

podemos entonces relacionar al igual que en el caso reversible las temperaturas
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y el calor, pero ahora con las temperaturas de los materiales (teorema de

Clausius):
Ny (T — 1,
Qn _ @ o Mlhw(Thw — T1) (3.12)
Thw T T )\thw(Th - Thw)

La potencia de salida de la maquina es

W _
P=—= M (3.13)
T v +7)
donde el denominador se refiere al tiempo total del ciclo y
P)/ = 7—cyc/<7_h + Tl) — Tcyc = V(Th + Tl) (314>

Siguiendo el trabajo realizado por Curzon y Ahlborn|9|, eliminaremos las
variables que no nos interesan definiendo x = T, — Ty v y = Ty, — 13, que

junto con la ecuacion (3.12), la potencia de salida de la méaquina es:

p_ MNay(Ty, — T — x — y)
Y NIy + ATz 4+ xy(An — A))

(3.15)

Notemos que ahora la potencia quedd expresada en términos de los
reservorios térmicos y de las variables x e y previamente introducidas.

Maximizando la potencia respecto de x, y:

opr
% =0— AlThy(Th — 7} — T — ’y) = x()\lThy + )\hﬂx + :Uy()\h — )\l» (316)
or
a—y =0— )\th:c(Th — E — T — y) = y()\lThy + )\hﬂ$ + xy()\h — )\l)) (317)

Dividiendo ambas ecuaciones y despejando se obtiene la siguiente relacion:

)\th
= /22t 1
Y )\zThx (3.18)

Reemplazando en lo anterior y resolviendo la ecuacion cuadratica tenemos:

T(1 = \/70)
p=— VI (3.19)
L /3
l
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Entonces

@ (3.20)

Y finalmente, de la eficiencia a maxima potencia se obtiene:

Ql le ﬂ+y

— 1w 3.21
K h Thw Ty —z (3.21)
Reemplazando (3.11) y (3.12) en lo anterior:
T
=1—\/= 3.22
U T, (3.22)

La cual es conocida como la eficiencia de Curzon-Albohrn|9], que al igual que su
contraparte ideal (Carnot), esta no depende de los coeficientes del material ni

la temperatura de la sustancia de trabajo, solo de los reservorios frio y caliente.

3.3. Ciclo de Otto a maxima potencia

Un analisis similar se puede realizar para el ciclo de Otto, solo que en este
caso como el ciclo depende de la sustancia de trabajo, en esta introducciéon
haremos un analisis general del ciclo, para luego ver unos ejemplos y calcular
la eficiencia.

En las etapas isentropicas no hay un intercambio de calor entre el material
de trabajo y el entorno (@ = 0), por lo que en la compresion isentropica la

primera ley de la termodinamica queda igual que antes:
WAB == U(TB7WB) — U(TA,WA) (323)

Donde tenemos que la energia interna depende de ciertos parametros como
la temperatura 1"y w, que es el parametro del trabajo, por ejemplo el inverso

del volumen de un pistén o la frecuencia de un oscilador armoénico.

Por otro lado, en las etapas isocoricas el pardmetro del trabajo se

mantiene constante, entonces tenemos que W = 0 y el sistema intercambia
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calor con el entorno, obteniendo que en el calentamiento isocérico:

Qpc=Qn=U(Tc,wp) —U(Tp,wp) (3.24)

Y siguiendo con la endorreversibilidad, la sustancia de trabajo no alcanza

el equilibrio térmico con los reservorios, entonces
T(O) =1Tg T(Th> = TC Tg < TC <T,

donde 7, es la duraciéon del proceso. Notemos que el ciclo de Otto no posee
etapas isotérmicas, entonces la tasa de flujo de la temperatura no es constante.
Para encontrar el cambio entre el inicio y final de la etapa, necesitamos usar la

ley de Fourier:
T = —ap(T(t) — Tp) (3.25)

En esta oportunidad reemplazamos el calor usando la definicion de la ecuacion
(1.6), entonces «ay, ahora es una constante que depende de la conductividad
térmica y capacidad caldrica de la sustancia de trabajo. Esta ecuacion diferencial

tiene solucion exacta y se obtiene:
Te — Ty = (T — Ty) exp(—ap ) (3.26)
De forma analoga, para la etapa de expansion isentropica:
Wep =U(Tp,wa) — U(Te,wg) (3.27)
Mientras que para la etapa de enfriamiento isocorico tenemos:
Qpa= Qi =U(Ty,wa) —U(Tp,wa) (3.28)
donde
T(0)=1Tp T(1) =Ty T, <Ty<Tp
La ley de Fourier en este caso es

T =—a(T(t) ~ T)) (3.29)
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y se obtiene la siguiente relacion:
TA — T‘l = (TD — 7—}) exp(—ozm) (330)

Para comparar, revisaremos dos casos del ciclo de Otto endorreversible siguiendo
el trabajo de Deffner[10], primero estudiaremos el caso clasico usando un
oscilador armoénico como sustancia de trabajo, para luego analizar el ciclo un

oscilador cuantico y ver las diferencias entre la eficiencia.

3.3.1. Oscilador clasico

Consideremos una particula atrapada en un oscilador harmoénico clésico

2
1
H(p,x) = Ly Smwe?

3.31
2m 2 ( )

donde m es la masa de la particula y w la frecuencia del oscilador. La

funcion particion es[3-5]:

1
Z=+ / dz dpe P (3.32)

1
donde B = T Si realizamos los siguientes cambios de variable:
B

2 2
n:\/ﬂﬂ;wx—)dnzwﬁﬂ;w dz {z\/%p%dﬁz\/%dp

Podemos reescribir la funcién particiéon como

2 oo (212 2 kBT
7 — dndger+€) — 22 _ 227 3.33
hfBw /Oo ndge hBw  hw (3.:33)
Luego, la energia interna y la entropia vienen dadas por
O0lnZ
T, w) = kgT? = kT .34
UT\w) = kpT"—7= = ks (3.34)
S(T,w) 0lnZ kgT
=InZ+T =14+In|— )
= nZz+ 5 n ( e > (3.35)

Notemos que la entropia depende tinicamente de la frecuencia w y la temperatura

T, entonces en las etapas isentropicas tenemos una relacion directa entre estas
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cantidades:

S(TB,(JJB) = S(TA,L«JA) — TAwB = TBU.)A (336)
S(TC,WB> = S(TD,(UA) — TCwA = TDL«)B (337)

Usando la ecuacion (3.24), el calor anadido al sistema es:

Qn = kp(Tc —Tp) (3.38)

Mientras que de la ecuacion (3.28), tenemos que el calor liberado es:
Ql = ]{TB(TA — TD) — |Ql| = kB(TD — TA) (339)

Con esto, podemos calcular la eficiencia:

R TR
Qn Te —Tg

Usando las relaciones entre las temperaturas y las frecuencias, se llega a

(3.40)

77:1—%51—/1 (3.41)
wp

donde k se define como la razén de compresion|[10]. Para encontrar una expresion
de la eficiencia a maxima potencia para algtin valor de x, debemos reescribir el
trabajo total y hacer que quede en funciéon de las temperaturas de los reservorios.

Entonces primero usemos la razén de compresion para escribir el trabajo:
Wiot = kp(k —1)(Tp — T¢) (3.42)

Reemplazando en lo anterior las relaciones obtenidas con la ley de Fourier

presentes en las ecuaciones (3.26) y (3.30) y con un poco de algebra se obtiene:

2kp(k — 1)(T; — KT},) sinh(ay7;/2) sinh(ay71,/2)

Wiot = : 3.43
ot K sinh[(cym + anmh) /2] (343)
y con esto, la potencia de salida es:
P Wit  2kp(k — 1)(T; — xT}) sinh(ay7;/2) sinh(a,7,/2) (3.44)
V(7 + 7h) £Y(T + ) sinh[(cy7 + o) /2] '
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Notemos que la potencia de salida ahora solo depende de x, 7 y 7, pero
ademés debido a su forma, la podemos escribir como un producto de funciones,

tal que:
P(k,7,m) = f(£)g(T1,7h) (3.45)

Y con esto es directo ver que si queremos maximizar la potencia, entonces
podemos buscar el valor de  que lo haga sin importar el calor de 7; y 7, (al

hacer la derivada e igualar a cero, podemos eliminar g(7;, 13,)):

VT s p

orP 0 ((%-D(Tz—“Th)) =0 — K= % (3.46)
h

| T}
Encontrando asi que para Ky = T la potencia es la méxima y ademas
h
la eficiencia ahora es

n=1—-rk=1—4/= (3.47)

Es decir, la misma de Curzon-Ahlborn.

3.3.2. Oscilador cuantico

Consideremos una sustancia de trabajo compuesta por una particula

atrapada en un oscilador armoénico cuéntico unidimensional. El hamiltoniano es

~ p2 1
7‘[ = % + 577%021’2 (348)

Al resolver la ecuacion de Schrodinger del sistema, se obtienen los conocidos

niveles de energia|11]

E, = (n + %) hw (3.49)

Con esto, la funcion particion es|3-5|

o0

Z =Y e = eafe Y ey (3.50)

n

Para los limites 7' — 0 y T' — o0, tenemos que

—Bhw

T—0, eP 50 T — o0, e -1 (3.51)
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Como 0 < e #™ < 1, la sumatoria converge a

00 . 1
Z(e o) T (3.52)

n

entonces, la funciéon particion queda

—18hw
e 2 1 Bhw
/=————=—c¢csch| — .
1—epw 9 F ( 2 ) (3:53)

La energia interna y la entropia son, respectivamente:

_ 0m(Z)  hw fiw
U(T,w) =— R coth (QkBT) (3.54)
S(Tw)  hw e 1 hw
e 2kaT coth (2/{3T) In {2 sinh (QkBT)] (3.55)

Esta vez la entropia tiene una forma un poco més complicada, por lo que no
podemos relacionar directamente la temperatura y la frecuencia en las etapas
isentrépicas como en el caso clésico. Sin embargo, dado que el diferencial de
entropia en estas etapas es cero, entonces podemos encontrar una relacion

resolviendo la ecuacion diferencial de primer orden

oS oS
S(T,w) (8w)T w—i—(aT)w 0 (3.56)
que podemos reescribirla como
dr _ (5)r
— = —7a5 (3.57)
dw (57).,

En este caso es mucho mas fécil resolver esta ecuacion diferencial, obteniendo:

s / Lar- / L (3.58)
r, T w, W

K3

drr T
woow

Donde para cada etapa isentropica obtenemos la misma relacion del caso clasico:

S(TB,wB) = S(TA,WA) — TAwB = TB(,UA (359)
S(Tc,wB) = S(TD,(UA) — TCwA =Tpwpg (360)
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El calor anadido al sistema es

1 hwp hwp
= - h — coth .61
Qn Qth {cot (QkBTC) cot (2kBTB>:| (3.61)
Mientras que el calor liberado es
1 th hWA
= —hw th — coth .62
(@l = Fhewa [CO (Qk:BTD> 0 <2k;BTA)] (3:62)

Luego, usando las ecuaciones (3.59) y (3.60) podemos encontrar que el cociente

entre el calor saliente y entrante es:

Por lo que la eficiencia queda
n:l—%:l—/{ (3.64)

Ahora, para encontrar la eficiencia a maxima potencia debemos reescribir el
trabajo total, para dejarlo en término de k y las temperaturas de los reservorios.

Con esto, obtenemos que la potencia de salida es:

P inh thFJ (’iTh — Tl)(eam-&-ah"m — 1)<€ah7'h — 1)(60”71 _ 1) «
— Sin
2 (Tl(eam — 1) -+ K,Theam(eahrh — 1))(Tleahm (eam — 1) + K,Th(eahTh _ 1))
hwp 1 —k hwpk eumtanTn _
CSC
2 47 2 Tl<€am — 1) + HThGO‘m(eahTh _ 1)
hwpk TRt _
csch
|: 2 Teanm (eam — 1) + IiTh eam-h -1 ]

(3.65)

Donde por simpleza elegimos kg = 1. Acé la potencia ya no se puede simplificar
mas, por lo que el valor de k que maximice la potencia va a depender de los
tiempos 7; v 7,. La potencia méaxima ahora se debe calcular numéricamente.
Esto se desarrolla en el trabajo de Deffner[10], obteniendo que la eficiencia es
mayor que la de Curzon-Ahlborn (para Aiwg/kpT; = 10 y eligiendo parametros

a=a,=7v=1).
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Figura 3.3.1: Eficiencia de Otto endorreversible a maxima potencia, Curzon-
Ahlborn y Carnot. La de Otto corresponde a la linea roja, la de Curzon-Ahlborn
a la linea morada punteada y la de Carnot es la azul punteada[10].

En la Figura 3.3.1 se obtiene el resultado importante de este trabajo, que es
que la eficiencia a maxima potencia para sustancias de trabajo cuanticas no estéa
siempre dada por la de Curzon-Ahlborn, por lo que se pueden estudiar diversos
casos de maquinas térmicas que entreguen una eficiencia mayor, siguiendo el
mismo procedimiento anterior, es decir, utilizar la termodinamica de forma
analitica o numérica para resolver el problema de maximizar la potencia para
encontrar la eficiencia méxima, sin tener que resolver las ecuaciones de la

mecéanica cuantica de forma explicita.
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Capitulo 4

Ciclo de Otto magnético para un

electréon en un punto cuantico

En este capitulo desarrollaremos el modelo cuasiestatico para un electréon
bajo un campo magnético externo y un potencial parabdlico e isotropico, en un
ciclo de Otto[12], utilizando el modelo de Fock-Darwin[13, 14| para describir
el sistema a través de un hamiltoniano, para luego resolver la ecuacion de
Schrédinger y aplicar la teoria cuasiestatica del ciclo de Otto. Ademas, el
trabajo sera extendido a una versiéon endorreversible, para la cual aplicaremos

lo visto en el Capitulo 3.

4.1. Puntos cuanticos

La investigacion cientifica sobre sistemas electronicos estuvo limitada por
mucho tiempo al estudio de atomos o particulas aisladas de forma natural,
cristales metélicos y semiconductores. La mayoria de estos sistemas son
tridimensionales, excepto por sistemas de electrones y atomos localizados en
defectos en cristales (por ejemplo, impurezas), que pueden tener una reduccion
efectiva de su geometria[15].

El inicio de la década de los 70 marcoé una nueva era en la investigacion de
estructuras electronicas bidimensionales, a través de dispositivos llamados
pozos cuénticos. Un pozo cuéntico consiste en una capa muy fina y plana de
un semiconductor puesto entre dos capas de otro semiconductor con una banda
de conduccién mayor. La diferencia entre las bandas de conduccién de ambos

permite atrapar al electron en la capa delgada, moviéndose en dos dimensiones,
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y las excitaciones en la direccién perpendicular estan fuertemente cuantizadas.
Estas propiedades produjeron un avance en la electronica, con investigaciones
como la del efecto cuantico de Hall entero, merecedor del Nobel en 1985[16] y el
efecto cuantico de Hall fraccional[17]. A comienzos de los 80, se volvi6 posible
confinar electrones en una estructura de una dimension, llamados alambres
cuanticos con dimensiones entre 10-500 nm.

Una cuantizacion completa del movimiento del electron fue lograda al atraparlos
en cavidades cero dimensionales conocidas como puntos cuanticos. Esto fue
mostrado por primera vez en 1986[18| con dimensiones de 250 nm. A dia de
hoy se han reportado dimensiones entre los 30-45 nm. Algunos efectos propios
de sistemas electrénicos bidimensionales como la formacion de los fermiones
compuestos, que llevan al efecto cuantico de Hall fraccional, también ocurren con
puntos cuanticos, donde la posibilidad de resolver numéricamente la ecuacion de
Schrodinger puede ser de gran ayuda en el entendimiento de ellos. En general,
el estudio de los puntos cuénticos posee muchas aplicaciones en fisica, como la
emision y absorciéon de luz en el espectro visible o infrarrojo, el scattering de

Raman, 6ptica, maquinas térmicas, etc.

4.2. Modelo

Consideremos un sistema compuesto por un electréon confinado por un
potencial parabdlico isotrépico y un campo magnético externo y uniforme B.

El potencial viene dado por

1
Viea(,9) = 5 wd(@ + 3°) (1.1)

Donde m* es la masa efectiva del electron. Por otro lado, eligiendo la direccion

del campo magnético en el eje z, tenemos que
B = Bz (4.2)
Entonces, el potencial vector en el gauge simétrico queda

A= g(—y,x, 0) (4.3)
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Y con ello, el hamiltoniano del sistema es

H = (p+eA)? + Vo (z,9) (4.4)

2m*

En el apéndice se encuentra la soluciéon a la ecuacién de Schrodinger, obteniendo

las autoenergias:

hew
Enm=0202n+|m|+1)+m 20 (4.5)
Donde n, m son los nimeros cuénticos radiales y magnético (n = 0,1,... y
m = —o00,...,00), respectivamente, w. = ;B es la frecuencia de ciclotréon y 2

es la frecuencia efectiva del sistema, dada por

0 = w (1 + (2655())2) " (4.6)

Cuando el campo magnético es fuerte, debemos considerar el spin del electron,

de valor %" y momento magnético up = %, entonces es necesario agregar el

término de Zeeman en los niveles de energia de Fock-Darwin, obteniendo:
hw,
En,m,a = hQ<2n + ’m‘ + 1) + mT — upoB (47)

Dado que el spin del electron puede estar en dos posibles estados, entonces
o = —1,1. Para este potencial parabélico consideraremos una frecuencia de
wo ~ 2.637 THz para puntos cuanticos de GaAs con una masa efectiva de
m* ~ 0.067m,[12|. Del desarrollo encontrado en el apéndice, podemos hallar las
cantidades termodinamicas de forma analitica para este modelo de Fock-Darwin

con spin, obteniendo la funciéon de particion:

7 = %csch (hﬁ;@) csch (@) cosh (hﬁ;}c> (4.8)

w
Donde wy = Q + ?C La energia interna y la entropia vienen dadas por:

olnZ
_ 2
U(T,B) = kyT ( o >B (4.9)
S(T,B) = klnZ + kBT<aan) (4.10)
ar ),
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En la Figura 4.2.1 tenemos la energia interna y la entropia en funcién del campo
magnético y la temperatura. En la Figura 4.2.1a podemos observar a la energia
interna como funcién del campo magnético externo, y notamos que esta decrece
a medida que aumenta el campo, para los diferentes valores de la temperatura,
mientras que en la Figura 4.2.1b la energia interna esta como funciéon de la
temperatura, y en este caso vemos que crece para temperaturas mayores, para
cualquier valor del campo. Este es un resultado esperable debido a la forma
de la ecuacion (4.9). Sin embargo, en la figura 4.2.1c y 4.2.1d tenemos un
comportamiento curioso para la entropfa. Para campos magnéticos pequenos
(< 1T), la entropia en la Figura 4.2.1c decrece, pero para valores mayores es
lo contrario, esto acompanado con que el aumento en la temperatura desplaza
este cambio en la pendiente alejandolo del valor de 1 T. Esto se puede explicar
debido a que el aumento en el campo magnético hace que los niveles de energia

se acerquen entre si, tendiendo a la degeneracion, y por ende, aumentando la

entropia.
‘— U(Z,B)‘: 257I — U(T:U.S)
U@4,B) . uT2)
e us.8) - 2L U
3 : % 15l
E E
D 1.0F =]
10F
0.5 05
0 1 2 3 4 5 4] é 4 6 8 10 12
B[T] TK]
(a) (b)
042[ — S(2,8) N — §(T,0.1)
S(4,B) : o5y S(T.4)
0.10 ( ! - '
5(6.8) : S(T.5)
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= - = 010}
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Figura 4.2.1: Energia interna como funciéon de: de:(a)El campo magnético.
(b) La temperatura. Entropia como funcion de:(b) El campo magnético. (d)
La temperatura. Todos los casos se graficaron para valores de temperatura
T =2, 4, 6 K y valores del campo magnético B = 0.1, 0.5, 2, 4, 5 T.
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4.3. Ciclo de Otto cuasiestatico y endorreversible

Este ciclo de Otto lo podemos representar a través de un diagrama de
entropia y campo magnético, donde sabemos que tendremos dos etapas
isocoricas, en las que fijaremos el campo magnético alto, y dos etapas

isentropicas. De esta manera, el ciclo tiene la siguiente forma:

Fxpansion
[sentropica

Sh Calentamiento
[socdrico Enfriamiento
®, ;-
Isoedrico

(giu el — Q,]mu.
S; A : . 13
I ¥ !
Compresion

[sentropica ,
|

By By, B

Figura 4.3.1: Diagrama S-B del ciclo de Otto con campo magnético externo.
Este ciclo en particular lo recorreremos en el sentido B+ A — D — C — B.

Las etapas estan descritas de forma analoga:

» Etapa de B — A (compresion isentropica): Partiendo del sistema a una
temperatura 7;, este se separa del reservorio frio y llevamos el campo
magnético desde By, a B;. Debido a que la etapa es isentropica, entonces

no hay calor transferido en este proceso.

» Etapa de A — D (calentamiento isocorico): Manteniendo el sistema a un
campo B, se pone en contacto con el reservorio caliente, aumentando
su temperatura hasta alcanzar el equilibrio térmico. El calor absorbido

desde el entorno a la sustancia de trabajo corresponde a
Qh = U(Th, Bl) - U(TA, Bl) (411)

Ademas, no hay trabajo realizado en este proceso.

» Etapa de D — C (expansion isentropica): Partiendo del sistema a una
temperatura T}, se separa del reservorio caliente y devolvemos el campo
magnético desde B; a Bj,. Nuevamente no hay calor transferido en este

proceso.
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» Etapa de C — B (enfriamiento isocorico): Manteniendo el sistema a un
campo By, se pone en contacto con el reservorio frio, disminuyendo su
temperatura hasta alcanzar el equilibrio térmico. El calor liberado viene
dado por

Q| = U(Te, By) — U(Ty, By) (4.12)

Ademas, no hay trabajo realizado en este proceso.

Con estos procesos, tenemos el trabajo neto realizado en un ciclo:
W = Qh — |Ql| = U(Th, Bl) — U(TA, Bl> + U(E, Bh) — U(Tc, Bh) (413)

En este ciclo tenemos que las temperaturas Ty v T dependen del campo
magnético, y estan determinadas por la condicién impuesta en las etapas
isentropicas. Si estamos en el caso cuasiestatico, entonces podemos encontrarlas
facilmente usando alguna de las dos relaciones anteriormente vistas en estas

etapas:

= Resolviendo la ecuacion diferencial de primer orden que relaciona la

temperatura y el campo magnético para cada proceso isentropico:

98
B (or)s ___Co (4.14)
- T[98\ 93 :
ar — (55)r  T(%)s
donde Cp es el calor especifico a campo magnético constante.
= [gualando los puntos extremos de cada trayectoria isentropica:

S(Ty, Br) = S(Ta, By) (4.15)
S(Ty, B;) = S(T¢, By) (4.16)

En cualquier caso, debido a la forma de la entropia, es necesario resolver de
forma numérica. Si estamos ante un ciclo endorreversible, sabemos que al final
de las etapas isocoricas no se alcanza el equilibrio térmico con los reservorios,
por lo que es necesario describir como cambia la temperatura. Esto se puede

hacer con la ley de Fourier previamente vista:

TD — Th = (TA - Th)e_ahTh (417)
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Ty —T) = (To — T))e o™ (4.18)

Obteniendo asi las temperaturas Tp y Ts que a diferencia del caso cuasiestético,
no serian 71; y T}, respectivamente, pero Ty v T se calculan con el mismo
tratamiento anterior. Por tltimo, es conveniente expresar el trabajo total y
la eficiencia en términos del cociente entre los campos magnéticos méaximo y

minimo, introduciendo la “longitud magnética”, dada por

I = \/g (4.19)

lp, By,
p=tB_ [k 4.20
™ B, (4.20)

con esto definimos el parametro

que es analogo a la razén de compresion k vista.

4.4. AnAlisis y resultados

4.4.1. Ciclo de Otto cuasiestatico

De las etapas isentropicas, sabemos que S(7', B) es constante, entonces
podemos obtener las curvas de nivel que nos muestren la dependencia de la
temperatura y el campo magnético. En la Figura 4.4.1a se pueden apreciar
las curvas de nivel para la entropia y en la Figura 4.4.1b un ejemplo de la
interpolacion para S = 0.05. En las curvas de nivel podemos notar que ocurre
un cambio en la temperatura respecto del campo magnético, teniendo que para
valores menores a ~ 171" la temperatura aumenta, mientras que para valores
mayores la temperatura disminuye. Este efecto se va desplazando a medida que

la temperatura aumenta.
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B[T] BIT]
(a) (b)
Figura 4.4.1: (a)Curva de nivel TvsB para S(T, B) = cte. (b)Ejemplo de

curva de nivel con S = 0.05. Para utilizar esta curva de temperatura es necesario
interpolar y asi obtener la funcién que la representa.

Para el ciclo consideraremos los valores B, =4 T, T, =10 Ky T; =6.19 K
para el campo alto, reservorio caliente y reservorio frio, respectivamente. Debido
a la naturaleza cuasiestatica, en el ciclo de Otto tenemos que Tp = T}, = 10
Ky Tg =1, =6.19 K. En la etapa B — A encontraremos T4 a través de la
condicién isentropica:

5(6.19,4) = S(T, B) (4.21)

Esta condiciéon nos dara una curva de nivel que tendremos que interpolar para
obtener la funcién de la temperatura en términos del campo magnético bajo, que
no estara fijo. De forma anéloga, realizamos el mismo proceso para encontrar

Tc en la etapa D — C, usando la condicién isentrépica:
S(10,B) = S(T,4) (4.22)

En la Figura 4.4.2 se encuentran las temperaturas T4 y T, donde se
han utilizado las condiciones dadas por las ecuaciones (4.21) y (4.22),
respectivamente. El campo bajo lo variamos desde 4 T a 2 T. Notemos que Ty

aumenta a medida que disminuimos el campo bajo, mientras que T disminuye.
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Figura 4.4.2: Temperaturas T4 y T en cada etapa isentropica

Con ambas cantidades ahora podemos calcular el trabajo total y la
eficiencia del ciclo cuasiestatico. Para este ultimo, dado que estamos en el

caso cuasiestatico, es ttil comparar con Carnot, donde tenemos una eficiencia

de

T 6.19
arnozl__zl__: 381 4.2
MCarnot T, 10 0.38 (4.23)

La Figura 4.4.3a muestra el trabajo total realizado, presente en la ecuacion
(4.13) para las temperaturas T4 y T ya calculadas, en conjunto con el campo
bajo movil. En la Figura 4.4.3b tenemos la eficiencia del ciclo. Ambos resultados
los comparamos con la parametrizacion, de la forma r = B%, que de acuerdo a
los diferentes valores de campo bajo, esta tendra valores entre 1 y 1.41. Podemos

notar que la eficiencia del ciclo nunca alcanza la de Carnot.
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Figura 4.4.3: (a)Trabajo respecto del parametro r. (b)Eficiencia del ciclo y
de Carnot vs r.
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4.4.2. Ciclo de Otto endorreversible

En este modelo seguiremos con los mismos valores asignados para los
reservorios y el campo magnético externo, T, = 10 K, 7; =6.19 K, , B, =4 T,
ademés de la frecuencia del potencial wy ~ 2.637 [THz| y m* ~ 0.067m,.. La
principal diferencia con el modelo cuasiestatico es que en las etapas isocoricas
no se termaliza, por lo que encontraremos las temperaturas T y T usando las
leyes de Fourier. Segun lo anterior, sabemos que estas dependen de Ty y T, sin
embargo, estas cantidades ya las encontramos previamente de las condiciones
en las etapas isentropicas. En la Figura 4.4.4 se encuentran las temperaturas T
y T de las etapas de enfriamiento y calentamiento isocérico, respectivamente.
Estas vienen descritas por las ecuaciones (4.17) y (4.18) donde consideramos
=11 =1 a =1, oy = 1. Podemos ver que Tp aumenta cuando el campo

bajo disminuye, mientras que T’g decrece:

10.0 A L B L

TIK]

BIT]

Figura 4.4.4: Temperaturas Tg y T para los procesos isocoricos, donde 7, = 1,
Thzl,alzl,()élzl.

Estas temperaturas en conjunto con las encontradas en las etapas
isentropicas, nos serviran para calcular el trabajo total y la eficiencia del ciclo
endorreversible. Para este tltimo, dado que estamos en el caso endorreversible,

es util comparar con Curzon-Ahlborn donde tenemos una eficiencia de

Ts 6.19
— 1/ =1/ == =0213 4.24
7 i 0 (4.24)

asf como también comparar con la eficiencia de Carnot obtenida anteriormente.
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Figura 4.4.5: (a)Trabajo total endorreversible y cuasiestético. (b) Eficiencia
endorreversible, Curzon-Ahlborn y Carnot

En la Figura 4.4.5a tenemos el trabajo total en el modelo endorreversible
comparado con el cuasiestatico. Podemos notar, que el trabajo generado en el
ciclo cuasiestatico es mayor al endorreversible, lo cual era de esperar debido
a que en el ciclo endorreversible hay una parte de energia disipada que no se
convierte en trabajo. Por otro lado, en la figura 4.4.5b tenemos la eficiencia del
ciclo endorreversible comparada con la de Curzon-Ahlborn y la de Carnot. Es
apreciable que si bien la eficiencia endorreversible es siempre menor que la de
Carnot, no ocurre lo mismo con Curzon-Ahlborn, ya que podemos ver que para

esta configuracion en particular, la eficiencia a maxima potencia es mayor.
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Capitulo 5
Conclusiones

En este trabajo estudiamos maquinas térmicas en su modelo cuasiestéatico y
endorreversible, en el caso de una sustancia de trabajo clasica y una cuéntica.
De esto, vimos como la existencia de diferentes tipos de ciclos termodinamicos
otorgan una diferente eficiencia de la maquina, en donde el limite viene dado por
la eficiencia de Carnot. Luego, dependiendo del tipo de ciclo y las propiedades
de la sustancia de trabajo, serd mas o menos eficiente, pero nunca superando
Carnot.

Si consideramos el caso endorreversible, porque que es un modelo méas cercano
a la realidad, la situaciéon cambia, ya que al hacer el paso del ciclo de Carnot
cuasiestatico a endorreversible, se obtiene una nueva eficiencia, conocida como
la eficiencia de Curzon-Ahlborn. Esta clasicamente impone un limite al igual
que Carnot. Sin embargo, al estudiar sustancias de trabajo con comportamiento
cuantico, se encontr6 que estas superaban Curzon-Ahlborn, lo cual es un
resultado interesante, ya que prueba que explotando ciertas condiciones se
puede obtener una eficiencia mayor para las maquinas, aunque nuevamente,
nunca pueden superar Carnot. Cabe destacar que a pesar de la naturaleza
cuantica de los sistemas utilizados, solo fue necesario aplicar los conocimientos
de termodinamica en el marco endorreversible como se vio en los Capitulos 3 y
4, sin resolver la dindmica del sistema usando més ecuaciones de la mecanica
cuantica.

Como trabajo futuro, queda propuesto analizar con més detalle la naturaleza
cuantica de otras sustancias de trabajo tanto en el ciclo de Otto como en
otros ciclos|12, 19-22|, para poder comparar los resultados con sus contrapartes

clasicas.
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Apéndice A

Calculos para el modelo del ciclo
de Otto

Al. Ecuacion de Schrodinger punto cuantico con
campo magnético

En el capitulo 4 vimos que el hamiltoniano para una particula confinada en
un potencial parabolico isotrépico, donde hay un campo magnético externo y

uniforme viene dado por:

,};z:

5 (P eA) + Vi (w, ) (A1)

Luego, con el potencial vector en el gauge simétrico tenemos que el hamiltoniano

queda

- 1 eBy 2 eBz\?
"= o [(WT) * (py+7)

Siguiendo el trabajo realizado por Fock|[13] y Darwin|[14], expandiremos el

1
FomEE ) (A2)

hamiltoniano:

e2B2

4

N 1
o (@ 41| + gl + )

(A.3)

[pﬁ +pl + eBlzpy, — yp.) +
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Juntemos los términos con (22 + y?), y ademas usemos que L, = zp, — yp,:

2 2 2 2 eB* 1 % 2
[0+ P2+ eBL.| + (2° + ) 8m*+§mw0

~

H:

2m*

Desarrollando este ultimo término:

e?B* 1 ., 2B+ 4m*wd
—-m 0 —
8m* 2 8m*
m* [(w? W2 1/2
= — +w
2 \4  °
m*
=—1I
2
Donde w,. = STB; corresponde a la frecuencia de ciclotrén y

1/2

es((2)+)

(A.4)

(A.5)

(A.6)

Los autoestados de energia de la particula se obtienen de la ecuacion de

autovalores:

HIY) = Ely)

Que paséandola a coordenadas polares, donde:

x = Ebcos y = Ebcosl r=\/x?+y?

_r »_10( 0y 10 _ a2
g_b v _r8r<r6r)+r286’2 L. = Zha@

Con las nuevas cantidades

L e
E
V=1a
La ecuacion de Schrodinger queda:
? 10 1 9 oY

Y+ 2iw— + 2W — )y = 0

9¢ "o T eow 96
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Buscamos soluciones del tipo
¥ = R()e™ (A.11)

Asi, obtenemos una ecuacion para la parte radial:

0’°R 10R n?
- 4= oW, —€2— —=|JR=0 A.12
8€2+w€+< - 52) (A12)
donde definimos
W1 =W —nmw (Al?))
Cambiando nuevamente de variable a
&=p (A.14)

la ecuacion radial queda

2 1 1 2
0°R OR (% m)R:O

— - - = A.15
op*  pIp (A.15)

20 4 4p?
De aca obtuvimos una ecuacion similar a la del &tomo de hidrégeno, de donde
podemos obtener soluciones a través de los polinomios asociados de Laguerre.
Para R(p) buscamos soluciones del tipo R(p) = pI™/2e=P/2)\(p), entonces:

D*\ oA

pa—p2+(!m|+1—p)—+

1
5, t 31— lml = 1A =0 (A.16)

Y esta ecuacion tiene soluciones si y solo si
Wiy =2n+|m|+1 (A.17)

Paran =0, 1,... y m € Z. Por lo que reemplazando Wj en la ecuacion (A.13),

luego esta en (A.9) y despejando la energia:

hw,
E=002n+|m[+1)+m 5 (A.18)
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A2. Funcién de particiéon modelo de Fock-Darwin
con spin

En este apéndice seguiremos el desarrollo realizado en[21]| para encontrar la

funcion particion del sistema, anadiendo ahora el término de Zeeman:

hw,
En,m,a = hQ<2n + |m| + 1) + mT — [LBUB (Alg)

La funcién de particion viene dada por

2= e

n,m,o

Con los valores posibles de n, m y ¢ previamente definidos. Parametricemos
los niimeros cuanticos radial y magnético para escribir el espectro de energia

de una forma mas conveniente:

1 1
ny = 5(271 + |m| —m) n_= 5(271 + |m| +m) (A.20)
Donde ahora ny = 0,1,.... Es directo ver que de esta forma
1
n= §(n+ +n_ —|m|) m=mn_—ny (A.21)

Ademas, el término de Zeeman lo podemos escribir usando la frecuencia de

ciclotréon:

heB  hw,
om0 9

upoB =0 (A.22)

Luego, reemplazando en el espectro de energia, obtenemos:

1 1 hw,
En+,n_,a = hw+ (n+ + 5) + hw_ (n + 5) — 0 9 = E(n+) + E(?’L,) + E(O’)
(A.23)

. c .1 .
Donde definiremos w4 = ) + R Notemos que de esta manera escribimos el
espectro de energia como una suma de osciladores, cada uno con su frecuencia

respectiva y el término de Zeeman. Por lo tanto, ahora podemos facilmente
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encontrar la funciéon particion

Z = Z Z Z e BEnim o — Z e PE(n+) Z e PE(n- Z o BE(0)

ny=0n_=00=-1,1 ny=0 n_=0 o=-1,1
(A.24)

Resolviendo estas sumatorias por separado obtenemos:

Z e PB+) — cs ch (Bh2w+) (A.25)

n4+=0

0o 1 B

Z e PEM-) — Z ¢sch (ﬁﬂ) (A.26)
n_=0 2 2

Z —BE(U) — e/;‘h;uc +e ﬁhzwc = 2cosh (67120) ) (A27)
o=-1,1

Finalmente, la funcién particion es:

7 = %csch <ﬁh;+> csch (%) cosh (5712%) (A.28)
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