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Abstract

Dentro del área de la f́ısica de materia condensada, el estudio de topoloǵıas no triviales
en la estructura de bandas de redes cristalinas es un área de estudio joven. En esta, se des-
taca la aparición de estados localizados como lo son los estados de borde en semimetales y
aislantes topológicos. Recientemente, se ha descubierto que existen redes capaces de generar
estados ligados en el continuo del espectro de enerǵıas. Este tipo de estados, los cuales fueron
descubiertos a inicios del siglo pasado, constituyen un área contingente de estudio debido a su
continua aparición en distintas ramas de la f́ısica. Un caso particular y novedoso corresponde a
la aparición de estados ligados en el continuo de enerǵıas de una Red Su-Schriffer-Heeger (SSH)
bidimensional. En este escrito se procederá profundizar en el estudio de estos estados utilizan-
do el formalismo de enlace fuerte. Comenzaremos realizando una revisión de este formalismo
tanto en sistemas cuánticos como materiales fotónicos permitiéndonos extender la validez de
nuestros resultados a ambos tipos de sistemas. Posteriormente, analizaremos la estructura de
bandas y las simetŕıas que posee la red para poder entender la aparición de los estados ligados.
Luego, utilizaremos el mismo formalismo de enlace fuerte para presenciarlos numéricamente y
hablaremos brevemente sobre la evidencia experimental existente. Finalmente introduciremos
una dislocación con el fin de observar la respuesta del sistema y sus estados frente a esta.
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Caṕıtulo 1

Introducción

En la f́ısica de materia condensada, las redes corresponden a uno de los objetos matemáticos
fundamentales en el estudio de materia en estado sólido, esto debido a la tendencia existente
de los materiales a componerse de átomos o moléculas agrupadas periódicamente. El hecho de
que los materiales que se estudian sean de escalas espaciales considerablemente mayores a las
distancias interatómicas permite que la estructura microscópica de estos pueda quedar bien
descrita por el arreglo de sus constituyentes en una red que se extiende infinitamente a lo largo
del material. Sin embargo, la existencia de bordes en el sólido se traduce en la aparcición de
propiedades emergentes. En particular, cuando estudiamos las caracteŕısticas electrónicas de
un sólido, la pérdida de periodicidad en la estructura debido a los ĺımites del material resulta
en la aparición de estados electrónicos cuyas distribuciones de probabilidad resultan espacial-
mente afectadas por estos. A estos estados los llamados estados topológicos y son consecuencia
de la existencia de topoloǵıa no trivial de la estructura de bandas electrónicas correspondiente
a los estados de Bloch

El estudio de estados topológicos es un área joven cuyo desarrollo empieza al rededor de la
década de los 80 y se mantiene hasta hoy. Fue el estudio del efecto cuántico de Hall el cual
gatilló la necesidad de entender y poder clasificar aqullos sistemas que los presentan [1, 2].
Posteriormente se llegó a descubrir que los estados topológicos pueden entenderse a través
de cualidades espećıficas de un Hamiltoniano las que se estudian utilizando clasificaciones to-
pológicas [3–10].

El estudio de la topoloǵıa de este tipo de sistemas llevó eventualmente al dessarrollo de ma-
teriales con propiedades exóticas como lo son los aislantes topológicos [11–13]. Estos últimos
corresponden a materiales que en su interior tiene propiedades aislantes (La estructura de ban-
das presenta una brecha entre la banda de valencia y conductancia) pero que en sus bordes
permiten la conducción de corriente. Ejemplos de estos son el HgTe, CdTe [14, 15] entre otros.
También se ha observado que semimetales como el grafeno presentan caracteŕısticas peculiares
cuando se tratan considerando las terminaciones del material.

Un resultado particular, es el de la obtención de estados ligados en el continuo (BIC) como
estados topológicos por Wladimir A. Benalcazar y Alexander Cerjan [16]. La obtención de este
tipo de estados es de suma relevancia debido a que la aparición de BICs está usualmente acom-
pañada de una protección por algún tipo simetŕıa, haciendo que los estados puedan mantenerse
sin hibridarse con el continuo de estados que se hallan en el mismo espacio de degeneración
cuando el sistema es expuesto a ciertos tipos de perturbación.

Jorge Schifferli Verdugo 5



1. Introducción

En este escrito pretendemos reproducir y examinar los resultados obtenidos por Benalcazar
y Cerjan. Para esto, iniciaremos con una revisión de conceptos fundamentales como lo son el
concepto de BIC aśı como la formulación de enlace fuerte. Posteriormente analizaremos la mis-
ma red tratada por los autores la cual consiste en un sistema de cadenas Su-Schriffer-Heeger
acopladas (la cual abreviaremos como SSH bidimensional). Comenzaremos obteniendo la co-
rrespondiente estructura de bandas a través del modelo de enlace fuerte y analizaremos la
simetŕıa existente en los estados situados en los puntos Γ y M. Esto con el fin de notar ciertas
caracteŕısticas de los estados del bulto (bulk states) los cuales nos entregarán información sobre
el motivo tras la existencia de BICs. Luego de esto impondremos la perdida de periodicidad
que caracteriza los ĺımites en la red utilizando un Hamiltoniano en segunda cuantización en
el espacio real. Hacer esto permitirá la aparición de estados de borde y podremos corroborar
numéricamente la existencia de BICs. Luego, terminaremos de entender los motivos tras su apa-
rición aśı como las propiedades que les otorgan su capacidad de preservarse bajo perturbaciones
que respeten las simetŕıas del sistema. Finalmente, llevaremos a cabo calculaciones numéricas
no abordadas por los autores las cuales consisten en introducir una dislocación de borde sobre
la red con el fin de observar si aparecen estados localizados en el centro de dislocación.
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Caṕıtulo 2

Estados ligados en el continuo

No es extraño en el estudio de fenómenos oscilatorios encontrar formas de onda cuya dir-
tribución espacial se encuentre completamenta o parcialmente localizada en una región bien
definida. Una de las situaciones más frecuentes es encontrar ondas completamente localizadas
en una región con un espectro discreto debido a la existencia de un potencial o condición de
borde que las confina, es decir no hay forma de a que la perturbación se irradie y disipe. Otro
caso t́ıpico es encontrar resonancias formadas dentro del espectro continuo de ondas extendi-
das. Estas resonancias tienden a decaer debido a que irradian continuamente y, debido a esto,
su existencia prolongada solo puede lograrse estimulando este tipo de excitación.

Cabe preguntarse entonces si es posible encontrar estados localizados que pertenezcan al espec-
tro continuo y no se decaen. En efecto, aunque de carácter más exótico que los casos anteriores,
se han observado en distintos contextos sistemas en los que pueden existir ondas con estas ca-
racteŕısticas. Bound state in the continuum (BIC), embedded trapped mode o estado ligado en
el continuo son los nombres que reciben aquellos fenómenos oscilatorio poco usuales en los que
la distribución espacial de una onda se encuentra bien localizada sin pertenecer a un espectro
discreto de modos de oscilación (ver figura 2.1). Este tipo de excitaciones son incapaces de
ser estimuladas por modos extendidos de oscilación ya que requieren ser ortogonales al resto
del espectro para que sea imposible la existencia de radiación y resultante decrecimiento de
la amplitud. Esta última propiedad permite entender los BICs como resonancias con infinito
factor de calidad.

Figura 2.1: A la izquierda podemos ver una representación de un espectro discreto (verde)
y continuo (azul) aśı como las ondas capaces de reproducir [17].

Jorge Schifferli Verdugo 7



2. Estados ligados en el continuo

Figura 2.2: Potencial creado por von Neumann y Wigner y función de onda para el BIC
resultante.

Figura 2.3: Formas en las que ondas de deformación pueden propagarse desde el resonador
esférico. u corresponde al vector de desplazamiento y k al vector de onda [19].

Los BICs fueron propuestos originalmente por Jhon von Neumann y Eugene Wigner en 1929
[18] como una solución particular a la ecuación de Schrödinger para un par de potenciales
espećıficos (ver 2.2). Sin embargo BICs han resultado ser objetos más generales y han hecho
aparición en contextos de ondas electromagnéticas, sonoras, elásticas y más. Un ejemplo sen-
cillo y propio del sistema al cual pertenece son las ondas de deformación elástica puramente
de corte en un resonador esférico que se encuentra sumergido en un fluido no viscoso [19]. En
este caso, a pesar de coexistir en el continuo de ondas extendidas de deformación, aquellos
modos formados puramente de ondas de corte serán incapaces de propagarse por el medio no
viscoso ya que no podrán perturbarlo (ver figura 2.3). Por otro lado, ondas de presión o h́ıbri-
das no tendrán problema en extenderse a lo largo del fluido no viscoso ya que inevitablemente
lo perturbarán, transformando a este tipo de modos en resonancias con finito factor de calidad.

Si bien los motivos por los que aparecen BICs son en gran parte propios del sistema, un punto
común es que en aquellos sistemas que presentan simetŕıas, soluciones con diferentes clases
de simetŕıas forman espacios ortogonales entre si. En estos casos existe la posibilidad de que
modos pertenecientes a un subespacio de solciones dado por una clase de simetŕıa, se encuentre
a alguna frecuencia que quede dentro del continuo de frecuencias pertenecientes a un espacio
ortogonal referente a otra clase de simetŕıa. Volviendo al ejemplo anterior, de tener un resona-
dor no sumergido en un fluido, entonces observaremos discretización de modos longitudinales
y transversales. Sabemos que estos modos son ortogonales vectorialmente por lo que al agregar
el fluido los modos normales de las ondas de corte quedan inmersas en el ahora continuo de
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Figura 2.4: Ondas de presión desplazandose en el guia de onda de ancho h con una placa
en su centro. En la imagen superior se observa una onda par extendida bajo
la frecuencia de corte. Bajo de esta vemos el espectro de frecuencias con la
correspondiente frecuencia de corte πcs/h para los modos impares y también
se encuentra señalado el modo impar (BIC) que aparece bajo la frecuencia
de corte. Finalmente, en la parte inferior de la figura vemos ilustrado el BIC
correspondiente que se encuentra a igual frecuencia que el modo par ilustrado
en el tope de la figura [17].

ondas propagantes de presión. Otro ejemplo es el de aire viajando por un guia de onda que
cuenta con una placa colocada en el centro de este (ver figura 2.4).

Consideremos un gúıa de onda alineados horizontalmente con el eje x de modo que el eje y
de nuestro sistema sea acotado por las paredes de este gúıa de onda. Sabemos que este tiene
simetŕıa de reflexión con respecto al eje x. También sabemos que los modos propagantes pue-
den ser pares o impares a lo largo del eje y, donde los últimos solo pueden existir sobre una
frecuencia de corte πcs/h para cs velocidad del sonido y h el ancho del guia de onda. Introducir
una placa en el centro del sistema respetará la simetŕıa de reflexión y sobre la superficie de
esta, al igual que en las paredes del gúıa de onda, se deberá respetar que ∂p/∂n = 0 para n la
dirección normal a la superficie. En consecuencia aparecerá un modo impar que, al centro de la
placa, se comportá localmente como un dos de modos pares separados por esta con frecuencia
bajo el corte. Luego, como este modo impar es ortogonal al resto de modos impares extendidos
aśı como al espactro de modos pares extendidos, no queda otra opción que tener por resultado
una distribución no propagante situada en el continuo de frecuencias pares, un BIC [17].

Existen variados ejemplos de estos BICs apareciendo en distintas áreas de la f́ısica y la f́ısica
de materia condensada no es la excepción. En este escrito veremos como BICs aparecen como
modos normales de la función de onda (o de una onda electromagnética en el caso de redes
fotónicas) producto de la existencia de bordes en el cristal a tratar, sin embargo para lograr

9



2. Estados ligados en el continuo

esto primero debemos entender el formalismo que nos permite obtener estas soluciones.
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Caṕıtulo 3

Modelo de enlace fuerte

En este caṕıtulo procederemos a revisar el formalismo de enlace fuerte el cual será utiliza-
do de forma extensiva para el análisis de la red bidimensional Su-Schriffer-Heeger. En primer
lugar, nos centraremos en una formulación por medio de combinaciones lineales de orbitales
atómicos que es como se suele introducir este tipo de modelos. Para esto utilizaremos un acer-
camiento similar al utilizado en el art́ıculo [20]. Posteriormente procederemos a demostrar que
en materiales fotónicos se puede construir un operador equivalente al Hamiltoniano de enlace
fuerte entre orbitales lo que permite una descripción bajo el mismo formalismo de segunda
cuantización. Esto permite evidenciar que modelos de enlace fuerte pueden ser utilizados tanto
en sólidos como en cristales fotónicos.

3.1. Combinación lineal de orbitales atómicos

Sea Hat(r) el Hamiltoniano de un electrón bajo un potencial atómico centrado en el origen
y sea ∣φj⟩ el estado asociado a un orbital j del átomo desde el cual transiciones a otros orbitales
son posibles (e.g. transiciones desde un orbitales de valencia a otro orbital de valencia de un
átomo próximo), sabemos que estos satisfacen la ecuación de valores propios:

Ĥat ∣φj⟩ = εj ∣φj⟩ (3.1)

Donde εj corresponden a la enerǵıa propia del estado. También es sabido que las norma de
la función de onda de los orbitales atómicos es suprimida exponencialmente para distancias
lejanas del núcleo. Esto nos lleva a desarrollar un modelo para redes cristalinas que tome en
cuenta tanto el carácter periódico del cristal aśı como el decaimiento de potenciales átomicos
externos a un sitio particular de la red en las proximidades de de este. Dicho de otra manera,
dada una red de Bravais con base y N sitios, construimos un hamiltoniano que satisface:

r→R Ô⇒ H(r) → p
2m
+∑

ν

U(r −R − ν) ∧ H(r −R) =H(r) (3.2)

El cual podemos escribir expĺıcitamente como:

H(r) = p
2m
+∑

R
∑
ν

U (r −R − ν) ≡H0(r) +∆U(r) (3.3)

Donde los distintos R corresponden a vectores primitivos de la red, ν los vectores de la base
y U (r −R − ν) los potenciales atómicos en cada uno de los sitios de la red. Por simplicidad,
llamamos H0(r) al hamiltoniano asociado a las contribuciones atómicas para R = 0 y ∆U(r)

Jorge Schifferli Verdugo 11



3. Modelo de enlace fuerte

a las contribuciones del resto de la red. Para poder encontrar una solución aproximada proce-
deremos a construir un espacio vectorial para un conjunto de estados o funciones de prueba
sobre las que aplicaremos método variacional. Es en este punto que imponemos la primera gran
suposición del modelo: Una buena función de prueba ϕµ corresponde a una combinación lineal
de orbitales de un mismo tipo (j) para una posición ν dada en la base. En consecuencia dis-
tintos ϕµ forman una base para el espacio de posibles funciones de prueba. En otras palabras,
construimos un espacio de soluciones aproximadas tiene como base elementos del tipo:

∣ϕµ⟩ ∶= ∑
R

bµ(R) ∣φµ(R + µ)⟩

Ô⇒ ϕµ(r) = ∑
R

bµ(R)φµ(r −R − µ)

≡ ∑
R

bµ(R)φ̃µ(r −R)

(3.4)

Donde definimos el ı́ndice µ como aquel que considera un orbital y posición de base fijos:

µ ∶= ν +W (j − 1) /1 ≤ ν ≤W ∧ 1 ≤ j ≤ J (3.5)

De modo que 1 ≤ µ ≤ W ⋅ J . La expresión (3.4) es la misma enunciada en Condense matter
physics por Michael P. Marder [21]. Teniendo esta forma, notemos que en principio hemos
considerado que las combinaciones lineales pueden estar dadas por escalares arbitrarios dife-
rentes para distintos vectores primitivos de la red. Sin embargo el teorema de Bloch impone
que traslaciones de la función de onda debe satisfacer:

ϕµ(r +Rl) = eik⋅Rlϕµ(r) (3.6)

Donde consideraremos que Rl corresponde a un vector de la red. Esto evidencia que para cada
valor de k existirán funciones de prueba distintas (todas con la misma estructura pero diferente
k). Expĺıcitamente (3.6) se escribe:

ϕµ(r +Rl) = ∑
R

bj(R)φ̃µ(r −Rn +Rl) = eik⋅Rl∑
R

bµ(R)φ̃µ(r −R) (3.7)

Luego, podemos hacer el cambio de variable Rp =R −Rl y reescribir:

ϕµ(r +Rl) = ∑
R

bµ(R)φ̃µ(r −R +Rl) = ∑
Rp

bµ(Rp +Rl)φ̃j(r −Rp) (3.8)

Como Rp = R −Rl podemos reemplazar el ı́ndice de la suma R → Rl sin problema. Por otro
lado, Rp también corresponde a un vector arbitrario de la red (al igual que R) por lo que
podemos escribir de forma paralela:

ϕµ(r +Rl) = eik⋅Rl∑
R

bµ(Rn)φ̃µ(r −Rn) =®
Rn→Rp

eik⋅Rl∑
Rp

bµ(Rp)φ̃m(r −Rp) (3.9)

Reemplazando (3.8) y (3.9) en (3.7) obtenemos la igualdad:

∑
Rp

bµ(Rp +Rl)φ̃µ(r −Rp) = eik⋅Rl∑
Rp

bµ(Rp)φ̃µ(r −Rp) (3.10)

12



3.2. Enerǵıas propias

De lo que podemos concluir que ∀Rp:

bµ(Rp +Rl) = eik⋅Rlbµ(Rp) (3.11)

Por lo que bµ es una función de Bloch. En particular:

bµ(Rl) = eik⋅Rlbµ(0) (3.12)

De modo que (3.4) se reescribe:

ϕµ(r, k) = bµ(0)∑
R

eik⋅Rφ̃µ(r −R) (3.13)

Donde hemos puesto énfasis en la dependencia de un vector de onda k escribiendo ϕµ(r, k)
ya que esperamos que los vectores k posibles corresponden a los distintos estados propios.
Como ya enunciado, hemos asumido las funciones de onda descritas por la ecuación (3.13)
corresponden a una base del espacio de funciones de prueba (no necesariamente son ellas
funciones de prueba para las funciones propias), por esta razón, podemos escribir funciones de
prueba para los estados propios del Hamiltoniano como combinaciones lineales de las funciones
ϕµ:

Ψ(r, k) = 1√
N
∑
µ

cµ(k)ϕµ(r, k) = 1√
N
∑
µ

cµ(k)∑
R

eik⋅Rφ̃µ(r −R) (3.14)

Donde los bµ(0) han sido absorvidos por los coeficientes de combinación lineal cµ y hemos
agregado un factor de 1/

√
N ya que este suele aparecer seguido en el proceso de normalización.

3.2. Enerǵıas propias
Las enerǵıas propias del hamiltoniano total vienen dadas por:

E(k) = ⟨Ψk∣ Ĥ ∣Ψk⟩
⟨Ψk∣Ψk⟩

(3.15)

Reemplazando nuestra función de prueba (3.14) en (3.15) obtenemos:

E(k) =
∑µµ′ Hµµ′c∗µ(k)cµ′(k)
∑µµ′ Sµµ′c∗µ(k)cµ′(k)

(3.16)

Donde:
Hµµ′ ∶= ⟨ϕµ∣ Ĥ ∣ϕµ′⟩ =

1
N
∑

R,R′
eik⋅(R′−R)tµµ′

R,R′ (3.17)

Donde tµµ′

R,R′ corresponderá al parámetro de salto:

tµµ′

R,R′ ∶= ⟨φµ(R + µ)∣ Ĥ ∣φµ′(R′ + µ′)⟩ (3.18)

Por otra parte
Sµµ′ ∶= ⟨ϕµ∣ϕµ′⟩ =

1
N
∑

R,R′
eik⋅(R′−R)sµµ′

R,R′ (3.19)
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3. Modelo de enlace fuerte

contiene el parámetro de superposición entre orbitales sµµ′

R,R′ :

sµµ′

R,R′ ∶= ⟨φµ(R + µ)∣φµ′(R′ + µ′)⟩ (3.20)

Considerar solamente transiciones entre vecinos más cercanos suele reducir considerablemente
ambos parámetros aśı como las ecuaciones (3.17) y (3.19). Como es usual en el método va-
riacional, buscamos que los coeficientes cµ(k) minimicen expresión (3.16) para garantizar una
buena aproximación a las enerǵıas propias. Esto es:

∂E(k)
∂cµ(k)

= ∑µ Hµµ′cµ′(k)
∑µµ′ Sµµ′c∗µ(k)cµ′(k)

−
∑µµ′ Hµµ′c∗µ(k)cµ′(k)

(∑µµ′ Sµµ′c∗µ(k)cµ′(k))
2∑

µ′
Sµµ′cµ′(k) = 0 (3.21)

Multiplicar esta última ecuación por ∑µµ′ S∗µµ′C
∗

µ(k)Cµ(k) y substituir (3.16) en esta entrega:

∑
µ′

Hµµ′cµ′(k) = E(k)∑
µ′
Sµµ′cµ′(k) (3.22)

Podemos escribir esta ecuación en forma matricial:

HkΨk = E(k)SΨk /Ψk ∶=
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎣

c1(k)
⋮

cN(k)

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎦
(3.23)

Al escribir (3.23) de la siguiente manera:

(Hk −E(k)S)Ψk = 0 (3.24)

Podemos darnos cuenta de que soluciones no triviales para Ψk se obtienen cuando el determi-
nante de la matriz al lado izquierdo es nulo:

∣Hk −E(k)S∣ = 0 (3.25)

Ecuación de la cual debeŕıamos recuperar las enerǵıas propias y la resultante estructura de
bandas. Es usual considerar la matriz S = 1 en la transición a segunda cuantización ya que el
parámetro de superposición entre orbitales suele ser despreciable debido al rápido decaimiento
de las funciones de onda pará los orbitales a medida que nos alejamos del sitio correspondiente.
En tal caso, la ecuación (3.23) se transforma en una ecuación de Schrödinger matricial (ecuación
de valores propios) para los estados ∣Ψk⟩ entérminos de la base compuesta de los estados ∣ϕµ⟩.
En este caso entonces reescribimos la ecuación (3.25) como la ecuación caracteŕıstica:

∣Hk −E(k)1∣ = 0 (3.26)

3.3. Segunda cuantización
Comenzamos asumiendo S = 1 ya que esto vuelve la ecuación (3.23) en una ecuación de

Schrödinger efectiva bajo la base de los estados ∣ϕµ⟩. Bajo esta premisa debeŕıamos ser capaces
de escribir:

Ĥ = ∑
ij

⟨ϕi∣ Ĥ ∣ϕj⟩ ∣ϕi⟩ ⟨ϕj ∣ = ∑
ij

Hij ∣ϕi⟩ ⟨ϕj ∣ (3.27)
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3.3. Segunda cuantización

Las transición a segunda cuantización se consigue reemplazando todos operadores ∣ϕi⟩ ⟨ϕj ∣ por
operadores creación y aniquilación ĉ†

ikĉjk aśı como sumando por todos los posibles k en la
primera zona de Brillouin. Es decir que:

Ĥ = ∑
k
∑
ij

Hij ĉ
†
ikĉjk (3.28)

Luego podemos desarrollar:

Ĥ = ∑
k
∑
ij

Hij(k)ĉ†
ikĉjk

= ∑
k,k′
∑
ij

δk,k′Hij(k′)ĉ†
ikĉjk′

= ∑
k,k′
∑
ij

δk,k′ ( ∑
R,R′

eik′⋅(R′−R)tij
R,R′) ĉ†

ikĉjk′

= ∑
k,k′
∑
ij

( 1
N
∑
R′′

e−i(k−k′)⋅R′′)( 1
N
∑

R,R′
eik′⋅(R′−R)tij

R,R′) ĉ†
ikĉjk′

(3.29)

Donde hemos utilizado el hecho de que:

δk,k′ =
1
N
∑
R′′

e−i(k−k′)⋅R′′ (3.30)

Luego, utilizamos el cambio de variable ∆R =R′ −R de modo que:

tij
R,R′ = tij

∆R ∧ R′ =R +∆R (3.31)

La última expresión de (3.29) toma la forma:

Ĥ = = ∑
k,k′
∑
ij

( 1
N
∑
R′′

e−i(k−k′)⋅R′′)( 1
N
∑
R

1)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

1

(∑
∆R

eik′⋅∆Rtij
∆R) ĉ†

ikĉjk′

= ∑
k,k′
∑
ij

∑
R′′
∑
∆R

tij
∆R
N

e−ik⋅R′′eik′⋅(R′′+∆R)ĉ†
ikĉjk′

(3.32)

Bajo el cambio de variable R̃ =R′′ +∆R tenemos:

tij
∆R = tij

R̃,R′′ (3.33)

De modo que:

Ĥ = ∑
k,k′
∑
ij

∑
R′′
∑
R̃

tij

R̃,R′′

N
e−ik⋅R′′eik′⋅R̃ĉ†

ikĉjk′

= ∑
ij

∑
R′′
∑
R̃

tij

R̃,R′′ (
1√
N
∑
k

e−ik⋅R′′ ĉ†
ik)(

1√
N
∑
k′

eik′⋅R̃ĉjk′)
(3.34)
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3. Modelo de enlace fuerte

Figura 3.1: Ilustración de posibles cristales fotónicos en una dimensión (a), dos dimensiones
(b) y tres dimensiones (c) [22].

Procedemos a usar las transformaciones entre espacios de momentum y real:

ĉ†
iR =

1√
N
∑
k

e−ik⋅Rĉ†
ik (3.35)

Para escribir el Hamiltoniano de enlace fuerte en el espacio real:

Ĥ = ∑
R̃,R′′
∑
ij

tij

R̃,R′′ ĉ
†
iR̃ĉjR′′ (3.36)

Cambiando a ı́ndices más amigables: (R̃ →R ∧ R′′ →R′):

Ĥ = ∑
R,R′
∑
ij

tij
R,R′ ĉ

†
iRĉjR′ (3.37)

Finalmente, considerar vecinos cercanos permite escribir el operador de forma más sencilla:

Ĥ = ∑
⟨m,l⟩

tmlĉ
†
mĉl + h.c. (3.38)

donde m y l indexan pares de vecinos cercanos.

3.4. Cristales fotónicos
La forma más sencilla de entender un cristal fotónico es como un arreglo periódico de medios
con distintos ı́ndices de rerfracción los que forman una estructura periódica. En esta sección,
nuestro objetivo será demostrar que cristales fotónicos unidimensionales y bidimensionales
compuestos por gúıas de onda pueden ser tratados con una ecuación de Schrödinger efectiva
que contiene un Hamiltoniano periódico como el tratado en (3.3). Esto dará paso a que el mismo
formalismo matemático desarrollado para redes de solidos cristalinos también sea valido para
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3.4. Cristales fotónicos

este tipo de estructuras periódicas [23, 24]. Iniciamos recordando las definiciones de campos
auxiliares:

D(r, t) ∶= ϵ(r)ϵ0E(r, t) (3.39)

H(r, t) ∶= 1
µ0

B(r, t) (3.40)

Donde ϵ(r) corresponde a la permitividad relativa la cual variará para distintos puntos del
espacio (en nuestro caso periódicamente). Por otro lado hemos considerado la permeabilidad
relativa µ(r) ≈ 1 como es usual. Luego, escribimos las leyes de Maxwell de la siguiente manera:

∇×H(r, t) = ∂D
∂t
(r, t) ⇐⇒ ∇×B(r, t) = ϵ(r)ϵ0µ0

∂E
∂t
(r, t) (3.41)

∇×E(r, t) = −∂B
∂t
(r, t) (3.42)

∇ ⋅D(r, t) = 0 ⇐⇒ ∇ ⋅ [ϵ(r)E(r, t)] = 0 (3.43)
∇ ⋅B(r, t) = 0 (3.44)

Luego, podemos extraer el rotor de (3.42):

∇× (∇ ×E) = ∇ × (−∂B
∂t
)

∇(∇ ⋅E) − ∇2E = − ∂

∂t
(∇ ×B)

(3.45)

Luego reemplazamos el rotor por (3.41) en su segunda forma y obtenemos que:

∇2E − ϵ(r) 1
c2

∂2E
∂t2 = ∇(∇ ⋅E) . (3.46)

Ecuación diferencial desacoplada para el campo eléctrico que mantiene una forma similar a
una ecuación de onda no homogénea. Procederemos ahora a calcular el gradiente:

∇ ⋅E(r, t) = ∇ ⋅ (D(r, t)
ϵ(r)ϵ0

)

= 1
ϵ0
(− 1

ϵ2(r)
ϵ(r) ⋅D(r, t) + ϵ(r)������∇D(r, t)))

= −∇ϵ(r)
ϵ(r)

⋅E(r, t)

= −∇(ln ϵ(r)) ⋅E(r, t)

(3.47)

∴ ∇(∇ ⋅E) = −∇[∇(ln ϵ(r)) ⋅E] (3.48)

De forma que (3.46) queda:

∇2E − ϵ(r) 1
c2

∂2E
∂t2 = −∇[∇(ln ϵ(r)) ⋅E] (3.49)
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3. Modelo de enlace fuerte

Figura 3.2: Guias de onda ciĺındricos alineados y equidistantes.

Procedimiento similar se puede hacer sobre el campo magnético para obtener:

∇2H − ϵ(r) 1
c2

∂2H
∂t2 = −∇ ⋅ (ln ϵ(r)) × [∇ ×H] (3.50)

Suponiendo una solución monocromática para (3.49) de la forma:

E = E′(r)e−iωt (3.51)

Obtenemos la forma:
∇2E − ϵ(r)ω

2

c2 E = −∇[∇(ln ϵ(r)) ⋅E] (3.52)

Para poder tratar un sistema como el visualizado en la Figura 3.1(b), tenemos que considerar
un sistema unidimensional compuesto por una hilera de gúıas de onda equidistantes que se
extienden en linea recta a lo largo del eje z. De este modo veremos que existe un gradiente
periódico ∇ϵ(r) definido por la fila de gúıas de onda como se ilustran en la Figura 3.2. Ahora
consideremos una onda electromagnética viajando por el gúıa de onda y polarizada de manera
que el campo el E sea casi perpendicular a ∇ϵ(r) salvo por la desviación en un ángulo Θ. Bajo
este escenario la ecuación (3.52) toma la forma:

∇2E − n2(r)ω
2

c2 E = 0 (3.53)

Donde reconocemos n2(r) = ϵ(r) como el coeficiente de refracción dependiente de la posición.
Debido a que este último solo varia en la dirección ortogonal a la propagación, podemos escribir
ϵ(r) = ϵ(r⊥) ⇐⇒ n2(r) = n2(r⊥) de modo que (3.53):

∇2E − n2(r⊥)
ω2

c2 E = 0 (3.54)
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3.4. Cristales fotónicos

Consideremos entonces una solución aproximada del tipo:

E(r) = eik⋅r−iωtΨ(r) ≈ eik0n0z−iωtΨ(r) (3.55)

Donde k0 = k0ez = (ω/c)ez corresponde al vector de onda de viajar a lo largo del eje z y n0
corresponde a un coeficiente de refracción efectivo. Reemplazar esta forma en (3.54) entrega:

i
∂Ψ
∂z
= − 1

2k0n0
∇2Ψ + (k0n0

2 − n2(r⊥)k0

2n0
)Ψ (3.56)

De la aproximación paraxial se pueden obtener las correcciones a segundo orden referentes a
la desviación entre k y k0:

k ⋅ r→ k0n0z + (k0n0Θr⊥ − k0n0
Θ2

2 z) (3.57)

Escribir z y r⊥ en términos de estas desviaciones corresponde a definir:

∆r⊥ ∶= Θr⊥ ∧ ∆z ∶= Θ2

2 z (3.58)

Sin embargo utilizaremos un cambio de variables sutilmente distinto que permita obtener una
forma final más sugerente [24]. Esto es:

r̃⊥ ∶= Θk0n0r⊥ ∧ z̃ ∶= Θ2k0n0z ≡ Θ2τ/h̵ (3.59)

Donde para la definición de z̃ hemos utilizado un parámetro temporal definido por:

τ ∶= h̵k0n0z (3.60)

Este par de cambios de variable permite escribir (3.56):

i
∂Ψ
∂z̃
= −1

2∇̃
2
⊥
Ψ − 1

2Θ2 [
n2(r̃⊥) − n2

0
n2

0
]Ψ − Θ2

2
∂2Ψ
∂z̃2 (3.61)

Debido a la aproximación paraxial esperamos que:

Θ2

2
∂2Ψ
∂z̃2 → 0 (3.62)

Asi como que el término :

[n
2(r̃⊥) − n2

0
n2

0
] (3.63)

Sea del orden de Θ2 para no ser despreciado. Bajo estas consideraciones podemos escribir:

i
∂Ψ
∂z̃
= −1

2∇̃
2
⊥
Ψ − 1

2Θ2 [
n2(r̃⊥) − n2

0
n2

0
]Ψ (3.64)

Volver a la variable r⊥ y utilizar el parámetro temporal τ definido en (3.59) y (3.60), se traduce
en que (3.64) tome la forma:

ih̵
∂Ψ
∂τ
(r⊥, τ) = −

h̵2

2mopt

∇2
⊥
Ψ(r⊥, τ) + Vopt(r⊥)Ψ(r⊥, τ) (3.65)
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3. Modelo de enlace fuerte

Figura 3.3: Ilustración de el ı́ndice de refracción periódico.

Que corresponde a una ecuación de Schrödinger efectiva o ecuación óptica de Schrödinger. Para
esta tendremos que:

mopt ∶= (h̵k0n0)2 ∧ Vopt = −
1
2 [

n2(r⊥) − n2
0

n2
0

] (3.66)

Recordando que n2(r) = ϵ(r) es una función periódica con la forma de a una suma de funciones
del tipo pozo potencial cuadrado:

n2(r⊥) =
∞

∑
l=−∞

n2
l (r⊥) /n2

l (r⊥) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

n2
0 , al < r⊥ < al + h

1 , al + h < r⊥ < a(l + 1) − h

0 ,∼
(3.67)

Para a la distancia entre guias de onda y h el ancho de cada guia de onda. Tenemos entonces que
la ecuación (3.65) es del mismo tipo que una ecuación de Schrödinger con el el Hamiltoniano
expuesto en (3.3). De igual manera, es posible tratar este arreglo periódico de pozos potenciales
bajo un formalismo de segunda cuantización con estados descritos por una base de Wannier
(mismo Hamiltoniano de (3.38)):

Ĥ = t∑
l

ĉ†
l+1ĉl + h.c. (3.68)

Finalmente, para extender este formalismo a dos dimensiones basta considerar la suma de
soluciones para campos polarizados de maneras distintas siempre ortogonales al correspondiente
gradiente de permitividad ∇ϵ (ver figura 3.4). Es importante que los campos satisfagan esto
ya que la aproximación requiere que (3.53) sea valida para todo r.
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3.4. Cristales fotónicos

Figura 3.4: Segmento de un cristal fotónico bidimensional. Podemos ver que el campo es
descompuesto en partes ortogonales a dos gradientes de permitividad distin-
tos (A,B). Cada onda de esta descomposición obedece la ecuación (3.53) por
separado y tendrá su propio Hamiltoniano en segunda cuantización. El Hamil-
toniano total en este caso correspondeŕıa a Ĥ = ĤA + ĤB.
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Caṕıtulo 4

Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

En este caṕıtulo, nos centraremos en la reproducción de resultados obtenidos por Benalcazar
y Cerjan [16] para corroborar la aparición de BICs. Al final del caṕıtulo aboremos resultados
experimentales que se han encontrado respecto a la existencia de estos estados para un sistema
bidimensional SSH fotónico [25].

4.1. Revisión del Hamiltoniano y estructura de bandas

Iniciaremos analizando la red de interés y obtendremos su estructura de bandas con el f́ın de
notar algunas propiedades preliminares de esta. La red mencionada corresponde a la mostrada
en la figura 4.1 la cual es descrita por celdas unitarias cuadradas de largo 2a que contienen
cuatro sitios para los cuales tenemos un término de salto t entre vecinos cercanos. Por otra
parte, para sitios vecinos que no pertenecen a la misma celda existirá un distinto término de
salto τ .

Figura 4.1: Red cristalina y su correspondiente celda unitaria.

Lo primero que notamos acerca de esta red es que no puede ser descrita como una simple red
de Bravais cuadrada ya que la diferencia entre términos de salto dentro y fuera de la celda
resulta en cuatro tipos de sitios con entornos distintos. En la figura 4.2 hemos decidido asignar
un color a cada uno de estos sitios para facilitar la construcción del Hamiltoniano. Para poder
describir esta configuración podemos considerar la red como una red de Bravais cuadrada con
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

Figura 4.2: Representación de la red cristalina de interés. Hemos utilizado colores para
etiquetar cada posición de la base.

base:
r = 0 , g = a(ex + ey) , b = aey , y = aex (4.1)

Donde hemos llamado a cada vector de sitio según el color que le hemos asignado en la figura
4.2 (red, green, blue, yellow).
Considerando todo esto, nuestro Hamiltoniano correponderá a la suma de dos términos:

Ĥ = Ĥt + Ĥτ (4.2)

Donde Ĥt corresponde a un Hamiltoniano de enlace fuerte que encapsula todas las transiciones
entre sitios que tienen término de salto t y Ĥτ corresponde a aquel que encapsula todas las
transiciones posibles para aquellas con término τ . Para poder proceder entonces, debemos
centrarnos en una celda unitaria y estudiar todos los distintos saltos que pueden existir a
vecinos cercanos dentro y fuera de esta. Para poder ver esto, consideremos la figura 4.3 la cual
muestra todas las distintas conexiones que existen para una celda unitaria dada.

Figura 4.3: Transiciones a considerar en cada término del Hamiltoniano
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4.1. Revisión del Hamiltoniano y estructura de bandas

Sabemos que para una celda dada en posición (nx, ny) existirán 4 conexiones entre vecinos
dentro de la celda y 8 fuera de esta. Sin embargo, 4 de las conexiones con el exteriór se encuen-
tran repetidas y por tanto solo estas 4 serán consideradas en cada término del hamiltoniano
Las restantes serán encapsuladas por los términos corespondientes a las celdas vecinas. En el
caso de la figura 4.3, los términos de la celda a la izquierda (nx − 1, ny) y de la celda a la
debajo (nx, ny + 1) de la celda ilustrada contienen las 4 conexiones omitidas en la figura. De
esta manera, sean los operadores creación b̂†, ĝ†, r̂†, ŷ† correspondientes a los distintos sitios
ya señalados, tendremos:

Ĥt = −t
Nx

∑
nx=1

Ny

∑
ny=1
(b̂†

nx,ny
ĝnx,ny + ĝ†

nx,ny
ŷnx,ny + ŷ†

nx,ny
r̂nx,ny + r̂†

nx,ny
b̂nx,ny) + h.c. (4.3)

Ĥτ = −τ
Nx−1
∑

nx=1

Ny−1

∑
ny=1
(b̂†

nx,ny
r̂nx,ny+1 + ĝ†

nx,ny
ŷnx,ny+1 + ĝ†

nx,ny
b̂nx+1,ny + ŷ†

nx,ny
r̂nx+1,ny) + h.c. (4.4)

Donde Nx corresponde al número de celda unitarias de la red a lo largo del eje x, Ny el número
de celdas a lo largo del eje y, y N ∶= NxNy el número total de celdas (en el ĺımite termodinámico
tratamos N →∞). Procedemos ahora a escribir el Hamiltoniano en términos del vector de onda
k con el fin de obtener la estructura de bandas de la red. Para esto utilizaremos que, para todo
operador creación α̂†

nx,ny (donde α representa un color) en la red tiene transformada de Fourier
de la forma:

α̂†
nx,ny

= 1√
N
∑
k

e−ik⋅rnx,ny α̂†
k /rnx,ny = 2a(nxex + nyey) ∧ k = kxex + kyey (4.5)

Nuestro Hamiltoniano tiene 3 tipos de términos distintos para distintos pares de operadores.
Estos pueden ser reescritos:

α̂†
nx,ny

β̂nx,ny =
1
N
∑
k
∑
k′

e−2a(kxnx+kyny)iα̂†
ke2a(k′xnx+k′yny)iβ̂k′ =

1
N
∑
k,k′

e−i(k−k′)⋅rnx,ny α̂†
kβ̂k′ (4.6)

α̂†
nx,ny

β̂nx,ny+1 =
1
N
∑
k
∑
k′

e−2a(kxnx+kyny)iα̂†
ke2a(k′xnx+k′y(ny+1))iβ̂k′ =

= 1
N
∑
k,k′

e−i(k−k′)⋅rnx,ny e2ak′yiα̂†
kβ̂k′

(4.7)

α̂†
nx,ny

β̂nx,ny+1 =
1
N
∑
k
∑
k′

e−2a(kxnx+kyny)iα̂†
ke2a(k′x(nx+1)+k′yny)iβ̂k′ =

= 1
N
∑
k,k′

e−i(k−k′)⋅rnx,ny e2ak′xiα̂†
kβ̂k′

(4.8)

Donde α y β representan algún sitio con color asociado. Si cada par de operadores en (4.3) es
reescrito usando (4.6) y cada par en (4.4) es reescrito usando (4.7) y (4.8) tendremos:

Ĥt = −t∑
k,k′
∑

nx,ny

1
N

e−i(k−k′)⋅rnx,ny (b̂†
kĝk′ + ĝ†

kŷk′ + ŷ†
kr̂k′ + r̂†

kb̂k′) + h.c. (4.9)
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

Ĥτ = −τ ∑
k,k′
∑

nx,ny

1
N

e−i(k−k′)⋅rnx,ny (e2ak′yi [b̂†
kr̂k′ + ĝ†

kŷk′] + e2ak′xi [ĝ†
kb̂k′ + ŷ†

kr̂k′]) + h.c. (4.10)

Luego, utilizamos que:
∑

nx,ny

1
N

e−i(k−k′)⋅rnx,ny = δk,k′ (4.11)

Para obtener:
Ĥt = −t∑

k
(b̂†

kĝk + ĝ†
kŷk + ŷ†

kr̂k + r̂†
kb̂k) + h.c. (4.12)

Ĥτ = −τ∑
k
(e2akyi [b̂†

kr̂k + ĝ†
kŷk] + e2akxi [ĝ†

kb̂k + ŷ†
kr̂k]) + h.c. (4.13)

Juntando ambos términos y organizando de forma conveniente podemos escribir el hamilto-
niano de la siguiente manera:

Ĥ = ∑
k
([t + τe−2akxi]b̂†

kĝk + [t + τe2akxi]ŷ†
kr̂k + [t + τe−2akyi]r̂†

kb̂k + [t + τe2akyi]b̂†
kĝk)+h.c. (4.14)

De forma más compacta podemos escribir la forma cuadrática:

Ĥ = ∑
k

Φ̂
†
kHkΦ̂k (4.15)

Con:

Φ̂k ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝk
r̂k

b̂k
ŷk

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ Hk ∶= [
0 Q
Q† 0 ] , Q ∶= [ t + τe2akxi t + τe2akyi

t + τe−2akyi t + τe−2akxi ] (4.16)

Obtener los valores propios de Hk nos entrega la estructura de bandas:

E1,2(k) = ±
√

2
√

−

√

(t2 + τ2 + 2tτ cos(2akx))(t2 + τ2 + 2tτ cos(2akx)) + (t2 + τ2 + tτ(cos(2akx) cos(2aky))) (4.17)

E3,4(k) = ±
√

2
√
√

(t2 + τ2 + 2tτ cos(2akx))(t2 + τ2 + 2tτ cos(2akx)) + (t2 + τ2 + tτ(cos(2akx) cos(2aky))) (4.18)

Figura 4.4: Estructura de bandas: A la izquierda podemos ver las superficies correspon-
dientes a las bandas y a la derecha las curvas correspondientes a direcciones
de alta simetŕıa. Podemos ver que las bandas superiores son reflexiones de las
bandas inferiores debido a la simetŕıa quiral. También se observa la existencia
de intersección entre las bandas centrales en E = 0.
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4.1. Revisión del Hamiltoniano y estructura de bandas

Figura 4.5: (a) La celda unitaria de la red SSH bidimensional. Los operadores de simetŕıa
del grupo C4v son mostrados. (b) La zona de Brillouin con sus puntos de la
simetria alta (PSA) y los pequeños grupos bajo los cuales los PSAs son inva-
riantes. El sólido color consiste en todos los momentos que se encuentran dentro
de la irreductible zona de Brillouin (parte de la zona de Brillouin sin puntos
equivalentes bajo las operaciones de la simetria). Figura extráıda de Ref. [26].

Observaciones
En primer lugar, se puede apreciar que el Hamiltoniano tiene simetŕıa quiral. Esto significa
que:

{Π̂,Hk} = 0̂ /Π̂ = σ3 ⊗ 12×2 (4.19)

Donde Π̂ corresponde al operador quiral. Consecuencia directa de (4.19) es que:

ĤΠ̂ = −Π̂Ĥ (4.20)

De esta manera, sea ∣Ψk⟩ un estado con enerǵıa E que satisface:

Ĥ ∣Ψk⟩ = E ∣Ψk⟩ (4.21)

Podemos ver que existe un estado:
∣Ψ′k⟩ = Π̂ ∣Ψk⟩ (4.22)

Que debido a (4.20) satisface:
Ĥ ∣Ψ′k⟩ = −E ∣Ψ′k⟩ (4.23)

En otras palabras, para todo estado propio del sistema con enerǵıa E debe existir un compañero
quiral que es también propio y es de enerǵıa −E. Esto se evidencia en la simetŕıa existente entre
las bandas . Notemos en las figuras 4.4 que las dos bandas superiores son reflexiones de las
bandas inferiores con respecto al plano de enerǵıa nula. Un caso especial es el de aquellos puntos
en que hay estados de enerǵıa cero como lo son Γ y M. En estos puntos, por los argumentos
dados anteriormente, cada estado del espacio degenerado de enerǵıa cero (Llamemoslo ΞE=0)
debe satisfacer que:

Ĥ ∣Ψk⟩ = 0 ∧ ĤΠ̂ ∣Ψk⟩ = 0 (4.24)
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

Esto ocurre si una de las dos condiciones es cierta:

Al igual que el resto de estados cada estado cuenta con un compañero quiral que habita
en el mismo espacio ΞE=0.

El estado ∣Ψk⟩ corresponde a un estado propio de Π̂ con valor propio 0.

Sabemos que la segunda no puede ser cierta porque det(Π̂) = 1 ≠ 0 (es de hecho unitario).
Sigue entones que ΞE=0 es un espacio doblemente degenerado. Esto significa que todos los pun-
tos en que las bandas se tocan (lo que ocurre siempre en E = 0) corresponden a un pares de
compañeros quirales.

Una segunda observación nace de como cada estado se comporta bajo operaciones del grupo
C4v, ver la Figura 4.5. De ser la red cuadrada (Nx = Ny) no es dif́ıcil ver que, como la red es
simetŕıa ante rotaciones en π/2, entonces la estructura de bandas también es simétrica bajo
este tipo de rotaciones. Sin embargo, existe ambigüedad al aplicar rotaciones a estados de
enerǵıa cero ya que ambos compañeros quirales pertenecen al mismo espacio de degeneración
ΞE=0. Esto es equivalente a decir que los estados de ΞE=0 pueden ser escriros como el producto
tensorial:

∣Ψ⟩ = ∣k⟩ ⊗ ∣i⟩ /i = 1, 2 (4.25)

Donde ∣k⟩ ∈ εk especifica el vector de onda, ∣i⟩ ∈ εΠ especifica el compañero quiral de manera
que ΞE=0 = εk ⊗ εΠ. Para este caso, las acciones del operador Ĉ4 sobre ∣Ψ⟩ son entendidas
observando como el operador de rotaciones actua en el espacio εΠ generado por el par quiral
para un dado vector de onda k. Debido a que εΠ es espacio bidimensional generado por el
par quiral (el cual es un conjunto ortogonal), el operador de rotaciones Ĉ4 debe resultar en
rotaciones del tipo dadas por:

Ĉ4 ∣1⟩ = ∣2⟩ ∧ Ĉ4 ∣2⟩ = − ∣1⟩ (4.26)

Lo que es equivalente a decir que el operador toma la representación irreducible bidimensional
E de grupo C4v de este sistema. Dicho de otra manera, al representar los estados de este
espacio bidimensional como forma escalar en C (∣1⟩ = 1 y ∣2⟩ = i) se tiene que que Ĉ4 queda
representado por la operación:

Ĉ4 ∶ x→ i ⋅ x /x ∈ C (4.27)

Cabe mencionar que estas propiedades serán fundamentales para la aparición de BICs, por lo
que solo podemos garantizar la aparición de estos en redes cuadradas. Esto debido a que, de
ser la red rectangular (Nx ≠ Ny) entonces la red no cuenta con simetŕıa C4 y los argumentos
con respecto a las representaciones irreducibles de este grupo no son validos.

4.2. Red finita: ruptura de simetŕıa en x e y

Para poder estudiar las consecuencias del carácter topológico de una red SSH bidimensional
rectangular (fińıta) debemos tratar el hamiltoniano en el espacio real con el fin de considerar
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4.2. Red finita: ruptura de simetŕıa en x e y

Figura 4.6: Visualización de la alternancia que existe al aplicar el operador de rotación
sobre ambas partes de un par quiral de estados estado ∣Ψ1⟩ , ∣Ψ2⟩ ∈ ΞE=0.

la existencia de ĺımites en las conexiones posibles para los operadores creación y destrucción
situados en el borde de la red. Para esto procederémos a reescribir el Hamiltoniano (4.15) en el
espacio real, esta vez de una manera sugerente que nos permita construir de forma sistemática
una representación matricial Hr. Diagonalizar esta matriz nos permitirá obtener el conjunto
de valores propios de enerǵıa, aśı como los estados propios escritos en el espacio real (funciones
de onda discretas).

Figura 4.7: Notemos que, mientras el sitio azul en la celda (2, 2) tiene sus los cuatro vecinos
cercanos, el sitio azul en la celda (1, 1) (equina) solo tiene dos.
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

4.2.1. Reescritura de la matriz Hk

En primer lugar, consideremos la siguiente transformación de fase para los operadores:

α̂k = eα⋅ki α̂′k (4.28)

Donde α corresponde al vector de la base asociado al operador de color α. Se puede demostrar
(Para más detalle ver Apéndice A) que esta transformación corresponde a un cambio en la
forma en que se indexan los sitios de la red en el espacio real. Por ahora, simplemente notemos
que al usar (4.1) se tiene:

r̂k = r̂′k ∧ ĝk = ea(kx+ky)i ĝ′k ∧ b̂k = eakyi b̂′k ∧ ŷk = eakxi ŷ′k (4.29)

Por lo que reescribimos (4.15):

Ĥ = ∑
k

Φ̂
†
kHkΦ̂k = ∑

k

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ′k
r̂′k
b̂′k
ŷ′k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

†

⊙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ea(kx+ky)i

1
eakyi

eakxi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

†

Hk

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ea(kx+ky)i

1
eakyi

eakxi

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⊙

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ′k
r̂′k
b̂′k
ŷ′k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.30)

Obteniendo la nueva forma del Hamiltoniano:

Ĥ = ∑
k

Φ̂
′†
k H̃kΦ̂

′

k (4.31)

Similar a (4.32) tendremos que:

Φ̂′k ∶=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ′k
r̂′k
b̂′k
ŷ′k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ H̃k ∶= [
0 Q̃
Q̃† 0 ] , Q̃ ∶= [ te−akxi + τeakxi te−akyi + τeakyi

teakyi + τe−akyi teakxi + τe−2akxi ] (4.32)

Teniendo esta forma procederemos a reescribir Q̃:

Q̃ = [ (t + τ) cos(akx) + i(τ − t) sin(akx) (t + τ) cos(aky) + i(τ − t) sin(aky)
(t + τ) cos(aky) − i(τ − t) sin(aky) (t + τ) cos(akx) − i(τ − t) sin(akx)

] (4.33)

Esto nos permite descomponer H̃k en términos de una suma de matrices donde los coeficientes
son las funciones sinusoidales:

H̃k = Ax cos(akx) +Bx sin(akx) +Ay cos(aky) +By sin(aky) (4.34)

Donde podemos verificar que:

Ax = (t+τ)(σ1⊗1) ∧ Bx = (t−τ)(σ2⊗σ3) ∧ Ay = (t+τ)(σ1⊗σ1) ∧ By = (t−τ)(σ1⊗σ2) (4.35)

Con σ1, σ2, σ3 matrices de Pauli. Considerando esto (4.31) se puede escribir:

Ĥ =t + τ

2 ∑
k
(eakxi + e−akxi)Φ̂′†k(σ1 ⊗ 1)Φ̂′k +

t − τ

2i
∑
k
(eakxi − e−akxi)Φ̂′†k(σ2 ⊗ σ3)Φ̂′k

+t + τ

2 ∑
k
(eakyi + e−akyi)Φ̂′†k(σ1 ⊗ σ1)Φ̂′k +

t − τ

2i
∑
k
(eakyi − e−akyi)Φ̂′†k(σ1 ⊗ σ2)Φ̂′k

(4.36)

30



4.3. Transición al espacio real

4.3. Transición al espacio real

En este punto procederemos a expandir el primer término de (4.36) (el resto es śımil y el
desarrollo extenso):

∑
k
(eakxi + e−akxi)Φ̂′†k(σ1 ⊗ 1)Φ̂′k

= ∑
k
(eakxi + e−akxi)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ′k
r̂′k
b̂′k
ŷ′k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

†

(σ1 ⊗ 1)

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ′k
r̂′k
b̂′k
ŷ′k

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
= ∑

k
(eakxi + e−akxi) (r̂′†k ŷ′k + ĝ′†k b̂′k + b̂′†k ĝ′k + ŷ′†k r̂′k)

= ∑
k
(eakxi + e−akxi) (eakxir̂†

kŷk + e−akxiĝ†
kb̂k + eakxib̂†

kĝk + e−akxiŷ†
kr̂k)

= ∑
k
(e2akxir̂†

kŷk + ĝ†
kb̂k + e2akxib̂†

kĝk + ŷ†
kr̂k + r̂†

kŷk + e−2akxiĝ†
kb̂k + b̂†

kĝk + e−2akxiŷ†
kr̂k)

= ∑
nx,ny

(r̂†
nx,ny

ŷnx+1,ny + ĝ†
nx,ny

b̂nx,ny + b̂†
nx,ny

ĝnx+1,ny + ŷ†
nx,ny

r̂nx,ny+

+ r̂†
nx,ny

ŷnx,ny + ĝ†
nx+1,ny

b̂nx,ny + b̂†
nx,ny

ĝnx,ny + ŷ†
nx+1,ny

r̂nx,ny)

(4.37)

Donde hemos utilizado la propiedad (B.1) demostrada en el Apéndice B:

∑
k

e±2akxiα̂†
kβ̂k = ∑

nx,ny

α̂†
nx,ny

β̂nx±1,ny = ∑
nx,ny

α̂†
nx∓1,ny

β̂nx,ny (4.38)

Luego, bajo el cambio de indexación n = nx + (ny − 1)Nx, donde n = 1 corresponde con la celda
a la esquina superior izquierda de la red, tenemos:

∑
k
(eakxi + e−akxi)Φ̂′†k(σ1 ⊗ 1)Φ̂′k = ∑

n

(r̂†
nŷn+1 + ĝ†

nb̂n + b̂†
nĝn+1 + ŷ†

nr̂n + r̂†
nŷn + ĝ†

n+1b̂n + b̂†
nĝn + ŷ†

n+1r̂n)

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ1
r̂1
b̂1
ŷ1
ĝ2
r̂2
b̂2
ŷ2
⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

†

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

04x4 σ1 ⊗ 1 04x4 04x4 ⋯
σ1 ⊗ 1 04x4 σ1 ⊗ 1 04x4 ⋯
04x4 σ1 ⊗ 1 04x4 σ1 ⊗ 1 ⋯
04x4 04x4 σ1 ⊗ 1 04x4 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

ĝ1
r̂1
b̂1
ŷ1
ĝ2
r̂2
b̂2
ŷ2
⋮

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
≡ Φ̂†

r [CX2D⊗ (σ1 ⊗ 1)] Φ̂r

(4.39)
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

Donde hemos denominados CX2D a la matriz:

CX2D = 1Ny×Ny ⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 ⋯
1 0 1 0 ⋯
0 1 0 1 ⋯
0 0 1 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nx×Nx

(4.40)

Como el procedimiento para el resto de términos será homologo procedemos a escribir direc-
tamente el Hamiltoniano en el espacio real:

Ĥ = Φ̂†
rHrΦ̂r (4.41)

Con:

Hr =
t + τ

2 CX2D⊗ [σ1 ⊗ 1] +
t − τ

2i
SX2D⊗ [σ2 ⊗ σ3]

+ t + τ

2 CY2D⊗ [σ1 ⊗ σ1] +
t − τ

2i
SY2D⊗ [σ1 ⊗ σ2]

(4.42)

Donde:

SX2D = 1Ny×Ny ⊗

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 ⋯
−1 0 1 0 ⋯
0 −1 0 1 ⋯
0 0 −1 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Nx×Nx

(4.43)

CY2D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 ⋯
1 0 1 0 ⋯
0 1 0 1 ⋯
0 0 1 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ny×Ny

⊗1Nx×Nx (4.44)

SY2D =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0 1 0 0 ⋯
−1 0 1 0 ⋯
0 −1 0 1 ⋯
0 0 −1 0 ⋯
⋮ ⋮ ⋮ ⋮ ⋱

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

Ny×Ny

⊗1Nx×Nx (4.45)

Corresponden a matrices N × N para N el numero de celdas. A estas matrices las llamare-
mos Matrices paternas ya que describen las conexiones posibles entre las celdas de la red (Ver
Apéndice C). Poder entender esto ayudará a poder introducir dislocaciones al sistema más
adelante.
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Teniendo la forma (4.42) para el Hamiltoniano, basta especificar Nx, Ny (número de celdas a
lo largo del eje x e y respectivamente) para poder determinar N = NxNy y, en consecuencia,
la longitud de las matrices. Definido el número de celdas, basta diagonalizar Hr escrito en la
forma (4.42) para obtener el espectreo de enerǵıa (valores propios) y las funciones de onda
correspondientes (vectores propios).

4.3.1. Resultados numéricos
Sea Hr construida a partir de una red cuadrada (Nx = Ny) de 40 × 40 celdas unitarias (6400
sitios) y τ = 1 y t = 0,5 (de modo que la enerǵıa este en unidades de τ), se proceden a ordenar
los valores propios en forma creciente para obtener el espectro de enerǵıas 4.8.

Figura 4.8: Enerǵıas propias de Hr ordenadas en forma creciente. Se puede verificar nu-
mericamente que las ramas separadas del continuo de estados corresponden a
estados topológicos de borde que solo aparecen cuando τ > t.

Lo primero que podemos ver es que, debido a la simetŕıa quiral, el especro de enerǵıas es
simet́rico con respecto a la enerǵıa cero. Esto ya que para cada estado con enerǵıa E existe
un compañero quiral con enerǵıa −E. Dentro de los estados del espectro encontraremos en su
mayoŕıa estados de bulto aśı como ciertos estados de borde, sin embargo tornaremos nuestra
atención a un conjunto acotado de estados que se encuentran dentro de la colección de estados
con enerǵıa cero.
Procedemos entonces a graficar la función de onda de la red señalando la probabilidad asociada
a cada celda unitaria. En la figura 4.9 podemos ver un par de estados localizados en las
esquinas encontrados en el conjunto de soluciones de enerǵıa cero. Junto a estos se encontraron
variados estados de bulto aśı como estados parcialmente localizados como el ilustrado en 4.10.
Encontrar estados parcialmente localizados hace cuestionar si aquellos estados que parecen
encontrarse completamente localizados son en realidad BICs o simplemente resonancias. Para
poder determinar esto es necesario hacer un estudio de las simetŕıas que podŕıan dar origen a
estos estados. En la siguiente sección veremos que, dentro del conjunto de estados localizados
en las esquinas, pueden existir tanto BICs como resonancias.
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4.4. Simetŕıa de los estados localizados en las esquinas

Para este punto hemos evidenciado numéricamente la existencia de estados localizados con
enerǵıa cero en las esquinas de la red cuadrada. También hemos visto que hay estados par-
cialmente localizados o que, en otras palabras, son hibridaciones entre estados localizados y
estados de bulto. Vale preguntarse entonces si son todos estados localizados son realmente
BICs o en realidad son resonancias que, producto de su acoplamientos con estados de bulto,
no permanecen localizados en el tiempo o ante la existencia de perturbaciones. Veremos que la
respuesta es que existe un conjunto de estados localizados que forman un subespacio ortogonal
al resto de ΞE=0 de modo que conforman BICs incapaces de mezclarse con estados de bulto.
Sin embargo también veremos que existen estados localizados que no forman un subespacio
ortogonal al subespaio de estados de bulto. Estos últimos no corresponderán a BICs y explican
la aparción de estados como el visto en la figura 4.10.

Para poder entender la existencia de BICs en este sistema, volveremos a tornar nuestra atención
a las representaciones irreducibles que toman los operadores del grupo C4v en los subespacios
mencionados anteriormente. Comenzaremos denominando a, b, c, d a las esquinas de la red (su-
perior derecha, inferior izquierda, superior izquierda e inferior izquierda respectivamente) y ∣a⟩,
∣b⟩, ∣c⟩, ∣d⟩ a los estados de localización correspondientes a cada una; consideraremos a estos
cuatro estados como base de todos los posibles estados localizados en las esquinas de modo
que podemos escribir dichos estados como:

∣a⟩ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ ∣b⟩ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ ∣c⟩ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ ∣d⟩ =

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.46)

Figura 4.9: Estados localizados a enerǵıa cero con localización bien definida en las esquinas
de la red.
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Figura 4.10: Estado de bulto a enerǵıa cero con parcial localización en dos de las esquinas
del sistema. Debido a esta hibridación con estados propagantes, la parcial
localización existente solo puede corresponder a una resonancia.

Bajo esta representación podemos escribir el efecto que tiene la operación Ĉ4 de la siguiente
manera:

Ĉ4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ Ĉ4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
1
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ Ĉ4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
1
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ Ĉ4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

0
0
0
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

=

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
0
0
0

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.47)

Teniendo esto en cuenta, procedamos a identificar tres subespacios del conjunto de estados
localizados que a través de suma directa generan dicho conjunto. Veremos que en estos espacios
el grupo C4v toma distintas representaciones irreducibles por lo que evidenciará la posible
ortogonalidad (o carencia de esta) entre estos espacios y el resto de ΞE=0.

Espacio Λ1:

Llamaremos Λ1 al espacio unidimensional generado por el estado:

∣Λ1⟩ =
1√
4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
1
1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.48)

Utilizando (4.47) se verifica que:

Ĉ4 ∣Λ1⟩ = ∣Λ1⟩ Ô⇒ Ĉ4 = 1 (4.49)

Es evidente entonces que:
Ĉ2 = (Ĉ4)2 = 1 ∧ (Ĉ4)3 = 1 (4.50)

De modo que todos los operadores pueden ser representados por 1 en este subespacio. Esto
significa que C4 tiene representación irreducible A1 en Λ1. Habitualmente esta representación
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4. Red Su-Schriffer-Heeger bidimensional

es escrita en forma escalar ya que el espacio Λ1 y R son isomorfos, por lo que el estado ∣Λ1⟩
puede ser representado escalarmente por la unidad:

∣Λ1⟩ = 1 (4.51)

De manera en que C4 queda representado por la operación:

Ĉ4 ∶ x→ x /x ∈ C (4.52)

Espacio Λ2:

Llamaremos Λ2 al espacio unidimensional generado por el estado:

∣Λ2⟩ =
1√
4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

−1
1
−1
1

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.53)

Volvemos a utilizar (4.47) para esta vez encontrar que:

Ĉ4 ∣Λ2⟩ = − ∣Λ2⟩ Ô⇒ Ĉ4 = −1 (4.54)

De igual manera se verifican rápidamente:

Ĉ2 = (Ĉ4)2 = 1 ∧ (Ĉ4)3 = −1 (4.55)

Lo que significa que C4 tiene representación irreducible B2 en Λ2. De la misma manera que
el espacio Λ1, la representación irreducible B2 puede ser escrita de forma escalar considerando
∣Λ2⟩ como la unidad:

Ĉ4 ∶ x→ −x (4.56)

Espacio Λ3:

En este caso, llamaremos Λ3 al espacio generado por el par de estados:

∣Λ(1)3 ⟩ =
1√
4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
−1
i
−i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

∧ ∣Λ(2)3 ⟩ =
1√
4

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

1
−1
−i
i

⎤⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎥⎦

(4.57)

Una vez más utilizamos (4.47) para obtener que el operados Ĉ4 satisface:

Ĉ4 ∣Λ(1)3 ⟩ = ∣Λ
(2)
3 ⟩ ∧ Ĉ4 ∣Λ(2)3 ⟩ = − ∣Λ

(1)
3 ⟩ (4.58)

Si esta vez cambiamos la representación de los estados por medio de una nueva elección de
base para Λ3:

∣Λ(1)3 ⟩ =
1√
4
(∣a⟩ − ∣b⟩ + i ∣c⟩ − i ∣d⟩) = [ 1

0 ] ∧ ∣Λ
(2)
3 ⟩ =

1√
4
(∣a⟩ − ∣b⟩ − i ∣c⟩ + i ∣d⟩) = [ 0

1 ] (4.59)
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Entonces las relaciones en (4.58) pueden ser reescritas:

Ĉ4 [
1
0 ] = [

0
1 ] ∧ Ĉ4 [

0
1 ] = −[

1
0 ] (4.60)

De modo que Ĉ4 puede ser escrito en esta base como:

Ĉ4 = [
0 −1
1 0 ] (4.61)

y en consecuencia:

Ĉ2 = (Ĉ4)2 = −[
1 0
0 1 ] ∧ (Ĉ4)3 = [

0 1
−1 0 ] (4.62)

De modo que, en el espacio Λ3, C4 toma la representación irreducible bidimensional E del
grupo C4v. Finalmente al ser Λ3 un espacio bidimensional, es isomorfo con C de modo que la
representación E suele ser escrita como hemos enunciado en (4.27).

Debido a que la dimensión de Λ1⊕Λ2⊕Λ3 es igual a la cardinalidad de la base dada por los esta-
dos ∣a⟩, ∣b⟩, ∣c⟩, ∣d⟩ podemos concluir que Λ1⊕Λ2⊕Λ3 corresponde al espacio de todos los posibles
estados localizados en las esquinas. Por otro lado, la existencia de distintas representaciones
irreducibles de C4v para los espacios Λ1, Λ2, Λ3 nos dice que estos espacios son ortogonales
entre si. Recordando que todos los estados de bulto forman pares quirales que generan espacios
bidimensionales en los cuales Ĉ4v toma representación irreducible E, entonces tendremos que
aquellos estados pertenecientes a Λ1 y Λ2 son ortogonales a todos los estados de bulto. En con-
traste, aquellos estados de Λ3 pueden hibridarse con estos estados. Concluimos entonces que
el espacio Λ1⊕Λ2 corresponde a un espacio formado por BICs como aquellos observados en 4.9.

4.5. Observaciones experimentales en una red fotónica
En una red formada por moléculas o átomos esperamos que la aparición de BICs se traduzca
en la existencia de fraccionalización de carga (la carga existente se distribuye en las esqui-
nas). Sabemos también que el formalismo llevado a cabo debe mantenerse válido para redes
fotónicas. En estas se espera que exista concentración de luz en una o más esquinas del cris-
tal. Lo anterior ha sido demostrado experimentalmente por otro estudio llevado a cabo por
Benalcazar y Cerjan, en conjunto con M. Jürgensen, S. Mukherjee y M. C. Rechtsman [25].
En este estudio se comparan una red SSH bidimensional fotónica con una red topológicamen-
te trivial (t ≥ τ) además de otros análisis sobre dicha red SSH que no cubriremos en este escrito.

En estos experimentos se hace uso de la distancia entre de los sitios dentro de la celda unitaria
lintra aśı como la distancia entre celdas unitarias linter para generar distintos términos de salto t
y τ . También se lleva a cabo una división entre un conjunto de celdas aledañas a la esquina del
cristal al cual se le denomino subsistema, y el resto del cristal al que se le llamó ambiente. La
Idea tras esta clasificación es medir la potencia asociada al subsistema Ps aśı como la potencia
asociada al ambiente Pe una vez que la luz es inyectada en una de las esquinas del cristal. De
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existir un BIC se espera que al introducir la luz esta permanezca confinada en la esquina y que,
por consecuencia, la potencia fraccional definida (Ps−Pe)/(Ps+Pe) sea cercana a 1. En el caso
contrario, de existir considerable discipación de la luz al ambiente, esta potencia fraccionaria
tomará valores cercanos a −1. Los resultados obtenidos para esta comparación entre redes se
pueden ver en 4.11

Figura 4.11: Comparación entre la Intensidad para una red topológicamente trivial y una
SSH al introducir luz de λ = 850[nm] por una esquina (indicada con flecha).
Ambas redes son de 9 × 9 celdas unitarias y cuentan con linter = 13[µm]. Se
muestran tanto resultados experimentales como de simulación y en ambos ob-
servamos la aparición de estados localizados cuando la red es topológicamente
no trivial. Las imagenes superiores cuentan con lintra = 17[µm] mientras las
inferiores cuentan con lintra = 9[µm].

38



Caṕıtulo 5

Dislocaciones

En esta sección procederemos a hacer un breve estudio del comportamiento de la red SSH
bidimensional cuadrada cuando esta presenta una dislocación de borde en su interior. Nos
interesa introducir una dislocación, ya que esta permite hacer que caracteŕısticas de la topo-
loǵıa no trivial del cristal se hagan presentes en el bulto del material además de en los bordes.
Por otra parte, estados nacidos de dislocaciones se suelen situar en enerǵıa cero cuando existe
brecha en el bulto [27–29], por lo que a priori esperamos obtener un estado de dislocación
(nuevo BIC) en ΞE=0 también cuando en el bulto no existe la brecha. Sin embargo, veremos
que este no es el caso y que estos estados no se encontrarán a enerǵıa cero, lo que resulta
ser un resultado no observado antes para redes sin brecha en su estructura de bandas. Es-
te análisis a la fecha no se ha llevado a cabo en esta red SSH bidimensional y actualmente
lo expuesto en este escrito conforma parte de un trabajo en proceso. En lo que concierne al
escrito, observamos que los aislantes topológicos de orden superior, esto es con brecha no nu-
la en el bulto, pueden presentar estados ligados a enerǵıa no nula en defectos de dislocación
dependiendo de los detalles del vector de Burgers y la estructura de banda correspondiente [30].

Para empezar, se entiende como una dislocación de borde a aquella que se logra cuando una
semirecta de sitios desde un punto cŕıtico (llamado centro de dislocación) es removida. Luego,
aquellos sitios previamente ligados a los removidos son conectados entre si, cerrando la brecha
y restaurando la simetŕıa de traslación lejos del centro.

Figura 5.1: Red cuadrada con una dislocación de borde. Vemos como el centro de disloca-
ción es rodeado por una trayectoria cerrada. La suma vectorial a lo largo de
esta trayectoria es distinta de cero con una diferencia equivalente al vector de
Burgers.
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5. Dislocaciones

Figura 5.2: Ilustración de la dislocación a tratar. El centro dislocación corresponde a una
celda unitaria en el centro de la red. Sitios antes separados por cendas unitarias
ahora removidas, son anexados para recuperar la estructura original lejos de la
dislocación.

Para poder caracterizar este tipo de dislocaciones topológicamente se introduce el llamado
vector de Burgers. Este corresponde al vector de traslación faltante para que una suma (o
integral) de camino se haga nula una vez llevada a cabo la dislocación (ver figura 5.1). Aunque
en las lejańıas del centro de dislocación se recupere simetŕıa de traslación, se puede demostrar
que las funciones de onda sobre redes con dislocación son discontinuas por una fase a lo largo
de la linea de dislocasión. Esta fase viene dada por el vector de Burgers:

Ψ(x+0 , y+0 ) = eik⋅bΨ(x−0 , y−0 ) (5.1)

Donde (x0, y0) es punto de la linea de discontinuidad y Ψ(x±0 , y±0 ) corresponde al ĺımite por
los dos distintos lados de la linea de discontinuidad [27, 28]. Si bien un estudio anaĺıtico sobre
los efectos de la dislocacion sobre la red y sus estados se puede llevar a cabo, nos limitaremos
a realizar observaciones de resultados numéricos. Para empezar procedemos a construir una
matriz como la presentada en (4.42) que considere la existencia de esta discontinuidad en
la conexión de los sitios (ver figura 5.2). Para lograr esto se deben modificar las matrices
paternas para considerar la irregularidad que existe entre las conexiones de celdas cercanas a
la dislocación (Ver la correspondiente discusión en Apéndice C). Una vez tomado esto en cuenta
podremos obtener el espectro de enerǵıas y las correspondientes distribuciones de probabilidad.
En nuestro caso consideraremos una red de 40×41 con una dislocación en su centro (ver figura
5.3). Es necesario aclarar que, si bien esta red no es perfectamente cuadrada en el ĺımite
termodinámico se recupera efectivamente la simetŕıa C4v.

40



.

Figura 5.3: Red de 40 × 41 celdas unitarias con un segmento de sitios removido. Los sitios
separados son posteriormente juntados para recuperar la estructura periódica
lejos de la red.

Como podremos ver en la figura 5.4, en el espectro de enerǵıas obtenido aparecen estados ais-
lados del resto del continuo. Resulta que estos estados se corresponden con estados localizados
al rededor del centro de dislocación a enerǵıa no nula (ver figura 5.5). Esta es la primera ob-
servación remarcable ya que no es de esperar que estados de este tipo se encuentren a enerǵıa
finita cuando no existe brecha en la estructura de bandas. Otra observación recae en que estos
estados aparezcan aislados del continuo y aparezcan entre el espectro de estados de bulto y
estados de borde. Esto evidencia una correspondencia entre el borde y el defecto asociado a la
pequeña abertura que ocurre en el centro de dislocación.

Figura 5.4: Espectro de enerǵıa para la red con dislocación. A diferencia del espectro sin
dislocación, vemos la aparición de estados aislados (encerrados con rojo).
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Figura 5.5: Estados de dislocación. Vemos como ambos se encuentran localizados en el
centro de la red donde la dislocación se origina.

En cuanto a los estados localizados en las esquinas refiere, podemos ver en la figura 5.6 que
siguen presentes, lo que es de esperar ya que la dislocación conserva efectivamente la simetŕıa
C4v. Sin embargo, aunque continúen siendo estados localizados, estos BICs podŕıan en principio
combinarse con los estados de dislocación ya que estos últimos, al corresponder a un par quiral
de estados de borde constituyen individualmente espacios unidimensionales con representación
irreducible de C4v unidimensional (al igual que los BICs). Sin embargo, la lejańıa espacial
entre la localización de los estados (Bulto y borde) hace que los estados sean dificiles de excitar
simultáneamente de modo que posible hibridación se vuelve despreciable.

Figura 5.6: Estados de esquina en la red con dislocación.
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Conclusiones

En este escrito hemos hecho una revisión general de ciertos conceptos esenciales para nues-
tro objetivo como lo son los BICs y el formalismo de enlace fuerte. Hemos visto que este último
puede extender su uso a redes fotónicas y posiblemente a otros sistemas que tengan una similar
estructura matemática. Gracias a esto pudimos justificar la validez del modelo para redes SSH
bidimensionales las cuales conforman un importante y reciente objeto de estudio. Luego, obser-
vamos también que sus propiedades son destacables debido a su topoloǵıa no trivial originada
de sus simetŕıas. A su vez, vimos que estas se traducen en la existencia de BICs en el conjunto
de estados de enerǵıa cero para redes cuadradas. por otro lado, hemos discutido que existen
observaciones en redes fotónicas de estos estados y visto que cuando la topoloǵıa es trivial se
pierden estos estados. Finalmente hemos discutido el concepto de dislocación de borde y lo
hemos aplicado a través de cálculos numéricos a nuestro modelo. Esto tuvo como consecuencia
la aparición de estados localizados en el centro de dislocación a enerǵıa no nula para una banda
sin brecha en el bulto, lo que conforma un resultado novedoso. Por otra parte, vimos que los
estados localizados en las esquinas se conservan a pesar de existir el defecto de dislocación.

Teniendo lo observado en cuenta, podemos llegar a la conclusión de que hay mucho trabajo por
delante y muchas aristas desde las cuales estos temas pueden transformarse en futura investiga-
ción. En primer, lugar podŕıamos preguntarnos qué otros sistemas pueden verse descritos bajo
un modelo de enlace fuerte. Podemos preguntarnos también qué estados de borde emergen en
una red SSH tridimensional. Otra opción es poder reproducir de forma experimental estos es-
tados por medio de la creación de metamateriales sólidos, materiales topoeléctricos, acústicos,
etc. Una campo que queda abierto a ráız de estos resultados es el de las dislocaciones en redes
que carezcan de Brecha en el bulto pero presenten topoloǵıa no trivial ya que, como hemos
visto, podemos encontrar estados localizados a enerǵıa no nula. Varias proyecciones se pueden
llevar a cabo en base a lo estudiado en este texto, lo que evidencia la complejidad del estudio
de la topoloǵıa no trivial de redes las cuales son sujetas a la perdida de periodicidad de alguna
u otra manera.
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Apéndice A

Notas sobre cambio de ı́ndices por
transformaciones de operadores

En esta sección procederemos a demostrar que la transformación (4.28) se corresponde con
un cambio de indexación en el espacio real. Sabemos que para un operador asociado al color
α se cumple que la propiedad (4.5). La forma inversa de esta propiedad es de la forma:

α̂†
k =

1√
N
∑

nx,ny

eik⋅rnx,ny α̂†
nx,ny

(A.1)

Donde nx, ny indexan números de celdas. Utilizando la transformación (4.28) se tiene:

α̂′†k e−k⋅αi = 1√
N
∑

nx,ny

eik⋅rnx,ny α̂†
nx,ny

α̂′†k =
1√
N
∑

nx,ny

eik⋅(rnx,ny+α)α̂†
nx,ny

(A.2)

Es acá donde definimos el vector:

rlx+1,ly+1 ∶= rnx,ny +α = a (2nx + αx)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

lx+1

ex + a (2ny + αy)
´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶

ly+1

ey = a(lxex + lyey) + a(ex + ey) (A.3)

Bajo esta nueva indexación es necesario tener presente que, debido a la forma de la base (4.1):

αx = 0, 1 ∧ αy = 0, 1 (A.4)

Para los distintos vectores de la base. Notemos que los ı́ndices lx, ly no indexan celdas si no
sitios de la red. Esto se evidencia al ver que los limites superiores de los ı́ndices corresponden
al número de sitios en los ejes correspondientes:

1 ≤ nx ≤ Nx Ô⇒ 1 ≤ lx ≤ 2Nx

1 ≤ ny ≤ Ny Ô⇒ 1 ≤ ly ≤ 2Ny

(A.5)
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Figura A.1: Ilustración de la indexación
(nx, ny).

Figura A.2: Ilustración de la indexación
(lx, ly)

De esta manera, los operadores asociados a distintos colores pueden quedar descritos por un
operador genérico mientras los ı́ndices satisfagan:

r̂nx,ny = ĉlx,ly /(lx = 2nx − 1, ly = 2ny − 1) = (impar, impar)

ea(kx+ky)ĝnx,ny = ĉlx,ly /(lx = 2nx, ly = 2ny) = (par, par)

eaky b̂nx,ny = ĉlx,ly /(lx = 2nx − 1, ly = 2ny) = (impar, par)

eakx ŷnx,ny = ĉlx,ly /(lx = 2nx, ly = 2ny − 1) = (par, impar)

(A.6)

Donde las fases que multiplican los operadores aparecen de reemplazar (A.3) en (A.2). Regre-
sando a esta última equación habremos quedado con la forma:

α̂′†k =
1√
N

2Nx

∑
lx

2Ny

∑
ly

eik⋅rlx,ly ĉ†
lx,ly
/rlx,ly ∶= a(lxex + lyey) (A.7)

Donde en este caso los distintos lx, ly de la suma deben satisfacer las condiciones correspon-
dientes al color α establecidas en (A.6).
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Apéndice B

Propiedad matemática (4.38)

La propiedad a demostrar corresponde a una inversión de los procedimientos llevados a
cabo entre la ecuaciones (4.5) y (4.11).

∑
k

e±2akxiα̂†
kβ̂k = ∑

nx,ny

α̂†
nx,ny

β̂nx±1,ny = ∑
nx,ny

α̂†
nx∓1,ny

β̂nx,ny (B.1)

∑
k

e±2akxiα̂†
kβ̂k = ∑

k
e±2akxi ∑

n,n′
e2ai(n−n′)⋅kα̂†

nβ̂n′ /n ∶= [ nx

ny
]

= ∑
n,n′
∑
ky

∑
kx

e2ai(nx±1−n′x)e2ai(ny−n′y)ky α̂†
nβ̂n′

= ∑
n,n′
∑
ky

e2ai(ny−n′y)ky

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δny,n′y

∑
kx

e2ai(nx±1−n′x)kx

´¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¸¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¶
δnx±1,n′x

=δnx,n′x∓1

α̂†
nβ̂n′

= ∑
nx,ny

α̂†
nx,ny

β̂nx±1,ny = ∑
nx,ny

α̂†
nx∓1,ny

β̂nx,ny

El caso para ky y ny es homologo.
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B. Propiedad matemática (4.38)
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Apéndice C

Interpretación de las Matrices
paternas

En esta sección se pretende entregar una breve pero visual interpretación tras la estructura
y de las matrices CX2D, SX2D, CY2D y SY2D introducidas en la construcción de (4.42).
Es fácil ver que en (4.42) las matrices conformadas por productos Kronecker entre matrices de
Pauli se heredan de las conexiones existentes entre sitios dentro y fuera de la celda unitaria y
son heredados directamente de la forma (4.35). Sin embargo, al hacer la transición al espacio
real vemos que aparecen estas matrices paternas.

En primer lugar, notemos que la similitud entre el par de matrices CX2D y SX2D no es
coincidencia y se debe a que estas matrices son originadas por el desarrollo de los términos
que contienen la componente del vector de onda en el eje x (cos(akx) y sin(akx), ver (4.34)
y (4.36)). Por otra parte, el que una de las matrices sea simétrica y la otra antisimétrica es
heredado directamente de la simetŕıa del coseno y antisimetŕıa del seno (ver descomposición
del seno y del coseno en numeros complejos en (4.36)). Lo mismo es verdad para el par CY2D
y SY2D pero esta vez con la componente y del vector de onda.

Veamos el ejemplo de una red Nx = 3 y Ny = 4. La matriz CX2D escrita expĺıcitamente se
puede ver en la figura C.1 aśı como la matriz CY2D en la figura C.2. Cada columna y/o fila
de una matriz corresponde a una celda unitaria. La existencia de términos no nulos en alguna
entrada en particular se traduce en que existe un término mixto en el Hamiltoniano que invo-
lucra a los operadores creación y destrucción correspondientes a la fila y columna asociada a
esta. Por esta razón veremos que todas la matrices tienen solo ceros en su diagonal.
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C. Interpretación de las Matrices paternas

Figura C.1: Ilustración de una matriz CX2D con Xij sus elementos, y a su lado una
ilustración sobre las distintas conexiones a lo largo del eje x (lineas punteadas)
que pueden existir entre celdas vecinas (Puntos). Notemos que cada uno de los
términos en cada cuadrante café marcado en la matriz se corresponde con las
conexiones existentes a lo largo de una fila.

Figura C.2: Ilustración de una matriz CY2D con Yij sus elementos, y a su lado una ilus-
tración sobre las distintas conexiones a lo largo del eje y (lineas punteadas) que
pueden existir entre celdas vecinas (Puntos). Al igual que el caso modtrado en
C.1, cada uno de los términos en cada cuadrante café marcado en la matriz se
corresponde con las conexiones existentes, esta vez a medida que descendemos
por cada columna.
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Implementación de dislocaciones
Para poder crear matrices paternas que consideren la existencia de dislocaciones, se tendrá
que tomar en cuenta que existe un cambio en el numero celdas y vecinos cercanos a medida
que nos movemos por la red. Esto se traduce en la perdida de regularidad en los bloques que
componen las matrices ya que bloques en la diagonal previos a la dislocación son compuestos
por arreglos de (Nx −1)×(Nx −1) mientras que posteriores a la dislocación se tendrán bloques
de Nx ×Nx. Un ejemplo es el ilustrado en las figuras C.3 y C.4 en las que se ilustra una red
de N = 20 celdas unitarias y en que, previo a la dislocación se tienen filas de 4 sitios, mientras
que posteriormente se tienen filas de 5. En el caso de las columnas, podemos ver que previo a
la dislocación tenemos, mientras que al llegar al centro media columna es removida lo que se
traduce en que los bloques asociados a la columna de dislocación dejen de ser cuadrados.

Figura C.3: Ilustración de una matriz paterna construida a base de CX2D la cual toma
en cuenta la existencia de una dislocación en la parte superior de una red con
N = 20.

Figura C.4: Matriz paterna construida a base de CY2D para la misma red considerada en
C.3.
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