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Abstract

La termodinámica de agujeros negros constituye uno de los principales puntos de encuentro
entre la relatividad general, la termodinámica y la mecánica cuántica. Si bien la formulación
clásica de sus leyes describe adecuadamente las soluciones estacionarias en ausencia de defec-
tos globales, su extensión a espacio-tiempo con estructura global no trivial, como aquellos que
presentan defectos cónicos, requiere un marco riguroso para definir las cantidades conservadas
involucradas. Con este propósito, se desarrolla el formalismo del espacio de fases covariante
propuesto por Lee y Wald, presentando sus fundamentos geométricos y la construcción de
las cargas conservadas asociadas a las simetŕıas de la teoŕıa.
El formalismo se valida en las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordström, donde la
masa y la carga eléctrica se obtienen como cargas de Noether asociadas a las simetŕıas tem-
poral y de gauge, respectivamente, mostrando que el formalismo unifica el tratamiento de
cargas de origen geométrico y de gauge. Posteriormente, el formalismo se aplica a los casos de
Kerr-Taub-NUT y la C-métrica de Schwarzschild. En Kerr-Taub-NUT, la incorporación de
las contribuciones asociadas a las cuerdas de Misner conduce a una primera ley termodinámi-
ca consistente con la relación de Christodoulou-Ruffini. En la C-métrica de Schwarzschild se
demuestra que la carga asociada a la simetŕıa temporal define una 1-forma no integrable en
el espacio de fases, lo que requiere generalizar el formalismo mediante el reescalamiento del
generador de simetŕıa; sin embargo, la carga conservada obtenida no conduce a una primera
ley compatible con la interpretación termodinámica usual, lo que deja abierta la búsqueda
de una formulación consistente para la termodinámica de agujeros negros acelerados. Estos
resultados muestran que el formalismo del espacio de fases covariante constituye una herra-
mienta sistemática y extensible para la construcción de cargas conservadas en relatividad
general y su aplicación al estudio de la termodinámica de agujeros negros con estructura
global no trivial.
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Capı́tulo 1
Historia y desarrollo de la termodinámica de
agujeros negros: de las soluciones exactas al
formalismo del espacio de fases covariante.

Mucho antes de la formulación de la Relatividad General, Michell [1] y posteriormente Laplace
[2] propusieron la existencia de objetos suficientemente masivos como para impedir incluso
la fuga de la luz. En el marco newtoniano, estos objetos fueron denominados dark stars, y
su estudio se basaba en la velocidad de escape gravitacional. Sin embargo, muchas décadas
después se comprendió que esta descripción newtoniana era insuficiente para describir el
comportamiento de la luz en las cercańıas de cuerpos extremadamente masivos, por lo que
la idea de estrella oscura quedó relegada a una simple curiosidad histórica.
Con la formulación de las ecuaciones de campo de Einstein [3], el concepto adquiere un funda-
mento teórico riguroso dentro de la Relatividad General. No obstante, durante varias décadas
estos objetos no contaron con una denominación unificada ni con aceptación generalizada,
siendo referidos como objeto colapsado, singularidad de Schwarzschild o estrella congelada,
esta última vinculada a la percepción de un observador externo para quien el colapso aparenta
detenerse en el horizonte de eventos.
El término agujero negro fue introducido formalmente por Wheeler en 1967 [4], consolidando
su uso en la literatura cient́ıfica. Este cambio no fue meramente terminológico, sino que
contribuyó de manera decisiva a la consolidación conceptual de estos objetos como soluciones
f́ısicas relevantes de la Relatividad General.

1.1 Las primeras soluciones de los agujeros negros

A partir de las ecuaciones de Einstein [3], Schwarzschild obtuvo la primera solución exacta
en 1916 para el caso estático, esféricamente simétrico [5]. Esta solución introduce de manera
expĺıcita la noción de horizonte de eventos como superficie causalmente unidireccional, aśı
como la presencia de una singularidad central, estableciendo el primer modelo teórico de
agujero negro.



1.2. TEOREMAS DE UNICIDAD Y PRINCIPIO DE NO PELO

Posteriormente, Reissner [6] y Nordström [7] generalizaron este resultado al caso cargado. Más
adelante, Kerr obtuvo en 1963 la solución para un agujero negro en rotación [8], extendiendo
significativamente el alcance f́ısico de las soluciones estacionarias. Finalmente, Newman et
al. completaron el caso más general en 1965 mediante la métrica de Kerr-Newman [9], que
incorpora masa, carga eléctrica y momento angular, reduciendo a los casos anteriores como
ĺımites particulares.
Durante décadas, los agujeros negros fueron principalmente objetos matemáticos de la Rela-
tividad General. Sin embargo, la situación cambió de manera decisiva con las observaciones
recientes. En 2015, la colaboración LIGO reportó la detección de ondas gravitacionales pro-
venientes de la fusión de dos agujeros negros en el evento GW150914 [10]. Posteriormente,
en 2019, el Event Horizon Telescope obtuvo la primera imagen de la sombra de un agujero
negro en M87 [11], y en 2022 realizó una observación análoga para Sagitario A∗ [12]. Estos
resultados consolidan a los agujeros negros como objetos astrof́ısicos observables, reforzando
el interés en su estructura, termodinámica y posibles aspectos cuánticos.
Las soluciones clásicas de Schwarzschild, Reissner–Nordström, Kerr y Kerr–Newman repre-
sentan solo los casos más simples dentro de un espectro mucho más amplio. En cuatro dimen-
siones existen extensiones con constante cosmológica, acoplamientos a campos de materia y
soluciones con pelo en teoŕıas de gravedad modificada, donde el teorema de no pelo deja de ser
válido en su formulación clásica. En tres dimensiones, el agujero negro BTZ [13] constituye
un ejemplo fundamental en AdS, reproduciendo propiedades termodinámicas análogas a las
de cuatro dimensiones a pesar de la ausencia de grados de libertad gravitacionales locales.
En dimensiones superiores, aparecen soluciones con topoloǵıas de horizonte más generales, lo
que evidencia que la estructura de los agujeros negros depende de manera crucial del número
de dimensiones y del sector dinámico considerado.

1.2 Teoremas de unicidad y principio de no pelo

Uno de los resultados fundamentales de la Relatividad General es que los agujeros negros
estacionarios en la teoŕıa de Einstein–Maxwell, bajo hipótesis adecuadas de regularidad,
planitud asintótica y axisimetŕıa, quedan completamente caracterizados por tres cantidades
conservadas: la masa M , el momento angular J y la carga eléctrica Q. En consecuencia, la
única familia de soluciones estacionarias es la de Kerr–Newman: dos agujeros negros esta-
cionarios con los mismos valores de M , J y Q son idénticos como soluciones geométricas,
independientemente del proceso f́ısico que dio origen a cada uno.
Estos resultados fueron desarrollados progresivamente mediante los teoremas de unicidad de
Israel para los casos estático y electrostático [14, 15], extendidos al caso estacionario por
Carter [16] y completados por Robinson con la demostración de la unicidad de la solución de
Kerr [17]. Esta simplicidad geométrica fue resumida por Wheeler en el denominado principio
de no pelo, según el cual un agujero negro clásico no conserva información macroscópica
distinta de M , J y Q [18].

2



1.3. SURGIMIENTO DE LA MECÁNICA DE AGUJEROS NEGROS

1.3 Surgimiento de la mecánica de agujeros negros

La mecánica de agujeros negros constituye uno de los desarrollos más importantes de la f́ısica
gravitacional moderna, pues representa el primer indicio de una conexión profunda entre la
Relatividad General y la termodinámica. Durante la década de 1970 se descubrió que diver-
sas propiedades geométricas de los horizontes de eventos satisfacen relaciones matemáticas
con la misma estructura que las leyes de la termodinámica clásica. Aunque inicialmente esta
correspondencia era únicamente formal, marcó el comienzo de una nueva ĺınea de investi-
gación que, posteriormente, revelaŕıa una estrecha relación entre relatividad, termodinámica
y mecánica cuántica. Más adelante, incluso se propuso que dicha conexión podŕıa ser aún
más fundamental, al sugerirse que las ecuaciones de Einstein admiten una interpretación
termodinámica [19].
El desarrollo histórico de estas ideas comenzó en 1971, cuando Hawking demostró el teorema
del área, el cual establece que el área del horizonte de eventos de un agujero negro no puede
disminuir en procesos clásicos [20]:

El área A del horizonte de eventos nunca puede decrecer en procesos clásicos

δA ≥ 0. (1.1)

Aunque este resultado era de naturaleza puramente geométrica, Bekenstein observó su es-
trecha analoǵıa con la segunda ley de la termodinámica y propuso que el área del horizonte
deb́ıa interpretarse como una medida de la entroṕıa del agujero negro [21, 22]. Poco después,
Bardeen, Carter y Hawking formularon las cuatro leyes de la mecánica de agujeros negros,
estableciendo una analoǵıa formal entre las propiedades geométricas de los agujeros negros
estacionarios y las leyes de la termodinámica clásica [23].

Ley cero: la gravedad superficial κ es constante sobre el horizonte de un agujero negro
estacionario, de manera análoga a la uniformidad de la temperatura en un sistema en
equilibrio térmico.

Primera ley: las variaciones infinitesimales de las cantidades conservadas satisfacen
la relación

δM =
κ

8π
δA+ Ω δJ + Φ δQ, (1.2)

donde M es la masa del agujero negro, A el área del horizonte de eventos, J su mo-
mento angular y Q su carga eléctrica. Asimismo, Ω representa la velocidad angular
del horizonte y Φ el potencial eléctrico evaluado sobre él. Esta expresión constituye el
análogo gravitacional de la primera ley de la termodinámica. En este contexto clásico,
la gravedad superficial κ es únicamente una cantidad geométrica y todav́ıa no posee
una interpretación como temperatura f́ısica.

Segunda ley: el área total del horizonte nunca disminuye,

δA ≥ 0, (1.3)

3



1.4. ESTRUCTURA ENERGÉTICA DEL HORIZONTE

en analoǵıa con el principio de no decrecimiento de la entroṕıa en procesos irreversibles.

Tercera ley: es imposible alcanzar un agujero negro extremo con κ = 0 mediante un
número finito de procesos f́ısicos, en analoǵıa con la imposibilidad de alcanzar el cero
absoluto.

En esta etapa, la correspondencia entre la mecánica de agujeros negros y la termodinámica
era únicamente formal, ya que no exist́ıa una justificación f́ısica para identificar la gravedad
superficial con una temperatura ni el área del horizonte con una entroṕıa. No obstante, la
consistencia de esta analoǵıa sugeŕıa la existencia de una relación más profunda entre la
geometŕıa del espacio-tiempo y las leyes de la termodinámica, cuya interpretación f́ısica se
desarrollaŕıa en los años siguientes.

1.4 Estructura energética del horizonte

En paralelo al desarrollo de la mecánica clásica de agujeros negros surgieron diversos traba-
jos destinados a comprender la estructura energética asociada a los horizontes de eventos.
Estas contribuciones complementaron la formulación de las cuatro leyes al proporcionar una
interpretación f́ısica de las cantidades macroscópicas que caracterizan a un agujero negro
estacionario y de los procesos mediante los cuales es posible intercambiar enerǵıa con él.
El punto de partida fue el proceso de Penrose, quien demostró que es posible extraer enerǵıa
rotacional de un agujero negro de Kerr mediante interacciones que tienen lugar en la ergos-
fera, la región comprendida entre el horizonte de eventos y el ĺımite estático, donde ningún
observador puede permanecer en reposo respecto al infinito debido al arrastre de marcos
generado por la rotación del agujero negro [24]. Motivados por este resultado, Christodoulou
y Ruffini analizaron la estructura energética del agujero negro de Kerr–Newman, la solución
estacionaria más general de la teoŕıa de Einstein–Maxwell de acuerdo con los teoremas de
unicidad. En este contexto, incorporaron la masa irreducible Mirr, definida como la parte
de la masa total que no puede extraerse mediante ningún proceso f́ısico y que se encuentra
directamente relacionada con el área del horizonte. Mostraron aśı que la masa total pue-
de interpretarse como la suma de distintas contribuciones energéticas, mientras que Mirr

permanece estrechamente vinculada a la geometŕıa del horizonte [25].
Esta formulación introdujo una distinción natural entre procesos reversibles e irreversibles.
En los primeros, la masa irreducible Mirr permanece constante y toda la enerǵıa extráıda
proviene de la enerǵıa rotacional o electromagnética del agujero negro, mientras que en los se-
gundosMirr aumenta de forma irreversible. Como el área del horizonte está determinada por
Mirr, esta propiedad implica que los procesos irreversibles satisfacen el principio de no decre-
cimiento del área establecido por Hawking, proporcionando una interpretación energética de
la segunda ley de la mecánica de agujeros negros. Esta estructura resultó además plenamente
compatible con la primera ley, al mostrar que las variaciones de la masa pueden entenderse
como un balance entre las distintas contribuciones energéticas asociadas al horizonte.
Poco después, Smarr obtuvo una relación integral entre la masa, el momento angular, la
carga y las cantidades geométricas asociadas al horizonte, proporcionando una formulación
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1.5. ENTROPÍA DE BEKENSTEIN Y RADIACIÓN DE HAWKING

energética global compatible con la primera ley de la mecánica de agujeros negros [26].
Antes del descubrimiento de la radiación de Hawking, esta relación se interpretaba mediante
analoǵıas con la mecánica clásica, donde la gravedad superficial desempeñaba el papel de una
tensión superficial efectiva asociada al horizonte.
En conjunto, los trabajos de Penrose, Christodoulou, Ruffini y Smarr consolidaron una des-
cripción energética de los agujeros negros clásicos consistente con las tres cantidades con-
servadas que los caracterizan, la masa, el momento angular y la carga eléctrica. Estas ideas
proporcionaron el marco conceptual sobre el cual se desarrollaŕıa posteriormente la interpre-
tación termodinámica completa de los agujeros negros.

1.5 Entroṕıa de Bekenstein y radiación de Hawking

Los resultados obtenidos por Christodoulou, Penrose y Smarr sugeŕıan que el área del hori-
zonte desempeñaba un papel análogo a la entroṕıa en la termodinámica clásica. Sin embargo,
esta interpretación presentaba una dificultad conceptual: si los agujeros negros no emit́ıan
radiación, como predećıa la relatividad general clásica, su temperatura efectiva deb́ıa ser
exactamente nula. Bajo esta identificación, seŕıa posible, en principio, añadir entroṕıa a un
agujero negro sin ningún coste energético ni cambio f́ısico observable, de modo que la segun-
da ley perdeŕıa todo contenido: no impondŕıa restricción real alguna sobre los procesos que
involucran a un agujero negro. La analoǵıa con la primera ley permanećıa entonces como una
construcción puramente formal, sin el respaldo de un mecanismo f́ısico que le diera contenido
termodinámico genuino.
Motivado por esta aparente inconsistencia, Bekenstein propuso que un agujero negro deb́ıa
poseer una entroṕıa f́ısica proporcional al área de su horizonte de eventos [27]. Su argumento
se apoyaba en consideraciones de teoŕıa de la información y en la segunda ley de la termo-
dinámica, y establećıa una relación de proporcionalidad entre dicha entroṕıa y el área del
horizonte,

S ∝ A, (1.4)

sin que el coeficiente de proporcionalidad quedara determinado por su análisis. Esta propuesta
ya establećıa que la entroṕıa de un agujero negro deb́ıa depender del área de su horizonte y
no de su volumen, una propiedad sin análogo en los sistemas termodinámicos convencionales.
La situación cambió de manera decisiva cuando Hawking demostró, mediante teoŕıa cuántica
de campos en espacio-tiempo curvo, que los agujeros negros emiten radiación térmica [28, 29].
Este resultado mostró que los efectos cuánticos modifican el vaćıo en presencia de un horizonte
de eventos, produciendo un flujo de part́ıculas detectado por un observador situado en el
infinito. Aunque con frecuencia este fenómeno se describe mediante la creación de pares
de part́ıculas cerca del horizonte, dicha imagen constituye únicamente una interpretación
heuŕıstica del proceso, cuya derivación rigurosa se obtiene a partir de la cuantización de
campos en un espacio-tiempo con colapso gravitacional.
El resultado central obtenido por Hawking fue la identificación de una temperatura asociada
al agujero negro,

TH =
ℏκ

2πkBc
, (1.5)
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1.6. LIMITACIONES DE LA ENTROPÍA DE BEKENSTEIN–HAWKING

donde κ corresponde a la gravedad superficial del horizonte, una cantidad puramente geométri-
ca que mide la aceleración propia, medida por un observador en el infinito, requerida para
mantener un objeto en reposo justo en el horizonte de eventos. Esta expresión proporcionó
la interpretación f́ısica de la cantidad que aparećıa en la primera ley de la mecánica de
agujeros negros, estableciendo la identificación entre gravedad superficial y temperatura. En
consecuencia, la analoǵıa desarrollada previamente adquirió el carácter de una verdadera ley
termodinámica, y permitió fijar de manera exacta el coeficiente de proporcionalidad de la
entroṕıa propuesta por Bekenstein,

SBH =
kBc

3A

4Gℏ
. (1.6)

La emisión continua de radiación implica que el agujero negro pierde enerǵıa y, en con-
secuencia, disminuye su masa. Para agujeros negros de Schwarzschild, la temperatura es
inversamente proporcional a la masa, por lo que el proceso de pérdida de enerǵıa incremen-
ta progresivamente su temperatura, aumentando la intensidad de la radiación emitida. Este
fenómeno conduce al proceso conocido como evaporación de Hawking, mediante el cual un
agujero negro aislado pierde masa de forma gradual hasta alcanzar el régimen en el que los
efectos de gravedad cuántica se esperan dominantes y la descripción semiclásica deja de ser
aplicable.
La proporcionalidad entre la entroṕıa y el área del horizonte constituye además una de las
observaciones más relevantes de la gravedad cuántica. A diferencia de los sistemas termo-
dinámicos ordinarios, donde el número de grados de libertad escala con el volumen, la ley
de Bekenstein–Hawking sugiere que la información f́ısica de una región gravitacional puede
codificarse en su frontera bidimensional. Esta idea motivó posteriormente el desarrollo del
principio holográfico, el cual desempeña un papel central en diversas aproximaciones moder-
nas a la gravedad cuántica [30, 31].

1.6 Limitaciones de la entroṕıa de Bekenstein–Hawking

La relación de Bekenstein–Hawking constituye uno de los resultados fundamentales de la
termodinámica de agujeros negros. Sin embargo, su expresión (1.6) no representa una ley
universal independiente de la teoŕıa gravitacional considerada, sino un resultado obtenido
para la Relatividad General descrita por la acción de Einstein–Hilbert. Como consecuencia,
su validez debe analizarse cuidadosamente cuando se modifican las hipótesis bajo las cuales
fue derivada.
Incluso dentro de la Relatividad General surgen situaciones en las que la formulación habitual
de la termodinámica presenta dificultades. La presencia de horizontes dinámicos, espacios-
tiempo que no son asintóticamente planos, geometŕıas con aceleración, defectos cónicos o
estructuras globales no triviales puede dificultar la definición de las cantidades conservadas
asociadas a las simetŕıas del espacio-tiempo, tales como la masa, el momento angular o las
cargas eléctricas. En estos escenarios, la formulación tradicional de la primera ley requiere
un tratamiento más cuidadoso y una definición rigurosa de las cantidades termodinámicas
involucradas [32, 33].
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Las dificultades son aún más evidentes en teoŕıas gravitacionales más generales que la Rela-
tividad General. En modelos como la gravedad de Lovelock o las teoŕıas f(R), el lagrangiano
gravitacional contiene invariantes adicionales de curvatura que modifican las ecuaciones de
movimiento y alteran la relación entre la geometŕıa del horizonte y la entroṕıa. En conse-
cuencia, la entroṕıa deja de ser simplemente proporcional al área y adquiere contribuciones
que dependen de la forma espećıfica del lagrangiano gravitacional [34].
Estas observaciones muestran que la expresión de Bekenstein–Hawking debe entenderse co-
mo un caso particular dentro de un marco más general de la termodinámica gravitacional.
Para formular de manera consistente las cantidades conservadas y la primera ley en teoŕıas
covariantes de la gravedad resulta necesario un procedimiento que dependa únicamente de
la acción y de sus simetŕıas, sin recurrir a definiciones particulares de enerǵıa o de entroṕıa
adaptadas a cada solución.

1.7 Formalismo del espacio de fases covariante

Con este propósito, Lee y Wald desarrollaron en 1990 el formalismo del espacio de fases
covariante, una formulación geométrica basada en la estructura simpléctica del espacio de
soluciones de teoŕıas covariantes derivadas de un lagrangiano [35]. El punto de partida consiste
en considerar el conjunto de soluciones de las ecuaciones de movimiento como un espacio
dotado de una estructura simpléctica, sobre la cual es posible estudiar de manera covariante
las variaciones entre soluciones y la acción de las simetŕıas del espacio-tiempo.
Dentro de este marco, las cantidades conservadas asociadas a dichas simetŕıas se obtienen di-
rectamente a partir del lagrangiano de la teoŕıa, proporcionando una construcción geométrica
independiente de la elección de coordenadas y aplicable a una amplia clase de teoŕıas gravi-
tacionales covariantes. Este enfoque permite formular de manera unificada problemas rela-
cionados con la enerǵıa, el momento angular y otras cantidades conservadas, constituyendo
una herramienta fundamental para el estudio de la mecánica y la termodinámica de agujeros
negros.
Los conceptos introducidos en esta sección constituyen la base del desarrollo presentado en los
caṕıtulos siguientes, donde se construirá de manera sistemática el formalismo del espacio de
fases covariante y se analizarán sus principales aplicaciones en la termodinámica de agujeros
negros.

1.8 Alcance y objetivos

La termodinámica de agujeros negros constituye uno de los principales puntos de encuentro
entre la Relatividad General, la termodinámica y la teoŕıa cuántica de campos. Si bien la
formulación clásica de sus leyes describe adecuadamente las soluciones estacionarias de la
Relatividad General, su extensión a teoŕıas gravitacionales más generales y a espacios-tiempo
con estructuras globales no triviales requiere un marco que permita definir de manera rigurosa
las cantidades conservadas y las variaciones que intervienen en la primera ley.
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1.8. ALCANCE Y OBJETIVOS

En este contexto, el propósito de esta tesina es presentar de manera sistemática el formalismo
del espacio de fases covariante de Lee y Wald, desarrollando sus fundamentos geométricos
y la construcción de las cargas conservadas. Sobre esta base, se estudia la derivación de la
primera ley de la termodinámica de agujeros negros dentro de este formalismo, mostrando
cómo las magnitudes f́ısicas que intervienen en ella se obtienen de manera unificada mediante
las cargas de conservadas y la estructura simpléctica.
Para ello, primero se revisan las propiedades geométricas y termodinámicas de las solucio-
nes clásicas de agujeros negros, introduciendo las magnitudes que intervienen en la primera
ley. Posteriormente, se desarrollan los conceptos matemáticos necesarios para construir el
formalismo del espacio de fases covariante, incluyendo la estructura simpléctica y las cargas
conservadas. Finalmente, el formalismo se aplica a la teoŕıa de Einstein–Hilbert para derivar
la primera ley de la termodinámica de agujeros negros y analizar el significado f́ısico de las
cargas conservadas.
La organización de esta tesina responde a dicho objetivo. En el Caṕıtulo 2 se presentan los
fundamentos matemáticos y geométricos necesarios para el desarrollo del formalismo. En
el Caṕıtulo 3 se estudian las propiedades geométricas y termodinámicas de las principales
soluciones estacionarias de agujeros negros. El Caṕıtulo 4 desarrolla el formalismo del espacio
de fases covariante y la construcción de las cargas conservadas. Finalmente, en el Caṕıtulo 5
se aplica este formalismo a la teoŕıa de Einstein–Hilbert para derivar la primera ley de la
termodinámica de agujeros negros y discutir el significado f́ısico de los resultados obtenidos.
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Capı́tulo 2
Fundamentos matemáticos y geométricos del
espacio de fases covariante

Este caṕıtulo presenta las definiciones y conceptos matemáticos que constituyen la base
del formalismo de espacio de fases covariante desarrollado en los caṕıtulos posteriores. El
objetivo es establecer la notación, el lenguaje geométrico y las propiedades operacionales que
se emplearán a lo largo de la tesina, con un nivel de detalle acorde a las necesidades del
desarrollo formal.
Se asume que el lector cuenta con familiaridad previa en geometŕıa diferencial y relatividad
general, por lo que este caṕıtulo puede consultarse de manera selectiva según se requiera en
el curso de la lectura.
El contenido se fundamenta en la literatura estándar de relatividad general y geometŕıa
diferencial, en particular en [36], [37], [38] y [39], aśı como en los trabajos fundamentales
sobre el formalismo de espacio de fases covariante [40, 35].

2.1 Convenciones y notación

A lo largo de esta tesina se emplean unidades geométricas,

G = c = ℏ = kB = 1,

sobre una variedad lorentziana de dimensión D = 4 con signatura (−,+,+,+).
Para el sector electromagnético se adopta la normalización de Einstein–Maxwell utilizada a
lo largo de este trabajo, en la cual el potencial electromagnético retiene expĺıcitamente el
factor 1/(4π), de modo que la carga eléctrica queda definida incluyendo dicho factor.
Salvo indicación contraria, los ı́ndices griegos

µ, ν, ρ, σ, . . . = 0, . . . , 3

representan coordenadas del espacio-tiempo y se adopta la convención de suma de Einstein
sobre ı́ndices repetidos. La derivada covariante compatible con la métrica se denota por ∇µ,
mientras que la antisimetrización de ı́ndices se define como



2.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

∇[µξν] =
1

2
(∇µξν −∇νξµ) . (2.1)

2.2 Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable (o simplemente variedad) M de dimensión n es un espacio que,
localmente, se comporta como una porción de Rn. Esto permite introducir sistemas de coor-
denadas y realizar cálculo diferencial de manera independiente de la elección de coordenadas.
Formalmente, una variedad diferenciable posee una estructura suave que garantiza que los
cambios de coordenadas entre cartas sean aplicaciones de clase C∞1. Esta estructura permi-
te definir de manera consistente campos, tensores y operaciones diferenciales sobre toda la
variedad.

2.3 Espacio tangente y cotangente

En cada punto p ∈ M existe un espacio tangente TpM, cuyos elementos representan las
posibles direcciones tangentes en dicho punto. Formalmente, un vector tangente V ∈ TpM
se define como un operador que actúa sobre funciones suaves f : M → R satisfaciendo la
regla de Leibniz,

V (fg) = f |p V (g) + g|p V (f). (2.2)

Esta definición, en términos de derivadas direccionales, tiene la ventaja de ser intŕınseca:
depende únicamente de la estructura diferenciable de la variedad y no de una inmersión en
un espacio de dimensión superior.
En un sistema de coordenadas {xµ}, el espacio tangente admite una base natural, denominada
base coordenada,

{∂µ} ≡
{

∂

∂xµ

}
,

de modo que todo vector puede escribirse como

V = V µ∂µ.

Si xµ(λ) es una curva parametrizada por λ, su vector tangente actúa sobre una función f
según

V (f) =
d

dλ
f(xµ(λ)) =

∂f

∂xµ
dxµ

dλ
= V µ∂µf, (2.3)

de donde se identifican las componentes

1Un mapa entre abiertos de Rn es suave (o smooth) si todas sus derivadas parciales de cualquier orden
existen y son continuas, es decir, es de clase C∞.
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V µ =
dxµ

dλ
.

Al espacio tangente se asocia naturalmente su espacio dual, denominado espacio cotangente
T ∗
pM, cuyos elementos son funcionales lineales sobre TpM y reciben el nombre de covectores

o 1-formas.
La base dual asociada a {∂µ} es {dxµ}, definida mediante

dxµ(∂ν) = δµν , (2.4)

de modo que un covector arbitrario puede escribirse como

ω = ωµdx
µ.

El ejemplo más inmediato es el diferencial de una función suave f , cuyas componentes en la
base dual son precisamente ∂µf .
Combinando r copias del espacio tangente y s copias del espacio cotangente se obtiene el
espacio de tensores de tipo (r, s), cuyos elementos poseen r ı́ndices contravariantes y s ı́ndices
covariantes.

2.4 Espacio de configuraciones

SeaM una variedad espacio-temporal cuatro-dimensional, orientable y globalmente hiperbóli-
ca, con topoloǵıa

R× Σ,

donde Σ es una hipersuperficie espacial tridimensional.
Denotamos por ϕ a la colección de campos dinámicos de la teoŕıa, que comprende la métrica
lorentziana gµν y los campos de materia ψ, donde ψ representa colectivamente cualquier
campo tensorial adicional presente en la teoŕıa.
El espacio de configuraciones F se define como el conjunto de todas las configuraciones de
campo cinemáticamente permitidas sobre M ,

F = {ϕ = (gµν , ψ) | ϕ es suave sobre M y satisface condiciones asintóticas apropiadas} .
(2.5)

Cada punto de F representa una posible configuración del sistema, sin requerir que los
campos satisfagan las ecuaciones de movimiento.
Siguiendo a Lee y Wald [35], supondremos que F puede dotarse de estructura de varie-
dad de dimensión infinita, de modo que las nociones de vector tangente y espacio tangente
introducidas anteriormente se extienden naturalmente a F .
La dinámica de la teoŕıa queda determinada por una acción

S[ϕ] =

∫
M

L(gµν , Rµνρσ,∇αRµνρσ, . . . , ψ,∇µψ, . . .)
√
−g d4x, (2.6)
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2.5. INTERPRETACIÓN DE LAS VARIACIONES δϕ

donde L es el Lagrangiano escalar, Rµνρσ es el tensor de Riemann asociado a gµν , ∇µ es la
derivada covariante compatible con la métrica y g = det(gµν).
Para teoŕıas difeomorfismo-covariantes en cuatro dimensiones, el Lagrangiano no depende
expĺıcitamente de las coordenadas ni de campos de fondo, sino únicamente de la métrica,
del tensor de Riemann y sus derivadas covariantes, aśı como de los campos de materia y sus
derivadas covariantes.

2.5 Interpretación de las variaciones δϕ

Como se discutió al introducir el espacio tangente TpM, un vector tangente en un punto puede
representarse mediante una curva que pasa por ese punto. La misma idea se aplica al espacio
de configuraciones F : una variación δϕ de una configuración ϕ0 ∈ F debe interpretarse como
el vector tangente en ϕ0 a una familia uniparamétrica de configuraciones ϕ(λ) ∈ F tal que
ϕ(0) = ϕ0,

δϕ ≡ dϕ(λ)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

. (2.7)

Si escribimos ϕ(λ) = (gµν(λ), ψ(λ)), la variación posee componentes

δgµν(x) =
dgµν(λ; x)

dλ

∣∣∣∣
λ=0

, (2.8)

y de manera análoga para δψ. Estas cantidades son, para cada punto x ∈M , campos tenso-
riales ordinarios definidos sobre el espacio-tiempo.
Desde este punto de vista, δϕ debe entenderse como un vector perteneciente al espacio tangen-
te TϕF . Análogamente, dos variaciones independientes δ1ϕ y δ2ϕ corresponden a considerar
una familia biparamétrica ϕ(λ1, λ2). Esta interpretación será fundamental en el Caṕıtulo 4
para definir la corriente simpléctica, la cual depende linealmente de dos vectores tangentes
al espacio de configuraciones.

2.6 Espacio de soluciones

El espacio de soluciones F̄ se define como la subvariedad de F formada por todas las
configuraciones de campo que satisfacen simultáneamente las ecuaciones de movimiento de
la teoŕıa,

F̄ = {ϕ ∈ F | Eµν(ϕ) = 0, Eψ(ϕ) = 0} . (2.9)

El espacio de soluciones constituye el dominio sobre el cual se desarrollará el formalismo
de espacio de fases covariante. En adelante, diremos que una identidad se satisface on-shell
cuando es válida sobre F̄ , es decir, cuando las ecuaciones de movimiento se cumplen. En
contraste, una identidad es off-shell si es válida para configuraciones arbitrarias del espacio de
configuraciones F , independientemente de que satisfagan o no las ecuaciones de movimiento.
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2.7. ESPACIO DE FASES COVARIANTE

2.7 Espacio de fases covariante

El espacio de soluciones F̄ contiene todas las configuraciones de campo que satisfacen las
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, en teoŕıas con simetŕıas gauge, distintas soluciones
pueden representar el mismo estado f́ısico. En particular, dos soluciones relacionadas median-
te un difeomorfismo corresponden a descripciones equivalentes de una misma configuración
f́ısica.
Para eliminar esta redundancia se introduce el espacio de fases covariante Γ, obtenido a partir
de F̄ mediante un procedimiento de reducción simpléctica debido a Lee y Wald [35]. El punto
de partida de esta construcción es una forma presimpléctica Ω definida sobre el espacio de
soluciones, la cual, en general, presenta direcciones de degeneración.
Un vector δ1ϕ ∈ TϕF̄ se denomina una dirección de degeneración de Ω si satisface

Ω(ϕ; δ1ϕ, δ2ϕ) = 0, para todo δ2ϕ ∈ TϕF̄ . (2.10)

Las direcciones de degeneración están asociadas a las transformaciones gauge de la teoŕıa. En
particular, las variaciones inducidas por difeomorfismos corresponden a direcciones de degene-
ración de Ω, reflejando el hecho de que soluciones relacionadas mediante una transformación
gauge no representan estados f́ısicos distintos.
Como consecuencia, el par (F̄ ,Ω) no constituye todav́ıa un espacio de fases en sentido estric-
to, sino una variedad presimpléctica. El espacio de fases covariante Γ se obtiene identificando
todas las soluciones que difieren únicamente por una transformación gauge, de modo que cada
punto de Γ representa una clase de equivalencia de soluciones f́ısicamente indistinguibles.
Sobre Γ se induce de manera natural una estructura simpléctica no degenerada, la cual
constituye el objeto geométrico fundamental del formalismo de espacio de fases covariante.
Su construcción expĺıcita a partir del Lagrangiano, aśı como sus propiedades y aplicaciones
a la definición de cargas conservadas, serán desarrolladas en el Caṕıtulo 4.

2.8 Formas diferenciales

En el formalismo de espacio de fases covariante es habitual encontrar las cantidades de interés
expresadas en el lenguaje de las formas diferenciales. Esto se debe a que dicho lenguaje
permite trabajar con objetos que pueden integrarse sobre superficies del espacio-tiempo de
manera intŕınseca, sin depender de un sistema de coordenadas particular, lo cual resulta
natural cuando se busca definir cantidades f́ısicas como cargas asociadas a simetŕıas.
Puesto que en el Caṕıtulo 4 se recurrirá constantemente a esta notación, resulta necesario
fijar de antemano algunas definiciones y convenciones básicas sobre formas diferenciales, de
modo que las expresiones y operaciones que aparecerán más adelante puedan seguirse sin
ambigüedad.

2.8.1 p-formas

Sea E un espacio vectorial real de dimensión n y sea E∗ su espacio dual.

13



2.8. FORMAS DIFERENCIALES

Una p-forma exterior es un tensor covariante completamente antisimétrico, es decir, una
aplicación multilineal

α : E × · · · × E → R,

que satisface

α(. . . ,vr, . . . ,vs, . . .) = −α(. . . ,vs, . . . ,vr, . . .) (2.11)

para cualquier intercambio de dos argumentos.
El conjunto de todas las p-formas sobre E se denota por

p∧
E∗.

Por convenio,

0∧
E∗ = R,

de modo que las 0-formas corresponden a funciones escalares.
Sea {ei}ni=1 una base de E y {σi} su base dual. Dado un multíındice creciente

I = (i1 < · · · < ip), i1, . . . , ip ∈ {1, . . . , n},

denotamos
σI = σi1 ∧ · · · ∧ σip .

Toda p-forma admite entonces la expansión

α =
∑
I

aI σ
I ,

donde la suma recorre todos los multíındices crecientes I de longitud p.

2.8.2 Producto exterior

El producto exterior o producto cuña es la aplicación bilineal

∧ :

p∧
E∗ ×

q∧
E∗ −→

p+q∧
E∗

que combina una p-forma y una q-forma para producir una (p + q)-forma completamente
antisimétrica.
El producto exterior satisface las propiedades fundamentales

1. Asociatividad,

α ∧ (β ∧ γ) = (α ∧ β) ∧ γ.

14
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2. Anticonmutatividad graduada,

αp ∧ βq = (−1)pqβq ∧ αp.

Estas propiedades serán utilizadas repetidamente al manipular las formas diferenciales que
aparecen en el formalismo de espacio de fases covariante.

2.8.3 Derivada exterior

Existe un único operador lineal

d :

p∧
(M) −→

p+1∧
(M),

definido sobre una variedad diferenciable M , denominado derivada exterior, que satisface
las siguientes propiedades:

1. Linealidad,

d(α + β) = dα+ dβ.

2. Sobre funciones coincide con el diferencial usual,

df = (∂if) dx
i.

3. Regla de Leibniz graduada,

d(α ∧ β) = dα ∧ β + (−1)pα ∧ dβ, (2.12)

donde α es una p-forma.

4. Es nilpotente,

d2 = 0. (2.13)

En coordenadas locales, si

α =
1

p!
αµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp ,

entonces

dα =
1

p!
∂ναµ1···µpdx

ν ∧ dxµ1 ∧ · · · ∧ dxµp . (2.14)

La propiedad d2 = 0 constituye una de las herramientas fundamentales del cálculo exterior y
será utilizada repetidamente en la construcción de las corrientes conservadas del formalismo
de espacio de fases covariante.
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2.8.4 Producto interior

Sea X un campo vectorial sobre M .
El producto interior con respecto a X es el operador

iX :

p∧
(M) −→

p−1∧
(M),

definido por

(iXα)(v1, . . . , vp−1) = α(X, v1, . . . , vp−1). (2.15)

En componentes,

iX

(
1

p!
αµ1···µpdx

µ1 ∧ · · · ∧ dxµp
)

=
1

(p− 1)!
Xνανµ2···µpdx

µ2 ∧ · · · ∧ dxµp .

La contracción disminuye en una unidad el grado de una forma diferencial y desempeña un
papel central en el formalismo de Lee–Wald, donde aparece en expresiones como iξL e iξθ.

2.8.5 Dual de Hodge

Sea (M, gµν) una variedad pseudo-riemanniana orientada. El operador dual de Hodge

⋆ :

p∧
(M) −→

D−p∧
(M),

se define, para una p-forma escrita en coordenadas locales, como

⋆α =
1

(D − p)! p!

√
|g|αµ1···µpϵµ1···µpν1···νD−p

dxν1 ∧ · · · ∧ dxνD−p . (2.16)

A diferencia de las operaciones introducidas anteriormente, el dual de Hodge depende expĺıci-
tamente de la métrica gµν a través del elemento de volumen

√
|g|.

2.9 Derivada de Lie

Sea ξ un campo vectorial sobre M .
La derivada de Lie respecto de ξ, denotada por

Lξ,

describe la variación de un campo tensorial a lo largo del flujo generado por dicho campo
vectorial.
En particular, para una función

f,
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se tiene

Lξf = ξ(f).

Sobre formas diferenciales, la derivada de Lie preserva el grado y satisface la regla de Leibniz,

Lξ(α ∧ β) = (Lξα) ∧ β + α ∧ (Lξβ).

Su relación con la derivada exterior y la contracción interior viene dada por la identidad de
Cartan.

2.9.1 Identidad de Cartan

La derivada de Lie puede expresarse enteramente en términos de la derivada exterior y la
contracción interior mediante la identidad de Cartan,

Lξ = iξd+ d iξ. (2.17)

Esta identidad constituye una de las herramientas fundamentales del formalismo de espacio
de fases covariante y será utilizada repetidamente en las derivaciones del Caṕıtulo 4.

2.9.2 Pullback

Sean

F :M → N

una aplicación suave entre variedades y α una p-forma definida sobre N .
El pullback de α mediante F , denotado por F ∗α, es la p-forma sobre M definida por

(F ∗α)p(v1, . . . , vp) = αF (p)(dFp(v1), . . . , dFp(vp)). (2.18)

El pullback preserva tanto el producto exterior como la derivada exterior,

F ∗(α ∧ β) = F ∗α ∧ F ∗β,

F ∗(dα) = d(F ∗α).

Estas propiedades permiten restringir formas diferenciales definidas sobre el espacio-tiempo a
hipersuperficies y superficies cerradas, operación que aparecerá al definir la forma simpléctica
y las cargas conservadas.
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2.10 Orientación e integración sobre variedades

Sea M una variedad diferenciable de dimensión n. Dos bases ordenadas {e(1), . . . , e(n)} y
{e′(1), . . . , e′(n)} de un mismo espacio tangente TpM se dicen equivalentes si la matriz de
cambio de base entre ellas tiene determinante positivo. Esta relación divide al conjunto de
bases ordenadas de TpM en exactamente dos clases de equivalencia.
Una orientación de M es una elección continua, en cada punto p ∈ M , de una de estas dos
clases, de modo que puntos cercanos elijan clases compatibles entre śı. Una variedad admite
una orientación si y solo si existe un atlas cuyas funciones de transición tienen jacobiano
positivo en todo punto; en tal caso se dice que M es orientable. Un sistema de coordenadas
{xµ} se dice positivamente orientado si la base coordenada {∂µ} pertenece, en cada punto, a
la clase elegida.
De manera equivalente, una orientación puede especificarse mediante un campo tensorial
totalmente antisimétrico y nunca nulo ϵµ1···µn , llamado
elemento de volumen: dos elementos de volumen ϵµ1···µn y ϵ̃µ1···µn definen la misma orien-
tación si están relacionados por un factor de proporcionalidad estrictamente positivo. La
orientación queda entonces fijada al declarar que una base ordenada es positiva cuando
ϵµ1···µne

µ1
(1) · · · e

µn
(n) > 0.

2.10.1 Densidades tensoriales

Un objeto que aparecerá reiteradamente es la densidad tensorial de peso w: un conjunto de
componentes T µ1···µkν1···νl(x) que, bajo un cambio de coordenadas x → x′, se transforma como
un tensor ordinario multiplicado por el factor∣∣∣∣det( ∂x∂x′

)∣∣∣∣w . (2.19)

Dos casos serán especialmente relevantes: las densidades escalares de peso uno,
que denotaremos genéricamente por L (x), y que transforman como

L ′(x′) =

∣∣∣∣det( ∂x∂x′
)∣∣∣∣L (x), (2.20)

y las densidades vectoriales de peso uno, vµ(x), que transforman de la misma manera salvo
por el ı́ndice libre. Nótese que ninguna de estas nociones requiere introducir una métrica:
basta la estructura diferenciable de M .

2.10.2 Integración de una densidad escalar

Sea U ⊂M una región contenida en un único sistema de coordenadas positivamente orientado
{xµ}, y sea L una densidad escalar de peso uno definida sobre U . Se define∫

U

L :=

∫
x(U)

L (x) dx1 · · · dxn, (2.21)

donde el lado derecho es la integral múltiple ordinaria de la función L (x).
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Independencia de las coordenadas. Si {x′µ} es otro sistema de coordenadas positi-
vamente orientado sobre U , el jacobiano de la transformación x → x′ es positivo
en todo punto, de modo que |det(∂x/∂x′)| = det(∂x/∂x′). La fórmula de cam-
bio de variable en integrales múltiples, junto con la ley de transformación de
L , muestra entonces que el valor de (2.21) no depende del sistema de coordena-
das positivamente orientado elegido para calcularlo. Esta es la razón por la cual
las densidades escalares, y no las funciones escalares ordinarias, son los objetos
naturales para ser integrados sobre una variedad orientada.

CuandoM no puede cubrirse con un único sistema de coordenadas, se recurre a una partición
de la unidad: dado un cubrimiento finito {Uα} de M por cartas positivamente orientadas,
existen funciones diferenciables fα ≥ 0, cada una soportada en Uα, tales que

∑
α fα = 1 en

todo M . Se define entonces ∫
M

L :=
∑
α

∫
Uα

fαL , (2.22)

y se verifica que este valor no depende del cubrimiento ni de la partición de la unidad
utilizados.

Variedades con frontera y orientación inducida

Una variedad con frontera D de dimensión n es un espacio cuyo interior es una variedad
ordinaria de dimensión n, y cuya frontera ∂D es una variedad de dimensión n−1 sin frontera
(no necesariamente conexa). Si D está orientada, la frontera ∂D hereda una orientación de
la siguiente manera: en cada punto x ∈ ∂D, sea tµ un vector normal a ∂D que apunte
hacia afuera de D. Una base {e(2), . . . , e(n)} de Tx(∂D) se declara positivamente orientada si
{tµ, e(2), . . . , e(n)} es una base positivamente orientada de TxD.

2.10.3 El teorema de Stokes

El resultado central que utilizaremos es la versión del teorema de Stokes adaptada a densi-
dades vectoriales, equivalente al teorema de la divergencia.

Teorema. Sea D ⊂M una región compacta y orientada, con frontera ∂D orien-
tada según la convención anterior. Sea vµ una densidad vectorial de peso uno,
continuamente diferenciable sobre D, y sea ∇µ cualquier operador de derivada
covariante que satisfaga ∇µϵα1···αn = 0 para el elemento de volumen que define
la orientación de M (por ejemplo, el operador de derivada parcial ordinario en
coordenadas positivamente orientadas). Entonces∫

D

∇µv
µ =

∫
∂D

vµnµ, (2.23)

donde nµ es el covector definido sobre ∂D por las condiciones

nµt
µ = 1, nµs

µ = 0 para todo sµ tangente a ∂D, (2.24)

con tµ el campo transverso saliente utilizado para orientar ∂D.
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Conviene remarcar dos puntos. Primero, tanto ∇µv
µ como vµnµ son densidades escalares (de

peso uno) sobre D y ∂D respectivamente, de modo que ambos lados de (2.23) están defini-
dos mediante la integración de densidades escalares introducida anteriormente. Segundo, la
identidad (2.23) no requiere ninguna estructura métrica sobre M : solo utiliza la estructura
diferenciable, la orientación, y la compatibilidad del operador ∇µ con el elemento de volu-
men elegido. Esto será relevante más adelante, cuando se trabaje con corrientes conservadas
construidas a partir de un lagrangiano, ya que la conservación de una densidad vectorial se
traduce directamente, v́ıa (2.23), en la independencia de una carga respecto de la elección de
superficie sobre la cual se integra.

2.10.4 Elementos de volumen y de superficie inducidos por una
métrica

Cuando M está dotada de una métrica gµν , es posible pasar de densidades a tensores ordi-

narios multiplicando o dividiendo por
√
|g|, con g = det(gµν). Aśı, dado un escalar ordinario

L(x), la combinación L = L
√

|g| es una densidad escalar de peso uno, y su integral sobre
una región D se escribe en la notación habitual como∫

D

L =

∫
D

L
√
|g| dnx. (2.25)

De manera análoga, si Σ ⊂ M es una hipersuperficie orientable con vector normal unitario
nµ (futuro, si Σ es espacial en un espacio-tiempo lorentziano) y métrica inducida

hij = gµν
∂xµ

∂yi
∂xν

∂yj
, i, j = 1, . . . , n− 1, (2.26)

donde {yi} son coordenadas intŕınsecas sobre Σ y xµ(yi) describe su encaje en M , la densi-
dad vectorial vµ que aparece en (2.23) puede escribirse como vµ = V µ

√
|g| para un campo

vectorial ordinario V µ, y la integral de superficie toma la forma familiar∫
Σ

vµnµ =

∫
Σ

V µnµ
√
h dn−1y, (2.27)

con h = det(hij).
La construcción anterior se restringe a hipersuperficies de codimensión uno, pero se extiende
de manera inmediata a subvariedades de codimensión k arbitraria. En ese caso, el elemento
de superficie se construye contrayendo el śımbolo de permutación totalmente antisimétrico
εµ1···µkαk+1···αn , que toma valores ±1, 0 y no depende de la métrica, con los diferenciales de las
n− k coordenadas tangentes a la subvariedad:

dSµ1···µk := εµ1···µkαk+1···αn dx
αk+1 ∧ · · · ∧ dxαn . (2.28)

El caso k = 1 reproduce el elemento vµnµ
√
h dn−1y discutido arriba, una vez que se identifican

los ı́ndices libres restantes con la normal nµ. El caso k = 2, que interviene al integrar cargas
sobre superficies cerradas de codimensión dos, se retomará en el Caṕıtulo 4.
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2.11 Simetŕıas e isometŕıas

Se dice que una variedadM posee una simetŕıa cuando su geometŕıa es invariante bajo cierta
transformación que mapea M en śı misma. Las simetŕıas de la métrica reciben el nombre de
isometŕıas. Una condición necesaria para la existencia de una isometŕıa es que la métrica sea
independiente de alguna coordenada; en particular, si gµν es independiente de la coordenada
xσ∗ , entonces

∂σ∗gµν = 0 =⇒ xσ∗ → xσ∗ + aσ∗ es una simetŕıa. (2.29)

Esta condición tiene consecuencias inmediatas para el movimiento geodésico. La ecuación de
la geodésica, escrita en términos del cuadrimomento pµ = mUµ, toma la forma

m
dpµ
dτ

=
1

2
(∂µgνλ) p

νpλ. (2.30)

De esta expresión se sigue que si todos los componentes de la métrica son independientes de
xσ∗ , la componente del momento pσ∗ es una cantidad conservada a lo largo de la geodésica,

∂σ∗gµν = 0 =⇒ dpσ∗
dτ

= 0. (2.31)

2.11.1 Vectores de Killing

La condición de independencia de la métrica respecto de una coordenada puede reformularse
de manera manifiestamente covariante. Dada una coordenada xσ∗ de la cual gµν es indepen-
diente, se asocia el vector

Kµ = (∂σ∗)
µ = δµσ∗ ,

de modo que la cantidad conservada a lo largo de la geodésica se escribe simplemente como
pσ∗ = Kνp

ν .
La condición de conservación a lo largo de la geodésica,

dpσ∗
dτ

= 0 ⇐⇒ pµ∇µ(Kνp
ν) = 0, (2.32)

puede desarrollarse usando la ecuación geodésica y la simetŕıa del producto pµpν , lo que
conduce a que solo la parte simétrica de ∇µKν puede contribuir. Se concluye entonces que la
condición necesaria y suficiente para que Kνp

ν se conserve a lo largo de cualquier geodésica
es
Un campo vectorial Kµ es un vector de Killing si satisface la ecuación de Killing

∇(µKν) = 0, (2.33)

donde el paréntesis denota simetrización de ı́ndices. Esta condición es equivalente a exigir
que LKgµν = 0, es decir, que la derivada de Lie de la métrica a lo largo de Kµ se anule.
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Cada vector de Killing implica la existencia de una cantidad conservada asociada al movi-
miento geodésico. Si Kµ es un vector de Killing y pµ el cuadrimomento de una part́ıcula libre,
entonces

∇(µKν) = 0 =⇒ pµ∇µ(Kνp
ν) = 0. (2.34)

Adicionalmente, la derivada direccional del escalar de Ricci a lo largo de un vector de Killing
se anula,

Kλ∇λR = 0, (2.35)

reflejo del hecho de que la geometŕıa no vaŕıa en la dirección del vector de Killing. Cuando
el vector de Killing es de tipo temporal, es posible construir una corriente conservada. Dada
la métrica gµν con vector de Killing Kν y un tensor de enerǵıa-momento conservado T µν , el
vector

JµT = KνT
µν (2.36)

satisface ∇µJ
µ
T = 0, lo que permite definir la enerǵıa total del sistema mediante la integral

sobre una hipersuperficie espacial Σ.
La noción se generaliza al caso de tensores de Killing de ı́ndice l, definidos como tensores
simétricos Kν1···νl que satisfacen

∇(µKν1···νl) = 0 =⇒ pµ∇µ(Kν1···νl p
ν1 · · · pνl) = 0. (2.37)

2.11.2 Espacios de máxima simetŕıa

En una variedad de dimensión n, el número máximo de vectores de Killing linealmente
independientes es 1

2
n(n+ 1). Una variedad que alcanza este máximo se denomina espacio de

máxima simetŕıa. En tales espacios la curvatura es la misma en todos los puntos y en todas
las direcciones, por lo que el tensor de Riemann queda completamente determinado por el
escalar de curvatura R,

Rρσµν =
R

n(n− 1)
(gρµgσν − gρνgσµ). (2.38)

Localmente, un espacio de máxima simetŕıa de signatura euclidiana es un plano, una esfera
o un hiperboloide según el signo de R. Los correspondientes espacio-tiempos de signatura
lorentziana con R = 0, R > 0 y R < 0 son, respectivamente, el espacio de Minkowski, el
espacio de de Sitter y el espacio anti-de Sitter.
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Capı́tulo 3
Geometŕıa y termodinámica de los agujeros
negros clásicos

En el Caṕıtulo 1 se revisaron los principales hitos en el desarrollo de la f́ısica de agujeros
negros, desde las primeras soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein hasta el estableci-
miento de las bases de su descripción termodinámica. En el presente caṕıtulo se desarrollan
los fundamentos de la termodinámica de agujeros negros a partir de las soluciones de Sch-
warzschild, Reissner–Nordström, Kerr y Kerr–Newman.
La Sección 3.1 presenta la geometŕıa de estas soluciones y las cantidades asociadas a sus
horizontes: la gravedad superficial κ, la velocidad angular ΩH y el potencial eléctrico ΦH .
La Sección 3.2 introduce la temperatura de Hawking TH y la entroṕıa S, y presenta la ley
cero y la primera ley de la mecánica de agujeros negros. Finalmente, las Secciones 3.3 y 3.4
exponen la ecuación de Christodoulou–Ruffini y la fórmula de Smarr, que proporcionan cri-
terios de consistencia para verificar la correcta formulación de la primera ley. Las magnitudes
geométricas y termodinámicas introducidas en este caṕıtulo serán utilizadas en el Caṕıtulo 5
para el análisis de los resultados obtenidos.

3.1 Geometŕıa de agujeros negros

Las ecuaciones de campo de Einstein1

Rµν −
1

2
gµνR + Λgµν = 8πTµν , (3.1)

admiten las soluciones exactas que se emplearán a lo largo de este caṕıtulo.
El intervalo espacio-temporal

ds2 = gµν dx
µdxν (3.2)

clasifica la estructura causal del espacio-tiempo:

1A lo largo de esta tesina se considerará Λ = 0, salvo en un ejemplo de espacio anti-de Sitter (AdS).
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Si ds2 < 0, el intervalo es tipo tiempo (timelike).

Si ds2 = 0, el intervalo es nulo (null o lightlike).

Si ds2 > 0, el intervalo es tipo espacio (spacelike).

Equivalentemente, para un vector tangente vµ, el signo de gµνv
µvν determina su carácter

causal.
Sobre esta base se define un horizonte de eventos: no como una superficie caracterizada por
curvatura o densidad de materia, sino como una hipersuperficie nula que separa las regiones
desde las cuales señales causales pueden escapar al infinito de aquellas desde las cuales no
pueden hacerlo. A partir de esta noción se obtienen, para cada solución, la gravedad superficial
κ, la velocidad angular ΩH y el potencial eléctrico ΦH .

3.1.1 Schwarzschild

El agujero negro de Schwarzschild es la solución más simple a las ecuaciones de Einstein en
el vaćıo (Tµν = 0). Describe el espaciotiempo exterior a un objeto esféricamente simétrico,
no rotante y sin carga eléctrica, de masa M . La métrica toma la forma

ds2 = −
(
1− 2m

r

)
dt2 +

(
1− 2m

r

)−1

dr2 + r2dΩ2, (3.3)

donde dΩ2 = dθ2 + sin2θ dϕ2 es el elemento de ángulo sólido sobre la 2-esfera unitaria.

Estructura de regiones

De manera general, el horizonte de eventos se define como la frontera que separa aquellos
eventos desde los cuales una señal causal puede escapar hacia el infinito de aquellos desde
los cuales le resulta imposible hacerlo. Para una solución estática, esta frontera coincide con
el horizonte de Killing asociado al vector de Killing temporal ξµ = (∂t)

µ, es decir, con la
hipersuperficie nula sobre la cual ξµ es un vector nulo. Para soluciones estacionarias pero
no estáticas, esta identificación sigue siendo válida considerando en su lugar la combinación
ξµ = (∂t)

µ + ΩH(∂ϕ)
µ, lo cual está garantizado por el teorema de rigidez de Hawking. Este

es el mismo razonamiento que se empleará más adelante para las soluciones de Reissner–
Nordström, Kerr y Kerr–Newman.
En el caso de Schwarzschild, al ser una solución estática, el horizonte de eventos coincide con
el horizonte de Killing asociado directamente a ξµ = (∂t)

µ,

ξµξµ = gtt = −
(
1− 2m

r

)
= 0 =⇒ r = 2m. (3.4)

Esta identificación entre horizonte de eventos y horizonte de Killing es la que se empleará a
lo largo del trabajo.
Las tres regiones relevantes son:
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r > 2m: región exterior, donde los vectores ∂t son tipo tiempo y la coordenada t es una
coordenada temporal bien definida para observadores estáticos.

r = 2m: el horizonte de eventos H. La hipersuperficie r = 2m es una hipersuperficie
nula con geometŕıa intŕınseca esférica S2; ninguna señal causal puede escapar de su
interior hacia la región r > 2m.

r < 2m: región interior (singularidad en r = 0). Aqúı gtt > 0 y grr < 0, por lo que r se
comporta como una coordenada temporal: todo observador se mueve inevitablemente
hacia la singularidad.

Nótese que la aparente singularidad en r = 2m en la métrica (3.3) es una singularidad de
coordenadas, no f́ısica; se elimina mediante extensiones como las coordenadas de Kruskal–
Szekeres o de Eddington–Finkelstein.

Gravedad superficial

Históricamente, la gravedad superficial surgió como una generalización relativista de la ace-
leración gravitacional newtoniana. Evaluando formalmente g(r) = M/r2 en el radio de Sch-
warzschild rH = 2m se obtiene

g(rH) =
1

4m
, (3.5)

resultado que anticipa el valor relativista. Esta coincidencia es meramente formal, pues no
existe ningún observador estático sobre el horizonte; sin embargo, ilustra la intuición central:
a mayor masa, menor gravedad superficial.
La definición moderna es puramente geométrica. Dado el campo de Killing temporal ξµ =
(∂t)

µ, la gravedad superficial se define mediante

∇µ(ξ
νξν)

∣∣
H = −2κ ξµ, (3.6)

o equivalentemente,

κ2 = −1

2
(∇µξν)(∇µξν)

∣∣∣
H
. (3.7)

Para la métrica (3.3), el śımbolo de Christoffel relevante es Γrtt = (m/r2)(1 − 2m/r), y
evaluando (3.7) en r = 2m se obtiene

κ =
1

4m
(3.8)

A mayor masa m, menor κ: un horizonte más grande implica una geometŕıa localmente más
plana y, por ende, una menor aceleración efectiva vista desde el infinito.
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3.1.2 Reissner–Nordström

El agujero negro de Reissner–Nordström es la solución a las ecuaciones de Einstein–Maxwell
que describe el espaciotiempo exterior a un objeto esféricamente simétrico, no rotante, de
masa m y carga eléctrica q. A diferencia de Schwarzschild, el tensor enerǵıa-momento no es
nulo: existe un campo electromagnético asociado al potencial

Aµ =
(
− q

4πr
, 0, 0, 0

)
, (3.9)

cuya única componente no nula, At = −q/(4πr), corresponde al potencial de Coulomb. La
métrica toma la forma

ds2 = −f(r) dt2 + f(r)−1dr2 + r2 dΩ2, (3.10)

donde se ha definido la función métrica

f(r) ≡ 1− 2m

r
+

q2

4πr2
. (3.11)

En el ĺımite q → 0 se recupera la métrica de Schwarzschild (3.3).

Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas ocurren donde f(r) = 0, lo que determina los horizontes:

r± = m±
√
m2 − q2

4π
, (3.12)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que q2 ≤ 4πm2. El caso q2 =
4πm2 corresponde al agujero negro de Reissner–Nordström extremo, con un único horizonte
degenerado. Las regiones relevantes son:

r > r+: región exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito y ∂t es
tipo tiempo.

r = r+: horizonte de eventos exterior H+, hipersuperficie nula que delimita la región
causalmente desconectada del exterior.

r− < r < r+: región intermedia, comprendida entre los dos horizontes. Aqúı f(r) < 0 y
r actúa como coordenada temporal.

r = r−: horizonte de Cauchy interior.

r < r−: región interior, con singularidad de curvatura en r = 0.

La aparente divergencia de (3.10) en r = r± es una singularidad de coordenadas, no f́ısica;
puede removerse mediante extensiones anaĺıticas adecuadas.

26
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Gravedad superficial

El campo de Killing temporal ξµ = (∂t)
µ es el generador del horizonte exterior H+. La

gravedad superficial se calcula a partir de

κ2 = −1

2
(∇µξν)(∇µξν)

∣∣∣
H+
. (3.13)

El śımbolo de Christoffel relevante es

Γrtt =
f(r)

2
f ′(r), f ′(r) =

2m

r2
− q2

2πr3
, (3.14)

y evaluando (3.13) en r = r+ se obtiene

κ =
f ′(r+)

2
=
r+ − r−
2r2+

=

√
m2 − q2/4π

r2+
. (3.15)

κ =

√
m2 − q2

4π(
m+

√
m2 − q2

4π

)2 (3.16)

En el ĺımite q → 0, r+ → 2m y se recupera κ = 1/4m. Para el caso extremo q2 = 4πm2, el
numerador se anula y κ = 0: el agujero negro extremo de Reissner–Nordström tiene gravedad
superficial nula, en completa analoǵıa con el caso extremo de Kerr.

Potencial eléctrico del horizonte

La presencia de carga introduce el potencial eléctrico del horizonte ΦH , definido como el valor
del potencial electromagnético evaluado sobre H+ respecto al infinito,

ΦH = −ξµAµ
∣∣
H+

=
q

4πr+
, (3.17)

ΦH =
q

4π

(
m+

√
m2 − q2

4π

) (3.18)

3.1.3 Kerr

El agujero negro de Kerr es la solución a las ecuaciones de Einstein en el vaćıo que describe
el espaciotiempo exterior a un objeto con masa m y momento angular J = am, donde a es
el parámetro de spin. En coordenadas de Boyer–Lindquist, la métrica toma la forma

ds2 = −∆

ρ2
(
dt− a sin2θ dϕ

)2
+

sin2θ

ρ2
(
(r2 + a2) dϕ− a dt

)2
+
ρ2

∆
dr2 + ρ2 dθ2, (3.19)
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donde se han definido las funciones

∆ ≡ r2 − 2mr + a2, ρ2 ≡ r2 + a2 cos2θ. (3.20)

En el ĺımite a→ 0 la métrica (3.19) se reduce a la de Schwarzschild (3.3), mientras que para
m→ 0 se recupera el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas esferoidales oblatas.

Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas de la métrica (3.19) ocurren donde ∆ = 0 o ρ2 = 0. La
condición ρ2 = 0 implica r = 0 y θ = π/2, que corresponde a una singularidad de curvatura
con estructura de anillo en el plano ecuatorial. La condición ∆ = 0 determina los horizontes:

r± = m±
√
m2 − a2, (3.21)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que |a| ≤ M . El caso |a| = M co-
rresponde al agujero negro de Kerr extremo, con un único horizonte degenerado. Las regiones
relevantes son:

r > r+: región exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito.

r = r+: horizonte de eventos exterior H+, hipersuperficie nula que delimita la región
causalmente desconectada del exterior.

r− < r < r+: región intermedia, comprendida entre los dos horizontes.

r = r−: horizonte de Cauchy interior.

r < r−: región interior, donde se encuentra la singularidad de anillo.

Ergosfera

Una caracteŕıstica exclusiva de los agujeros negros en rotación es la existencia de la ergosfera:
la región donde el campo de Killing temporal ξµ = (∂t)

µ se vuelve tipo espacio, esto es, donde
gtt > 0. Para la métrica de Kerr,

gtt = −
(
1− 2mr

ρ2

)
, (3.22)

de modo que gtt = 0 define la superficie estática ĺımite:

rsl(θ) = m+
√
m2 − a2 cos2θ. (3.23)

La ergosfera es la región comprendida entre la superficie estática ĺımite y el horizonte de
eventos exterior,

r+ ≤ r ≤ rsl(θ), (3.24)

y tiene geometŕıa no esférica: se aplana en los polos (rsl = r+ para θ = 0, π) y alcanza su
máxima extensión en el ecuador (θ = π/2). Dentro de la ergosfera, ningún observador puede
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permanecer estático respecto al infinito; todos son arrastrados en la dirección de rotación
del agujero negro, fenómeno conocido como arrastre de marcos (frame dragging). Esta región
tiene consecuencias f́ısicas importantes, entre ellas la posibilidad de extraer enerǵıa rotacional
del agujero negro.

Gravedad superficial

Para el agujero negro de Kerr, el generador del horizonte es χµ dado en (3.29), y la gravedad
superficial se calcula a partir de

κ2 = −1

2
(∇µχν)(∇µχν)

∣∣∣
H+
. (3.25)

Para evaluar (3.25) conviene notar que sobre r = r+ se tiene ∆(r+) = 0, y que el término
dominante proviene de ∂rχt|r=r+ , que es proporcional a ∆′(r+)/ρ

2, donde

∆′(r+) ≡
d∆

dr

∣∣∣∣
r=r+

= 2(r+ −M). (3.26)

Aunque ρ2|r=r+ = r2++a
2 cos2θ depende de θ, esta dependencia angular se cancela en el cálculo

de (3.25), de modo que κ resulta uniforme sobre todo el horizonte. Evaluando expĺıcitamente
se obtiene

κ =
r+ −m

2mr+

=

√
m2 − a2

2mr+
. (3.27)

κ =

√
m2 − a2

2m
(
m+

√
m2 − a2

) (3.28)

En el ĺımite a → 0, r+ → 2m y se recupera κ = 1/4m. Para el caso extremo a = m, el
numerador se anula y κ = 0: el agujero negro extremo de Kerr tiene gravedad superficial
nula.

Velocidad angular del horizonte

Las generatrices nulas del horizonte exterior H+ son tangentes al campo de Killing

χµ = ξµ + ΩH ψ
µ, (3.29)

donde ψµ = (∂ϕ)
µ es el campo de Killing azimutal y ΩH es la velocidad angular del horizonte.2

Esta cantidad se determina exigiendo que χµ sea nulo sobre H+, condición que se expresa
como

χµχµ
∣∣
H+ =

(
gtt + 2ΩH gtϕ + Ω2

H gϕϕ
) ∣∣

r=r+
= 0. (3.30)

2En espaciotiempos no asintóticamente planos, como AdS, la velocidad angular del horizonte debe rede-
finirse como Ω̃H = ΩH − Ω∞, donde Ω∞ es la velocidad angular del sistema de referencia en el infinito.
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Dado que gϕϕ > 0 fuera de la singularidad de anillo, la ecuación (3.30) es cuadrática en ΩH

con solución única f́ısicamente relevante:

ΩH = − gtϕ
gϕϕ

∣∣∣∣
r=r+

=
a

r2+ + a2

=
a

2mr+
, (3.31)

ΩH =
a

2m
(
m+

√
m2 − a2

) (3.32)

donde en el último paso se ha usado que ∆(r+) = 0 implica r2+ + a2 = 2mr+, véase (3.21).
En el ĺımite a→ 0 se recupera ΩH = 0, consistente con la simetŕıa esférica de Schwarzschild.

3.1.4 Kerr–Newman

El agujero negro de Kerr–Newman es la solución más general a las ecuaciones de Einstein–
Maxwell en el vaćıo, y describe el espaciotiempo exterior a un objeto con masa m, momento
angular J = am y carga eléctrica q. La métrica en coordenadas de Boyer–Lindquist toma la
forma

ds2 = −∆

ρ2
(
dt− a sin2θ dϕ

)2
+

sin2θ

ρ2
(
(r2 + a2) dϕ− a dt

)2
+
ρ2

∆
dr2 + ρ2 dθ2, (3.33)

donde ahora las funciones ∆ y ρ2 incorporan la carga eléctrica:

∆ ≡ r2 − 2mr + a2 +
q2

4π
, ρ2 ≡ r2 + a2 cos2θ. (3.34)

El campo electromagnético está descrito por el potencial

Aµ =

(
− qr

4πρ2
, 0, 0,

qra sin2θ

4πρ2

)
, (3.35)

cuyas componentes no nulas At y Aϕ reflejan el acoplamiento entre la carga y la rotación.
En los ĺımites a → 0 y q → 0 se recuperan, respectivamente, las métricas de Reissner–
Nordström (3.10) y Kerr (3.19).
Cabe señalar que la única diferencia sustancial entre las métricas de Kerr y Kerr–Newman
radica en la función ∆ dada por la ecuación (3.34), donde aparece un término adicional
asociado a la carga eléctrica q.
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Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas ocurren donde ∆ = 0 o ρ2 = 0. La condición ρ2 = 0
implica r = 0 y θ = π/2, correspondiendo a una singularidad de curvatura con estructura de
anillo en el plano ecuatorial, igual que en Kerr. La condición ∆ = 0 determina los horizontes:

r± = m±
√
m2 − a2 − q2

4π
, (3.36)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que m2 ≥ a2 + q2/(4π). El caso
de igualdad corresponde al agujero negro de Kerr–Newman extremo. Las regiones relevantes
son:

r > r+: región exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito y ∂t es
tipo tiempo lejos del horizonte.

r = r+: horizonte de eventos exterior H+, hipersuperficie nula que delimita la región
causalmente desconectada del exterior.

r− < r < r+: región intermedia, comprendida entre los dos horizontes.

r = r−: horizonte de Cauchy interior.

r < r−: región interior, donde se encuentra la singularidad de anillo.

Ergosfera

Al igual que en Kerr, la rotación genera una ergosfera donde ξµ = (∂t)
µ se vuelve tipo espacio.

La condición gtt = 0 define la superficie estática ĺımite:

rsl(θ) = m+

√
m2 − a2 cos2θ − q2

4π
, (3.37)

que en comparación con (3.23) incorpora el término de carga q2/(4π). La ergosfera queda
definida por

r+ ≤ r ≤ rsl(θ), (3.38)

con la misma geometŕıa no esférica que en Kerr: se aplana en los polos (rsl = r+ para
θ = 0, π) y es máxima en el ecuador. Dentro de ella, el arrastre de marcos impide que
cualquier observador permanezca estático respecto al infinito.

Gravedad superficial

El generador del horizonte es χµ dado en (3.43), y la gravedad superficial se calcula a partir
de

κ2 = −1

2
(∇µχν)(∇µχν)

∣∣∣
H+
. (3.39)
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Al igual que en Kerr, el término dominante proviene de ∂rχt|r=r+ , proporcional a ∆′(r+)/ρ
2,

donde

∆′(r+) ≡
d∆

dr

∣∣∣∣
r=r+

= 2(r+ −m). (3.40)

La dependencia angular de ρ2|r=r+ se cancela en el cálculo de (3.39), y el resultado es uniforme
sobre el horizonte:

κ =
r+ −m

r2+ + a2
,

=

√
m2 − a2 − q2

4π

r2+ + a2
. (3.41)

κ =

√
m2 − a2 − q2

4π(
a2 +

(
m+

√
m2 − a2 − q2

4π

)2
) (3.42)

En los ĺımites q → 0 y a → 0 se recuperan, respectivamente, (3.28) y (3.16). Para el caso
extremo m2 = a2 + q2/(4π), el numerador se anula y κ = 0, en completa analoǵıa con los
casos extremos de Kerr y Reissner–Nordström.

Velocidad angular del horizonte

Las generatrices nulas del horizonte exterior H+ son tangentes al campo de Killing

χµ = ξµ + ΩH ψ
µ, (3.43)

donde ψµ = (∂ϕ)
µ. Exigiendo que χµ sea nulo sobre H+,(

gtt + 2ΩH gtϕ + Ω2
H gϕϕ

) ∣∣
r=r+

= 0, (3.44)

y dado que gϕϕ > 0 fuera de la singularidad de anillo, se obtiene la solución única

ΩH = − gtϕ
gϕϕ

∣∣∣∣
r=r+

=
a

r2+ + a2
,

=
a

2mr+ − q2

4π

, (3.45)

ΩH =
a(

m+
√
m2 − a2 − q2

2π

)2

+ a2
(3.46)

donde en el último paso se ha usado que ∆(r+) = 0 implica r2+ + a2 = 2mr+ − q2/(4π),
véase (3.36). En el ĺımite q → 0 se recupera (3.32).
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Potencial eléctrico del horizonte

El potencial eléctrico del horizonte se define a partir del potencial (3.35) evaluado sobre H+:

ΦH = −ξµAµ
∣∣
H+ ,

=
qr+
4πρ2

∣∣∣∣
r=r+

. (3.47)

Dado que sobre el horizonte ρ2|r=r+ = r2+ + a2 cos2θ, en general ΦH dependeŕıa de θ. Sin
embargo, usando que ∆(r+) = 0 se puede mostrar que la dependencia angular se cancela, y
el resultado es uniforme sobre el horizonte:

ΦH =

q

(
m+

√
m2 − a2 − q2

4π

)
4π

[(
m+

√
m2 − a2 − q2

4π

)2

+ a2

] (3.48)

En el ĺımite a→ 0 se recupera ΦH = q/(4πr+), consistente con (3.18).

3.2 Las leyes termodinamicas de agujeros negros

En la seccion anterior se introdujeron algunas de las cantidades geométricas fundamentales
asociadas a los agujeros negros, tales como la gravedad superficial κ, la velocidad angular
ΩH y el potencial eléctrico ΦH . Estas cantidades desempeñan el papel de variables intensivas
dentro de la termodinámica de agujeros negros y aparecen de manera natural en sus leyes
fundamentales.
En esta sección se discutirán la ley cero y la primera ley de la mecánica de agujeros negros.
Estas serán particularmente relevantes para el desarrollo posterior de la tesina, ya que el
objetivo principal del presente trabajo es estudiar la derivación de la primera ley mediante
el formalismo de Wald.

3.2.1 Ley cero, temperatura y entroṕıa

La ley cero de la mecánica de agujeros negros establece que la gravedad superficial κ permane-
ce constante sobre todo el horizonte de eventos de un agujero negro estacionario. De manera
análoga a la uniformidad de la temperatura en un sistema termodinámico en equilibrio, esta
propiedad refleja que el horizonte se encuentra en un estado de equilibrio gravitacional.
Este resultado fue demostrado originalmente por Bardeen, Carter y Hawking bajo hipótesis
de estacionariedad y de validez de las ecuaciones de Einstein junto con condiciones f́ısicas
razonables sobre la materia. La importancia de esta ley radica en que permite asociar una
única temperatura al agujero negro.
Tras el descubrimiento de la radiación de Hawking, se estableció que la temperatura de un
agujero negro viene dada por la ecuación (1.5). Recordemos que la temperatura de Hawking
adopta la forma
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TH =
κ

2π
(3.49)

En consecuencia, la existencia de una gravedad superficial no nula implica la existencia de una
temperatura y, por ende, de una radiación asociada al agujero negro. Asimismo, en unidades
naturales, la entroṕıa definida en la ecuación(1.6) puede escribirse como

SH =
AH
4
, (3.50)

donde AH corresponde al área del horizonte de eventos del agujero negro.
A partir de los valores de la gravedad superficial obtenidos en la sección 3.1 y del cálculo del
área3 de cada agujero negro, las definiciones de temperatura (3.49) y entroṕıa (3.50) permiten
obtener las siguientes expresiones:

Agujero negro Temperatura TH Entroṕıa S

Schwarzschild 1
8πm

4πm2

Reissner–Nordström

√
m2− q2

4π

2π

(
m+

√
m2− q2

4π

)2 π

(
m+

√
m2 − q2

4π

)2

Kerr
√
m2−a2

4πm(m+
√
m2−a2 )

2πm
(
m+

√
m2 − a2

)
Kerr–Newman

√
m2−a2− q2

4π

2π

(
a2+

(
m+

√
m2−a2− q2

4π

)2
) π

(
a2 +

(
m+

√
m2 − a2 − q2

4π

)2
)

Cuadro 3.1: Temperatura de Hawking y entroṕıa de los principales agujeros negros.

Si se toma cada uno de los agujeros negros expresados en el table 3.1, podemos notar que
eliminando alguno de los parámetros a o Q, pasamos a la temperatura de otro de los agujeros
negros: si tomamos Kerr–Newman y hacemos que Q→ 0 recuperamos Kerr; si hacemos a→ 0
recuperamos Reissner–Nordström. Aunque las expresiones dependen de los parámetros f́ısicos
del agujero negro, en todos los casos la gravedad superficial permanece constante sobre el
horizonte correspondiente. Ese mismo razonamiento puede aplicarse a la entroṕıa, pues al
tomar los ĺımites apropiados en las expresiones correspondientes se recuperan las entroṕıas
de las soluciones más simples; por ejemplo, la entroṕıa de Kerr se reduce a la de Schwarzschild
al hacer a→ 0.

3El área de cada horizonte se obtuvo fijando las coordenadas que definen una sección espacial del horizonte
de eventos, calculando el determinante de la métrica resultante e integrando el correspondiente elemento de
área sobre dicha superficie.
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3.2.2 Primera ley: el corazón de la termodinámica de agujeros
negros

La primera ley de la mecánica de agujeros negros constituye el resultado central de esta tesina.
Su importancia radica en que relaciona las variaciones de las cantidades conservadas asociadas
a un agujero negro y proporciona el punto de partida para la formulación termodinámica de
la gravedad. La analoǵıa con la primera ley de la termodinámica clásica,

dU = T dS − P dV, (3.51)

donde U es la enerǵıa interna, T la temperatura, S la entroṕıa, P la presión y V el volumen,
sugiere que la masa del agujero negro debe interpretarse como una forma de enerǵıa y que el
área del horizonte desempeña un papel análogo al de la entroṕıa.
Para el caso más general, el agujero negro de Kerr–Newman (1.2), la primera ley toma la
forma

δM = T δS + Ω δJ + Φ δQ, (3.52)

lo que refuerza la interpretación de los agujeros negros como sistemas termodinámicos ge-
nuinos. Sin embargo, la identificación de las cantidades intensivas no es un resultado trivial.
La expresión para la temperatura surge de un cálculo cuántico realizado por Hawking en un
fondo gravitacional estacionario, mientras que las definiciones de κ, ΩH y ΦH , introducidas
en la Sección 3.1, tienen un origen puramente geométrico. Más adelante, en el Caṕıtulo 5, al
introducir el agujero negro de Kerr–Taub–NUT, se observará que tanto la definición como
la interpretación de la temperatura y de la velocidad angular presentan sutilezas adicionales
que merecen atención especial.
La relación (3.52) involucra dos tipos de variables termodinámicas: las cantidades extensivas
M , S, J , Q, y las cantidades intensivas T , Ω, Φ. Dado que (3.52) es una relación diferencial
exacta, M debe poder expresarse como función de sus variables extensivas, M =M(S, J,Q),
de modo que

dM =
∂M

∂S
dS +

∂M

∂J
dJ +

∂M

∂Q
dQ. (3.53)

Esto implica que las cantidades intensivas se identifican con las derivadas parciales corres-
pondientes, T = ∂M/∂S, Ω = ∂M/∂J , Φ = ∂M/∂Q, y que deben satisfacerse las condiciones
de integrabilidad del teorema de Schwarz4, es decir, la igualdad de las derivadas parciales
cruzadas de M . Este procedimiento puede aplicarse a cada una de las variables extensivas,
construyendo aśı un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuyas soluciones determinan
tanto las cantidades intensivas como las extensivas desconocidas del sistema; sin embargo,
dichas soluciones carecen en principio de una interpretación f́ısica inmediata.
Esta observación sugiere dos métodos distintos para construir la primera ley. En ambos,
las cantidades extensivas del sistema se suponen ya obtenidas mediante el formalismo de

4El teorema de Schwarz establece que, para una función suficientemente regular, las derivadas parciales
cruzadas son iguales independientemente del orden de diferenciación, esto es, ∂2M/∂S ∂J = ∂2M/∂J ∂S, y
análogamente para los demás pares de variables.
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espacio de fases covariante, cuyas ideas generales fueron introducidas en el Caṕıtulo 1 y cuyo
desarrollo formal se presentará en el Caṕıtulo 4; lo que distingue a ambos métodos no es
entonces el origen de estas cargas, sino la manera en que se utilizan para construir la primera
ley y para identificar las cantidades intensivas correspondientes. Concretamente, los métodos
se diferencian en qué cantidades se toman como incógnitas del sistema de ecuaciones en
derivadas parciales y en qué información se impone de antemano.
El primer método consiste en tratar tanto las cantidades extensivas desconocidas como las
intensivas como incógnitas funcionales del sistema, sin asumir a priori ni la fórmula de la
temperatura de Hawking ni la relación S = A/4. Concretamente, se busca una función
M = M(S, J,Q) junto con funciones S = S(M,J,Q) y T = T (M,J,Q) que satisfagan
simultáneamente (3.52) y la condición de integrabilidad de Schwarz. El sistema resultante
queda determinado cuando el número de ecuaciones en derivadas parciales coincide con el
número de incógnitas, y sus soluciones quedan fijadas, salvo constantes de integración, im-
poniendo condiciones iniciales o de frontera provenientes de algún miembro conocido de la
misma familia de soluciones, o de una familia relacionada. Este enfoque es autocontenido:
siempre que exista el número adecuado de ecuaciones y se satisfaga la condición de inte-
grabilidad, la primera ley puede reconstruirse sistemáticamente a partir de las cantidades
conservadas del sistema. El precio a pagar es que las cantidades obtenidas son soluciones de
dicho sistema y, en principio, carecen de una interpretación f́ısica inmediata; su significado
debe establecerse a posteriori, comparando con los casos ĺımite conocidos.
El segundo método es más directo: se parte de un agujero negro cuya regularidad se presu-
pone, y se imponen desde el inicio la temperatura de Hawking (3.49) y la entroṕıa (3.50).
Al fijar estas dos cantidades de antemano se reduce de inmediato el número de incógnitas
del sistema de ecuaciones en derivadas parciales, y se intenta construir la primera ley con
las cantidades extensivas e intensivas restantes. Si con esta reducción no se logra satisfacer
la condición de integrabilidad, se introducen parámetros, o pares adicionales de cantidades
extensivas e intensivas, relacionados con cantidades ya conocidas del problema, con el fin de
separar e identificar correctamente los distintos términos termodinámicos en la nueva prime-
ra ley propuesta. El objetivo de este procedimiento es el mismo que en el primer método:
igualar el número de incógnitas al número de ecuaciones en derivadas parciales disponibles
y satisfacer la condición de integrabilidad, de modo que la primera ley pueda finalmente
obtenerse.5

El inconveniente de este procedimiento es que, al introducir parámetros adicionales, estos
pueden quedar restringidos o atados al valor de otras cantidades del sistema. Cabe señalar
que una situación análoga puede presentarse en el primer método: qué cantidades extensivas
resultan efectivamente restringidas es información que entrega el formalismo de espacio de
fases covariante desarrollado en el Caṕıtulo 4, y no el sistema de ecuaciones diferenciales
por śı solo. En dicho formalismo, una carga conservada puede no ser integrable, o bien la

5Este método no es incorrecto en sentido estricto: describe la primera ley incorporando términos de trabajo
adicionales que permiten cerrar la diferencial total de M , llegando aśı a formulaciones igualmente válidas,
aunque con una presentación distinta a la del primer método.
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solución obtenida puede no corresponder a la cantidad extensiva completa del sistema, de
modo que la carga resultante queda restringida pese a haber sido calculada correctamente.
Esta situación se ilustrará más adelante, en el Caṕıtulo 5, al introducir el caso del agujero
negro de Schwarzschild acelerado.

3.3 Ecuación de Christodoulou–Ruffini

Como se mencionó anteriormente, uno de los resultados fundamentales en la termodinámica
de agujeros negros fue obtenido por Christodoulou y Ruffini [25], quienes introdujeron el
concepto de masa irreducible para los agujeros negros de Kerr–Newman. Este concepto per-
mitió reformular la expresión de la masa de un agujero negro estacionario, cargado y rotante
mediante la relación entre el área del horizonte y la masa irreducible,

A = 16πM2
irr, (3.54)

a partir de la cual se obtiene la ecuación de Christodoulou–Ruffini,

M2 =

(
Mirr +

Q2

4Mirr

)2

+
J2

4M2
irr

, (3.55)

donde M , Q y J representan la masa, la carga eléctrica y el momento angular del agujero
negro, respectivamente. Esta ecuación establece un ĺımite para la enerǵıa que puede extraerse
mediante procesos clásicos de Penrose.
Su importancia radica en que relaciona de forma precisa las cantidades conservadas funda-
mentales del agujero negro, masa, carga y momento angular, determinadas por el teorema
de no pelo. Aunque fue concebida originalmente en el contexto de la enerǵıa extráıble, a
partir de la invariancia de la masa irreducible Mirr bajo procesos de Penrose, la ecuación de
Christodoulou–Ruffini terminó convirtiéndose en uno de los resultados centrales de la termo-
dinámica de agujeros negros, al proporcionar un criterio natural para verificar la consistencia
de la primera ley.6

En efecto, dado que (3.55) es la integral exacta de la primera ley (1.2) para el caso Kerr-
Newman, toda derivación correcta de la primera ley debe ser compatible con ella. La condición
de invariancia de Mirr, o equivalentemente la no-disminución del área A = 16πM2

irr, se
convierte aśı en una prueba estándar de coherencia interna en el análisis de nuevas familias
de agujeros negros.
La utilidad práctica de esta verificación es doble. Por un lado, permite detectar inconsistencias
en la identificación de las variables termodinámicas: si la primera ley derivada para un agujero
negro no es compatible con δA ≥ 0 en procesos f́ısicos admisibles, ello indica que alguna de
las cantidades involucradas, ya sea la temperatura, la entroṕıa, el momento angular o la carga

6En algunos trabajos de la literatura se le llama fórmula de Smarr a la ecuación de Christodoulou–
Ruffini (3.55), lo que puede inducir a confusión, ya que la fórmula de Smarr es una relación distinta entre las
variables termodinámicas del agujero negro y será presentada a continuación.
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eléctrica, no ha sido correctamente identificada. Por otro lado, en contextos más generales,
como los agujeros negros AdS, la ecuación de Christodoulou-Ruffini debe generalizarse [41,
42]. En estos casos, la verificación de consistencia actúa como gúıa para determinar qué
cantidad cumple el papel de masa irreducible en la teoŕıa considerada.
Más recientemente, se ha mostrado que la ecuación de Christodoulou–Ruffini también puede
utilizarse como un método complementario para obtener una masa termodinámica bien de-
finida que satisface la primera ley, sin necesidad de imponer restricciones adicionales ad hoc
sobre los parámetros f́ısicos [43]. Se trata, en ese sentido, de una herramienta especialmente
útil en escenarios donde los métodos estándar de cálculo de la masa resultan ambiguos o de
dif́ıcil aplicación.
Esta interpretación hace que la ecuación de Christodoulou-Ruffini funcione como un puente
entre la dinámica clásica y la termodinámica de agujeros negros. En este sentido, Astorino
[43] señala que resulta de interés investigar con mayor profundidad el alcance de la fórmula
de masa de Christodoulou–Ruffini, ya que también proporciona resultados satisfactorios pa-
ra deformaciones significativas del agujero negro de Kerr–Newman. Esto sugiere que dicha
fórmula podŕıa contener información más general sobre la estructura termodinámica de los
agujeros negros y motiva el estudio de su posible aplicabilidad en escenarios más amplios,
incluso más allá del marco de la relatividad general.

3.4 Fórmula de Smarr

La fórmula de Smarr establece una relación algebraica entre las variables termodinámicas ma-
croscópicas de un agujero negro estacionario. Para el caso de Kerr–Newman puede escribirse
como

M = 2TS + 2ΩJ + ΦQ, (3.56)

donde M , S, J y Q representan la masa, la entroṕıa, el momento angular y la carga eléctrica
del agujero negro, respectivamente, mientras que T , Ω y Φ corresponden a las variables
termodinámicas conjugadas.
Esta expresión surge de las propiedades de homogeneidad de la masa como función de sus
variables extensivas. Su deducción se basa en el teorema de Euler para funciones homogéneas
y en argumentos de escalamiento dimensional.
A diferencia de la primera ley de la termodinámica de agujeros negros, que describe varia-
ciones infinitesimales entre estados de equilibrio próximos, la fórmula de Smarr establece
una relación global entre las variables macroscópicas del sistema. Mientras la primera ley
determina la estructura diferencial de la teoŕıa, la fórmula de Smarr refleja las propiedades
de homogeneidad que satisface la masa del agujero negro. Ambas relaciones son complemen-
tarias y, para que una descripción termodinámica sea consistente, deben ser mutuamente
compatibles.
Por esta razón, la fórmula de Smarr se utiliza habitualmente como un criterio de consistencia
en el análisis de nuevas soluciones de agujeros negros. Una vez identificadas las variables
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termodinámicas y establecida la primera ley, la correspondiente relación de Smarr debe se-
guirse de manera natural a partir de las propiedades de homogeneidad del sistema. Cuando
esto no ocurre, la discrepancia suele indicar una identificación incorrecta de alguna variable
conjugada, de la entroṕıa o, en teoŕıas más generales, de la propia masa termodinámica.
La importancia de esta relación se ha hecho aún más evidente en desarrollos recientes, particu-
larmente en el contexto de la Black Hole Chemistry. En este marco, la constante cosmológica
se interpreta como una variable termodinámica asociada a una presión y la masa del agu-
jero negro adquiere la interpretación de una entalṕıa. La fórmula de Smarr debe entonces
generalizarse para incorporar los nuevos pares de variables conjugadas, constituyendo una
herramienta fundamental para construir una descripción termodinámica consistente y para
identificar correctamente las cantidades f́ısicas relevantes del sistema [44].
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Capı́tulo 4
Formalismo de espacio de fases covariante

Para comprender la maquinaria de este formalismo es necesario entender los elementos que lo
componen y la manera en que se relacionan entre śı. Por ello, introduciremos gradualmente
los conceptos y herramientas fundamentales que intervienen en su construcción. Nos movere-
mos entre distintos espacios, definiremos objetos como la corriente simpléctica y estudiaremos
las condiciones necesarias para la existencia de cantidades conservadas. Posteriormente, ge-
neralizaremos estos resultados y obtendremos las expresiones correspondientes al caso más
simple de la Relatividad General en cuatro dimensiones, aśı como a una teoŕıa acoplada a
un campo electromagnético.

4.1 Dos espacios, una idea

El formalismo de Iyer y Wald [40] opera simultáneamente sobre dos espacios geométricos:
el espacio-tiempo M y el espacio de fases covariante Γ, cuya construcción fue detallada
en el Caṕıtulo 2. Aunque estos espacios son conceptualmente distintos, la idea central del
formalismo es que la información dinámica de la teoŕıa puede extraerse moviéndose entre
ellos de manera sistemática: se parte de objetos locales definidos sobre M , se los integra
sobre hipersuperficies para obtener objetos globales sobre F̄ , y la estructura resultante en Γ
codifica las cantidades f́ısicas conservadas de la teoŕıa.
Este tránsito entre espacios está gobernado por dos operadores diferenciales. Sobre M actúa
la derivada covariante ∇µ, cuya acción integrada sobre una hipersuperficie de Cauchy Σ
convierte, mediante el teorema de Gauss, integrales de volumen en integrales de superficie
sobre ∂Σ. Sobre F̄ actúa el operador de variación δ, que desempeña el papel de derivada
exterior del espacio de campos y que, como tal, es nilpotente,

δ2 = 0. (4.1)

Dado que ∇µ y δ actúan sobre espacios distintos, ambos operadores conmutan trivialmente al
actuar sobre un campo tensorial definido sobreM que dependa paramétricamente de ϕ ∈ F̄ ,

∇µδ = δ∇µ, (4.2)
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lo que garantiza que las construcciones realizadas enM y en F̄ sean mutuamente consistentes.
Los objetos del formalismo reflejan esta doble naturaleza: son tensores con p ı́ndices en M
y funcionales de orden q en las variaciones δϕ sobre F̄ , y se dice que poseen bigrado (p, q).
La densidad de corriente potencial simpléctica Θµ(ϕ, δϕ), de bigrado (1, 1), es el objeto de
partida: su integral sobre Σ produce la forma presimpléctica Ω en F̄ , de bigrado (0, 2),
mientras que su divergencia covariante, combinada con la acción de δ, da lugar a las corrientes
conservadas cuya integral sobre ∂Σ define las cargas de la teoŕıa. Es en este sentido que dos
espacios y dos operadores constituyen una sola idea coherente.

4.2 El Lagrangiano y su variación

Sea L[ϕ] una D-forma Lagrangiana invariante bajo difeomorfismos. Su primera variación
adopta siempre la forma:

δL = E(ϕ) δϕ+∇µΘ
µ(ϕ, δϕ), (4.3)

donde E(ϕ) denota las ecuaciones de movimiento asociadas a la teoŕıa lagrangiana, mientras
que Θµ(ϕ, δϕ) es el término de borde o potencial simpléctico. Este depende localmente de los
campos ϕ, de sus variaciones δϕ y de sus derivadas1.

4.3 La corriente de Noether y el potencial de Noether

Sea ξ = ξµ∂µ un campo vectorial generador de difeomorfismos. La cantidad L ≡
√
−gL es la

densidad escalar asociada a la D-forma Lagrangiana. Como L es covariante bajo difeomorfis-
mos, pues depende del punto solo a través de ϕ, gµν y sus derivadas, se cumple δξL = LξL. La
fórmula mágica de Cartan (2.17) da entonces LξL = d(iξL), que en componentes se escribe
δξL = ∂µ(ξ

µL).
Aqúı δξϕ ≡ Lξϕ es la variación de Lie inducida por ξ. Para un campo escalar, Lξϕ = ξµ∂µϕ.
Para un campo tensorial general se agregan además términos con ∂µξ

ν .
Combinando con la versión tensorial de (4.3) evaluada en δϕ = δξϕ, se obtiene

∂µ(ξ
µL) = E(ϕ) δξϕ+ ∂µΘ

µ(ϕ, δξϕ), (4.4)

donde L, E(ϕ) y Θµ son densidades de peso 1, con
√
−g absorbido en cada una.

Dado que δξϕ = Lξϕ es lineal en ξµ y sus derivadas, el primer término del lado derecho puede
descomponerse como

E(ϕ) δξϕ = ∂µS
µ
ξ +Nξ, (4.5)

1El término de borde no está definido de manera única. En particular, la sustitución Θµ → Θµ +
∇να

µν(ϕ, δϕ), con αµν = −ανµ antisimétrico, deja inalteradas las ecuaciones de movimiento, pues ∂µ∇να
µν ≡

0, dando lugar a una ambigüedad de borde. Esta ambigüedad puede en general afectar a la carga conservada
Qξ; sin embargo, bajo condiciones de frontera apropiadas, o cuando ξ genera una simetŕıa exacta del sistema,
su contribución se anula idénticamente.
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donde Sµξ reúne los términos que pueden escribirse como divergencias totales, mientras que
Nξ contiene las contribuciones restantes.
Por otra parte, la ecuación (4.4) debe satisfacerse para cualquier campo vectorial ξµ. Sustitu-
yendo la descomposición (4.5) en dicha expresión se obtiene ∂µ

(
Θµ − ξµL+ Sµξ

)
= Nξ. Dado

que el miembro izquierdo es, por construcción, una divergencia total para toda elección de
ξµ, la consistencia de esta identidad exige que

Nξ = 0 (off-shell). (4.6)

Esta condición constituye una manifestación del Segundo Teorema de Noether. Las ecua-
ciones Nξ = 0 son las denominadas identidades de Noether : relaciones algebraicas entre las
ecuaciones de movimiento que se satisfacen independientemente de que los campos obedezcan
o no dichas ecuaciones. En Einstein-Hilbert, estas identidades se reducen a la identidad de
Bianchi, ∇µG

µν = 0.
Una consecuencia inmediata de (4.6) es que la cantidad

Jµξ ≡ Θµ(ϕ, δξϕ)− ξµL+ Sµξ , (4.7)

satisface ∂µJ
µ
ξ = 0 sin necesidad de imponer las ecuaciones de movimiento. Esta es la corriente

de Noether asociada a los difeomorfismos generados por ξ.
Al ser una corriente conservada off-shell, el lema de Poincaré garantiza localmente la exis-
tencia de un tensor antisimétrico Q̃µν

ξ = −Q̃νµ
ξ , denominado potencial de Noether, tal que

Jµξ = ∂νQ̃
µν
ξ . (4.8)

Para la acción de Einstein–Hilbert–Λ, un cálculo directo (presentado en el Apéndice A)
conduce a

Q̃µν
ξ = κ

√
−g∇[µξν], κ =

1

8π
. (4.9)

Sin embargo, el hecho de que Jµξ pueda expresarse como la divergencia de un tensor an-
tisimétrico implica que su conservación es una identidad geométrica, independiente de la
dinámica del sistema. En consecuencia, la carga asociada al potencial de Noether puede de-
finirse para cualquier configuración de campos, independientemente de que satisfaga o no las
ecuaciones de movimiento. En este sentido, la corriente Jµξ es trivialmente conservada, ya que
su conservación no surge de la dinámica, sino únicamente de su estructura geométrica.

4.4 La estructura simpléctica y la densidad de carga

Algo que motiva en gran medida esta tesina es comprender el papel de la estructura simplécti-
ca dentro del formalismo covariante del espacio de fases, la cual constituye el núcleo de toda
esta maquinaria. Como se mostró en la sección anterior, la corriente de Noether Jµξ asociada
a los difeomorfismos es trivialmente conservada, ya que puede expresarse como la divergencia
de un tensor antisimétrico. Por esta razón, las cargas construidas únicamente a partir del
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potencial de Noether no permiten capturar toda la información f́ısica asociada a las simetŕıas
de la teoŕıa.
Esta limitación motiva la búsqueda de una estructura que permita caracterizar adecuada-
mente las cantidades conservadas.

4.4.1 Corriente presimpléctica

La salida al problema de la trivialidad es operar en F̄ . Aplicando δ al potencial simpléctico
Θµ, se define la corriente presimpléctica:

Ωµ(ϕ; δ1ϕ, δ2ϕ) ≡ δ1Θ
µ(ϕ, δ2ϕ)− δ2Θ

µ(ϕ, δ1ϕ). (4.10)

Esta cantidad es simultáneamente una (D − 1)-forma en M y una 2-forma antisimétrica
sobre F̄ : para cada solución ϕ ∈ F̄ , Ωµ(ϕ; ·, ·) toma dos vectores tangentes δ1ϕ, δ2ϕ ∈ TϕF̄
es decir, dos soluciones linealizadas de las ecuaciones de movimiento en torno a ϕ y devuelve
la corriente Ωµ. Integrando Ωµ sobre una hipersuperficie de Cauchy Σ se obtiene la forma
presimpléctica Ω(ϕ; δ1ϕ, δ2ϕ) =

∫
Σ
Ωµ dΣµ.

El prefijo pre indica que Ω puede ser degenerada sobre F̄ : las variaciones puramente gauge,
generadas por un campo vectorial ξ, satisfacen

Ω(ϕ; δξϕ, δϕ) = 0 para todo δϕ ∈ TϕF̄ , (4.11)

que es precisamente la condición de dirección de degeneración (2.10) particularizada a δϕ =
δξϕ

2. En otras palabras, las transformaciones gauge no tienen contenido f́ısico desde el punto
de vista simpléctico, y el espacio de fases covariante Γ se obtiene al identificar en F̄ las
soluciones que difieren por estas direcciones degeneradas.
Cuando las variaciones no conmutan, es decir, cuando [δ1, δ2]ϕ ̸= 0, debe añadirse un tercer
término para que la definición sea válida en el caso más general:

Ωµ(ϕ; δ1ϕ, δ2ϕ) ≡ δ1Θ
µ(ϕ, δ2ϕ)− δ2Θ

µ(ϕ, δ1ϕ)−Θµ(ϕ, [δ1, δ2]ϕ). (4.12)

Nótese que esta expresión es consistente con la interpretación de δ planteada al inicio del
caṕıtulo como una variación infinitesimal en el espacio de fases. El conmutador [δ1, δ2] surge
de manera natural al considerar variaciones generales que no necesariamente conmutan entre
śı, y el término adicional garantiza que Ω conserve las propiedades geométricas esperadas de
una 2-forma sobre F̄ .
En nuestro caso, ξ = ξµ∂µ es un campo vectorial fijo sobre M , no un punto ni una dirección
tangente de F̄ : genera un difeomorfismo del espacio-tiempo y no depende de la configuración
de campos ϕ. Por lo tanto, ξ no vaŕıa cuando ϕ vaŕıa dentro del espacio de soluciones, es
decir, δξµ = 0 para cualquier variación δϕ ∈ TϕF̄ . En consecuencia, [δ, δξ]ϕ = 0, y el tercer
término se anula.

2Es decir, δξϕ no produce ningún efecto simpléctico medible frente a ninguna otra dirección tangente a
F̄ .
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4.4.2 De la corriente simpléctica a la densidad de carga

Evaluamos la corriente presimpléctica (4.12) en el par de variaciones δ1ϕ = δϕ y δ2ϕ = δξϕ,
es decir, tomamos una variación arbitraria δϕ como primer argumento y la variación inducida
por el difeomorfismo, δξϕ, como segundo argumento:

Ωµ(ϕ; δϕ, δξϕ) = δΘµ(ϕ, δξϕ)− δξΘ
µ(ϕ, δϕ). (4.13)

Procesando cada término, variando Jµξ con δ y usando la derivada de Lie de Θµ, los términos
ξµ∂νΘ

ν se cancelan y se llega a la expresión

Ωµ = ξµE δϕ− δSµξ + ∂ν

(
δQ̃µν

ξ + 2ξ[µΘν]
)
. (4.14)

El cálculo expĺıcito se recoge en el Apéndice A. On-shell, los dos primeros términos se anulan:
ξµE δϕ ≈ 0 porque los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, y δSµξ ≈ 0 porque
además asumimos que δϕ satisface las ecuaciones de movimiento linealizadas. La corriente
simpléctica se reduce aśı a una forma exacta

Ωµ(ϕ; δϕ, δξϕ) ≈ ∂νk
µν
ξ (ϕ, δϕ), (4.15)

donde definimos la densidad de carga superficial como

kµνξ (ϕ, δϕ) ≡ δQ̃µν
ξ + 2ξ[µΘν](ϕ, δϕ). (4.16)

La diferencia fundamental con la corriente de Noether es que la relación Jµξ = ∂νQ̃
µν
ξ cons-

tituye una identidad válida off-shell, cuya conservación ∂µJ
µ
ξ = 0 es trivial. En contraste,

la relación Ωµ ≈ ∂νk
µν
ξ solo es válida on-shell, es decir, cuando los campos satisfacen las

ecuaciones de movimiento y las ecuaciones de movimiento linealizadas.
Por otra parte, kµνξ no coincide con el potencial de Noether Q̃µν

ξ . Más bien, está dado por la

variación de Q̃µν
ξ en el espacio de soluciones F̄ , junto con la corrección simpléctica 2ξ[µΘν].

Es precisamente esta contribución adicional la que incorpora la información dinámica ausente
en la construcción de Noether y confiere a kµνξ un contenido f́ısico no trivial.
La expresión de kµνξ puede desarrollarse expĺıcitamente para distintas teoŕıas de gauge. Dado
que el formalismo es covariante y válido en dimensión arbitraria D, basta reconstruir kµνξ a
partir del lagrangiano correspondiente y de su variación. De este modo, pueden incorporarse
campos adicionales, modificarse las dimensiones del espacio-tiempo o considerarse distintas
teoŕıas gravitatorias, siempre respetando las ecuaciones de campo pertinentes al sistema
estudiado. Como ejemplo, en el Apéndice B se presenta la construcción expĺıcita de kµνξ para
la acción de Einstein–Hilbert–Maxwell.

4.5 Condiciones para la conservación de la carga

Una vez obtenida la relación Ωµ ≈ ∂νk
µν
ξ , resulta natural analizar las condiciones que debe

satisfacer el campo vectorial arbitrario ξµ para que esta expresión conduzca a una definición
bien establecida de las cantidades conservadas buscadas.
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4.5.1 Simetŕıa exacta

Usaremos la misma letra ξµ tanto para los campos vectoriales que generan transformaciones
de gauge arbitrarias como para aquellos que generan una simetŕıa exacta de una solución
particular. Estos últimos constituyen un subconjunto de los primeros: mientras que una
transformación de gauge genérica solo debe corresponder a una dirección degenerada de Ω,
sin que necesariamente se anule δξϕ, una simetŕıa exacta exige la condición más fuerte

δξϕ = Lξϕ = 0 (4.17)

sobre la solución ϕ = (gµν , ψ) considerada. Esta caracterización mediante la derivada de Lie
es particular de la Relatividad General, donde el grupo de gauge de la teoŕıa coincide con
el grupo de difeomorfismos del espacio-tiempo; en teoŕıas con grupos de gauge adicionales,
la condición de simetŕıa exacta debe extenderse para incluir también la anulación de las
variaciones gauge asociadas a esos otros campos.
Cuando ϕ = gµν , sin campos de materia, la condición (4.17) se reduce a Lξgµν = 0, es decir,
a la ecuación de Killing (2.33). En presencia de campos de materia ψ, la condición es más
restrictiva, pues exige adicionalmente Lξψ = 0.
Para que kµνξ produzca una carga conservada se requiere que ξµ satisfaga (4.17). En tal caso,
Ωµ ≈ 0 en (4.15), y combinando con (4.14) se obtiene la ley de conservación

∂νk
µν
ξ ≈ 0. (4.18)

La ley de conservación (4.18) se sustenta en dos condiciones independientes. Por un lado,
si ξµ no satisface (4.17), Ωµ en (4.15) no se anula, de modo que Ωµ ̸= 0 incluso cuando los
campos satisfacen las ecuaciones de movimiento. Por otro lado, si los campos no obedecen
las ecuaciones de movimiento, los términos presentes en (4.14) tampoco se anulan. La con-
servación de kµνξ exige entonces, simultáneamente, que ξµ genere una simetŕıa de la solución
y que los campos satisfagan las ecuaciones de movimiento. Es esta doble dependencia, de la
simetŕıa y de la dinámica, la que confiere a kµνξ un contenido f́ısico no trivial.

4.5.2 Naturaleza cuasilocal e independencia de la superficie

El formalismo desarrollado permite construir una carga a partir de campos definidos local-
mente, sin apelar a ningún ĺımite asintótico ni a un fondo de referencia. Esta propiedad, junto
con la independencia respecto de la superficie de integración elegida, se sigue directamente
de la identidad (4.19) y de la versión métrica del teorema de Stokes, (2.23), introducida en
el Caṕıtulo 2.
Cuando los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, la corriente de Noether Jµξ se
conserva, ∇µJ

µ
ξ = 0. Por el análogo tensorial del lema de Poincaré, existe entonces localmente

un tensor antisimétrico kµνξ = k
[µν]
ξ tal que

Jµξ = ∂νk
µν
ξ . (4.19)

Esta relación es consistente con ∇µJ
µ
ξ = 0 de manera automática, ya que ∇µ∇νk

µν =
Rµνk

µν = 0 para cualquier tensor antisimétrico, por la simetŕıa del tensor de Ricci. Esta

45



4.5. CONDICIONES PARA LA CONSERVACIÓN DE LA CARGA

cancelación es el análogo tensorial de la identidad d2 = 0 del formalismo de formas diferen-
ciales.
Cabe notar que kµνξ , tal como se construye a partir de Q̃µν

ξ y Θµ, es una densidad tensorial
de peso uno, no un tensor ordinario: ambos objetos llevan un factor

√
−g expĺıcito en su

definición. Esto tiene una consecuencia práctica importante para la integración: al tratarse
de una densidad, kµνξ se integra directamente con el elemento de coordenadas, sin necesidad
de introducir por separado la ráız de la métrica inducida sobre la superficie de integración,
tal como ya se estableció para densidades escalares en el Caṕıtulo 2.

Elemento de superficie dSµν

Sea S ⊂ M una superficie cerrada de codimensión dos, y sean xµ = (xa, yA) coordenadas
locales adaptadas a S, con a = 1, 2 etiquetando las dos direcciones transversas a S y A =
3, . . . , D las coordenadas intŕınsecas de S. Definimos el elemento de superficie mediante el
śımbolo de permutación εµνα3···αD

(el śımbolo totalmente antisimétrico de valores ±1, 0, no
el tensor de Levi-Civita construido con la métrica),

dSµν := εµνα3···αD
dxα3 ∧ · · · ∧ dxαD . (4.20)

La orientación de S queda fijada al declarar positivo el orden de coordenadas (xa, yA) compa-
tible con la orientación de M . Nótese que esta construcción es enteramente análoga a la que
ya se introdujo en la definición general de la carga diferencial /δQξ, particularizada aqúı a la
superficie de integración S. Como εµνα3···αD

es un śımbolo, no un tensor, no requiere de
√
−g

ni de la métrica inducida
√
σ para definirse: la densidad correspondiente ya está incorporada

en kµνξ , de modo que la integral

Hξ[S] :=
∮
S
kµνξ dSµν (4.21)

se reduce, en coordenadas adaptadas, a una integral múltiple ordinaria sobre las coordenadas
intŕınsecas de S. Por ejemplo, si S es una 2-esfera a x1, x2 fijos, con coordenadas intŕınsecas
y3, y4,

Hξ[S] =
∮
S
kx

1x2

ξ dy3 dy4, (4.22)

que es precisamente la forma en que se evaluará esta carga en la aplicación a la solución de
Schwarzschild.
Como Hξ[S] se construye integrando una cantidad local sobre S, sin referencia a ninguna
otra región del espacio-tiempo, se dice que es una carga cuasilocal3.

3Esto contrasta con enfoques en los que las cargas se obtienen únicamente en el ĺımite r → ∞ respecto de
un fondo asintóticamente plano. El presente formalismo permite en cambio evaluar la carga sobre cualquier
superficie cerrada conveniente, incluso en regiones interiores como el horizonte de un agujero negro.
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Independencia cuasilocal de la carga

La independencia de S se establece mediante la siguiente proposición, cuya demostración
completa, basada en una aplicación directa de (2.23) a una hipersuperficie de codimensión
uno que conecta dos superficies S y S ′.

Proposición. Sea Σ una hipersuperficie compacta, orientable y no nula, de co-
dimensión uno, cuya frontera está formada por dos superficies cerradas S y S ′,
con ∂Σ = S ′ ∪ (−S). Entonces

Hξ[S ′]−Hξ[S] =

∫
Σ

Jµξ dSµ, (4.23)

donde dSµ es el elemento de superficie de codimensión uno (2.28) introducido en
el Caṕıtulo 2.

La idea de la demostración es análoga a la que se emplea para establecer la conservación de
una corriente ordinaria: se construye a partir de kµνξ un campo vectorial tangente a Σ cuya
divergencia reproduce Jµξ proyectado sobre la normal a Σ, y se aplica directamente (2.23).
La integral de frontera resultante se identifica, componente a componente en coordenadas
adaptadas, con la diferencia Hξ[S ′]−Hξ[S].
De (4.23) se sigue de inmediato que Hξ[S] = Hξ[S ′] siempre que Jµξ se anule sobre Σ, en
particular cuando ξµ genera una simetŕıa exacta de los campos en esa región. En tal caso,
Hξ es verdaderamente conservada: su valor no depende de cuál superficie, entre todas las
conectadas por una región de simetŕıa exacta, se utilice para calcularla. El caso de una
hipersuperficie nula, como un horizonte de Killing, requiere sustituir la normal unitaria por
el generador nulo de la hipersuperficie, pero conduce a la misma conclusión.
En consecuencia, la carga puede evaluarse tanto sobre superficies a grandes distancias como
sobre superficies en regiones internas del espacio-tiempo, incluso dentro del horizonte de
eventos de un agujero negro, como se ilustra en los ejemplos posteriores. La única condición
es que la superficie sea regular y encierre completamente las fuentes relevantes.

4.5.3 Carga diferencial e integrabilidad

Al integrar la densidad de carga sobre una superficie cerrada de codimensión dos S, se obtiene
la carga diferencial

/δQξ(ϕ, δϕ) =

∮
S
kµνξ dSµν =

∮
S
kξ(ϕ, δϕ), (4.24)

donde dSµν es el elemento de superficie introducido en la sección anterior. El śımbolo /δ, en
lugar de δ, enfatiza que esta cantidad constituye una 1-forma en el espacio de soluciones F̄ y
que, en general, no puede identificarse con la variación de una función escalar bien definida.
Para que exista una carga finita asociada a ξµ, es necesario imponer la condición de integra-
bilidad

δ
(
/δQξ

)
= 0, (4.25)
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es decir, que la 1-forma /δQξ sea cerrada en F̄ . Cuando esta condición se satisface, el lema de
Poincaré4 garantiza localmente la existencia de una función escalar cuya variación coincide
con /δQξ. En consecuencia, la integración de esta 1-forma a lo largo de cualquier camino γ en
el espacio de soluciones define una carga finita

Qξ =

∫
γ

/δQξ, (4.26)

independiente del camino elegido dentro de una misma clase homotópica. Cuando se satisfa-
cen las condiciones de integrabilidad, la cantidad Qξ queda bien definida sobre el espacio de
soluciones y constituye la carga conservada asociada al generador de simetŕıa ξ. En función
de la simetŕıa considerada y de las condiciones de borde impuestas, esta carga puede identi-
ficarse con magnitudes f́ısicas como la masa, el momento angular, la carga eléctrica u otras
cantidades conservadas del sistema.
Esta será la expresión que utilizaremos de manera estándar a lo largo de la tesina para
calcular las cantidades conservadas asociadas a las simetŕıas del sistema.

4.6 Generalización del formalismo

Hasta este punto se ha supuesto que el generador de simetŕıas corresponde a un campo de
Killing fijo sobre el espacio de fases, por lo que δξµ = 0. Sin embargo, en algunas situaciones
resulta conveniente introducir un nuevo generador obtenido mediante un reescalamiento del
campo de Killing por una función definida sobre el espacio de fases. Esta construcción es de
interés cuando la carga asociada al generador original no resulta integrable de manera inme-
diata, ya que el reescalamiento puede utilizarse para satisfacer la condición de integrabilidad.
Como consecuencia, el nuevo generador deja de permanecer fijo sobre el espacio de fases, por
lo que es necesario generalizar la definición de la densidad de carga superficial para preservar
su linealidad.
La densidad de carga superficial es lineal respecto del generador de simetŕıas. Siguiendo el ar-
gumento de linealidad empleado por Barnich y Brandt [45], esta propiedad puede extenderse
al caso del generador reescalado. En efecto, como las derivadas covariantes actúan únicamen-
te sobre las coordenadas del espacio-tiempo, el factor de reescalamiento puede extraerse de
todas ellas sin modificar las propiedades geométricas del generador.
Sea entonces

ξ̃µ = f · ξµ, (4.27)

donde f es una función arbitraria sobre el espacio de fases. Como δξµ = 0 para un campo de

4El lema de Poincaré establece que toda forma diferencial cerrada, definida sobre una región contráctil, es
exacta. Aqúı se aplica sobre el espacio de soluciones F̄ : la condición δ(/δQξ) = 0 dice que /δQξ es una 1-forma
cerrada en F̄ , y el lema garantiza entonces que, localmente, existe una función Qξ tal que /δQξ = δQξ. Esta es
la misma idea usada anteriormente para garantizar la existencia de kµνξ a partir de ∇µJ

µ
ξ = 0, pero aplicada

ahora sobre el espacio de fases en vez de sobre el espacio-tiempo M .
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Killing, se obtiene
δξ̃µ = δ(f · ξµ) = ξµ · δf, (4.28)

de modo que el generador reescalado ya no permanece fijo sobre el espacio de fases.
Para preservar la linealidad de la densidad de carga superficial respecto del generador de
simetŕıas se impone la condición

kµν
ξ̃

= f · kµνξ . (4.29)

Esta propiedad se obtiene al extender la definición de la densidad de carga superficial a la
forma

kµν
ξ̃

= δQµν

ξ̃
+ 2ξ̃[µΘν] −Qµν

δξ̃
, (4.30)

donde el último término incorpora la dependencia del generador respecto del espacio de fases.
En consecuencia, ∫

kµν
ξ̃
dSµν = f ·

∫
kµνξ dSµν = f · /δQξ, (4.31)

por lo que la carga asociada al generador reescalado se obtiene directamente a partir de la
correspondiente al generador original.

4.7 Aplicación a Schwarzschild.

Para comprender mejor esta herramienta, aplicaremos el formalismo completo a la solución
de Schwarzschild, la solución esféricamente simétrica y estática de las ecuaciones de Einstein
en el vaćıo. Es el ejemplo pedagógico más instructivo porque sus cargas conservadas tienen
una interpretación f́ısica inmediata5.

4.7.1 Geometŕıa de Schwarzschild:

La métrica de Schwarzschild en coordenadas estándar (t, r, θ, ϕ) es:

ds2 = −f(r) dt2 + 1

f(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, f(r) = 1− 2m

r
. (4.32)

4.7.2 Simetŕıas y śımbolos de Christoffel

Vectores de Killing

Los vectores de Killing de Schwarzschild generan las isometŕıas de la métrica y son:

Simetŕıa temporal: ξµ(t) = (1, 0, 0, 0), asociada a la invarianza bajo traslaciones en t.

5Cabe señalar que no siempre es posible asignar una interpretación f́ısica inmediata a las cargas conser-
vadas. En teoŕıas de gravedad modificada, por ejemplo, pueden aparecer cantidades conservadas asociadas a
simetŕıas de soluciones con geometŕıas exóticas, cuyo significado f́ısico se desconoce.
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Simetŕıa azimutal: ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1)6, asociada a la invarianza bajo rotaciones en
ϕ.

Simetŕıas rotacionales: la isometŕıa esférica SO(3) aporta dos vectores de Killing
adicionales,

ξµ(xz) = (0, 0, − sinϕ, − cosϕ cot θ), (4.33)

ξµ(yz) = (0, 0, cosϕ, − sinϕ cot θ), (4.34)

que junto con ξµ(ϕ) cierran el álgebra so(3). Dado que la métrica es esféricamente simétri-
ca, toda geodésica puede restringirse sin pérdida de generalidad al plano ecuatorial
θ = π/2, en el cual ξµ(xz) y ξ

µ
(yz) no aportan integrales de movimiento independientes de

L. Por esta razón no se consideran en el análisis que sigue.

Cada vector de Killing genera una carga conservada. En lo que sigue, calcularemos expĺıci-
tamente ambas cargas.

Śımbolos de Christoffel relevantes

Con la notación f ′ ≡ df/dr = 2m/r2, los śımbolos de Christoffel no nulos necesarios para el
cálculo son:

Γttr =
f ′

2f
, Γrtt =

ff ′

2
, Γrrr = − f ′

2f
, Γθθr = Γϕϕr =

1

r
, (4.35)

4.7.3 Construcción de la densidad de carga superficial

Para la acción de Einstein-Hilbert-Λ, S = κ
2

∫
d4x

√
−g (R − 2Λ)7, el potencial de Noether y

la forma simpléctica se obtienen a partir de las expresiones presentadas en el Apéndice A

Q̃µν
ξ = −κ

√
−g∇[µξν], (4.36)

Θµ(g, δg) = κ
√
−g∇[α(gµ]βδgαβ), (4.37)

donde κ = 1
8π
. En la práctica, los cálculos expĺıcitos se realizan evaluando directamente la

expresión (4.16) término a término8.

6La elección de signo ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1) en lugar de (0, 0, 0, 1) es convencional. Si ξµ satisface la ecuación

de Killing, también lo hace −ξµ, por lo que ambas elecciones son igualmente válidas. Se adopta el signo
negativo para que las cargas conservadas asociadas a la simetŕıa azimutal sean positivas al aplicar el mismo
formalismo a la solución de Kerr. En el caso de Schwarzschild este punto es irrelevante, pues el momento
angular es nulo independientemente del signo elegido.

7La densidad de carga de superficie kµνξ no depende expĺıcitamente de Λ. En el formalismo de espacio
de fases covariante las cargas conservadas están asociadas a simetŕıas exactas de la solución, y la constante
cosmológica no genera ningún vector de Killing. Existen propuestas en la literatura que asignan una carga
termodinámica a Λ [44] tratándola como variable del par termodinámico (P, V ), pero estas construcciones
requieren supuestos adicionales ajenos al formalismo simpléctico empleado aqúı y quedan fuera del alcance
de esta tesina.

8Para una derivación detallada véase el Apéndice A.
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4.7.4 Simetŕıa temporal y su carga asociada

Potencial de Noether Q̃tr
(t)

La superficie de integración que nos permite hallar la carga conservada no la dicta el vector
de Killing sino la topoloǵıa del espaciotiempo: en un espaciotiempo asintóticamente plano, el
borde natural de la hipersuperficie de Cauchy es siempre una S2 a t y r constantes, por lo que
la única componente de Q̃µν que contribuye a la integral es la (tr). Lo que vaŕıa entre distintos

vectores de Killing es el valor de Q̃tr
ξ al sustituir ξµ, no la superficie. De la ecuación (4.36):

Q̃tr
(t) = −κ

√
−g∇[tξr] = −κ

√
−g
2

(
gtt∇tξ

r − grr∇rξ
t
)
. (4.38)

Las derivadas covariantes de ξµ se calculan con los Christoffel:

∇tξ
r = ∂tξ

r + Γrttξ
t = 0 +

f f ′

2
· 1 =

f f ′

2
, (4.39)

∇rξ
t = ∂rξ

t + Γtrtξ
t = 0 +

f ′

2f
· 1 =

f ′

2f
, (4.40)

Al sustituir las componentes gtt = −f−1 y grr = f , junto con
√
−g = r2 sin θ, se obtiene

Q̃tr
(t) = −κ

√
−g
2

[
(−f−1)

ff ′

2
− f · f

′

2f

]
= −κ

√
−g
2

[
−f

′

2
− f ′

2

]
=
κ
√
−g
2

f ′

=
r2 sin θ

16π
· 2m
r2

=
m sin θ

8π
. (4.41)

Variando con respecto al parámetro de masa m:

δQ̃tr
(t) =

sin θ

8π
δm, (4.42)

Corrección simpléctica 2ξ[tΘr]

El segundo término en (fórmula densidad de carga superficial) requiere calcular la componente
Θr de la forma simpléctica potencial. Dado que ξµ(t) = (1, 0, 0, 0), se tiene 2ξ[tΘr] = Θr. A

partir de (4.37), expandiendo la derivada covariante:

Θr = −
√
−g

16π
(∇αδg

αr + gαr∇αδg) . (4.43)

Cuando se vaŕıa únicamente el parámetro de masam, se tiene δg = gαβδgαβ = 0 (la traza de la
variación de la métrica inversa con respecto am se anula para Schwarzschild). Expandiendo la
derivada covariante∇αδg

αr con los śımbolos de Christoffel de (4.35), y usando δgrr = −f−2δf ,
el cálculo expĺıcito conduce a:

Θr = −
√
−g

16π

(
∂rδg

rr +
[
Γttr + Γθθr + Γϕϕr + Γrrr

]
δgrr + Γrtt δg

tt + Γrrr δg
rr
)

= −
√
−g

16π

(
−2 δm

r2

)
=

sin θ δm

8π
. (4.44)

51
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Densidad de carga

Sumando los resultados (4.42) y (4.44) en la ecuación (4.16):

ktr(t) = δQ̃tr
(t) + 2ξ[tΘr] =

sin θ δm

8π
+

sin θ δm

8π
=

sin θ δm

4π
. (4.45)

Integración sobre la 2-esfera

La integral de carga se evalúa sobre la 2-esfera S, definida por t y r constantes, cuyo elemento
de superficie es dStr = dθ dϕ. Integrando la expresión (4.45) sobre S se obtiene

/δQ(t) =

∫ 2π

0

∫ π

0

ktr(t) dθ dϕ =
δm

4π

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

sin θ dθ =
δm

4π
· 2π · 2 = δm. (4.46)

/δQ(t) = δm =⇒ Q(t) = m+ C =M (4.47)

donde C corresponde a una constante de integración que surge al integrar la variación de la
carga conservada en el espacio de fases covariante. Dado que esta constante no afecta a δQ,
puede absorberse en la definición del parámetro de la solución mediante M = m+ C.

4.7.5 Simetŕıa azimutal y su carga asociada

Repetimos ahora el mismo procedimiento para el vector de Killing azimutal ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1).

Potencial de Noether Q̃tr
(ϕ)

De acuerdo con el análisis anterior, la componente que contribuye a la integración sobre la
2-esfera es nuevamente Q̃tr

(ϕ). Utilizando la ecuación (4.36), se obtiene:

Q̃tr
(ϕ) = −κ

√
−g∇[tξ

r]
(ϕ) = −κ

√
−g
(
gtt∇tξ

r
(ϕ) − grr∇rξ

t
(ϕ)

)
. (4.48)

Calculamos las derivadas covariantes. Como ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1), sólo la componente ϕ es no
nula, de modo que

∇tξ
r
(ϕ) = Γrtµξ

µ
(ϕ) = Γrtϕξ

ϕ
(ϕ) = 0, (4.49)

∇rξ
t
(ϕ) = Γtrµξ

µ
(ϕ) = Γtrϕξ

ϕ
(ϕ) = 0, (4.50)

ya que los Christoffel Γrtϕ y Γtrϕ son nulos para la métrica de Schwarzschild (que es diagonal
y no depende de ϕ). Por tanto:

Q̃tr
(ϕ) = 0. (4.51)
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Corrección simpléctica

Para ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1), la combinación 2ξ[tΘr] requiere

2ξ[tΘr] = ξtΘr − ξrΘt = 0, (4.52)

puesto que ξt(ϕ) = 0 y ξr(ϕ) = 0.
En cuanto a la componente Θr evaluada con la variación inducida por el vector de Killing
azimutal, la variación de la métrica bajo una perturbación δM = 0 (estamos variando única-
mente el parámetro de masa, que es el único parámetro libre de Schwarzschild) también se
anula. En consecuencia:

2ξ[tΘ
r]
(ϕ) = 0. (4.53)

Carga nula

Sumando los términos:
ktr(ϕ) = δQ̃tr

(ϕ) + 2ξ[tΘ
r]
(ϕ) = 0. (4.54)

Integrando sobre la 2-esfera:

/δQ(ϕ) = 0 =⇒ Q(ϕ) = J = 0. (4.55)

La carga conservada asociada a la simetŕıa azimutal corresponde al momento angular J del
agujero negro. El resultado J = 0 no implica la ausencia de dicha simetŕıa; en efecto, ∂ϕ es
un vector de Killing del espacio tiempo de Schwarzschild. La anulación de la carga se debe a
que esta solución es estática y no presenta rotación, por lo que su momento angular es nulo.
En contraste, para la solución de Kerr, el mismo generador de simetŕıas azimutales da lugar
a una carga conservada no nula, asociada al momento angular del agujero negro.

4.8 Aplicación a Reissner-Nordström.

Aplicamos ahora el formalismo completo a la solución de Reissner-Nordström, correspondien-
te a un agujero negro estático, esféricamente simétrico y con carga eléctrica en el marco de la
teoŕıa de Einstein-Maxwell (Apéndice B). A diferencia del caso de Schwarzschild, la presencia
del campo electromagnético modifica la estructura del potencial de Noether y de la corriente
simpléctica, e introduce además una simetŕıa de gauge cuya carga conservada corresponde a
la carga eléctrica del sistema.

4.8.1 Geometŕıa de Reissner-Nordström

La métrica de Reissner-Nordström en coordenadas estándar (t, r, θ, ϕ) es:

ds2 = −f(r) dt2 + 1

f(r)
dr2 + r2

(
dθ2 + sin2θ dϕ2

)
, f(r) = 1− 2M

r
+

q2

4πr2
, (4.56)
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Las componentes no nulas de la métrica y de su inversa mantienen la misma estructura que en
(4.32), reemplazando la función métrica por la expresión anterior. Además, el determinante
de la métrica permanece dado por

√
−g = r2 sin θ.

El campo electromagnético es:

Fµν = ∂µAν − ∂νAµ, Aµ dx
µ = − q

4πr
dt, (4.57)

de modo que la única componente no nula de Fµν es

Ftr = −Frt = − q

4πr2
. (4.58)

4.8.2 Simetŕıas y vectores de Killing

Además de las simetŕıas espaciotemporales heredadas de Schwarzschild, la teoŕıa de Einstein-
Maxwell posee una simetŕıa de gauge asociada al potencial electromagnético. Para mantener
invariante el potencial electromagnético bajo la acción combinada de la simetŕıa temporal y
una transformación de gauge se introduce un compensador en el gauge

Simetŕıa temporal: ξµ(t) = (1, 0, 0, 0), con compensador de gauge λ(t) = −ξtAt = q
4πr

.

Simetŕıa azimutal: ξµ(ϕ) = (0, 0, 0,−1), con λ(ϕ) = −ξϕAϕ = 0.

Simetŕıa de gauge: ξµ(e) = (0, 0, 0, 0), con λ(e) = 1. En este caso no existe una transfor-
mación asociada al sector gravitacional, pero la transformación de gauge Aµ → Aµ+∂µλ
con λ = cte permite construir la carga eléctrica conservada.

El cálculo de las simetŕıas ξµ(t) y ξ
µ
(ϕ) es análogo al de Schwarzschild; el interés de Reissner-

Nordström reside en la simetŕıa de gauge, que produce una carga conservada de naturaleza
distinta. De manera resumida, para ξµ(t) = (1, 0, 0, 0) se obtiene:

δQ̃tr
(t) = sin θ

(
2πr δm+ q δq

16π2r

)
, (4.59)

Θtr = sin θ

(
2πr δm− q δq

16π2r

)
, (4.60)

ktr(t) = δQ̃tr
(t) + 2ξ[tΘ

r]
(t) =

sin θ δm

4π
. (4.61)

Integrando:

/δQ(t) = δm =⇒ Q(t) = m+ C =M. (4.62)

4.8.3 Simetŕıa de gauge y carga eléctrica

La simetŕıa de gauge electromagnética está generada por ξµ(e) = (0, 0, 0, 0) con parámetro
λ(e) = 1.
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Potencial de Noether Q̃tr
(e)

La contribución gravitacional se anula cuando ξµ(e) = 0. La contribución electromagnética
queda dada por:

Q̃tr
(e) =

√
−g λ(e) F tr = r2 sin θ · q

4πr2
=
q sin θ

4π
. (4.63)

Variando respecto a q:

δQ̃tr
(e) =

sin θ δq

4π
. (4.64)

Como ξµ(e) = 0, el término 2ξ
[t
(e)Θ

′r]
(e) se anula idénticamente, de modo que:

ktr(e) = δQ̃tr
(e) =

sin θ δq

4π
. (4.65)

Integrando sobre la 2-esfera:

/δQ(e) = δq =⇒ Q(e) = q + C = Q. (4.66)

donde C corresponde a una constante de integración que surge al reconstruir la carga con-
servada a partir de su variación en el espacio de fases covariante. De manera análoga al caso
de Schwarzschild, esta constante puede absorberse en la definición del parámetro conservado
mediante Q = q + C.
La carga conservada asociada a la simetŕıa de gauge es la carga eléctrica Q. Este resultado
ilustra cómo el formalismo simpléctico unifica en un solo procedimiento cargas de distinta
naturaleza: la masa, originada en la simetŕıa temporal, y la carga eléctrica, originada en la
simetŕıa interna de gauge.
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Capı́tulo 5
Desarrollos recientes y problemas abiertos

5.1 Kerr–Taub–NUT

La solución de Kerr–Taub–NUT generaliza la métrica de Kerr al incluir el parámetro de
NUT n, introducido originalmente por Newman, Unti y Tamburino [46]. Desde un punto de
vista f́ısico, n puede interpretarse como una masa gravitomagnética, análoga al monopolo
magnético en electrodinámica [47]. Si bien esta solución satisface exactamente las ecuaciones
de Einstein en el vaćıo, presenta propiedades globales que la distinguen de manera funda-
mental de las soluciones de Kerr y Kerr–Newman. Entre ellas destaca la aparición de singu-
laridades de coordenadas sobre el eje de simetŕıa, cuya eliminación requiere una descripción
mediante múltiples parches de coordenadas.
El problema central reside en que (∇t)2 deja de estar bien definido sobre el eje polar. Más
aún, Misner señala: Thus (∇t)2 becomes infinite at θ = π, so either the metric or the t
coordinate must be considered singular there [47]. Los invariantes de curvatura, por su parte,
permanecen regulares sobre dicho eje, lo que descarta que se trate de una singularidad de
curvatura propiamente dicha. Sin embargo, la regularidad de los invariantes de curvatura no
basta por śı sola para garantizar que la geometŕıa esté libre de patoloǵıas f́ısicas: en el caso
de Taub–NUT, el eje polar está asociado además a la aparición de curvas cerradas de tipo
tiempo y a la llamada cuerda de Misner, cuya naturaleza genuina o removible depende de la
periodicidad impuesta sobre la coordenada temporal t.
Esta singularidad da origen a las denominadas cuerdas de Misner, esto es, singularidades
de coordenadas que se extienden a lo largo del eje de simetŕıa del espacio-tiempo. Misner
demuestra además que no existe un único sistema de coordenadas globalmente regular para
describir esta geometŕıa. En su lugar, es necesario cubrir el espacio-tiempo mediante dos
parches de coordenadas, de forma completamente análoga a la descripción del potencial
vectorial de un monopolo magnético de Dirac. En la región de solapamiento de ambos parches,
las coordenadas temporales difieren por una transformación proporcional a la coordenada
azimutal, lo que conduce a la identificación periódica del tiempo.
Esta estructura global distingue a los espacio-tiempos NUT de soluciones como Kerr–Newman
y tiene consecuencias importantes para su descripción termodinámica. En particular, la pre-
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sencia de las cuerdas de Misner dificulta la obtención de la entroṕıa, la temperatura y la
velocidad angular mediante los procedimientos geométricos habituales, ya que estas cantida-
des dejan de estar determinadas únicamente por la geometŕıa del horizonte.
En las secciones anteriores se desarrolló el formalismo general de cargas conservadas y se
aplicó a soluciones cuyas cantidades termodinámicas son bien conocidas. La solución Kerr–
Taub–NUT constituye un escenario más sutil debido a la presencia de las cuerdas de Misner,
por lo que resulta un caso de prueba natural para analizar el alcance del formalismo desarro-
llado.

5.1.1 La métrica de Kerr–Taub–NUT

La métrica del agujero negro de Kerr–Taub–NUT en coordenadas de Boyer–Lindquist gene-
ralizadas está dada por

ds2 = − ∆

Σ

[
dt+

(
2n cos θ + 2Cn− a sin2θ

)
dϕ
]2

+
Σ

∆
dr2

+
sin2θ

Σ

[
a dt−

(
r2 + a2 + n2 − 2anC

)
dϕ
]2

+ Σ dθ2, (5.1)

donde las funciones métricas se definen como

Σ = r2 +
(
n+ a cos θ

)2
, (5.2)

∆ = r2 + a2 − 2mr − n2. (5.3)

El parámetro discreto C, introducido por primera vez en [48], ofrece cierta libertad en la
distribución de las cuerdas de Misner, sin eliminarlas. La solución con C = 0 es un ca-
so particular del espacio-tiempo de vaćıo de Demiański–Newman [49]. A lo largo de este
caṕıtulo mantendremos C arbitrario, de modo que los resultados sean válidos para cualquier
configuración de cuerdas.
Aqúı m es la constante de integración asociada a la masa, n es el parámetro de NUT y a es
el parámetro de rotación. El parámetro discreto C ∈ {0,±1} codifica la configuración de las
cuerdas de Misner sobre el eje:

C = +1: la cuerda se ubica sobre el semieje norte (θ = 0); el semieje sur (θ = π) es
regular.

C = −1: ocurre la situación opuesta; el semieje norte es regular y la cuerda se sitúa en
θ = π.

C = 0: aparecen dos cuerdas distribuidas simétricamente respecto al plano ecuatorial,
una en cada polo.

Nótese que en el ĺımite n → 0 la métrica (5.1) se reduce a la métrica de Kerr, mientras que
en el ĺımite a → 0 se obtiene la métrica de Taub–NUT. En el ĺımite simultáneo a, n → 0 se
recupera la métrica de Schwarzschild.
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5.1.2 Estructura de horizontes

Aunque las cantidades termodinámicas de la solución no quedan determinadas únicamente
por la geometŕıa del horizonte, este sigue proporcionando información geométrica relevante.
En particular, los horizontes de Killing de la solución están determinados por las ráıces de la
ecuación ∆ = 0, es decir,

r± = m±
√
m2 − a2 + n2. (5.4)

A diferencia del caso de Kerr, el término n2 en el discriminante favorece la existencia de
horizontes. En consecuencia, incluso para |a| > m la solución puede admitir horizontes reales
siempre que el parámetro de NUT sea suficientemente grande. El horizonte exterior se en-
cuentra en r = r+, mientras que el horizonte interior está ubicado en r = r−.
La entroṕıa del agujero negro, obtenida a partir de la ley de área de Bekenstein–Hawking,

S =
AH
4

= 2π
[
m
(
m+

√
m2 − a2 + n2

)
+ n2

]
, (5.5)

depende expĺıcitamente del parámetro de NUT a través del área del horizonte.
Por su parte, la temperatura de Hawking, definida en términos de la gravedad superficial,
está dada por

T =
κ

2π
=

√
m2 − a2 + n2

4π
[
m
(
m+

√
m2 − a2 + n2

)
+ n2

] . (5.6)

Finalmente, la velocidad angular del horizonte, definida como la velocidad angular de un
observador estacionario evaluada sobre el horizonte, resulta

Ω = − gtϕ
gϕϕ

∣∣∣∣
r=r+

=
a

2
[
m
(
m+

√
m2 − a2 + n2

)
+ n(n− aC)

] . (5.7)

En el ĺımite n → 0 se recuperan las expresiones correspondientes a la solución de Kerr.
Cabe destacar que, aunque la solución se considera para un valor arbitrario del parámetro
C, únicamente la velocidad angular depende expĺıcitamente de él; tanto la entroṕıa como la
temperatura son independientes de este parámetro.

5.1.3 Cargas conservadas y cantidades termodinámicas

Siguiendo el procedimiento desarrollado en [50], se determinaron las cantidades S, T y Ω a
partir del sistema de ecuaciones diferenciales parciales que se obtiene al imponer la primera
ley. La variación de la entroṕıa toma la forma

δS =
1− Ω(a− 3Cn)

T
δM − ΩM

T
δa+

3ΩMC

T
δn, (5.8)

de donde se identifican las derivadas parciales

∂S

∂M
=

1− Ω(a− 3Cn)

T
,

∂S

∂a
= −ΩM

T
,

∂S

∂n
=

3ΩMC

T
, (5.9)
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las cuales satisfacen la condición de integrabilidad

∂S

∂n
+ 3C

∂S

∂a
= 0. (5.10)

El análisis de las simetŕıas de la solución Kerr–Taub–NUT revela la existencia de dos cargas
conservadas. Asociada a la simetŕıa de traslación temporal se obtiene

/δQ(∂t) = δm =⇒ Q(t) =M, (5.11)

mientras que la simetŕıa de rotación azimutal produce

/δQ(∂ϕ) = δ
(
m(a− 3Cn)

)
=⇒ Q(ϕ) = J = m(a− 3Cn). (5.12)

Estas cargas se calculan mediante el formalismo de espacio de fases covariante. Sin embargo,
la presencia de defectos cónicos en los polos norte y sur de la solución requiere incorporar
contribuciones adicionales al cálculo de la carga. La expresión completa para la carga asociada
a la simetŕıa temporal es∮

ktr(t) dStr =

∫ 2π

0

dϕ

∫ π

0

ktr(t) dθ+

∫ r2

r1

dr

∫ 2π

0

kθt(t) dϕ

∣∣∣∣
θ=0︸ ︷︷ ︸

defecto norte

−
∫ r2

r1

dr

∫ 2π

0

kθt(t) dϕ

∣∣∣∣
θ=π︸ ︷︷ ︸

defecto sur

= /δQ(t). (5.13)

Una vez determinadas las cargas conservadas asociadas a las simetŕıas de la solución, es
posible investigar si admiten una interpretación termodinámica a través de una primera ley.
En este trabajo se consideran las cargas conservadas obtenidas mediante el formalismo de es-
pacio de fases covariante como las únicas variables extensivas del sistema. Bajo esta hipótesis,
se postula una primera ley de la forma

δM = T δS + Ω δJ. (5.14)

Para determinar las cantidades termodinámicas, se resuelve el sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales imponiendo la condición inicial S(m, 0, a) = 2πm

(
m+

√
m2 − a2

)
, que

corresponde a recuperar el resultado conocido para Kerr. Se obtienen aśı

S(m,n, a) = 2πm
(
m+

√
m2 − (a− 3Cn)2

)
, (5.15)

T (m,n, a) =

√
m2 − (a− 3Cn)2

4πm
(
m+

√
m2 − (a− 3Cn)2

) , (5.16)

Ω(m,n, a) =
a− 3Cn

2m
(
m+

√
m2 − (a− 3Cn)2

) . (5.17)

Un aspecto destacable de estas expresiones es que las tres cantidades termodinámicas depen-
den de la combinación a − 3Cn. En particular, al imponer C = 0, correspondiente al caso
con dos cuerdas de Misner, se recuperan las expresiones termodinámicas de la solución de

59



5.2. SCHWARZSCHILD ACELERADO (C-MÉTRICA)

Kerr. Este resultado indica que, dentro de la propuesta obtenida a partir de la primera ley,
el efecto del parámetro de Misner desaparece cuando C = 0.
Sin embargo, este resultado no coincide con el obtenido mediante argumentos geométricos
independientes, para los cuales únicamente la velocidad angular Ω depende del parámetro C
(5.7). Esta diferencia resulta coherente con la discusión presentada al comienzo del caṕıtulo.
En presencia de cuerdas de Misner, las cantidades termodinámicas dejan de estar deter-
minadas únicamente por la geometŕıa del horizonte, por lo que un procedimiento basado
exclusivamente en propiedades geométricas no tiene por qué conducir a los mismos resulta-
dos que el formalismo de cargas conservadas. En consecuencia, ambos enfoques dan lugar a
propuestas termodinámicas diferentes para la solución Kerr–Taub–NUT.
Como una verificación adicional de consistencia, las cantidades obtenidas al resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales se sustituyen en la relación de Christodoulou–Ruffini, identifican-
do la entroṕıa S(m,n, a) con un cuarto del área del horizonte, es decir, S = A/4. Se verifica
entonces que la relación (3.55) se satisface exactamente. Aunque esta comprobación no cons-
tituye una demostración de la validez de la propuesta, proporciona un criterio adicional de
consistencia para las cantidades termodinámicas obtenidas a partir de la primera ley.
Este resultado contrasta con la propuesta basada en argumentos geométricos, cuyas cantida-
des termodinámicas no satisfacen la relación de Christodoulou–Ruffini. En este sentido, los
resultados obtenidos son consistentes con la discusión presentada al inicio de la sección, donde
se señaló que, en presencia de cuerdas de Misner, la geometŕıa del horizonte no es suficiente
para determinar de manera uńıvoca la termodinámica de la solución Kerr–Taub–NUT.

5.2 Schwarzschild acelerado (C-métrica)

La C-métrica constituye una de las soluciones exactas más importantes de las ecuaciones de
Einstein que describen agujeros negros acelerados. Aunque la solución era conocida desde
principios del siglo XX, fue el trabajo de Kinnersley y Walker [51] el que proporcionó su
interpretación f́ısica como un agujero negro sometido a una aceleración uniforme. Desde en-
tonces, la C-métrica ha sido ampliamente utilizada para estudiar los efectos de la aceleración
sobre la estructura causal del espacio-tiempo, la presencia de horizontes de aceleración y los
procesos radiativos asociados a este tipo de soluciones.
La C-métrica describe un agujero negro sometido a una aceleración uniforme, donde dicha
aceleración es sostenida por la presencia de defectos cónicos a lo largo del eje polar de la
solución. Estos defectos pueden interpretarse f́ısicamente como cuerdas cósmicas que ejercen
una tensión sobre el agujero negro, introduciendo una asimetŕıa entre los polos norte y sur
del espacio-tiempo. Es precisamente esta asimetŕıa la que proporciona la fuerza responsable
de la aceleración neta del agujero negro.
Desde el punto de vista de la relatividad general, la C-métrica es una solución exacta de las
ecuaciones de Einstein en vaćıo, por lo que toda la información sobre la masa del agujero
negro y su aceleración queda codificada en la geometŕıa del espacio-tiempo. En particular, el
parámetro m caracteriza la masa del agujero negro, mientras que el parámetro A determina
su aceleración uniforme, siendo ambos parámetros, en principio, independientes.
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5.2.1 Métrica de Schwarzschild acelerado

La métrica del agujero negro de Schwarzschild acelerado, expresada en coordenadas de Boyer-
Lindquist {t, r, θ, ϕ} adaptadas a la C-métrica [52], es

ds2 =
1

(1 + Ar cos θ)2

[
−
(
1− 2m

r

)
(1− A2r2) dt2 +

dr2(
1− 2m

r

)
(1− A2r2)

+
r2 dθ2

(1 + 2mA cos θ)
+ r2(1 + 2mA cos θ) sin2 θ dϕ2

] (5.18)

donde el parámetro m > 0 corresponde a la masa del agujero negro y A ≥ 0 es el parámetro
de aceleración. El factor conformal (1 +Ar cos θ)−2, ausente en la solución de Schwarzschild
clásico, es el responsable de la estructura causal caracteŕıstica de la C-métrica y codifica el
efecto de la aceleración sobre la geometŕıa global de la solución.

5.2.2 Estructura de horizontes

La estructura de horizontes queda determinada por los ceros del componente radial de la
métrica. La expresión (1− 2m/r)(1−A2r2) se anula en dos valores distintos de r: el primero
en rSch = 2m, que corresponde al horizonte de eventos del agujero negro, y el segundo en
rR = 1/A, que corresponde al horizonte de aceleración. Este último es análogo al horizonte
de Rindler en relatividad especial: marca el ĺımite más allá del cual un observador que se
mueve con aceleración uniforme A pierde contacto causal con el resto del espacio-tiempo.
Para que la solución describa un agujero negro acelerado en un sentido f́ısicamente coherente,
el horizonte de eventos debe estar contenido dentro del horizonte de aceleración, es decir, se
requiere rSch < rR, lo que se traduce en la condición:

2mA < 1. (5.19)

Si esta condición se violara, el horizonte de eventos quedaŕıa más allá del horizonte de acele-
ración, de modo que el propio observador acelerado no podŕıa mantener contacto causal con
el agujero negro, invalidando la interpretación de la solución como agujero negro acelerado.
En el ĺımite 2mA→ 1 ambos horizontes coinciden y la solución degenera, mientras que en el
ĺımite A→ 0 el horizonte de aceleración se desplaza hacia el infinito, rR → ∞, y se recupera
la métrica de Schwarzschild sin horizonte de aceleración.

5.2.3 Carga conservada asociada a la simetŕıa temporal

La presencia de defectos cónicos sobre los ejes de simetŕıa hace que el cálculo de las cargas
conservadas requiera incorporar las contribuciones provenientes de dichos defectos. Por este
motivo, la carga se obtiene utilizando la misma superficie de integración introducida en la
ecuación (5.13).
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Entre los generadores de simetŕıa de la solución, únicamente el generador de traslaciones
temporales produce una variación de carga no trivial,

ξµ(t) = ∂t = (1, 0, 0, 0) → /δQ∂t = −mδA
A

(5.20)

Dado que esta 1-forma no es integrable sobre el espacio de fases, resulta necesario recurrir a
la generalización del formalismo presentada en la Sección 4.6

f(m,A) ξµ(t) = (f(m,A), 0, 0, 0) → /δQf(m,A)∂t = f(m,A) · /δQ∂t (5.21)

Una condición necesaria y suficiente para la integrabilidad es

δ2Q∂t = 0, ⇐⇒ δ/δQ∂t = 0. (5.22)

Con este propósito, se introduce un factor de reescalamiento f = f(m,A) y se considera el
generador ξ̃µ = f(m,A) ·ξµ, de manera que la carga asociada resulte integrable. La condición
de integrabilidad se escribe entonces como

δ/δQξ̃ = δ
(
f · /δQξ

)
= δf · /δQξ + f · δ/δQξ = 0. (5.23)

Al sustituir la expresión obtenida para /δQξ en la condición anterior se obtiene

− δf(m,A)
mδA

A
− f(m,A)

δm δA

A
= 0, (5.24)

δf

f
= −δm

m
, (5.25)

cuya solución es

f(m,A) =
g(A)

m
, (5.26)

La integración determina completamente la dependencia respecto de la masa, mientras que
deja indeterminada una función arbitraria de la aceleración, denotada por g(A).
En consecuencia,

δQξ̃ = −g(A)
m

mδA

A
= −g(A)δA

A
. (5.27)

La función g(A) no queda determinada por la condición de integrabilidad. Para fijarla se
impone adicionalmente que el factor de reescalamiento sea adimensional, de modo que la
redefinición del generador preserve las dimensiones f́ısicas de la carga. En unidades naturales,
la aceleración tiene dimensiones [A] = L−1, mientras que la masa satisface [m] = L. Por lo
tanto, g(A) debe tener dimensiones de longitud, lo que fija

g(A) =
1

A
. (5.28)

Finalmente, la variación de la carga toma la forma

δQξ̃ = −δA
A2

= δ
(
A−1

)
, (5.29)
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Por lo tanto, la carga asociada a la simetŕıa temporal reescalada viene dada por

Qξ̃ =
1

A
. (5.30)

Además, la carga obtenida posee dimensiones de longitud, en concordancia con las dimensio-
nes de la masa en la solución de Schwarzschild.
Este resultado presenta una caracteŕıstica notable. La carga obtenida está asociada a la si-
metŕıa temporal, la cual, en el caso del agujero negro de Schwarzschild, se identifica con la
masa del sistema. Sin embargo, para la solución de Schwarzschild acelerado la carga conser-
vada depende únicamente del parámetro de aceleración A y no contiene una contribución
expĺıcita del parámetro de masa m.
En consecuencia, la masa caracteŕıstica del agujero negro de Schwarzschild deja de aparecer
como la carga conservada asociada a la simetŕıa temporal. En su lugar, la cantidad conservada
queda completamente determinada por la aceleración del agujero negro, por lo que resulta
natural interpretarla como una enerǵıa asociada a dicha aceleración.
Es importante destacar que la existencia de esta carga está intŕınsecamente ligada a la pre-
sencia del agujero negro, es decir, a un parámetro de masa distinto de cero. En efecto, al
tomar el ĺımite m = 0, la solución se reduce a la métrica de Rindler en coordenadas esféricas,

ds2 =
A2r2 − 1

(1 + Ar cos θ)2
dt2− dr2

(A2r2 − 1)(1 + Ar cos θ)2

− r2

(1 + Ar cos θ)2
dθ2 − r2 sin2 θ

(1 + Ar cos θ)2
dϕ2.

(5.31)

la cual describe el espacio-tiempo de Minkowski en un sistema de referencia uniformemente
acelerado.

5.2.4 Posibles interpretaciones

El resultado anterior plantea una aparente tensión entre la interpretación habitual de la
carga asociada al generador temporal y la dependencia obtenida mediante el formalismo de
espacio de fases covariante. A continuación se discuten dos posibles interpretaciones de este
comportamiento.
Una posible dirección para clarificar la aparente tensión en la interpretación de la carga
conservada Q ∼ 1/A consiste en analizar con mayor detalle la contribución de los defectos
geométricos que inducen la aceleración del sistema. En la C-métrica de Schwarzschild, la
aceleración queda codificada en la asimetŕıa entre los déficits cónicos presentes en cada polo de
la solución, cada uno de los cuales puede asociarse a una tensión efectiva que, considerada de
manera aislada, presenta divergencias caracteŕısticas. Esto sugiere que la carga global resulta
de una combinación no trivial de dichos aportes, lo que es consistente con la dependencia
Q ∼ 1/A obtenida en el formalismo de espacio de fases covariante.
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Primera interpretación.

La carga Q no debe identificarse con la masa clásica de un agujero negro de Schwarzschild,
MSch, sino que representa una carga conservada asociada a la simetŕıa temporal del sistema
completo. En este contexto, dicha carga corresponde a la solución geométrica global, en la
que el agujero negro y los defectos cónicos responsables de su aceleración forman una única
configuración f́ısica. En este sentido, Q y MSch son objetos cualitativamente distintos y no
debeŕıan coincidir.

Segunda interpretación.

Al considerar la estructura del espacio de parámetros de la solución, la C-métrica de Sch-
warzschild se describe mediante dos parámetros geométricos independientes, m y A, que
caracterizan respectivamente la masa del agujero negro y su aceleración. Para que la primera
ley δQ = T δS sea una identidad válida en todo el espacio de parámetros, debe satisfacerse
de manera independiente para variaciones en cada una de estas dos direcciones. Sin embargo,
dado que Q ∼ 1/A no exhibe dependencia en m, la primera ley no puede ser simultánea-
mente consistente para variaciones arbitrarias e independientes de ambos parámetros. Esto
sugiere que la primera ley obtenida en este trabajo es válida únicamente a lo largo de una
subvariedad del espacio de soluciones donde m y A no son independientes, sino que satisfacen
una relación de la forma m = m(A) impuesta por alguna condición adicional de equilibrio.
En ese sector restringido del espacio de parámetros, las variaciones de m y de A están co-
rrelacionadas y la primera ley puede ser consistente de manera efectiva. Este punto de vista
es coherente con la observación de Anabalón, Gray, Gregory, Kubizňák y Mann [53] de que
una descripción termodinámica consistente de agujeros negros acelerados requiere imponer
condiciones sobre el espacio de parámetros de la solución, en particular restricciones sobre
el régimen de aceleración que garanticen que el sistema se encuentre en una configuración
f́ısicamente bien definida. Determinar cuál es exactamente esa relación m = m(A) y si admite
una interpretación f́ısica natural constituye una dirección abierta para trabajo futuro.

5.2.5 Discusión (C-métrica)

Las interpretaciones anteriores están estrechamente relacionadas con la estructura causal de la
solución. La C-métrica de Schwarzschild presenta dos horizontes con temperaturas asociadas
generalmente distintas: el horizonte de eventos del agujero negro, ubicado en rSch = 2m,
cuya temperatura está relacionada con la radiación de Hawking, y el horizonte de aceleración
de tipo Rindler, ubicado en rR = 1/A, cuya temperatura está vinculada al efecto Unruh
experimentado por un observador uniformemente acelerado. La coexistencia de dos escalas
de temperatura distintas en la misma solución implica que el sistema no se encuentra en
equilibrio termodinámico global, en aparente conflicto con la ley cero de la termodinámica.
Esto sugiere que Q no describe la enerǵıa interna del agujero negro de manera aislada, sino
posiblemente una combinación efectiva de las contribuciones de ambos horizontes tal como
las percibe un observador en el infinito. Precisamente para evitar esta ambigüedad, Anabalón
et al. [53] restringen su análisis al régimen de aceleración lenta, en el cual el horizonte de
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aceleración está ausente por construcción, garantizando aśı una temperatura única y bien
definida. En el presente trabajo no se impone dicha restricción, lo que permite explorar la
estructura del sistema en un régimen más general, a costa de que la interpretación de Q como
enerǵıa interna del agujero negro no sea directa. Determinar si existe una descomposición
de Q en contribuciones separadas asociadas a cada horizonte, y si dicha descomposición
es compatible con una descripción termodinámica independiente para cada uno de ellos,
constituye una pregunta que deja abierto este trabajo.
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Capı́tulo 6
Conclusiones

6.1 Śıntesis

El objetivo de esta tesina fue presentar de manera sistemática el formalismo del espacio de
fases covariante de Lee y Wald, y aplicarlo a la derivación de la primera ley de la termo-
dinámica de agujeros negros dentro de la teoŕıa de Einstein-Hilbert. Los resultados obtenidos
muestran que este objetivo se cumplió, y que el formalismo ofrece además una v́ıa sistemática
para abordar casos donde las cargas conservadas no son evidentes a priori.
En las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordström, la linealización de la densidad
de carga superficial kµνξ permitió recuperar correctamente la masa como carga de Noether
asociada al vector de Killing temporal, y en el segundo caso, la carga eléctrica como carga
asociada a la simetŕıa de gauge del campo electromagnético. Este resultado ilustra que el
formalismo trata de manera unificada cargas de origen geométrico y cargas de origen interno,
sin distinción metodológica entre ambas.
El caso de Kerr-Taub-NUT introdujo una complicación adicional: los defectos cónicos asocia-
dos a las cuerdas de Misner obligaron a incorporar contribuciones extra al cálculo de la carga,
más allá de la integral sobre la 2-esfera habitual. A partir de las dos cargas conservadas aśı ob-
tenidas, masa y momento angular, se propuso una primera ley de la forma δM = T δS+Ω δJ ,
cuya resolución, sujeta a recuperar Kerr en el ĺımite n→ 0, arrojó expresiones para S, T y Ω
consistentes con la relación de Christodoulou-Ruffini (S = A/4), lo que respalda su validez
f́ısica.
La C-métrica de Schwarzschild puso a prueba los ĺımites del formalismo estándar: la carga
temporal resultó ser una 1-forma no integrable en el espacio de fases, lo que exigió generalizar
el procedimiento mediante un reescalamiento del generador de simetŕıa. La carga resultante,
Q ∼ 1/A, depende solo de la aceleración y no de la masa, contrastando con la interpretación
usual de la carga temporal como enerǵıa del sistema. Este resultado, junto con la coexistencia
de dos horizontes con temperaturas distintas, deja abiertas preguntas sobre la relación entre
m y A y sobre una posible descomposición de Q por horizonte, señaladas expĺıcitamente
como ĺıneas de trabajo futuro.
En conjunto, estos resultados confirman que el formalismo de espacio de fases covariante
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es una herramienta práctica, sistemática y extensible: su aplicación depende únicamente del
lagrangiano, las variaciones consideradas y las simetŕıas de la solución, y admite generalizarse
tanto a cargas no integrables, como se mostró en la C-métrica, como en principio a otras
dimensiones o teoŕıas gravitacionales, quedando esto último como una dirección natural de
continuación de este trabajo.

6.2 Limitaciones y trabajo futuro

El desarrollo de esta tesina se restringió a la teoŕıa de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,
con un campo dinámico asociado exclusivamente a la métrica del espacio-tiempo, y, en el caso
de Reissner-Nordström, al campo electromagnético. Si bien el formalismo de Lee y Wald es
aplicable a teoŕıas gravitacionales más generales y a un número arbitrario de dimensiones,
dicha generalización no fue explorada en este trabajo y constituye una extensión natural del
mismo.
Quedan además abiertas dos preguntas concretas surgidas de los resultados obtenidos. Pri-
mero, si existe una relación funcional m = m(A) en la C-métrica que restaure la validez de la
primera ley en todo el espacio de parámetros, y si dicha relación admite una interpretación
f́ısica en términos de una condición de equilibrio del sistema. Segundo, si la carga Q ∼ 1/A
admite descomponerse en contribuciones independientes asociadas a cada uno de los dos ho-
rizontes presentes en la solución, lo que permitiŕıa una descripción termodinámica más fina
del sistema completo.
En conjunto, los resultados de esta tesina confirman que el formalismo de espacio de fases
covariante constituye una herramienta rigurosa y extensible para la construcción de cargas
conservadas y la derivación de leyes termodinámicas en Relatividad General, cuya aplicabi-
lidad se extiende más allá de los casos con cargas integrables, y cuyo desarrollo futuro hacia
teoŕıas gravitacionales más generales, mayores dimensiones, y una comprensión más profunda
de los casos aqúı discutidos, representa una dirección de investigación abierta.

6.2.1 Reflexión final

A juicio del autor, el formalismo de espacio de fases covariante constituye una v́ıa particular-
mente eficiente para identificar cargas conservadas asociadas a las simetŕıas de un sistema,
incluso cuando estas son escasas, como ocurre en muchas soluciones de interés f́ısico aun al
aumentar el número de dimensiones. Su principal virtud radica en que su aplicabilidad no
depende de la forma espećıfica del lagrangiano considerado, sino únicamente de la existencia
de difeomorfismos y simetŕıas que permitan definir las cantidades conservadas.
Un aspecto que el autor considera digno de un análisis más profundo es la relación entre
las cargas conservadas obtenidas mediante este formalismo y los parámetros independien-
tes del sistema. Cuando dos cantidades extensivas no son mutuamente independientes, sino
que una depende funcionalmente de la otra, la carga conservada asociada resulta depender
únicamente de uno de los parámetros, como reflejo directo de la restricción impuesta sobre
el sistema. Esta situación puede dificultar la derivación de la primera ley, pues el problema
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queda efectivamente subdeterminado: existen relaciones termodinámicas que dependen entre
śı, y resulta necesario descomponerlas adecuadamente para poder identificar su contenido
f́ısico.
En el caso ĺımite en que todas las cantidades extensivas del sistema dependieran estrecha-
mente de un único parámetro, el sistema completo dejaŕıa de ser tratable en el sentido
termodinámico habitual, pues no seŕıa posible aislar la variación de una cantidad extensiva
sin que esta arrastrara consigo la variación de todas las demás. En opinión del autor, este
escenario debe abordarse de manera análoga a como se procede en la termodinámica clásica,
introduciendo argumentos adicionales que permitan separar las cantidades termodinámicas
entre śı. Solo de esta manera es posible estudiar apropiadamente procesos que, de otro modo,
permaneceŕıan ocultos por la interdependencia de las variables involucradas.
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Apéndice A
Acción de Einstein–Hilbert–Λ

Considérese la acción de Einstein–Hilbert–Λ

S[gµν ] =
κ

2

∫
M
d4x

√
−g (R− 2Λ). (A.1)

Para construir la carga superficial asociada a un difeomorfismo generado por el campo vec-
torial ξ = ξµ∂µ, se comienza calculando la variación del lagrangiano. A partir de la ecuación
(4.3) se obtiene

∂µ(ξ
µL) = Eµνδξg

µν +∇µΘ
µ(g, δξg)

= −2Eµν∇(µξν) +∇µΘ
µ(g, δξg)

= −∇(µ
(
2Eµνξ

ν)
)
+ 2ξ(ν∇µ)Eµν +∇µΘ

µ(g, δξg)

= −∇µ(2Eµνξ
ν) +∇µΘ

µ(g, δξg)

= ∇µ [−2Eµνξ
ν +Θµ(g, δξg)] . (A.2)

En la segunda igualdad se utilizó δξg
µν = −∇µξν − ∇νξµ = −2∇(µξν), mientras que en la

tercera se aplicó la regla de Leibniz. Finalmente, se empleó la simetŕıa de Eµν junto con la
identidad de Bianchi ∇µEµν = 0.
Las cantidades que aparecen en la ecuación (A.2) son

L =
κ

2

√
−g(R− 2Λ), (A.3)

Eµν =
κ

2

√
−g
(
Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν

)
, (A.4)

Θµ(g, δξg) = κ
√
−g∇[α

(
gµ]βδξgαβ

)
,

= κ
√
−g
(
∇α∇(αξµ) −∇µ∇αξα

)
,

= κ
√
−g
(
∇α∇[αξµ] + [∇α,∇µ]ξα

)
,

= κ
√
−g
(
∇α∇[αξµ] +Rµαξα

)
, (A.5)



donde se utilizó la identidad [∇α,∇µ]ξα = Rµνξν . Sustituyendo estas expresiones en la defi-
nición de la corriente de Noether, Jµξ = Θµ(g, δξg)− ξµL− 2ξνE

µν , se obtiene

Jµξ = κ
√
−g∇ν∇[νξµ]

= κ∂ν
(√

−g∇[νξµ]
)

= κ∂ν
(
−
√
−g∇[µξν]

)
, (A.6)

por lo que la corriente resulta ser una divergencia total. De esta forma se identifica el potencial
de Noether

Q̃µν
ξ = −κ

√
−g∇[µξν]. (A.7)

La antisimetŕıa de Q̃µν
ξ implica inmediatamente ∂µ∂νQ̃

µν
ξ = 0, por lo que la conservación de

la corriente es una identidad y no requiere imponer las ecuaciones de movimiento.
Finalmente, de acuerdo con el formalismo del espacio de fases covariante, la densidad de
carga superficial asociada al generador ξµ está dada por

kµνξ = δQ̃µν
ξ + 2ξ[µΘν](g, δg). (A.8)
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Apéndice B
Acción de Einstein–Hilbert–Maxwell

La variación del lagrangiano generada por un campo vectorial arbitrario ξ = ξµ∂µ y una
transformación gauge λ′ = λ+ ξµAµ (δϵ = δξ + δλ′) está dada por

δξL = Eµνδξg
µν + EµδϵA

µ + ∂µΘ
µ(δϵ), (B.1)

∂µ(ξ
µL) = −Eµν(∇µξν +∇νξµ) + Eµ(ξνF

νµ −∇µλ) + ∂µΘ
µ(δϵ), (B.2)

∂µ(ξ
µL) = ∂µ [−2ξνE

µν − λEµ +Θµ(δϵ)] . (B.3)

En la última igualdad se utilizaron las identidades de Noether F µ
νE

ν − 2∇νE
µν = 0 y

∇µE
µ = 0.

Las expresiones expĺıcitas de las cantidades que aparecen en la ecuación (B.3) son

L =
√
−g
[
κ

2
(R− 2Λ)− 1

4
FµνF

µν

]
, (B.4)

Eµν =
√
−g
[
κ

2

(
Rµν − 1

2
gµνR + Λgµν

)
− 1

2

(
gαβF

αµF βν − 1

4
gµνFαβFαβ

)]
, (B.5)

Eµ = −
√
−g∇νF

µν , (B.6)

Θµ(δϵ) =
√
−g
[
κ∇[α

(
gµ]βδξgαβ

)
− δϵAνF

µν
]

=
√
−g
[
κ
(
∇α∇(αξµ) −∇µ∇αξα

)
− (ξαFαν −∇νλ)F

µν
]
. (B.7)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuación (B.3), los términos contenidos en la divergencia
pueden reescribirse nuevamente como una divergencia total,

Jµϵ ≡ Θµ(δϵ)− ξµL− 2ξνE
µν − λEµ

= ∂ν
[
−
√
−g
(
κ∇[µξν] − λF µν

)]
, (B.8)

donde se utilizó la identidad [∇µ,∇ν ]ξµ = Rµνξµ.
La cantidad contenida dentro de la divergencia total se identifica con el potencial de Noether,

Q̃µν
ϵ = −

√
−g
(
κ∇[µξν] − λF µν

)
. (B.9)



Por consiguiente, la densidad de carga superficial viene dada por

kµνϵ = δQ̃µν
ϵ + 2ξ[µΘν](δ) (B.10)

= −δ
[√

−g
(
κ∇[µξν] − λF µν

)]
+ 2

√
−g ξ [̇µ

(
κ∇[α

(
gν]]̇βδgαβ

)
− δAαF

ν ]̇α
)
. (B.11)

76


	Abstract
	Contenidos
	Página 1
	Historia y desarrollo de la termodinámica de agujeros negros: de las soluciones exactas al formalismo del espacio de fases covariante.
	Las primeras soluciones de los agujeros negros
	Teoremas de unicidad y principio de no pelo
	Surgimiento de la mecánica de agujeros negros
	Estructura energética del horizonte
	Entropía de Bekenstein y radiación de Hawking
	Limitaciones de la entropía de Bekenstein–Hawking
	Formalismo del espacio de fases covariante
	Alcance y objetivos

	Fundamentos matemáticos y geométricos del espacio de fases covariante
	Convenciones y notación
	Variedades diferenciables
	Espacio tangente y cotangente
	Espacio de configuraciones
	Interpretación de las variaciones 
	Espacio de soluciones
	Espacio de fases covariante
	Formas diferenciales
	p-formas
	Producto exterior
	Derivada exterior
	Producto interior
	Dual de Hodge

	Derivada de Lie
	Identidad de Cartan
	Pullback

	Orientación e integración sobre variedades
	Densidades tensoriales
	Integración de una densidad escalar
	El teorema de Stokes
	Elementos de volumen y de superficie inducidos por una métrica

	Simetrías e isometrías
	Vectores de Killing
	Espacios de máxima simetría


	Geometría y termodinámica de los agujeros negros clásicos
	Geometría de agujeros negros
	Schwarzschild
	Reissner–Nordström
	Kerr
	Kerr–Newman

	Las leyes termodinamicas de agujeros negros
	Ley cero, temperatura y entropía
	Primera ley: el corazón de la termodinámica de agujeros negros

	Ecuación de Christodoulou–Ruffini
	Fórmula de Smarr

	Formalismo de espacio de fases covariante
	Dos espacios, una idea
	El Lagrangiano y su variación
	La corriente de Noether y el potencial de Noether
	La estructura simpléctica y la densidad de carga
	Corriente presimpléctica
	De la corriente simpléctica a la densidad de carga

	Condiciones para la conservación de la carga
	Simetría exacta
	Naturaleza cuasilocal e independencia de la superficie
	Carga diferencial e integrabilidad

	Generalización del formalismo
	Aplicación a Schwarzschild.
	Geometría de Schwarzschild:
	Simetrías y símbolos de Christoffel
	Construcción de la densidad de carga superficial
	Simetría temporal y su carga asociada
	Simetría azimutal y su carga asociada

	Aplicación a Reissner-Nordström.
	Geometría de Reissner-Nordström
	Simetrías y vectores de Killing
	Simetría de gauge y carga eléctrica


	Desarrollos recientes y problemas abiertos
	Kerr–Taub–NUT
	La métrica de Kerr–Taub–NUT
	Estructura de horizontes
	Cargas conservadas y cantidades termodinámicas

	Schwarzschild acelerado (C-métrica)
	Métrica de Schwarzschild acelerado
	Estructura de horizontes
	Carga conservada asociada a la simetría temporal
	Posibles interpretaciones
	Discusión (C-métrica)


	Conclusiones
	Síntesis
	Limitaciones y trabajo futuro
	Reflexión final


	Referencias
	Acción de Einstein–Hilbert–
	Acción de Einstein–Hilbert–Maxwell


