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Abstract

La termodinamica de agujeros negros constituye uno de los principales puntos de encuentro
entre la relatividad general, la termodinamica y la mecanica cuantica. Si bien la formulacién
clasica de sus leyes describe adecuadamente las soluciones estacionarias en ausencia de defec-
tos globales, su extension a espacio-tiempo con estructura global no trivial, como aquellos que
presentan defectos conicos, requiere un marco riguroso para definir las cantidades conservadas
involucradas. Con este propdsito, se desarrolla el formalismo del espacio de fases covariante
propuesto por Lee y Wald, presentando sus fundamentos geométricos y la construccién de
las cargas conservadas asociadas a las simetrias de la teoria.

El formalismo se valida en las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, donde la
masa y la carga eléctrica se obtienen como cargas de Noether asociadas a las simetrias tem-
poral y de gauge, respectivamente, mostrando que el formalismo unifica el tratamiento de
cargas de origen geométrico y de gauge. Posteriormente, el formalismo se aplica a los casos de
Kerr-Taub-NUT y la C-métrica de Schwarzschild. En Kerr-Taub-NUT, la incorporacién de
las contribuciones asociadas a las cuerdas de Misner conduce a una primera ley termodinami-
ca consistente con la relacién de Christodoulou-Ruffini. En la C-métrica de Schwarzschild se
demuestra que la carga asociada a la simetria temporal define una 1-forma no integrable en
el espacio de fases, lo que requiere generalizar el formalismo mediante el reescalamiento del
generador de simetria; sin embargo, la carga conservada obtenida no conduce a una primera
ley compatible con la interpretacion termodindmica usual, lo que deja abierta la busqueda
de una formulacién consistente para la termodindmica de agujeros negros acelerados. Estos
resultados muestran que el formalismo del espacio de fases covariante constituye una herra-
mienta sistemdtica y extensible para la construcciéon de cargas conservadas en relatividad
general y su aplicacion al estudio de la termodinamica de agujeros negros con estructura
global no trivial.
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Capitulo

Historia y desarrollo de la termodinamica de
agujeros negros: de las soluciones exactas al
formalismo del espacio de fases covariante.

Mucho antes de la formulacién de la Relatividad General, Michell [1] y posteriormente Laplace
[2] propusieron la existencia de objetos suficientemente masivos como para impedir incluso
la fuga de la luz. En el marco newtoniano, estos objetos fueron denominados dark stars, y
su estudio se basaba en la velocidad de escape gravitacional. Sin embargo, muchas décadas
después se comprendié que esta descripcion newtoniana era insuficiente para describir el
comportamiento de la luz en las cercanias de cuerpos extremadamente masivos, por lo que
la idea de estrella oscura queddé relegada a una simple curiosidad historica.

Con la formulacién de las ecuaciones de campo de Einstein [3], el concepto adquiere un funda-
mento tedrico riguroso dentro de la Relatividad General. No obstante, durante varias décadas
estos objetos no contaron con una denominacion unificada ni con aceptacion generalizada,
siendo referidos como objeto colapsado, singularidad de Schwarzschild o estrella congelada,
esta ultima vinculada a la percepcion de un observador externo para quien el colapso aparenta
detenerse en el horizonte de eventos.

El término agujero negro fue introducido formalmente por Wheeler en 1967 [4], consolidando
su uso en la literatura cientifica. Este cambio no fue meramente terminolégico, sino que
contribuy6 de manera decisiva a la consolidacién conceptual de estos objetos como soluciones
fisicas relevantes de la Relatividad General.

1.1 Las primeras soluciones de los agujeros negros

A partir de las ecuaciones de Einstein [3], Schwarzschild obtuvo la primera solucién exacta
en 1916 para el caso estatico, esféricamente simétrico [5]. Esta solucién introduce de manera
explicita la nociéon de horizonte de eventos como superficie causalmente unidireccional, asi
como la presencia de una singularidad central, estableciendo el primer modelo tedrico de
agujero negro.
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Posteriormente, Reissner [6] y Nordstrém [7] generalizaron este resultado al caso cargado. Més
adelante, Kerr obtuvo en 1963 la solucién para un agujero negro en rotacién [8], extendiendo
significativamente el alcance fisico de las soluciones estacionarias. Finalmente, Newman et
al. completaron el caso més general en 1965 mediante la métrica de Kerr-Newman [9], que
incorpora masa, carga eléctrica y momento angular, reduciendo a los casos anteriores como
limites particulares.

Durante décadas, los agujeros negros fueron principalmente objetos matematicos de la Rela-
tividad General. Sin embargo, la situaciéon cambié de manera decisiva con las observaciones
recientes. En 2015, la colaboracién LIGO reporté la deteccion de ondas gravitacionales pro-
venientes de la fusién de dos agujeros negros en el evento GW150914 [10]. Posteriormente,
en 2019, el Event Horizon Telescope obtuvo la primera imagen de la sombra de un agujero
negro en M87 [11], y en 2022 realizé una observacién andloga para Sagitario A* [12]. Estos
resultados consolidan a los agujeros negros como objetos astrofisicos observables, reforzando
el interés en su estructura, termodinamica y posibles aspectos cuanticos.

Las soluciones clasicas de Schwarzschild, Reissner—Nordstrom, Kerr y Kerr—-Newman repre-
sentan solo los casos més simples dentro de un espectro mucho mas amplio. En cuatro dimen-
siones existen extensiones con constante cosmologica, acoplamientos a campos de materia y
soluciones con pelo en teorias de gravedad modificada, donde el teorema de no pelo deja de ser
vélido en su formulacién clasica. En tres dimensiones, el agujero negro BTZ [13] constituye
un ejemplo fundamental en AdS, reproduciendo propiedades termodinamicas analogas a las
de cuatro dimensiones a pesar de la ausencia de grados de libertad gravitacionales locales.
En dimensiones superiores, aparecen soluciones con topologias de horizonte mas generales, lo
que evidencia que la estructura de los agujeros negros depende de manera crucial del niimero
de dimensiones y del sector dinamico considerado.

1.2 Teoremas de unicidad y principio de no pelo

Uno de los resultados fundamentales de la Relatividad General es que los agujeros negros
estacionarios en la teoria de Einstein-Maxwell, bajo hipdtesis adecuadas de regularidad,
planitud asintdtica y axisimetria, quedan completamente caracterizados por tres cantidades
conservadas: la masa M, el momento angular J y la carga eléctrica (). En consecuencia, la
unica familia de soluciones estacionarias es la de Kerr—-Newman: dos agujeros negros esta-
cionarios con los mismos valores de M, J y @) son idénticos como soluciones geométricas,
independientemente del proceso fisico que dio origen a cada uno.

Estos resultados fueron desarrollados progresivamente mediante los teoremas de unicidad de
Israel para los casos estatico y electrostatico [14, 15], extendidos al caso estacionario por
Carter [16] y completados por Robinson con la demostracion de la unicidad de la solucién de
Kerr [17]. Esta simplicidad geométrica fue resumida por Wheeler en el denominado principio
de no pelo, segin el cual un agujero negro clasico no conserva informacion macroscépica

distinta de M, J y Q [18].
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1.3 Surgimiento de la mecanica de agujeros negros

La mecéanica de agujeros negros constituye uno de los desarrollos mas importantes de la fisica
gravitacional moderna, pues representa el primer indicio de una conexién profunda entre la
Relatividad General y la termodinamica. Durante la década de 1970 se descubrié que diver-
sas propiedades geométricas de los horizontes de eventos satisfacen relaciones matematicas
con la misma estructura que las leyes de la termodinamica clasica. Aunque inicialmente esta
correspondencia era unicamente formal, marcé el comienzo de una nueva linea de investi-
gacion que, posteriormente, revelaria una estrecha relacion entre relatividad, termodinamica
y mecanica cuantica. Mas adelante, incluso se propuso que dicha conexién podria ser atn
mas fundamental, al sugerirse que las ecuaciones de Einstein admiten una interpretacion
termodindmica [19].

El desarrollo histérico de estas ideas comenzo en 1971, cuando Hawking demostré el teorema
del area, el cual establece que el area del horizonte de eventos de un agujero negro no puede
disminuir en procesos clésicos [20]:

El drea A del horizonte de eventos nunca puede decrecer en procesos cldsicos
§A > 0. (1.1)

Aunque este resultado era de naturaleza puramente geométrica, Bekenstein observo su es-
trecha analogia con la segunda ley de la termodinamica y propuso que el area del horizonte
debia interpretarse como una medida de la entropia del agujero negro [21, 22]. Poco después,
Bardeen, Carter y Hawking formularon las cuatro leyes de la mecanica de agujeros negros,
estableciendo una analogia formal entre las propiedades geométricas de los agujeros negros
estacionarios y las leyes de la termodindmica clasica [23].

= Ley cero: la gravedad superficial k es constante sobre el horizonte de un agujero negro
estacionario, de manera analoga a la uniformidad de la temperatura en un sistema en
equilibrio térmico.

= Primera ley: las variaciones infinitesimales de las cantidades conservadas satisfacen
la relacion

M4:§$A+Q&I+¢&; (1.2)
T

donde M es la masa del agujero negro, A el drea del horizonte de eventos, J su mo-
mento angular y ) su carga eléctrica. Asimismo, €2 representa la velocidad angular
del horizonte y ® el potencial eléctrico evaluado sobre él. Esta expresion constituye el
analogo gravitacional de la primera ley de la termodinamica. En este contexto clasico,
la gravedad superficial xk es inicamente una cantidad geométrica y todavia no posee
una interpretacion como temperatura fisica.

= Segunda ley: el drea total del horizonte nunca disminuye,

§A >0, (1.3)
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en analogia con el principio de no decrecimiento de la entropia en procesos irreversibles.

» Tercera ley: es imposible alcanzar un agujero negro extremo con x = 0 mediante un
numero finito de procesos fisicos, en analogia con la imposibilidad de alcanzar el cero
absoluto.

En esta etapa, la correspondencia entre la mecanica de agujeros negros y la termodindmica
era unicamente formal, ya que no existia una justificacién fisica para identificar la gravedad
superficial con una temperatura ni el area del horizonte con una entropia. No obstante, la
consistencia de esta analogia sugeria la existencia de una relacién mas profunda entre la
geometria del espacio-tiempo y las leyes de la termodinamica, cuya interpretaciéon fisica se
desarrollaria en los anos siguientes.

1.4 Estructura energética del horizonte

En paralelo al desarrollo de la mecanica clasica de agujeros negros surgieron diversos traba-
jos destinados a comprender la estructura energética asociada a los horizontes de eventos.
Estas contribuciones complementaron la formulacion de las cuatro leyes al proporcionar una
interpretacion fisica de las cantidades macroscépicas que caracterizan a un agujero negro
estacionario y de los procesos mediante los cuales es posible intercambiar energia con él.

El punto de partida fue el proceso de Penrose, quien demostro que es posible extraer energia
rotacional de un agujero negro de Kerr mediante interacciones que tienen lugar en la ergos-
fera, la regién comprendida entre el horizonte de eventos y el limite estatico, donde ningin
observador puede permanecer en reposo respecto al infinito debido al arrastre de marcos
generado por la rotacién del agujero negro [24]. Motivados por este resultado, Christodoulou
y Ruffini analizaron la estructura energética del agujero negro de Kerr—Newman, la solucion
estacionaria mas general de la teoria de Einstein-Maxwell de acuerdo con los teoremas de
unicidad. En este contexto, incorporaron la masa irreducible M;,,, definida como la parte
de la masa total que no puede extraerse mediante ningin proceso fisico y que se encuentra
directamente relacionada con el area del horizonte. Mostraron asi que la masa total pue-
de interpretarse como la suma de distintas contribuciones energéticas, mientras que M;,.,
permanece estrechamente vinculada a la geometria del horizonte [25].

Esta formulacion introdujo una distinciéon natural entre procesos reversibles e irreversibles.
En los primeros, la masa irreducible M;,., permanece constante y toda la energia extraida
proviene de la energia rotacional o electromagnética del agujero negro, mientras que en los se-
gundos M;,, aumenta de forma irreversible. Como el area del horizonte esta determinada por
M;,.., esta propiedad implica que los procesos irreversibles satisfacen el principio de no decre-
cimiento del area establecido por Hawking, proporcionando una interpretaciéon energética de
la segunda ley de la mecénica de agujeros negros. Esta estructura resulté ademas plenamente
compatible con la primera ley, al mostrar que las variaciones de la masa pueden entenderse
como un balance entre las distintas contribuciones energéticas asociadas al horizonte.

Poco después, Smarr obtuvo una relacién integral entre la masa, el momento angular, la
carga y las cantidades geométricas asociadas al horizonte, proporcionando una formulacién
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energética global compatible con la primera ley de la mecdnica de agujeros negros [26].
Antes del descubrimiento de la radiaciéon de Hawking, esta relacién se interpretaba mediante
analogias con la mecanica clasica, donde la gravedad superficial desempenaba el papel de una
tension superficial efectiva asociada al horizonte.

En conjunto, los trabajos de Penrose, Christodoulou, Ruffini y Smarr consolidaron una des-
cripcién energética de los agujeros negros clasicos consistente con las tres cantidades con-
servadas que los caracterizan, la masa, el momento angular y la carga eléctrica. Estas ideas
proporcionaron el marco conceptual sobre el cual se desarrollaria posteriormente la interpre-
tacion termodindmica completa de los agujeros negros.

1.5 Entropia de Bekenstein y radiacion de Hawking

Los resultados obtenidos por Christodoulou, Penrose y Smarr sugerian que el area del hori-
zonte desempenaba un papel analogo a la entropia en la termodinamica clésica. Sin embargo,
esta interpretacion presentaba una dificultad conceptual: si los agujeros negros no emitian
radiacion, como predecia la relatividad general clasica, su temperatura efectiva debia ser
exactamente nula. Bajo esta identificacién, seria posible, en principio, anadir entropia a un
agujero negro sin ningun coste energético ni cambio fisico observable, de modo que la segun-
da ley perderia todo contenido: no impondria restriccion real alguna sobre los procesos que
involucran a un agujero negro. La analogia con la primera ley permanecia entonces como una
construccién puramente formal, sin el respaldo de un mecanismo fisico que le diera contenido
termodindmico genuino.

Motivado por esta aparente inconsistencia, Bekenstein propuso que un agujero negro debia
poseer una entropia fisica proporcional al drea de su horizonte de eventos [27]. Su argumento
se apoyaba en consideraciones de teoria de la informacién y en la segunda ley de la termo-
dindmica, y establecia una relacion de proporcionalidad entre dicha entropia y el area del
horizonte,

S o A, (1.4)

sin que el coeficiente de proporcionalidad quedara determinado por su analisis. Esta propuesta
ya establecia que la entropia de un agujero negro debia depender del area de su horizonte y
no de su volumen, una propiedad sin andlogo en los sistemas termodinamicos convencionales.
La situacion cambié de manera decisiva cuando Hawking demostrd, mediante teoria cuantica
de campos en espacio-tiempo curvo, que los agujeros negros emiten radiacién térmica [28, 29].
Este resultado mostro que los efectos cuanticos modifican el vacio en presencia de un horizonte
de eventos, produciendo un flujo de particulas detectado por un observador situado en el
infinito. Aunque con frecuencia este fenémeno se describe mediante la creacién de pares
de particulas cerca del horizonte, dicha imagen constituye unicamente una interpretacion
heuristica del proceso, cuya derivacion rigurosa se obtiene a partir de la cuantizacién de
campos en un espacio-tiempo con colapso gravitacional.

El resultado central obtenido por Hawking fue la identificacion de una temperatura asociada
al agujero negro,

hk

Ty =
" 27T]€BC,

(1.5)
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1.6. LIMITACIONES DE LA ENTROPIA DE BEKENSTEIN-HAWKING

donde & corresponde a la gravedad superficial del horizonte, una cantidad puramente geométri-
ca que mide la aceleracion propia, medida por un observador en el infinito, requerida para
mantener un objeto en reposo justo en el horizonte de eventos. Esta expresion proporcion6
la interpretacion fisica de la cantidad que aparecia en la primera ley de la mecanica de
agujeros negros, estableciendo la identificacion entre gravedad superficial y temperatura. En
consecuencia, la analogia desarrollada previamente adquirio el caracter de una verdadera ley
termodindmica, y permitio fijar de manera exacta el coeficiente de proporcionalidad de la
entropia propuesta por Bekenstein,

]CBCSA
S = 1an

La emision continua de radiacién implica que el agujero negro pierde energia y, en con-
secuencia, disminuye su masa. Para agujeros negros de Schwarzschild, la temperatura es
inversamente proporcional a la masa, por lo que el proceso de pérdida de energia incremen-
ta progresivamente su temperatura, aumentando la intensidad de la radiacién emitida. Este
fenomeno conduce al proceso conocido como evaporaciéon de Hawking, mediante el cual un
agujero negro aislado pierde masa de forma gradual hasta alcanzar el régimen en el que los
efectos de gravedad cudntica se esperan dominantes y la descripcion semiclasica deja de ser
aplicable.

La proporcionalidad entre la entropia y el area del horizonte constituye ademas una de las
observaciones més relevantes de la gravedad cuantica. A diferencia de los sistemas termo-
dindmicos ordinarios, donde el ntimero de grados de libertad escala con el volumen, la ley
de Bekenstein-Hawking sugiere que la informacion fisica de una region gravitacional puede
codificarse en su frontera bidimensional. Esta idea motivo posteriormente el desarrollo del
principio holografico, el cual desempena un papel central en diversas aproximaciones moder-
nas a la gravedad cudntica [30, 31].

(1.6)

1.6 Limitaciones de la entropia de Bekenstein—-Hawking

La relacion de Bekenstein—-Hawking constituye uno de los resultados fundamentales de la
termodindamica de agujeros negros. Sin embargo, su expresiéon (1.6) no representa una ley
universal independiente de la teoria gravitacional considerada, sino un resultado obtenido
para la Relatividad General descrita por la accién de Einstein—Hilbert. Como consecuencia,
su validez debe analizarse cuidadosamente cuando se modifican las hipotesis bajo las cuales
fue derivada.

Incluso dentro de la Relatividad General surgen situaciones en las que la formulacién habitual
de la termodinamica presenta dificultades. La presencia de horizontes dinamicos, espacios-
tiempo que no son asintéticamente planos, geometrias con aceleracion, defectos conicos o
estructuras globales no triviales puede dificultar la definicién de las cantidades conservadas
asociadas a las simetrias del espacio-tiempo, tales como la masa, el momento angular o las
cargas eléctricas. En estos escenarios, la formulacion tradicional de la primera ley requiere
un tratamiento méas cuidadoso y una definicién rigurosa de las cantidades termodinamicas
involucradas [32, 33].
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Las dificultades son aiin mas evidentes en teorias gravitacionales mas generales que la Rela-
tividad General. En modelos como la gravedad de Lovelock o las teorias f(R), el lagrangiano
gravitacional contiene invariantes adicionales de curvatura que modifican las ecuaciones de
movimiento y alteran la relacion entre la geometria del horizonte y la entropia. En conse-
cuencia, la entropia deja de ser simplemente proporcional al area y adquiere contribuciones
que dependen de la forma especifica del lagrangiano gravitacional [34].

Estas observaciones muestran que la expresion de Bekenstein-Hawking debe entenderse co-
mo un caso particular dentro de un marco més general de la termodindmica gravitacional.
Para formular de manera consistente las cantidades conservadas y la primera ley en teorias
covariantes de la gravedad resulta necesario un procedimiento que dependa tnicamente de
la accién y de sus simetrias, sin recurrir a definiciones particulares de energia o de entropia
adaptadas a cada solucion.

1.7 Formalismo del espacio de fases covariante

Con este propésito, Lee y Wald desarrollaron en 1990 el formalismo del espacio de fases
covariante, una formulacién geométrica basada en la estructura simpléctica del espacio de
soluciones de teorias covariantes derivadas de un lagrangiano [35]. El punto de partida consiste
en considerar el conjunto de soluciones de las ecuaciones de movimiento como un espacio
dotado de una estructura simpléctica, sobre la cual es posible estudiar de manera covariante
las variaciones entre soluciones y la accién de las simetrias del espacio-tiempo.

Dentro de este marco, las cantidades conservadas asociadas a dichas simetrias se obtienen di-
rectamente a partir del lagrangiano de la teoria, proporcionando una construcciéon geométrica
independiente de la eleccion de coordenadas y aplicable a una amplia clase de teorias gravi-
tacionales covariantes. Este enfoque permite formular de manera unificada problemas rela-
cionados con la energia, el momento angular y otras cantidades conservadas, constituyendo
una herramienta fundamental para el estudio de la mecanica y la termodindmica de agujeros
negros.

Los conceptos introducidos en esta seccién constituyen la base del desarrollo presentado en los
capitulos siguientes, donde se construird de manera sistematica el formalismo del espacio de
fases covariante y se analizaran sus principales aplicaciones en la termodinamica de agujeros
negros.

1.8 Alcance y objetivos

La termodindmica de agujeros negros constituye uno de los principales puntos de encuentro
entre la Relatividad General, la termodindmica y la teoria cuantica de campos. Si bien la
formulacién clésica de sus leyes describe adecuadamente las soluciones estacionarias de la
Relatividad General, su extensién a teorfas gravitacionales més generales y a espacios-tiempo
con estructuras globales no triviales requiere un marco que permita definir de manera rigurosa
las cantidades conservadas y las variaciones que intervienen en la primera ley.



1.8. ALCANCE Y OBJETIVOS

En este contexto, el propdsito de esta tesina es presentar de manera sistematica el formalismo
del espacio de fases covariante de Lee y Wald, desarrollando sus fundamentos geométricos
y la construccion de las cargas conservadas. Sobre esta base, se estudia la derivacién de la
primera ley de la termodinamica de agujeros negros dentro de este formalismo, mostrando
como las magnitudes fisicas que intervienen en ella se obtienen de manera unificada mediante
las cargas de conservadas y la estructura simpléctica.

Para ello, primero se revisan las propiedades geométricas y termodinamicas de las solucio-
nes clésicas de agujeros negros, introduciendo las magnitudes que intervienen en la primera
ley. Posteriormente, se desarrollan los conceptos matematicos necesarios para construir el
formalismo del espacio de fases covariante, incluyendo la estructura simpléctica y las cargas
conservadas. Finalmente, el formalismo se aplica a la teoria de Einstein-Hilbert para derivar
la primera ley de la termodinamica de agujeros negros y analizar el significado fisico de las
cargas conservadas.

La organizacién de esta tesina responde a dicho objetivo. En el Capitulo 2 se presentan los
fundamentos matematicos y geométricos necesarios para el desarrollo del formalismo. En
el Capitulo 3 se estudian las propiedades geométricas y termodinamicas de las principales
soluciones estacionarias de agujeros negros. El Capitulo 4 desarrolla el formalismo del espacio
de fases covariante y la construccién de las cargas conservadas. Finalmente, en el Capitulo 5
se aplica este formalismo a la teoria de Einstein—Hilbert para derivar la primera ley de la
termodinamica de agujeros negros y discutir el significado fisico de los resultados obtenidos.



Capitulo

Fundamentos matematicos y geométricos del
espacio de fases covariante

Este capitulo presenta las definiciones y conceptos matematicos que constituyen la base
del formalismo de espacio de fases covariante desarrollado en los capitulos posteriores. El
objetivo es establecer la notacion, el lenguaje geométrico y las propiedades operacionales que
se emplearan a lo largo de la tesina, con un nivel de detalle acorde a las necesidades del
desarrollo formal.

Se asume que el lector cuenta con familiaridad previa en geometria diferencial y relatividad
general, por lo que este capitulo puede consultarse de manera selectiva segin se requiera en
el curso de la lectura.

El contenido se fundamenta en la literatura estandar de relatividad general y geometria
diferencial, en particular en [36], [37], [38] y [39], asi como en los trabajos fundamentales
sobre el formalismo de espacio de fases covariante [40, 35].

2.1 Convenciones y notacion

A lo largo de esta tesina se emplean unidades geométricas,
G=c=h=kp=1,

sobre una variedad lorentziana de dimensién D = 4 con signatura (—, +, +, +).

Para el sector electromagnético se adopta la normalizacién de Einstein-Maxwell utilizada a
lo largo de este trabajo, en la cual el potencial electromagnético retiene explicitamente el
factor 1/(4m), de modo que la carga eléctrica queda definida incluyendo dicho factor.

Salvo indicacién contraria, los indices griegos

wv,p,0,...=0,...,3

representan coordenadas del espacio-tiempo y se adopta la convencién de suma de Einstein
sobre indices repetidos. La derivada covariante compatible con la métrica se denota por V,,
mientras que la antisimetrizacion de indices se define como



2.2. VARIEDADES DIFERENCIABLES

Ve = 2 (Vrer — VVeEr) . (2.1)

1
2
2.2 Variedades diferenciables

Una variedad diferenciable (o simplemente variedad) M de dimensién n es un espacio que,
localmente, se comporta como una porcion de R™. Esto permite introducir sistemas de coor-
denadas y realizar cdlculo diferencial de manera independiente de la eleccién de coordenadas.
Formalmente, una variedad diferenciable posee una estructura suave que garantiza que los
cambios de coordenadas entre cartas sean aplicaciones de clase C*°!. Esta estructura permi-
te definir de manera consistente campos, tensores y operaciones diferenciales sobre toda la
variedad.

2.3 Espacio tangente y cotangente

En cada punto p € M existe un espacio tangente 7, M, cuyos elementos representan las
posibles direcciones tangentes en dicho punto. Formalmente, un vector tangente V' € T, M
se define como un operador que actia sobre funciones suaves f : M — R satisfaciendo la
regla de Leibniz,

V(f9) = Il V(9) + 9l V(f). (2.2)

Esta definicién, en términos de derivadas direccionales, tiene la ventaja de ser intrinseca:
depende tunicamente de la estructura diferenciable de la variedad y no de una inmersion en
un espacio de dimensién superior.

En un sistema de coordenadas {z*}, el espacio tangente admite una base natural, denominada

base coordenada,
[ 0
{aﬂ} - {axu} )

de modo que todo vector puede escribirse como

V=V,

Si 2#(\) es una curva parametrizada por A, su vector tangente actia sobre una funcién f
seguin

d af dx*

V = — K )\ g ——

de donde se identifican las componentes

—Vhd,f, (2.3)

1Un mapa entre abiertos de R” es suave (o smooth) si todas sus derivadas parciales de cualquier orden
existen y son continuas, es decir, es de clase C'*°.
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2.4. ESPACIO DE CONFIGURACIONES

dxt
=
Al espacio tangente se asocia naturalmente su espacio dual, denominado espacio cotangente
Ty M, cuyos elementos son funcionales lineales sobre T, M y reciben el nombre de covectores

o 1-formas.
La base dual asociada a {0,} es {dz*}, definida mediante

Ve

dz"(8,) = 6", (2.4)

de modo que un covector arbitrario puede escribirse como

_ "
w = wy,dz".

El ejemplo méas inmediato es el diferencial de una funciéon suave f, cuyas componentes en la
base dual son precisamente 0, f.

Combinando r copias del espacio tangente y s copias del espacio cotangente se obtiene el
espacio de tensores de tipo (r, s), cuyos elementos poseen r indices contravariantes y s indices
covariantes.

2.4 Espacio de configuraciones

Sea M una variedad espacio-temporal cuatro-dimensional, orientable y globalmente hiperbdli-
ca, con topologia
R x %,

donde ¥ es una hipersuperficie espacial tridimensional.

Denotamos por ¢ a la coleccién de campos dindamicos de la teoria, que comprende la métrica
lorentziana g,, y los campos de materia 1, donde 9 representa colectivamente cualquier
campo tensorial adicional presente en la teoria.

El espacio de configuraciones .% se define como el conjunto de todas las configuraciones de
campo cinematicamente permitidas sobre M,

F ={¢ = (g, V) | ¢ es suave sobre M y satisface condiciones asintéticas apropiadas} .

(2.5)

Cada punto de .# representa una posible configuraciéon del sistema, sin requerir que los

campos satisfagan las ecuaciones de movimiento.

Siguiendo a Lee y Wald [35], supondremos que .# puede dotarse de estructura de varie-

dad de dimension infinita, de modo que las nociones de vector tangente y espacio tangente

introducidas anteriormente se extienden naturalmente a .%.

La dindmica de la teoria queda determinada por una accién

S[Qﬁ] = / L(g,uuy Ruypaa vaR;wva s 71/)a vu¢a o ) V—g d4fE, (26>
M
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2.5. INTERPRETACION DE LAS VARIACIONES §¢

donde L es el Lagrangiano escalar, R,,,, es el tensor de Riemann asociado a g,,, V, es la
derivada covariante compatible con la métrica y g = det(g,,).

Para teorfas difeomorfismo-covariantes en cuatro dimensiones, el Lagrangiano no depende
explicitamente de las coordenadas ni de campos de fondo, sino tinicamente de la métrica,
del tensor de Riemann y sus derivadas covariantes, asi como de los campos de materia y sus
derivadas covariantes.

2.5 Interpretacion de las variaciones d¢

Como se discutié al introducir el espacio tangente 7, M, un vector tangente en un punto puede
representarse mediante una curva que pasa por ese punto. La misma idea se aplica al espacio
de configuraciones .7 : una variacién d¢ de una configuraciéon ¢y € .# debe interpretarse como
el vector tangente en ¢y a una familia uniparamétrica de configuraciones ¢(\) € .Z tal que

¢(0) = do,

dp(N)
_ 2.
dp = — - (2.7)
Si escribimos ¢(A) = (g, (N), ¥(N)), la variaciéon posee componentes
_ dguw (A z)
39 () = 0 -, (2.8)

y de manera analoga para dv. Estas cantidades son, para cada punto z € M, campos tenso-
riales ordinarios definidos sobre el espacio-tiempo.

Desde este punto de vista, d¢ debe entenderse como un vector perteneciente al espacio tangen-
te T,.# . Andlogamente, dos variaciones independientes d1¢ y d2¢ corresponden a considerar
una familia biparamétrica ¢(A1, \2). Esta interpretacion serd fundamental en el Capitulo 4
para definir la corriente simpléctica, la cual depende linealmente de dos vectores tangentes
al espacio de configuraciones.

2.6 Espacio de soluciones

El espacio de soluciones .# se define como la subvariedad de .# formada por todas las
configuraciones de campo que satisfacen simultaneamente las ecuaciones de movimiento de
la teoria,

F={peF | E"(9) =0, By(¢)=0}. (2.9)

El espacio de soluciones constituye el dominio sobre el cual se desarrollard el formalismo
de espacio de fases covariante. En adelante, diremos que una identidad se satisface on-shell
cuando es valida sobre .#, es decir, cuando las ecuaciones de movimiento se cumplen. En
contraste, una identidad es off-shell si es valida para configuraciones arbitrarias del espacio de
configuraciones .%# , independientemente de que satisfagan o no las ecuaciones de movimiento.

12



2.7. ESPACIO DE FASES COVARIANTE

2.7 Espacio de fases covariante

El espacio de soluciones .%# contiene todas las configuraciones de campo que satisfacen las
ecuaciones de movimiento. Sin embargo, en teorias con simetrias gauge, distintas soluciones
pueden representar el mismo estado fisico. En particular, dos soluciones relacionadas median-
te un difeomorfismo corresponden a descripciones equivalentes de una misma configuracion
fisica.

Para eliminar esta redundancia se introduce el espacio de fases covariante I', obtenido a partir
de . mediante un procedimiento de reduccién simpléctica debido a Lee y Wald [35]. EI punto
de partida de esta construccién es una forma presimpléctica €2 definida sobre el espacio de
soluciones, la cual, en general, presenta direcciones de degeneracion.

Un vector 01¢ € Ty.F se denomina una direccion de degeneracion de ) si satisface

Q(p; 010, 020) = 0, para todo 8¢ € Ty F . (2.10)

Las direcciones de degeneracion estan asociadas a las transformaciones gauge de la teoria. En
particular, las variaciones inducidas por difeomorfismos corresponden a direcciones de degene-
racion de €2, reflejando el hecho de que soluciones relacionadas mediante una transformacion
gauge no representan estados fisicos distintos.

Como consecuencia, el par (.%, Q) no constituye todavia un espacio de fases en sentido estric-
to, sino una variedad presimpléctica. El espacio de fases covariante I' se obtiene identificando
todas las soluciones que difieren tinicamente por una transformacion gauge, de modo que cada
punto de I' representa una clase de equivalencia de soluciones fisicamente indistinguibles.
Sobre I' se induce de manera natural una estructura simpléctica no degenerada, la cual
constituye el objeto geométrico fundamental del formalismo de espacio de fases covariante.
Su construccion explicita a partir del Lagrangiano, asi como sus propiedades y aplicaciones
a la definicién de cargas conservadas, seran desarrolladas en el Capitulo 4.

2.8 Formas diferenciales

En el formalismo de espacio de fases covariante es habitual encontrar las cantidades de interés
expresadas en el lenguaje de las formas diferenciales. Esto se debe a que dicho lenguaje
permite trabajar con objetos que pueden integrarse sobre superficies del espacio-tiempo de
manera intrinseca, sin depender de un sistema de coordenadas particular, lo cual resulta
natural cuando se busca definir cantidades fisicas como cargas asociadas a simetrias.
Puesto que en el Capitulo 4 se recurrird constantemente a esta notacion, resulta necesario
fijar de antemano algunas definiciones y convenciones béasicas sobre formas diferenciales, de
modo que las expresiones y operaciones que apareceran mas adelante puedan seguirse sin
ambigiiedad.

2.8.1 p-formas

Sea E un espacio vectorial real de dimension n y sea E* su espacio dual.

13



2.8. FORMAS DIFERENCIALES

Una p-forma exterior es un tensor covariante completamente antisimétrico, es decir, una
aplicacion multilineal

a:Ex---xE—>R,

que satisface

alc . Ve oo Vg o) = —al o Ve, oo Ve L) (2.11)

para cualquier intercambio de dos argumentos.
El conjunto de todas las p-formas sobre E se denota por

p
/\E*.

Por convenio,

0
NE* =R,

de modo que las O-formas corresponden a funciones escalares.
Sea {e;}_, una base de E'y {¢'} su base dual. Dado un multiindice creciente

I=(iy<--<i), ir.eoiip€{l,...,n},

denotamos

|~

o-=0"N---ANo*.

Toda p-forma admite entonces la expansion

a = E CZLJL,
I

donde la suma recorre todos los multiindices crecientes I de longitud p.

2.8.2 Producto exterior
El producto exterior o producto cuna es la aplicacién bilineal

p q pt+q
/\:/\E*x/\E*—>/\E*

que combina una p-forma y una g-forma para producir una (p + ¢q)-forma completamente
antisimétrica.
El producto exterior satisface las propiedades fundamentales

1. Asociatividad,

aN(BAY)=(aNB)Ar.

14
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2. Anticonmutatividad graduada,

aP A BT = (—1)PB9 A aP.

Estas propiedades seran utilizadas repetidamente al manipular las formas diferenciales que
aparecen en el formalismo de espacio de fases covariante.

2.8.3 Derivada exterior
Existe un unico operador lineal

p p+1
d: N(M) — A\ (M),
definido sobre una variedad diferenciable M, denominado derivada exterior, que satisface
las siguientes propiedades:

1. Linealidad,

d(a+ ) = da+dp.

2. Sobre funciones coincide con el diferencial usual,

df = (0;f) da".
3. Regla de Leibniz graduada,

dlaNp)=daNp+(—1)Pa Adp, (2.12)
donde « es una p-forma.
4. Es nilpotente,
d* = 0. (2.13)
En coordenadas locales, si
1
o= =0y, dx? N A dat
p! '
entonces
1
da = = 0,0, ..., dz” AN dx! N - N dzh?. (2.14)
p! !

La propiedad d? = 0 constituye una de las herramientas fundamentales del calculo exterior y
sera utilizada repetidamente en la construccién de las corrientes conservadas del formalismo
de espacio de fases covariante.
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2.8.4 Producto interior

Sea X un campo vectorial sobre M.
El producto interior con respecto a X es el operador

definido por

(ixa)(v1,...,vp—1) = (X, 01,...,0p_1). (2.15)

En componentes,

1 1
ix (H@m-"updxm A A dxﬂp) = XYy, d? N oo N dzt

(p—1)!

La contracciéon disminuye en una unidad el grado de una forma diferencial y desempena un
papel central en el formalismo de Lee-Wald, donde aparece en expresiones como gL e i¢0.

2.8.5 Dual de Hodge

Sea (M, g,,) una variedad pseudo-riemanniana orientada. El operador dual de Hodge

o \(M) — /_\(M

se define, para una p-forma escrita en coordenadas locales, como

*0 = D= p) p'\/|g | Qe e TN A dT PR (2.16)
A diferencia de las operaciones introducidas anteriormente, el dual de Hodge depende explici-
tamente de la métrica g,, a través del elemento de volumen +/|gl|.

2.9 Derivada de Lie

Sea £ un campo vectorial sobre M.
La derivada de Lie respecto de &, denotada por

Ly,

describe la variacién de un campo tensorial a lo largo del flujo generado por dicho campo
vectorial.
En particular, para una funcién
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se tiene

Lef =E(f)

Sobre formas diferenciales, la derivada de Lie preserva el grado y satisface la regla de Leibniz,

Le(aNB) = (Lea) NS +a A (Lef).

Su relacién con la derivada exterior y la contraccion interior viene dada por la identidad de
Cartan.

2.9.1 Identidad de Cartan

La derivada de Lie puede expresarse enteramente en términos de la derivada exterior y la
contraccion interior mediante la identidad de Cartan,

Le =1ed + dig. 2.17
3 3 3

Esta identidad constituye una de las herramientas fundamentales del formalismo de espacio
de fases covariante y serd utilizada repetidamente en las derivaciones del Capitulo 4.

2.9.2 Pullback

Sean

F:M—N

una aplicacién suave entre variedades y « una p-forma definida sobre N.
El pullback de o mediante F', denotado por F*«, es la p-forma sobre M definida por

(F*a)p(v1, ..., 0p) = ape)(dFy(vi), ..., dFy(vp)). (2.18)

El pullback preserva tanto el producto exterior como la derivada exterior,

F*(anp)=FaNFpB,

F*(da) = d(F ).

Estas propiedades permiten restringir formas diferenciales definidas sobre el espacio-tiempo a
hipersuperficies y superficies cerradas, operacion que aparecera al definir la forma simpléctica
y las cargas conservadas.
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2.10. ORIENTACION E INTEGRACION SOBRE VARIEDADES

2.10 Orientacion e integracion sobre variedades

Sea M una variedad diferenciable de dimensiéon n. Dos bases ordenadas {e(),...,em)} ¥
{e’(l), o ,e’(n)} de un mismo espacio tangente T,M se dicen equivalentes si la matriz de
cambio de base entre ellas tiene determinante positivo. Esta relacion divide al conjunto de
bases ordenadas de 7,M en exactamente dos clases de equivalencia.

Una orientacion de M es una eleccion continua, en cada punto p € M, de una de estas dos
clases, de modo que puntos cercanos elijan clases compatibles entre si. Una variedad admite
una orientacién si y solo si existe un atlas cuyas funciones de transicién tienen jacobiano
positivo en todo punto; en tal caso se dice que M es orientable. Un sistema de coordenadas
{z*} se dice positivamente orientado si la base coordenada {0, } pertenece, en cada punto, a
la clase elegida.

De manera equivalente, una orientacion puede especificarse mediante un campo tensorial
totalmente antisimétrico y nunca nulo €., , llamado

elemento de volumen: dos elementos de volumen €., ¥ €,....,, definen la misma orien-
tacion si estan relacionados por un factor de proporcionalidad estrictamente positivo. La
orientacion queda entonces fijada al declarar que una base ordenada es positiva cuando
oo € - el > 0.

2.10.1 Densidades tensoriales

Un objeto que aparecera reiteradamente es la densidad tensorial de peso w: un conjunto de
componentes T (z) que, bajo un cambio de coordenadas » — ', se transforma como
un tensor ordinario multiplicado por el factor

ox \ |
det | — 2.19
(8x’ ) ( )
Dos casos seran especialmente relevantes: las densidades escalares de peso uno,
que denotaremos genéricamente por .Z(z), y que transforman como
ox
1IN

y las densidades vectoriales de peso uno, v*(x), que transforman de la misma manera salvo
por el indice libre. Nétese que ninguna de estas nociones requiere introducir una métrica:
basta la estructura diferenciable de M.

2.10.2 Integraciéon de una densidad escalar

Sea U C M una regién contenida en un tnico sistema de coordenadas positivamente orientado
{z"}, y sea £ una densidad escalar de peso uno definida sobre U. Se define

/cf = / ZL(x)dz" - - dx™, (2.21)
U z(U)

donde el lado derecho es la integral miltiple ordinaria de la funcién Z(z).
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2.10. ORIENTACION E INTEGRACION SOBRE VARIEDADES

Independencia de las coordenadas. Si {z"*} es otro sistema de coordenadas positi-
vamente orientado sobre U, el jacobiano de la transformaciéon z — x’ es positivo
en todo punto, de modo que |det(dz/0x")| = det(dz/0x"). La férmula de cam-
bio de variable en integrales multiples, junto con la ley de transformacion de
Z, muestra entonces que el valor de (2.21) no depende del sistema de coordena-
das positivamente orientado elegido para calcularlo. Esta es la razén por la cual
las densidades escalares, y no las funciones escalares ordinarias, son los objetos
naturales para ser integrados sobre una variedad orientada.

Cuando M no puede cubrirse con un unico sistema de coordenadas, se recurre a una particién
de la unidad: dado un cubrimiento finito {U,} de M por cartas positivamente orientadas,
existen funciones diferenciables f, > 0, cada una soportada en U,, tales que > fo = 1 en

todo M. Se define entonces
L= 1.2, 2.22
[z=%] (2:22)

y se verifica que este valor no depende del cubrimiento ni de la particion de la unidad
utilizados.

Variedades con frontera y orientacién inducida

Una variedad con frontera D de dimensién n es un espacio cuyo interior es una variedad
ordinaria de dimensién n, y cuya frontera 0D es una variedad de dimensiéon n — 1 sin frontera
(no necesariamente conexa). Si D estd orientada, la frontera 0D hereda una orientacién de
la siguiente manera: en cada punto x € 9D, sea t* un vector normal a 9D que apunte
hacia afuera de D. Una base {e(),...,em)} de T,(0D) se declara positivamente orientada si
{t",ew),...,em} es una base positivamente orientada de T, D.

2.10.3 El teorema de Stokes

El resultado central que utilizaremos es la version del teorema de Stokes adaptada a densi-
dades vectoriales, equivalente al teorema de la divergencia.

Teorema. Sea D C M una regién compacta y orientada, con frontera 0D orien-
tada segin la convencién anterior. Sea v* una densidad vectorial de peso uno,
continuamente diferenciable sobre D, y sea V,, cualquier operador de derivada
covariante que satisfaga V,€q,..a, = 0 para el elemento de volumen que define
la orientaciéon de M (por ejemplo, el operador de derivada parcial ordinario en
coordenadas positivamente orientadas). Entonces

/V,m“ :/ vhn,, (2.23)
D oD

donde n,, es el covector definido sobre 9D por las condiciones
n,th =1, n,s' =0 para todo s tangente a 0D, (2.24)

con t* el campo transverso saliente utilizado para orientar 9D.
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Conviene remarcar dos puntos. Primero, tanto V,v* como v#n, son densidades escalares (de
peso uno) sobre D y 0D respectivamente, de modo que ambos lados de (2.23) estédn defini-
dos mediante la integracién de densidades escalares introducida anteriormente. Segundo, la
identidad (2.23) no requiere ninguna estructura métrica sobre M: solo utiliza la estructura
diferenciable, la orientacién, y la compatibilidad del operador V,, con el elemento de volu-
men elegido. Esto serd relevante mas adelante, cuando se trabaje con corrientes conservadas
construidas a partir de un lagrangiano, ya que la conservacién de una densidad vectorial se
traduce directamente, via (2.23), en la independencia de una carga respecto de la eleccién de
superficie sobre la cual se integra.

2.10.4 Elementos de volumen y de superficie inducidos por una
métrica

Cuando M estd dotada de una métrica g, es posible pasar de densidades a tensores ordi-
narios multiplicando o dividiendo por \/m , con g = det(g,,). Asi, dado un escalar ordinario
L(x), la combinacién £ = L\/m es una densidad escalar de peso uno, y su integral sobre
una region D se escribe en la notacién habitual como

/D,sﬂ = /DL\/Ed%. (2.25)

De manera andloga, si > C M es una hipersuperficie orientable con vector normal unitario
n* (futuro, si ¥ es espacial en un espacio-tiempo lorentziano) y métrica inducida

Oxt Oz

hi': s i,'zl,...,n—l, 2.26
J Iu 8yl ayj J ( )
donde {y'} son coordenadas intrinsecas sobre ¥ y x#(y%) describe su encaje en M, la densi-
dad vectorial v* que aparece en (2.23) puede escribirse como v* = V*#,/|g| para un campo

vectorial ordinario V#, y la integral de superficie toma la forma familiar

/v“nﬂ = /V“nu\/ﬁ d" 1y, (2.27)
s s

con h = det(h;;).

La construccion anterior se restringe a hipersuperficies de codimensién uno, pero se extiende
de manera inmediata a subvariedades de codimension k arbitraria. En ese caso, el elemento
de superficie se construye contrayendo el simbolo de permutacion totalmente antisimétrico
Eptr - ppasr--an> que toma valores £1,0 y no depende de la métrica, con los diferenciales de las
n — k coordenadas tangentes a la subvariedad:

dSyy oy, = g an AT N - NdTr (2.28)

El caso k = 1 reproduce el elemento v“nux/ﬁ d"~ 1y discutido arriba, una vez que se identifican
los indices libres restantes con la normal n,. El caso k = 2, que interviene al integrar cargas
sobre superficies cerradas de codimension dos, se retomara en el Capitulo 4.
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2.11 Simetrias e isometrias

Se dice que una variedad M posee una simetria cuando su geometria es invariante bajo cierta
transformacién que mapea M en si misma. Las simetrias de la métrica reciben el nombre de
isometrias. Una condicion necesaria para la existencia de una isometria es que la métrica sea
independiente de alguna coordenada; en particular, si g,, es independiente de la coordenada
x%*, entonces

0o =0 = 27 = 27" +a’" es una simetria. (2.29)

Esta condicién tiene consecuencias inmediatas para el movimiento geodésico. La ecuacién de
la geodésica, escrita en términos del cuadrimomento p* = mU*, toma la forma

d
A

1
o= 5(8ugl,>\)p”p)‘. (2.30)

De esta expresion se sigue que si todos los componentes de la métrica son independientes de
2, la componente del momento p,, es una cantidad conservada a lo largo de la geodésica,

dpo'*

=0. 2.31
dr 0 (2.31)

Op. G =0 —

2.11.1 Vectores de Killing

La condicién de independencia de la métrica respecto de una coordenada puede reformularse
de manera manifiestamente covariante. Dada una coordenada x7* de la cual g, es indepen-
diente, se asocia el vector

K" = (0,)" = 0.,

de modo que la cantidad conservada a lo largo de la geodésica se escribe simplemente como
Po. = Koup¥.
La condicién de conservacién a lo largo de la geodésica,

dpo'*

dr =0 <~ p'LLV,LL(KVpV) = 07 (232)

puede desarrollarse usando la ecuacién geodésica y la simetria del producto p*p”, lo que
conduce a que solo la parte simétrica de V, K, puede contribuir. Se concluye entonces que la
condicién necesaria y suficiente para que K,p" se conserve a lo largo de cualquier geodésica
es

Un campo vectorial K* es un vector de Killing si satisface la ecuacion de Killing

VK, =0, (2.33)

donde el paréntesis denota simetrizacién de indices. Esta condicién es equivalente a exigir
que Lxg,, = 0, es decir, que la derivada de Lie de la métrica a lo largo de K* se anule.
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Cada vector de Killing implica la existencia de una cantidad conservada asociada al movi-
miento geodésico. Si K, es un vector de Killing y p* el cuadrimomento de una particula libre,
entonces

V(MKV) =0 = p“V#(KVpV) =0. (2.34)

Adicionalmente, la derivada direccional del escalar de Ricci a lo largo de un vector de Killing
se anula,

KV, R =0, (2.35)

reflejo del hecho de que la geometria no varia en la direccién del vector de Killing. Cuando
el vector de Killing es de tipo temporal, es posible construir una corriente conservada. Dada
la métrica g, con vector de Killing K, y un tensor de energfa-momento conservado T, el
vector

Jb = K, T (2.36)

satisface V,Ji = 0, lo que permite definir la energia total del sistema mediante la integral
sobre una hipersuperficie espacial X.

La nocién se generaliza al caso de tensores de Killing de indice [, definidos como tensores
simétricos K,,...,, que satisfacen

VoK) =0 = p'V, (K, .pp™---p")=0. (2.37)

2.11.2 Espacios de maxima simetria

En una variedad de dimensién n, el nimero méximo de vectores de Killing linealmente
independientes es %n(n + 1). Una variedad que alcanza este méximo se denomina espacio de
maxima simetria. En tales espacios la curvatura es la misma en todos los puntos y en todas
las direcciones, por lo que el tensor de Riemann queda completamente determinado por el

escalar de curvatura R,

R
Rpa;w = ) (gpugm/ - gpz/gau)- (238>

n(n—1
Localmente, un espacio de maxima simetria de signatura euclidiana es un plano, una esfera
o un hiperboloide segin el signo de R. Los correspondientes espacio-tiempos de signatura

lorentziana con R = 0, R > 0 y R < 0 son, respectivamente, el espacio de Minkowski, el
espacio de de Sitter y el espacio anti-de Sitter.
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Capitulo

Geometria y termodinamica de los agujeros
negros clasicos

En el Capitulo 1 se revisaron los principales hitos en el desarrollo de la fisica de agujeros
negros, desde las primeras soluciones exactas de las ecuaciones de Einstein hasta el estableci-
miento de las bases de su descripcién termodinamica. En el presente capitulo se desarrollan
los fundamentos de la termodindmica de agujeros negros a partir de las soluciones de Sch-
warzschild, Reissner—Nordstrom, Kerr y Kerr—Newman.

La Seccién 3.1 presenta la geometria de estas soluciones y las cantidades asociadas a sus
horizontes: la gravedad superficial k, la velocidad angular Qg y el potencial eléctrico ®p.
La Seccién 3.2 introduce la temperatura de Hawking Ty y la entropia S, y presenta la ley
cero y la primera ley de la mecanica de agujeros negros. Finalmente, las Secciones 3.3 y 3.4
exponen la ecuacion de Christodoulou—Ruffini y la férmula de Smarr, que proporcionan cri-
terios de consistencia para verificar la correcta formulacién de la primera ley. Las magnitudes
geométricas y termodindmicas introducidas en este capitulo seran utilizadas en el Capitulo 5
para el andlisis de los resultados obtenidos.

3.1 Geometria de agujeros negros
Las ecuaciones de campo de Einstein?
1
R, — Eg‘“'R + Ag = 87T, (3.1)

admiten las soluciones exactas que se emplearan a lo largo de este capitulo.

El intervalo espacio-temporal
ds* = g, dz"dz" (3.2)

clasifica la estructura causal del espacio-tiempo:

LA lo largo de esta tesina se considerard A = 0, salvo en un ejemplo de espacio anti-de Sitter (AdS).
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» Sids? <0, el intervalo es tipo tiempo (timelike).
» Sids®* =0, el intervalo es nulo (null o lightlike).
= Sids® > 0, el intervalo es tipo espacio (spacelike).

Equivalentemente, para un vector tangente v*, el signo de g,,v*v” determina su cardcter
causal.

Sobre esta base se define un horizonte de eventos: no como una superficie caracterizada por
curvatura o densidad de materia, sino como una hipersuperficie nula que separa las regiones
desde las cuales senales causales pueden escapar al infinito de aquellas desde las cuales no
pueden hacerlo. A partir de esta nocién se obtienen, para cada solucién, la gravedad superficial
K, la velocidad angular 25 y el potencial eléctrico ® 4.

3.1.1 Schwarzschild

El agujero negro de Schwarzschild es la solucion mas simple a las ecuaciones de Einstein en
el vacio (7, = 0). Describe el espaciotiempo exterior a un objeto esféricamente simétrico,
no rotante y sin carga eléctrica, de masa M. La métrica toma la forma

2 om\
ds® = — (1 _ —m> di? + <1 — —m) dr? + r2d02, (3.3)

T r

donde d? = db? + sin®f d¢? es el elemento de angulo sélido sobre la 2-esfera unitaria.

Estructura de regiones

De manera general, el horizonte de eventos se define como la frontera que separa aquellos
eventos desde los cuales una senal causal puede escapar hacia el infinito de aquellos desde
los cuales le resulta imposible hacerlo. Para una solucién estatica, esta frontera coincide con
el horizonte de Killing asociado al vector de Killing temporal £ = (0;)*, es decir, con la
hipersuperficie nula sobre la cual £* es un vector nulo. Para soluciones estacionarias pero
no estaticas, esta identificacién sigue siendo valida considerando en su lugar la combinacion
& = (0" + Qu(0s)", lo cual estda garantizado por el teorema de rigidez de Hawking. Este
es el mismo razonamiento que se empleard mas adelante para las soluciones de Reissner—
Nordstrom, Kerr y Kerr-Newman.

En el caso de Schwarzschild, al ser una solucion estatica, el horizonte de eventos coincide con
el horizonte de Killing asociado directamente a £ = (9)*,

2m

5“5}1 = 0w — — (1 - 7) =0 = r=2m. (3'4)

Esta identificacion entre horizonte de eventos y horizonte de Killing es la que se empleara a
lo largo del trabajo.
Las tres regiones relevantes son:
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= > 2m: regién exterior, donde los vectores d; son tipo tiempo y la coordenada ¢ es una
coordenada temporal bien definida para observadores estaticos.

= 7 = 2m: el horizonte de eventos H. La hipersuperficie r = 2m es una hipersuperficie
nula con geometria intrinseca esférica S?; ninguna sefial causal puede escapar de su
interior hacia la region r > 2m.

» 7 < 2m: region interior (singularidad en r = 0). Aqui g4 > 0y g < 0, por lo que r se
comporta como una coordenada temporal: todo observador se mueve inevitablemente
hacia la singularidad.

Nétese que la aparente singularidad en r = 2m en la métrica (3.3) es una singularidad de
coordenadas, no fisica; se elimina mediante extensiones como las coordenadas de Kruskal—-
Szekeres o de Eddington—Finkelstein.

Gravedad superficial

Histoéricamente, la gravedad superficial surgié como una generalizacion relativista de la ace-
leracién gravitacional newtoniana. Evaluando formalmente g(r) = M/r? en el radio de Sch-

warzschild rg = 2m se obtiene .

4m’
resultado que anticipa el valor relativista. Esta coincidencia es meramente formal, pues no
existe ningun observador estatico sobre el horizonte; sin embargo, ilustra la intuicién central:
a mayor masa, menor gravedad superficial.
La definicion moderna es puramente geométrica. Dado el campo de Killing temporal & =
(Op)*, la gravedad superficial se define mediante

9(ru) (3.5)

V(€6 |, = —2x¢&,, (3.6)
o equivalentemente, .
W = =5 (V&) (V") | (3.7)

Para la métrica (3.3), el simbolo de Christoffel relevante es T}, = (m/r?)(1 — 2m/r), y
evaluando (3.7) en r = 2m se obtiene

K=— (3.8)

A mayor masa m, menor k: un horizonte més grande implica una geometria localmente mas
plana y, por ende, una menor aceleracion efectiva vista desde el infinito.
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3.1.2 Reissner—Nordstrom

El agujero negro de Reissner-Nordstrom es la solucion a las ecuaciones de Einstein-Maxwell
que describe el espaciotiempo exterior a un objeto esféricamente simétrico, no rotante, de
masa m y carga eléctrica q. A diferencia de Schwarzschild, el tensor energia-momento no es
nulo: existe un campo electromagnético asociado al potencial

q
A, = (——, 0, 0, o), 3.9
© A7y ( )
cuya dnica componente no nula, A; = —q/(4nr), corresponde al potencial de Coulomb. La
métrica toma la forma
ds® = —f(r)dt® + f(r)~ dr® + r? dQ?, (3.10)
donde se ha definido la funciéon métrica
2m q>
=1-— ) A1
fr) r N Agr? (3-11)

En el limite ¢ — 0 se recupera la métrica de Schwarzschild (3.3).

Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas ocurren donde f(r) = 0, lo que determina los horizontes:

@
re =m+4/m?— e (3.12)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que ¢> < 47m?. El caso ¢ =
47m? corresponde al agujero negro de Reissner—Nordstrom extremo, con un tinico horizonte
degenerado. Las regiones relevantes son:

= > 7, region exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito y d; es
tipo tiempo.

» 7 = r,: horizonte de eventos exterior H', hipersuperficie nula que delimita la regién
causalmente desconectada del exterior.

» r_ <71 < ry:regién intermedia, comprendida entre los dos horizontes. Aqui f(r) <0y
r actia como coordenada temporal.

= r = r_: horizonte de Cauchy interior.
= 7 < r_:regién interior, con singularidad de curvatura en r = 0.

La aparente divergencia de (3.10) en r = r1 es una singularidad de coordenadas, no fisica;
puede removerse mediante extensiones analiticas adecuadas.
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Gravedad superficial

El campo de Killing temporal £ = (9;)* es el generador del horizonte exterior Ht. La
gravedad superficial se calcula a partir de
1
2 —_ eV
@ = =5 (V)7 | (3.13)
El simbolo de Christoffel relevante es
. f) 2m ¢
Iy = 5 f(r), f(r) = 2 9.8 (3.14)
y evaluando (3.13) en r = r se obtiene
o flry) _rp =
2 2r%
2 _ 2/4
Ty
m? — g
K= (3.16)

2
2
(m—l—\/mQ—Z—w)

En el limite ¢ — 0, v, — 2m y se recupera x = 1/4m. Para el caso extremo ¢* = 47mm?, el
numerador se anula y £ = 0: el agujero negro extremo de Reissner—Nordstrom tiene gravedad
superficial nula, en completa analogia con el caso extremo de Kerr.

Potencial eléctrico del horizonte

La presencia de carga introduce el potencial eléctrico del horizonte ®p, definido como el valor
del potencial electromagnético evaluado sobre H™' respecto al infinito,

Dy = —"A
- (3.17)

- ’
dmry

Oy = a (3.18)

4w (m+\/m2—£>

M‘H-‘r

3.1.3 Kerr

El agujero negro de Kerr es la solucion a las ecuaciones de Einstein en el vacio que describe
el espaciotiempo exterior a un objeto con masa m y momento angular J = am, donde a es
el parametro de spin. En coordenadas de Boyer—Lindquist, la métrica toma la forma
sin®6
2
p

P

((r* +a®) dg — adt)2 +3

dr? + p* df?, (3.19)

A
ds® = —5 (- asin®0 dg)” +
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donde se han definido las funciones

A =72 —2mr + a?, p? =1+ a’ cos?d. (3.20)
En el limite @ — 0 la métrica (3.19) se reduce a la de Schwarzschild (3.3), mientras que para
m — 0 se recupera el espaciotiempo de Minkowski en coordenadas esferoidales oblatas.

Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas de la métrica (3.19) ocurren donde A = 0 o p* = 0. La
condicién p? = 0 implica r = 0y § = m/2, que corresponde a una singularidad de curvatura
con estructura de anillo en el plano ecuatorial. La condicion A = 0 determina los horizontes:

ry =mxvm?—a? (3.21)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que |a| < M. El caso |a| = M co-
rresponde al agujero negro de Kerr extremo, con un unico horizonte degenerado. Las regiones
relevantes son:

= 7 > 7, regién exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito.

» 7 = r_: horizonte de eventos exterior H™', hipersuperficie nula que delimita la regién
causalmente desconectada del exterior.

r_ <r <ry:region intermedia, comprendida entre los dos horizontes.

» 7 = r_: horizonte de Cauchy interior.

r < r_: region interior, donde se encuentra la singularidad de anillo.

Ergosfera

Una caracteristica exclusiva de los agujeros negros en rotacion es la existencia de la ergosfera:
la regién donde el campo de Killing temporal £ = (9;)* se vuelve tipo espacio, esto es, donde
gie > 0. Para la métrica de Kerr,

2mr
e (1-2), -
de modo que g = 0 define la superficie estdtica limite:

ra(0) = m+ vVm? — a? cos?0. (3.23)

La ergosfera es la regiéon comprendida entre la superficie estatica limite y el horizonte de
eventos exterior,
ry <r <rg(f), (3.24)

y tiene geometria no esférica: se aplana en los polos (rgq = ry para § = 0,7) y alcanza su
méxima extensién en el ecuador (§ = w/2). Dentro de la ergosfera, ningtin observador puede
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permanecer estatico respecto al infinito; todos son arrastrados en la direccion de rotacion
del agujero negro, fenémeno conocido como arrastre de marcos (frame dragging). Esta regién
tiene consecuencias fisicas importantes, entre ellas la posibilidad de extraer energia rotacional
del agujero negro.

Gravedad superficial

Para el agujero negro de Kerr, el generador del horizonte es x* dado en (3.29), y la gravedad
superficial se calcula a partir de

1 v
K = -3 (VMXV)(VMX )
Para evaluar (3.25) conviene notar que sobre r = r, se tiene A(ry) = 0, y que el término

dominante proviene de d,x¢|,—, , que es proporcional a A’(ry)/p?, donde

, dA
Al(ry) = -

(3.25)

HE

=2(ry — M). (3.26)
T=r4
Aunque p?|,—,, = ri+a®cos’d depende de 6, esta dependencia angular se cancela en el célculo
de (3.25), de modo que & resulta uniforme sobre todo el horizonte. Evaluando explicitamente
se obtiene

. ry —m
C 2mry
2 _ 2
_vm e (3.27)
2mry
m2 — a2
2m (m + vm? — a?) (3.28)

En el limite a — 0, ry — 2m y se recupera k£ = 1/4m. Para el caso extremo a = m, el
numerador se anula y £ = 0: el agujero negro extremo de Kerr tiene gravedad superficial
nula.

Velocidad angular del horizonte

Las generatrices nulas del horizonte exterior H* son tangentes al campo de Killing
X' =&+ Qu oyt (3.29)

donde ¥ = (9,)" es el campo de Killing azimutal y Qy es la velocidad angular del horizonte.?
Esta cantidad se determina exigiendo que x* sea nulo sobre H™, condicién que se expresa
como

XNotlyye = (91 + 20 gus + V1 goo) | (3.30)

r=rq

2En espaciotiempos no asintéticamente planos, como AdS, la velocidad angular del horizonte debe rede-
finirse como Qg = Qg — Q, donde Q4 es la velocidad angular del sistema de referencia en el infinito.
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Dado que ggy > 0 fuera de la singularidad de anillo, la ecuacién (3.30) es cuadrética en Qpy
con solucién unica fisicamente relevante:

Oy =2
e
a
7“_2,_ + a?
— (3.31)

2mr,’

Qpn

(3.32)

a
- 2m (m—|— vm?2 — a2)

donde en el dltimo paso se ha usado que A(ry) = 0 implica r3 + a® = 2mr,, véase (3.21).
En el limite a — 0 se recupera {2 = 0, consistente con la simetria esférica de Schwarzschild.

3.1.4 Kerr—Newman

El agujero negro de Kerr—Newman es la solucién mas general a las ecuaciones de Einstein—
Maxwell en el vacio, y describe el espaciotiempo exterior a un objeto con masa m, momento
angular J = am y carga eléctrica ¢q. La métrica en coordenadas de Boyer—Lindquist toma la
forma

A : 28 2
ds? = == (dt — asin®0dg)’ + = ((* +a*)dp —adt)’ + L dr® + pd6”, (3.33)
p p
donde ahora las funciones A y p? incorporan la carga eléctrica:
2
A=7r2—2mr+a®+ Z—, 0% =12 4 a® cos?d. (3.34)
0
El campo electromagnético esta descrito por el potencial
.2
qr qrasin“f
A =-——,0 0, ——— 3.35
123 ( 47Tp2’ I Y 47Tp2 ) I ( )

cuyas componentes no nulas A; y Ay reflejan el acoplamiento entre la carga y la rotacion.
En los limites a — 0 y ¢ — 0 se recuperan, respectivamente, las métricas de Reissner—
Nordstrém (3.10) y Kerr (3.19).

Cabe senalar que la tnica diferencia sustancial entre las métricas de Kerr y Kerr—-Newman
radica en la funcion A dada por la ecuacién (3.34), donde aparece un término adicional
asociado a la carga eléctrica q.
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Estructura de regiones

Las singularidades de coordenadas ocurren donde A = 0 o p? = 0. La condicién p? = 0
implica r = 0y § = 7/2, correspondiendo a una singularidad de curvatura con estructura de
anillo en el plano ecuatorial, igual que en Kerr. La condicion A = 0 determina los horizontes:

2
Ti:mi\/mQ—aQ—Z—W, (3.36)

que existen como hipersuperficies nulas distintas siempre que m? > a? + ¢*/(4n). El caso
de igualdad corresponde al agujero negro de Kerr—Newman extremo. Las regiones relevantes
son:

= > 7, region exterior. Los observadores pueden comunicarse con el infinito y 9, es
tipo tiempo lejos del horizonte.

r = r,: horizonte de eventos exterior H™, hipersuperficie nula que delimita la regién
causalmente desconectada del exterior.

r_ <r < ry:region intermedia, comprendida entre los dos horizontes.

r = r_: horizonte de Cauchy interior.

r < r_: region interior, donde se encuentra la singularidad de anillo.

Ergosfera

Aligual que en Kerr, la rotacién genera una ergosfera donde &# = (9;)" se vuelve tipo espacio.
La condicién g;; = 0 define la superficie estatica limite:

2

rq(0) =m + \/m2 — a? cos?0 — q—, (3.37)
4dm

que en comparacién con (3.23) incorpora el término de carga ¢*/(4w). La ergosfera queda
definida por
re <r <rq(d), (3.38)

con la misma geometria no esférica que en Kerr: se aplana en los polos (rgq = 7, para
0 = 0,7) y es maxima en el ecuador. Dentro de ella, el arrastre de marcos impide que
cualquier observador permanezca estatico respecto al infinito.

Gravedad superficial

El generador del horizonte es x* dado en (3.43), y la gravedad superficial se calcula a partir
de

W= 5 (Vo) ()| (3.39)
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Al igual que en Kerr, el término dominante proviene de 9,x¢|r—, , proporcional a A'(ry)/p?,
donde
dA

Allry) = ar

=2(ry —m). (3.40)

T=r4

La dependencia angular de p?|,—,, se cancela en el cdlculo de (3.39), y el resultado es uniforme
sobre el horizonte:

T+ —m
kK=—-7,
r? +a?
m2 — a2 — Z_Q
= iy 3.41
r3 4 a? (3.41)
m2 — a2 — Z_Z
K= il (3.42)

En los limites ¢ — 0 y a — 0 se recuperan, respectivamente, (3.28) y (3.16). Para el caso
extremo m? = a® + ¢*/(4n), el numerador se anula y k = 0, en completa analogfa con los
casos extremos de Kerr y Reissner—Nordstrom.

Velocidad angular del horizonte

Las generatrices nulas del horizonte exterior H* son tangentes al campo de Killing

X' =&+ Qu g, (3.43)
donde ¢* = (Jy)*. Exigiendo que x* sea nulo sobre H,
(gtt + 2QH gt¢> + Q%‘I g¢¢) |T=7’+ = 0, (344)

y dado que gy > 0 fuera de la singularidad de anillo, se obtiene la solucién tnica

Oy =3
g¢¢ T=T‘+
o
r2 +a?’
S (3.45)
2mr, — Z—W
QO = ¢ (3.46)

2
(m—l—\/mQ—aQ—%) + a?

donde en el dltimo paso se ha usado que A(ry) = 0 implica 75 + a® = 2mry — ¢*/(4m),
véase (3.36). En el limite ¢ — 0 se recupera (3.32).
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Potencial eléctrico del horizonte

El potencial eléctrico del horizonte se define a partir del potencial (3.35) evaluado sobre H*:

(I)H = _quu |7—l+ )

qr+

T=r4

Dado que sobre el horizonte p?|,—,, = r1 + acos?d, en general @y dependerfa de 6. Sin
embargo, usando que A(ry) = 0 se puede mostrar que la dependencia angular se cancela, y
el resultado es uniforme sobre el horizonte:

q(m—i-\/mQ—aQ—%)
2
<m+\/m2—a2—g) + a?

En el limite a — 0 se recupera @y = ¢/(47r, ), consistente con (3.18).

Oy = (3.48)

47

3.2 Las leyes termodinamicas de agujeros negros

En la seccion anterior se introdujeron algunas de las cantidades geométricas fundamentales
asociadas a los agujeros negros, tales como la gravedad superficial k, la velocidad angular
Qg v el potencial eléctrico @ . Estas cantidades desempenan el papel de variables intensivas
dentro de la termodinamica de agujeros negros y aparecen de manera natural en sus leyes
fundamentales.

En esta seccion se discutiran la ley cero y la primera ley de la mecanica de agujeros negros.
Estas seran particularmente relevantes para el desarrollo posterior de la tesina, ya que el
objetivo principal del presente trabajo es estudiar la derivaciéon de la primera ley mediante
el formalismo de Wald.

3.2.1 Ley cero, temperatura y entropia

La ley cero de la mecanica de agujeros negros establece que la gravedad superficial £ permane-
ce constante sobre todo el horizonte de eventos de un agujero negro estacionario. De manera
analoga a la uniformidad de la temperatura en un sistema termodinamico en equilibrio, esta
propiedad refleja que el horizonte se encuentra en un estado de equilibrio gravitacional.
Este resultado fue demostrado originalmente por Bardeen, Carter y Hawking bajo hipotesis
de estacionariedad y de validez de las ecuaciones de Einstein junto con condiciones fisicas
razonables sobre la materia. La importancia de esta ley radica en que permite asociar una
Unica temperatura al agujero negro.

Tras el descubrimiento de la radiacién de Hawking, se establecié que la temperatura de un
agujero negro viene dada por la ecuacién (1.5). Recordemos que la temperatura de Hawking
adopta la forma
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K
Ty =— 3.49
" 2T ( )

En consecuencia, la existencia de una gravedad superficial no nula implica la existencia de una
temperatura y, por ende, de una radiacion asociada al agujero negro. Asimismo, en unidades
naturales, la entropia definida en la ecuacién(1.6) puede escribirse como

(3.50)

donde Ay corresponde al area del horizonte de eventos del agujero negro.

A partir de los valores de la gravedad superficial obtenidos en la seccion 3.1 y del cédlculo del
drea® de cada agujero negro, las definiciones de temperatura (3.49) y entropfa (3.50) permiten
obtener las siguientes expresiones:

Agujero negro Temperatura 7Ty Entropia S
Schwarzschild 87er 4m?

. . m2—£ 2 2
Reissner-Nordstrom e T (m+4/m?—L
ar (i

vm?2—a? 2 __ 2
Kerr poey SV 2rm (m + vVm? — a?)

2 2
m2—aq2_ 92 5
Kerr-Newman Az ~ 7|a®+ (m +1/m2—a?— e )
2 <a2+(m+\/m2a2§i) >

Cuadro 3.1: Temperatura de Hawking y entropia de los principales agujeros negros.

Si se toma cada uno de los agujeros negros expresados en el table 3.1, podemos notar que
eliminando alguno de los parametros a o (), pasamos a la temperatura de otro de los agujeros
negros: si tomamos Kerr—-Newman y hacemos que () — 0 recuperamos Kerr; si hacemos a — 0
recuperamos Reissner—Nordstrom. Aunque las expresiones dependen de los parametros fisicos
del agujero negro, en todos los casos la gravedad superficial permanece constante sobre el
horizonte correspondiente. Ese mismo razonamiento puede aplicarse a la entropia, pues al
tomar los limites apropiados en las expresiones correspondientes se recuperan las entropias
de las soluciones mas simples; por ejemplo, la entropia de Kerr se reduce a la de Schwarzschild
al hacer a — 0.

3El 4rea de cada horizonte se obtuvo fijando las coordenadas que definen una seccién espacial del horizonte
de eventos, calculando el determinante de la métrica resultante e integrando el correspondiente elemento de
area sobre dicha superficie.
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3.2.2 Primera ley: el corazon de la termodinamica de agujeros
negros

La primera ley de la mecénica de agujeros negros constituye el resultado central de esta tesina.
Su importancia radica en que relaciona las variaciones de las cantidades conservadas asociadas
a un agujero negro y proporciona el punto de partida para la formulaciéon termodindmica de
la gravedad. La analogia con la primera ley de la termodinamica clasica,

dU =T dS — PdV, (3.51)

donde U es la energia interna, 7' la temperatura, S la entropia, P la presién y V' el volumen,
sugiere que la masa del agujero negro debe interpretarse como una forma de energia y que el
area del horizonte desempena un papel andlogo al de la entropia.

Para el caso més general, el agujero negro de Kerr-Newman (1.2), la primera ley toma la
forma

SM =T3S +Q6J +®6Q, (3.52)

lo que refuerza la interpretacién de los agujeros negros como sistemas termodinamicos ge-
nuinos. Sin embargo, la identificacion de las cantidades intensivas no es un resultado trivial.
La expresion para la temperatura surge de un calculo cudntico realizado por Hawking en un
fondo gravitacional estacionario, mientras que las definiciones de k, Qy y ®g, introducidas
en la Seccién 3.1, tienen un origen puramente geométrico. Mas adelante, en el Capitulo 5, al
introducir el agujero negro de Kerr—Taub-NUT, se observara que tanto la definicién como
la interpretacién de la temperatura y de la velocidad angular presentan sutilezas adicionales
que merecen atencion especial.

La relacién (3.52) involucra dos tipos de variables termodindmicas: las cantidades extensivas
M, S, J, Q,y las cantidades intensivas T', 2, ®. Dado que (3.52) es una relacién diferencial
exacta, M debe poder expresarse como funcién de sus variables extensivas, M = M (S, J, Q),

de modo que

oM oM oM

Esto implica que las cantidades intensivas se identifican con las derivadas parciales corres-
pondientes, T' = OM/0S, Q2 = OM/0J, & = OM/0Q), y que deben satisfacerse las condiciones
de integrabilidad del teorema de Schwarz?*, es decir, la igualdad de las derivadas parciales
cruzadas de M. Este procedimiento puede aplicarse a cada una de las variables extensivas,
construyendo asi un sistema de ecuaciones en derivadas parciales cuyas soluciones determinan
tanto las cantidades intensivas como las extensivas desconocidas del sistema; sin embargo,
dichas soluciones carecen en principio de una interpretacion fisica inmediata.

Esta observacién sugiere dos métodos distintos para construir la primera ley. En ambos,
las cantidades extensivas del sistema se suponen ya obtenidas mediante el formalismo de

4F] teorema de Schwarz establece que, para una funcién suficientemente regular, las derivadas parciales
cruzadas son iguales independientemente del orden de diferenciacién, esto es, 9*M/dS dJ = 9?M /dJ DS, y
analogamente para los demés pares de variables.
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espacio de fases covariante, cuyas ideas generales fueron introducidas en el Capitulo 1 y cuyo
desarrollo formal se presentara en el Capitulo 4; lo que distingue a ambos métodos no es
entonces el origen de estas cargas, sino la manera en que se utilizan para construir la primera
ley y para identificar las cantidades intensivas correspondientes. Concretamente, los métodos
se diferencian en qué cantidades se toman como incognitas del sistema de ecuaciones en
derivadas parciales y en qué informacion se impone de antemano.

El primer método consiste en tratar tanto las cantidades extensivas desconocidas como las
intensivas como incégnitas funcionales del sistema, sin asumir a priori ni la formula de la
temperatura de Hawking ni la relacién S = A/4. Concretamente, se busca una funcién
M = M(S,J,Q) junto con funciones S = S(M,J,Q) y T = T(M,J, Q) que satisfagan
simultaneamente (3.52) y la condicién de integrabilidad de Schwarz. El sistema resultante
queda determinado cuando el nimero de ecuaciones en derivadas parciales coincide con el
numero de incognitas, y sus soluciones quedan fijadas, salvo constantes de integracion, im-
poniendo condiciones iniciales o de frontera provenientes de algin miembro conocido de la
misma familia de soluciones, o de una familia relacionada. Este enfoque es autocontenido:
siempre que exista el nimero adecuado de ecuaciones y se satisfaga la condicion de inte-
grabilidad, la primera ley puede reconstruirse sistematicamente a partir de las cantidades
conservadas del sistema. El precio a pagar es que las cantidades obtenidas son soluciones de
dicho sistema y, en principio, carecen de una interpretacién fisica inmediata; su significado
debe establecerse a posteriori, comparando con los casos limite conocidos.

El segundo método es mas directo: se parte de un agujero negro cuya regularidad se presu-
pone, y se imponen desde el inicio la temperatura de Hawking (3.49) y la entropia (3.50).
Al fijar estas dos cantidades de antemano se reduce de inmediato el nimero de incégnitas
del sistema de ecuaciones en derivadas parciales, y se intenta construir la primera ley con
las cantidades extensivas e intensivas restantes. Si con esta reduccién no se logra satisfacer
la condicién de integrabilidad, se introducen parametros, o pares adicionales de cantidades
extensivas e intensivas, relacionados con cantidades ya conocidas del problema, con el fin de
separar e identificar correctamente los distintos términos termodindmicos en la nueva prime-
ra ley propuesta. El objetivo de este procedimiento es el mismo que en el primer método:
igualar el nimero de incégnitas al nimero de ecuaciones en derivadas parciales disponibles
y satisfacer la condicion de integrabilidad, de modo que la primera ley pueda finalmente
obtenerse.?

El inconveniente de este procedimiento es que, al introducir parametros adicionales, estos
pueden quedar restringidos o atados al valor de otras cantidades del sistema. Cabe senalar
que una situacién analoga puede presentarse en el primer método: qué cantidades extensivas
resultan efectivamente restringidas es informacién que entrega el formalismo de espacio de
fases covariante desarrollado en el Capitulo 4, y no el sistema de ecuaciones diferenciales
por si solo. En dicho formalismo, una carga conservada puede no ser integrable, o bien la

5Este método no es incorrecto en sentido estricto: describe la primera ley incorporando términos de trabajo
adicionales que permiten cerrar la diferencial total de M, llegando asi a formulaciones igualmente validas,
aunque con una presentacién distinta a la del primer método.
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solucion obtenida puede no corresponder a la cantidad extensiva completa del sistema, de
modo que la carga resultante queda restringida pese a haber sido calculada correctamente.
Esta situacion se ilustrard mas adelante, en el Capitulo 5, al introducir el caso del agujero
negro de Schwarzschild acelerado.

3.3 Ecuacion de Christodoulou—Ruffini

Como se mencioné anteriormente, uno de los resultados fundamentales en la termodinamica
de agujeros negros fue obtenido por Christodoulou y Ruffini [25], quienes introdujeron el
concepto de masa irreducible para los agujeros negros de Kerr—Newman. Este concepto per-
mitié reformular la expresién de la masa de un agujero negro estacionario, cargado y rotante
mediante la relacion entre el area del horizonte y la masa irreducible,

A =167M2,, (3.54)
a partir de la cual se obtiene la ecuacién de Christodoulou-Ruffini,
Q2 2 J2
M2 = Mirr ) .
( + 1M, + IMZ (3.55)

donde M, ) y J representan la masa, la carga eléctrica y el momento angular del agujero
negro, respectivamente. Esta ecuacién establece un limite para la energia que puede extraerse
mediante procesos clasicos de Penrose.

Su importancia radica en que relaciona de forma precisa las cantidades conservadas funda-
mentales del agujero negro, masa, carga y momento angular, determinadas por el teorema
de no pelo. Aunque fue concebida originalmente en el contexto de la energia extraible, a
partir de la invariancia de la masa irreducible M;,, bajo procesos de Penrose, la ecuacion de
Christodoulou—Ruffini terminé convirtiéndose en uno de los resultados centrales de la termo-
dindamica de agujeros negros, al proporcionar un criterio natural para verificar la consistencia
de la primera ley.°

En efecto, dado que (3.55) es la integral exacta de la primera ley (1.2) para el caso Kerr-
Newman, toda derivacion correcta de la primera ley debe ser compatible con ella. La condicion
de invariancia de M., o equivalentemente la no-disminucién del drea A = 167M2,, se
convierte asi en una prueba estdndar de coherencia interna en el anélisis de nuevas familias
de agujeros negros.

La utilidad préactica de esta verificacién es doble. Por un lado, permite detectar inconsistencias
en la identificacion de las variables termodindmicas: si la primera ley derivada para un agujero
negro no es compatible con dA > 0 en procesos fisicos admisibles, ello indica que alguna de
las cantidades involucradas, ya sea la temperatura, la entropia, el momento angular o la carga

SEn algunos trabajos de la literatura se le llama férmula de Smarr a la ecuacién de Christodoulou-
Ruffini (3.55), lo que puede inducir a confusién, ya que la férmula de Smarr es una relacién distinta entre las
variables termodinamicas del agujero negro y sera presentada a continuacion.
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eléctrica, no ha sido correctamente identificada. Por otro lado, en contextos mas generales,
como los agujeros negros AdS, la ecuacién de Christodoulou-Ruffini debe generalizarse [41,
42]. En estos casos, la verificacién de consistencia actia como guia para determinar qué
cantidad cumple el papel de masa irreducible en la teoria considerada.

Mas recientemente, se ha mostrado que la ecuaciéon de Christodoulou-Ruffini también puede
utilizarse como un método complementario para obtener una masa termodinamica bien de-
finida que satisface la primera ley, sin necesidad de imponer restricciones adicionales ad hoc
sobre los pardmetros fisicos [43]. Se trata, en ese sentido, de una herramienta especialmente
util en escenarios donde los métodos estandar de calculo de la masa resultan ambiguos o de
dificil aplicaciéon.

Esta interpretacion hace que la ecuacion de Christodoulou-Ruffini funcione como un puente
entre la dindamica clasica y la termodinamica de agujeros negros. En este sentido, Astorino
[43] senala que resulta de interés investigar con mayor profundidad el alcance de la férmula
de masa de Christodoulou—Ruffini, ya que también proporciona resultados satisfactorios pa-
ra deformaciones significativas del agujero negro de Kerr—Newman. Esto sugiere que dicha
formula podria contener informacion mas general sobre la estructura termodindmica de los
agujeros negros y motiva el estudio de su posible aplicabilidad en escenarios mas amplios,
incluso mas alld del marco de la relatividad general.

3.4 Formula de Smarr

La férmula de Smarr establece una relacién algebraica entre las variables termodinamicas ma-
croscopicas de un agujero negro estacionario. Para el caso de Kerr-Newman puede escribirse
como

M = 2T'S + 20 + ®Q, (3.56)

donde M, S, J y @ representan la masa, la entropia, el momento angular y la carga eléctrica
del agujero negro, respectivamente, mientras que T, 2 y ® corresponden a las variables
termodindamicas conjugadas.

Esta expresion surge de las propiedades de homogeneidad de la masa como funcién de sus
variables extensivas. Su deduccién se basa en el teorema de Euler para funciones homogéneas
y en argumentos de escalamiento dimensional.

A diferencia de la primera ley de la termodinamica de agujeros negros, que describe varia-
ciones infinitesimales entre estados de equilibrio proximos, la férmula de Smarr establece
una relacion global entre las variables macroscépicas del sistema. Mientras la primera ley
determina la estructura diferencial de la teoria, la férmula de Smarr refleja las propiedades
de homogeneidad que satisface la masa del agujero negro. Ambas relaciones son complemen-
tarias y, para que una descripcion termodindamica sea consistente, deben ser mutuamente
compatibles.

Por esta razon, la formula de Smarr se utiliza habitualmente como un criterio de consistencia
en el analisis de nuevas soluciones de agujeros negros. Una vez identificadas las variables
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termodinamicas y establecida la primera ley, la correspondiente relaciéon de Smarr debe se-
guirse de manera natural a partir de las propiedades de homogeneidad del sistema. Cuando
esto no ocurre, la discrepancia suele indicar una identificacién incorrecta de alguna variable
conjugada, de la entropia o, en teorias mas generales, de la propia masa termodinamica.

La importancia de esta relacién se ha hecho atin més evidente en desarrollos recientes, particu-
larmente en el contexto de la Black Hole Chemistry. En este marco, la constante cosmologica
se interpreta como una variable termodindmica asociada a una presién y la masa del agu-
jero negro adquiere la interpretacion de una entalpia. La formula de Smarr debe entonces
generalizarse para incorporar los nuevos pares de variables conjugadas, constituyendo una
herramienta fundamental para construir una descripcion termodindmica consistente y para
identificar correctamente las cantidades fisicas relevantes del sistema [44].
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Capitulo

Formalismo de espacio de fases covariante

Para comprender la maquinaria de este formalismo es necesario entender los elementos que lo
componen y la manera en que se relacionan entre si. Por ello, introduciremos gradualmente
los conceptos y herramientas fundamentales que intervienen en su construccién. Nos movere-
mos entre distintos espacios, definiremos objetos como la corriente simpléctica y estudiaremos
las condiciones necesarias para la existencia de cantidades conservadas. Posteriormente, ge-
neralizaremos estos resultados y obtendremos las expresiones correspondientes al caso mas
simple de la Relatividad General en cuatro dimensiones, asi como a una teoria acoplada a
un campo electromagnético.

4.1 Dos espacios, una idea

El formalismo de Iyer y Wald [40] opera simultdneamente sobre dos espacios geométricos:
el espacio-tiempo M y el espacio de fases covariante I', cuya construccion fue detallada
en el Capitulo 2. Aunque estos espacios son conceptualmente distintos, la idea central del
formalismo es que la informacion dindmica de la teoria puede extraerse moviéndose entre
ellos de manera sistematica: se parte de objetos locales definidos sobre M, se los integra
sobre hipersuperficies para obtener objetos globales sobre .%, y la estructura resultante en I’
codifica las cantidades fisicas conservadas de la teoria.

Este transito entre espacios esta gobernado por dos operadores diferenciales. Sobre M actia
la derivada covariante V,, cuya accién integrada sobre una hipersuperficie de Cauchy X
convierte, mediante el teorema de Gauss, integrales de volumen en integrales de superficie
sobre Y. Sobre .# actiia el operador de variacién §, que desempeiia el papel de derivada
exterior del espacio de campos y que, como tal, es nilpotente,

6% = 0. (4.1)

Dado que V, y ¢ acttian sobre espacios distintos, ambos operadores conmutan trivialmente al
actuar sobre un campo tensorial definido sobre M que dependa paramétricamente de ¢ € %,

V.0 =6V, (4.2)
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lo que garantiza que las construcciones realizadas en M y en Z sean mutuamente consistentes.
Los objetos del formalismo reflejan esta doble naturaleza: son tensores con p indices en M
y funcionales de orden ¢ en las variaciones §¢ sobre .%, y se dice que poseen bigrado (p, q).
La densidad de corriente potencial simpléctica ©# (¢, d¢), de bigrado (1,1), es el objeto de
partida: su integral sobre ¥ produce la forma presimpléctica © en .%, de bigrado (0,2),
mientras que su divergencia covariante, combinada con la accion de §, da lugar a las corrientes
conservadas cuya integral sobre 0% define las cargas de la teoria. Es en este sentido que dos
espacios y dos operadores constituyen una sola idea coherente.

4.2 El Lagrangiano y su variacion

Sea L[¢] una D-forma Lagrangiana invariante bajo difeomorfismos. Su primera variacion
adopta siempre la forma:

5L = E(9) 56 + V,0"(4,60), (4.3)

donde E(¢) denota las ecuaciones de movimiento asociadas a la teorfa lagrangiana, mientras
que ©# (¢, 0¢) es el término de borde o potencial simpléctico. Este depende localmente de los
campos ¢, de sus variaciones d¢ y de sus derivadas!.

4.3 La corriente de Noether y el potencial de Noether

Sea & = £"0,, un campo vectorial generador de difeomorfismos. La cantidad L = /=g L es la
densidad escalar asociada a la D-forma Lagrangiana. Como L es covariante bajo difeomorfis-
mos, pues depende del punto solo a través de ¢, g, y sus derivadas, se cample d¢L = L¢L. La
férmula magica de Cartan (2.17) da entonces L¢L = d(i¢L), que en componentes se escribe
d¢eL = 0,(€"L).

Aqui 0¢¢ = L@ es la variaciéon de Lie inducida por £. Para un campo escalar, L:¢ = £40,¢.
Para un campo tensorial general se agregan ademés términos con 9,£".

Combinando con la versién tensorial de (4.3) evaluada en d¢ = d¢¢, se obtiene

Ou(§"L) = E(0) 0¢¢ + 9,0"(¢, 0¢0), (4.4)

donde L, E(¢) y ©" son densidades de peso 1, con y/—g absorbido en cada una.
Dado que 6¢¢p = L¢¢ es lineal en £# y sus derivadas, el primer término del lado derecho puede
descomponerse como

E(¢) 0¢¢p = 0S¢ + N, (4.5)

'E] término de borde no estd definido de manera tnica. En particular, la sustitucién ©# — OF +
V.ot (¢, d¢), con o’ = —a¥* antisimétrico, deja inalteradas las ecuaciones de movimiento, pues 9, V, o' =
0, dando lugar a una ambigiiedad de borde. Esta ambigiiedad puede en general afectar a la carga conservada
Q¢; sin embargo, bajo condiciones de frontera apropiadas, o cuando £ genera una simetria exacta del sistema,
su contribucién se anula idénticamente.
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donde Sg retne los términos que pueden escribirse como divergencias totales, mientras que
N¢ contiene las contribuciones restantes.

Por otra parte, la ecuacién (4.4) debe satisfacerse para cualquier campo vectorial £#. Sustitu-
yendo la descomposicién (4.5) en dicha expresién se obtiene 9, (O — &L + St ) = Ne. Dado
que el miembro izquierdo es, por construccion, una divergencia total para toda eleccién de
&*, la consistencia de esta identidad exige que

Ne=0 (off-shell). (4.6)

Esta condicion constituye una manifestacion del Segundo Teorema de Noether. Las ecua-
ciones N¢ = 0 son las denominadas identidades de Noether: relaciones algebraicas entre las
ecuaciones de movimiento que se satisfacen independientemente de que los campos obedezcan
o no dichas ecuaciones. En Einstein-Hilbert, estas identidades se reducen a la identidad de
Bianchi, V, G = 0.

Una consecuencia inmediata de (4.6) es que la cantidad

‘]g = @M(qba 5§¢) - gﬂL + Sli’ (47)

satisface 0, Jé‘ = 0 sin necesidad de imponer las ecuaciones de movimiento. Esta es la corriente
de Noether asociada a los difeomorfismos generados por &.

Al ser una corriente conservada off-shell, el lema de Poincaré garantiza localmente la exis-
tencia de un tensor antisimétrico Q" = —@Q;", denominado potencial de Noether, tal que

Jt=0,QL". (4.8)

Para la accién de Einstein-Hilbert-A, un célculo directo (presentado en el Apéndice A)

conduce a ]

QY = k=g Ve, k=_—. (4.9)
8

Sin embargo, el hecho de que Jg“ pueda expresarse como la divergencia de un tensor an-
tisimétrico implica que su conservacion es una identidad geométrica, independiente de la
dinamica del sistema. En consecuencia, la carga asociada al potencial de Noether puede de-
finirse para cualquier configuracion de campos, independientemente de que satisfaga o no las
ecuaciones de movimiento. En este sentido, la corriente Jg es trivialmente conservada, ya que
su conservacion no surge de la dinamica, sino inicamente de su estructura geométrica.

4.4 La estructura simpléctica y la densidad de carga

Algo que motiva en gran medida esta tesina es comprender el papel de la estructura simplécti-
ca dentro del formalismo covariante del espacio de fases, la cual constituye el nticleo de toda
esta maquinaria. Como se mostré en la seccion anterior, la corriente de Noether Jf asociada
a los difeomorfismos es trivialmente conservada, ya que puede expresarse como la divergencia
de un tensor antisimétrico. Por esta razén, las cargas construidas unicamente a partir del
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potencial de Noether no permiten capturar toda la informacién fisica asociada a las simetrias
de la teoria.

Esta limitacién motiva la bisqueda de una estructura que permita caracterizar adecuada-
mente las cantidades conservadas.

4.4.1 Corriente presimpléctica

La salida al problema de la trivialidad es operar en .%. Aplicando § al potencial simpléctico
O#, se define la corriente presimpléctica:

Qu(@ 010, 52<Z5) = 51@”@5; 52<Z5) - 52@“@57 51¢)- (4-10)

Esta cantidad es simultdneamente una (D — 1)-forma en M y una 2-forma antisimétrica
sobre .7 : para cada solucién ¢ € ., Q¥#(¢;-,-) toma dos vectores tangentes 8,0, 5 € Ty
es decir, dos soluciones linealizadas de las ecuaciones de movimiento en torno a ¢ y devuelve
la corriente Q*. Integrando (2* sobre una hipersuperficie de Cauchy 3 se obtiene la forma
presimpléctica Q(¢; 014, 020) = [ Q" d¥,.

El prefijo pre indica que 2 puede ser degenerada sobre .%: las variaciones puramente gauge,
generadas por un campo vectorial £, satisfacen

Q5 0¢0,00) =0 para todo §¢ € Ty, (4.11)

que es precisamente la condicién de direccién de degeneracion (2.10) particularizada a d¢ =
d¢¢?. En otras palabras, las transformaciones gauge no tienen contenido fisico desde el punto
de vista simpléctico, y el espacio de fases covariante I' se obtiene al identificar en % las
soluciones que difieren por estas direcciones degeneradas.

Cuando las variaciones no conmutan, es decir, cuando [0y, d2]¢ # 0, debe anadirse un tercer
término para que la definicion sea valida en el caso méas general:

Q“(@ 019, 52¢) = 51@“(@ 52¢) - 52@”@, 51¢) - @u(Cb, [51, 52]¢)- (4-12)

Notese que esta expresion es consistente con la interpretacién de o planteada al inicio del
capitulo como una variacién infinitesimal en el espacio de fases. El conmutador [0y, ds] surge
de manera natural al considerar variaciones generales que no necesariamente conmutan entre
si, y el término adicional garantiza que €2 conserve las propiedades geométricas esperadas de
una 2-forma sobre .%.

En nuestro caso, { = £"0,, es un campo vectorial fijo sobre M, no un punto ni una direccién
tangente de .#: genera un difeomorfismo del espacio-tiempo y no depende de la configuracién
de campos ¢. Por lo tanto, £ no varia cuando ¢ varia dentro del espacio de soluciones, es
decir, 6¢* = 0 para cualquier variacién d¢ € Ty.Z. En consecuencia, [0, 5¢]¢ = 0, y el tercer
término se anula.

B 2Es decir, d¢¢ no produce ningin efecto simpléctico medible frente a ninguna otra direccién tangente a

9
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4.4.2 De la corriente simpléctica a la densidad de carga

Evaluamos la corriente presimpléctica (4.12) en el par de variaciones 61¢ = §¢ y d2¢ = 6¢¢,
es decir, tomamos una variacion arbitraria d¢ como primer argumento y la variaciéon inducida
por el difeomorfismo, d¢¢, como segundo argumento:

(g3 09, 0e) = 60" (¢, 0¢9) — 0:6"(¢, 69). (4.13)

Procesando cada término, variando Jf con 0 y usando la derivada de Lie de ©*, los términos
£10,0Y se cancelan y se llega a la expresion

O = 556 — oS¢ + 0, (50 +260) (4.14)

El célculo explicito se recoge en el Apéndice A. On-shell, los dos primeros términos se anulan:
EPEd¢p =~ 0 porque los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, y (55? ~ 0 porque
ademas asumimos que d¢ satisface las ecuaciones de movimiento linealizadas. La corriente
simpléctica se reduce asi a una forma exacta

V' (; 60, 6¢d) ~ Oukg” (9, 00), (4.15)
donde definimos la densidad de carga superficial como
ke (6,00) = 0Q¢ + 26109, 69). (4.16)

La diferencia fundamental con la corriente de Noether es que la relacion Jf = 8Vé’gy cons-
tituye una identidad valida off-shell, cuya conservacion 8MJ£‘ = 0 es trivial. En contraste,
la relacion Q¥ = &,kg " solo es véalida on-shell, es decir, cuando los campos satisfacen las
ecuaciones de movimiento y las ecuaciones de movimiento linealizadas.

Por otra parte, k;” no coincide con el potencial de Noether Q¢”. Més bien, esta dado por la

variacion de Q’g” en el espacio de soluciones .%, junto con la correccién simpléctica 2¢OV
Es precisamente esta contribucion adicional la que incorpora la informacién dinamica ausente
en la construccién de Noether y confiere a kg Y un contenido fisico no trivial.

La expresion de ké‘ " puede desarrollarse explicitamente para distintas teorfas de gauge. Dado
que el formalismo es covariante y véalido en dimension arbitraria D, basta reconstruir k:g “a
partir del lagrangiano correspondiente y de su variacion. De este modo, pueden incorporarse
campos adicionales, modificarse las dimensiones del espacio-tiempo o considerarse distintas
teorias gravitatorias, siempre respetando las ecuaciones de campo pertinentes al sistema
estudiado. Como ejemplo, en el Apéndice B se presenta la construccion explicita de k;g Y para
la accién de Einstein—Hilbert—Maxwell.

4.5 Condiciones para la conservacion de la carga
Una vez obtenida la relacion Q" =~ &,kg ”. resulta natural analizar las condiciones que debe

satisfacer el campo vectorial arbitrario £# para que esta expresion conduzca a una definicion
bien establecida de las cantidades conservadas buscadas.
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4.5.1 Simetria exacta

Usaremos la misma letra £* tanto para los campos vectoriales que generan transformaciones
de gauge arbitrarias como para aquellos que generan una simetria exacta de una solucion
particular. Estos tltimos constituyen un subconjunto de los primeros: mientras que una
transformacién de gauge genérica solo debe corresponder a una direccién degenerada de €2,
sin que necesariamente se anule d¢¢, una simetria exacta exige la condicién més fuerte

S = Lo =0 (4.17)

sobre la solucién ¢ = (g, 1) considerada. Esta caracterizacion mediante la derivada de Lie
es particular de la Relatividad General, donde el grupo de gauge de la teoria coincide con
el grupo de difeomorfismos del espacio-tiempo; en teorias con grupos de gauge adicionales,
la condicién de simetria exacta debe extenderse para incluir también la anulacién de las
variaciones gauge asociadas a esos otros campos.

Cuando ¢ = g,,,,, sin campos de materia, la condicién (4.17) se reduce a L¢g,,, = 0, es decir,
a la ecuacion de Killing (2.33). En presencia de campos de materia 1, la condicién es mas
restrictiva, pues exige adicionalmente L¢1) = 0.

Para que kg " produzca una carga conservada se requiere que &* satisfaga (4.17). En tal caso,
O 2~ 0 en (4.15), y combinando con (4.14) se obtiene la ley de conservacién

9,k ~ 0. (4.18)

La ley de conservacién (4.18) se sustenta en dos condiciones independientes. Por un lado,
si &* no satisface (4.17), Q" en (4.15) no se anula, de modo que Q* # 0 incluso cuando los
campos satisfacen las ecuaciones de movimiento. Por otro lado, si los campos no obedecen
las ecuaciones de movimiento, los términos presentes en (4.14) tampoco se anulan. La con-
servacion de ké‘ " exige entonces, simultdneamente, que £# genere una simetria de la solucién
y que los campos satisfagan las ecuaciones de movimiento. Es esta doble dependencia, de la
. , . , . nuv . ;. . .

simetria y de la dindmica, la que confiere a k¢~ un contenido fisico no trivial.

4.5.2 Naturaleza cuasilocal e independencia de la superficie

El formalismo desarrollado permite construir una carga a partir de campos definidos local-
mente, sin apelar a ningtin limite asintdtico ni a un fondo de referencia. Esta propiedad, junto
con la independencia respecto de la superficie de integracién elegida, se sigue directamente
de la identidad (4.19) y de la versién métrica del teorema de Stokes, (2.23), introducida en
el Capitulo 2.

Cuando los campos satisfacen las ecuaciones de movimiento, la corriente de Noether Jg“ se
conserva, V, Jg = 0. Por el anédlogo tensorial del lema de Poincaré, existe entonces localmente

un tensor antisimétrico k¢ = ké" "I tal que
JE =0,k (4.19)

Esta relacién es consistente con VMJEL = 0 de manera automadtica, ya que V,V k" =
R, k* = 0 para cualquier tensor antisimétrico, por la simetria del tensor de Ricci. Esta

45



4.5. CONDICIONES PARA LA CONSERVACION DE LA CARGA

cancelacién es el andlogo tensorial de la identidad d? = 0 del formalismo de formas diferen-
ciales. B

Cabe notar que k", tal como se construye a partir de Q;" y ©*, es una densidad tensorial
de peso uno, no un tensor ordinario: ambos objetos llevan un factor /—g explicito en su
definicion. Esto tiene una consecuencia practica importante para la integracion: al tratarse
de una densidad, kg ” se integra directamente con el elemento de coordenadas, sin necesidad
de introducir por separado la raiz de la métrica inducida sobre la superficie de integracién,
tal como ya se establecié para densidades escalares en el Capitulo 2.

Elemento de superficie dS,,

Sea S C M una superficie cerrada de codimensién dos, y sean z# = (2% y?) coordenadas
locales adaptadas a S, con a = 1,2 etiquetando las dos direcciones transversas a S y A =
3,...,D las coordenadas intrinsecas de §. Definimos el elemento de superficie mediante el
simbolo de permutacién €,,q4..a, (€l simbolo totalmente antisimétrico de valores £1,0, no
el tensor de Levi-Civita construido con la métrica),

dSu = €pvag-ap AT A - AdxP. (4.20)

La orientacién de S queda fijada al declarar positivo el orden de coordenadas (2%, y**) compa-
tible con la orientacion de M. Nétese que esta construccion es enteramente andloga a la que
ya se introdujo en la definicién general de la carga diferencial ﬁQg, particularizada aqui a la
superficie de integracién S. Como €040, €8 un simbolo, no un tensor, no requiere de /—g
ni de la métrica inducida /o para definirse: la densidad correspondiente ya estd incorporada
en k", de modo que la integral

H[S] = Z{ KLY S, (4.21)

se reduce, en coordenadas adaptadas, a una integral multiple ordinaria sobre las coordenadas
intrinsecas de S. Por ejemplo, si S es una 2-esfera a x!, 22 fijos, con coordenadas intrinsecas
v,y
He[S] = ]{ kg dy® dy, (4.22)
S

que es precisamente la forma en que se evaluard esta carga en la aplicacion a la solucion de
Schwarzschild.

Como H¢[S] se construye integrando una cantidad local sobre S, sin referencia a ninguna
otra regién del espacio-tiempo, se dice que es una carga cuasilocal?.

3Esto contrasta con enfoques en los que las cargas se obtienen inicamente en el limite 7 — oo respecto de
un fondo asintéticamente plano. El presente formalismo permite en cambio evaluar la carga sobre cualquier
superficie cerrada conveniente, incluso en regiones interiores como el horizonte de un agujero negro.
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Independencia cuasilocal de la carga

La independencia de S se establece mediante la siguiente proposicién, cuya demostracion
completa, basada en una aplicacién directa de (2.23) a una hipersuperficie de codimensién
uno que conecta dos superficies S y §'.

Proposicién. Sea ¥ una hipersuperficie compacta, orientable y no nula, de co-
dimensién uno, cuya frontera estd formada por dos superficies cerradas S y &',
con 0% = &' U (—S). Entonces

He[S] — He[S] = /E JEds,, (4.23)

donde dS), es el elemento de superficie de codimensién uno (2.28) introducido en
el Capitulo 2.

La idea de la demostracién es analoga a la que se emplea para establecer la conservacion de
una corriente ordinaria: se construye a partir de k‘g Y un campo vectorial tangente a X cuya
divergencia reproduce Jg‘ proyectado sobre la normal a ¥, y se aplica directamente (2.23).
La integral de frontera resultante se identifica, componente a componente en coordenadas
adaptadas, con la diferencia H¢[S'] — H¢[S].

De (4.23) se sigue de inmediato que H¢[S| = H¢[S'] siempre que J;' se anule sobre X, en
particular cuando &* genera una simetria exacta de los campos en esa region. En tal caso,
H¢ es verdaderamente conservada: su valor no depende de cudl superficie, entre todas las
conectadas por una region de simetria exacta, se utilice para calcularla. El caso de una
hipersuperficie nula, como un horizonte de Killing, requiere sustituir la normal unitaria por
el generador nulo de la hipersuperficie, pero conduce a la misma conclusion.

En consecuencia, la carga puede evaluarse tanto sobre superficies a grandes distancias como
sobre superficies en regiones internas del espacio-tiempo, incluso dentro del horizonte de
eventos de un agujero negro, como se ilustra en los ejemplos posteriores. La tinica condicion
es que la superficie sea regular y encierre completamente las fuentes relevantes.

4.5.3 Carga diferencial e integrabilidad

Al integrar la densidad de carga sobre una superficie cerrada de codimensién dos S, se obtiene
la carga diferencial

$0c(6.09) = § K4S, = § kel6.50) (4.21)

donde dS,,, es el elemento de superficie introducido en la seccién anterior. El simbolo §, en
lugar de §, enfatiza que esta cantidad constituye una 1-forma en el espacio de soluciones .% y
que, en general, no puede identificarse con la variaciéon de una funcién escalar bien definida.
Para que exista una carga finita asociada a £, es necesario imponer la condicién de integra-
bilidad

5($Q¢) =0, (4.25)
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es decir, que la 1-forma §Q; sea cerrada en Z . Cuando esta condicién se satisface, el lema de
Poincaré? garantiza localmente la existencia de una funcién escalar cuya variacién coincide
con §Q;. En consecuencia, la integracién de esta 1-forma a lo largo de cualquier camino y en
el espacio de soluciones define una carga finita

Qe = /agg, (4.26)

independiente del camino elegido dentro de una misma clase homotoépica. Cuando se satisfa-
cen las condiciones de integrabilidad, la cantidad Q¢ queda bien definida sobre el espacio de
soluciones y constituye la carga conservada asociada al generador de simetria £. En funcién
de la simetria considerada y de las condiciones de borde impuestas, esta carga puede identi-
ficarse con magnitudes fisicas como la masa, el momento angular, la carga eléctrica u otras
cantidades conservadas del sistema.

Esta sera la expresién que utilizaremos de manera estandar a lo largo de la tesina para
calcular las cantidades conservadas asociadas a las simetrias del sistema.

4.6 Generalizacion del formalismo

Hasta este punto se ha supuesto que el generador de simetrias corresponde a un campo de
Killing fijo sobre el espacio de fases, por lo que d6# = 0. Sin embargo, en algunas situaciones
resulta conveniente introducir un nuevo generador obtenido mediante un reescalamiento del
campo de Killing por una funcion definida sobre el espacio de fases. Esta construccion es de
interés cuando la carga asociada al generador original no resulta integrable de manera inme-
diata, ya que el reescalamiento puede utilizarse para satisfacer la condicion de integrabilidad.
Como consecuencia, el nuevo generador deja de permanecer fijo sobre el espacio de fases, por
lo que es necesario generalizar la definicion de la densidad de carga superficial para preservar
su linealidad.

La densidad de carga superficial es lineal respecto del generador de simetrias. Siguiendo el ar-
gumento de linealidad empleado por Barnich y Brandt [45], esta propiedad puede extenderse
al caso del generador reescalado. En efecto, como las derivadas covariantes actian uinicamen-
te sobre las coordenadas del espacio-tiempo, el factor de reescalamiento puede extraerse de
todas ellas sin modificar las propiedades geométricas del generador.

Sea entonces

¢=re (4.27)

donde f es una funcién arbitraria sobre el espacio de fases. Como §£#* = 0 para un campo de

4F] lema de Poincaré establece que toda forma diferencial cerrada, definida sobre una regién contrictil, es
exacta. Aqui se aplica sobre el espacio de soluciones .Z: la condicién & (¢ Q¢) = 0 dice que 3 Q¢ es una l-forma
cerrada en .7, y el lema garantiza entonces que, localmente, existe una funcién Qg tal que §Q; = §Q;. Esta es
la misma idea usada anteriormente para garantizar la existencia de kg Y a partir de V ngﬂ = 0, pero aplicada
ahora sobre el espacio de fases en vez de sobre el espacio-tiempo M.
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Killing, se obtiene R
ot =0o(f-&")=¢"-0of, (4.28)

de modo que el generador reescalado ya no permanece fijo sobre el espacio de fases.
Para preservar la linealidad de la densidad de carga superficial respecto del generador de
simetrias se impone la condicién

REY = F R (4.29)

Esta propiedad se obtiene al extender la definicién de la densidad de carga superficial a la
forma
e 1 L clrgrl — v
kf 5@5 + 2640 5 (4.30)
donde el ultimo término incorpora la dependencia del generador respecto del espacio de fases.
En consecuencia,

/kgydsuv _f'/kéwdslw =192, (4.31)

por lo que la carga asociada al generador reescalado se obtiene directamente a partir de la
correspondiente al generador original.

4.7 Aplicacion a Schwarzschild.

Para comprender mejor esta herramienta, aplicaremos el formalismo completo a la solucién
de Schwarzschild, la solucion esféricamente simétrica y estatica de las ecuaciones de Einstein
en el vacio. Es el ejemplo pedagdgico mas instructivo porque sus cargas conservadas tienen
una interpretacién fisica inmediata®.

4.7.1 Geometria de Schwarzschild:

La métrica de Schwarzschild en coordenadas estandar (t,r,0, ¢) es:

Loy (d6” + sin®0 d¢”) , fry=1-"—. (4.32)

ds? = —f(r) dt 0 "

4.7.2 Simetrias y simbolos de Christoffel

Vectores de Killing

Los vectores de Killing de Schwarzschild generan las isometrias de la métrica y son:

= Simetria temporal: f‘m = (1,0,0,0), asociada a la invarianza bajo traslaciones en t.

5Cabe senalar que no siempre es posible asignar una interpretacién fisica inmediata a las cargas conser-
vadas. En teorias de gravedad modificada, por ejemplo, pueden aparecer cantidades conservadas asociadas a
simetrias de soluciones con geometrias exdticas, cuyo significado fisico se desconoce.
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» Simetria azimutal: 5&5) = (0,0,0,—1)°% asociada a la invarianza bajo rotaciones en

.
» Simetrias rotacionales: la isometria esférica SO(3) aporta dos vectores de Killing
adicionales,
{(zzy = (0,0, —sing, —cos¢cot §), (4.33)
&lyz) = (0, 0, cos ¢, —sin¢cot ), (4.34)

que junto con & ») clerran el algebra so(3). Dado que la métrica es esféricamente simétri-
ca, toda geodésica puede restringirse sin pérdida de generalidad al plano ecuatorial
0 = 7/2, en el cual éé Y é“é”yz) no aportan integrales de movimiento independientes de
L. Por esta razon no se consideran en el andlisis que sigue.

Cada vector de Killing genera una carga conservada. En lo que sigue, calcularemos explici-
tamente ambas cargas.

Simbolos de Christoffel relevantes

Con la notacién f’ = df /dr = 2m/r?, los simbolos de Christoffel no nulos necesarios para el
calculo son:
I [ f

EAN N AR N
2](‘7 tt ) rr 2f’

1
4.35
2 ’ ( )

t
Ftr_

4.7.3 Construcciéon de la densidad de carga superficial

Para la accién de Einstein-Hilbert-A, S = % [ d*z\/—g (R — 2A)7, el potencial de Noether y
la forma simpléctica se obtienen a partir de las expresiones presentadas en el Apéndice A

Qe = /=g Ve, (4.36)

©"(9,09) = 5/=gV'*(¢""0gap), (4.37)

donde k = #. En la practica, los calculos explicitos se realizan evaluando directamente la

expresion (4.16) término a término®.

6La eleccién de signo fé;) = (0,0,0,—1) en lugar de (0,0,0,1) es convencional. Si {* satisface la ecuacién
de Killing, también lo hace —&*, por lo que ambas elecciones son igualmente validas. Se adopta el signo
negativo para que las cargas conservadas asociadas a la simetria azimutal sean positivas al aplicar el mismo
formalismo a la solucién de Kerr. En el caso de Schwarzschild este punto es irrelevante, pues el momento
angular es nulo independientemente del signo elegido.

"La densidad de carga de superficie kg” no depende explicitamente de A. En el formalismo de espacio
de fases covariante las cargas conservadas estan asociadas a simetrias exactas de la solucion, y la constante
cosmoldgica no genera ningun vector de Killing. Existen propuestas en la literatura que asignan una carga
termodindmica a A [44] tratdndola como variable del par termodindmico (P, V), pero estas construcciones
requieren supuestos adicionales ajenos al formalismo simpléctico empleado aqui y quedan fuera del alcance
de esta tesina.

8Para una derivacién detallada véase el Apéndice A.
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4.7.4 Simetria temporal y su carga asociada

Potencial de Noether QVZ)

La superficie de integracién que nos permite hallar la carga conservada no la dicta el vector
de Killing sino la topologia del espaciotiempo: en un espaciotiempo asintoticamente plano, el
borde natural de la hipersuperficie de Cauchy es siempre una S 2 aty r constantes, por lo que
la inica componente de @*” que contribuye a la integral es la (¢r). Lo que varfa entre distintos
vectores de Killing es el valor de QV? al sustituir £, no la superficie. De la ecuacién (4.36):

Qlyy = —ry/—g Ve = ‘/_( "V —g"VLE . (4.38)

2
Las derivadas covariantes de &* se calculan con los Christoffel:
!/ /
Vi =0, +T5¢ = f2f 1= fo , (4.39)
P f f '
r It¢ = — . 1= 4.4

Al sustituir las componentes ¢ = —f~1 y ¢"" = f, junto con /—¢ = r%sin 6, se obtiene

S _ V=g ff’ f’ VA O S i LA
2 o 2

_r sm@_ m:msm€ (4.41)

167 72 8

Variando con respecto al pardmetro de masa m:
0

5ot — Sl 4.42
Q= "sm, (1.42)

Correccién simpléctica 2¢O’

El segundo término en (férmula densidad de carga superficial) requiere calcular la componente
O" de la forma simpléctica potencial. Dado que 55) = (1,0,0,0), se tiene 26071 = @7, A
partir de (4.37), expandiendo la derivada covariante:

o = ——V16 (Valdg®™ + ¢°"Vadg) . (4.43)

Cuando se varfa inicamente el pardmetro de masa m, se tiene g = ¢*?3g.5 = 0 (la traza de la
variacién de la métrica inversa con respecto a m se anula para Schwarzschild). Expandiendo la
derivada covariante V,0¢®" con los simbolos de Christoffel de (4.35), y usando 6¢g"™" = — f 240 f,
el calculo explicito conduce a:

O = ———+ <a 5gr7" + [Fir + FZT + F¢>T + F:r 5gr7" + F:t 5gtt + F:r 5gTT>

167
V=g 20m sinf om
T 16 \ 2 ) 8 (4.44)
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Densidad de carga

Sumando los resultados (4.42) y (4.44) en la ecuacién (4.16):

sin @ odm n sin @ dm B sin @ dm

ktr _ 5~tr ) [t@r] _
® Qi+ 2% 8T 8T 4m

(4.45)

Integracion sobre la 2-esfera

La integral de carga se evaltia sobre la 2-esfera S, definida por ¢ y r constantes, cuyo elemento
de superficie es dS;,. = df d¢. Integrando la expresion (4.45) sobre S se obtiene

2 pm (5m 2 ™ . 5m
§Qu) = / / kfg do do = E/ dgb/ sinf df = . 21 - 2 = om. (4.46)
o Jo 0 0

JQ(,:) =om = Q(t) =m+C=M (4.47)

donde C corresponde a una constante de integracién que surge al integrar la variacién de la
carga conservada en el espacio de fases covariante. Dado que esta constante no afecta a 6Q,
puede absorberse en la definicién del pardametro de la solucién mediante M = m + C.

4.7.5 Simetria azimutal y su carga asociada

Repetimos ahora el mismo procedimiento para el vector de Killing azimutal fé‘ 5 = (0,0,0,—1).

Potencial de Noether N@)

De acuerdo con el analisis anterior, la componente que contribuye a la integracion sobre la
2-esfera es nuevamente Q’z;) Utilizando la ecuacién (4.36), se obtiene:

QU = —rV/=g VIl = —iv/=g (¢"Vi&ly) — 9"V&ly) - (4.48)

Calculamos las derivadas covariantes. Como fé‘ 5 = (0,0,0,—1), sélo la componente ¢ es no
nula, de modo que

P prep _pred _
V’5£(¢>) - Ftugéﬁ) - Ft¢€(¢) =0, (4.49)
t Tt ot ocd
Vi€ig) = Iiklg) = Do) = 0, (4.50)

ya que los Christoffel I';, y Fﬁ(b son nulos para la métrica de Schwarzschild (que es diagonal
y no depende de ¢). Por tanto:

Q= 0. (4.51)
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Correccién simpléctica

Para 5{‘ o = (0,0,0, —1), la combinacién 2£0" requiere
2klter! = ¢ter — ¢ret =0, (4.52)

puesto que ffd)) =0y £y =0.

En cuanto a la componente ©" evaluada con la variacién inducida por el vector de Killing
azimutal, la variacién de la métrica bajo una perturbaciéon 6 M = 0 (estamos variando tnica-
mente el pardmetro de masa, que es el inico pardmetro libre de Schwarzschild) también se
anula. En consecuencia:

tgrl _
2¢ @(¢) =0. (4.53)
Carga nula
Sumando los términos: B ]
k(s = 0Q) + 2610, = 0. (4.54)
Integrando sobre la 2-esfera:
{5Q(¢) =0 = Q(¢) =J=0. (4.55)

La carga conservada asociada a la simetria azimutal corresponde al momento angular J del
agujero negro. El resultado J = 0 no implica la ausencia de dicha simetria; en efecto, 9, es
un vector de Killing del espacio tiempo de Schwarzschild. La anulacién de la carga se debe a
que esta solucion es estatica y no presenta rotacién, por lo que su momento angular es nulo.
En contraste, para la solucion de Kerr, el mismo generador de simetrias azimutales da lugar
a una carga conservada no nula, asociada al momento angular del agujero negro.

4.8 Aplicacion a Reissner-Nordstrom.

Aplicamos ahora el formalismo completo a la solucién de Reissner-Nordstrom, correspondien-
te a un agujero negro estatico, esféricamente simétrico y con carga eléctrica en el marco de la
teorfa de Einstein-Maxwell (Apéndice B). A diferencia del caso de Schwarzschild, la presencia
del campo electromagnético modifica la estructura del potencial de Noether y de la corriente
simpléctica, e introduce ademés una simetria de gauge cuya carga conservada corresponde a
la carga eléctrica del sistema.

4.8.1 Geometria de Reissner-Nordstrom

La métrica de Reissner-Nordstrém en coordenadas estandar (¢,r,0, ¢) es:

L dr? 4 r? (d(?2 + sin?0 d¢2) , firy=1—-—+

ds* = —f(r) dt* + ) s
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Las componentes no nulas de la métrica y de su inversa mantienen la misma estructura que en
(4.32), reemplazando la funcién métrica por la expresion anterior. Ademds, el determinante
de la métrica permanece dado por /=g = r?sin 6.

El campo electromagnético es:

F, =0,A, —,A A, da = —4i dt, (4.57)

v
w r
de modo que la tnica componente no nula de F),, es

q

Ftr:_rt:_ .
472

(4.58)

4.8.2 Simetrias y vectores de Killing

Ademas de las simetrias espaciotemporales heredadas de Schwarzschild, la teoria de Einstein-
Maxwell posee una simetria de gauge asociada al potencial electromagnético. Para mantener
invariante el potencial electromagnético bajo la accién combinada de la simetria temporal y
una transformacion de gauge se introduce un compensador en el gauge

» Simetria temporal: 5& = (1,0,0,0), con compensador de gauge Ay = —&'A; = ;L.
» Simetria azimutal: 5@) =(0,0,0,—1), con Ay = —E£%A4 = 0.

= Simetria de gauge: fé) =(0,0,0,0), con A,y = 1. En este caso no existe una transfor-
macién asociada al sector gravitacional, pero la transformacién de gauge A, — A,+9,\
con \ = cte permite construir la carga eléctrica conservada.

El calculo de las simetrias 55) y ﬁé‘ 4) € analogo al de Schwarzschild; el interés de Reissner-
Nordstrom reside en la simetria de gauge, que produce una carga conservada de naturaleza
distinta. De manera resumida, para 555) = (1,0,0,0) se obtiene:

. _ 2mrdm + q dq
5@@) =sinf (W) s (459)
. 2mr dm — q oq
OF =sinf [ ————— 4.60
sno (G0, (160
v Rt q _ sinfdom
Ky = 0Qf +26'ep) = T (4.61)
Integrando:
$Quy=0m = Quy=m+C=M. (4.62)
4.8.3 Simetria de gauge y carga eléctrica
La simetria de gauge electromagnética estda generada por fé‘e ) = (0,0,0,0) con parametro

)\(e) =1.
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4.8. APLICACION A REISSNER-NORDSTROM.

Potencial de Noether Qv?e")

La contribuciéon gravitacional se anula cuando 5& ) = 0. La contribucion electromagnética
queda dada por:

Atr tr 2 - q _qsin9
Qey=V—gAe) I =1"sinf - Ry (4.63)
Variando respecto a g:
~ sin @ dq
5QU = : 4.64
Qo= - (4.64)
Como 5{;) =0, el término 25?;)@/(7;]) se anula idénticamente, de modo que:
~ in 6 dq
ki = oQir, = 2 4.65
(©) = 0Q ) . (4.65)
Integrando sobre la 2-esfera:
§Que=0¢ = Qu=q+C=0Q. (4.66)

donde C' corresponde a una constante de integracién que surge al reconstruir la carga con-
servada a partir de su variacion en el espacio de fases covariante. De manera andloga al caso
de Schwarzschild, esta constante puede absorberse en la definicién del pardmetro conservado
mediante Q) = q+ C.

La carga conservada asociada a la simetria de gauge es la carga eléctrica (). Este resultado
ilustra como el formalismo simpléctico unifica en un solo procedimiento cargas de distinta
naturaleza: la masa, originada en la simetria temporal, y la carga eléctrica, originada en la
simetria interna de gauge.
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Capitulo

Desarrollos recientes y problemas abiertos

5.1 Kerr—Taub—NUT

La solucién de Kerr-Taub-NUT generaliza la métrica de Kerr al incluir el pardmetro de
NUT n, introducido originalmente por Newman, Unti y Tamburino [46]. Desde un punto de
vista fisico, n puede interpretarse como una masa gravitomagnética, andloga al monopolo
magnético en electrodindmica [47]. Si bien esta solucién satisface exactamente las ecuaciones
de Einstein en el vacio, presenta propiedades globales que la distinguen de manera funda-
mental de las soluciones de Kerr y Kerr—-Newman. Entre ellas destaca la aparicién de singu-
laridades de coordenadas sobre el eje de simetria, cuya eliminacién requiere una descripcion
mediante multiples parches de coordenadas.

El problema central reside en que (Vt)? deja de estar bien definido sobre el eje polar. M4s
atn, Misner senala: Thus (Vt)? becomes infinite at = w, so either the metric or the t
coordinate must be considered singular there [47]. Los invariantes de curvatura, por su parte,
permanecen regulares sobre dicho eje, lo que descarta que se trate de una singularidad de
curvatura propiamente dicha. Sin embargo, la regularidad de los invariantes de curvatura no
basta por si sola para garantizar que la geometria esté libre de patologias fisicas: en el caso
de Taub—NUT, el eje polar esta asociado ademaés a la aparicion de curvas cerradas de tipo
tiempo y a la llamada cuerda de Misner, cuya naturaleza genuina o removible depende de la
periodicidad impuesta sobre la coordenada temporal ¢.

Esta singularidad da origen a las denominadas cuerdas de Misner, esto es, singularidades
de coordenadas que se extienden a lo largo del eje de simetria del espacio-tiempo. Misner
demuestra ademas que no existe un unico sistema de coordenadas globalmente regular para
describir esta geometria. En su lugar, es necesario cubrir el espacio-tiempo mediante dos
parches de coordenadas, de forma completamente andloga a la descripcion del potencial
vectorial de un monopolo magnético de Dirac. En la region de solapamiento de ambos parches,
las coordenadas temporales difieren por una transformacion proporcional a la coordenada
azimutal, lo que conduce a la identificacién periddica del tiempo.

Esta estructura global distingue a los espacio-tiempos NUT de soluciones como Kerr-Newman
y tiene consecuencias importantes para su descripcion termodinamica. En particular, la pre-
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sencia de las cuerdas de Misner dificulta la obtencién de la entropia, la temperatura y la
velocidad angular mediante los procedimientos geométricos habituales, ya que estas cantida-
des dejan de estar determinadas tnicamente por la geometria del horizonte.

En las secciones anteriores se desarroll el formalismo general de cargas conservadas y se
aplicé a soluciones cuyas cantidades termodinamicas son bien conocidas. La solucion Kerr—
Taub-NUT constituye un escenario mas sutil debido a la presencia de las cuerdas de Misner,
por lo que resulta un caso de prueba natural para analizar el alcance del formalismo desarro-
llado.

5.1.1 La métrica de Kerr—Taub—NUT

La métrica del agujero negro de Kerr—Taub—-NUT en coordenadas de Boyer—Lindquist gene-
ralizadas esta dada por

A 2 )
ds* = — 5 [dt + (2ncosf + 2Cn — asin’f) dqﬁ} + A dr?
sin’6 9 9 9 2 9
s [adt—(r +a?+n —2anc)d¢] + Y de?, (5.1)
donde las funciones métricas se definen como
Y =12+ (n+acosh)’, (5.2)
A =1*+a* —2mr —n* (5.3)

El pardmetro discreto C, introducido por primera vez en [48], ofrece cierta libertad en la
distribucién de las cuerdas de Misner, sin eliminarlas. La solucién con C' = 0 es un ca-
so particular del espacio-tiempo de vacio de Demianski-Newman [49]. A lo largo de este
capitulo mantendremos C' arbitrario, de modo que los resultados sean vélidos para cualquier
configuracion de cuerdas.

Aqui m es la constante de integracién asociada a la masa, n es el parametro de NUT y a es
el parametro de rotacién. El pardametro discreto C' € {0, +1} codifica la configuracién de las
cuerdas de Misner sobre el eje:

» C' = +1: la cuerda se ubica sobre el semieje norte (f = 0); el semieje sur (0 = 7) es

regular.
» (' = —1: ocurre la situacién opuesta; el semieje norte es regular y la cuerda se sitia en
0 =m.

= (' = 0: aparecen dos cuerdas distribuidas simétricamente respecto al plano ecuatorial,
una en cada polo.

Noétese que en el limite n — 0 la métrica (5.1) se reduce a la métrica de Kerr, mientras que
en el limite a — 0 se obtiene la métrica de Taub—NUT. En el limite simultdneo a,n — 0 se
recupera la métrica de Schwarzschild.
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5.1.2 Estructura de horizontes

Aunque las cantidades termodinamicas de la solucién no quedan determinadas tnicamente
por la geometria del horizonte, este sigue proporcionando informacion geométrica relevante.
En particular, los horizontes de Killing de la solucién estan determinados por las raices de la
ecuaciéon A = 0, es decir,

ry =m+vm?—a?+n (5.4)

2 en el discriminante favorece la existencia de

A diferencia del caso de Kerr, el término n
horizontes. En consecuencia, incluso para |a| > m la solucién puede admitir horizontes reales
siempre que el parametro de NUT sea suficientemente grande. El horizonte exterior se en-
cuentra en r = r,, mientras que el horizonte interior estd ubicado en r = r_.

La entropia del agujero negro, obtenida a partir de la ley de area de Bekenstein—-Hawking,

S:%:Qﬂ'[m<m+ m2—a2+n2>+n2}, (5.5)

depende explicitamente del parametro de NUT a través del area del horizonte.
Por su parte, la temperatura de Hawking, definida en términos de la gravedad superficial,
esta dada por

Ko vVm? — a? + n?

21 A [m (m+vVm? —a® +n?) +n?]
Finalmente, la velocidad angular del horizonte, definida como la velocidad angular de un
observador estacionario evaluada sobre el horizonte, resulta

T —

(5.6)

Q=T  _ c . (5.7)
966 lp—r, 2 [m (m+vVm?—a®+n?) +n(n—aC)]
En el limite n — 0 se recuperan las expresiones correspondientes a la solucién de Kerr.
Cabe destacar que, aunque la solucion se considera para un valor arbitrario del parametro
C', unicamente la velocidad angular depende explicitamente de él; tanto la entropia como la
temperatura son independientes de este parametro.

5.1.3 Cargas conservadas y cantidades termodinamicas

Siguiendo el procedimiento desarrollado en [50], se determinaron las cantidades S, T'y Q a
partir del sistema de ecuaciones diferenciales parciales que se obtiene al imponer la primera
ley. La variacion de la entropia toma la forma

1 —Q(a—3Cn) QM 3QMC

= OM — = ba+ ———dn, (5.8)

05

de donde se identifican las derivadas parciales

S  1—Q(a—3Cn) S QM dS _3aMcC
oM T ’ da T’ on T 7
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las cuales satisfacen la condicién de integrabilidad

08 5
S 43052 =0, (5.10)

El anélisis de las simetrias de la solucion Kerr—-Taub-NUT revela la existencia de dos cargas
conservadas. Asociada a la simetria de traslacion temporal se obtiene

§ Qo =0m = Quy =M, (5.11)
mientras que la simetria de rotacién azimutal produce
§ Qo,) = 6(m(a—3Cn)) = Qy) = J = m(a—3Cn). (5.12)

Estas cargas se calculan mediante el formalismo de espacio de fases covariante. Sin embargo,
la presencia de defectos conicos en los polos norte y sur de la solucién requiere incorporar
contribuciones adicionales al calculo de la carga. La expresion completa para la carga asociada

a la simetria temporal es
/ dr / ki

27
]{ k(ry S = / d¢ k;““ df + / dr / k)
0

defecto norte defecto sur

=§Qu. (5.13)

Una vez determinadas las cargas conservadas asociadas a las simetrias de la solucién, es
posible investigar si admiten una interpretacion termodindmica a través de una primera ley.
En este trabajo se consideran las cargas conservadas obtenidas mediante el formalismo de es-
pacio de fases covariante como las tinicas variables extensivas del sistema. Bajo esta hipotesis,
se postula una primera ley de la forma

SM =TG5S+ Q6J. (5.14)

Para determinar las cantidades termodinamicas, se resuelve el sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales imponiendo la condicién inicial S(m,0,a) = 27m (m +vm? — a2), que
corresponde a recuperar el resultado conocido para Kerr. Se obtienen asi

S(m,n,a) = 2wrm (m +v/m? — (a — 3C’n)2> : (5.15)
Vm? — (a —3Cn)?
4dm (m + /m? — (a — 3Cn)2> ’
a—3Cn
2m (m +y/m2 — (a — 30n)2> '

T(m,n,a) = (5.16)

Q(mv n, a) = (5.17)

Un aspecto destacable de estas expresiones es que las tres cantidades termodinamicas depen-
den de la combinacién a — 3Cn. En particular, al imponer C' = 0, correspondiente al caso
con dos cuerdas de Misner, se recuperan las expresiones termodinamicas de la solucién de
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Kerr. Este resultado indica que, dentro de la propuesta obtenida a partir de la primera ley,
el efecto del parametro de Misner desaparece cuando C' = 0.

Sin embargo, este resultado no coincide con el obtenido mediante argumentos geométricos
independientes, para los cuales inicamente la velocidad angular €2 depende del parametro C
(5.7). Esta diferencia resulta coherente con la discusién presentada al comienzo del capitulo.
En presencia de cuerdas de Misner, las cantidades termodindmicas dejan de estar deter-
minadas unicamente por la geometria del horizonte, por lo que un procedimiento basado
exclusivamente en propiedades geométricas no tiene por qué conducir a los mismos resulta-
dos que el formalismo de cargas conservadas. En consecuencia, ambos enfoques dan lugar a
propuestas termodindmicas diferentes para la solucién Kerr—Taub—NUT.

Como una verificacion adicional de consistencia, las cantidades obtenidas al resolver el sistema
de ecuaciones diferenciales se sustituyen en la relacién de Christodoulou—Ruffini, identifican-
do la entropia S(m,n,a) con un cuarto del drea del horizonte, es decir, S = A/4. Se verifica
entonces que la relacién (3.55) se satisface exactamente. Aunque esta comprobacién no cons-
tituye una demostracién de la validez de la propuesta, proporciona un criterio adicional de
consistencia para las cantidades termodinamicas obtenidas a partir de la primera ley.

Este resultado contrasta con la propuesta basada en argumentos geométricos, cuyas cantida-
des termodinamicas no satisfacen la relacién de Christodoulou—Ruffini. En este sentido, los
resultados obtenidos son consistentes con la discusion presentada al inicio de la seccion, donde
se senald que, en presencia de cuerdas de Misner, la geometria del horizonte no es suficiente
para determinar de manera univoca la termodindmica de la solucién Kerr—Taub-NUT.

5.2 Schwarzschild acelerado (C-métrica)

La C-métrica constituye una de las soluciones exactas mas importantes de las ecuaciones de
Einstein que describen agujeros negros acelerados. Aunque la solucién era conocida desde
principios del siglo XX, fue el trabajo de Kinnersley y Walker [51] el que proporcioné su
interpretacion fisica como un agujero negro sometido a una aceleracién uniforme. Desde en-
tonces, la C-métrica ha sido ampliamente utilizada para estudiar los efectos de la aceleracion
sobre la estructura causal del espacio-tiempo, la presencia de horizontes de aceleracion y los
procesos radiativos asociados a este tipo de soluciones.

La C-métrica describe un agujero negro sometido a una aceleraciéon uniforme, donde dicha
aceleracion es sostenida por la presencia de defectos conicos a lo largo del eje polar de la
solucién. Estos defectos pueden interpretarse fisicamente como cuerdas césmicas que ejercen
una tensién sobre el agujero negro, introduciendo una asimetria entre los polos norte y sur
del espacio-tiempo. Es precisamente esta asimetria la que proporciona la fuerza responsable
de la aceleracién neta del agujero negro.

Desde el punto de vista de la relatividad general, la C-métrica es una solucién exacta de las
ecuaciones de Einstein en vacio, por lo que toda la informacién sobre la masa del agujero
negro y su aceleracion queda codificada en la geometria del espacio-tiempo. En particular, el
parametro m caracteriza la masa del agujero negro, mientras que el parametro A determina
su aceleracion uniforme, siendo ambos pardmetros, en principio, independientes.
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5.2.1 Meétrica de Schwarzschild acelerado

La métrica del agujero negro de Schwarzschild acelerado, expresada en coordenadas de Boyer-
Lindquist {t, r, 8, ¢} adaptadas a la C-métrica [52], es

1 2m dr?
2 _ _fq_m 42,2\ 42
ds” = (1—|—Arcos€)2[ (1 r )(1 ATr) di” + (1—2m) (1 — A%2)

Y (5.18)
r* df

(14 2mA cos0) sin® § d¢?
(1+2mAc080)+r< + 2mA cos ) sin® 6 d¢

donde el parametro m > 0 corresponde a la masa del agujero negro y A > 0 es el parametro
de aceleracién. El factor conformal (1 + Arcos@)~2, ausente en la solucién de Schwarzschild
clasico, es el responsable de la estructura causal caracteristica de la C-métrica y codifica el
efecto de la aceleracién sobre la geometria global de la solucién.

5.2.2 Estructura de horizontes

La estructura de horizontes queda determinada por los ceros del componente radial de la
métrica. La expresién (1 —2m/r)(1 — A%r?) se anula en dos valores distintos de r: el primero
en rsq, = 2m, que corresponde al horizonte de eventos del agujero negro, y el segundo en
rr = 1/A, que corresponde al horizonte de aceleracién. Este ultimo es andlogo al horizonte
de Rindler en relatividad especial: marca el limite mas alla del cual un observador que se
mueve con aceleracion uniforme A pierde contacto causal con el resto del espacio-tiempo.
Para que la solucion describa un agujero negro acelerado en un sentido fisicamente coherente,
el horizonte de eventos debe estar contenido dentro del horizonte de aceleracion, es decir, se
requiere rg., < Tg, lo que se traduce en la condicion:

2mA < 1. (5.19)

Si esta condicién se violara, el horizonte de eventos quedaria mas alla del horizonte de acele-
racion, de modo que el propio observador acelerado no podria mantener contacto causal con
el agujero negro, invalidando la interpretacién de la solucién como agujero negro acelerado.
En el limite 2mA — 1 ambos horizontes coinciden y la solucién degenera, mientras que en el
limite A — 0 el horizonte de aceleracion se desplaza hacia el infinito, rg — 00, y se recupera
la métrica de Schwarzschild sin horizonte de aceleracion.

5.2.3 Carga conservada asociada a la simetria temporal

La presencia de defectos conicos sobre los ejes de simetria hace que el cdlculo de las cargas
conservadas requiera incorporar las contribuciones provenientes de dichos defectos. Por este
motivo, la carga se obtiene utilizando la misma superficie de integracién introducida en la
ecuacién (5.13).
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Entre los generadores de simetria de la solucion, tinicamente el generador de traslaciones
temporales produce una variacién de carga no trivial,

0A
&y = 0 = (1,0,0,0) = § Qo = ——— (5.20)

Dado que esta 1-forma no es integrable sobre el espacio de fases, resulta necesario recurrir a
la generalizacién del formalismo presentada en la Seccién 4.6

f(m7 A) fé) = (f(m7 A)? 07 07 O) — é(Qf(m,A)at = f(m7 A) : ngat (521)
Una condicion necesaria y suficiente para la integrabilidad es
§2Qy, =0, = §4Qs, = 0. (5.22)

Con este propdsito, se introduce un factor de reescalamiento f = f (m, A) y se considera el
generador " = f(m, A)-&*, de manera que la carga asociada resulte integrable. La condicién
de integrabilidad se escribe entonces como

08Qs =0(f - #Q¢c) =0f - #Qc+ [+ 3§ Qe = 0. (5.23)
Al sustituir la expresién obtenida para ¢ Q¢ en la condicién anterior se obtiene

moA omdoA B

—d0f(m, A) - f(m, A) 1 0, (5.24)
of  om
T T (5.25)
cuya solucién es
f(m, A) = %, (5.26)

La integracién determina completamente la dependencia respecto de la masa, mientras que
deja indeterminada una funcién arbitraria de la aceleracién, denotada por g(A).
En consecuencia,

AYmdoA 0A
0= LS — )

La funcién g(A) no queda determinada por la condicién de integrabilidad. Para fijarla se
impone adicionalmente que el factor de reescalamiento sea adimensional, de modo que la
redefinicién del generador preserve las dimensiones fisicas de la carga. En unidades naturales,
la aceleracién tiene dimensiones [A] = L™, mientras que la masa satisface [m] = L. Por lo
tanto, g(A) debe tener dimensiones de longitud, lo que fija

(5.27)

1
A)=—. 2
o(4) = (5.25)
Finalmente, la variacién de la carga toma la forma
0A _

62



5.2. SCHWARZSCHILD ACELERADO (C—METRICA)

Por lo tanto, la carga asociada a la simetria temporal reescalada viene dada por

1

Q= T (5.30)
Ademas, la carga obtenida posee dimensiones de longitud, en concordancia con las dimensio-
nes de la masa en la solucién de Schwarzschild.
Este resultado presenta una caracteristica notable. La carga obtenida esta asociada a la si-
metria temporal, la cual, en el caso del agujero negro de Schwarzschild, se identifica con la
masa del sistema. Sin embargo, para la solucién de Schwarzschild acelerado la carga conser-
vada depende tnicamente del parametro de aceleracion A y no contiene una contribucion
explicita del pardmetro de masa m.
En consecuencia, la masa caracteristica del agujero negro de Schwarzschild deja de aparecer
como la carga conservada asociada a la simetria temporal. En su lugar, la cantidad conservada
queda completamente determinada por la aceleraciéon del agujero negro, por lo que resulta
natural interpretarla como una energia asociada a dicha aceleracion.
Es importante destacar que la existencia de esta carga estd intrinsecamente ligada a la pre-
sencia del agujero negro, es decir, a un parametro de masa distinto de cero. En efecto, al
tomar el limite m = 0, la solucion se reduce a la métrica de Rindler en coordenadas esféricas,

e A%r? —1 g2 dr?
o (1 + Arcosf)? (A%2r2 — 1)(1 + Arcos0)? a1
r? 72 sin? f (5:31)
— do* — d¢?.
(1+ Arcosf)? (1 4+ Arcosf)?

la cual describe el espacio-tiempo de Minkowski en un sistema de referencia uniformemente
acelerado.

5.2.4 Posibles interpretaciones

El resultado anterior plantea una aparente tensién entre la interpretacién habitual de la
carga asociada al generador temporal y la dependencia obtenida mediante el formalismo de
espacio de fases covariante. A continuacion se discuten dos posibles interpretaciones de este
comportamiento.

Una posible direccion para clarificar la aparente tensién en la interpretacion de la carga
conservada @ ~ 1/A consiste en analizar con mayor detalle la contribucién de los defectos
geométricos que inducen la aceleracion del sistema. En la C-métrica de Schwarzschild, la
aceleracion queda codificada en la asimetria entre los déficits conicos presentes en cada polo de
la solucién, cada uno de los cuales puede asociarse a una tension efectiva que, considerada de
manera aislada, presenta divergencias caracteristicas. Esto sugiere que la carga global resulta
de una combinacién no trivial de dichos aportes, lo que es consistente con la dependencia
Q ~ 1/A obtenida en el formalismo de espacio de fases covariante.
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Primera interpretacion.

La carga Q no debe identificarse con la masa cldsica de un agujero negro de Schwarzschild,
Ms.n, sino que representa una carga conservada asociada a la simetria temporal del sistema
completo. En este contexto, dicha carga corresponde a la soluciéon geométrica global, en la
que el agujero negro y los defectos conicos responsables de su aceleraciéon forman una tnica
configuracion fisica. En este sentido, Q y Mg, son objetos cualitativamente distintos y no
deberian coincidir.

Segunda interpretacion.

Al considerar la estructura del espacio de parametros de la solucion, la C-métrica de Sch-
warzschild se describe mediante dos parametros geométricos independientes, m y A, que
caracterizan respectivamente la masa del agujero negro y su aceleracién. Para que la primera
ley 0O = TS sea una identidad valida en todo el espacio de parametros, debe satisfacerse
de manera independiente para variaciones en cada una de estas dos direcciones. Sin embargo,
dado que Q@ ~ 1/A no exhibe dependencia en m, la primera ley no puede ser simultdnea-
mente consistente para variaciones arbitrarias e independientes de ambos parametros. Esto
sugiere que la primera ley obtenida en este trabajo es valida unicamente a lo largo de una
subvariedad del espacio de soluciones donde m y A no son independientes, sino que satisfacen
una relacion de la forma m = m(A) impuesta por alguna condicién adicional de equilibrio.
En ese sector restringido del espacio de pardmetros, las variaciones de m y de A estan co-
rrelacionadas y la primera ley puede ser consistente de manera efectiva. Este punto de vista
es coherente con la observacién de Anabalén, Gray, Gregory, Kubizndk y Mann [53] de que
una descripcion termodinamica consistente de agujeros negros acelerados requiere imponer
condiciones sobre el espacio de parametros de la solucion, en particular restricciones sobre
el régimen de aceleracion que garanticen que el sistema se encuentre en una configuracién
fisicamente bien definida. Determinar cudl es exactamente esa relacién m = m(A) y si admite
una interpretacion fisica natural constituye una direcciéon abierta para trabajo futuro.

5.2.5 Discusién (C-métrica)

Las interpretaciones anteriores estan estrechamente relacionadas con la estructura causal de la
solucién. La C-métrica de Schwarzschild presenta dos horizontes con temperaturas asociadas
generalmente distintas: el horizonte de eventos del agujero negro, ubicado en rg., = 2m,
cuya temperatura esta relacionada con la radiacion de Hawking, y el horizonte de aceleracion
de tipo Rindler, ubicado en rg = 1/A, cuya temperatura estd vinculada al efecto Unruh
experimentado por un observador uniformemente acelerado. La coexistencia de dos escalas
de temperatura distintas en la misma solucién implica que el sistema no se encuentra en
equilibrio termodinamico global, en aparente conflicto con la ley cero de la termodinamica.
Esto sugiere que Q no describe la energia interna del agujero negro de manera aislada, sino
posiblemente una combinacién efectiva de las contribuciones de ambos horizontes tal como
las percibe un observador en el infinito. Precisamente para evitar esta ambigiiedad, Anabalén
et al. [53] restringen su anélisis al régimen de aceleracién lenta, en el cual el horizonte de
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aceleracion esta ausente por construccion, garantizando asi una temperatura tnica y bien
definida. En el presente trabajo no se impone dicha restriccion, lo que permite explorar la
estructura del sistema en un régimen mas general, a costa de que la interpretacion de Q como
energia interna del agujero negro no sea directa. Determinar si existe una descomposicion
de Q en contribuciones separadas asociadas a cada horizonte, y si dicha descomposicion
es compatible con una descripcién termodinamica independiente para cada uno de ellos,
constituye una pregunta que deja abierto este trabajo.
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Capitulo

Conclusiones

6.1 Sintesis

El objetivo de esta tesina fue presentar de manera sistematica el formalismo del espacio de
fases covariante de Lee y Wald, y aplicarlo a la derivacion de la primera ley de la termo-
dindmica de agujeros negros dentro de la teoria de Einstein-Hilbert. Los resultados obtenidos
muestran que este objetivo se cumplio, y que el formalismo ofrece ademés una via sistemética
para abordar casos donde las cargas conservadas no son evidentes a priori.

En las soluciones de Schwarzschild y Reissner-Nordstrom, la linealizacién de la densidad
de carga superficial kg Y permitié recuperar correctamente la masa como carga de Noether
asociada al vector de Killing temporal, y en el segundo caso, la carga eléctrica como carga
asociada a la simetria de gauge del campo electromagnético. Este resultado ilustra que el
formalismo trata de manera unificada cargas de origen geométrico y cargas de origen interno,
sin distincion metodolégica entre ambas.

El caso de Kerr-Taub-NUT introdujo una complicacién adicional: los defectos conicos asocia-
dos a las cuerdas de Misner obligaron a incorporar contribuciones extra al célculo de la carga,
mas alla de la integral sobre la 2-esfera habitual. A partir de las dos cargas conservadas asi ob-
tenidas, masa y momento angular, se propuso una primera ley de la forma 0M =T 6S+Q4J,
cuya resolucion, sujeta a recuperar Kerr en el limite n — 0, arrojé expresiones para S, Ty {2
consistentes con la relacién de Christodoulou-Ruffini (S = A/4), lo que respalda su validez
fisica.

La C-métrica de Schwarzschild puso a prueba los limites del formalismo estandar: la carga
temporal resulté ser una 1-forma no integrable en el espacio de fases, lo que exigio generalizar
el procedimiento mediante un reescalamiento del generador de simetria. La carga resultante,
Q ~ 1/A, depende solo de la aceleracién y no de la masa, contrastando con la interpretacién
usual de la carga temporal como energia del sistema. Este resultado, junto con la coexistencia
de dos horizontes con temperaturas distintas, deja abiertas preguntas sobre la relacion entre
m y A y sobre una posible descomposicion de Q por horizonte, senaladas explicitamente
como lineas de trabajo futuro.

En conjunto, estos resultados confirman que el formalismo de espacio de fases covariante
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es una herramienta practica, sistematica y extensible: su aplicacién depende tinicamente del
lagrangiano, las variaciones consideradas y las simetrias de la solucién, y admite generalizarse
tanto a cargas no integrables, como se mostré en la C-métrica, como en principio a otras
dimensiones o teorias gravitacionales, quedando esto ultimo como una direccién natural de
continuacion de este trabajo.

6.2 Limitaciones y trabajo futuro

El desarrollo de esta tesina se restringio a la teoria de Einstein-Hilbert en cuatro dimensiones,
con un campo dinamico asociado exclusivamente a la métrica del espacio-tiempo, y, en el caso
de Reissner-Nordstrom, al campo electromagnético. Si bien el formalismo de Lee y Wald es
aplicable a teorias gravitacionales mas generales y a un numero arbitrario de dimensiones,
dicha generalizacion no fue explorada en este trabajo y constituye una extensién natural del
mismo.

Quedan ademas abiertas dos preguntas concretas surgidas de los resultados obtenidos. Pri-
mero, si existe una relacién funcional m = m(A) en la C-métrica que restaure la validez de la
primera ley en todo el espacio de parametros, y si dicha relacion admite una interpretacion
fisica en términos de una condicién de equilibrio del sistema. Segundo, si la carga Q ~ 1/A
admite descomponerse en contribuciones independientes asociadas a cada uno de los dos ho-
rizontes presentes en la solucién, lo que permitiria una descripcion termodindmica més fina
del sistema completo.

En conjunto, los resultados de esta tesina confirman que el formalismo de espacio de fases
covariante constituye una herramienta rigurosa y extensible para la construccion de cargas
conservadas y la derivacién de leyes termodinamicas en Relatividad General, cuya aplicabi-
lidad se extiende mas alla de los casos con cargas integrables, y cuyo desarrollo futuro hacia
teorias gravitacionales mas generales, mayores dimensiones, y una comprension mas profunda
de los casos aqui discutidos, representa una direccién de investigacién abierta.

6.2.1 Reflexion final

A juicio del autor, el formalismo de espacio de fases covariante constituye una via particular-
mente eficiente para identificar cargas conservadas asociadas a las simetrias de un sistema,
incluso cuando estas son escasas, como ocurre en muchas soluciones de interés fisico aun al
aumentar el nimero de dimensiones. Su principal virtud radica en que su aplicabilidad no
depende de la forma especifica del lagrangiano considerado, sino inicamente de la existencia
de difeomorfismos y simetrias que permitan definir las cantidades conservadas.

Un aspecto que el autor considera digno de un analisis méas profundo es la relacion entre
las cargas conservadas obtenidas mediante este formalismo y los parametros independien-
tes del sistema. Cuando dos cantidades extensivas no son mutuamente independientes, sino
que una depende funcionalmente de la otra, la carga conservada asociada resulta depender
unicamente de uno de los pardametros, como reflejo directo de la restricciéon impuesta sobre
el sistema. Esta situacién puede dificultar la derivacién de la primera ley, pues el problema
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queda efectivamente subdeterminado: existen relaciones termodinamicas que dependen entre
si, y resulta necesario descomponerlas adecuadamente para poder identificar su contenido
fisico.

En el caso limite en que todas las cantidades extensivas del sistema dependieran estrecha-
mente de un Unico parametro, el sistema completo dejaria de ser tratable en el sentido
termodinamico habitual, pues no seria posible aislar la variacién de una cantidad extensiva
sin que esta arrastrara consigo la variacién de todas las demés. En opinién del autor, este
escenario debe abordarse de manera andloga a como se procede en la termodinamica clésica,
introduciendo argumentos adicionales que permitan separar las cantidades termodinamicas
entre si. Solo de esta manera es posible estudiar apropiadamente procesos que, de otro modo,
permanecerian ocultos por la interdependencia de las variables involucradas.
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Apéndice A

Accion de Einstein—Hilbert—A

Considérese la accién de Einstein—Hilbert—A

Slgw) = § [ e v=a(r-20) (A1)

Para construir la carga superficial asociada a un difeomorfismo generado por el campo vec-
torial £ = "0, se comienza calculando la variacién del lagrangiano. A partir de la ecuacién
(4.3) se obtiene

au(gﬂL) = EW‘SEQW + Vu®“(9: 569)
= —2B"'VeY 1+ V,0(g, b¢9)
= -V (2E,&)) +26"VME,, +V,0"(g,0¢9)
= -V*(2E.LE") + V,.0"(g,0c9)
= V. [—2E.,£" + ©"(g,0:9)] . (A.2)

En la segunda igualdad se utilizé dcg"” = —VHEY — VVEH = —2V V) mientras que en la
tercera se aplico la regla de Leibniz. Finalmente, se empled la simetria de E*” junto con la
identidad de Bianchi V*E,, = 0.

Las cantidades que aparecen en la ecuacion (A.2) son

K
L= SV=g(R—2A), (A.3)
1
=t (1 L), s

©"(g,0¢9) = k=g V' (9"%0¢gas) ,
= 1vV/=g (Va Vg = V'V28,),
= ’i\/__g (Vav[aéw] + [vom v,u]ga) )
= 1v/=g (VaVIo" + B¢, (A-5)



donde se utiliz6 la identidad [V,, V#|€* = R*E,. Sustituyendo estas expresiones en la defi-
nicién de la corriente de Noether, Ji' = ©#(g,d¢g) — §#L — 2§, B, se obtiene

JE = k=g V,Vl¢H
= 10, (V=g V"¢")
= k0, (—/—g Ve, (A.6)

por lo que la corriente resulta ser una divergencia total. De esta forma se identifica el potencial
de Noether

QY = —ry/—g V¢l (A7)

La antisimetria de Q’g” implica inmediatamente 8M8VC~2’5” = 0, por lo que la conservacién de
la corriente es una identidad y no requiere imponer las ecuaciones de movimiento.
Finalmente, de acuerdo con el formalismo del espacio de fases covariante, la densidad de
carga superficial asociada al generador £* esta dada por

kY = 0Q + 260Y (g, bg). (A.8)

74



Apéndice B

Accion de Einstein—Hilbert—Maxwell

La variaciéon del lagrangiano generada por un campo vectorial arbitrario § = £/0,, y una
transformacion gauge X' = XA+ &# A, (d. = 6¢ + ) esta dada por

SeL = E,,0e9" + E 5. A" + 9,0M(5,),
0, (E"L) = —E™ (VHE¥ + VVEM) + BF(E,F"" — VP \) + 9,01(6.), (B.2)
0,(6"L) = 8, [—26,EM — AE" + ©"(5,)].

=
=

En la ultima igualdad se utilizaron las identidades de Noether F*, EY — 2V, E* = 0y
V,E* = 0.
Las expresiones explicitas de las cantidades que aparecen en la ecuacién (B.3) son

L=+v-g {S(R —2A) - EFHVF‘“’] , (B.4)
v K v 1 v v 1 o Bv 1 v a8
EH =+/—g § R* _ég“ R—l—Ag'u —5 gaﬁF % _Zgu F Faﬁ ’ (B5)
E" = —\/—gV,F", (B.6)
") = /=g [V (¢"76¢gas) — 0. AL FM]
= V=9 [k (Vo V@D — VIVOE,) = (€2 Fp — VLA FP] . (B.7)

Sustituyendo estas expresiones en la ecuacion (B.3), los términos contenidos en la divergencia
pueden reescribirse nuevamente como una divergencia total,

J# = ©1(5,) — €L — 26, EM — AE*
=0, [—v—g (VI — AF™)] (B.8)
donde se utilizé la identidad [V#, V¥]¢, = R*E,.

La cantidad contenida dentro de la divergencia total se identifica con el potencial de Noether,

QY = —/—g (kW — NFH) (B.9)



Por consiguiente, la densidad de carga superficial viene dada por
kP = 6QM + 2¢eY)(6) (B.10)
= 5 [V=g (kY — XF™)] + 2/ =g £l (mv[a <gy]]65ga5> _ 5AaF”]a> . (B.11)
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