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Resumen

Se realiza una investigaciéon respecto a los métodos numéricos que se
aplican actualmente para el estudio de flujos particulados con un enfoque
dirigido hacia la presencia de grandes cantidades de sélidos en suspension.
Dentro de las metodologias encontradas, se opta aquella propuesta por Uhl-
mann| (2005) que consiste en una formulacién de las ecuaciones de Navier-
Stokes con un término adicional que contiene los efectos de los cuerpos su-
mergidos. Esta tipo de representacién de la interfaz es denominada «método
de la frontera inmersas.

Se desarrolla de un cédigo bidimensional dentro del cual se implementa
tanto el método original de Uhlmann como modificaciones propuestas en la
literatura cuyo objetivo es mejorar la representacion del sélido dentro del
fluido y modelar las interacciones entre sélidos. El cédigo es sometido a una
serie de validaciones que evidencian falencias y aciertos dentro del programa.
Destacan una sobrestimacién del arrastre y la sustentacién cuyas causas aun
no logran ser determinadas y un ocasional enlazamiento entre sélidos que
colisionan que evita la representacion de ciertos fenémenos fisicos de interés.

Se expone la discretizacién para una version tridimensional del cédigo y
una maqueta de éste, a partir de la cual se presentan resultados preliminares
que si bien no son capaces de representar la fisica del problema, muestran
un avance concreto en pos del desarrollo de una herramienta capaz de re-
presentar suspensiones densas mas cercanas a la realidad.

Palabras clave: Suspensiones sélidas, flujos bifdsicos, método de la frontera
inmersa, modelo de esferas suaves.
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Abstract

A research is made regarding numerical methods available to study par-
ticulate flows, focusing on dense solid-liquid suspensions. From within the
found approaches the method from Uhlmann/ (2005) is selected which con-
sists in a modified Navier-Stokes equation that contains an extra term that
represents the effects of a solid boundary over the fluid. Such an approach
is called the «immersed boundary method».

A two-dimensional code has been developed where both the original
formulation and some variations suggested in the literature are implemented,
whose objective is to improve the representation of the particle’s boundary
and to model the solid-solid interactions. Validation cases are run in order to
show the program’s shortcomings and strenghts. Both the drag and the lift
are overestimated when the particle is moving and its causes are yet to be
found. Also it’s been found that occasionally the solids get stuck together as
they collide instead of bouncing off which avoids certain physical phenomena
from appearing.

The discretization procedure for the tridimensional version of the code
is shown and an outline for the code is developed, from it, preliminar results
are obtained that, even though they fail to reproduce the expected physics
of the problem, show a concrete advance towards the development of a tool
capable of representing the solid suspensions in conditions closer to reality.

Keywords: Solid suspensions, two-phase flows, immersed boundary met-
hod, soft-sphere model.
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Capitulo 1

Introduccion

Cuando el contraste y la iluminacién un recinto lo permiten, se hace
posible observar a delgadas fibras y pequenas motas de polvo que se despla-
zan delicadamente siguiendo los vaivenes del aire. Este, pareciera moverse
independientemente de aquéllas y asi se dice que las primeras actdan co-
mo trazadores —es decir— que permiten hacerse una idea de los complejos
movimientos que realiza el fluido en cada instante de tiempo.

Pero no siempre se da que los efectos de los cuerpos inmersos sean des-
preciables y para referirse a ello basta con imaginar a una pelota de futbol,
pateada con fuerza hacia el arco en un partido cualquiera. Su movimiento
perturba al aire que la rodea provocando una rafaga de viento a su paso,
como lo dirfa cualquier arquero haya visto pasar a alguna junto a si. A
su vez, si esta fuese pateada con el efecto (giro) adecuado, experimentaria
una inusual curvatura en su movimiento apodado cotidianamente chanfle y
atribuido al denominado efecto de Magnus.

De este modo, se da cuenta de que la interaccion entre particulas soli-
das y un fluido en el que se encuentran inmersas conforman un terreno fértil
para la investigacion cientifica y es el objetivo del presente documento aden-
trarse en esto, especialmente en las «suspensiones solidas densas» que seran
descritas mas adelante. Basta con decir por ahora que son aquellas donde
existe una gran concentracion de particulas, de modo tal que se debe to-
mar en consideracién no sélo la interaccién sélido-fluido, sino también las
interacciones sélido-sélido (colisiones).

Estudiar estos fenémenos de manera experimental exige de aparatos de
medicién complejos y de alto costo por lo que una alternativa atractiva
consiste en la utilizacién de modelos numéricos que permitan, a partir de
ecuaciones ya establecidas, recrear el fenémeno real en una plataforma digi-



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

tal.

Existen diversos modelos para hacer esto: los modelos de dos fluidos
(«two fluid models») describen al conjunto de la fase dispersa como un flui-
do continuo, requiriendo ciertas ecuaciones de clausura apropiadas, Acd, se
calculan valores promediados de fraccién volumétrica y velocidad, por ejem-
plo, no permitiendo el estudiar a los sélidos individualmente (van Wachem
and Almstedt, 2003). Otros modelos como los de malla moévil son capaces de
resolver el flujo con precision, capturando el entorno de las particulas, pero
requieren de constantes remallados que penalizan fuertemente el tiempo de
calculo total del programa (Haeri and Shrimpton, 2012).

La tarea entonces consistird en la eleccién de un modelo adecuado de
acuerdo a lo que quiere ser estudiado. Si la meta se ha definido como el
estudio de suspensiones densas entonces se exigira que el modelo sea capaz
de resolver el movimiento de las particulas, sus colisiones y, por supuesto, al
fluido mismo. Todo esto debera ser acotado a la capacidad computacional
disponible y a los software existentes o a lo que sea accesible de programar.
Bajo los criterios anteriores se ha optado por una modelacién que integra
los métodos de volimenes finitos, de la frontera inmersa y de volimenes
discretos para atacar al problema.

En la presente tesis ha programado un cédigo bidimensional basado en
los métodos descritos en el parrafo anterior basado en la publicacion de|Uhl-
mann (2005)) y otras posteriores que se han desprendido de esta. Se presentan
casos de validacién semejantes aquellos utilizados en la literatura y un grupo
de casos adicionales cuyo objetivo es mostrar algunas de las funcionalidades
de la herramienta trabajada. Adicionalmente se ha programado una ver-
sién tridimensional del cédigo la cual si bien no ha conseguido pasar la fase
de validacién, se considera valioso en cuanto las ecuaciones diferenciales ya
han sido apropiadamente discretizadas y se obtienen resultados estables que
pueden servir como maqueta para un desarrollo posterior.



Capitulo 2

Fundamentos de dinamica de
Auidos

El presente capitulo expone los conocimientos minimos de la mecéanica
de fluidos que haran falta a lo largo de la presentacién de este trabajo. Se
presentan las ecuaciones de conservacién y de Navier-Stokes como también
numeros adimensionales que resultaran de interés en capitulos posteriores.

2.1. Principios de conservacion fundamentales

Para una exposicion detallada de la derivacion de las siguientes ecuacio-
nes, se recomienda al lector acudir al texto de Batchelor| (1967)).

2.1.1. Hipdtesis de un medio continuo

A lo largo de este documento se considerard al fluido como un medio
continuo, es decir, que sus propiedades fisicas como su densidad, viscosidad
y velocidad variardn de forma continua a lo largo del espacio. Lo anterior
se justifica en cuanto a que se trabajard en escalas de longitud lo suficien-
temente grandes como para que las fluctuaciones propias de la naturaleza
discreta de la materia se vean suavizadas «en promedio» [T]

'De acuerdo a la teorfa de probabilidades, asumiendo una distribucién de Poisson, las
fluctuaciones de las propiedades serdn inferiores al 1 % para un volumen que contenga 10°
moléculas. De acuerdo a|Crowe et al.| (2012) para contener 10° moléculas de agua bastarfa
un cubo de lado 1.5 x 10™*[um].
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2.1.2. Conservaciéon de la masa

Considérese una region del espacio €2 donde habita un fluido de densidad
p con un campo de velocidad u asociado a cada punto x del espacio. En
condiciones no relativistas, es sabido que la masa de este fluido se debe
conservar, principio que conduce a denominada ecuacion de continuidad o de
conservacion de la masa. Matematicamente, lo anterior puede ser expresado
segin:

dp

- +V- =0 . 2.1

L4V (pu) 21)
Un fluido se denomina incompresible cuando la densidad es considerada

como una constante. Cuando ello ocurre, la ecuacién (2.1]) toma la forma:

Vou=0 . (2.2)

Un vector que posea divergencia cero, como aquél descrito por la ecuacion
anterior es denominado solenoidal. El presente documento se limita a tratar
solamente con este tipo de fluidos.

2.1.3. Conservacién del momentum

Las ecuaciones de Navier-Stokes provienen, en parte, de un balance de
momentum sobre una regién de fluido determinada, de forma andloga a la
segunda ley de Newton. En notacién indicial, esto resulta en la expresién:

dui . 6(ujul)

atg _p 80'1']'
pdt -=f a$j a.l‘j

+pfi, (2.3)

donde f; corresponde a una fuerza por unidad de volumen, denominada
tradicionalmente fuerza de cuerpo y o;; son las componentes del tensor de
esfuerzo, que es una manifestacion de las reacciones internas en el fluido y
es afectado por el movimiento del mismo. Se considera a o0;; como la suma
de una componente isotrépica pd;; y una restante deviatdrica d;;, de modo
que:

Oij = _ﬁéij + dij . (2.4)

El dltimo término, d;; es de complejo desarrollo y se refiere al lector
a Batchelor| (1967) para conocer detalles sobre su derivacién. Su expresién
analitica para un fluido newtoniano consiste en:
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([P, 0w 20w
dw N ”([8% + 8$Z:| 38xk5”> ’ (2.5)

donde los términos entre corchetes del lado derecho de la ecuacién son co-
nocidos en conjunto como el tensor razén de deformacién mientras que el
restante es la divergencia del campo de velocidades, ponderada por el del-
ta de Kronecker. En general, se denominard como newtonianos a aquellos
fluidos que satisfagan la ecuacion .

Reemplazando sobre se obtiene la expresion para el tensor de

esfuerzos:

a$j + 83% 3833‘j J
Sustituyendo la ecuacién (2.6) en (2.3)) y dividiendo por p, se obtiene:

8ui auj 2 8uj > (2 6)

oij = —pdij + M(

dui _ 8(u]ul) B 8]) 821@ 82Uj 28211,]‘
dt al‘j (%Z

81:? * Oxj0r; 3 83:? 6”) the @7)

Donde v = u/p es denominada la wviscosidad cinemdtica del fluido y

p = P/p es una presién renormalizada. La férmula anterior en conjunto
con la ecuacion son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes,
que rigen el movimiento de un fluido a lo largo del tiempo. Al invocar la

condicién de incompresibilidad, i.e. ec. (2.2)), (2.7)) se simplifica en la forma:

du; O0(uju;) 3 Op 0%u;

=—-——— i s 2.8
dt Ox; ox; v ax? + i (2:8)
que en notacién vectorial se expresa como:
du 9
E:—u-Vu—VerVV u+f. (2.9)

La ecuacién ([2.8]) puede ser llevada a términos adimensionales definiendo
variables andlogas definidas como:

x; = L2y, (2.10a)
t=t.t, (2.10b)
u; = Upiy , (2.10c)
)

pP=pD, (2.10d
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fi=fofi, (2.10e)

donde el subindice r denota a las magnitudes de referencia y no debe ser
entendida como parte de la notacién indicial. Las variables adimensionales
como el tiempo £ se diferencian de sus contrapartes por el acento matemético
que llevan en su escritura.

Resultan de especial interés los pardmetros L, y u, pues a partir de ellos
puede construirse el resto del set de parametros referenciales. En efecto,
ty = Ly /up, pr = u2y fr = u?/L,. Asi, es posible reescribir la ecuacion ([2.8))
en la forma:

@ o 8(11]122) 8]3 v 821% o
di or; 0

— ==+ fi, 2.11
Lyu, 83%22 hi ( )
reescribible como:

di;  O(aga)  0p [ 1\Pu
i or, on \&e)aaz T (2:12)

La constante Re que ha aparecido en la ecuacién (2.12]) es un nimero
adimensional de fundamental importancia en la mecanica de fluidos que
serd definido a continuacion y se denomina «nimero de Reynolds».

2.2. Numeros adimensionales

Se presentan en esta seccién nimeros adimensionales que seran especial-
mente relevantes a lo largo de este trabajo.

2.2.1. Numero de Reynolds

Aparece de forma natural al adimensionalizar la ecuacién de Navier-
Stokes como se puede apreciar en la ecuacién . Relaciona las fuerzas
viscosas del fluido con algiin parametro de inercia acorde al fenémeno que
se desea estudiar. Su formulacién elemental consiste en la siguiente:

Re= 14 (2.13)
14

para la longitud y velocidad caracteristicas L y u, respectivamente que seran
elegidas segun la fisica del problema y para la viscosidad cinematica v del
fluido.
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Sus aplicaciones son extensas, por ejemplo, en su forma elemental puede
utilizarse para prever el régimen de flujo al interior una tuberia (laminar o
turbulento) considerando como longitud caracteristica al didmetro D de la
tuberia y a % como el valor medio de la velocidad en una seccién transversal
del flujo. Permite también caracterizar el flujo alrededor de un cuerpo su-
mergido como podria ser una particula sdlida o alguna estructura como un
pilar.

En el caso de una particula esférica de didmetro D, se define al niimero
de Reynolds para particulas Re;, como:

_ Dljuc —uy|

Re, = (2.14)

v

donde u, es la velocidad del centro de masa del cuerpo en estudio y uy es
una velocidad representativa del fluido alrededor de éste. Cabe destacar que
esto es aplicable también para otros cuerpos no-esféricos donde la longitud
caracteristica debe ser elegida apropiadamente segin sea la geometria del
sélido.

El Re, es interesante en cuanto permite caracterizar el flujo alrededor
de un cuerpo sumergido, como en el caso de la «calle de vdrtices de Von
Kdrmdn» que consiste en un desprendimiento regular de vortices como puede
ser visualizado en la figura . En el caso de un “cilindro infinito” o una
particula circular bidimensional, éste fenémeno se observa a partir de un
Re, =~ 50.

2.2.2. Numero de Strouhal

En el fenémeno expuesto en la figura , el desprendimiento de vérti-
ces se da de manera regular dependiendo del Re, y de la geometria de
la particula que desprende los vértices. Intuitivamente surge la pregunta:
jes cuantificable también mediante algiin otro niimero adimensional? Con-
siderando que los vértices se desprenden con una frecuencia f, entonces es

posible construir un nuevo niimero adimensional, apodado como el «nimero
de Strouhal», Sl:

D
Sl = /D , (2.15)

Uoo
donde us es la velocidad «de corriente libre» que existe aguas arriba del
cuerpo que desprende los vortices. [Park et al. (1998) estudiaron numérica-
mente este fenémeno y determinaron una correlacién que permite asociar

Re, y Sl para Reynolds hasta 160 en el flujo alrededor de cilindros infinitos.



8 CAPITULO 2. FUNDAMENTOS DE DINAMICA DE FLUIDOS

Figura 2.1: Calle de vortices de Von Karmén detras de un cilindro circu-
lar a un Re, = 140. Agua que fluye a 1.4cm/s alrededor de un cilindro de
didmetro lem. Las lineas blancas pueden ser vistas a partir de la precipi-
tacion electrolitica de un humo blanco coloidal que estd siendo iluminada.
Fotografia por Sadatoshi Taneda y recogido del libro “An Album of Fluid
Motion” por Milton Van Dyke (1982).

—3.3265
Re

la cual es de suma utilidad para verificar la fisica en c6digos computacionales

donde la «interaccion entre fluidos y estructura» es relevante y serd utilizada

en capitulos posteriores.

Sl(Re) = 40.1816 + 1.6 x 10~ *Re, (2.16)

2.2.3. Numero de Stokes

El nimero de Reynolds resulta 1til para estudiar el flujo alrededor de un
cuerpo estacionario, pero cuando este se desplaza resulta insuficiente. Esto
es facil de intuir cuando se piensa en el movimiento de un globo y de una
piedra de dimensiones similares, ambos reaccionaran de forma muy diferente
ante una corriente de aire de velocidad u, teniendo ambos el mismo Re,,.
El «ntimero de Stokes» St permite abordar este problema.
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Siguiendo la definicién de |Crowe et al. (2012)), este nimero puede con-
siderarse como la razén entre un tiempo de respuesta caracteristico de una
particula 7, y otro tiempo caracteristico asociado al fluido 7. De este modo,

St="2.
Tf

Si St << 1 entonces 7, << 7y, lo que implica que la particula tendra am-
plio margen para reaccionar ante los cambios que se den en el fluido. En este
sentido, la particula actuaria como un trazador de lo que esta ocurriendo en
el campo de flujo.

Por otra parte, si St >> 1 entonces 7, >> 7¢, lo que en efecto significa
que la particula no sera capaz de reaccionar ante las variaciones que ocu-
rran en el campo de velocidades y se desplazard a lo largo de este sin ser
mayormente afectada.

Para efectos practicos, se utilizara la siguiente formulacion de St:

St = ;(Z;) (LVU> , (2.18)

donde es evidente que puede considerarse a St como una extension del niime-
ro de Reynolds Re,, corregida por la razén de densidades entre los medios
que interactian.

(2.17)

L(p
St=— p)Re . 2.19
(2 ) e, (2.19)

Davis et al.| (1986) estudié la deformacién de una esfera elastica de una
particula esférica elastica sumergida en un fluido viscoso y determiné que el
nimero de Stokes es el pardmetro fundamental para estimar si existiria un
rebote posterior a una colisién entre ambos cuerpos.

Legendre et al.| (2006 han determinado que los «coeficientes de restitu-
cién» que resultan de una colisién binaria entre particulas esféricas colapsan
un una curva cuya variable independiente es el St (expresado en una formula-
cién alternativa pero andloga), permitiendo asi la proposicién de un modelo
generalizado para el rebote de las particulas en funcién de este pardmetro y
para el tiempo de contacto entre ambos cuerpos.

Lo anterior pretende dar cuenta de la importancia de la consideracion
de este ntimero adimensional en el estudio de las suspensiones densas.
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Capitulo 3

Efectos de la presencia de
s6lidos en una suspensién

Se estudiaran a continuacion los efectos introducidos por la presencia de
algin medio granular que estard inmerso en un fluido newtoniano.

3.1. Clasificacion de las suspensiones

En adelante se referird como «concentracion sdlida» as a la fraccién
volumétrica que ocupa la fase sélida dentro de un volumen de muestreo
representativo AV, de la suspension en estudio. Esto serd expresado ma-
tematicamente segun la relacién:

= Ilim AV
AVSAV, AV

Qs (31)

Se sigue la clasificacién propuesta por Elghobashi| (1994) en funcién la
concentracién de sélidos o, y sus efectos sobre la estructura de la turbu-
lencia del fluido. Para muy bajas concentraciones, a, < 1075, los sélidos
tendran un efecto despreciable sobre la turbulencia y el régimen es deno-
minado «acoplamiento en una via» (one-way coupling). Aca las particulas
son sencillamente acarreadas por el fluido y se comportan como perfectos
trazadores de éste.

Un segundo régimen es el denominado «acoplamiento en dos vias» (two-
way coupling) que se da para 107% < ay < 1073, En este caso, los efectos
producidos por las particulas son suficientes como para perturbar la estruc-
tura de la turbulencia, ya sea incrementando la produccién o la disipacién
de energia turbulenta segtin el niimero de Stokes del caso.

11
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Finalmente, cuando as > 1073 se denomina al régimen «acoplamiento
en cuatro vias» (o four-way coupling). Acé la presencia de particulas es
tal que comienzan a interactuar entre ellas, hidrodinamicamente y debido
a colisiones directas. El caso limite donde az — 1 corresponde a los flujos
granulares, que se encuentran fuera del alcance del presente trabajo.

3.2. Procesos de colision

Una colision consiste en una brevisima interaccién entre dos cuerpos séli-
dos y que involucra grandes aceleraciones y cambios de velocidad, posicion
y orientacién.

Se describirdn los estudios asociados al choque entre dos esferas por ser
el caso candnico a partir del cual se describen geometrias més complejas. Se
descompondra el movimiento en una componente normal y una tangencial,
siguiendo la convencién estandar de la literatura. El caso particular de una
colisién contra un plano podra ser considerado haciendo tender el radio
de una de las esferas a infinito y, por lo tanto, no se analizard de manera
particular.

Siguiendo el planteamiento de |Joseph et al.| (2001, el proceso de colisién
completo puede ser dividido en las siguientes tres fases:

(a) Aproximacion: Ocurre cuando las particulas se acercan entre si en ca-
mino a la colisiéon. De acuerdo a la teoria elastohidrodindmica deDavis
et al. (1986), el espacio que separa las particulas se reduce rapidamente
forzando al fluido intersticial a desplazarse de manera violenta, pro-
vocando pérdidas de energia mecanica debido a los efectos viscosos y
resultando también en un incremento local de la presion, deformando
la geometria de los cuerpos y provocando una fuerza neta que retrasa
el movimiento.

(b) Contacto directo: Si es que las particulas no se detuvieron en la fase
de aproximacién, eventualmente la distancia entre éstas serd nula y
parte de la energia cinética de las particulas sera transformada en
energia elastica y deformacién plastica. La duracién de una colision
(segun la teoria de Hertz) suele ser mucho menor al tiempo de respuesta
del fluido lo que permitird admitir una serie de simplificaciones en la
modelacién de esta etapa (cf. Kempe and Frohlich (2012a))).

(¢) Rebote: Posterior a un contacto directo, es posible que el par de particu-
las adn retenga la energia suficiente como para separarse y continuar
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su movimiento. Las particulas experimentaran una fuerza desacelera-
dora producto de un descenso en la presion en la regién donde el fluido
ingresa «a llenar el espacio» entre las particulas que ahora se alejan
entre si.

(a)
| .

Figura 3.1: Etapas experimentadas en una colisién entre dos cuerpos. La
superficie plana de color gris puede ser considerada como una particula cuyo
esfera tiende a infinito. Las etapas corresponden a: (a) Aproximacién (b)
Contacto directo y (¢) Rebote.

/

Los efectos netos de las fases (a) y (¢) suelen ser reunidos en la llamada
«fuerza de lubricacion» que suele ser convocada para suplir la inhabilidad
para la correcta resolucion de la fase de fluido cuando se utilizan mallas
gruesas, por lo anterior serd detallada posteriormente.

Estudios como los de |Brenner| (1961) y [Davis et al.| (1986) predicen que
los cuerpos no serian capaces de alcanzar el contacto directo, que el rebo-
te resultaria de la energia elastica almacenada producto de la deformacién
originada por efectos de la presion del fluido y no debido al contacto real
de una particula sobre la otra. Cabe destacar que estudios como estos asu-
men particulas esféricas completamente lisas sin agregar la variante de la
rugosidad de la superficie y que éstas teorias dejan de ser vélidas cuando las
escalas de longitud tienden a cero en cuanto estas se basan en la teoria del
medio continuo.

Msés alld de lo anterior, las investigacién de [Davis et al.| (1986) sugiere
que el resultado de una colisién, cuantificado mediante el «coeficiente de
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restitucién» e = vyt /vin, —razoén entre la velocidad anterior y la posterior
al choque— seria una funcién del nimero de Stokes St, hecho validado y
ahondado en las investigaciones de |Gondret et al. (2002)) y lJoseph et al.
(2001). Se ha encontrado que para una esfera, existe un ndmero critico de
Stokes St. =~ 10 por debajo del cual no existird contacto entre los cuerpos
puesto que las particulas se detendran en la fase de aproximacién debido a las
fuerzas hidrodindmicas. Preveen ademéds que cuando St — oo los efectos del
fluido intersticial serdn despreciables y las colisiones podrian ser modeladas
mediante métodos clasicos como el de Hertz.

3.3. Contacto entre particulas

Considérense dos particulas esféricas i y j de radio R; y R; respectiva-
mente. El movimiento de la particula ¢ es descrito a partir de la posicion de
su centro de masa x;, su velocidad traslacional v; y su velocidad angular w;.
Se define el vector normal n;; como aquel vector unitario que apunta desde
la particula ¢ hacia la particula j, esto es

i — X
_ X i
njj = ————. (3.2)
I — x|
La velocidad relativa entre los centros de masa, sera entonces:

Vij = Vi —Vj, (3.3)

evidentemente, la componente normal de dicho vector sera:
Vnij = (Vij - ij)nij (3.4)

y consecuentemente, la velocidad tangencial relativa sera:

Viij = Vij — Vnij - (3.5)

Un valor de particular importancia corresponde a la distancia entre las
superficies ¢,

0ij = (Ri + Ry) — [|x; — xil| (3.6)

los modelos de contacto que seran tratados posteriormente dependeran de
manera crucial en esta magnitud, que es capaz de cuantificar la interpenetra-
cién entre las esferas en estudio. Destaca que si d;; > 0 existird un traslape
entre ambos cuerpos, d;; = 0 implica un contacto tangencial y d;; < 0 im-
plica que las particulas no estdn en contacto.
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3.3.1. Colisiones secas

Una colisién seréd denominada «seca» cuando el fluido que envuelve a los
cuerpos que entran en contacto no influye de una manera distinguible sobre
el resultado del choque. El interés asociado a esto reside en que permite el
estudio de un choque desde un punto de vista netamente eldstico.

Existen dos enfoques diferentes al momento de estudiar las colisiones
entre particulas sélidas: el de esferas duras o «hard-sphere model» (HSM)y
el de esferas suaves o «soft-sphere model» (SSM).

De acuerdo a |Crowe et al.| (2012)), el primero es sencillo de utilizar pero
aplicable tnicamente a colisiones binarias. La relacién entre las velocidades
antes y después de la colision es dada explicitamente a través del coeficien-
te de restitucion y del coeficiente de roce por medio de ecuaciones que se
originan de un balance de momentum.

Por otra parte, el segundo modela los procesos de contacto por medio
de elementos mecédnicos como un resorte y un amortiguador (disipador). El
proceso completo de colisién es resuelto por medio de la integracién temporal
ecuaciones del movimiento de Newton.

El HSM se privilegia para la modelacion de flujos dispersos donde la pro-
babilidad de una colisién entre cuerpos es baja y, por lo tanto, no se esperan
colisiones multiples simultaneas que escapan del alcance de este enfoque.
Sin desmedro de lo anterior, existen estudios que aplican esta metodologia
a flujos de muchas particulas como aquel de (Campbell and Brennen| (1985)),
quienes utilizan este método para el estudio de flujos granulares, [Hoomans
et al. (1996)) quienes formulan una versién integrada de HSM-CFD para el
estudio bidimensional de lechos fluidizados y [Helland et al. (1999) quienes
utilizan una estrategia de avance temporal para HSM-CFD semejante a la
que caracteriza a los SSM. Mas detalles al respecto del modelo de esferas
duras y trabajos derivados pueden hallarse en el review de|Deen et al.|(2007)).

Se privilegiara detallar los modelos asociados a esferas suaves debido a
que continuamente son presentados en la literatura como los mas apropiados
para casos donde es posible de que hayan multiples colisiones simultaneas.
Aqui, la interaccién es dividida en una componente normal y otra tangencial
como sera desarrollado en adelante.

Colisiones normales

Los estudios candnicos para el estudio de cuerpos elasticos en colisién
corresponden a los de Hertz (1881). Siguiendo la exposicién de |Andreotti
et al.[(2013), la fuerza normal de contacto F,, ;; entre las particulas esféricas
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1y jJ es:

4 Rz’j 53/2

F”vij = g E.. U
ij

nij y (37)
donde R;; y F;; corresponden a los andlogos «reducidos» del radio y médulo
de Young respectivamente para el par de esferas ¢j. El radio equivalente
estd definido de la siguiente formas:

11\
Rij=|—+—= 3.8
) (Rz + R] ) ’ ( )
mientras que el médulo de Young reducido Ej; es:
1 — 12 1—v2\ !
B — i J )
v < E; - E; ) ’ (3.9)

donde v; es la razén de Poisson de la particula . Siguiendo la tendencia
anterior, se define la masa reducida m;; como:

- (1 + 1) o (3.10)

my mj

En adelante, se prescindira del subindice ¢j cuando se trate de magnitu-
des reducidas en pos de simplificar la notacién, ocupandolos explicitamente
solo de ser necesario para evitar confusiones.

Al respecto de la ecuacién vale la pena destacar que la fuerza eldsti-
ca no es lineal respecto a la deformacién §. Esto es debido a que a medida que
el desplazamiento es mayor, al tratarse de esferas, el drea de contacto que
resiste al movimiento incrementa de manera no-lineal. Este comportamiento
normalmente serd omitido de muchos modelos de colisiones para simplificar
la matematica e incrementar la rapidez de los cédlculos.

En una colision seca, la pérdida de energia cinética asociada a deforma-
cién plastica, propagacion de vibraciones y otras causas similares son cuan-
tificadas en el coeficiente de restitucion seco es. Para su determinacion, se
considera la colisién normal de una particula esférica en contra de un plano
(e. g. una muralla) despreciando los efectos de cualquier fluido intersticial.
Matematicamente, se expresa de la siguiente forma:

€, = |1;?“ty, (3.11)

m
donde v;, = ||vnj|| al inicio de la colisién y vour = ||Vn,j|| al término
de ésta. Debido a que la teoria Hertziana no considera pérdida de energia
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alguna, su valor tedrico serd e; = 1. La deformacién pléstica, propagacion
de ondas y otros fendmenos similares daran partida a un alejamiento de
este valor ideal, considerandose cominmente en la literatura coeficientes de
restitucién para metales e; = 0.97 (cf. |Andreotti et al. (2013))).

Finalmente, el tiempo de contacto T, y es otra magnitud de relevancia
en la teoria Hertziana obtenida resolviendo la ecuacién de movimiento de
las particulas. Consiste en un tiempo caracteristico del proceso de colisiéon
y se expresa matematicamente como:

m2. 1/5
T.g =287 J) ) 3.12
oH (RZJEZZJ’Um ( )

Colisiones tangenciales

Es poco probable que una colisién sea completamente normal pues siem-
pre habra una componente tangencial que se originara debido a la rotacion
de los cuerpos o a que la colision misma es oblicua. La descripcion de estos
fenémenos no es tan directa como lo es en el caso normal y es ain un tema
de investigacién activo. Segun la revisién de Di Renzo and Di Maio (2004)
no es posible derivar una relacion directa de fuerza-desplazamiento para
un caso tangencial general, mas en el trabajo de Mindlin and Deresiewicz
(1953) se identifican una serie de reglas que constituyen los fundamentos de
los modelos tangenciales. Vu-quoc and Zhang| (1999)) presentan una revisién
reciente de la teoria de Mindlin y Deresiewicz.

El trabajo de dichos autores demuestra que, debido a la presencia de
deslizamiento tangencial, la relacién de fuerza-desplazamiento depende de
todo el historial de carga y de la razén de cambio instantdnea de las fuerzas
normales y tangenciales o del desplazamiento.

Una de las restricciones que formara constantemente parte de los modelos
tangenciales es la ley de Amontons-Coulomb, clasica en el estudio de la
friccién entre sélidos, planteada acd como:

HFtﬂ'jH < ,USHFn,in ) (3.13)

donde p5 corresponde a un coeficiente de friccion. La literatura no distingue
respecto a un coeficiente de friccion estdtico y uno dindmico, simplemente
consiste en una constante que permite limitar la componente tangencial de
la fuerza.

Una vez la fuerza tangencial ha alcanzado el limite se inicia el desliza-
miento relativo entre las superficies, con lo cual se superpone un esfuerzo
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tangencial asociado al roce en la zona de contacto. Destaca que el compor-
tamiento de la fuerza tangencial dependerd de toda la historia del contacto
entre ambas superficies.

Finalmente, de acuerdo a Maw et al| (1976) y Maw et al| (1977), dos
numeros adimensionales serdan de particular importancia en las colisiones
oblicuas, estos son los «dngulos de incidencia y rebote local normalizado»

Yin ¥ Yout:

2(1 — v)vgin
in — — 5 .14
¢ Ms(2 - V)Un,in (3 )
2(1 — ou
Yot = 2L Whiout. (3.15)

Ns(2 - V)Un,in

donde los subindices «in» y «out» hacen referencia a las situaciones anterio-
res y posteriores al choque (incidencia y rebote). El otro nimero adimensio-
nal de relevancia es el «radio de giro modificado» :

(1-v)(1+ K72?)

= 3.16
X 5 (3.16)

en la cual K representa al radio de giro adimensional, definido como:
g2 = LV (3.17)

R, [ psdV’

siendo K2 = 2/5 para una esfera homogénea. A partir de los niimeros ante-
riormente expuestos, Maw et al. describen los siguientes regimenes de com-
portamiento:

= Para pequenos angulos de incidencia v;, < 1, la carga normal F), es
mucho mayor a la tangencial F;. Las particulas chocan y a lo largo del
contacto se mantienen unidas, sin desplazamiento relativo entre ellas.

» En un rango intermedio de angulos de incidencia, 1 < 9, < (4x — 1),
la colisién comienza con un deslizamiento no despreciable que decae
antes de que acabe la interaccion.

» Finalmente, para ¢;, > (4x—1), hay un notable deslizamiento entre las
particulas y la fuerza tangencial se mantiene en su limite determinado
por la ley de Amontons-Coulomb (3.13).
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Modelos combinados para colisiones secas

Cundall and Strack (1979) en su trabajo proponen al hoy denominado
modelo de esferas suaves, basado en los modelos de contacto descritos ante-
riormente y que aplica simplificaciones dedicadas a reducir el costo compu-
tacional asociado al cdlculo de las interacciones entre particulas. Asume por
ejemplo, que la influencia de una particula al chocar con otras se limita
Unicamente a aquellas que estdn en un contacto directo con ella, evitan-
do asi complejas cadenas de contacto que se darian en caso de calcular la
interaccion completa.

La principal ventaja de este modelo consiste en que tolera miltiples
colisiones simultdneas y resuelve su desarrollo en el tiempo, a diferencia del
modelo de esferas duras que comunmente solamente permite el calculo de
colisiones binarias instanténeas.

Normalmente utilizan un paso de tiempo constante para la integracion
de las ecuaciones de movimiento para las particulas. Se permite un traslape
entre las particulas a partir del cual se determinan las fuerzas repulsivas que
rigen el contacto.

Estructuralmente, las fuerzas de contacto tangencial y normal se mode-
lan mediante sistemas de resorte y amortiguadores, de la forma:

Cc

nyij = ~RnOnTlij = Vi , (3.18)

¢ _ {—/fthttz‘j —meveg  |FE < wsllF 0 (3.19)

€=
R G 12 1P ) | =7 ) P

En las ecuaciones anteriores k y 1 corresponden a las constantes de elas-

ticidad y disipacién respectivamente. Las ultimas constantes, por ejemplo,
en el modelo original estan enunciadas de la siguiente forma

—21n e /mikn
= —menV R (3.20)

V2 +1n%e,

—21Inegy/ %mkt
A — (3.21)
V2 +1n? e

donde e, y e; corresponden a coeficientes de restitucion en las componentes
normales y tangenciales, respectivamente.

Muchos modelos contemporaneos como los de|Kempe and Frohlich) (2012al)
y (Costa et al.| (2015)) utilizan formulaciones alterativas para las constantes
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asociadas a las ecuaciones y (3.19) en comparacién a aquellas da-
das por |Cundall and Strack| (1979). En ellos prima el optimizar el recurso
computacional antes que la fidelidad fisica al representar el fenémeno en
cuestion.

3.3.2. Colisiones en un medio viscoso

Salvo en ciertos casos especificos, una particula sélida que esté en movi-
miento siempre estard rodeada por algin fluido viscoso, como pueden ser el
aire o el agua. La presencia de éste influird a través una continua disipacion
de energia cinética a lo largo del movimiento de la particula y otros efectos
mas complejos que se derivaran de la interaccién en la interfaz de ambas
fases. Los efectos producidos entre el fluido intersticial y la particula son
denominados «efectos de lubricacion».

Efectos de lubricacién

Considérese la aproximacién de una esfera rigida en direcciéon normal
hacia una pared sélida estdtica, estando la primera rodeada de un fluido
viscoso. Para desplazarse, el cuerpo mévil debe empujar al fluido que esté por
delante suyo, movimiento que naturalmente sera resistido por aquél que es
sacado del reposo. A medida que la distancia a la pared se hace més pequena,
el fluido intersticial serda comprimido y expulsado de la regién con una mayor
violencia, lo que incidird en que el movimiento de la esfera sea resistido
con una mayor fuerza. Este fenémeno y otros de la misma naturaleza son
denominados efectos de lubricacion.

La lubricacién como fenémeno suele descomponerse en componentes nor-
males y tangenciales, la ultima de las cuales serd despreciada siguiendo los
argumentos de (Kempe and Frohlich, 2012a)) quienes retoman estudios afines
cuyas conclusiones indican que la contribucién normal serda mucho mayor a
la tangencial en los flujos de suspensiones densas de particulas.

En cuanto a la lubricacién normal, los estudios esenciales se remontan
a [Brenner| (1961) y posteriormente Davis et al. (1986) quienes finalmente
derivan la relacion:

6TVrp VR R;R; 2
Fupn = — d J , 3.22
lubn (5n,ij Rz n Rj ( )
enunciada para las particulas esféricas de radio R; y I?; y donde el caso par-
ticular de una superficie plana inmévil, 4.e. una pared, puede ser considerado
mediante R; — oo.
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Es evidente que la ecuacién divergird cuando la distancia normal
entre los cuerpos tienda a cero, d, ;; — 0. No obstante, este resultado puede
ser rapidamente invalidado debido a que la consideracion elemental de un
medio continuo es valida hasta un determinado umbral de aplicacién que
exige distancias no-nulas.

Lo anterior expone una dificultad que tendra que ser considerada en la
posterior composicién de un cddigo, pues el caso de d,;; = 0 correspon-
dera a una colision binaria entre dos cuerpos, que resulta elemental en una
suspension densa.

Destaca que la fuerza de lubricacion para un par de esferas es muy
semejante al arrastre de Stokes para una esfera Fp, el cual es:

F) = 6rvppsUsD, (3.23)

corregida mediante un término proporcional a la distancia entre ambos cuer-
pos. Notese que Uy es la velocidad uniforme del flujo aguas arriba. Lo an-
terior se presenta como relevante en cuanto, al conocimiento del autor, no
existe una formulacién desarrollada para la fuerza de lubricacién entre dos
particulas circulares (i.e. el caso bidimensional) que se aproximan.

Para el caso del arrastre sobre un cuerpo circular, se tiene una solu-
cién obtenida originalmente por |Lamb (1911) y reformulada posteriormente
por Proudman and Pearson (1956|) en el marco de las matched asymptotic
expansions. La expresién obtenida por estos investigadores es:

(cir) _ AnvyprUsc D
D 1/2 — v —log(UscR/2vy)’

donde v es la constante de FEuler—-Mascheroni.

(3.24)
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Capitulo 4

Modelacion de los fenomenos

4.1. Introduccién

Considérese una region del espacio §2 que en su interior alberga un cuerpo
sélido €25 que serd denominado como fase solida o discreta. El complemento
de esa region serd un fluido que se asumird newtoniano e incompresible,
denotado €2y y denominado fase de fluido o continua.

El fluido que estd en contacto directo con el cuerpo inmerso experimenta
la denominada condicion de no-deslizamiento, la cual exige que en la frontera
del sélido 082, el fluido posea una velocidad relativa nula ante ésta. En
términos matematicos:

u(x,t) = Ug Vx € 08 . (4.1)

Para abordar este problema, generalmente el primer paso consiste en la
discretizacion de la superficie del s6lido en una malla apropiada que permita
su representaciéon numérica.

Posteriormente se ha de representar de manera apropiada a la fase del
fluido. Un enfoque tradicional consiste en utilizar una malla adaptada al
cuerpo (en inglés, body-conformal grid). En este caso, a partir de la ma-
lla del cuerpo sélido se genera una malla no necesariamente ortogonal que
cubre el dominio asociado al fluido. La principal ventaja que presenta esta
alternativa es la intuitiva imposicién de la condicion de no-deslizamiento
pues bastara con exigir directamente la velocidad apropiada en la superfi-
cie sélida. Ademas permite realizar refinaciones locales para la captura de
fenémenos intrincados como la capa limite.

Otra alternativa es utilizar una malla no adaptada al cuerpo (o en inglés,
non-body conformal grid). En este caso se procede a discretizar el dominio

23
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general ) sin considerar de manera especial al sélido inmerso, generando
una malla sencilla que permite el uso de algoritmos rapidos que estan bien
establecidos.

La dificultad que aqui surge es el como imponer apropiadamente la con-
dicién de no-deslizamiento sobre el fluido, puesto que no hay una conexién
intuitiva entre los nodos que representan al sélido y aquellos que represen-
tan al fluido. Para hacerlo, habra que modificar las ecuaciones esenciales que
rigen el comportamiento del fluido lo que da lugar al método de la frontera
inmersa (en inglés, immersed boundary method).

4.2. Modelacion de flujos particulados

La presente problematica, «;como modelar una suspension solida?» de-
penderd por supuesto de la diversidad de escalas que se desea estudiar. El
concentrado de cobre proveniente de la mineria es muy distinto de los escom-
bros que pueden ser arrastrados por un rio o de la caida de granizo durante
una tormenta; las diferencias radican en parametros como la concentracién
del medio discreto, la razén entre las densidades entre ambas fases, el niime-
ro de Stokes de las particulas y un sin fin de otros nimeros adimensionales
que podrian ser invocados de acuerdo al caso que se esté discutiendo.

En la modelacién de suspensiones densas existen dos grandes familias
que engloban la mayoria de las distintas metodologias disponibles que se
utilizan en la comunidad cientifica-ingenieril.

La primera corresponde a los métodos de «Euler-Euler» donde tanto flui-
do como las particulas en suspensién, son consideradas como dos continuos
interpenetrantes que coexisten en el dominio de la simulacién. Para esto, el
espacio es discretizado en una malla donde la presencia de las fases es cuan-
tificada -generalmente- por algin parametro que indique la fraccién sélida
(o su andloga) para cada nodo o celda simulada.

Posteriormente se resuelven ecuaciones de medio continuo para cada fase,
semejantes en estructura a las ecuaciones de Navier-Stokes, cuya formulacion
requiere usualmente la introducciéon de modelos de clausura adicionales para
cuantificar términos que surgen de la simplificacién de las fases sélidas como
las interacciones entre particulas. En efecto, la identidad de cada particula
es eliminada en pos de generar una «fraccién media de sélidos»que se trans-
porta junto al fluido. Estos modelos suelen ser denominados en inglés como
«two-fluid models» (TFM) una revisién de la formulacién de éstos puede ser
hallada en ivan Wachem and Almstedt| (2003)).

La segunda familia es la de los métodos de «Euler-Lagrange», donde
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Figura 4.1: Tlustracién del modelo de dos fluidos (two fluid model). Las
particulas son reemplazadas por una fraccién sélida que es transportada co-
mo un escalar dentro del dominio de la simulacién. La presencia de particulas
en cada celda es representada mediante la fraccién sélida a.

el fluido es modelado siguiendo una formulacién euleriana convencional y
las particulas sélidas son estudiadas resolviendo las ecuaciones de Newton
para el movimiento y donde, usualmente, hace falta introducir también la
modelacion de las colisiones entre estos cuerpos.

Habran distinciones dentro de estos métodos de acuerdo a cual sea la lon-
gitud caracteristica que se considere para la particula. En el caso extremo
donde el largo caracteristico de las particulas se considera despreciable, se
habla del «point-particle approach» (PPA). Esta formulacién considera a la
particula como un punto que es advectado junto al fluido y donde las interac-
ciones hidrodindmicas que se experimentan son modeladas mediante multi-
ples fuerzas como la «masa agregada», «fuerza de Basset», «arrastre de Sto-
kes» y otras cuya formulacién puede encontrarse en |Crowe et al.| (2012)) y en
Michaelides (2003]). Estos modelos son también denominados «unresolved»
pues las escalas pertinentes a la particula, que en la practica jamés seran
puntuales, no son resueltas sino que sus efectos se asumen despreciables o
contenidos en el mecanismo de feedback donde el fluido recibe una fuerza
equivalente a la experimentada por las particulas pero «suavizada» mediante
alguna regla apropiada para evitar inestabilidades y en direccién opuesta.

Naturalmente, si se habla una categoria de modelos «unresolved» existe
también otra categoria andloga denominada «resolved». En ella el tamano
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de la particula se encuentra al menos un orden de magnitud por sobre el
tamafnio de la malla utilizada en la discretizacién del fluido. Siguiendo la
clasificacion de Haeri and Shrimpton| (2012)) se establecen las categorias de
«body-conformal methods» como aquellos donde la malla del fluido se modi-
fica a lo largo del tiempo y «fized-mesh methods» donde la malla permanece
sin modificacién durante la simulacién.

Dentro de los primeros, destacan los modelos denominados «Arbitrary
Lagrangian-Eulerian» como el desarrollado por Hu et al. (2001) donde se
utiliza una formulacién a partir del método de elementos finitos para simu-
lar particulas rigidas sumergidas en el fluido. La malla se conforma alrededor
de los objetos inmersos que se desplazan como un cuerpo rigido y una vez que
éstos se han desplazado lo suficiente como para que la malla esté distorsiona-
da por sobre una tolerancia, se procede a un remallado e interpolacién hacia
las nuevas condiciones. Estos pasos asociados a los cambios en la malla re-
sultan especialmente probleméticos en implementaciones paralelizadas, pues
requieren una importante destinacién de recursos a analizar continuamente
el estado del dominio, la distribucién de los nuevos nodos dentro los de pro-
cesadores y la generacién de nuevos mallados automatizados, procedimientos
con una mala eficiencia en paralelo. No obstante, las mallas adaptadas a los
cuerpos permiten una buena representacién de la capa limite alrededor de
las superficies y permiten refinaciones de malla de manera local sin mayores
inconvenientes.

Por otra parte, los fixed-mesh methods giran en torno a la idea de re-
solver el problema en una malla euleriana fija en el tiempo, que puede ser
tanto estructurada como no-estructurada, y donde se definen objetos dentro
de ésta distribuyendo puntos lagrangianos dentro del espacio que no nece-
sariamente deben coinciden con los nodos eulerianos. Utilizan generalmente
un término exdgeno a las ecuaciones de Navier-Stokes dentro de éstas pa-
ra introducir los efectos del sélido de manera local a la fase de fluido. La
clasificacion de Haeri and Shrimpton, (2012)) hace distincién entre dos fami-
lias, « Distributed Lagrange Multipliers/Fictitious Domain Methods» (FD) y
«Immersed Boundary Methods» (IB).

Los métodos FD consisten en una amplia clase de técnicas de solucion de
ecuaciones diferenciales parciales donde un dominio complejo esta contenido
dentro de uno mas grande pero més sencillo (de ahi el denominado dominio
ficticio) con las condiciones de contorno de aquél original aplicadas al nuevo
dominio. (Glowinski et al. (1999) introdujeron el uso de multiplicadores de
Lagrange distribuidos dentro de una formulaciéon que utiliza elementos fini-
tos para las ecuaciones de Navier-Stokes. Posteriormente Hu et al. (2001)
introdujeron una modificacién en la formulacién evitando el calculo explicito
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Figura 4.2: El movimiento de las particulas exige constantemente un re-
mallado en los métodos de malla mévil. Extraido de [Haeri and Shrimptonl

o).

de los multiplicadores de Lagrange e introdujeron fuerzas de cuerpo para la
aplicacién de la restriccién de rigidez en el cuerpo sumergido. Aplicaciones
del método pueden verse en por ejemplo en |[Sharma and Patankar| (2005)).

Los métodos IB utilizan un término adicional en las ecuaciones de Navier-
Stokes que contiene los efectos de la superficie sélida inmersa en el fluido a
través del cual se impone de manera local la condicién de no-deslizamiento. A
diferencia de los métodos anteriores, en este grupo sélo se imponen los efectos
sobre el campo de velocidad, sin considerar la naturaleza fisica del objeto
inmerso como en los métodos FD, donde se considera la totalidad del sélido,
como su densidad y el movimiento como cuerpo rigido en por completo.
Fueron introducidos por para la simulacion del flujo de sangre
en las paredes del corazon y desde entonces han hallado una fuerte aplicacion
en la simulacion de suspensiones sélidas por ofrecer un razonable equilibrio
entre precision, eficiencia computacional y facilidad de implementacién.

En particular, resulta de interés la linea de investigacién desarrollada a
partir de la publicacién de [Uhlmann| (2005) —calificada como un avance ma-
yor en el desarrollo de los métodos de la frontera inmersa segin
(2015)—, donde se combina el «forzado directo» de [Fadlun et al| (2000) con

las funciones delta regularizadas de (1972), resultando en una meto-
dologia que ha sido utilizada, por ejemplo, para simular miles de particulas
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en un flujo dentro de un canal cuyo nimero de Reynolds es lo suficientemen-
te alto como para que aparezca turbulencia espontdnea en [Uhlmann, (2008).
Otro trabajo de gran escala consiste en aquél de |Picano et al.| (2015)) quienes
simulan un canal de hasta 10000 particulas de densidad neutra para tres va-
lores de fraccién sélida ag oscilantes entre 0.05 y 0.20. Otras metodologias IB
han sido propuestas y no se ahondara en ellas por escapar de los objetivos del
presente trabajo. Algunas de ellas son la de Pinelli et al. (2010) para el uso
de mallas no-ortogonales y refinaciones locales o la de [Feng and Michaelides
(2004) quienes acoplan la formulacién de IB al método «lattice-Boltzmann»,
que serd referido a continuacién.

Regresando a los métodos para la simulacién de suspensiones, se destaca
finalmente a una familia de métodos que no calza dentro de la categoriza-
cién inicial de Euler-Euler y de Euler-Lagrange cuya relevancia se ha hecho
notar en los ultimos anos, el denominado método de «lattice-Boltzmann»
(LB). La idea bésica consiste en utilizar modelos cinéticos simplificados que
incorporan la fisica esencial de los procesos de pequena escala (microscépicos
y mesoscépicos) de modo que las propiedades macroscépicas promediadas
obedezcan las ecuaciones convencionales de dicha escala (NS) (Chen and
Doolen) |1998). |[Ladd and Verberg (2001) ofrecen una revisién del desarrollo
de los métodos LB y su prometedora aplicacién ante los problemas de flujos
particulados.

4.3. Método IB de Uhlmann

En general, los métodos IB deben resolver un set de ecuaciones de Navier-
Stokes modificadas por medio de un término fuente adicional f, denominado
comuinmente como «término de forzado», asociado a la restriccién de con-
tinuidad. En el caso de un flujo incompresible, éstas corresponden a las
siguientes:

du+ (u-Vyu+Vp=vViu+f (42)
V-u=0 .

La metodologia propuesta por [Uhlmann (2005]) destaca por su enfoque
para la modelacién de flujos particulados y la sencillez de los algoritmos
propuestos. Las ecuaciones del continuo son discretizadas siguiendo una me-
todologia de volumenes finitos incorporando los pasos ya cldsicos de una
correccion por presion para calcular el campo de velocidades final. El al-
goritmo contiene ademds, los pasos necesarios para acoplar los efectos de
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los contornos de las particulas sobre el campo de velocidades del fluido a
través de lo denominado en la literatura como «direct discrete approach» o
un «enfoque directo y discreto» para la formulacién de f.

Respecto al dltimo alcance, se habla de un enfoque directo debido a
que utiliza la informacién ya disponible en el instante de cédlculo para la
determinacion del forzado necesario, sin la necesidad de acudir a constantes
«artificiales» que requieran calibraciéon o de algtiin sub-algoritmo iterativo,
por ejemplo. Por otra parte, se refiere a un enfoque discreto debido a que
es formulado a posteriori de la discretizacién de las ecuaciones lo cual
—segun Mittal and Iaccarino (2005)— permite una descripcién mds aguda de
la interfaz de la particula y evita la aparicién de nuevas restricciones para
la estabilidad asociadas a la representacién del sélido.

Al existir simultdneamente dos mallas de distinta naturaleza, la euleriana
y la lagrangiana, se hace necesario un mecanismo de traspaso de informa-
cién entre ambas estructuras. Cuando los nodos de ambas no calzan, algo
muy usual al tener objetos sumergidos que se mueven arbitrariamente, es ne-
cesario una aplicacién consistente en el tiempo y cuya programacién utilice
eficientemente los recursos computacionales disponibles. En esta formulacion
se utilizan funciones «delta de Dirac regularizadas» d(r) del mismo modo en
que originalmente lo realizé |Peskin (1972).

Estas funciones son semejantes a la funcién delta de Dirac, orientadas
para ser utilizadas en dominios discretos; son continuamente diferenciables
permitiendo un suave traspaso de informacién entre los dominios en com-
paracién con una aproximacién lineal, por ejemplo, conservando tanto la
fuerza como el torque transferido al fluido. Estas y otras propiedades son
discutidas en la publicacién original de [Uhlmann (2005).

Es de vital importancia su denominado «ancho de banda» que corres-
ponde al nimero de nodos dentro de los cuales posee un valor no-nulo. En
particular, Uhlmann opta por el uso de «funcién compacta de 3 nodos»
propuesta por Roma et al.| (1999). En su versién tridimensional, puede ser
resumida en las siguientes ecuaciones:

56D (x — X)) = 8(x — X))oy — Y1)o(z — Z1) (4.3a)

5z — X)) = ]12¢<x_Xl>, (4.3b)
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(14 +/-3r2+1), Ir| <0.5
(5-3|r|— /=31 —r2+1)), 05<|r| <15 (4.3c)
; |r| > 1.5.

P(r) =

O ol Wl

Donde x = (x,y, z) es la posicién de algtin nodo euleriano, X; = (X}, Y], 7))
es la posicion del nodo lagrangiano I-ésimo, h es el espaciamiento convencio-
nal y 7 una variable de paso. Nétese un simil bidimensional 5% se construye
siguiendo la misma légica mediante el producto de dos funciones ¢ como las
definidas en .

Cabe destacar que los nodos lagrangianos estdn distribuidos solamen-
te alrededor del contorno del sélido y no se distribuyen en el interior de
éstos. Esto se debe a razones de eficiencia computacional en cuanto [Uhl-
mann (2005]) concluye la reparticién de puntos alrededor del total del cuerpo
sumergido no produce diferencias significativas en los resultados obtenidos.

El algoritmo de Uhlmann trata a los términos convectivos mediante un
esquema Runge-Kutta de bajo almacenamiento y de tercer orden mientras
que los términos viscosos son discretizados mediante el método de Crank-
Nicolson, asegurando una precisién de segundo orden en el tiempo. Como
ya se comentd anteriormente, para la asegurar un campo de velocidades
solenoidal se utiliza un método de correcciéon por presion. Las derivadas
espaciales se discretizan utilizando diferencias finitas de segundo orden en
una malla desplazada o «staggered». Detalles respecto a la formulacién del
siguiente esquema pueden hallarse en el apéndice de este texto.

Las ecuaciones finales para resolver la fase continua, para el g-ésimo paso
de Runge-Kutta son las siguientes:

i =ul"" + At(20vV*u? ! — 20, VpIT!

4.4

el gl vy, Y

U(X) = > 1(x)s®(x—X)h*, 1<I<Ng, (4.5)
F(X)) = U Xy ~ U(Xy) .Yl (4.6)
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2.« u” 1 u 2. g—1
- =——| — + 114 =, 4.
Viu gV At Vaq< t+ )—l—V " (48)
V- u*
29 = 4.9
u? =u" - 204At Vo, (4.10)
p? = pT 4 ¢ — a, Atv V¢l (4.11)

La ecuacién corresponde a un aproximacién preliminar u al cam-
po de velocidades del fluido donde se debe notar que no existe una inci-
dencia directa de la presencia de sélidos. Las constantes a, = (%, %, %),
Vg = (%, %, %) y ¢ = (0, %%)7, I—é’) provienen de la discretizacién temporal
utilizada, expuesta en Rai and Moin| (1991).

Posteriormente, en se procede a transportar la informacién eule-
riana del campo @ hacia su simil lagrangiano U(X;) a través de la funcién
delta de Roma. Esta operacién se realiza para cada nodo lagrangiano y para
cada particula existente en el dominio. En se determinard al término de
forzado lagrangiano F(X;) por medio de la diferencia entre el campo de ve-
locidad preliminar U y la velocidad prescrita para el nodo l-ésimo U@ (X;).
Este tltimo valor se conoce como una condicién inicial del problema o pro-
ducto de la integracion temporal del movimiento de la particula obtenida en
la anterior iteracién de Runge-Kutta.

De forma andloga a como fue realizado anteriormente, en la infor-
macién lagrangiana se «esparcird» desde F(X;) hacia los nodos eulerianos
que se encuentren en su entorno por medio de las funciones delta regu-
larizadas, generando en el proceso el campo euleriano f, que contiene la
informacién necesaria para corregir el campo de velocidades preliminar a.
Esta correccion es realizada resolviendo la ecuacién de Helmholtz a
través de un «solver» de ecuaciones elipticas apropiado. Como resultado de
este ultimo paso se obtiene el campo de velocidades u*, el cual si contiene
los efectos de la condiciéon de no-deslizamiento alrededor de las particulas
pero que no necesariamente es solenoidal, i.e., no necesariamente satisface
22).

Para solucionar esto, se determina un campo escalar de «pseudo-presions
¢ a través de una ecuacion de Poisson . Este escalar permite corregir el
campo de velocidad de la fase de fluido y actualizar simultaneamente
la presion . De este modo, se cumple el ciclo ¢g-ésimo de Runge-Kutta
para el fluido y se procede a integrar el movimiento de la fase sélida.
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En su formulacién original, Uhlmann propone el siguiente esquema —
acoplado al ¢-ésimo paso de Runge-Kutta— para la integracién temporal del
movimiento de la fase sélida:

q g—1

ud —u Pe
e — L TS 4.12
At Ve(pd — pe) a® (4.12)
xd — x471 _

= Atc = ag(u? +u?t). (4.13)

q_ g1 q _ 791
We—We _ Plag ﬁi 4.14
Al LT A (4.14)

donde los simbolos F9, T? y 79 estéan definidos de la siguiente forma:

Np,
Fi =Y FIX)AV, (4.15)
=1
Np
T = Z (X; — x.) x FU(X;)AV], (4.16)

=1

71 = / ((x —x¢) X u)dx. (4.17)

Destaca la indeterminacién de (4.12]) cuando pg = p. que ha sido estu-
diada en estudios posteriores como los de |Kempe and Frohlich (2012a), por
ejemplo. La constante V. es el volumen asociado a un nodo lagrangiano y
V, = h? en dos dimensiones y V. = h3 en tres.

El término Z* corresponde a una compensacién asociada al movimiento
del campo de velocidades al interior de la particula que se contradice con
una suposiciéon de movimiento de cuerpo rigido realizada en el desarrollo
de estas ecuaciones. Para su determinacién se utiliza el procedimiento de
Kempe and Frohlich (2012a)) que consiste en la aplicacién de una estrategia
del método de «cut-cell»; los detalles al respecto de esta aplicacién pueden
ser encontrados en el apéndice de este documento.

De acuerdo a Uhlmann, el método IB propuesto no interfiere con la esta-
bilidad del esquema de Runge-Kutta utilizado y, de este modo, bastard para
una integracién estable el mantener un CFL inferior al limite tedrico de v/3.

Notar que se considerara la siguiente expresién para la determinacion
del nimero CFL para la estabilidad:
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At
CFL = e max(|u| + [v]), (4.18)

donde u y v son las componentes del campo de velocidades bidimensional.
La funcién méx() hace referencia a que se habra de evaluar el campo de
velocidades completo y se retendré el méximo valor que tome el argumento
dentro del dominio de la simulacion.
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Capitulo 5

Cdédigo bidimensional

La implementacién bidimensional del cédigo ha sido desarrollada en el
lenguaje Fortran de manera secuencial, separado en distintas versiones de
acuerdo a las condiciones de contornos exigidas por el problema a resolver.

5.1. Dominio euleriano

Se considerard una region de dimensiones [L, x L,]. El dominio rectangu-
lar descrito es discretizado en N, y N, intervalos, para la dimensién indicada
en el subindice del simbolo seguin se indica en la figura . La formulacién
de Uhlmann propone que un espaciamiento idéntico en cada direccién por
lo que las igualdades:

t~

L
h=_" h=-"L 5.1
N, x (5.1)

se deben considerar como una identidad.

Dentro de este dominio, las variables eulerianas se dispondran mediante
un arreglo de malla desplazada o, en inglés, «staggered mesh», segun el cual
y para el caso bidimensional, coexistiran tres mallas simultaneamente donde
seran resueltas las ecuaciones del algoritmo.

La figura busca explicar lo anterior. Se puede observar en ella co-
mo en el centro del cuadrado existe un rombo, el que simboliza la ubicacién
de variables escalares como la presién p;;. En cada lado del cuadrado es-
tard definida una componente de la velocidad, w;; y v;;, constituyendo un
arreglo equivalente al de una formulacién mediante volimenes finitos en dos
dimensiones.

35
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Ly = hN,

v
7

Figura 5.1: Exposiciéon del dominio euleriano general utilizado para las si-
mulaciones bidimensionales.

AVi(j+1)

. .. u . .
i) ‘p’L] 7}(1—1—1)]

Vi

<y
511

Figura 5.2: Disposicion de las variables eulerianas dentro de un volumen de
control.
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Esta distribucion de las variables en el espacio condiciona el tamano de
las estructuras de datos que seran utilizadas posteriormente en el cédigo. Al
estar centrados en cada volumen de control, los campos como la presién p y
la «pseudo-presién» ¢ estardn definidas en arreglos de tamano de [N, Ny].
Por otra parte, las componentes del vector velocidad u = (u,v) estardn
definidas en arreglos de la forma [N, + 1, N,| para u y [N, Ny + 1] para v.
Todos los demés campos vectoriales provenientes de una cantidad euleriana
estaran definidos de manera analoga, segin sea su componente.

5.2. Dominio lagrangiano

Por «dominio lagrangiano» se hace referencia a las particulas sélidas que
se representan mediante el método de la frontera inmersa. Para manifestar
sus efectos dentro del cédigo, se distribuyen los «marcadores lagrangianos»,
conjuntos de puntos distribuidos bajo alguna regla que describen el contorno
del sélido a representar. La cantidad de particulas a ubicar es un niimero
entero definible con plena libertad por parte del usuario.

La geometria elemental con la que se trabaja es la circunferencia pues
ésta es la figura candnica utilizada para la representacién de sedimentos
y ademads, debido a su absoluta simetria, evita la necesidad de calcular y
almacenar la orientacion de esta figura a lo largo del tiempo. Sin desmedro
de lo anterior, también es posible representar otras figuras mas complejas
aunque éstas deberan permanecer estacionarias, o modificar el cédigo base
para almacenar y actualizar la orientacién.

El criterio basico para la distribucion de los nodos a lo largo del contorno
indica que la distancia entre nodos contiguos debe ser aproximadamente h.
Uhlmann, (2005) estima que, para una geometria circular de radio R, la
cantidad de nodos a ubicar para su correcta representacién es:

R

Sabiendo el nimero de marcadores que se deben distribuir, el problema
de cémo deben ser distribuidos los nodos lagrangianos es elemental. Utilizan-
do las funciones trigonométricas seno y coseno, es posible distribuir puntos
de manera regular a lo largo de la circunferencia de radio R siguiendo la
férmulas:
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X (i) = Rcos (]2\[—”(1' ~-1))  i=1,.,Ng

5 7? (5.3)

Y (i) = Rsm(N—L(z' -1))  i=1,.,Ng
donde X; = (X;,Y;) es la posicién, centrada en el origen, del marcador
lagrangiano i-ésimo. Cada uno de los nodos anteriormente tendra defini-
da también una velocidad local U; = (U, V) por lo que la dimensién de

cualquier arreglo lagrangiano poseera como una de sus dimensiones Np.

5.3. Discretizacion de las ecuaciones

Las ecuaciones del método de Uhlmann descritas en el capitulo anterior
y sus respectivas variaciones seran analizadas dentro de la presente sec-
cion. Para facilitar la lectura se reescribiran cuando sean necesarias y seran
agrupadas de acuerdo a su funcién dentro del cédigo. El nombre que las
ecuaciones reciben (por ejemplo, «step a») se debe a su denominacién en la
publicacién original y al nombre que llevan dentro del cédigo desarrollado.

5.3.1. Estimacion del campo de fluidos preliminar: «step a»

La ecuacién (5.4) es denominada «step a» y permite determinar un cam-
po de flujo inicial ©1 que atn no ha sido intervenido por la presencia de la
fase sélida dentro del presente timestep.

i =u’"+ At(20vV?ul! - 20,Vpi?

Sl V- G ). Y

Esta serd reescrita en términos de los operadores diferenciales L, G y
C, que consisten en el operador laplaciano, el gradiente y el convectivo res-
pectivamente, de modo que para el ¢g—ésimo paso de Runge-Kutta resultan
en:

i =u’"+ At(20vL(u?t) — 20,G(p? )
—7Cu) = (Cu??)) .

El operador laplaciano L aplicado a la componente u del campo de ve-
locidades resulta en la ecuacién:

(5.5)
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%u  0%u

la cual tras ser discretizada resulta en la expresion:
Ui-1)j + Wigi-1) — Aij + Ugpr); + Uig4)
h? ’

y andlogamente, al plantear lo mismo para la componente v se obtiene la
ecuacioén:

L(u) ~

(5.7a)

- V=) T Vi-1) — Wij + V415 Tt Vi)
~ 2 ,

El gradiente G se discretiza segin la componente de @ que se esté calcu-
lando, variando unicamente la direccién de la derivada. En el caso de estar
calculando el término 4, la ecuacién a discretizar seria:

L(v) (5.7b)

_9
- Ox’

En ese caso —y de acuerdo a la figura (5.3)— el valor del gradiente en el
punto seria aproximado por:

Gu(p) (5.8)

Ip _ Pij —Pi-1)j

Ox h ’
y, siguiendo el mismo proceder, al resolver la ecuacién para v se debera apro-
ximar la cantidad dp/dy segun:

(5.9)

Op _ Pij — Pi(i-1)

dy h
El término convectivo C, a diferencia de los anteriores requiere de pasos
adicionales asociados a la interpolacién de puntos que no se encuentran

definidos. Planteado para la determinacién de la primera componente de u,
Se expresa como:

. (5.10)

5+ oy (5.11)

El primer término del lado derecho de ([5.11]) es discretizado mediante:

O(uu)  (uw)(r1); — (uu)i
or h ’

(5.12)
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Figura 5.3: Esquema para la discretizacién de dp/dz. Subindice j omitido
al no sufrir cambios.

U(i—1)j) . Uij | YG+1);
PGi—1)j Dij

8

donde la disposicion en el espacio de las variables referidas puede ser visua-
lizada en la figura 1) Se establece la aproximacion (uu);; ~ ((u(iﬂ)j +

uij)/ 2)2, de modo que la diferencia planteada en 1' resulta en:

Ull‘i‘uz 2 Ui,1'+Ui‘ 2
(vu)ij — (uw)(i-1); = ((Jr);j> - (();j> . (5.13)

Expandiendo la ecuacién anterior se obtiene la discretizacion para la
aproximacion del término en discusion:

(uu) u%iJrl)j 22U 1)U — 2UijUGi-1)j — “%i—l)j
or 4h
Para el segundo término de la ecuacién (5.11)), d(uv)/dy, hace falta una

interpolaciéon més extensa. La figura (5.5) permite observar el esquema uti-
lizado para la aproximacion. La forma discreta de éste serd:

(5.14)
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(uu) (i—1)j (uu)w
Q@

U(i—1)j Uy U(i+1)5

Figura 5.4: Esquema asociado a la ecuacién 1) y posteriores.

Owv) _ (uv)ig41) — (uv)i
y h
Dado que los términos de forma (uv) no estdn disponibles directamente,

se interpolard a partir de los nodos contiguos un valor aproximado, de modo
que:

(5.15)

(uv)ij ~ (u] g(j 1)>(v( 1)]2 UJ). (5.16)

Realizando un planteamiento anélogo para (uv);41 y reuniendo los térmi-
nos semejantes, se obtiene la siguiente aproximacién para la ecuacién (5.15)):

o) (1
oy <4h> <(uij + i 1)) (V-1 G+1) + Vig+))

(5.17)
— (uij + ui(j—l))(v(i—l)j + %‘)) .

Sumando los resultados de la (5.17)) junto a (5.14) se obtiene la aproxi-
macién para el término convectivo completo de la ecuacion ([5.11)):
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B ICIORDY
U(i-1)(j+1) Vi(j+1)
—eo—+
(uwv)ij+1)
G e Ui+

V(i—1); Yij
(uvliy %

f ) | YiGi-1)

Figura 5.5: Esquema asociado a la ecuacién 1} y posteriores.

1
C(u) %(E) ((u?i-&-l)j + 2ug 1)U — 205U 1) — U(i1);)

+ (uij + wigi41) (V-1) (1) T Vigi+1)) (5.18)
— (ugj + ui(j—l))(v(i—l)j + “ij)> )
La metodologia anterior puede ser utilizada para discretizar el término

convectivo aplicado a la segunda componente de la velocidad v, obteniendo
la férmula:



5.3. DISCRETIZACION DE LAS ECUACIONES 43

1
C(v) %(@) ((Uf(jﬂ) T 204(j41)Vij — 2ViVi(j-1) — “2‘2(1'—1))

+ (Vig + V1)) (1) (-1) + UG11)5) (5.19)

— (vij + U(i—l)j)(ui(j—l) + Uij)) ‘

Reemplazando los resultados de las discretizaciones anteriores sobre (5.5),
se obtiene la formula implementada en el cédigo bidimensional, que por mo-
tivos de espacio y legibilidad no se reunira acd en una sola expresion.

5.3.2. Determinacion del campo de forzado euleriano: «step
b» al «step d».

Los siguientes pasos buscan determinar la magnitud de un campo eu-
leriano f que corrija el campo de velocidades preliminar obtenido anterior-
mente. El primero de éstos, «step b» transforma el campo euleriano u en su
variante lagrangiana U por medio de la funcién delta regularizada.

Nac N?J
UX) =) ;00 (x;; - X)h?,  1<I<Ng, (5.20)
i=1 j=1

Al lector interesado en los detalles de la funcién delta y el como ésta fue
programada en el cédigo computacional se encuentran referidos en extenso
en el apéndice del presente documento. En términos generales, la funcion
delta en su formato bidimensional consiste en:

6D (x — X)) = 6(z — X))6(y — Y1), (5.21a)
donde:

."L‘—Xl

o~ X)) = 7T (5.21D)

T(1+/=3r2+1), Ir <0.5
P(r) =K 2(5=3r|— /=31 —[rP+1)), 05<|r|<15  (5.21c)
0 |r| > 1.5.
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Tras haberse obtenido el campo U, el «step ¢» consistird en la determi-
nacion del forzado lagrangiano F, definido de modo tal que:

U@ (X;) - UX))
At ’
Donde U@ puede provenir de un movimiento prescrito a priori por el
usuario o ser resultado de la integracién temporal del movimiento de la
particula en pasos de tiempo anteriores. Finalmente, el «step d» transforma
a F en su variante euleriana f, nuevamente haciendo uso de la funcién delta

regularizada (5.21al).

F(X;) =

vi. (5.22)

N
fij = ZF(XZ)5(2d) (xij — X)AVL, (5.23)
=1
donde se debe destacar que AVz, &~ h? es un volumen (4rea) asociado a cada
nodo lagrangiano.

5.3.3. Imposiciéon de la condicién de no-deslizamiento: «step
e».

El «step e» utiliza la informacién recién computada para intervenir el
campo de velocidades preliminar t. Se consideran tres alternativas para la
realizacién de este paso:

1. Formulacién original (Uhlmann, [2005]).
2. Ciclos adicionales (Kempe and Frohlich, |2012b)).

3. Forzado multidirecto (Luo et al., 2007).

Formulacién original

Consiste en la resolucién de la ecuacién de Helmholtz:

u* 1 ,u
— + ) Vi 5.24
Para su resolucién, se opta por la utilizacién de un solver eliptico apro-
piado, la libreria Intel MKL 11 . Esta resuelve la ecuacién a partir del uso
de transformadas discretas de Fourier.

Para su correcto uso, se invierte el signo de la ecuacion ((5.24)) y se define:

Viu* —

apvAt  vag

'Release 2016. Update 4.
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1
= 5.25
@ agvAt ( )
y con esto, la ecuacion en términos de operadores queda resumida a:
1§
—L(u* *=H(u*) = —(— +f4 -1 5.26
(W) +Qu' = B(w) = _ (1 + 1)~ L) (5.26)

Aplicando el mismo procedimiento que en la ecuacién ([5.7a)), se obtienen
las siguientes formulas:

N 1y
H(u")s; _Vaq(Ai i)
- " -1 (5.27a)
iy gl — e+l uf
h2
* 1 UU q
H(U )U _VOéq(At y,ij)
- - (5.27h)
Oy, T VG — 2l iy, T vy

h2

Adicionalmente a las discretizaciones anteriores, para la resolucién bidi-
mensional se debe aplicar un paso adicional de interpolacion, para adecuar a
las variables desplazadas a una malla convencional como lo exige la libreria
MKL.

La figura muestra la disposiciéon de las variables originales y su
interpolacion, aplicados en este caso a la componente u. La malla interpo-
lada, simbolizada con circulos de color rojo, presenta la ventaja de calzar
directamente con los contornos del dominio y con ello es posible resolver las
ecuaciones con las librerias disponibles. Simbolizando como ugL) a la variable
interpolada y como u;; —sin anadiduras—, las transformaciones se realizan de
manera lineal, entendiéndose ésto como:

Uij + Uij+1)

Ty cuff) = = (5.284)
W) (h)
+u
TQ . uij % (528b)

donde T7 y T» son transformaciones lineales que permiten «trasladar» las
variables entre las mallas. Cabe destacar que un procedimiento analogo se
aplica para componente v y otras variables relevantes como f.
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()

Yij+1)
R M)
(h) e I U T
T —» U
= e

e

Figura 5.6: Transformacién utilizada para el traspaso de informacién en la
resolucién de el «step e».

Ciclos adicionales de forzado (Kempe and Frohlich, 2012b))

Consiste en una extensién a la formulacién de [Uhlmann| (2005) donde,
tras la obtencién del campo u*, se agrega una serie de ciclos adicionales que
se asemejan a los «step b, ¢ y d» de acuerdo al siguiente esquema:

1. Obtencién del campo preliminar u* (ecuacién ([5.24))
2. u* =ul®

3. Ciclos adicionales de forzado
DOa=1,N,
(a) Interpolacién: U(X;) :_ZZN:”1 ;V:yl uz(;_l)d(?d) (x;; — X;)h?
(b) Forzado: F = (U<d> U) /At
(c) Esparcido: f” = Zl (1 X;)50CD (x;; — X;) AV,
(d) Correccién: u = 1 )+ Atf
END DO

4. u* = ulle) |

continuando el algoritmo convencional de Uhlmann, es decir, procediendo a
los pasos de correccién por presién. El término N, corresponde al niimero
de ciclos que se habran de realizar, donde NI = 3 es sugerido por los autores
que proponen esta intervencion.
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Cabe destacar que estos ciclos adicionales intervienen con el término de
forzado lagrangiano F que es posteriormente utilizado para la integracion
temporal del movimiento de la particula. Se ha optado por sumar todas las
contribuciones adicionales que surgen de cada paso adicional para que, al
momento de integrar el movimiento de las particulas, éste sea evaluado a
partir de todo el forzado que se realiz6 sobre el fluido.

Forzado directo (Luo et al.| (2007)))

La idea original fue propuesta por |Luo et al. (2007)) y fue retomada pos-
teriormente por Breugem| (2012). Ac4 se evita la resoluciéon de las ecuaciones
de Helmholtz y se opta por una aplicacién directa del término de forzado
euleriano, f, de modo que:

1. Obtencién del forzado euleriano f («step d»)

2. Forzado inicial: u* =u + Atf
3. u* =u®
4. Ciclos de forzado directo

DO a=1, N,

(a) Interpolacién: U(X;) = Zf\[:ﬁ ;V:yl ul(.?_l)é(?d) (xi; — X;)h?
(b) Forzado: F = (U@ —U)/At

(c) Esparcido: f;; = Z,N:L F(X;)6?) (x;; — X;)AV,

(d) Correccién: u® = ule=1) 4 Atf

END DO

5. u* = ul®e) |

Se enfatiza que los ciclos adicionales de Kempe y Frohlich y los de Luo
son idénticos en estructura, la diferencia se encuentra en el punto inicial
donde los primeros resuelven la ecuacién de Helmholtz y los segundos no.
Debido a ello es que la formulacién de Luo es mucho mas efectiva en rapidez
de calculo que las alternativas y ademds es més sencilla de programar pues
que consiste en simples sumas entre campos vectoriales. Un andlisis respecto
a los tiempos de calculo dentro del cédigo implementado puede hallarse en

los cuadros (B.1)) y (B.2).
5.3.4. Pasos de correccién por presion: «step f» al «step h».

Sea cual sea la decisién para resolver el denominado «step e», el cam-
po de velocidades resultante es un campo no-solenoidal u*. Las posteriores
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ecuaciones que restan se encargan de corregir esto. El «step f» determina un
campo escalar ¢ denominado «pseudo-presion» que no tiene un significado
fisico explicito y que se obtiene de la siguiente forma:

V-u*
20 At '

Vil = (5.29)

La ecuacién ([5.29) para la «pseudo-presion» es resuelta utilizando el
solver de Poisson FISHPACK9OE|debid0 a que esta formulado especialmente
para variables centradas en el volumen de control. En términos del operador
laplaciano, ([5.29)) puede ser reescrita como:

1 ou*  Ov*
7y — o L 9v
L(#") 200 At ( oz Jy > ’ (530)

la cual discretizada mediante diferencias finitas centradas toma la siguiente
forma:

(5.31)

1 UGy — Ui U5y U
L(¢%)s; ( +1)j — Yij T YiG+1) J>‘

- 204 At h

Habiendo obtenido el campo escalar ¢, solo resta actualizar los valores
del campo de velocidades y de presién. La ecuacién para la velocidad ([5.32)
consiste en:

u? =u" - 20,AtVe?, (5.32)

la cual, tras ser discretizada resulta en las siguientes formulas:

q q
« ij — P-1)j
ugj = Uj; — 2antfj ) (5.33)
q q
Pij — ¢i(j—1) '

q gk &Y
v = Uy — 20 At

- (5.34)

Finalmente la tltima ecuacién del solver de fluido, expresada en términos
de operadores es:

Pl =T 4 7 — a, At V2 (5.35)

Para la cual se acude nuevamente a la misma discretizacion del término
lagrangiano, resultando en:

2FISHPACK90, Copyright (C) 2004-2011, Computational Information Systems Labo-
ratory, University Corporation for Atmospheric Research.
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vl =pl " + o,
q q . q q q
NN <¢(z‘1)j + Oy — 405 + Py T ¢i(j+1)> (5.36)
q h2

5.3.5. Integracién temporal del movimiento de la particula
y modelo de colisiones.

Para modelar las colisiones entre particulas se ha utilizado la estrategia
presentada por |Costa et al.| (2015 que consiste en una variacién dentro de
los modelos de esferas suaves descritos en el capitulo anterior.

Una caracteristica importante es que «estira» el tiempo de colisién entre
las particulas para hacer un uso adecuado de los recursos computacionales
en cuanto al tiempo asociado a una colisién entre esferas eldsticas suele
ser notablemente menor a los tiempos utilizados para calcular a la fase de
fluido (Kempe and Frohlich| (2012a))). Adicionalmente, el movimiento de las
particulas es integrado mediante una estrategia denominada «substepping»
que consiste en realizar miltiples calculos asociados a la particula dentro de
un ciclo de célculo del fluido.

Las fuerzas experimentadas dentro del proceso de colisién son dividi-
das en sus componentes normales y tangenciales (respecto a la direccién
del movimiento de las particulas, a ser detallado més adelante). Luego, se
distinguen dos regimenes diferentes: el primero consistente en una etapa de
lubricacion —donde la fuerza hidrodindamica es modelada de acuerdo a una
ley de arrastre— y el segundo correspondiente a una etapa de contacto di-
recto, donde existe un traslape entre los cuerpos y en funcién de ello se
determina una fuerza que resiste al movimiento.

Se considerara a u; como a la velocidad traslacional de la particula i en
algin instante de tiempo, en contraste a los campos de velocidades eulerianos
con los que se trabajé anteriormente. Considérense entonces dos particulas
iy j circulares de radio R; y I; y situadas en X; y X; respectivamente. La
velocidad relativa entre éstas en el punto de contacto sera:

u;; = (ui + Riwi X nij) — (llj + ijj X nji) s (537)

donde w; es la velocidad angular de la particula i y n;; es el vector normal
unitario definido entre los centros de las particulas de modo que:

N X — X
nij—

(5.38)

1% =il ©
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La fuerza de colisién dependerd de la distancia d;;, que separa a ambas
particulas y de la componente normal de la velocidad relativa entre ambas,
U;;,n, definidas como:

5ij,n = (Rl + Rj — ||Xj — XiH)nij . (5.39)

Uijn = (Wij - ngj)n; . (5.40)

Se define al régimen de lubricacién como aquél donde la distancia entre
las particulas se encuentra dentro del rango 0 < ||0;5n|| < Omin, donde Opmin
es un parametro definido por el usuario. Se opta por d.,;, = 3h siguiendo
las pautas de Kempe and Frohlichl (2012a). En su estructura, la funcién
para la modelacién del arrastre es semejante a su analoga para particulas
esféricas —ec. f habiendo reemplazado el coeficiente entero por aquél
de la ecuacién y omitiendo el denominador, esto es:

O, HéZJnH > 3h
Frwp = drveppR2
————U;j n,
[67j.nll + A

5.41
0< Hé”nH < 3h ( )

donde R, = (R; Ly Rj_l)*1 es el radio equivalente de las particulas ¢y j y
A; es una constante positiva que evita la indeterminacién del denominador
cuando la distancia entre las particulas tiende a cero. Se ha utilizado un
A = 0.01h donde h es el paso espacial entre nodos consecutivos de la malla
euleriana del fluido.

Se reconoce que la estructura de la fuerza de lubricacién puede parecer
arbitraria, no obstante, vale decir que no existe una formulacién obtenida
a través de un riguroso desarrollo fisico-matemético —como si se da en el
caso de esferas— y que en la literatura cominmente se utilizan potenciales
repulsivos y artefactos similares (ver Usman| (2013) para un anédlisis entre
distintos modelos).

Esto se puede deber también a que el caso de colisiones binarias pre-
senta inesperadas dificultades (paradoja de Stokes, Lagrée| (2015])) y que al
ser un caso bidimensional cuyo simil tridimensional son “cilindros infinitos”,
no tiene mucho sentido validar los resultados de manera experimental. Se
ha imitado el formato de Kempe and Frohlich| (2012a) en la estructura de
la funcién utilizada y se han despreciado los efectos de componentes tan-
genciales de lubricacién, debido la contribucién de aquella componente es
minima en comparacion con la normal segin lo referido en la publicacion
anteriormente mencionada.
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Por otra parte, el modelo de colisién a utilizar es aquél propuesto por
Costa et al. (2015)) que se integra junto a un método iterativo para la inte-
gracién de la posicién de las particulas. Tanto para la direccién normal como
para la tangencial consta de un modelo lineal de resorte y amortiguador. Asi,
para la primera de estas componentes:

Fijn = —kndijn — Mnijn (5.42)

Se puede demostrar que el tiempo caracteristico usado en una colisiéon
entre particulas rigidas (segtin el modelo Hertziano de contacto) es inferior
a aquél utilizado para resolver el fluido, de modo que la colisién en si ocurre
como un proceso casi instantaneo desde el punto de vista del fluido. En el
presente modelo se opta por “estirar” el tiempo de la colision t. = Ny At
para poder capturar el proceso de deformaciéon y poder integrar de forma
mas fina el efecto del contacto entre las particulas. En lo anterior, N.,; = 4 es
un parametro del modelo que define en cuantos pasos de tiempo del fluido se
resolverd la colision. Las constantes la ecuacion estan definidas como:

me (12 + In? end)

k= - , (5.43a)
2 61 n
T = _w ’ (5.43b)

donde me = (m; ! —|—mj_1)*1 es la masa equivalente del sistema de particulas.
Por otra parte, la componente tangencial de la fuerza de contacto esta defi-
nida de forma similar, pero sujeta a una saturacién de acuerdo a la ley de
Coulomb-Amagat que establece un limite para ésta proporcional al roce de
la superficie. Esto es:

Fije = min([| = kedje — newiel |, — sl [Fijnl)ti; (5.44)
para las constantes k; v 7; que estan definidas como:

me7 t(T['2 =+ 1112 6t73)

ke = . , (5.45a)
c
2me. ;1
7 = _7”%-; Dl (5.45b)
(&

donde me s = (1+1/K?)"1m, es la masa equivalente del sistema tangencial
y et es el coeficiente de restitucion tangencial seco. A diferencia del caso
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normal, donde el desplazamiento se obtiene explicitamente a partir de la in-
tegracion temporal del movimiento de la particula, la componente tangencial
de éste se obtiene mediante:

S =RA0Y, ¢ /t gt (5.46)
*)n+1
wer _ [T IRl < sl Fall (5.47)
41 .
B (k) (—p)ty = mettise s [Fignll = el B

Donde (55}%”“ es un desplazamiento preliminar que debe ser corregido en
el caso de una saturacion de la fuerza de contacto tangencial . La ma-
triz R se encarga de rotar el vector desplazamiento entre los diferentes pasos
de tiempo, ya que el sistema de referencia es local y cambia continuamente.

De este modo, la fuerza y el torque netos asociados al contacto del par

de particulas ij se establece como:

Ffj = Fij,n + F,’jﬂg (5.48&)

T; = Rp(nyj x Fijy) (5.48b)

donde R, serd el radio para la particula i o j segun corresponda. La contri-
bucién total proveniente de los modelos de contacto y lubricacién por parte
de todas las particulas sera:

NP
Fi= Y F (5.49a)
=1

Np
T = » T (5.49D)
j=1,ij

Se destaca adicionalmente que para el calculo de colisiones respecto a
muros se consideran las mismas ecuaciones expuestas anteriormente, consi-
derando R — 0o, m — oo y las propiedades mecanicas del material que se
le asigne a dicha superficie.

Habiendo establecido lo anterior, el cdlculo de las fuerzas de lubricacién
y de contacto se lleva a cabo dentro de un ciclo iterativo consistente en:
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1. Inicio del ciclo temporal que integra el movimiento de las particulas
«substep».
DO ¢ =1, N;

2. Inicio del ciclo iterativo en torno a la posicién de las particulas.
DO k=1, Nym

3. V particula j en contacto con la particula 1.
)

ik & —1,k AtS gk 1
(a Calcular (ng’n y 5§j7t -R- 5gj7t 4l (ugj,t IR ugj,t ).
(b) Calcular Ff]kn y Ff]kt
(c) Actualizar Fg’k y Tg’k_

4. Determinacién de la velocidad traslacional y angular para el k-ésimo
ciclo iterativo.

a At FEF 4 Fa

ul =ult Y+ 5.50

(& (& 2 pp‘/p ( )

po g QAT T (5.51)

Wak = Wg—1,k .
q q 9 ppIp
5. Actualizacién de la posicién dentro del k-ésimo ciclo iterativo.
g At?
x¢h = x4 = (udt +ul ) (5.52)

6. Si (k > 2): Determinacion del error € entre iteraciones consecutivas.

8 = []x* — x2"7| (5.53)

7. Si (€% < T): Fin del ciclo iterativo.
q=q+1.

8. Continuar ciclos temporales hasta alcanzar ¢ = N, donde se recalcu-
lard el fluido para reiniciar posteriormente la integracién temporal del
movimiento de la particula.
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Los términos V y W que aparecen en las ecuaciones y (5.51)) res-
pectivamente, corresponden a los términos de acoplamiento entre sélidos y
fluidos que aparecen en las ecuaciones y . Se debe notar que den-
tro de un timestep de fluidos se realizan miltiples cdlculos del movimiento
de la particula en un procedimiento denominado «substepping» y que sigue
al contador g en la secuencia recién expuesta. La cantidad de subdivisiones
a realizar estd cuantificada en el entero Ng que limita a dicho ciclo y que
define al paso temporal del substep At® = At/N;. Por otra parte, Ny, es
el maximo de ciclos iterativos que se admitirdn antes de abortar el célculo
si es que no se alcanza convergencia y 7 = 107°h es la tolerancia admitida
para dicho ciclo.

5.4. Casos de validacion.

Para evaluar el desempeno del cédigo se ha trabajado un grupo de casos
que permiten verificar el comportamiento del programa en distintos casos
considerados como patrones de referencia.

5.4.1. Flujo de Poiseuille

Se utiliza un dominio rectangular Q = [L, x L, | discretizado en N, y N,
elementos respectivamente. En las paredes laterales se disponen condiciones
de entrada-salida, esto es, en la entrada se dispone un perfil uniforme Uy, y
en la otra pared se aplica una condicién de salida convectiva:

ou ou
My, 54
at—}—U o 0 (5.54)

La cual discretizada para la direccién x resulta en:

At
q _ g1 i q—1 g1
UN,+1,5 = UN,+1,5 VQTUOO(UNIJA,]' uNz+1,j71)
(5.55)
_ g Usol =2 a2 )
Gq o UN,+1,5 ~ UNy+1,5—1) -
En las fronteras superior e inferior se impone la condicién de no desliza-
miento, la figura (5.7) muestra el arreglo que se realiza en pos de imponer
la condicién de no-deslizamiento sobre las componentes u de velocidad que
estan alineadas con la direccion del flujo.
El objetivo de esta simulacién consiste en observar un correcto desarrollo
del perfil de velocidades, del gradiente de presién y asegurar la conservacion
de la masa.
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< LiN+D)
NCu(z, L) =0
U(i—1)N| |WiN KGR 3
+p(i’1)N e pg\f i Uj(N+1) = —UiN

Figura 5.7: Imposicién de la condicién de no-deslizamiento para la variable
u cuyos nodos extremos no calzan con el contorno donde se prescribe la
condicién de no-deslizamiento.

En particular, se utilizan los parametros N, = 2048 y N, = 128 para un
L, = 10. De este modo, L, = 0.625 y L,/L, = 16. Para el perfil de entrada
se elige un perfil uniforme Uy, = vRe/L, donde v = 0.01 y Re = 100 y 1000
para asegurar un comportamiento apropiado del cédigo en distintas condi-
ciones de flujo. Los perfiles de velocidades son adimensionalizados respecto
a la velocidad de entrada Uy.

El perfil de velocidades tedrico que se ha de obtener consiste en:

2r 2
(1) = Unax <1 — (L—y) > , (5.56)
donde r = y—Ly/2 es una coordenada local y R = Ly/2. Por consideraciones
de conservacion de la masa, Upax = 1.5U y, por lo tanto:

“U(: -15 <1 - (;)2) . (5.57)

Se destaca que una vez que el flujo se ha desarrollado completamente se
mantiene constante a lo largo del resto del dominio aguas abajo y del tiempo.
El perfil de velocidades obtenido a través de las simulaciones es comparado
con el perfil tedrico en la figura donde se observa que es ligeramente
menor en magnitud hacia el centro del eje y.
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Figura 5.8: Perfil de velocidades desarrollado en la simulacién comparado
con el perfil de velocidades teérico de la ecuacién (5.57)).

La velocidad maxima alcanzada en el perfil de velocidades desarrollado
es de u/Usx = 1.4882 en la posicién y/L, = 0.4961 con un error asociado
del 0.79 %, de acuerdo al valor tedrico segin la ecuacién .

Adicionalmente, la masa que atraviesa una seccién longitudinal del do-
minio por unidad de profundidad serd m = f_RR u(r)dr, es decir, m = LU
si se analiza el origen del dominio. Para el flujo completamente desarrollado
se determina un valor de m = 0.6198U en un dominio reducido de largo
0.6201 (debido a la herramienta utilizada para el calculo, Paraview). El error
relativo asociado a ello es del 0.06 %.

5.4.2. Vértices de Taylor-Green

El caso de los vértices de Taylor-Green es un caso elemental para valida-
cién en dos dimensiones bajo condiciones de contorno periddicas. Consiste
en un campo de velocidades y de presiéon los cuales satisfacen las ecuaciones
bidimensionales de Navier-Stokes, prescritos tal que:

u(x,y,t) = sin(kzx) cos(kyy) exp~ (kathy)vt (5.58)

ky _
v(z,y,t) = % sin(kyy) cos(kyx) exp (kEHk vt (5.59)
Y
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Figura 5.9: Condiciones iniciales del campo de velocidad y de presién en el
caso de los vértices de Taylor-Green. Caso ilustrado consiste en aquel de

N = 1536 elementos.
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kQ
(cos®(kyy) = — sin®(k,)) exp2(kiTk)vt (5.60)

ky

N

p(z,y,t) =

donde k; = k, = 7. El uso de este dominio permite validar el funcionamiento
del solver de fluido en su avance temporal y su comportamiento espacial. La
comparacién de dos puntos en el tiempo bajo diferentes mallas permite ver
la capacidad del solver realizado de resolver el flujo apropiadamente.

Se utiliza un dominio de dimensiones = [0, 2] x [0, 2] donde se inician
los campos de velocidad y presién de acuerdo a las tres ecuaciones anterio-
res. El paso de tiempo utilizado es de At = 107* y v = 0.01. Se realizan
simulaciones para mallas de N = 256, 512, 1024 y 1536 elementos en am-
bas direcciones cuyos resultados se comparan en la figura ; en ella se
toma un punto referencial en la malla de fluido y se procede a comparar su
evolucién en el tiempo con aquella prescrita tedricamente.

Para los primeros 1000 timesteps de simulacion, el error en la simulacion
de N = 256 alcanza un aproximadamente un 0.0001 %. Se verifica un error
que disminuye progresivamente mientras en mayor detalle se resuelva el do-
minio, propio de los esquemas de diferencias finitas. Ademds, se evidencia
que el error incrementa de forma lineal a lo largo del tiempo para cualquiera
de las mallas estudiadas.

5.4.3. Cilindro estacionario

Se sitia un cilindro de didmetro D centrado en x. = (., y.) dentro de
un dominio de dimensiones [L; x L,]. La figura presenta un diagrama
que esquematiza la simulacién. Las paredes inferiores y superiores cuentan
con condiciones de contorno de simetria para la velocidad, en la entrada
se asigna un perfil uniforme de velocidad Uy, y en la salida se aplica una
condicién de salida convectiva al igual que en el caso de Poiseuille.

Para la presion se aplica una condicién de contorno de Neumann ho-
mogénea (simetria) en cada una de las paredes. El objetivo de estas simula-
ciones reside en evaluar la capacidad del cédigo de representar magnitudes
propias de la interaccién sélido-fluido y, a través de ello, se hace posible
comparar las distintas formulaciones del método entre ellas y frente a otras
referencias.

Se sensibiliza el niimero de Reynolds de particula Re, = Us, D /vy, donde
fr es la viscosidad cinematica del fluido, para estudiar el desprendimiento de
vortices —a través del nimero de Strouhal, St—y los coeficientes de arrastre
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y sustentaciéon, Cp y Cf, respectivamente, definidos como:

Fy
2 oo

F
9PV

Para determinar las fuerzas netas ejercidas sobre la particula se ha op-
tado por seguir el procedimiento de Uhlmann| (2005) sumando el término de
forzado lagrangiano en cada uno de los pasos de Runge-Kutta, de modo que
es posible reescribir las ecuaciones (5.61a)) y (5.61b|) como:

S S F(X)AY,

Cp = : (5.62a)
U2 D
NL 14
| FJ(X))AV
CL:Z“Zl . (X0) L (5.62b)
iUz D

Se establecen las simulaciones manteniendo constante los parametros
D/h =384y v = 0.01, quedando de este modo la velocidad definida co-
mo Usx = vRep/D. El dominio efectivo utilizado es de 2 = [0, 8] x [0, §]

1076
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T
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Figura 5.10: Error en el decaimiento del campo de velocidades para el caso
de Taylor-Green. Evaluacion a partir de la solucién tedrica y resultados de
un nodo representativo.
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Figura 5.11: Disposicién de las variables en la frontera donde se imponen las
condiciones de periodicidad.

discretizando cada dimensién en N, = N, = 1024 elementos y se utiliza un
timestep At = 0.0005. Dadas las condiciones establecidas y en el caso méas
critico, para el flujo a Rep = 160, el CFL de la simulacion es de 0.62, por
debajo del valor critico de v/3.

Las simulaciones llevan a cabo aguardando que la liberaciéon de vortices
se estabilice y torne periddica, esto es, cuando Cp y Cp, oscilan entre valo-
res constantes. Una vez alcanzado este comportamiento se toman 1.2 x 104
muestreos equiespaciados cada 10 At y se procede a determinar los valores
medios y las fluctuaciones de los coeficientes estudiados, a los cuales tam-
bién se les aplica un andlisis de Fourier para determinar la frecuencia de su
oscilacion, por medio de la cual se determina el SI del caso evaluado.

Los casos referenciales utilizados consisten por una parte en las simula-
ciones realizadas por [Uhlmann (2004) y [Uhlmann| (2005)), a fin de comparar
el cédigo del investigador con el realizado en el presente trabajo y de este
modo evaluar cuan cercano es el programa realizado frente a la referencia
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principal a partir de la cual se trabaja. Otro trabajo de interés es el de |Park
et al. (1998), quienes resuelven el flujo alrededor de la particula por medio
de esquema de paso fraccionado completamente implicito, resolviendo las
derivadas temporales mediante el método de Crank-Nicolson y las deriva-
das espaciales mediante diferencias finitas centradas de segundo orden. El
ultimo corresponde al trabajo de |Liu et al. (1998) quienes utilizan discreti-
zacion mediante diferencias finitas centradas de segundo orden con términos
de cuarto orden para disipacién artificial y para la integracion temporal
utilizan un esquema de Runge-Kutta de quinto orden. Destaca que los dos
ultimos trabajos resuelven la capa limite alrededor del cuerpo sumergido a
diferencia de los trabajos que se basan en el método de la frontera inmersa.

La figura muestra el comportamiento del nimero de Strouhal
a distintos Rep y su comparaciéon con la referencia de |[Park et al.| (1998]).
Se observa que las simulaciones sobrestiman los valores referenciales, lo que
indicaria que la frecuencia de desprendimiento de vértices es méas rapida que
en el trabajo comparado. Discrepancias de esta naturaleza no son sorpren-
dentes teniendo en cuenta que la capa limite alrededor de la particula no es
resuelta y es resumida a una regién ralentizada de fluido.

Las figuras (5.12b)), (5.13a)) y (5.13b)) muestran comparaciones entre el
arrastre medio Cp y las fluctuaciones de los coeficientes de arrastre y de
sustentacion, Cp y Cr respectivamente. En estos se hallan notables diferen-
cias que en el caso del Cp superan el 25 % para la simulacién que se halla
en un Rep = 100. Para todo Rep existe una sobrestimacién cada uno de
los coeficientes estudiados, lo cual se produce a partir de la omisién de la
capa limite, cuya resolucion es reemplazada por un area de fluido ralenti-
zada arbitrariamente, sin ninguna ley fisica de por medio. En general, las
figuras anteriores muestran que todos los pardmetros de arrastre y susten-
tacion constantemente son sobrestimados y que esta diferencia incrementa
en términos absolutos a medida que es niimero de Reynolds incrementa.

Otros casos de cilindros estacionarios son evaluados manteniendo aho-
ra a Rep = 100 constante y variando pardmetros como la relacién L/D
o el ntimero de elementos utilizados en la discretizacion N. Se mantienen
constantes el tamano del dominio y los valores de At y v. Los resultados se
presentan en el cuadro y muestran que bajo las condiciones estableci-
das tanto el arrastre como la sustentacion experimentados por la particula
son fuertemente sensibles ante ambos pardmetros sensibilizados.

Respecto a la frecuencia del desprendimiento de vértices, ésta es lige-
ramente mayor en los casos «gruesos» que en los casos «finos», mostrando
un error relativo en los primeros del 4.8 % (NN = 512) mientras que los se-
gundos este disminuye a un 1.8% (N = 1536), estando ambas magnitudes
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Figura 5.12: Resultados de las simulaciones para cilindros estacionarios rea-
lizadas mediante la formulacién de Uhlmann para la resolucién del «step
e».
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(a) Comparacién entre las simulaciones realizadas con el cédigo local y los valores
referenciales de [Park et al.| (1998) para la amplitud del coeficiente de arrastre Cp.
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(b) Comparacién entre las simulaciones realizadas en el presente trabajo y los valo-
res referenciales de|Park et al.| (1998) para la amplitud del coeficiente de sustentacién
Cr.

Figura 5.13: Resultados de las simulaciones para cilindros estacionarios rea-
lizadas mediante la formulaciéon de Uhlmann para la resolucién del «step
e».
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determinadas respecto a los resultados «patrones» de Liu et al. (1998).

N |D/n| Cp | Cp | CL Sl
Actual [FU] 512 | 19.2 | 1.529 | 0.012 | 0.381 | 0.173
Actual [KF] 512 | 19.2 | 1.358 | 0.010 | 0.340 | 0.170
Actual [Luo] 512 | 19.2 | 1.536 | 0.012 | 0.381 | 0.173
Actual [FU]J 1024 | 38.2 | 1.480 | 0.012 | 0.363 | 0.171
Actual [KF] 1024 | 38.2 | 1.354 | 0.010 | 0.344 | 0.172
Actual [Luo] 1024 | 38.2 | 1.454 | 0.012 | 0.367 | 0.172
Actual [FU] 1536 | 38.2 | 1.415 | 0.011 | 0.351 | 0.168

Uhlmann (2004) | 512 | 19.2 | 1.516 | 0.011 | 0.345 | 0.169
Uhlmann (2005) | 1024 | 38.2 | 1.501 | 0.011 | 0.349 | 0.172
Uhlmann (2005) | 1536 | 38.2 | 1.453 | 0.011 | 0.339 | 0.169
| [Liu et al| (1998) | - - | 1.350 | 0.012 | 0.339 | 0.165

Cuadro 5.1: Comparacién del valor medio del coeficiente de arrastre Cp, las
fluctuaciones del coeficiente de arrastre y de sustentacion, Cp y Cr respec-
tivamente, y niimero de Strouhal S para el caso del cilindro estacionario.
Valores determinados para Rep = 100. FU: «formulacién de Uhlmann», KF":
«Kempe and Frohlich (2012a)» (KF), Luo: «Luo et al. (2007))», de acuerdo
a las formulaciones para la resolucion del «step e» anteriormente descritas.

Respecto a los coeficientes de arrastre y de sustentacién, las simulaciones
discretizadas a N = 512 elementos por direccién muestran importantes dife-
rencias respecto al caso «patrén» de Liu et al., lo que ocurre tanto para las
simulaciones de Uhlmann como para las desarrolladas en el presente docu-
mento. Dicha diferencia se reduce drésticamente al incrementar la relacion
L/D. Por ejemplo, para el caso resuelto en mayor detalle (N = 1536), la
diferencia en el Cp se reduce a un 4.8 % frente a un 9.6 % (N = 1024) y un
13.2% (N = 512).

De entre las formulaciones estudiadas destaca que la de Kempe y Frohlich
(KF), cuyo arrastre medio Cp se encuentra sélo un 0.6 % por sobre del valor
referencial de Liu et al. en la malla mas gruesa de N = 512, mucho mas
cerca que las otras dos formulaciones comparadas cuyos valores exceden a
los referenciales por mds de un 10 %.

Este comportamiento se repite al examinar la variacion del Cp,, donde el
0.3 % de error experimentado bajo los ciclos adicionales de Kempe y Frohlich
se imponen ante las otras dos formulaciones que nuevamente exceden el 10 %
de error relativo.
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La poca precisiéon en los resultados proporcionados por Uhlmann y Liu en
la variacion del coeficiente de arrastre prohiben anélisis detallados respecto
a la exactitud de los distintos métodos en torno a dicho pardmetro. Por
otra parte, el nimero de Strouhal més cercano a la referencia fue obtenido
utilizando la formulacién de Uhlmann para N = 1536.

Se verifica que los pasos adicionales de Kempe y Frohlich son un enorme
aporte en la correcta aplicacién de la condicién de no-deslizamiento alrededor
de una particula estacionaria.

5.4.4. Cilindro oscilante

Se prescribe un movimiento periédico para el cilindro en direccién per-
pendicular al flujo base segin la funcién:

ye(t) = Asin(27 ft), (5.63)

con una amplitud A = 0.2D y una frecuencia f¢/f, = 0.8 donde f, es la
frecuencia natural de desprendimiento de vortices. Los valores para las di-
mensiones del dominio y parametros del fluido se mantienen idénticos a la
simulacién anterior. Se utiliza el f; = 0.52 sugerido en la publicacién de
Uhlmann| (2005) y se procede a tomar muestreos del Cp y del Cf, una vez
que la simulaciéon ha traspasado su etapa transiente y se encuentra osci-
lando entre valores estables de los coeficientes referidos anteriormente. Los
resultados obtenidos y su comparacién respecto a los valores referenciales se
encuentran en el cuadro (5.2]).

Los valores determinados —expuestos en el cuadro f muestran que la
simulacién realizada posee problemas en la representacién de la capa limite
mientras la particula se desplaza. Nétese que el movimiento del cuerpo es
prescrito mediante una funcién y no es producto de un esquema de integra-
cién temporal para el movimiento de la particula. De este modo se prueba
que existen diferencias mayores entre el c6digo utilizado por Uhlmann (2005)
y el presente.

Destaca que aplicando las intervenciones de Luo y las de Kempe y
Frohlich los valores comparados mejoran drasticamente respecto a la simu-
lacién candnica de Uhlmann. Se mantiene la tendencia del caso estacionario
que bajo el planteamiento de KF se obtienen los valores de arrastre mas
cercanos a las referencias utilizadas, manteniendo el resto de las variables
constantes.

Se debe notar que el valor cuadratico medio del coeficiente de sustenta-
cién (Cr)mms se encuentra ampliamente sobrestimado, donde la simulacién
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CD CD (CL)rms
Actual [FU] O 1.520 | 0.060 | 0.485
Actual [KF] € 1.338 | 0.054 | 0.469
Actual [Luo] Oy 1.440 | 0.058 | 0.501
Uhlmann €4 1.380 | 0.063 | 0.176
Uhlmann 29 1.354 | 0.065 | 0.166
Uhlmann, d;, de 4 puntos 1.402 | 0.064 | 0.172
Esquema de Kajishima y Takiguchi | 1.282 | 0.088 | 0.223
Lu and Dalton (1996)) 1.25 - 0.18

Cuadro 5.2: Comparacién del valor medio del coeficiente de arrastre Cp, la
amplitud de sus fluctuaciones Cp y el valor cuadratico medio del coeficiente
de sustentacién (Cf)rms para un cilindro oscilante bajo un Rep = 185.
Datos referenciales extraidos de [Uhlmann (2005). Q1 y €9 corresponden a
los dominios discretizados en N = 1024 y N = 1536 elementos por direccion
respectivamente, manteniendo constantes las dimensiones del dominio.

actual bajo la formulacién de Uhlmann se halla con un error del 175 % res-
pecto a su simil en la publicacion original. Este comportamiento se mantiene
al resolver el problema utilizando las formulaciones alternativas de Luo y KF'.
En vista de que el movimiento de la particula ocurre en el eje y, esta
situacion es particularmente preocupante en cuanto muestra problemas en
la representacién de la frontera del sélido en su direccién de movimiento.

5.4.5. Sedimentaciéon de una unica particula

Se deja caer una particula en un dominio rectangular de dimensiones
Q = [0,6] x [0,2], recreando las condiciones originales de |Glowinski et al.
(2001) que posteriormente fueron utilizados por Uhlmann (2004) para la
validaciéon de su método. El primer autor evalia una metodologia basada
en la combinacién de métodos de dominio ficticio basados multiplicadores
de Lagrange en conjunto con una aproximacion mediante elementos finitos
para la resolucion de las ecuaciones de Navier-Stokes.

Se establece v = 0.01, D/h = 64, p,/ps = 1.5, N, = 1536, N, = 512
y At = 0.0001[s]. Una diferencia con la publicacién del Uhlmann es que
éste declara ocupar g = (981, 0) mientras que en la simulacién se utiliza
g = (9.81, 0) pues se asume que lo primero es un error de escritura dado que
la combinacién original de pardmetros acelera desmedidamente las particulas
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utilizadas —desestabilizando la simulacién inmediatamente— y porque resulta
extrano que se haya utilizado a la gravedad en una base que sea diferente a
aquella del SI.

5}

Xec

v
g

Figura 5.14: Disposicién y nomenclatura para las particulas en el caso de la
sedimentacién.

Segtn lo reportado por [Uhlmann| (2004), la particula alcanza una veloci-
dad maxima cuantificada mediante un Rep ~ 330. De acuerdo a |Glowinski
et al.| (2001)), la particula alcanza valores de Rep que se mueven entre 438.6
y 466 dependiendo del paso espacial utilizado.

Las presentes simulaciones se realizaron bajo las tres formulaciones para
la resolucién del «step e» de forma idéntica a los casos anteriores. La evolu-
cién de su ntimero de Reynolds a lo largo del tiempo se puede observar en la
figura . Los valores criticos obtenidos para el Rep consisten en 95.6,
101.2 y 96.1 para los casos FU, KF y de Luo, respectivamente.

Lo que se observa es el efecto de la sobrestimacion de los coeficientes
de arrastre y sustentacién, notable particularmente en el caso del cilindro
oscilante. Al poseer mayor arrastre a lo largo de su movimiento entonces las
aceleraciones que experimentardn los cuerpos seran menores y alcanzaran
velocidades terminales reducidas como aca se ha puede ver.

5.5. Aplicaciones

5.5.1. Sedimentaciéon de un par de particulas

En el mismo dominio anterior se disponen ahora dos particulas de didme-
tros DM /h = D) /h = 64, la primera ubicada en xtH = (1, 1.0001) y la
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segunda en x?) = (1.5, 0.9999), ademas pj(ol) = ](02) = 1.5py. Para la simu-

lacion se utiliza un At = 0.0005.

De acuerdo a Prosperetti and Tryggvason| (2009), al soltar las particulas,
éstas deberian comenzar a descender debido a efectos gravitacionales. La que
se encuentra mas adelante desprende una estela al desplazarse que reduce el
arrastre experimentado por aquella que se encuentra mas atras, permitiendo
la tdltima acelere y alcance a la primera (drafting) y —si el St de las par
de particulas lo permite— la posibilidad de contacto entre ambos cuerpos
(kissing). Cuando ambas entran en contacto, forman un cuerpo alargado
que es inestable en un fluido newtoniano y que eventualmente se separaria
en un movimiento que es denominado tumbling.

El presente caso ha sido estudiado por autores como |Glowinski et al.
(2001) y [Uhlmann! (2005 quienes acudian al uso de un potencial repulsor
para evitar las situaciones de contacto directo entre las particulas. Este lti-
mo consiste en la aplicacion de una fuerza repulsiva proporcional al inverso
de la distancia que separa a las particulas; la magnitud de dicha fuerza es
definida a partir de una constante arbitraria y no obedece a ninguna ley
fisica derivada del fenémeno estudiado. Detalles al respecto del potencial
repulsor pueden hallarse en la publicacién de |Glowinski et al.| (2001)).
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Figura 5.15: Evolucién del Rep a lo largo del tiempo para una particula se-
dimentando. Curvas identificadas segin método utilizado para la resolucion
del «step e».
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Figura 5.16: Disposicién y nomenclatura en el caso de la sedimentacion de
dos particulas.

En las presentes simulaciones se utiliza el modelo de contacto propuesto
por Costa et al.| (2015) que fue descrito en el capitulo anterior. Las constantes
utilizadas para su configuracién consisten en un e, s = e; s = 0.97, un tiempo
de colisién t, = 4At y un ps = 0.3.

La figura muestra capturas de la magnitud del campo de veloci-
dades que se da en el fluido. Se observa que el movimiento que siguen las
particulas dista del «drafting, kissing and tumbling» que normalmente se da
en casos de sedimentacién duales.

Figura 5.17: Interseccion entre particulas sedimentando. Captura del campo
de presiones a 1500 timesteps del inicio de la simulacién. En negro destaca
la zona de interseccion.

La particula que se encuentra retrasada consigue alcanzar a aquella que
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lidera el camino segin lo esperado. No obstante, el modelo de interaccion
entre las particulas no es capaz de rechazar el contacto entre los cuerpos y
la fuerza de repulsién entra en equilibrio con aquella inducida por el flui-
do. Las particulas continian su movimiento unidas a lo largo del dominio,
desplazdandose de manera recta hasta alcanzar el final del dominio, es decir,
el denominado tumbling no se hace presente en los resultados de la simula-
cién. Las figuras muestran instantaneas de la magnitud del campo de
velocidades donde se observa el movimiento que desarrollan los sélidos.

5.5.2. Particulas arrastradas en un canal finito

Dentro de un canal de dimensiones Q = [10 x 1.25] discretizado en N, =
1536 y N, = 192 elementos se disponen 12 particulas monodispersas de
didmetro D = 30h y densidad p, = 1.5p¢. Se fija v = 0.01 y se define a la
gravedad como g = (0, —9.81).

Las condiciones de contorno se definen como entrada-salida en los cos-
tados y de no-deslizamiento en los lados superiores e inferiores, de manera
idéntica a los casos de Poiseuille. Las particulas se disponen de manera
arbitraria a lo largo del dominio dejando un espacio para un minimo desa-
rrollo del flujo. Se evalian casos donde la velocidad de entrada del canal
se define como Us, = vRe/L, y Re = 100,300,600 y 1000 para observar
el comportamiento de las particulas en su interaccién con flujos a distintas
velocidades. El paso de tiempo utilizado para las tres primeras simulaciones
es de At = 0.0001 mientras que para la segunda es de At = 0.00005.

Las particulas parten del reposo y comienzan a ser transportadas por
efectos del fluido y a descender por efectos de la gravedad. Segin sea el
numero de Reynolds del canal estas descenderan rapidamente y se trasla-
darédn en contacto directo con la pared inferior del dominio o conseguirdn
ser transportadas fuera de ésta sin haber alcanzado el suelo. El contacto
con la pared inferior es modelado de acuerdo al modelo de esferas suaves y
lubricacién descrito anteriormente.
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Magnitud velocidad
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(a) Magnitud del campo de velocidades. Condiciones iniciales. 250 timesteps

e

(b) Magnitud del campo de velocidades. 750 timesteps.

—

(¢) Magnitud del campo de velocidades. 1250 timesteps.

(d) Magnitud del campo de velocidades. 1750 timesteps.

Figura 5.18: Capturas de la magnitud del campo de velocidades para un par
de particulas sedimentando. Velocidad adimensionalizada mediante w,of =
100v/D.
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Magnifud Velocidad
1 2

W‘”u

a) Magnitud del campo de velocidades. Condiciones iniciales.

¢) Magnitud del campo de velocidades. 5000 timesteps.

d) Magnitud del campo de velocidades. 7500 timesteps.

e) Magnitud del campo de velocidades. 10000 timesteps.

Figura 5.19: Capturas del campo de fluido para particulas advectadas en un
canal de dimensiones 10 x 1.25 a un Re = 100. Velocidad adimensionalizada
con la magnitud Uy,
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Magnitud velocidad
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(a) Magnitud del campo de velocidades. Condiciones iniciales.

T Ry s —

(b) Magnitud del campo de velocidades. 2500 timesteps.

R W —

(c) Magnitud del campo de velocidades. 5000 timesteps.

(d) Magnitud del campo de velocidades. 7500 timesteps.

(e) Magnitud del campo de velocidades. 10000 timesteps.

Figura 5.20: Capturas del campo de fluido para particulas advectadas en un
canal de dimensiones 10 x 1.25 a un Re = 300. Velocidad adimensionalizada
con la magnitud Uy.
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Magnitud Velocidad
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(a) Magnitud del campo de velocidades. Condiciones iniciales.

T Ry A ———

(b) Magnitud del campo de velocidades. 2500 timesteps.

(¢) Magnitud del campo de velocidades. 5000 timesteps.

(d) Magnitud del campo de velocidades. 7500 timesteps.

(e) Magnitud del campo de velocidades. 10000 timesteps.

Figura 5.21: Capturas del campo de fluido para particulas advectadas en un
canal de dimensiones 10 x 1.25 a un Re = 600.Velocidad adimensionalizada
con la magnitud Ux.
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Magnitud Velocidad
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(a) Magnitud del campo de velocidades. Condiciones iniciales.

(b) Magnitud del campo de velocidades. 2500 timesteps.

(¢) Magnitud del campo de velocidades. 5000 timesteps.

(d) Magnitud del campo de velocidades. 7500 timesteps.

(e) Magnitud del campo de velocidades. 10000 timesteps.

Figura 5.22: Capturas del campo de fluido para particulas advectadas en un
canal de dimensiones 10x 1.25 a un Re = 1000. Velocidad adimensionalizada
con la magnitud Uy.
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Capitulo 6

Conclusiones

Se ha desarrollado un cédigo bidimensional para la simulacién de sus-
pensiones solidas densas y se ha presentado una maqueta para su extension
a tres dimensiones (ver apéndices).

El desprendimiento de los vortices de Von Karmén se produce debido
a una interaccion entre los movimientos convectivos del grueso del fluido
y la capa limite que se forma alrededor de la particula. A grosso modo,
el fenémeno es capturado pues efectivamente existe una zona ralentizada
alrededor de la particula la cual es transportada por el fluido, mas como esta
region estd pobremente representada mediante el delta de Roma es esperable
que existan diferencias moderadas respecto a los valores referenciales de
Park et al.| (1998) quien efectivamente resuelve la capa limite que surge en
el entorno inmediato de la particula.

Las simulaciones realizadas para el cilindro estacionario (Cuadro
muestran que el método de la frontera inmersa tiende a sobrestimar el arras-
tre experimentado por la particula en comparacién a la referencia de |Liu
et al. (1998). Esto al menos, bajo los esquemas originales de Uhlmann y la
variante directa de Luo. En contraste, se observa como la formulacién de
Kempe y Frohlich resulta mucho més cercana a los valores patrones que las
otras dos alternativas y esto bajo un costo computacional semejante al de

la formulacién original (ver cuadros (B.1) y (B.2]) del apéndice).

Por otra parte, la simulacién de la particula oscilante muestra como el
arrastre experimentado por la particula oscilante y su sustentaciéon se en-
cuentran altamente sobrestimados por la implementacién actual del método.
El hecho de que la simulacién estacionaria de cilindros sea muy cercana a los
resultados originales pero que la simulaciéon en movimiento no lo sea resulta
curioso, debido a que el cilindro oscilante posee un movimiento prescrito que

"
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no requiere de ser avanzado en el tiempo a través subrutinas de movimiento.

Los problemas para capturar la interaccién fluido-sélido en movimiento
se han traducido a que los cuerpos sedimentando alcancen una velocidad
maxima mucho menor a referenciada por los autores con quienes se compa-
ran los resultados. Fallando este punto, las simulaciones con particulas en
movimiento solamente tendran un caracter referencial puesto que la fisica
asociada a ellas no logra ser capturada adecuadamente. Investigar las causas
de esto consistird en una linea de investigacién futura.

Respecto al modelo de interaccién entre particulas —lubricacién y contacto—
se observa que en el caso del par de particulas que sedimentan, el modelo
falla y que las particulas se acoplan, desarrollandose un equilibrio entre la
fuerza de repulsién y aquella originada debido a la interaccién entre cada
particula individual con el fluido. Lo anterior es una evidente falencia del
cbdigo que evita que se desarrolle el comportamiento de kissing, drafting y
tumbling que se observa comunmente en la literatura. Las causas de este
acoplamiento deberan ser estudiadas en detalle en algin trabajo posterior.

No obstante, se destaca que el modelo no falla siempre pues el contacto
con la pared en el caso del canal se mantiene estable y las particulas se
arrastran por el contorno inferior del dominio, ddndose incluso contactos
que se resuelven posteriormente sin acoplamiento entre los cuerpos.

En el caso expuesto en el apéndice de particulas en un dominio bipe-
riédico se presencian multiples colisiones con alta tasa de ocurrencia debido
al elevado niimero de sélidos presentes sin notorios acoplamientos méas que
aglomeraciones espontaneas de particulas en regiones del fluido.



Lineas de investigacion
futuras

La sobrestimacion del arrastre y la sustentacién para las particulas en
movimiento son inconsistentes con el certero comportamiento estacionario
que se verifica en la presente implementacién. Sus causas no fueron halladas
a lo largo de este trabajo por lo que el siguiente paso inmediato deberia
consistir en dilucidar esta problematica.

Se deben hallar estrategias para reducir el tiempo dedicado a la resolu-
cién de los pasos a, e y f. El primero, dado que el paso es completamente
explicito es un candidato perfecto para una eventual paralelizacion para la
cual se puede tomar como guia el trabajo de [Uhlmann| (2003)). Los pasos
restantes constituyen ecuaciones elipticas cuya resolucién podria hacer uso
de algin solver ad-hoc adecuado para resolver ecuaciones sobre campos que
no se encuentran completamente centrados ni desplazados como es el caso de
las componentes del campo de velocidad, prescindiendo asi de la necesidad
de interpolar y del error y retraso que ello acarrea.

Por otra parte, se sugiere comparar el modelo de contacto implementado
con otros semejantes como aquel de Kempe and Frohlich| (2012b).

Mas alla de las problematicas halladas en el presente cédigo, el siguiente
paso seria continuar el desarrollo del modelo tridimensional, para el cual ya
se han dejado los primeros cimientos a partir de los cuales trabajar. Existe
abundante literatura respecto a colisiones de esferas en tres dimensiones lo
cual podria ayudar a elegir, implementar y validar modelos de contacto.

Otra area de investigacion que se puede desarrollar es el cambio de la
ecuacién constitutiva para el tensor de esfuerzos, en pos de evaluar fluidos
no-newtonianos que bien podrian representar la modificacién que se da en
la fase continua debido a la presencia de particulas sélidas de escala menor
a la que se puede capturar mediante el método de la frontera inmersa.
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Apéndice A

Detalles sobre el método
numeérico

A.1. Derivaciéon de la formulacién de Uhlmann pa-
ra el método IB

El presente apartado es una adaptacion de aquel presentado por [Engdahl
(2015), modificado de acuerdo a los pasos requeridos para conseguir la for-
mulacién de [Uhlmann (2005]). Considérese la siguiente ecuacién diferencial:

dy
o =ty (A1)

Se procede a la integracion temporal en los siguientes subpasos tempo-
rales, de acuerdo al esquema planteado por |Rai and Moin| (1991]):

_ 8 e
yt=y" 4 Aty b, (A.2a)
5 8 17
2=yl A (b1 + — AL YY) — ALty A.2b
D f( 1+ ALY ) 0 ftn-1,9"77),  (A.2b)

n 2 2 1
= + A n—1 T —A , — —A n—1 T+ —A s s A2

donde los niveles de tiempo en cada paso estan dados por:

t1 —th—1 = %At, (A.3a)
2
—t; = —At A.
to 1 15 , ( 3b)
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1

A partir de la ecuacién (A.1) es posible plantear la siguiente integral
entre los niveles de tiempo n — 1y 1:

[ av= [ s e -, (A.4)
)

n—1 tn_1

Despejando a y! de la ecuacién (A.4) y realizando un proceso analogo
para los otros niveles de tiempo, se obtienen las ecuaciones:

v =y A (), (A.52)
P =y + A (), (A.5b)
Y=yt + %Atf(y) : (A.5¢)

Tratando a la derivada temporal de (A.1)) mediante el esquema de Crank-
Nicolson, las ecuaciones anteriores pueden expresarse de la siguiente forma:

v =y AT + ), (4.6a)
P =y + AT + 1), (A.6b)
v =0 AT+ SP)) (460

En pos de una correcto desarrollo, se retoman las ecuaciones de Navier-
Stokes modificadas para la aplicacion del método IB, estas son:

d
M VPu-Vp— (u-V)u+f,

dt (A7)

V-u=0.

Donde la segunda, proveniente de la conservaciéon de la masa, se apli-
card como una restricciéon sobre la primera en etapas posteriores.

El primer paso aproxima al campo de flujo prescindiendo de los efectos
del sdlido, por tanto el término f es omitido y, en vista que no necesariamente
es solenoidal, se distingue mediante el simbolo 1.

Trabajando dentro de los subpasos temporales de Runge-Kutta, el término
convectivo es avanzado de forma explicita de acuerdo a las ecuaciones
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mientras que los términos restantes son avanzados mediante el método de
Euler entre los pasos de tiempo intermedios. De esta forma, se obtienen las
ecuaciones:

ut = w4 At(éuv2u"*1 - %Vp"il — E[(u V"), (A8a)

5 5
2 2 5 17
2 .1 . 2.1 < 1Y i 1 =" i n—1
Ut =u +At(15uv u 15Vp 12[(u V)u] 60[(u V)u]" '), (A.8b)
1 1
Wt =P+ AUV - LV - %[(u V)u)? - %[(u V)ul), (Asc)

Las cuales pueden ser abreviadas en:

a=ul"'+ At(Qaquvzuq_l — 2aquq_l
—Ygl(u- V)u?! = §[(u- V)uli?),

la cual es idéntica a la ecuacién con sus respectivas constantes y abre-
viando el paso de Runge-Kutta a partir del subindice gq.

Se omiten los pasos contenidos entre los «step b» y «step d» en cuanto
s6lo consisten en transpadanos de informacién entre distintos marcos de
representacién y ya han sido analizadas en el capitulo

Realizando un proceso analogo al , pero trabajando al término vis-
coso mediante el método de Crank-Nicolson en vez del de Euler, se obtiene

(A.9)

la siguiente expresion:

w=ul"t 4+ At(aqy(v2uq_1 + V2u*) — 2q,Vp?~?

A.
—ql(w- V)u]?™t = ¢[(u - V)u]?™? 4 £7) . A0

Reuniendo al lado izquierdo los términos con u* y «anadiendo y restan-
do» quVAtVQuq_l al lado derecho, la ecuacién anterior se reescribe como:

u* — antl/V2u* =u? !+ At(2aqu2uq*1 — 205qu‘171
(- V)T = G V)l o+ £7) — aArTPui

El lado derecho de (A.11)) contiene a (A.9) y por tanto se reemplaza y

simplifica la ecuacién anterior, resultando en:

(A.11)

1 1 u
v2 * * v2 —1 A
u - u = - R fq uq . .
antV gV (At ) ( 12)
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El campo resultante u* es posteriormente corregido mediante el método
de paso fraccionario cuya derivacion en extenso puede hallarse en el apéndice

de Engdahl (2015) y en forma resumida en Brown et al.| (2001)).




Apéndice B

Detalles la implementacion
bidimensional

B.1. Sobre las operaciones de traspaso de infor-
macion

Para ejemplificar lo siguiente se utilizara inicamente la primera compo-
nente de la velocidad euleriana bidimensional u = (u, v). Se considerara tam-
bién que el dominio general es un cuadrado de dimensiones Q2 = [L x L] que
ha sido dividido en N intervalos regulares en cada direccion.

La figura permite visualizar la disposicién de las variables en el
espacio. Notese que vistas en la direccion z, las componentes de u se encuen-
tran situadas en los extremos de cada intervalo mientras que en la direccién
y éstas se encuentran centradas.

Se denomina como «principal» a aquella direccién que sea la misma
intrinseca a la componente, como en el caso de u y x. Las direcciones res-
tantes son denominadas «secundarias». Es evidente que en el ejemplo actual
sélo existe una tnica direccién secundaria que es y.

La numeracién del arreglo que constituye u posee la dimensién [N+1x N]|
partiendo desde el nimero [1] para utilizar la misma convencién de estas
matrices en el lenguaje Fortran. Se distingue entre la posicion «numérica»
y la «espacial»: La primera corresponde a la ubicacion en el arreglo que
almacena la informacién, por ejemplo, la celda (3, 2) mientras que la segunda
corresponde a la posicion dentro del dominio de la simulacién, por ejemplo
(2.0,1.5).

La figura adelanta que debe haber alguna sencilla relacién entre
la posicién numérica y la espacial. Se utilizaran superindices para enfati-
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7

2.0=—
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Figura B.1: Disposicién espacial de la componente v del campo de velocida-
des bidimensional. Espaciamiento entre celdas unitario.

zar el caracter de una direccién, primario y secundario. Ademds la posicién
numérica se representard mediante m = (m,, my). De esta forma, las rela-
ciones

2P = h(mgy —1/2) (B.1)

y) = h(m, — 1) (B.2)

enlazan la informacion en el arreglo con sus respectivas coordenadas espa-
ciales x = (z,y). Estas féormulas seran relevantes en las etapas de traspaso
de informacién entre marcos eulerianos y lagrangianos.

Se debe recordar que los «marcadores lagrangianos» —simbolizados me-
diante X;— son puntos que pueden estar ubicados en cualquier lugar del
dominio. Por medio de las funciones delta, éstos interactiian con los nodos
fijos de la malla euleriana, lo cual introduce la siguiente pregunta: ;Qué regla
utilizar para enlazar los marcadores a los nodos eulerianos correspondientes
de una manera eficiente?.
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En el paso se desea utilizar la funcién 6% (x — X;) para tomar
los valores de . = (@, 0) obtenidos por medio de la ecuacién y trans-
formarlos en su variante lagrangiana U;(X;) = (U;, V). La posicién de los
puntos X; es conocida y hace falta determinar los puntos eulerianos cuya
informacién debe ser transportada. Se trabajard unicamente con U; por el
caracter expositivo de este apartado.

La malla euleriana de @ posee como direccién principal a  y como secun-
daria a y. Esto determina las funciones para determinar la posiciéon numérica
—la ubicacién dentro del arreglo— de los nodos eulerianos relacionados con
cada marcador. Sea esta posicién m = (m,, m,), luego:

X
m@le;lHl (B.3)
Yy, 1
mz(f):Hﬁ—i-iH%-l (B.4)
donde |[|.|| denota a una funcién que aproxima a un nimero real hasta el

entero mas cercano. Al aplicar ambas funciones, es posible recuperar el nodo
mas cercano al marcador. Debido al «ancho de banda» de tres nodos que
define al delta de Roma, sélo los dos nodos contiguos al recién determinado
son de interés.

El procedimiento descrito se aplica para cada componente del vector que
esté siendo llevado de un marco al otro, teniendo en consideracion cual es la
direccién principal y cuales son las secundarias. Ademads, el llevar informa-
ciéon de un marco lagrangiano al euleriano, operacién opuesta a la descrita
recientemente, hace uso de las mismas funciones en un procedimiento simi-
lar.

B.2. Fraccion sdélida local

El uso del siguiente procedimiento ha sido propuesto en |[Kempe and
Frohlich| (2012al) para una aproximacion de la integral (4.17)). Se define una
fraccién sélida local ;3 de modo que:

VP

ijk
Qijk = el (B-5)

Ve
donde Vzﬁll = V. es el volumen de la celda cartesiana en la posicién 7jk de
la malla cartesiana y Vé’k es la interseccion entre dicha celda y la particula.
Los indices ¢, j y k en este caso denotan la posiciéon de un nodo dentro de
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la malla euleriana. La idea general consiste en aproximar la ecuacién (4.17))
como:

Nx Ny Nz

/Q ((x —x¢) x u)dx ~ Z Z Z biji X i Ve i (B.6)

i=1 j=1 k=1

donde b;; es un brazo que apunta desde el centro de la particula hacia la
ubicacién del nodo euleriano con el cual se estd trabajando. La estimacion
de ayji, se realiza una aproximacién planar de la superficie de la particula
empleando funciones «level-set» ¢, cuyo signo sera negativo al interior de la
particula y positivo en su exterior. Luego,

S~ H(—g(™)
S lotm)]

En , m = 1,...,8 es un numero entero asignado a cada una de las
esquinas de un cubo en el cual se envuelve cada nodo euleriano ¢jk que
esta siendo evaluado y ¢,, es la distancia entre la superficie de la particula
—asumida esférica— y cada una de las esquinas mencionadas anteriormente.
Por otra parte, H(¢), es la funcién de Heaviside definida como:

fo. ¢<o0
Hy = {17 60 (B.8)

(B.7)

Qijk =

Asi, mediante el uso de [B.7] es posible conseguir una aproximacién rela-
tivamente suave para la fraccién sélida local en los contornos de la particula.

Ahora, para la aplicaciéon bidimensional del cédigo, considérese a p como
una particula cualquiera descrita mediante la posicién de su centro de masa

x((;p ) = (a;ﬁp ), yﬁp )) y su radio R®). La integral de la ecuacién 1) en dos
dimensiones se expresara como:

Na: Ny

/Q((X — XC) X u)dx =~ Zwa X uz-jVC Qg . (B.Q)

i=1 j=1

Para evitar nomenclatura adicional, describase la ubicacién de u;; me-
diante el par (posx(uij),posy(uij)). Asi, es posible expresar a la ecuacién

CcOoImo:
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0g>0
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Figura B.2: Esquema para la comprension de ¢,,. Extraido de
[Frohlichl (2012a)).

(B.10)

donde se debe notar que el valor de «;; tras ser aplicado serd diferente para
cada miembro del lado derecho de la ecuaciéon anterior. Se expresardn los
siguientes pasos s6lo en funcién del primero de estos términos.

Se establecen dos secciones dentro de la particula, una interior donde
existe certeza de que a;; = 1 y una corona donde es posible que no lo sea.
La distancia que delimita ambas regiones serd ||b;;|| < R®) — h.

Se sabe que cualquiera sea la componente de velocidad, esta estard cen-
trada dentro del volumen que la contiene y, por consiguiente, las esquinas de
dicho volumen estaran a una distancia absoluta de dg;n) = b;; +(+h,£h)/2,
donde m = {1,2,3,4} representa cada una de las posibles esquinas segin
sea la combinacion de signos elegida. Luego, la funcion level set puede ser
definida como d)gn) = ||d;;|| — R® y con ello, se determina la fraccién sélida
mediante la versién bidimensional de , es decir:
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St 9 H (—g(™)
et 1607
Una versién tridimensional de esta funcién es obtenida de manera anélo-
ga y, por tanto, no serd expuesta.

Ozz'j =

(B.11)

B.3. Estructura del cédigo

Como cualquier programa escrito en Fortran, el presente consta de un
cédigo principal, main.f90, al cual se integran los médulos dom_parameters,
mod_structures y mod_functions y desde el cual se inician los llamados a un
entramado de subrutinas que constituyen el grueso del trabajo desarrollado
y que seran resenadas a continuacion.

principal

main

modulos

mod_parameters

mod_structures subrutinas

step_a

mod_functions

step_b

step_c

(Y

Figura B.3: Esquema general del codigo desarrollado. Nombres senialados son
idénticos a aquellos utilizados para denominar cada subseccién del codigo.
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B.3.1. Mobdulos

= mod_parameters.f90: Consiste en el mdédulo base donde estan fijadas
las constantes mateméticas del método y desde donde se fijan los prin-
cipales parametros del programa. Por ejemplo, algunas de las acciones
que se realizan acé son:

e Definicién de las constantes de Runge-Kutta oy, 74 y (4-

e Definicién de las propiedades de las fases como densidades pg y
pe v la viscocidad cinematica v.

e Seleccion de las condiciones de contorno.

e Eleccién de pardmetros como el niimero de particulas NN, el paso
de tiempo At, las dimensiones del dominio L, y L,, el nimero
de elementos por direcccién N, y Ny, entre otros.

e Activacién/desactivacién del movimiento de sélidos, del modelo
de contacto, del registro de su movimiento y la frecuencia de esto.

e Activacién/desactivacién de la escritura del campo de velocidades
y de presién en formato .vtk.

e Seleccion del método para resolver el «step e» y su configuracion.

= mod_structures.f90: En este médulo estan definidas las principales es-
tructuras de datos utilizadas en el programa que tendran un alcance
global. También aca estd definido el objeto «particula» que constituye
la unidad bésica que almacena la representacién de cada sélido inmer-
S0.

= mod_functions.f90: Reine a funciones variadas que son requeridas por
pasos tales como los transpadanos de informacién entre diferentes mar-
cos de referencia o la alocacion de las estructuras de dato de los objetos
«particulas.

B.3.2. Subrutinas

El presente listado engloba a las subrutinas utilizadas a lo largo del codi-
go y entrega una pequena glosa que permite identificar su funcién principal
y su relacion con otras subrutinas de ser importante para su comprension.

= nit_program: Inicializacion del programa. Llamado a las subrutinas
que alocan memoria, primeras mediciones que seran posteriormente
comparadas, creacion de archivos de escritura, entre otros.
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init_fields: Inicializacién de los campos de velocidad y de presion del
fluido de acuerdo a como hayan sido solicitados en el médulo mod_parameters.

intermission: Paso intermedio donde se realiza la escritura del campo
de velocidades y de presion, la representacién .vtk de la particula y se
revisa que la simulacién no entregue resultados invalidos (NaN).

update_fields: Actualizacion de los campos de velocidades entre pasos
contiguos de Runge-Kutta. Adicionalmente se calculan los coeficientes
de arrastre y sustentacién si es que asi ha sido requerido desde el
médulo mod_parameters.

step_a: Llamado a las subrutinas que componen el «step a».
step_a_rhs: Resolucién directa del «step a».

step_a_boundaries: Aplicacién de las condiciones de contorno corres-
pondientes sobre los arreglos de u.

step_b: Resoluciéon directa del «step b».
step_c: Resolucién directa del «step c».
step_d: Resolucién directa del «step d».
step_e: Llamado a las subrutinas que componen el «step e».

step_e_rhs: Conformacion del lado derecho de la ecuacién de Helmholtz.
En el presente paso se realizan interpolaciones de ser necesario.

step_e_x_rhs_bd: Relleno de las condiciones de contorno de la ecuacion
de Helmholtz para la posterior obtencion de u*.

step_e_y_rhs_bd: Relleno de las condiciones de contorno de la ecuacion
de Helmholtz para la posterior obtencién de v*.

step_e_mkl_z: Llamado al solver eliptico de Intel para la obtencién de

u*.

step_e_mkl_y: Llamado al solver eliptico de Intel para la obtencion de
*

v*.
step_e_recover: Se adecuan los resultados del solver eliptico al formato
utilizado a lo largo del programa. Se aplican las condiciones de con-
torno correspondientes al problema.
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step_f: Llamado a las subrutinas que componen el «step f».

step_f_rhs: Conformacién del lado derecho de la ecuacion de Poisson
para la obtencion de la pseudo-presion ¢.

step_f_fish: Llamado al solver eliptico FISHPACK para la resolucién
de la ecuacién de Poisson correspondiente al «step e».

step_f-rhs_bd: Relleno de las condiciones de contorno de la ecuacion de
Poisson.

step_f_-boundaries: Aplicacién de las condiciones de contorno sobre el
campo ¢ segin se hayan definido en en mod_parameters.

step_g: Resolucién del «step g» y llamado a la subrutina de condiciones
de contorno.

step_g_boundaries: Aplicacién de las condiciones de contorno del campo
de velocidades u? segiin se hayan definido en en mod_parameters.

step_h: Resolucién del «step h» y llamado a la subrutina de condiciones
de contorno.

step_h_boundaries: Aplicacién de las condiciones de contorno del cam-
po de presién p? segun se hayan definido en en mod_parameters.

measure_time: Mediciones del «tiempo de reloj» para la determinacion
del tiempo total de ejecuciéon del programa.

screen_report: Presentacion de informacién de interés por pantalla.

dumpdata_vtk: Escritura de los campos de presion y de velocidad de-
finitivos a un archivo en formato .vtk para su compatibilidad con el
sistema de visualizacién Paraview.

dumparray_VTK: Escritura genérica de datos a un formato .vtk; con-
tiene multiples subrutinas (semejantes entre ellas) para llevar a cabo
este propdsito.

recov_mark_position: Recupera la posicién espacial de algin marcador
lagrangiano solicitado por el cédigo.

check_nan: Revisa si es que el cédigo no se ha inestabilizado , esto en-
tendido como si ha alcanzado o no valores NaN. Normalmente llamado
por medio de la subrutina intermission.
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particle_vtk_writer: Escribe un archivo .vtk de un disco escalado apro-
piadamente al tamano de una particula en la posicién que ésta deberia
ocupar en el espacio. Utilizado para complementar la visualizacién via
Paraview.

check_markers: Revisa si los marcadores lagrangianos deben ser exclui-
dos de los célculos. Las subrutinas aqui contenidas se deben activar
para evitar inconsistencias entre las condiciones de contorno de las
paredes y la velocidad impuesta por el método de la frontera inmersa.

rpk_save: Guarda en un archivo de texto las condiciones cinematicas
de una particula en el determinado timestep donde es llamada.

cdl_save: Guarda en un archivo de texto el arrastre y la sustentacion
de una particula en el determinado timestep donde es llamada.

cdl_compute: Determina los coeficientes de arrastre y sustentacion para
una particula de haber sido solicitado asi en el médulo mod_parameters.

pff-save: Permite el registro de los valores de algin o algunos nodos a
lo largo del tiempo hacia un archivo. Configurable directamente en la
subrutina y activado en el médulo mod_parameters.

save_fields: Centraliza a todas las subrutinas que registran informacién
puntual en archivos, como pff_save, cdl_save y rpk_save y, adicional-
mente, intermaission.

set_particles: Crea a todas las particulas (como estructura segtiin han
sido definidas en mod_structures). Adicionalmente fija sus valores ini-
ciales de posicién y velocidad.

allocate_structures: Aloca a los arreglos eulerianos requeridos durante
el programa.

deallocate_structures: Desaloca los arreglos eulerianos creados en allo-
cate_structures.

mov_begin_iterations: Fija los valores iniciales para el ciclo iterativo
asociado a las cantidades cinemaéticas de las particulas.

mov_compute_movement: Determina las variaciones de posicién y de
velocidad de las particulas de acuerdo a las fuerzas del fluido que
actuan sobre ella y de las fuerzas de contacto que han sido determina-
das en el presente paso iterativo.
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mov_correct_omega: Determina la correccién de velocidad angular al in-

terior de la particula segiin es requerido por la subrutina mov_compute_movement.

mov_end_iterations: Recupera los valores convergidos después de un
ciclo iterativo y los almacena en las variables estandar. Actualiza los
campos de velocidad lagrangianos para cada marcador.

mouv_iterative_error: Determina el error entre iteraciones consecutivas
pertenecientes a la misma serie.

mov_particle_movement: Subrutina principal para llamar a los sub-
pasos que permiten la integracion temporal de la particula.

mov_prescribed_movement: Fuerza el movimiento de las particulas de
acuerdo a alguna regla que sea fijada en su interior.

c_clean_variables: Limpia las variables historicas del modelo de colisién
una vez que el contacto se ha acabado.

c_compose_matriz: Arma la matriz que permite rotar el desplazamiento
tangencial entre pasos consecutivos.

c_contact_force: Determina la fuerza de contacto entre dos particulas.

c_contact_force_wall: Determina la fuerza de contacto entre una particu-
la y la muralla.

c_contact_model: Ordena a las subrutinas que componen el modelo de
contacto y de lubricacién en general.

c_contact_wall: Ordena a las subrutinas que componen el modelo de
contacto y de lubricacién entre murallas y particulas.

c_lubrication_force: Determina la fuerza de lubricacién entre particulas.

c_lubrication_wall: Determina la fuerza de lubricacién entre particula
y muralla.

additional_forcing: Permite ejecutar los pasos de forzado adicional pro-
puestos por [Kempe and Frohlich (2012a).

multidirect_forcing: Permite ejecutar los pasos de forzado multidirecto
propuestos por [Luo et al. (2007).
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= additional_step_b: Ejecuta un paso adicional del «textitstep b» con
las modificaciones requeridas para el forzado de [Kempe and Frohlich
(2012al).

= check_intersections: Revisa si existe contacto entre particulas cuando
estas son distribuidas de manera aleatoria a lo largo del dominio.

» end_program: Desalocacién de la memoria establecida a lo largo de la
simulacién y llamado final a la subrutina measure_time.

B.4. Configuraciéon de una simulacién

La presente seccién busca ejemplificar el uso del programa en un caso
elemental como es el del cilindro estacionario. Se usara un dominio cuadrado
Q= [0,8] x [0,8] discretizada en N, = N, = 512 elementos. La figura
muestra la seccién del codigo donde se fijan las condiciones de contorno y el
numero de elementos por direccién.

El pardmetro SIMULATION = 1 consiste en el set de condiciones de
contorno utilizados para esta simulacion, es decir, entrada-salida en la di-
reccién x y simetria en la direccion y.

La figura muestra la seccion del cédigo donde se muestra la mayoria
de los parametros de relevancia.

s «NumParticles» fija el nimero de particulas que se emplazaran en
el dominio. En este caso se elige una unica particula y por lo tanto
NumParticles = 1.

= «t_mazx» limita el nimero maximo de pasos de tiempo en los que se
ejecutara el programa, una vez alcanzado la simulacién se detendra au-
tomaticamente.

= «IntermissionEvery» fija cada cuantos pasos de tiempo se ejecutara la
subrutina intermission. En esta etapa se realizan pasos de escritura a
un archivo .vtk y deben ser realizados con moderacién para almacenar
datos innecesarios ni destinar tiempo excesivo en pasos de escritura
que podrian no aportar informacién relevante.

= «Dt» es el paso de tiempo utilizado At.

» «Lz»y «Ly» fijan las dimensiones del dominio. Nétese que L, estd su-
bordinado al valor de L, y a la cantidad de elementos dispuestos en
cada direccién.
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JIN DEFINI

INTEGER. PARAMETER ::
INTEGER. PARAMETER ::

ones en el
EUILLE FL

INTEGER. PARAMETER :: SIMULATION = 1

Figura B.4: Seccion del cédigo mod_parameters.f90 donde se fijan las condi-
ciones de contorno y se establecen la cantidad de elementos a discretizar N,

y Ny.

«H» es el paso espacial y se define automaticamente a partir de los
valores anteriores.

«Nu» es la viscosidad cinematica del fluido, pensada para ser ingresada
en unidades del SI en primera instancia.

«RHO_C» y «RHO_D» corresponden a las densidades de la fase con-
tinua y la discreta respectivamente.

«D_REFERENCE>» es una longitud referencial que, a menos que se
intervenga el cédigo directamente, sera el didmetro de la circunferencia
que se dispondra en el dominio.

« Prescribed_Reynolds» es el Rep del flujo alrededor de la particula.
En este caso, Rep = 100. «U_REFERENCE>» es la velocidad del flujo
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INTEGER, PARAMETER :: NumParti
INTEGER, PARAMETER :: t max
termissionEver
. PARAMETER ::

OMAIN DEFINITION
(KIND=32), PARAMETER :: L: 8.
{ KIND: PARAMETER :: Ly ¥ / REAL{Nx.3)
(KIND=32), PARAMETER :: x ]
. PARAMETER ::

\L CONSTANTS
PARAMETER ::
PARAMETER
PARAMETER
. PARAMETER
. DIMENSION(Z), PARAMETER :: G VECTOR =G * (/

. PARAMETER ::
PARAMETER ::
. PARAMETER ::
* NU / (D REFERENCE)
3). PARAMETER ::

INTEGER, PARAMETER :: DelayWriting = 6

LOGICAL, PARAMETER :: RandomParticleDistribution = .FALSE.

tion acco

Figura B.5: Seccion del cédigo mod_parameters.f90 donde se fijan las condi-
ciones de contorno y se establecen la cantidad de elementos a discretizar N,
y Ny.
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en unidades del SI. Notese que se define en funcién del ntimero de
Reynolds, la longitud referencial y la viscosidad cinematica.

El resto de los parametros de la imagen se omiten por no ser relevantes
para el presente ejemplo. Sus detalles se pueden ver al interior del codigo
fuente.

Drag and Lift #MN

INTEGER, PARAMETER ::
LOGICAL, PARAMETER :: CDL
LOGICAL, PARAMETER :: CDL

s related to the

LOGICAL :: AllowParticleMovement = .FALSE.
LOGICAL, PARAMETER :: Co tModelling = .FALSE.
INTEGER, PARAMETER :: CM Po bleConta

INTEGER, PARAMETER :: (M SolveCollisi
REAL(KIND=8), PARAMETER :: CM Thr

REAL(KIND=8), PARAMETER :: CM EDry

REAL(KIND=8), PARAMETER :: CM MU =

Figura B.6: Seccién del cédigo mod_parameters.f90 donde se fijan las condi-

ciones de contorno y se establecen la cantidad de elementos a discretizar N,
y Ny.

La figura muestra la seccién referente al cdlculo de arrastre (drag)
y sustentacién (lift). Para su activacién, el booleano « CDL_Activate» debe
estar fijado como verdadero, es decir, «. TRUE.». En la imagen expuesta el
céalculo de estos pardmetros se encuentra desactivado.

De forma similar, las rutinas de movimiento y se colisién se activan en
la seccion inferior de la misma figura, respectivamente, por medio de los
booleanos «AllowParticleMovement» y «ContactModelling». Debido a que
la simulacién consiste en un tinico cuerpo que se mantendréd estacionario,
ambos deben mantenerse como falsos (es decir «. FALSE.»).

La tultima figura de la seccién, , muestra arriba como se crea la es-
tructura particula («c(1)») y abajo como se fijan las cantidades cinematicas
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de la misma.

» «c(1) %diameter» asocia la longitud de referencia fijada anteriormente
al didmetro de la particula. Andlogamente, «c(1) %density» asocia la
densidad de la fase discreta, « RHO_D», a aquella de la particula.

= Las subrutinas «particle_basics», «allocate_particle» y «shape_circle»
desarrollan pardmetros més complejos de la particula como su area e
inercia, alocan memoria a ciertos arreglos que se le asocian y distribu-
yen los puntos lagrangianos alrededor de su circunferencia.

» Finalmente, «c(1) %Xc», «c(1) %Uc» y «c(1) %Oc» representan la po-
sicion del centro de masa, la velocidad traslacional y la velocidad ro-
tacional de la particula «c(1)» respectivamente.

D REFERENCE
J%density HO D
particle b 56
allox particl
call shape circle(c(l))

END IF

SELECT CASE{MumParticles)

CASE (1)

Figura B.7: Seccién del codigo mod_parameters.f90 donde se fijan las condi-
ciones de contorno y se establecen la cantidad de elementos a discretizar N,
y Ny.

Fijados todos los parametros anteriormente mencionados, se esta en con-
diciones de compilar e iniciar el cédigo para la simulacién de un cilindro
estacionario.
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FU [512] | KF [512] | Luo [512]

step a (%) 31.8 29.3 78.1
step b (%) 0.0 0.0 0.0
step ¢ (%) 0.0 0.0 0.0
step d (%) 0.4 0.4 1.0
step e (%) 29.9 36.1 4.9
step f (%) 30.3 21.0 7.2
step g (%) | 5.6 10.3 5.3
step h (%) 2.0 2.8 3.5

t (s) 2.92 2.94 1.19

Cuadro B.1: Distribucién porcentual del tiempo de calculo dentro de un ti-
mestep completo del cdédigo desarrolado. Valores determinados para 4 ejecu-
ciones de 200 ciclos cada una. Se remarca el cardcter inicamente referencial
de los valores porcentuales debido a una amplia variabilidad en la distribu-
cién de los tiempos de calculo. El tiempo informado al final de la tabla es el
aproximado para la ejecucién de un timestep completo.

B.5. Comparacion de tiempos de calculo

Para la comparacion de los tiempos de céalculo se elige el mismo dominio
utilizado para las simulaciones de particulas estacionarias y oscilantes, es
decir, entrada-salida y condiciones de simetria. Los parametros de relevancia
son v =0.01, L, = L, =8, D/h =20y At = 0.0005.

La ejecucién de los programas es altamente variable por lo que los valores
presentados deben ser considerados como una referencia tinicamente.

Los cuadros y muestran la distribucién aproximada de los
tiempos de calculo para mallas de distinta cantidad de elementos por di-
reccién —senialados entre corchetes— asi como también el tiempo promedio
utilizado en la resolucién de un timestep completo.

Destaca que el método de Luo es siempre mas rapido que la formulacién
original de Uhlmann y la de Kempe y Frohlich. Lo anterior es evidente pues
su uso vuelve innecesario al llamado al solver eliptico en el «step e» que
consiste en una de las principales fuentes de consumo de tiempo en las otras
dos variantes.

Por otra parte también destaca la cercania en el tiempo de calculo entre
la formulacion de Uhlmann y la de KF, dando cuenta de que los pasos
introducidos por los tdltimos no representan un costo mayor en términos
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FU [1024] [ KF [1024] | Luo [1024]

step a (%) 39.1 33.7 67.8
step b (%) 0.0 0.0 0.0
step ¢ (%) 0.0 0.0 0.0
step d (%) 0.5 0.6 1.1
step e (%) | 367 53.7 7.0
step f (%) 18.1 6.2 13.5
step g (%) 3.4 3.9 5.7
step h (%) 2.2 2.0 5.0

t (s) 18.81 19.80 10.92

Cuadro B.2: Distribucién porcentual del tiempo de calculo dentro de un ti-
mestep completo del cédigo desarrolado. Valores determinados para 4 ejecu-
ciones de 200 ciclos cada una. Se remarca el cardcter inicamente referencial
de los valores porcentuales debido a una amplia variabilidad en la distribu-
cién de los tiempos de calculo. El tiempo informado al final de la tabla es el
aproximado para la ejecucién de un timestep completo.

computacionales, lo que sumado a la gran mejora en la representacién de
fendmenos de arrastre y sustentacion en cuerpos estacionarios, lo vuelve
fuertemente atractivo.

Otro hecho relevante es el gran tiempo dedicado a resolver el «step a»
el cual al ser explicito e inherentemente separado en dos (o tres) bloques
diferentes segin sea la velocidad a calcular, es un fuerte candidato a ser
paralelizado en trabajos posteriores.

Si se trata de una tnica particula la que se estd resolviendo, se observa
que los pasos contenidos entre el «step b» y el «step d» son absolutamente
despreciables en comparacién con el resto del cédigo.

El cuadro muestra como varian los tiempos de cédlculo tras agre-
gar un nimero Np de particulas. Se observa que entre el «step b» y «step
d» nunca llegan a ocupar un tiempo considerable dentro del programa, ni
siquiera con 500 particulas al interior del volumen. En dicho punto, el tiem-
po dedicado al movimiento de las particulas y a calcular sus colisiones es
aproximadamente un cuarto de aquél requerido para resolver las ecuaciones
de Helmholtz, lo que muestra la relevancia de dichas ecuaciones dentro del
programa. Asimismo, el «step a» también en el mismo punto requiere méas
de el doble del tiempo que es asociado a las particulas, por lo que mantiene
su gran relevancia dentro del programa.
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Np=5|Np=50| Np=100 | Np =200 | Np =500

step a (%) 40.3 254 43.2 40.1 24.4
step b (%) 0.0 0.1 0.3 0.5 1.1
step ¢ (%) 0.0 0.0 0.0 0.0 0.1
stepd (%) | 05 0.5 0.6 0.7 15
step e (%) | 361 36.1 31.0 12.9 30.2
step f (%) | 17.6 32.4 15.4 7.8 18.2
step g (%) | 35 2.6 2.6 2.6 2.6
step h (%) 1.9 1-8 1.5 1.5 1.9
M/C (%) | 0.0 1.0 2.3 3.8 10.8

t (s) 20.28 16.77 21.40 19.82 20.12

Cuadro B.3: Distribucién porcentual del tiempo de calculo dentro de un
timestep completo del cédigo desarrolado segin ntmero de particulas Np.
Valores determinados para 2 ejecuciones de 200 ciclos cada una, bajo la
formulacion de Uhlmann y en una malla cuadrada con N = 1024. Se remarca
el cardcter inicamente referencial de los valores porcentuales debido a una
amplia variabilidad en la distribucién de los tiempos de célculo. El tiempo
informado al final de la tabla es el aproximado para la ejecucién de un
timestep completo.



104

B.6.

El

APENDICE B.

Recuento de los problemas conocidos del codi-
go

programa desarrollado que complementa a esta tesis posee un niimero

problemas que han sido identificados y seguramente otros que ain pasan
desapercibidos, como es propio para cualquier cédigo en sus fases iniciales.

Algunos poseen su causa bien determinada y otros siguen como proble-
mas abiertos. El presente es un listado que pretende dar cuenta de todos
aquellos desperfectos que no consiguieron ser arreglados a la fecha de escri-
tura del presente documento.

Pérdidas de masa: Al desarrollar un flujo de Poiseuille bajo condi-
ciones periddicas en z y no-deslizamiento en ¥, se verifican pérdidas
de masa progresivas a lo largo del tiempo, la fuente de las cuales no
ha sido atin determinada. Esto ocurre tanto un perfil inicial uniforme
que se desarrolla en el tiempo como para un perfil inicial parabdlico
ya desarrollado, con y sin gradiente de presién prescrito. Esto produ-
ce que tras un tiempo prolongado el perfil de velocidades que debiera
mantenerse parabdlico y constante a lo largo del tiempo tienda al repo-
so. Dicho comportamiento se ha hallado inicamente para este juego de
condiciones de contorno, manteniéndose el resto estables en términos
de la masa contenida en el dominio.

Enlazamiento entre particulas: Como pudo observarse en el caso
de dos particulas sedimentando, hay ocasiones en que las particulas
tras colisionar permanecen unidas pues la fuerzas eldsticas entran en
equilibrio con aquellas producidas por método de la frontera inmer-
sa. Se especula que esto podria ser corregido desactivando los nodos
lagrangianos que se traslapan en el contacto entre los sélidos sin em-
bargo, esto debe ser puesto a prueba en trabajos futuros.

Estabilidad en contacto continuo: Cuando muchas particulas en-
tran en contacto continuo, existe una posibilidad de que el cédigo se
detenga debido a problemas en la convergencia de la posicién de las
particulas. Se debe recordar que la posicién de éstas es determinada
de acuerdo a un método iterativo que esta acoplado con la determina-
cion de las fuerzas de contacto. Es posible que cuando hayan contactos
multiples, el sistema de particulas no alcance una convergencia debi-
do a oscilaciones en las fuerzas producidas entre los distintos pares
de particulas. Actualmente esto se ha apaleado relajando la tolerancia
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requerida por el solver iterativo y evitando simulaciones que impliquen
contacto continuo.

= Resolucion del «step e»: Existen combinaciones de condiciones de
contorno a partir de las cuales no se consiguieron resultados estables.
El surgimiento de dichas inestabilidades —que generalmente aparecen
como oscilaciones superpuestas al campo de velocidades— fue rastreado
en cada una de ellas a la resolucion de ecuaciones de Helmholtz. Las
combinaciones anteriormente referidas fueron las siguientes:

e Dirichlet en todos los contornos (no-deslizamiento).

e Periodicidad en el eje z y simetria/no-deslizamiento en las caras
restantes del dominio.

= Inconsistencia en Cp y Cyg: Resulta muy extrano que el los coefi-
cientes de arrastre y sustentacién estén bien determinados para el caso
estacionario pero que fallen cuando la particula entra en movimiento.
Especialmente cuando esto ocurre para un movimiento prescrito como
el caso del cilindro oscilante. Las causas de este fenémeno no se han
hallado a la fecha de presentacién de este documento.

B.7. Particulas transportadas en un entorno pe-

riodico
Se define un dominio cuadrado € = [0,10] x [0,10] discretizado en
N, = N, = 512 intervalos en cada direccién. Los pardmetros fisicos pa-

ra las simulaciones consisten en v = 0.01[m?/s], p. = 1000 [kg/m?], pa/
pe = 1.5 y se omiten los efectos de la gravedad.

Se distribuye un niimero Np de particulas en el espacio cuyo didmetros
y posicion inicial son generados partir del uso de ntimeros pseudo-aleatorios
por medio de la funcion RANDOM_NUMBER integrada al compilador Intel
Fortranll

Se define Dy, = 15k como el didmetro minimo que han de tener las
particulas a distribuir. Luego se establece que el didmetro de la particula
i-ésima sera:

'De acuerdo a «Intel(R) Fortran Compiler 16.0, User and Reference Guide», la funcién
acopla dos generadores separados los cuales en conjunto producen niimeros reales pseudo-
aleatorios con un periodo aproximado de 10'® y que satisfacen una distribucién uniforme
en [0, 1].
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Di = Dmin(l + 3fz) s (B12)

donde f; es un nimero aleatorio generado mediante RANDOM_NUMBER,
Unico para esta instancia de la particula i. Destaca que a partir de lo anterior,
se define dmax = 4dmin-

Una vez se han distribuido los didmetros de las particulas, se procede al
emplazamiento de éstas dentro del dominio 2. Para ello utiliza el método
detallado a continuacién. Arbitrariamente se ha decidido fijar como condi-
cién inicial una velocidad dependiente de un Reynolds referencial Rep = 100
para la particula de didmetro minimo dy,in, de este modo, el campo de ve-
locidades inicial consiste en u = (vRep/dmin, 0)

Para el inicio de la simulacién, se mantienen las particulas estacionarias
por 500 pasos de tiempo con el objetivo de que aparezcan los efectos de la
condicién de no-deslizamiento sobre el campo de flujo, produciendo pertur-
baciones que se superponen al flujo uniforme con el cual se inicial el flujo.
Posterior a esto, los cuerpos se dejan libres permitiendo que se desplacen
e interactien dentro del dominio 2. Considerando a oy = ZI]JV P A,/ L? co-
mo la fraccién sélida del dominio, donde A, corresponde al area de p-ésima
particula. Se realizan simulaciones a concentraciones de as ~ 10, 20, 30 y
40 % cuyos resultados se muestran en las siguientes imégenes.

Se destaca que las particulas son capaces de traspasar los contornos
periédicos de manera suave y sin problemas. Adicionalmente las simulaciones
se desarrollan de manera estable y continua hasta que se fuerza la detencion
del programa.

Se observa que en todas las simulaciones el fluido tiende al reposo. Lo
anterior se debe probablemente a efectos del término sumidero introducido al
trabajar con el método de la frontera inmersa y por la disipacién de energia
asociada a la presencia de particulas. Uhlmann (2005)) sugiere trabajar con
un campo de forzado euleriano modificado cuando el dominio es peridédico
en todas las direcciones. De este modo define un f* = f — f, donde f es el
valor medio del campo. Quedard pendiente para trabajos futuros el evaluar
los efectos de dicha modificacion.

De las simulaciones actuales bastara con referir que el programa fue capaz
de simular hasta 133 (as =~ 0.4) de manera estable a lo largo del tiempo con
modelos de colision y lubricacién actuando continuamente.

B.7.1. Distribucién aleatoria de particulas

Se distribuye un nimero Np de particulas circulares en un dominio cua-
drado © = [0, L] x [0, L]. El didmetro de las particulas estd acotado entre
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los nimeros reales dyin ¥ dmax-

Considérese Npax como el nimero maximo de iteraciones para el po-
sicionamiento de un solo cuerpo. Luego, el loop iterativo —escrito en pseu-
docodigo— consistira en:

DO p=1,Np
DO i = 1, Nyax
CALL RANDOM_NUMBER(r1,72)
ol = (1 )iy o) = (1 ),
CALL check_intersections(FLAG)
IF (FLAG == .TRUE.) EXIT
IF (i == Nmax) STOP
END DO
END DO

Donde check_intersections es una subrutina que evaltia la distancia entre
particulas dp; = HX((;p) —X,(;]) || —d® —dU) para todo j < p. De haber alguna
interseccién entonces el booleano FLAG serd falso (FLAG == .FALSE.)y
se repetira la ubicacion aleatoria del centro de la particula. De ser verdadero
se acabard el loop iterativo (comando EXIT) y se pasard a la siguiente
particula hasta alcanzar el maximo de cuerpos a ubicar en el dominio.

El presente método es rudimentario pero se ha probado efectivo hasta un
as ~ 40 % utilizando Nyax = 109, suficiente para poner a prueba el cédigo
en concentraciones densas.
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Magnitud Velocidad
0.8 w

(a) as = 9.80 %, t = 50000

Magnitud Velocidad
0.8 ur

(b) ag = 9.80%, t = 60000

Figura B.8: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
ridédico con 33 particulas polidispersas sumergidas (as; = 9.80 %).
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Magnitud Velocidad
0.8

(c) as = 9.80%, t = 70000

Magnitud Velocidad
0.8 @

(d) ag = 9.80%, t = 80000

Figura B.8: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 33 particulas polidispersas sumergidas (a5 = 9.80 %).
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Magnitud Velocidad
0.8 w

(e) as =9.80%, t = 90000

Magnitud Velocidad
0.8 ur

(f) as = 9.80%, t = 100000

Figura B.8: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
ridédico con 33 particulas polidispersas sumergidas (as; = 9.80 %).
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Magnitud Velocidad

(a) as =20.13%, t = 50000
Magnitud Velocidad

(b) as = 20.13 %, t = 60000

Figura B.9: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 66 particulas polidispersas sumergidas (as; = 20.13 %).
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Magnitud Velocidad

(¢) as =20.13%, t = 70000
Magnitud Velocidad

(d) a, = 20.13%, t = 80000

Figura B.9: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 66 particulas polidispersas sumergidas (as = 20.13 %).



B.7. 113

Magnitud Velocidad

(e) as = 20.13%, t = 90000

Magnitud Velocidad
24

0.2

(f) oy = 20.13%, t = 100000

Figura B.9: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 66 particulas polidispersas sumergidas (a5 = 20.13 %).
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Magnitud Velocidad
0,22

0,2

(a) as = 29.77%, t = 50000
Magnitud Velocidad
022
02

(b) a, = 29.77 %, t = 60000

Figura B.10: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 100 particulas polidispersas sumergidas (as = 29.77 %).
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Magnitud Velocidad
0225
02

(¢) as = 29.77 %, t = 70000

Magnitud Velocidad
0,22

(d) a = 29.77 %, t = 80000

Figura B.10: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 100 particulas polidispersas sumergidas (a5 = 29.77 %).
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Magnitud Velocidad
0,22

0,2

(e) as = 29.77 %, t = 90000
Magnitud Velocidad
022
02

(f) oy = 29.77%, t = 100000

Figura B.10: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 100 particulas polidispersas sumergidas (as = 29.77 %).
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(a) as = 39.76 %, t = 50000

(b) ae = 39.76 %, t = 60000

Figura B.11: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 133 particulas polidispersas sumergidas (as = 39.76 %).
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Magnitud| Velocidad

(C) as = 39.76 %, t = 70000
Magnitud| Velocidad

(d) a, = 39.76 %, t = 80000

Figura B.11: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 133 particulas polidispersas sumergidas (as = 39.76 %).
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Magnifud] Velocidad

(e) as = 39.76 %, t = 90000

(f) arg = 39.76 %, t = 100000

Figura B.11: Capturas de pantalla del campo de flujo en un entorno bipe-
riédico con 133 particulas polidispersas sumergidas (as = 39.76 %).
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Apéndice C
Aplicaciéon tridimensional

Se presentan a continuacién trabajos para el desarrollo posterior de una
aplicacién tridimensional, que constituiria la extensién del trabajo en dos
dimensiones.

La discretizacién de las ecuaciones diferenciales es implementada en el
lenguaje Fortran de manera secuencial, programado en pos de priorizar la
eficiencia y de ser compatible con una posterior paralelizacién. E

De igual manera que en el caso plano, se utilizé6 una malla staggered
para la distribucion de las variables primitivas del fluido, 7. e. velocidad y
presion, y se ha utilizado la libreria MKL de Intel en su version 13.1 para la
resoluciéon de las ecuaciones de Poisson y de Helmholtz.

Las simulaciones derivadas del cédigo desarrollado si bien son estables y
son capaces de representar el contorno de cuerpos sumergidos, no fue capaz
de representar la fisica esperada de una particula esférica estacionaria y, por
tanto, se presentan solamente de forma referencial.

C.1. Dominio euleriano

El espacio se discretiza en [N, N, N.| elementos respectivamente segin
se indica en la figura , de modo que el paso en cada una de las direccio-
nes ortogonales serd idénticamente h. Se recalca que la «equiespacialidad» en
discretizacion es demandada por el método implementado y de este modo,
la expresién h = L, /N, y sus andlogas para ¢ y Z permiten relacionar las
tres direcciones ortogonales que componen el sistema de referencia.

Las variables eulerianas estaran distribuidas bajo el esquema desplaza-
do o staggered. De este modo, el tamano de los arreglos asociados se puede
extraer de la figura . Notar que los esquemas que prosiguen serdn con-

121
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/

L,=hN, .z

y
L, =hN\, L z

Figura C.1: Dominio euleriano utilizado en las simulaciones tridimensionales.

sistentes con la numeracién ahi expuesta.

Los campos escalares como la presion y «pseudo-presion» estardn de-
finidos en el centro de cada volumen de control y por tanto, poseeran
[Nz, Ny, N.| elementos. Por otra parte, las componentes de los campos vec-
toriales, como la velocidad u = (u, v, w), poseerdn una unidad adicional en
la direccion que serda denominada como «principal». La componente u, por
ejemplo, estd asociada a la proyeccion del vector u sobre la direccién Z y esa
misma serd la denominada principal.

Esto implicard que bajo el esquema anterior, el arreglo para la compo-
nente de velocidad u tendrd las dimensiones [N, +1, N,,, N]. Las direcciones
distintas a la principal seran denominadas «secundarias». Esta terminologia
se adopta para simplificar posteriores explicaciones.

Todos los campos vectoriales eulerianos seguiran la misma estructura, ya
sea el término de forzado f o las distintas versiones intermedias del vector
de velocidad como u.

C.2. Dominio lagrangiano

La figura tridimensional candnica para la representacién de una particu-
la sélida es la esfera. En este caso la dificultad del problema incrementa
radicalmente respecto al caso plano en cuanto atin es un problema abierto
la distribucién de puntos sobre la superficie esférica [Popko (2012)].

El tnico método exacto para distribuir puntos sobre una esfera corres-
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Twij(kﬂ)
Vi(j+1)k
Uik Pﬁk U(i+1)jk
:
2 of J
Vijk S
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, x
Twijkz

Figura C.2: Disposicién utilizada para las variables en el volumen de control
1jk. Expuestos en la figura estan las componentes del vector velocidad u =
(u,v,w) y el campo de presién p.

ponde al uso de los sélidos platénicos, lo cual resulta inadecuado dado que
la figura de mayor cantidad de aristas es el icosaedro que permite la genera-
cién de 30 puntos. Dentro de las estimaciones realizadas en su publicacion de
2005, Uhlmann estimé que para una particula esférica de radio 7., el niimero
N; de marcadores lagrangianos requeridos para cubrir apropiadamente una
esfera son aproximadamente

T r2
N, ~ 5(12ﬁ +1) (C.1)

En la literatura, para simulaciones de particulas sdlidas esféricas es nor-
mal el uso de aproximadamente 16 «nodos por diametro de la particulas, es
decir, r. ~ 6h. Reemplazando en la ecuacién se obtiene NV; =~ 805, algo
muy por sobre el limite exacto para la distribucién de nodos.

Las alternativas disponibles en la literatura son multiples, desde simu-
laciones que utilizan fuerzas repulsivas para repeler las particulas unas de
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otras hasta alcanzar un punto de equilibrio hasta problemas de optimizacién
de areas. Detalles al respecto de este topico pueden ser hallados en [Popko
(2012). En el presente trabajo se utilizaron dos metodologias.

La primera, sigue el mismo camino utilizado por [Kempe and Frohlich
(2012a) quienes utilizan el método de Leopardi| (2006) que presenta un al-
goritmo programado en Matlab para la distribucion de puntos en esferas en
regiones de igual drea y pequeno didmetro. La segunda consiste el uso de
una «malla de Fibonacci» que permite una rapida distribucién de un ntimero
impar de puntos mediante un algoritmo contenido en el cédigo fuente del
programa aqui expuesto. Dentro de las simulaciones realizadas, las mallas
de Fibonacci presentaron resultados similares a las generadas mediante el
método de Leopardi y se han demostrado tutiles para el desarrollo de ensayos
rapidos y estables, siendo su validacion rigurosa un tema pendiente.

C.3. Discretizacion de las ecuaciones

Las ecuaciones se discretizaran de manera similar al capitulo referente
al caso bidimensional. Notar que los operadores referidos en esta seccion—
apareceran en su version tridimensional. Se advierte al lector que se prescin-
dird de mayores explicaciones interpretando el sentido de las ecuaciones pues
ello ya fue expuesto en el capitulo anterior, el presente se remite solamente
a quehaceres de cardcter numérico.

Todas las ecuaciones vectoriales seran resueltas para aquella variable que
esté en la direccion x; la discretizacién para las otras direcciones es reciproca
y simplemente se deberan cambiar las variables e indices respectivos.

C.3.1. Estimacién del campo de fluido preeliminar: «step a»

La ecuacién denominada (4.4) serd reescrita en funcién de los operado-
res L, G y C, que corresponden al operador para el laplaciano, gradiente
y término convectivo, respectivamente, de modo que la ecuacién anterior
puede ser reescrita como:

i = u? '+ At (20rL(u? ) —20,G(p? 1) —7,C(u? ) =, C(u??)) . (C4)

El término laplaciano L serd discretizado mediante diferencias finitas
utilizando el stencil de siete puntos:
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Apartado 1: Detalles sobre la implementacién de la distribucién de puntos

mediante el método de Fibbonaci.

Distribuciéon de puntos de Fibonacci

Es de sencilla construccién y permite distribuir una cantidad impar
de puntos sobre la superficie de una esfera, de manera regular y donde
éstos cubren areas similares de su superficie. Para mas detalles sobre
el método revisar la publicacién de (Gonzélez| (2009)).

Sea N un numero entero, tal que N;, = 2N + 1. En coordenadas
esféricas se describird al punto i-ésimo en funcién de su latitud lat;
y su longitud lon;, estando estos parametros a partir de la regla:

DOi=—-N, N
. 24
lat; = arcsin (2N n 1) , (C.2)
lon; = mod(j, )27 /¢ (C.3)

IF(lon; < —m) lon; = lon; + 27
IF(lon; > 4+m) lon; = lon; — 27

END DO

Donde ¢ = (14+/5)/2 es la constante de Fibonacci o «nimero dureo»
y «mod» es la operacién médulo.

o o o
C0z2 0y 022

1

(C.5)

L(u) ~ <h2) (U(iﬂ)jk + Ui(j—1)k T Uij(k—1) (C.6)

= 6uijk & Ui1)jk + Uig 1k + Uij(re1))

donde se ha omitido el superindice ¢ — 1 para simplificar la notacién.

El gradiente G se discretiza segin la componente de t que se esté calcu-

lando, variando tnicamente la direccién de la derivada. El proceder en este
caso, no difiere del caso bidimensional, y por tanto la discretizacién utilizada
para la direccién x es la siguiente:
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B @ _ Pijk — P(i-1)jk
Gulp) = 50 = L= (€.7)

Figura C.3: Esquema para la discretizacién de Op/0z. Subindices j y k
omitidos al no sufrir cambios.

U(;—1)5]| %y o | U(i+1);

(@)
DP(i—1); Dij

8

El término convectivo C en su forma conservativa para la componente u
se expresa como:

0(uu) n O(uv) n O(uw)

Clu) = Ox oy 0z

(C.8)
El primer término, que coincide con la direccion principal es discretizado
mediante:

O(uu)  (uu)iv1 — (uu); (C.9)

~

ox h

i) +ui\? i) +ui\?
(uu)i—(uU)¢1%<“(+1; “) _(u( 1; u) (C.10)
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(uu) (i—1)j (U,’UJ)ZJ

U(i—1)j Uij U(i+1)j

Figura C.4: Esquema para la discretizacion del término convectivo en una
direccion primaria. Los subindices j y k han sido omitidos del diagrama por
mantenerse constantes para cada nodo indicado.

donde se ha prescindido de los subindices j y k para no complejizar innecesa-
riamente la ecuacion puesto que no varian. El esquema permite
observar la disposicion de los nodos utilizados.

A partir del resultado anterior se obtiene la aproximacién del término
en discusion, escrito en extenso:

O(uu) U%H-l)jk + 2U(ig1)kUigk — 2UikUG-1)k — u%i—l)jk
oxr 4h '

(C.11)

Por otra parte, los dos términos restantes de la ecuacién correspon-
den a calculos estan asociados a direcciones secundarias y los procedimientos
para su aproximacién son reciprocos. Por lo mismo, sélo se expondra la dis-
cretizacion del segundo término:

I(uv) _ (wv)jr1 — (wv);
Oy h ’

donde la nomenclatura utilizada puede ser comprendida observando la figura

(C.12)
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(C.5). Dado que los términos de forma (uv) no estan disponibles directamen-
te, se interpolard a partir de los nodos contiguos un valor aproximado, asi:

G+
U(i—1)(j+1) Vi(j+1)
f—eo—4
(wvligi+1)
CG-1); | g _U(i+1);

V(i—1); Vij
(uv);; %

} Ui(j—1)

U,

Figura C.5: Esquema para la discretizacion del término convectivo en una
direccion secundaria. El subindice k ha sido omitido del diagrama por man-
tenerse constante para cada nodo indicado.

(uv)j%<uj g(j 1))(U( 1)]2 U”) (C.13)

Reemplazando y reuniendo los términos semejantes se obtiene la siguien-
te aproximacion para la ecuacién (C.12)):
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O(uv 1
(é)y ) ~ (4h> <(Uijk + ui(jJrl)k)(U(ifl)(jJrl)k + Ui(j+1)k)
(C.14)

— (w4 wiG—1)r) (V—1)j% + Uz’jk))

que incluye el subindice k omitido anteriormente. Mediante un planteamien-
to analogo, se obtiene para el iltimo miembro del término convectivo

O(uw) 1
0% ~ (4h> ((Uijk + Ui (k1)) (W 1)j(k+1) T Wij(k+1))

(C.15)
— (ke + Wij—1)) (Wi—1)j8 + wijk)>

Reemplazando las ecuaciones (C.11)), (C.14)) y (C.15)) y sobre (C.8|) se
obtiene la expresién completa para la aproximacion del término convectivo
que no serad expuesta acd dado el largo de dicha ecuacién.

C.3.2. Determinacién del campo de forzado euleriano: «step
b» al «step d»

Para el traspaso de informacién se utilizara la versién tridimensional de
la funcién delta de Roma consistente en:

86 (x — X)) = 8(x — X)d(y — Y)o(z — Z) , (C.16a)
donde:
1 x—X
ol = X0) = (=), (C.16b)
(14 /=3r2+1), lr| < 0.5
Pr) = t(B5-3r|—/-3(1—|r2+1)), 05<|r|<15  (C.16¢c)
0 |r] > 1.5.

Notando que es semejante a su simil bidimensional, con un término adi-
cional conforme a la direccién nueva que se estd considerando. Estas ecua-
ciones seran utilizadas para el traspaso de informacién en los pasos «step b»,
«step c» y «step d». Teniendo esto en mente, estas ecuaciones en su versién
tridimensional seréan:
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Nz Ny Nz
UX)=> > > ;000 (xy; - Xh?,  1<I< Ny,  (C17)
=1 j=1 k=1
U@ (X) - U(X))
F(X;) = .. (C.18)
At
Np,
fij = ZF(X1)5(3d) (xij — X)) AV, (C.19)
=1

donde AV}, = h3.

C.3.3. Imposicion de la condiciéon de no-deslizamiento: «step
e»

La resolucién de la ecuacion exige uso de una libreria apropiada
y —al igual que en el caso bidimensional— se ha optado por el uso de Intel
MKL 11.5. Para adecuar la funcion al solver se invierte el signo en ambos
lados de la igualdad, resultando:

— V2 + Qu* = Ulaq(zt +£9) — Vi, (C.20)
donde Q > 0 y:
Q- (C.21)
gV At
Se define al vector d = (d,dy,d.) que contiene a los términos a la

derecha del signo de igualdad, de este modo:

1 ,u
d =—(— +f9) - Vur . C.22
(@0.9) = (3 +F) - VP (C22)
donde d = (d;,dy,d,) vy Q@ = 1/agvAt. El término laplaciano de (C.22)) es
discretizado de forma idéntica a (C.6)). De este modo, la expresién discreti-
zada de la componente d, es expresada como:

IR 1
dzijk :7%( Ar T+ Faan) = 73 (e wigonk + i)

(C.23)
— B + U(it1)k + UiG+1)k T Yij(ht1)) -
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Tanto el solver de Intel como otros evaluados (FISHPACK y MUD-
PACK) requieren el uso de variables centradas en la malla (como la presion)
o en los vértices del volumen de control (esquema de discretizacién centra-
do). Como las componentes de la velocidad en las mallas desplazadas no se
adecuan a ninguno de los dos casos permitidos, se procede a realizar interpo-
laciones hacia una malla centrada. Existe una tnica excepcién a lo anterior,
que es cuando el problema posee condiciones de contorno periédicas en todas
las direcciones pues es posible manipular los arreglos para hacer una malla
centrada equivalente sin necesidad de interpolar.

. . Tj(kt1) Ui(j41) (k+1)
Ui(j-1)k Uik

. o
Uijk Uik

Uijk Wi(j+1)k
P i(j+1)

Ny
<

[ ] [ ]
Ui(j—1)(k—1) Uij(k—1)

8

Figura C.6: Disposicion de puntos para la interpolacién de la velocidad entre
mallas centradas y desplazadas.

C.3.4. Pasos de correccion por presion: «step f» al «step h»

En el caso de la ecuacién de Poisson (4.9)), para su resolucién se acude
a la misma metodologia, con la salvedad que en este caso () = 0. De este
modo:

_ V- -u*
- 20 At

dg(z,y, 2) (C.24)
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U(ir1)jk — Wik + Vig+1)k — Vijk T Wijk+1) — Wijk
2a4Ath

dg,ijk = (C.25)

Las ecuaciones (4.10) y (4.11]) corresponden a los pasos estdndares de co-
rreccion por presién. Su resolucién es directa y la versién discretizada de
ambas ecuaciones se presenta a continuacion:

N 204 At

Uik = Wigk =~ 5 (@(r1)k — Dijk) (C.26)

-1 ag Aty
ngk Zpgjk + Qijr — ‘lhiz (d’(zel)jk + dii—1kt

Gijk—1) — 60ijk + P(it1)jk + Dig+1)k + Dijk+1)) -

(C.27)

C.3.5. Resultados de muestra

Se presentan a continuacién resultados referenciales para una esfera es-
tacionaria de didmetro D sumergida en un dominio de dimensiones €2 =
[0,16D] x [0,8D] x [0,8D] a un Reynolds Rep = UsD /vy = 500. Se es-
tablece que D = 1, nuy = 0.1 y Uy = 50. Adicionalmente se utiliza un
At = 0.0003.

A lo largo de esta simulacién y de otras, variando el niimero de Reynolds
entre 150 y 500, no se pudieron apreciar inestabilidades ni un desarrollo
correcto de una estela detrds de la esfera, razon por la cual se consideran
a estas simulaciones como fallidas. Destaca al menos una estabilidad del
flujo dentro del dominio y una visible aplicacién de la condicién de contorno
alrededor de la esfera.

Se presentan acd solamente para dar testimonio de un trabajo que que-
dard como maqueta para alguna linea de investigacion futura que pretenda
implementar el método derivado de [Uhlmann, (2005) en tres dimensiones.

Noétese que la magnitud del campo de velocidades es practicamente
idéntica a su componente u, razén por la cual se opté por no anadirla.
A su vez, la componente w del campo de velocidades es practicamente nula
en el plano XY y en el plano XZ es idéntica a su simil v aqui mostrada.
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Magnitud velocidad

O,‘25

“\ \\\\\\0'5\\\\\0"7\5\\\\\ \]H
I

0 .

j—

(b) Lineas de corriente alrededor de la esfera en el plano XY. La imagen también
permite observar la distribuciéon de puntos mediante el método de Fibonacci.

Figura C.7: Capturas de pantalla para una simulacién tridimensional. Iméage-
nes en corte corresponden al plano XY de la simulacién, destacando que
el fluido sigue al eje x. Velocidades adimensionalizadas con la velocidad

U = 50.
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Velocidad Y

02

(c) Campo de velocidades v en un plano XY centrado en el dominio. Velocidad
adimensionalizada utilizando la velocidad de entrada Uy,.

pressure
0,2 0 02 04 06

HHHM

0,751

(d) Campo de presién v en un plano XY centrado en el dominio. Presién adimen-
sionalizada utilizando el cuadrado de la velocidad de entrada UZ .
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