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Resumen

En el contexto de optimizacion topoldgica, se realiza una simulacién computacio-
nal de un absorbente acustico para ondas de ultrasonido en un contenedor, para obtener
un disefio aplicando un algoritmo de optimizacién basado en la derivada de forma y
el método de curvas de nivel. El absorbente se modela como un cuerpo rigido y la
propagacion de las ondas es gobernada por la ecuacion de Helmholtz asumiendo un
régimen armoénico. Se utiliza la libreria Gridap, escrita en el lenguaje de programacion
Julia, para resolver las ecuaciones diferenciales mediante el método de elementos fini-
tos. El proceso de optimizacion busca minimizar la onda de dispersién en una region
determinada, eligiendo como funcién objetivo el cuadrado de la amplitud de la presion
acustica y aplicando una restricciéon de volumen a través de un lagrangiano aumentado.
Se obtienen tres disenos optimizados a partir de tres formas iniciales distintas, las cua-
les disminuyen el valor de la funcién objetivo en un 75 % hasta un 90 %, al comparar
con una forma trivial de control. Sin embargo, la funcién objetivo muestra una respues-
ta cadtica a los cambios de volumen y la forma 6ptima resultante depende fuertemente

de la forma inicial del proceso.



Abstract

In the context of topological optimization, a computational simulation of an acous-
tic absorber for ultrasonic waves in a container is performed, to obtain a design by
applying an optimization algorithm based on the shape derivative and the level-set
method. The absorber is modeled as a rigid body and the wave propagation is governed
by the Helmholtz equation assuming a harmonic regime. The Gridap library, written in
the Julia programming language, is used to solve the differential equations using the
finite element method. The optimization process seeks to minimize the scattered wa-
ve in a given region, choosing the squared sound pressure amplitude as the objective
function and imposing a volume constraint through an augmented Lagrangian. Three
optimized designs are obtained from three different initial shapes, which decrease the
value of the objective function by 75 % to 90 %, when compared to a trivial control sha-
pe. However, the objective function shows a chaotic response to volume changes and

the resulting optimal shape is strongly dependent on the initial shape of the process.
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Introduccion

El ultrasonido es utilizado en diversas dreas para detectar objetos y distancias, lim-
piar componentes electronicos o acelerar reacciones quimicas. Esto se refleja en aplica-
ciones como la cuantificacion de flujos mediante técnicas Doppler, estudio no invasivo
de rigidez en materiales, sonoquimica, deteccion de grietas, etc. La aplicacién mas ex-
tendida del ultrasonido es en ecografias médicas, debido a su seguridad al no emplear
radiacion ionizante, su versatilidad para mostrar imdgenes en distintos planos, su bajo

costo relativo y su capacidad de mostrar estructuras méviles en tiempo real [1].

En estas aplicaciones, la cuantificacién de magnitudes actsticas puede ser fuerte-
mente afectada por la absorcion y dispersion de la energia del rayo ultrasénico incidente
debido a la interaccion de las ondas, por ejemplo, con las paredes de un contenedor, en-
suciando la sefal recibida y provocando mediciones alteradas en distintos modos de
imagen, lo que ha impulsado el desarrollo de absorbentes acusticos para mejorar las
mediciones. Estos absorbentes se fabrican empleando diferentes estructuras geométri-
cas hechas de poliestireno, poliuretano, espuma sintictica, entre otros materiales [2].
En paralelo, en afos recientes se han desarrollado técnicas de manufactura aditiva que
permiten la fabricacion de piezas eliminando gran parte de las restricciones topoldogi-
cas de los métodos sustractivos. Este desarrollo ha impulsado el disefio de absorbentes
con geometrias complejas y optimizadas a la aplicacioén correspondiente, y de aqui es
que nace la motivacién para este trabajo de titulo, buscando un disefio 6ptimo de un
absorbente acustico de ultrasonido a través de una simulacion computacional de ondas

acusticas en diferentes geometrias.

En este trabajo se modela la propagacion de una onda actstica incidente sobre un
cuerpo rigido mediante la ecuacion de Helmholtz. La herramienta computacional uti-

lizada es Gridap, una libreria escrita en el lenguaje de programacion Julia que permite



la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales a través del método de elementos
finitos. Luego, el disefio geométrico del absorbente se obtiene como resultado de mini-
mizar la onda de dispersion (scattering), eligiendo como funcién objetivo el cuadrado
de la amplitud de la presién acustica en una region expuesta a ondas dispersadas pro-
ducto de la interaccién con el absorbente. El algoritmo de optimizaciéon de la forma
del absorbente se basa en un trabajo publicado por Allaire, Jouve y Toader en 2004
[3] donde plantean un método numérico basado en una combinacién de la derivada de

forma y el método de curvas de nivel para la propagacion del frente de la forma.

En el primer capitulo se presenta una revision bibliografica acerca de los distintos
tipos de materiales acusticos y los métodos de manufactura aditiva utilizados para fa-
bricarlos, realizando una comparacion entre ellos segun su habilidad de produccion en
masa, su resolucion e impresiéon multimaterial. Finalmente, se presentan algunas apli-
caciones de absorbentes acusticos con distintas frecuencias de operacion, metodologias

de disefio, geometrias, escalas y métodos de manufactura.

En el segundo capitulo se describe la metodologia para llegar a los disefios de ab-
sorbentes actsticos. Se comienza derivando el modelo matematico para obtener las
ecuaciones que gobiernan el problema. Luego, se describe la geometria y configura-
cion general del problema, donde se definen los dominios, las condiciones de borde
y la funcion objetivo. Posteriormente, se describe el método de curvas de nivel y su
implementacién, que abarca el célculo de la derivada de forma, la representacion de
formas y la restricciéon de volumen para optimizacién de forma. Finalmente, se pre-
senta el algoritmo de optimizacion, el cual estd basado en un c6digo ya existente que

resuelve un problema de elasticidad lineal buscando minimizar la flexibilidad.

En el tercer capitulo se establecen los parametros especificos del problema que se
ingresan en el algoritmo de optimizacion para dar comienzo al proceso iterativo. Des-
pués, se presentan los resultados de distintos disefios optimizados obtenidos a partir de
diversas formas iniciales, para luego, en el cuarto capitulo, evaluar y comparar cada
diseno y discutir en general el funcionamiento de la simulacién y el proceso de optimi-

zacion.



Objetivos

A continuacion, se presenta el objetivo general y los objetivos especificos que busca

conseguir este trabajo.

Objetivo general

Obtener un disefio Optimo mediante simulacion computacional de un absorbente
acustico para ultrasonido, concentrando la energia asociada a una onda acustica mono-

cromética incidente dentro de un subdominio especifico.

Objetivos especificos

1. Simular el comportamiento de ondas acusticas, en el rango de ultrasonido, y su

interaccion con distintas geometrias.

2. Determinar un disefio 6ptimo a través de la aplicacion del método de curvas de

nivel y sensibilidad respecto de la forma, y evaluar su desempefio.



Capitulo 1

Estado del arte

En este capitulo se presenta un resumen de la informacién bibliografica disponible
acerca de los distintos tipos de metamateriales acusticos, sus propiedades especiales,

métodos de manufactura y algunas aplicaciones disponibles en la literatura.

La actstica es un campo de estudio que lleva varias décadas de desarrollo y ha sur-
gido interés, en anos recientes, en estudiar el comportamiento acustico, vibracional y
mecanico de microestructuras, lo que ha ido de la mano del desarrollo de tecnologias
de impresion 3D a estas pequefias escalas. A medida que avanzan estos métodos, se
pueden construir estructuras con mayor resolucion y precision, y un gran beneficiario
de este reciente progreso es el campo de los metamateriales actisticos (MMA), que son
materiales de gran escala con estructuras de pequefia escala, que les otorgan propieda-
des especiales en su interaccion con ondas actsticas. Suelen estar compuestos por es-
tructuras periddicas, de donde derivan sus efectos de interés en ondas acusticas, a dife-
rencia de materiales naturales, que derivan sus propiedades de su composicién material
intrinseca. Ejemplos de propiedades de interés incluyen un modulo de compresibilidad
efectivo negativo, y una densidad efectiva negativa. Tradicionalmente, estos parametros
son estrictamente positivos, sin embargo, en los MMA se presentan resonancias locales
en las estructuras de escala sub longitud de onda que generan densidades y mdédulos
de compresibilidad dindmicos que pueden tomar valores efectivos negativos cerca de
las frecuencias de resonancia. Esta capacidad de ciertos MMA es la base de diversas
funcionalidades, como por ejemplo la observacion de efecto Doppler inverso, la fabri-

cacion de lentes que permiten imagenes de superresolucion, la manipulacion de ondas



acusticas para disefiar objetos aparentemente invisibles, entre otras [4].

Existe gran interés en crear MMA a escalas sub longitud de onda, ya que cuando las
unidades resonantes son mucho mds pequefias que la longitud de onda, los elementos
se pueden comportar como un medio continuo, sin que las ondas se vean afectadas
por la granularidad. Por lo tanto, es esencial desarrollar técnicas de manufactura con
resoluciones mds finas que reduzcan el tamafio de los disefios de MMA a tamafios
practicos que habiliten su uso en potenciales aplicaciones. Esto ha sido una barrera para
la implementacion de MMA en la industria, pero se han demostrado usos prometedores
en atenuacion de sonido, procesamiento de sefiales acusticas, ensayos no destructivos,

e imagenes ultrasénicas [5].

1.1. Tipos de metamateriales acusticos

Los MMA se pueden dividir en tres categorias, como lo presenta la revision de 2021
de Gardiner et al. [5], quienes indican que esta clasificacién no es excluyente y puede

existir traslape entre las categorias.

1.1.1. Metamateriales periodicos

Estos MMA consisten en estructuras periddicas de celdas que se repiten, también
Ilamadas metadtomos. Son similares en estructura a los cristales fonénicos, que se pue-
den considerar como ejemplos primitivos de MMA, ya que también son efectivos en
aplicaciones de atenuacién de sonido. La diferencia es que los cristales poseen tamafios
de red en la misma escala que la longitud de onda operacional y funcionan a través de la
dispersion e interferencia de las ondas incidentes de manera global en la red, mientras
que, en los MMA periddicos, se presentan resonancias locales con minima interaccion
entre las celdas, por lo que la longitud de onda y frecuencias de resonancia ya no de-

penden del tamafio de las celdas o de los pardmetros globales de la red.

Los MMA periddicos se pueden fabricar en una variedad de tamafios y formas, y
de distintos materiales, manufacturados utilizando impresion 3D y técnicas convencio-
nales de fabricacion. A su vez, las resonancias locales se pueden crear utilizando dos
clases distintas de metadtomos. La primera forma es con dtomos intrinsecos, que con-
sisten en una unica inclusion de un material por celda. Esta configuracién es mds simple

en disefo y manufactura. La segunda forma es con dtomos inerciales, que operan co-



mo osciladores mecanicos independientes, modelados matematicamente como masas,
resortes y amortiguadores, permitiendo predicciones exactas del comportamiento reso-
nante en metamateriales cada vez mas complejos. La fabricacidn de esta configuracion
se puede lograr a partir de disefios intrinsecos existentes afiadiendo recubrimientos a
inclusiones esféricas, pero también existen otras técnicas que involucran resonadores
de Helmholtz, cavidades periddicas en un material, membranas, placas perforadas y

masas internas [5].

1.1.2. Estructuras enrolladas y metasuperficies

Estos MMA presentan estructuras enrolladas, que suelen coincidir con metasuperfi-
cies, que son metamateriales planos que operan en dos dimensiones. Dada la asimetria
de estas estructuras, utilizar dos dimensiones simplifica considerablemente su disefio.
Un ejemplo de este tipo incluye canales laberinticos, que han demostrado ser capaces
de introducir un desplazamiento de fase en frentes de onda actsticos. En estos casos,
se pueden inducir incrementos discretos de fase modulando el ancho de las estructuras
enrolladas. También existen metasuperficies que utilizan resonadores de Helmholtz ca-
paces de inducir cambios de fase en incrementos de § radianes. Ensayos experimentales
de este tipo de materiales muestran la capacidad de dirigir una onda actstica incidente,
y de transformarla en una onda de superficie, lo que implica reflexion negativa. Adicio-
nalmente, estos materiales pueden presentar espesores hasta treinta veces menores que

la longitud de onda operacional.

Otra propiedad alcanzada por este tipo de MMA es refraccidn negativa, lo que per-
mite mayor focalizacién de onda y atenuacion a escalas sub longitud de onda. Esto es
debido a la estructura enrollada y a una discordancia en la impedancia entre el material
de la estructura y el medio, lo que genera una densidad efectiva y un médulo de com-
presibilidad efectivo negativos a frecuencias especificas, haciendo negativo el indice de

refraccion.

Las estructuras enrolladas también entregan beneficios para aumentar las habili-
dades de banda ancha de los MMA, con materiales capaces de amplificar presiones
acusticas hasta en un factor de 80, comparado con un factor de 50 obtenido con un ma-
terial no enrollado. De la misma manera, se ha logrado la absorcion de sonido en bajas
frecuencias mediante fractales de Hilbert, construidos a través de impresion en 3D, con

paredes de 400 [um] de espesor, lo que demuestra la importancia de esta tecnologia



como método de manufactura de estructuras complejas [5].

1.1.3. Metamateriales activos

Esta categoria incluye MMA con variables controladas en el tiempo, es decir, sus
propiedades mecanicas, estructura fisica o efectos acusticos pueden ser alterados duran-
te el uso y no son valores constantes. El desarrollo de estas tecnologias puede aportar en
la construccién de capas encubridoras acusticas y filtros acusticos modulables de alto
rendimiento. Una forma comun de retroalimentacion en MMA activos involucra el uso
de material piezoeléctrico para convertir presion acustica en corriente eléctrica y vice-
versa. Colocando este material entre celdas de fluido se puede conseguir una densidad

efectiva controlable, aplicando una carga eléctrica a los diafragmas piezoeléctricos.

Existen otras propuestas novedosas como la implementacion de un sistema de con-
trol de lazo cerrado sobre la densidad efectiva para una mejor modulacién [6], cuya
efectividad fue demostrada experimentalmente, alcanzando valores relativamente esta-
bles de densidades de 0,35 a 13 veces la densidad del dominio de fluido original en que
estan inmersas las celdas [7]. Otra propuesta es la utilizacion de un MMA giroscopico
para controlar la magnitud y direccion de las ondas acusticas propagadas [8]. Una par-
te importante de la investigacion en MMA activos se dedica a buscar que la densidad

efectiva y el modulo de compresibilidad efectivo sean ajustables.

Otros mecanismos de actuacién para MMA activos incluyen energia mecdnica,
ajustes de temperatura y la aplicacion de campos electromagnéticos junto al uso de
electroimanes. Un ejemplo es un dispositivo basado en resonadores de Helmholtz que
incorpora émbolos mecédnicos neumaticos para cambiar el volumen de su cavidad in-
terna, provocando un cambio en las propiedades actsticas y logrando una atenuacién
maxima de 20 [dB] a una frecuencia de 500 [Hz] [9].

Otro material de importancia en esta categoria son los hidrogeles, que facilitan la
actuacion al tener propiedades suaves y flexibles. Estos MMA basados en hidrogel
se conocen como metageles. La estructura interna de los metageles se puede llenar
con un fluido para cambiar la impedancia actstica, lo que es de especial interés para
captar imagenes médicas y submarinas, donde la discordancia de impedancias es una

dificultad significativa [5].



1.2. Métodos de manufactura aditiva

Como se ha explorado en la seccién anterior, los MMA involucran conceptos y
fendmenos fisicos que requieren cada vez mas complejidad y precision en su manufac-
tura, por lo que una gran barrera para incrementar ain mas la complejidad de los mate-
riales es la capacidad de fabricacion. Las primeras tecnologias de manufactura aditiva
se desarrollaron durante los afios ochenta y, desde entonces, ha existido un gran desa-
rrollo. Para la primera década del siglo XXI, la técnica se establecié como una opcion
popular y costoefectiva en la academia e industria para el prototipado rapido. Para la
fabricacion de MMA, la manufactura aditiva ha demostrado ser la tecnologia més pro-
metedora, superando a técnicas sustractivas en la construccion de materiales complejos,
de escalas sub longitud de onda, y en produccién en masa, aunque una limitacion aun
presente es la consistencia y reproducibilidad a través del material, que puede ser de
varios centimetros de largo. La resefia de 2021 de Gardiner et al. [5] explora tres gran-
des familias de métodos de manufactura aditiva y evalia su habilidad de produccién en

masa, el tamafio minimo de elemento imprimible y la impresién multimaterial.

1.2.1. Técnicas de polimerizacion en cubeta

Este procedimiento utiliza polimeros fotorreactivos que son curados con radiacién
electromagnética para construir piezas tridimensionales. Esta descripcion inmediata-
mente limita las opciones de materiales a resinas liquidas especificas, sin embargo, se
pueden afiadir pequefios particulados de cerdmica o metales para influenciar las pro-
piedades de los materiales. En general, este método es rdpido y preciso para piezas del

orden de unos centimetros.

Una de las primeras técnicas desarrolladas es la estereolitografia (Stereolithography
Apparatus, SLA), que involucra escanear, capa por capa, un liquido fotocurable para
crear una pieza en 3D. Se utiliza un laser para curar una seccion transversal en 2D
moviéndose a lo largo y ancho de una cubeta de material liquido, para luego sumergir
la pieza y crear la siguiente capa. El laser puede ser de luz visible, ultravioleta, y en
algunos casos infrarroja. De esta tecnologia, surge otro método llamado procesamiento
digital de luz (Digital Light Processing, DLP), en donde se cura una capa entera a la vez
mediante la proyeccion de patrones de luz, logrando una buena resolucién y bajos tiem-
pos de impresion, siempre que las dimensiones de la pieza no sean demasiado grandes.

Otra tecnologia derivada es la polimerizacion multifotonica (Multi-Photon Polymeriza-



tion, MPP), en donde la capa se cura punto por punto dirigiendo una pulsacién laser a
través de un lente para que converja a un solo punto dentro de la cubeta. Esta energia
focalizada desencadena un proceso de absorcion que polimeriza un pequeiio volumen
de resina, permitiendo una resolucidn extremadamente fina, al costo de las dimensiones

totales de la pieza y la velocidad de impresion.

En cuanto a habilidad de produccion en masa, el DLP es el método més réapido con
diferencia, ya que permite el curado simultdneo de capas, lo que implica que imprimir
partes adicionales no aumenta de manera proporcional el tiempo de impresion. Luego le
siguen la SLA y por dltimo la MPP, debido a su mecanismo de curado punto por punto.
En cuanto al tamafio minimo de elemento imprimible, la MPP tiene la mejor resolucion
de todos los métodos de manufactura aditiva, con elementos en la escala nanométrica
de hasta 60 [nm]. Adicionalmente, este método no estd restringido por el uso de estruc-
turas de soporte, ya que la polimerizacién punto por punto puede dirigirse a cualquier
lugar en el espacio tridimensional, a diferencia de la SLA y el DLP, que trabajan en sec-
ciones 2D. El DLP se desempeiia mejor que la SLA en este aspecto, pero su resolucion
llega solo a la escala micrométrica. Para todos los métodos, la alta resolucidn tiene el
costo de productos terminados mas pequenos. En cuanto a la impresion multimaterial,
existe una dificultad inherente a la polimerizacion en cubeta, debido a la posibilidad de
contaminacion cruzada entre distintas resinas liquidas utilizadas, por lo que es mejor
utilizar otro método de fabricacién aditiva. No obstante, de las técnicas mencionadas,
la SLA permite el proceso de impresion multimaterial mas simple y efectivo, mientras
que para el DLP, se requieren pasos de limpieza intensivos o sistemas complejos de

transferencia de resina [5].

1.2.2. Técnicas de fusion de lecho de polvo

En estos procedimientos, una fuente de calor es aplicada a un lecho de particulas
finas para unir este material de construccién y formar partes tridimensionales altamen-
te detalladas. El interés por este tipo de manufactura aditiva ha crecido en los dltimos
afios debido a su bajo costo, variedad de materiales y por requerir pocos 0 no requerir
soportes de impresion. Los materiales que se pueden utilizar incluyen plasticos, vi-
drios, metales y aleaciones, y existe la posibilidad de reciclar el polvo no utilizado. Sin
embargo, estos métodos son menos prevalentes en la investigacion de MMA en com-

paracion con la polimerizacion en cubeta, aunque existe potencial para contribuir a la



fabricacion de MMA a través de ciertos procedimientos.

Los dos métodos mas conocidos son el sinterizado selectivo por laser (Selective
Laser Sintering, SLS) y la fusion selectiva por laser (Selective Laser Melting, SLM), los
cuales utilizan rayos l4ser para unir el polvo en partes tridimensionales. La diferencia es
que el primero trabaja solo con plasticos mientras que el segundo trabaja principalmente
con metales. El proceso de manufactura se realiza paso por paso, con una capa de polvo
rociada después de que la capa antecesora se haya terminado de unir y la plataforma
descienda en la direccion vertical. Para el caso del SLS, se utiliza un rayo de CO, para
calentar la capa punto por punto, mientras que para la SLM, el rayo debe ser de mas
alta energia y se requiere gas inerte para lograr derretir el material. Ambos métodos
producen impresiones de alta calidad, pero requieren de posprocesado para eliminar

potenciales problemas de porosidad, calidad superficial y grietas.

Un procedimiento emergente es la fusiéon multichorro (Multi Jet Fusion, MJF), que
utiliza el mismo montaje para el lecho de polvo y materiales de construccion que el
SLS, pero emplea una serie de chorros que distribuyen un agente de fusion sobre el
lecho en la forma de la seccion transversal de la capa. Luego, en vez de laseres, se
proyecta luz infrarroja para calentar y unir toda la capa de manera simultdnea. La MJF
muestra una capacidad significativa en la produccion rapida de MMA poliméricos con
propiedades mecanicas y resoluciones a la par con el SLS, y, con un mayor desarrollo
futuro, podria llegar a superar otros métodos de lecho de polvo e incluso de polimeri-
zacion en cubeta y extrusion. Otro método existente es la fusion por haz de electrones
(Electron Beam Melting, EBM), en donde se utiliza este haz como la fuente de calor
para fabricar partes tanto de metal como de pléstico. El lecho de polvo se prepara de
manera similar a los otros métodos, y un haz de electrones se emite desde un filamento
de tungsteno y se controla mediante una bobina computarizada. Este método permite
mayor variedad de materiales, pero requiere de una cdmara sellada al vacio para fun-

cionar.

En cuanto a la capacidad de produccion en masa, la MJF presenta la mayor veloci-
dad de produccion, debido a que utiliza proyeccion infrarroja para tratar capas enteras
en un solo paso, propiedad que no esta presente en los demds métodos. Esto también
permite alcanzar elementos impresos en capas mads finas, sin perjudicar de manera tan
grave el tiempo de impresion. En cuanto al tamafio minimo de elemento imprimible,

estd limitado a la escala micrométrica, y no existe una gran variacion entre los métodos
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de lecho de polvo. Los valores van desde 400 [um] con EBM hasta 20 [um] con SLS.
Este factor estd fuertemente restringido por el tamafio de la particula de polvo, y refi-
nar el polvo a escalas nanométricas es costoso y hace surgir otros factores limitantes
como el didametro focal del laser o el régimen de escaneo. En cuanto a la impresion
multimaterial, por lo general no es factible con estos métodos sin recurrir a procesa-
miento adicional o afiadir material después de imprimir, ya que no se ha desarrollado
una forma de evitar la contaminacién cruzada de polvo que ocurriria. La EBM tiene el
mayor potencial para ser desarrollado en una técnica multimaterial, dado su alto rango
de materiales aplicables, pero el requerimiento de una cdmara de vacio eleva conside-

rablemente los costos [5].

1.2.3. Técnicas de extrusion/deposicion

Estas técnicas consisten en depositar un material y construir una pieza en 3D, capa
por capa y desde abajo hacia arriba. Son unas de las primeras tecnologias de manufactu-
ra aditiva que fueron desarrolladas, son robustas y versatiles, con una amplia literatura
al respecto de su aplicacion en la escala macro en diversos campos. Estos métodos son
capaces de trabajar con un amplio rango de materiales, como plésticos, cerdmicos, me-
tales, e incluso comida y células vivas. No obstante, su aplicacion en pequefias escalas

aun no se ha materializado, por lo que existe un gran potencial aun por desarrollar.

Durante la década de los noventa, se desarroll el método de modelado por depo-
sicién fundida (Fused Deposition Modelling, FDM), en el cual se extruye material de
construccion a través de una boquilla con un sistema de actuacién neumatica o mecani-
ca. La diferencia con otros métodos es que se utiliza una deposicion de filamento s6lido
que es mds continua que la obtenida utilizando un material liquido por goteo. El fila-
mento utilizado puede ser un polimero termopléstico en aplicaciones tradicionales, pero
hoy en dia se afiaden inclusiones de fibra, nanoparticulas y otros aditivos para mejorar
las propiedades del material base. Otra técnica de interés es la escritura directa con tinta
(Direct Ink Writing, DIW), que utiliza los mismos principios que el FDM, pero con tin-
tas como material de construccidn, y no requiere tiempo de secado para solidificar las
piezas, ya que la retencion se logra de las propiedades reoldgicas de las tintas. Las op-
ciones de material de este método son extremadamente variadas y se pueden construir
formas complejas a bajo costo y en pocos pasos. La DIW se puede dividir en dos tipos,

el primero es la escritura con filamento/tinta, en donde se construyen partes mediante
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la deposicion selectiva secuencial de gotas de tinta en un sustrato. El segundo tipo es
la impresion por inyeccion de tinta, que eyecta tinta sobre un sustrato mediante accio-
namiento térmico o piezoeléctrico controlado. En el primer caso, un cabezal montado
sobre la boquilla envia pulsos eléctricos para calentar el sitio de eyeccidn, lo que causa
que la tinta sea expulsada por evaporacion local y burbujas de aire; mientras que en el
segundo caso, se involucra la deformacion de un piezocristal, que empuja el volumen

de tinta a través de una boquilla.

En cuanto a la habilidad de produccién en masa, el FDM tiene el material de cons-
truccion mas barato (filamento sélido) y es més rapido debido a la deposicidn continua
de material. En la escritura con tinta, se afiaden pequefias gotas de tinta de manera
discontinua, mientras que la inyeccion de tinta se encarga en parte de esta limitacion.
En relacion al tamafio minimo de elemento imprimible, la DIW ofrece la capacidad
de imprimir elementos extremadamente pequefios, con resoluciones de hasta 600 [nm]
para la escritura con tinta y 100 [nm] para la inyeccidn de tinta, gracias a innovaciones
recientes en ambos métodos. Junto a la MPP, estas técnicas ofrecen la mejor resolu-
cioén posible actualmente con manufactura aditiva. Por dltimo, en cuanto a la impresion
multimaterial, todas estas técnicas tienen buena capacidad para trabajar con varios ma-
teriales, ya que las partes se construyen mediante adicién controlada de material en vez
de reaccionar con un gran volumen de material en una cubeta o un lecho. El FDM es
especialmente indicado para impresion multimaterial, debido a que con el filamento
s6lido existe minimo riesgo de contaminacion cruzada y se puede intercambiar facil-

mente durante el proceso [5].

1.3. Aplicaciones como absorbentes acusticos

Existen numerosos ejemplos en la literatura sobre la fabricacion de absorbentes
acusticos, con amplia variedad en cuanto a su frecuencia de operacién, metodologia
de disefio, geometria, escala y método de manufactura. A continuacién se presentan
algunos casos de interés que sirven de experiencia util y también para diferenciar a este

trabajo e identificar su aporte a la disciplina.

En el afio 2017, Acquaticci, Yommi, Gwirc y Lew [2] utilizaron una impresora 3D
Stratasys Objet500 Connex para construir un absorbente con una estructura de pirdmi-

des tetragonales que se puede utilizar para cubrir las paredes en un ensayo ultrasénico.
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Figura 1.1: Modelo 3D de absorbente piramidal a la izquierda. Absorbente piramidal
impreso con la impresora 3D Stratasys Objet500 Connex a la derecha. Se muestra
ademads la estructura interna del absorbente

Se construyeron absorbentes para frecuencias desde 0,5 [MHz| hasta 5 [MHz] y desde
1 [MHz] hasta 10 [MHz|, con un niicleo de un material de goma y un recubrimiento
de una variedad de elastomeros combinando materiales rigidos y flexibles. El modelo y
prototipo impreso se pueden observar en la figura 1.1 !. Los resultados obtenidos mues-
tran una reduccion del eco de hasta 38,9 [dB] y una pérdida de transmisién de 20 [dB]
para el rango de frecuencias de disefio. La estructura piramidal funciona por el principio
de que las ondas incidentes son transmitidas parcialmente en la pirdmide y subsecuen-
temente atenuadas. Disenando cuidadosamente la inclinacion de las pirdmides y los
angulos de incidencia, la componente reflejada se propaga hacia otra superficie, donde
el proceso de atenuacion se repite hasta llegar a la base de la pirdmide. Las pirdmides
tienen un piso base de 9,4 [mm] y 4,7 [mm] de altura para el rango desde 0,5 [MHz], y
de 4,7 [mm] de base y 2,35 [mm] de altura para el rango desde 1 [MHz|. La pirdmide
como tal tiene una altura de 23,5 [mm]| para 0,5 [MHz|, y 11,75 [mm] para 1 [MHz].
Estas dimensiones son varias ordenes de magnitud mayor que las longitudes de onda
implicadas, por lo tanto, este ejemplo demuestra la capacidad de la impresion 3D para
fabricar absorbentes efectivos en varios rangos de frecuencias, pero su mecanismo de
accion no proviene de la interaccion de las ondas con estructuras de escala similar o

inferior a la longitud de onda, como es tipico en metamateriales.

1Obtenido de “Rapid Prototyping of Pyramidal Structured Absorbers for Ultrasound,” por Acquatic-
ci, et al., 2017, Open Journal of Acoustics, 07(03), p. 83-93 (https://doi.org/10.4236/0ja.2017.73008).
Copyright 2017 de autores y Scientific Research Publishing Inc. Trabajo bajo la licencia Creative Com-
mons Attribution International (CC BY 4.0) (http://creativecommons.org/licenses/by/4.0/)
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Figura 1.2: Disefio del MMA fabricado con el sistema PolyJet (a) y su estructura interna

(b)

También en el afio 2017, Vdovin, Tomilina, Smelov y Laktionova [10] fabricaron
un absorbente con una estructura de MMA utilizando un método de DIW por inyec-
cién de tinta en una impresora Objet Eden 350 con el sistema PolyJet. Se construye
un MMA basado en una celda con paredes de 1 [mm| de espesor y con tubos de ex-
tremos abiertos como elementos resonantes. Cada celda estd contenida en un cubo de
50 [mm] de lado, y el prototipo fabricado contiene 16 celdas en 4 x 4 con dimensio-
nes de 200 x 200 x 50 [mm]. El disefio del prototipo se muestra en la figura 1.2 2. El
material de construccion es tinta polimérica, lo cual se justifica dado que el comporta-
miento como medio continuo del MMA se basa en que la longitud de onda sea mayor
que el tamafio de la celda periddica, por lo tanto, los parametros basicos del modelo
se fundamentan en pardmetros geométricos mas que en propiedades intrinsecas de los
materiales. Los autores también toman especial cuidado en la orientacién del prototipo
en la plataforma de construccion, buscando evitar posibles distorsiones y minimizar es-
fuerzos residuales. El uso de polimeros como material implica que la parte requiere de
un posprocesado de curado UV. Teniendo en cuenta el funcionamiento de los MMA y
que las dimensiones del prototipo son de escala milimétrica, la frecuencia de operacién
no puede ser muy elevada. En este caso, es desde 300 [Hz] hasta 600 [Hz]. Se muestra
que el MMA absorbe hasta el doble de potencia acustica comparado con un absorbente

estandar del mismo tamaiio (paneles perforados cubiertos de lana) para este rango de

2Obtenido de “Implementation of the additive PolyJet technology to the development and fabricating
the samples of the acoustic metamaterials,” por Vdovin, et al., 2017, Procedia Engineering, 176, p. 595-
599 (https://doi.org/10.1016/j.proeng.2017.02.302). Copyright 2017 de autores y Elsevier Ltd. Articulo
de acceso abierto bajo la licencia CC BY-NC-ND (http://creativecommons.org/licenses/by-nc-nd/4.0/)
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Figura 1.3: Disefio del MMA fabricado con el sistema MJF y estructura interna de la
celda unitaria

Un ejemplo similar se encuentra en el trabajo del afio 2020 de Roca, Pamies, Cante,
Lloberas-Valls y Oliver [11], en donde construyen un absorbente con una estructura de
MMA utilizando el método MJF con Poliamida 11 como material de construccion. El
prototipo consiste en un panel de 120 x 120 x 5 [mm], con 36 celdas en 6 x 6 ubicadas
en el centro. Dos paneles de 120 x 120 x 2 [mm] van unidos a cada lado con el fin de
aislar y contener las celdas individuales, permitiendo la aparicién de modos de reso-
nancia interna. Las dimensiones de cada celda son de 12 x 12 x 5 [mml], y consisten en
inclusiones en forma de cuadrilébulo conectadas mediante uniones a delgados soportes
estructurales en los vértices. Esta estructura se puede observar en la figura 1.3 3. Las
inclusiones actiian como una masa que se convierte en el componente resonante, las
uniones permiten a la celda tener modos de resonancia de interés en el rango de fre-
cuencias deseado, y los soportes en los vértices son el punto de unién con los paneles
y aislan cada celda. El disefio de esta celda resulta de alcanzar la resonancia interna en

la frecuencia requerida manteniendo la celda delgada y pequeia, para esto, la rigidez

3 Adaptado de “Experimental and Numerical Assessment of Local Resonance Phenomena in 3D-
Printed Acoustic Metamaterials,” por Roca, et al., 2020, Journal of Vibration and Acoustics, 142(2)
(https://doi.org/10.1115/1.4045774). Copyright 2019 de ASME
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flexional de las uniones debe ser minimizada, y la masa de las inclusiones debe ser lo
suficientemente grande. L.a manera de lograr esto es haciendo las uniones maés largas e
incrementando el volumen de las inclusiones para que ocupen el mayor espacio posible
dentro de la celda, obteniendo la forma de cuadrilébulo. Se mide la pérdida de trans-
mision en un rango desde 500 [Hz| hasta 1500 [Hz] y se compara con paneles solidos
del mismo material con dimensiones similares. Los paneles MMA muestran mejor ate-
nuacién de sonido, con un maximo de pérdida de transmision de alrededor de 65 [dB] a
1050 [Hz]. El MMA también presenta maximos de transmision a 550 [Hz] y 1250 [Hz],
que tienen relacion con el montaje experimental y con los limites de la region de brecha
de bandas. Los modos de resonancia se desplazan en hasta 200 [Hz] de lo esperado por
simulaciones, debido a tolerancias geométricas del método de fabricacién, con desvia-
ciones en los didmetros de 0,1 [mm], revelando la importancia de contar con un método

preciso de fabricacion.

Estos ejemplos muestran la efectividad de los metamateriales y entregan ideas res-
pecto a su geometria y fabricacion, sin embargo, ambos casos trabajan con ondas acusti-
cas audibles de no muy alta frecuencia, y por tanto las estructuras pueden ser de escalas
milimétricas para ser de tamafio similar o menor que la longitud de onda. Las frecuen-
cias de operacién de ondas ultrasénicas son mayores a 20 [kHz| y pueden llegar hasta
los 10 [MHZ], lo cual implica el uso de estructuras micrométricas para que surjan los

fendmenos de resonancia propios de los MMA.

onda incidente
l reflexion

/
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transmision

medio solido blando

Figura 1.4: Esquema bdsico de la metapantalla de burbujas a la izquierda. Montaje
de metapantalla cerca de un reflector a la derecha. Se ilustra el cambio de fase en &
radianes inducido por las burbujas y en O radianes inducido por el acero

Un ejemplo de aplicacion de MMA para frecuencias ultrasonicas se encuentra en
el trabajo del ano 2015 de Leroy, Strybulevych, Lanoy, Lemoult, Tourin y Page [12],
en donde construyen un MMA utilizando un método de litografia blanda con polidi-
metilsiloxano como material de construccion. Los autores abordan el problema de la

superabsorcion, esto es, un material que tenga minima transmision y reflexion, pero mi-
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nimizando el espesor y alcanzando una estructura sub longitud de onda. Se comienza
con un modelo analitico de un metamaterial hecho de una metapantalla de burbujas, que
consiste en una secuencia de cilindros de gas en un so6lido blando. El modelo presenta-
do por los autores entrega una expresion analitica confiable para predecir la respuesta
de la metapantalla, y revela como la estructura del MMA, esto es, el tamafio de las
burbujas, la separacion entre ellas y la viscosidad de la matriz, se puede afinar para
obtener cualquier valor de transmisién y optimizar la absorcién en un amplio rango de
frecuencias. Con este montaje inicial, la absorcién maxima que se puede alcanzar es de
la mitad de la energia incidente, sin embargo, existe otra situacion en la que se puede
alcanzar una absorcién mucho mayor, que es el caso de una metapantalla de burbu-
jas cerca de un reflector, debido a la interferencia destructiva entre la reflexion de las
burbujas y la reflexion del acero (utilizado como reflector), haciendo posible la super-
absorcion. Esta prediccion fue verificada experimentalmente mediante la construccién
del MMA mencionado al inicio de este ejemplo, con cavidades cilindricas de 24 [um]
de didmetro y 13 [um] de altura, con una separacién de 120 [um] que fue entregada
por su modelo analitico. La figura 1.4 * muestra un esquema de la configuracién inicial
y de este nuevo montaje experimental. Los resultados muestran que entre 1,4 [MHZ]
y 2,9 [MHz], menos del 6% de la energia es reflejada, llegando a 0,2% a 1,6 [MHz|,
y que la absorcion en este rango de frecuencias es mayor al 91 %, llegando a 97 % a
1,6 [MH?]. La superabsorcién tampoco se limita a la incidencia normal, ya que incluso
ondas inclinadas pueden ser absorbidas. Cabe mencionar que este metamaterial es des-
tacable por el hecho de incorporar y beneficiarse enormemente del fuerte acoplamiento
que ocurre entre las burbujas resonadoras, un fenémeno que suele no ser aprovechado

en aplicaciones de MMA.

En estos ejemplos, se exploraron aplicaciones de absorbentes acusticos, que en al-
gunos casos consistian en metamateriales, y en el tltimo caso se aplicaron para frecuen-
cias ultrasonicas. No obstante, en todos los casos, la geometria principal del absorbente
era un disefio que en gran medida estaba predefinido, realizando ajustes para cumplir
con ciertas restricciones y pardmetros deseados. Es en este ambito donde surge una po-
sibilidad de aporte, utilizando técnicas computacionales de algoritmos de optimizacién

topoldgica que entreguen como resultado el disefio y la forma de un absorbente acusti-

4 Adaptado de “Superabsorption of acoustic waves with bubble metascreens,” por Leroy, et al., 2015,
Phys. Rev. B, 91, 020301 (https://doi.org/10.1103/PhysRevB.91.020301). Copyright 2015 de American
Physical Society
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co aplicado en ultrasonido, haciendo uso de estructuras en una escala similar o inferior

a la longitud de onda involucrada.
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Capitulo 2

Metodologia

2.1. Modelo matematico

El problema a modelar consiste en la propagacion de ondas actsticas tanto en el es-
pacio abierto de fluido, como en el absorbente s6lido. En el caso del fluido, la ecuacién
de onda gobierna la propagacion de sonido en el régimen temporal:

*U

AU = —7 2.1)

donde ¢ es la velocidad del sonido en el medio, y U en este caso es la presion acusti-
ca, entendida como la diferencia entre la presion instantdnea y la presion estética, pero
cabe mencionar que esta relacion se puede establecer también para variaciones de tem-

peratura y densidad [13].

Dado que las ondas ultrasénicas en aplicaciones con dimensiones pequefias alcan-
zan rapidamente un estado estacionario, es conveniente analizar el caso independiente
del tiempo, asumiendo un régimen armoénico permanente y separando la presién en
una parte espacial y otra temporal, de tal forma que U (x,7) = u(x)z(t). Esta suposicion

permite obtener la ecuacion de Helmholtz:
Au+k*u=0 (2.2)

donde k = w/c es el ndmero de onda, con ® = 27 f, siendo ® la frecuencia angular,
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y f la frecuencia de pulsacion [13]. En esta ecuacidn, la variable u corresponde a la

presion acustica compleja, donde la presion fisica corresponde a la magnitud de u.

Para ondas propagandose en un medio elastico, aplica la ecuacion de Navier de

elasticidad lineal, asumiendo régimen armdnico permanente con frecuencia angular @:
V.0o=—pw’u (2.3)

donde o es la amplitud del tensor de esfuerzos, p es la densidad del material, y u es la

amplitud del campo de desplazamiento.

Asumiendo un material isotrépico y homogéneo, es posible relacionar ¢ con el
tensor infinitesimal de deformacion € mediante la ley de Hooke, introduciendo los co-
eficientes de Lamé A y 1. A su vez, es posible relacionar € con u a partir de la definicién
€= % (Vu + [Vu] T) [14]. Con estas consideraciones, se puede reescribir la ecuacion 2.3

en base a los coeficientes de Lamé:
pAu+ (A +p)V(V-u)+pa’u=0 (2.4)
Aplicando la descomposicion de Helmholtz al campo de desplazamiento, se obtiene

el campo en funcion de dos funciones potenciales @ y ¢ [15]:

u=Veo +Vxe (2.5)

Sustituyendo la ecuacién 2.5 en la ecuacion 2.4 y aplicando propiedades e identi-

dades del célculo vectorial, se llega a la expresion:
V(A +2u)A¢1 +p@? 1] +V x [uAp + pa’ds] =0 (2.6)
la cual se satisface si ¢; y ¢ satisfacen las ecuaciones:

Ay + kg =0 2.7)
Apy+k; 92 =0 (2.8)

donde k, = @/c, es el niimero de la onda de compresién, c, es la velocidad de la onda

acustica, siendo ¢, = /(A +2u)/p, ks = @/cy es el nimero de la onda de corte y ¢y
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es la velocidad de la onda de corte, siendo ¢y, = y/t/p [16]. En esta escala, la onda
de corte es apenas detectable, por lo que solo se utiliza la ecuacion 2.7 para modelar la

propagacion en un sélido eléstico.

De esta manera, se establece que la ecuacion de Helmholtz se puede utilizar tanto
para el medio fluido, como muestra la ecuacion 2.2, como para el medio sélido eléstico,
como muestra la ecuacién 2.7, considerando solamente distintos nimeros de onda para

cada caso.

Para el disefio del absorbente acustico, es de interés estudiar la dispersion de la onda
al interactuar con el material s6lido. Para esto, se descompone la onda acustica como

una suma entre la onda incidente (u;) y la onda dispersada (u):

u=u;+uy (2.9)

La onda incidente se describe mediante la siguiente expresion, especificando so-
lo la parte espacial segiin la descomposicion realizada para obtener la ecuacion de
Helmbholtz:

u; = e'kox (2.10)

donde kg es el vector de onda en el medio fluido, y x = (x;y) es el vector de posicion.
Reemplazando las ecuaciones 2.9 y 2.10 en la ecuacion 2.2, y despejando para u,, se

obtiene la siguiente expresion para la onda de dispersion:
Aug + [k(x) Pug = ([ko|* — [k(x)|*)e™0* (2.11)

donde k(x) es el vector de onda dependiente de la posicion, que adquiere un valor de
ko en el medio fluido y un valor de k; en el medio sélido. La ecuacién 2.11 es la que se
utilizard para modelar la propagacion de las ondas acusticas a través de ambos medios,

y corresponde a una ecuacion de Helmholtz no homogénea, tipicamente escrita como:
Au+kKu=—f (2.12)

con f = (|k(x) ]2 — |k0|2)eik0‘x para este caso.
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Figura 2.1: Regién de modelacién del problema, con bordes y subregiones de medicion
de funcién objetivo y optimizacion

2.2. Geometria y configuracion general del problema

La geometria disefiada para el problema se muestra en la figura 2.1. La direccion de
propagacion de la onda es desde el borde superior hacia abajo en el dominio €, el cual
contiene dos subregiones. La region €,,; corresponde a la zona de optimizacion, es
decir, donde el algoritmo de optimizacion tiene permitido rellenar y cambiar la forma
del material absorbente. Se excluye de €, una region inferior del dominio, ya que
esta zona corresponde a la base del absorbente, por lo que se rellena completamente
desde el inicio, sin permitir al algoritmo alterar esa region. Por otro lado, la region
Q,p; corresponde a la zona en la cual se calcula la funcion objetivo, buscando medir
la intensidad de la onda dispersada producto del material absorbente que se encuentra
en Q,,;. Respecto al material absorbente, se modela como un cuerpo totalmente rigido,
provocando una reflexion total de la onda incidente, en contraste con la modelacién de
un material eldstico, donde una parte de la energia incidente se transmite en forma de
vibraciones elésticas y las ondas de presion actsticas actian como cargas variantes en

el tiempo [17].
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El borde superior I'p corresponde al borde en el cual se aplicard la condicion de
Dirichlet, mientras que los bordes izquierdo, inferior y derecho forman el borde I'y
en el cual se aplicara la condicién de Neumann, de tal forma que I'y = I'j;y UL, r U
I"4.r. La condicién de borde de Dirichlet que se impone en este problema es la onda
incidente descrita en la ecuacion 2.10. Considerando la direccion de propagacion de la
onda, el vector de onda incidente tiene la forma kg = (0; —kg), con lo cual, el producto
escalar presente en la expresion 2.10 queda de la forma kg - x = —kgy. Mientras tanto, la
condicién de Neumann que se impone es Vu - = % = 0. Esta condicién de Neumann
corresponde a modelar una pared rigida [18], que genera una reflexion de las ondas en
los bordes impuestos [19], lo cual simplifica apreciablemente una parte importante del

algoritmo que se describird mds adelante.

La optimizacidn topolégica busca minimizar una funcion objetivo, que en este caso
es el cuadrado de la amplitud de la presion acustica, en la region de medicién corres-

pondiente. Por lo tanto, la funcién objetivo que interesa minimizar es

J(Ql)z/Q j(ud)dx:/ |ud|2dx:/ uy -1 dx (2.13)

obj obj obj

Adicionalmente, se divide el dominio € en €2, definida como la regién sin material
absorbente (que también puede ser llamada region libre, region vacia o region de fluido)
y 1, que corresponde a la regién que contiene material absorbente, como muestra la
figura 2.2. Notar que la region que corresponde a la base del absorbente pertenece a
1, pero esta fuera de €,,,. Esta region se denomina como Q, ., definiendo también

el dominio Qlopt como la regién de Q contenida en Q.

2.3. Método de curvas de nivel

El algoritmo de optimizacion de forma utilizado corresponde a un método que com-
bina la derivada de forma y las curvas de nivel para la propagacién del frente. Este
método fue publicado en un articulo en 2004 por Allaire, G., Jouve, F., y Toader, A.-
M. [3] que sirve de guia para escribir el programa computacional que se utilizara para

desarrollar el problema.

Existen varios métodos de optimizacion de forma, ya que se trata de un campo muy

importante y estudiado. El método clasico de andlisis de sensibilidad respecto de la
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Figura 2.2: Region de modelacién del problema, con subregiones de dominio sin mate-
rial absorbente y dominio con material absorbente de una forma arbitraria

forma es muy general y puede aplicarse a cualquier tipo de funcién objetivo y modelo
estructural, pero presenta dos desventajas principales: su costo computacional es alto
debido a que requiere remallado, y tiene una tendencia a caer en minimos locales muy
lejanos a los globales. También existe el método de homogeneizacidn y sus variantes,
que pueden resolver estos problemas, pero estin principalmente restringidos a modelos
de elasticidad lineal y a funciones objetivo particulares. Se han desarrollado ademas
métodos basados en curvas de nivel que han demostrado ser versétiles y eficientes para
diversas aplicaciones. El método presentado por Allaire et al. busca generalizar estos
métodos proponiendo una implementacion sistemdtica del método de curvas de nivel
donde la velocidad del frente es obtenida de un anélisis de sensibilidad respecto de la
forma, calculando una derivada de forma mediante un problema adjunto, y utilizando
esa derivada como la velocidad normal de la frontera que se mueve durante el proceso

de optimizacion [3].
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2.3.1. Derivada de forma

Se define un conjunto de formas admisibles que deben ser conjuntos abiertos con-
tenidos en el dominio de optimizacion £2,,; unidos con la base del absorbente y con un

volumen fijo Vyp;:

Qadm = {(.Q.]DP[ C Qopt) Ulease tal que ‘Ql| = Vobj} (2.14)

El problema de optimizacién de forma consiste en encontrar:

ngl{lde(Ql) (2.15)
para lo cual se recurre a la nocidn de la derivada de forma. Para esto, se calcula la de-
rivada de forma para un dominio general €2, con condiciones de Dirichlet y Neumann
generales impuestas en I'p y I'y, respectivamente. Posteriormente, se aplicardn las con-
diciones particulares que existen en £2,,,;. Teniendo un dominio de referencia €2, se es-
tablecen dominios del tipo Qg = (Id 4 0)(Q) definidos por Qg = {x+ 0(x) | x € Q},
siendo 6(x) en este caso un campo vectorial que juega el rol del desplazamiento del do-
minio de referencia Q. La derivada de forma de J(Q) en Q se define como la derivada
de Fréchet en W (RN, R") en 0 de la aplicacién 6 — J((Id + 6)(Q)), esto es:

0
J((Id+0)(Q)) =J(Q)+J'(Q)(8) +0(6), con él’r%% =0 (2.16)
ﬁ
donde J'(Q) es la derivada de forma y es una forma lineal continua en W1 (RV RV)

y J'(Q)(0) es una derivada direccional.

Para el célculo de la derivada de forma se utiliza un método ripido y simple pro-
puesto por J. Céa llamado el Método del Lagrangiano, que permite encontrar la derivada
de forma de una funcién objetivo sin conocer la derivada de forma de la solucién de
la ecuacion diferencial parcial, y permite encontrar la correcta definicion del problema
adjunto [20].

Adicionalmente, se utilizan dos lemas en el calculo de la derivada:

Lema 1. Sea Q un conjunto abierto con frontera suave y acotado y ¢ (x) € WI1(RV).
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Si se define

J(Q)= | () dx (2.17)

entonces J es diferenciable en Q 'y
J(Q)(6) = /Qdiv(G(x)gb(x)) dx— /a 0(x) - n(x)6(x) ds (2.18)

para todo 8 € W1=(RN RM),

Lema 2. Sea Q un conjunto abierto con frontera suave y acotado y ¢ (x) € W>!(RN),
Si se define

Q)= [ o) ds (2.19)

entonces J es diferenciable en Q y

7(Q)(6) :/(me-n@—i’ +H¢) ds (2.20)

para todo 8 € WH(RN RV), donde H es la curvatura media de dQ definida por H =
div n. Adicionalmente, este resultado adin se mantiene al reemplazar dQ por T, un

subconjunto abierto con frontera suave de dQ, y asumiendo que ¢ = 0 en la frontera

ar [3].

El problema que se busca resolver para condiciones de bordes generales correspon-

de a:
Au+ku=—f enQ

Problema de dispersion { y = y; enlp (2.21)
% =g en 'y

A partir de estas expresiones, se construye el lagrangiano sumando la restriccion de
la funcién objetivo de la ecuacién 2.13, la formulacidn variacional de la ecuacion del
problema de dispersién (con p como funcién de prueba), la formulacién variacional de

la condicion de borde de Neumann y finalmente la condicion de Dirichlet (con A como
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multiplicador de Lagrange):

g(g,u,p,m:/gj(ud) dx+/gsx[(Au+k2u)p] dx+/g9t[ﬁ dx

+ [ R [(g - @> ﬁ} ds+ | RA(u—u;)]ds (2.22)
Iy on I'p

A partir de esta definicion del lagrangiano, se procede a calcular las derivadas res-
pecto a cada una de las variables y a igualar a cero para encontrar expresiones de interés.

La derivada de .Z respecto a p en una direccion ¢ estd dada por:

0. — — ou\ —
= (¢) :o:/ R[(Au+ K*u)d] dx—I—/ R[fP)dx+ | R Kg——”) ¢} ds
Jdp Q Q Ty dn
(2.23)
de lo cual se extraec Au+k*u=—fen Qy % = g en 'y, que corresponde a la ecua-

cion de dispersion y a la condicion de Neumann, respectivamente. La derivada de .

respecto a A en una direccion ¢ estd dada por:

07
520 =0= [ Row-w)ds 2.24)

de lo cual se extrae u = u; en I'p, que corresponde a la condicion de Dirichlet. Poste-
riormente, se calcula la derivada de £ respecto a u en una direccién @, para lo cual
es necesario integrar por partes la expresion que contiene el producto pAu aplicando la

primera identidad de Green:

/]_)Al/t dx = o p— ds—/ Vu-Vp dx (2.25)
Q

_ [ 5% s / P g5t / uhp dx (2.26)
00 dn Q (9n

recordando que dQ =T pUTy.

Reemplazando la expresion en 2.26 en el lagrangiano en 2.22, la derivada de .Z
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respecto a u en una direccién ¢ corresponde a:

/ q)dx-l—/ { ] ds+ NER _3—11 ds
‘/rf" [d,gf;] i [ [¢§_ ds+ [ R[p(Ep+4)] ds

)
_%ﬁ+/rb9m¢] ds (2.27)
.Y

Considerar %> (¢) con ¢ =0y 3 a¢ = 0 en dQ. La expresion en 2.27 queda como:

< . — 2
S @) =0= [ [u)o dvt [ R[o@p+#p)] dx (2.28)
u Q Q
de lo cual se extrae Ap +k*p = —j'(uy). Notar que j'(uy) corresponde a uy + iy =

2-R(uy), por lo que se puede eliminar la operacién del conjugado sobre .

Considerar 88.,2” (¢) con c;(p = 0. Aplicando la relacion recién encontrada entre p y

J» la expresion en 2.27 queda como:
oL, . ap op
B 9 =0= ‘/nf" [q’%] dim [ [‘ba

de lo cual se extrae A = en I'py a =0enly.

ds+ /F RAQ] ds  (2.29)

Considerar aa‘f (¢) para un ¢ general. Aplicando todas las relaciones encontradas

en estos pasos, la expresion en 2.27 queda como:

0 ¢
= =0= 9{ 2.30
2 9) P as 230
de lo cual se extrae p =0en I['p.
De estas expresiones, se ha encontrado la formulacion del problema adjunto:
Ap+Kk2p = —j'(ug) en Qpj
Problema adjunto { p =0 enI'p (2.31)

=0 enl'y

SN
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recordando que el término j'(u,) proviene de la funcién objetivo en 2.13, por lo que
solo se considera su valor en €, ;, siendo cero fuera de este dominio. Posteriormente
se calcula la derivada de .Z respecto a € en una direccién 6, para lo cual se reemplaza
la expresion en 2.25 en el lagrangiano en 2.22. Simplificando, agrupando los términos

y aplicando la expresion para A, el lagrangiano queda como:
2(@up2) = [ jug) de— | K[Vu-Vp— (Ru+f)p] dx
Q

+/ %gpds%—/

donde el dltimo término conviene reemplazarlo por [i-, R[A] ds.

a” iﬁu—u»]ds (2.32)

La derivada de forma se obtiene derivando .Z respecto a Q en una direccion 6 [3],

de tal forma que:

07

7(@)(0) =%

== (Q,u,p,1)(6) (2.33)

Aplicando los lemas 1y 2, esta derivada queda como:

2200 = [ (i)~ [V To— 0ut 1] ) (0-n) ds

dg _ oh
+ FN(G%)S{ [(% —l—Hg) p} ds—i—/rD(9~n)9i [% —i—Hh} ds (2.34)

Esta derivada de forma es compleja de calcular debido a los términos en I'y y I'p,
sin embargo, aplicando los pardmetros especificos de este problema se puede simplifi-
car apreciablemente esta derivada. Como ya fue mencionado, la condicién de Neumann
que se impone es g = 0, lo cual elimina el término en I'y. Por otro lado, al aplicar es-
ta derivada en el dominio de optimizacién €,,;, se puede establecer que j(uy) =0y

I'p N 9dQyp = 0. Por lo tanto, la derivada de forma evaluada en Q,,; se escribe como:

0L

g (0)

. = /(mu , <_9{ [Vu'V_p— (kzu—f—f)]_)D (0-n)ds (2.35)

J/(Q1)(l9)=/a Otve-nds:/(mopt <—9§ [Vu-V_p—(kzu—Ff)l_?D(Q-n) ds

(2.36)

P
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definiendo v — —R [Vu Vp— (Ku+ f)]‘)] .

2.3.2. Representacion de formas por el método de curvas de nivel

El método de sensibilidad respecto a la forma ha sido implementado en el pasado
en un enfoque lagrangiano, realizando un mallado de Q y desplazando la malla para
deformar € segun la direcciéon 6. Sin embargo, este método tiene la desventaja de
necesitar remallado en caso de que la forma se deforme demasiado, lo cual puede ser
muy costoso computacionalmente. Adicionalmente, la estructura lagrangiana no puede
manejar facilmente cambios en topologia, ya que le es dificil a la malla unir o separar
partes de la frontera del dominio. Es por esto que el trabajo de 2004 de Allaire, et. al.
[3] utiliza un enfoque euleriano, utilizando un método de curvas de nivel para capturar
la forma Q; en una malla fija. De esta forma, el dominio global Q se malla de manera
uniforme una sola vez y para todo el algoritmo. Los dominios Qg y Q; se definen a

través de una funcién de curva de nivel, tal que

<(0) =9
Y < TEER0 (2.37)

Yx) >0 <= xeQ

y tomarén la forma inicial que uno defina para y. A partir del valor de v se determina

el valor para el niimero de onda k segun la posicion, como aparece en la ecuacion 2.11:

ko) = K0 T v <0 (2.38)
ki < y(x)>0

Como ya fue mencionado, el material absorbente se modela como un cuerpo total-
mente rigido que no sufre deformaciones por cargas aplicadas. Esta definicién implica
un modulo de compresibilidad que tiende a infinito, por lo que la velocidad de la onda
acustica también tiende a infinito, con lo cual el valor del niimero de onda k; tiende a
cero, siguiendo las definiciones para cada uno de estos términos. De esta manera, se
opta por no definir explicitamente la frontera entre Qg y € y tener que imponer con-
diciones de salto para modelar la interfaz, sino que se elige definir un nimero de onda
muy pequefio en comparacion con el valor en la region libre para modelar la interaccion

con un cuerpo rigido.
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La forma € evolucionard segin la direccion de descenso elegida en un tiempo
ficticio. La evolucion de la funcién de curva de nivel estd gobernada por una ecuacion
de Hamilton-Jacobi, que se expresa como:

dy

— +A|Vy| = 2.
8t+\l//| 0 (2.39)

Esta ecuacion de Hamilton-Jacobi estd definida para todo el dominio £2,,, siempre
y cuando la velocidad de adveccion A sea conocida en todo lugar. En este caso, se puede

definir una direccion de descenso en todo el dominio £,,, como:
0=—-wn (2.40)

utilizando el valor de v proveniente de la derivada de forma en la ecuacién 2.36. En-
tonces, la componente normal 0 - n = —v corresponde a la velocidad de adveccion en

la ecuacion 2.39, de tal forma que:

A=R|Vu-Vp— (Ku+f)p (2.41)

2.3.3. Lagrangiano aumentado como restriccion de volumen para

optimizacion de forma

El proceso de optimizacion tiene como fin minimizar la funcién objetivo descrita
en 2.13 modificando la forma de €2;. No obstante, la definicion del conjunto de formas
admisibles en 2.14 también fija un volumen para los conjuntos €. Esto es necesario
en aplicaciones de optimizacion topoldgica para evitar resultados indeseados como que
la region €, sea completamente rellenada o vaciada de material, o que el algoritmo
entregue como resultado un 6ptimo no fabricable, buscando en cambio que la forma de

Q sea deformada paulatinamente hasta obtener un disefio no trivial.

Un posible método para controlar el volumen es un método de penalizacién utilizan-
do un multiplicador de Lagrange fijo. Sin embargo, este método demostré ser incapaz
de implementar las restricciones de manera exacta y requeria de ensayo y error para
fijar el factor de penalizacion correcto. Razén por la cual se opta por utilizar el méto-
do del multiplicador de Lagrange aumentado, el cual fue implementado en conjunto

con el método de curvas de nivel en un articulo de 2018 de Hesse, S., Leidinger, L.,
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Krembheller, J., Lukaszewicz, D. y Duddeck F. [21].

El método del multiplicador de Lagrange aumentado es considerablemente mds po-
pular que el método de penalizacidn, ya que tiene la capacidad de converger a un buen
optimo cumpliendo con la restriccién volumétrica. Adicionalmente, este método con-
verge mas rapido que el método de penalizacion y es bien conocido por su estabilidad

numérica [21]. La funcién del lagrangiano aumentado se define como:
1
X(Ql,h,l,n)=J(Ql)+lh(91)+§nh2(91) (2.42)

donde h(Q1) es la restriccién de volumen, que corresponde simplemente a la diferen-
cia entre el volumen de € y el volumen objetivo para una iteracion determinada. Estos
volumenes se expresan como fracciones respecto al volumen maximo V., que se de-
fine como el volumen del dominio €,,,, més el volumen de Q;, , que corresponde
siempre a la base del absorbente. El volumen se puede calcular a partir del signo de la

funcién y. Admitiendo algo de flexibilidad con la notacion, esto es:

Jo, dx _ Ja(y>0)dx

Vmax Vm ax

V(Q)=

(2.43)

con lo cual se define 7(Q;) = V() — V,,,; para una iteracion determinada.

Los valores A y 1 corresponden al multiplicador de Lagrange y al parametro de
penalizacion, respectivamente. Cabe mencionar que la definicion de la funcion en 2.42
no se debe confundir con el lagrangiano y el multiplicador de Lagrange definidos en
2.22 para calcular la derivada de forma. Los parametros A y 7 se deben actualizar en

cada iteracion i de la siguiente manera:

AT = A ik Q) (2.44)
Nt =min(n' + AN, Mnax) (2.45)

de donde se observa que el pardmetro 11 aumenta en cada iteracion en una cantidad
An hasta llegar a 1,4 y quedarse ahi para el resto de las iteraciones. Finalmente, el
multiplicador de Lagrange hace una modificacién en la velocidad de adveccién en 2.41,
de tal forma que:

Apmodificada =A—A (2.46)
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donde A4 ficada S€ utiliza en la ecuacion de Hamilton-Jacobi en 2.39 para deformar
Q)

2.4. Algoritmo de optimizacion

Una vez presentado el modelo matematico, la geometria del problema y el método
de curvas de nivel, es posible describir el programa computacional encargado de apli-
car el algoritmo de optimizacion. Para esto se utiliza la libreria Gridap, presentada en
un articulo de 2020 de Badia, S. y Verdugo, F., que proporciona un conjunto de herra-
mientas para la resolucion de ecuaciones diferenciales parciales mediante el método de
elementos finitos escrito en el lenguaje de programacion Julia. Gridap tiene una interfaz
bastante expresiva que permite la resolucion de ecuaciones con pocas lineas de cddigo
y con una sintaxis casi idéntica a la notacion matemadtica, buscando encontrar un mejor
balance entre rendimiento computacional, experiencia de usuario y productividad del

flujo de trabajo al momento de utilizar librerias de elementos finitos [22].

La principal motivacion detras de la utilizacion del método de elementos finitos y
la libreria Gridap es un c6digo ya existente escrito por el profesor guia de esta memo-
ria, llamado LevelSetAdvection y disponible en un repositorio de GitHub (https: //
github.com/joaquinmura/lsAdvect). En dicho cddigo, se resuelve un pro-
blema de elasticidad lineal, buscando minimizar la flexibilidad (compliance) con el
método de curvas de nivel, algo muy similar a lo descrito en el articulo de 2004 de
Allaire, et. al., pero utilizando la libreria Gridap. Con lo cual, se cuenta con un progra-
ma con una funcionalidad ya demostrada como punto de partida para el desarrollo del

problema de dispersion.

El algoritmo desarrollado tiene una primera etapa de configuracion inicial y luego

una etapa iterativa, y se presenta a continuacion:

Algoritmo de minimizacion de funcion objetivo

1. Generacion del dominio €, definicién de la malla, los bordes y las regiones Q,;

y Qop j
2. Definicion de Y, ginas correspondiente a la forma de prueba inicial.

3. Definicion de los espacios de elementos finitos en Gridap, aplicando las condi-
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ciones de borde de Dirichlet y Neumann segtin corresponda.

. Inicializacion de Wy iginq para obtener la funcion de curva de nivel inicial I,LIO,
la forma inicial del absorbente Q(l) y el valor del volumen inicial V°. La inicia-
lizacién consiste en resolver la ecuacion 2.47, lo cual se realiza utilizando un

esquema upwind, definiendo un paso de tiempo y un niimero de iteraciones.

. Definici6n de k(x) a partir de y° segiin la ecuacién 2.38, utilizando una funcién

escalon suavizada para interpolar valores en la frontera.

. Definicion de la formulacién débil para el problema de dispersion y el problema

adjunto.

. Resolucién de las ecuaciones diferenciales y obtencién de valores iniciales ug,
p°, A% y funcién objetivo J°. La velocidad de adveccién se normaliza dividiendo

cada valor entre max(|A]).

. Construccion del lagrangiano aumentado segun la ecuacion 2.42 utilizando valo-

res iniciales elegidos para A y n°.

. Para cada iteracion, desde i = 1 hasta un méximo i = i"** predefinido, se ejecuta

el siguiente subalgoritmo:
9.1. Actualizacion de A y 1 segun las ecuaciones 2.44 y 2.45.

9.2. Actualizacion de la velocidad de adveccion con el nuevo A segin la ecua-
cion 2.46.

9.3. Resolucién de la ecuaciéon de Hamilton-Jacobi (ec. 2.39) utilizando un es-

quema upwind de Godunov, utilizando un intervalo de tiempo At predefini-
do.

9.4. Cada determinada cantidad de iteraciones, se regulariza la funcion v, uti-
lizando la ecuacién 2.47, especificando una cantidad de iteraciones y un

intervalo de tiempo.

9.5. Redefinicion de k(x) a partir del nuevo valor de y segtin la ecuacion 2.38. Se

utiliza una funcién escaldn suavizada para interpolar valores en la frontera.

9.6. Resolucion del problema de dispersion (ec. 2.49) y el problema adjunto
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(ec. 2.50) con el nuevo valor de k(x) para obtener nuevos valores de la
onda dispersada u,, el problema adjunto p, la velocidad de adveccion A y
la funcién objetivo J. La velocidad de adveccion se normaliza dividiendo

cada valor entre max(|A|).

9.7. Calculo del volumen de y segun la ecuacion 2.48 y construccion del nuevo

lagrangiano segtn la ecuacion 2.42.

9.8. A partir de una determinada cantidad de iteraciones, se supervisa que el
nuevo lagrangiano no crezca mucho respecto al lagrangiano anterior, impo-

niendo una restricciéon mediante la desigualdad en la ecuacion 2.53.

9.8.1. En caso de cumplirse la desigualdad, se confirma la nueva funcién y' y

se da lugar a una nueva iteracion.

9.8.2. En caso de no cumplirse la desigualdad, se desecha la nueva funcién
V¥ (es decir, no se actualiza respecto a la iteracion anterior), se reduce
el At utilizado para resolver la ecuacion de Hamilton-Jacobi, y se da

lugar a una nueva iteracion.

9.9. El proceso iterativo termina al alcanzar el nimero maximo de iteraciones, o
en el caso de que el Ar mencionado en el paso anterior se reduzca la cantidad

de veces suficientes para quedar por debajo de un umbral At,,;, predefinido.

Fin del algoritmo

Respecto al algoritmo presentado, en la primera etapa se definen los parametros
generales, la geometria, se plantean las ecuaciones a resolver y se calcula el valor inicial
para la onda dispersada u,, el problema adjunto p, la velocidad de adveccion A y el
valor de la funcion objetivo J. Existen algunos pasos dentro del algoritmo que requieren

de una explicacion adicional:

= En el paso 4, se inicializa la funcién Y, ine para obtener una version suavizada
de la forma de prueba, ya que la definicién en el paso 2 utiliza un tnico valor
para todo punto en Qg (e.g. —0,5) y un unico valor para todo punto en ;] (e.g.

0,5), por lo que la frontera entre estos dos dominios presenta un cambio abrupto,
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el cual se suaviza al inicializar. La ecuacién de inicializacion es la siguiente:

aa_‘;’ +sgn(yp)(|Vy|—1) =0 enlamalla
ll/(t = O,X) = ‘VO(X)

(2.47)

En este punto cabe mencionar que para el célculo del volumen, se obtiene una
mejor convergencia al calcular el volumen de la regién vacia en £, por lo que
en realidad la ecuacion 2.43 no se utiliza para el célculo dentro del programa,

sino que se utiliza:

VE(Q) = V(Qupr) = V(Q1,,) = V(Q0N Qo)
dx v <0)dx (2.48)
V* (Q]) _ fﬂoﬂﬂ(,pt _ fQOpt(
Vmax Vmax

= En el paso 5, se utiliza una funcién escalén suavizada ya que la definicién de
k presenta el mismo problema que la definicion de Wy,iginar» €St0 €8, un cambio
muy abrupto en la frontera de Q;. Por la misma razén, también se utiliza una

funcién escaldn suavizada en el paso 9.5.

= En el paso 6, la formulacién débil para el problema de dispersién y el problema

adjunto corresponden a:

Jo(Vug - Vv — [k(x) [Pugv) dx = [o fv dx+ Jry, 8v ds
Problema de dispersion < f = (|k(x)|*> — | ko|?)eko*
g=0
(2.49)
Jo(Vp-Vq—|k(x)]*pq) dx = [q ' (ug)q dx+ [r, gq ds
Problema adjunto ¢ j/(ug) = 2 - R(ug)

g=0
(2.50)

= En los pasos 7 y 9.6, la velocidad de adveccion se normaliza dividiendo cada

valor entre méx(|A|) con el objetivo de limitar la velocidad cerca de frontera.

= El esquema upwind de Godunov utilizado en el paso 9.3 entrega como resultado
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la siguiente aproximacion:
Gy = A[Vy| (2.51)

con lo que se puede obtener la funcién y de la siguiente iteracion en la ecuacién

de Hamilton-Jacobi mediante

vt =y - NG, (2.52)

Como se menciona en el paso 9.4, cada cierta cantidad de iteraciones se debe
regularizar la funcién y, ya que se puede volver demasiado plana o inclinada,

generando inestabilidades numéricas.

La restriccion que se impone en el paso 9.8 consiste en cumplir con la siguiente

desigualdad:

: : tol
P g1+ (2.53)

i
2
para una tolerancia tol predefinida. De esta manera, la restriccion se vuelve cada

vez mads estricta a medida que se avanza en las iteraciones.
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Capitulo 3

Resultados

3.1. Parametros especificos del problema

0.45

0.36

0.27+

0.18+

0.09

-0.3

| 1 1
T

-0.225 -0.1 0 0.1 0.225
X [mm]

Figura 3.1: Regién de modelacion del problema, con subregiones de interés y dimen-
siones

En esta seccion, se definen los pardmetros especificos que describen la geometria

del problema y el funcionamiento del algoritmo de optimizacion. El dominio Q de la
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figura 2.1 tiene dimensiones de 0,450 [mm] de ancho por 0,900 [mm] de alto. Se define
un sistema de referencia centrado en el dominio €, como se observa en la figura 3.1.
La regi6n ,,, abarca desde y = —0,36 [mm] hasta y = 0 [mm], y la region Q,,,; abarca
desde y = 0,09 [mm] hasta y = 0,36 [mm].

La frecuencia de operacion de la onda de ultrasonido corresponde a f = 10 [MHZ]
y la velocidad de propagacion en el medio fluido es c¢o = 1540 [m/s], que corresponde
aproximadamente a la velocidad de propagacion del sonido en agua, y es la velocidad
que asumen muchas méiquinas médicas de ultrasonido [23]. Con estos pardmetros, se
puede calcular que la longitud de onda corresponde a 0,154 [mm], y con esto, calcular
el valor del niimero de onda en la region libre:
_2rf

ko = ==~ ~ 40,80 [mm ! (3.1)
o

Por otro lado, el valor del nimero de onda en el medio sélido absorbente corres-

ponde a ky =0 [mm_l], de acuerdo a la modelacion de un cuerpo totalmente rigido.

Respecto a los parametros del algoritmo de optimizacion, se definen los siguientes

valores:

= [a malla de modelacién definida en el paso 1 del algoritmo es de 90 x 180 ele-
mentos. Conociendo el tamafio de la region €, se puede establecer que cada
elemento tiene dimensiones de 0,005 x 0,005 [mm], con una diagonal que mide
datia = 7,07 x 1073 [mm].

» Para la inicializacion de W, igina €n €l paso 4 a través de la resolucion de la

ecuacion 2.47, se elige un intervalo de tiempo At = 0,1 - d,,,417, ¥ 40 iteraciones.

= Para la construccion del lagrangiano aumentado en el paso 8 segin la ecuacién
2.42, se eligen los valores iniciales A% = 0,2 y n° = 0,1. El valor del volumen
objetivo para calcular la restriccion de volumen /(Q1) corresponde a V,,,j = 0,5,

recordando que es una fraccion respecto a V..

= El valor de An necesario para actualizar los pardmetros en el paso 9.1 segin las

ecuaciones 2.44 y 2.45 corresponde a AN = 0,1 y el valor de 1,4 se define como
Nimax = 13.

39



= El nimero maximo de iteraciones en el paso 9 corresponde a i""** = 4000.

= Para la resolucién de la ecuacién de Hamilton Jacobi (ec. 2.39) en el paso 9.3

utilizando el esquema de Godunov, se elige un intervalo de tiempo Afr = 0,1 -

dmal la-

= Para la reinicializacién periddica en el paso 9.4, se elige un intervalo de tiempo
At = 0,25 -dy,0114 y 20 iteraciones. La reinicializacion se ejecuta cada 3 iteracio-

nes.

= La restriccion de descenso del lagrangiano en el paso 9.8 se impone a partir
de la iteracién 2000 y el valor para la tolerancia puede ser tol = 0,6 o tol =
2 dependiendo de la forma inicial que se pruebe. En caso de no cumplirse la

desigualdad, el At involucrado se reduce multiplicando por un factor de 0,9.

= El umbral At,,;, bajo el cual se termina el proceso iterativo es Aty = 107,

3.2. Diseios optimizados del absorbente y calculo de la

funcion objetivo

A continuacion, se presentan los datos obtenidos para tres formas iniciales que
fueron las que entregaron los mejores resultados en cuanto a estabilidad numérica y
valor de la funcién objetivo: una forma de anillo, una forma de onda sinusoidal y un
patron de puntos. También se define un disefio trivial del mismo volumen final como

control, para evaluar la eficacia de cada disefio optimizado.

3.2.1. Forma trivial de control

Esta forma consiste en llenar el dominio €,,, hasta una altura de y = —0,225 [mm],
de tal forma que el volumen calculado a partir de la ecuacion 2.43 sea V =V,;,; = 0,5,
como se observa en las figuras 3.2 y 3.4, que muestran la funcion ¥, ,iging que define
esta forma. Los puntos en £y tienen asignados un valor de Yy iginar = —0,45, mientras
que los puntos en Q; tienen asignados un valor de Wy, igings = 0,45, segiin la definicién
en la ecuacién 2.37. El valor de 0,45 es una eleccion arbitraria, pero corresponde al
ancho del dominio 2. Esto se cumple también para las formas iniciales de los disefios

optimizados.
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Figura 3.2: Funcion ¥,ginq para forma

trivial Figura 3.3: Funcién y° para forma trivial
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Figura 3.4: Vision tridimensional de funcion y;einq para forma trivial
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Figura 3.5: Visi6n tridimensional de funcién y para forma trivial
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Figura 3.6: Funcidn k(x) obtenida a partir
de y? para forma trivial
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Figura 3.7: Magnitud de u, para forma tri-
vial
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Luego, se inicializa la funcion V,,eine para obtener la funcion de curva de nivel
v¥ y poder definir k(x) segiin la ecuacién 2.38, como se muestra en las figuras 3.3, 3.5
y 3.6. Con esto, se puede resolver el problema de dispersion para calcular la funcién
objetivo. La figura 3.7 muestra la magnitud de u,; después de resolver el problema de

dispersion.

El valor de la funcién objetivo para esta forma, que se utilizard para comparar y

evaluar los disefios optimizados, corresponde a:

Funcién objetivo: J = 1,184
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A continuacién, se presentan los resultados obtenidos para las tres formas inicia-
les antes mencionadas. Dado que el procedimiento es el mismo para cada forma, los
resultados se presentan siguiendo los mismos pasos en los tres casos.

3.2.2. Forma de anillo

0.4

y [mm]

— 45801
02
-0.3 ) 7
-0.4. 02
-0.225  -0.1 0 0.1 0.225
X [mm]
45601

Figura 3.8: Funcion V,gin, para forma de anillo

Esta forma consiste en un anillo centrado en (0;—0,18) [mm], de radio interior
0,06 [mm] y radio exterior 0,12 [mm], como se observa en la figura 3.8, que muestra la

funcion W, iginas que define esta forma.

Luego, se inicializa la funcion W,;gine para obtener la funcion de curva de nivel
inicial y° y poder definir k(x) segin la ecuacién 2.38, como se muestra en las figuras
3.9, 3.11 y 3.13. Con esto, se puede resolver el problema de dispersion y el problema
adjunto para calcular la velocidad de adveccidn, el volumen y la funcién objetivo ini-
ciales. La figura 3.15 muestra la magnitud de u, inicial después de resolver el problema

de dispersion.
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Figura 3.9: Funcién w" para forma de ani- ~ Figura 3.10: Funcién y/#® para forma de
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Figura 3.11: Visién tridimensional de funcién y° para forma de anillo
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— 4.7e01

Figura 3.12: Visién tridimensional de funcién y/"! para forma de anillo

Los valores para el volumen (ec. 2.43) y la funcién objetivo son los siguientes:

Volumen inicial: V° = 0,3654

Funci6n objetivo inicial: J° = 7,161

En este punto se da comienzo a la etapa iterativa del algoritmo, eligiendo como tole-
rancia para el descenso del lagrangiano un valor de tol = 2. En el gréfico 3.1 se muestra
la evolucién de la funcién objetivo a medida que avanzan las iteraciones, mientras que
en el grafico 3.2 se muestra la evolucién del volumen de €; a medida que avanzan
las iteraciones. El algoritmo termina al alcanzar el umbral de Az,;,, obteniendo los

siguientes resultados:

Numero de iteraciones: 2115
Tiempo de ejecucion: 47 [min]
Volumen final: /"% = 0,5009
Funcién objetivo final: /"4 = 0,2973
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Grifico 3.1: Evolucion de funcidn objetivo (en escala logaritmica) para forma de anillo
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Griéfico 3.2: Evolucién de volumen para forma de anillo
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Figura 3.13: Funcion k(x) obtenida a par-  Figura 3.14: Funci6n k(x) obtenida a par-
tir de ¥ para forma de anillo tir de y/"% para forma de anillo

En el Anexo A.1 se muestra la evolucién de la funcién k(x) para distintos instantes
a lo largo de la etapa iterativa, mientras que en el Anexo B.1 se muestra la evolucion de
la funcidn objetivo del grafico 3.1, pero dividida en intervalos de 500 iteraciones para

visualizar mas detalles en el comportamiento de la funcién.

Las figuras 3.10 y 3.12 muestran la forma final de la funcién y después de ter-
minado el algoritmo. La figura 3.14 muestra la funcién k(x) obtenida a partir de la
funcién y/™! y representa la mejor visualizacién del dominio Q; que define la forma

del absorbente. La figura 3.16 muestra la magnitud de u, final para la forma de anillo.

3.2.3. Forma de onda

Esta forma consiste en una onda sinusoidal descrita por la siguiente expresion:
807
y=0,120cos <Tx> — 0,180 [mm] (3.2)

como se observa en la figura 3.17, que muestra la funcion Y, igines que define esta

forma.

Luego, se inicializa la funcion Y, einq para obtener la funcion de curva de nivel

inicial y° y poder definir k(x) segin la ecuacién 2.38, como se muestra en las figuras
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Figura 3.20: Visién tridimensional de funcién y para forma de onda
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psi

— 4.7e01

Figura 3.21: Visién tridimensional de funcién w/"4! para forma de onda

3.18, 3.20 y 3.22. Con esto, se puede resolver el problema de dispersion y el problema
adjunto para calcular la velocidad de adveccidn, el volumen y la funcién objetivo ini-
ciales. La figura 3.24 muestra la magnitud de u, inicial después de resolver el problema

de dispersion.

Los valores para el volumen (ec. 2.43) y la funcién objetivo son los siguientes:

Volumen inicial: V? = 0,6020

Funcién objetivo inicial: J?=0,2991

En este punto se da comienzo a la etapa iterativa del algoritmo, eligiendo como
tolerancia para el descenso del lagrangiano un valor de fol = 0,6. En el grifico 3.3
se muestra la evolucién de la funcién objetivo a medida que avanzan las iteraciones,
mientras que en el grafico 3.4 se muestra la evolucion del volumen de € a medida que

avanzan las iteraciones. El algoritmo termina al alcanzar el umbral de Az,,;,, obteniendo
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Griéfico 3.3: Evolucion de funcién objetivo (en escala logaritmica) para forma de onda

0,65

o
o

o
]
(5]

Volumen

o
&

0,45

0,4
0 500 1000 1500 2000 2500

Iteraciones

Griéfico 3.4: Evolucién de volumen para forma de onda
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los siguientes resultados:

Numero de iteraciones: 2354
Tiempo de ejecucion: 52 [min]
Volumen final: v/ = 0,5004
Funci6n objetivo final: J/"% = 0,1946

0.45 0.45
0.3 0.3
0.27 0.27
0.18 0.18
0.09 0.09
y [mm] 0 y [mm] 0
0.09-§ = 0.09
-0.18 A1e+01 -0.18 41401
v/ \/ N |
-0.27 ! a0 -0.27- | .
-0.3 0 - -0.3 | ., -
-0.4 -0.4
-0.225 -0.1 . hgm] 0.1 0.225 - ° -0.225 -0.1 . h%m] 0.1 0.225 - °

0.0e+00 0.0e+00

Figura 3.22: Funcion k(x) obtenida a par- ~ Figura 3.23: Funci6n k(x) obtenida a par-
tir de y° para forma de onda tir de y/™% para forma de onda

En el Anexo A.2 se muestra la evolucién de la funcién k(x) para distintos instantes
a lo largo de la etapa iterativa, mientras que en el Anexo B.2 se muestra la evolucion de
la funcién objetivo del grafico 3.3, pero dividida en intervalos de 500 iteraciones para

visualizar més detalles en el comportamiento de la funcion.

Las figuras 3.19 y 3.21 muestran la forma final de la funcién y después de ter-
minado el algoritmo. La figura 3.23 muestra la funcién k(x) obtenida a partir de la
funcién y/™! y representa la mejor visualizacién del dominio Q; que define la forma

del absorbente. La figura 3.25 muestra la magnitud de u, final para la forma de onda.

53



0.4

0.3

0.27

0.18
0.09

y [mm]

-0.3

abs (u_d)

-0.4

2
-0.225 -0.1 0 0.1 0.225
X [mm] 1
41602

Figura 3.24: Magnitud de u, inicial para
forma de onda

0.4

y [mm]
-0.09
-0.18
-0.27
-0.3

-0.4
-0.225 -0.1

0
X [mm]

abs (u_d)

-0.4 2
-0.225 -0.1 O 0.1 0.225
X [mm] 1
4102
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Figura 3.26: Funcion ¥, ,ginq para patron de puntos
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3.2.4. Patron de puntos

Esta forma consiste en 11 circulos de 0,03 [mm] de radio orientados en tres filas
de 4, 3 y 4 respectivamente, como se observa en la figura 3.26, que muestra la funcién
Yoriginal que define esta forma. Los centros de los circulos corresponden a los siguientes

puntos:

0,135; 0,270
0,045; —0,270

0,045; —0,270)

P, = (0,135; —0,270)
0,090; —0,180) [mm]

= (- [mm]
= (-

=

(

= (=

= (0;—0,180) [mm]
(

= (-

= (=

(

(

[rrm]

mm)|

—

—

mml|

P; = (0,090; —0,180) [mm]
[rmm]

[rrm]

mml|

0,135;-0,090

0,045;—-0,090
Pio = (0,045;—-0,090)
P11 = (0,135;-0,090)

—

[
[mm]

Luego, se inicializa la funcion Y, eine para obtener la funcion de curva de nivel
inicial y° y poder definir k(x) segiin la ecuacién 2.38, como se muestra en las figuras
3.27,3.29 y 3.31. Con esto, se puede resolver el problema de dispersion y el problema
adjunto para calcular la velocidad de adveccion, el volumen y la funcién objetivo ini-

ciales. La figura 3.33 muestra la magnitud de u, inicial después de resolver el problema
de dispersion.

Los valores para el volumen (ec. 2.43) y la funcién objetivo son los siguientes:

Volumen inicial: V° = 0,3032

Funci6n objetivo inicial: J* = 2,283

En este punto se da comienzo a la etapa iterativa del algoritmo, eligiendo como

tolerancia para el descenso del lagrangiano un valor de fol = 0,6. En el grafico 3.5
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tos
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Grafico 3.6: Evolucion de volumen para patron de puntos

se muestra la evolucion de la funcién objetivo a medida que avanzan las iteraciones,
mientras que en el grafico 3.6 se muestra la evolucion del volumen de € a medida que
avanzan las iteraciones. El algoritmo termina al alcanzar el umbral de Az,,;,, obteniendo

los siguientes resultados:

Numero de iteraciones: 2512
Tiempo de ejecucion: 53 [min]
Volumen final: v/ = (,4983
Funci6n objetivo final: J/" = 0,1153

En el Anexo A.3 se muestra la evolucién de la funcion k(x) para distintos instantes
alo largo de la etapa iterativa, mientras que en el Anexo B.3 se muestra la evolucion de
la funcién objetivo del grafico 3.5, pero dividida en intervalos de 500 iteraciones para

visualizar m4s detalles en el comportamiento de la funcion.

Las figuras 3.28 y 3.30 muestran la forma final de la funcién y después de ter-
minado el algoritmo. La figura 3.32 muestra la funcién k(x) obtenida a partir de la

funcién y/7! y representa la mejor visualizacién del dominio Q; que define la forma
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del absorbente. La figura 3.34 muestra la magnitud de u, final para el patrén de puntos.

3.3. Resumen de disenos optimizados

Una vez presentados los resultados para los tres disefios optimizados, se presenta a
continuacion un resumen con el objetivo de comparar los disefios entre si, sus estados

finales e iniciales, y su desempefio en comparacion con la forma trivial de control.

En primer lugar, se presenta en la tabla 3.1 la informacion resumida para el numero
de iteraciones, el tiempo de ejecucidn, el volumen inicial y el volumen final para los

tres disenos.

Niter  tej [min) VO y/ind
Forma de anillo 2115 47 0,3654 0,5009
Forma de onda 2354 52 0,6020 0,5004
Patrén de puntos 2512 53 0,3032 0,4983

Tabla 3.1: Ndmero de iteraciones, tiempo de ejecucion y volimenes iniciales y finales
para cada disefio optimizado

Luego, se presenta en la tabla 3.2 la informacion resumida para la funcion objetivo
inicial y final, comparadas entre si para los tres disefios. También se muestra la compa-
racion entre la funcion objetivo final y la funcion objetivo de la forma trivial de control

para los tres disefios.

0 inal
J J fina AJ final—0 AJ final—control

Forma trivial 1,184 — — —

Forma de anillo 7,161 02973 —6,864 (] 95,84%) —0,8871 (| 74,90 %)
Formadeonda  0,2991 0,1946 —0,1045 (] 34,93%) —0,9898 (| 83,57 %)
Patrén de puntos 2,283 0,1153  —2,168 (1 94.95%)  —1,069 (] 90,27 %)

Tabla 3.2: Funcién objetivo inicial y final, diferencia entre objetivo inicial y final, y
diferencia entre objetivo de forma de control y final para cada disefio optimizado
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Capitulo 4

Discusion

Los resultados de este trabajo se interpretan considerando los objetivos planteados,
que por un lado consiste en simular el comportamiento e interaccion con distintas geo-
metrias de ondas ultrasénicas, y por otro lado consiste en determinar un diseiio 6ptimo

de un absorbente mediante el método de curvas de nivel y evaluar su desempeno.

En cuanto a la capacidad de simular ondas ultrasénicas, esto se logra de manera
satisfactoria para las tres formas iniciales mostradas y para cada una de las iteraciones
respectivas dentro de cada forma. Este hecho se ve reflejado en las figuras que muestran
la magnitud de las ondas dispersadas (u;), y cOmo éstas interactian con un absorbente
de geometria variable. Por ejemplo, en la figura 3.7 se observa claramente un cambio
en el comportamiento de la onda al llegar al absorbente. Esto valida la eleccion de la li-
breria Gridap para la resolucién de las ecuaciones diferenciales involucradas utilizando
el método de elementos finitos, ya que permite obtener buenos resultados simplemente
definiendo la formulacion débil del problema, el dominio de integracion y las condicio-
nes de borde, sin requerir la formulacién de un algoritmo para la aplicacion del método
de elementos finitos, ya que esto viene incorporado en la libreria. Otro punto a destacar
es que Gridap es capaz de resolver las ecuaciones en un tiempo bastante reducido, lo
cual es muy importante considerando que se deben resolver miles de veces. A partir
de la tabla 3.1 se puede estimar que cada iteracion demora aproximadamente 1,3 [s],
teniendo en cuenta que la resolucion de la ecuacién diferencial es solo una parte de

cada iteracion.
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Un punto a discutir es el hecho de haber realizado la simulacién en un dominio
bidimensional en vez de uno tridimensional. La motivacion de esto es contar con un al-
goritmo de optimizacion mas simple, en particular, las funciones para la inicializacion y
el esquema de Godunov para la resolucion de la ecuacién de Hamilton-Jacobi tendrian
que ser adaptadas para funcionar en tres dimensiones, lo cual trae consigo complica-
ciones en la determinacion de los vecinos de cada nodo. Ademads, es de esperar que
la implementacién en 3D aumente considerablemente el tiempo de ejecucion del algo-
ritmo, ya que el nimero de elementos de la malla seria drasticamente mayor. Desde
otra perspectiva, cabe mencionar que los transductores de equipamiento de ultrasonido
focalizan la energia incidente en un plano, por lo que se puede afirmar, en este caso

particular, que la modelacion en 2D es una buena representacion de la realidad.

Otro punto que llama la atencién es que al comparar la forma del absorbente (figuras
3.13, 3.14, 3.22, 3.23, 3.31 y 3.32) con la onda dispersada (figuras 3.15, 3.16, 3.24,
3.25, 3.33 y 3.34), no parece haber un claro cambio en el comportamiento de la onda
que delimite la forma del absorbente. Si bien se puede apreciar en los tres casos que las
ondas tienden a concentrarse en la mitad inferior del dominio, sugiriendo una respuesta
de la onda a los cambios de geometria, no se observa que el absorbente sea la frontera
de un objeto totalmente rigido que genere una reflexion total de las ondas, que es como
se habia modelado al momento de elegir un valor de cero para el nimero de onda en
el absorbente. Esto se hizo para evitar definir la frontera de 2; en cada iteracién y
tener que incorporar condiciones de salto en la derivada de forma, lo cual dificultaria
su célculo, pero probablemente habria mejorado la modelacién de las ondas con el

absorbente.

En cuanto a la determinacion de un disefio 6ptimo, se logra utilizar el método de
curvas de nivel y sensibilidad respecto a la forma para obtener disefios optimizados a
partir de tres figuras iniciales distintas. Estos disefios se observan en las figuras 3.14
para la forma de anillo, 3.23 para la forma de onda y 3.32 para el patrén de puntos. Los
resultados numéricos resumidos en la tabla 3.2 muestran una clara disminucion de la
funcién objetivo, tanto al comparar con la figura inicial como con la forma trivial de
control. Respecto a la comparacion con la forma inicial, se obtiene una reduccion de
un 34,93 % para la forma de onda, un 94,95 % para el patrén de puntos, y un 95,84 %
para la forma de anillo, mientras que para la comparacién con la forma de control, se

obtiene una reduccion de un 74,90 % para la forma de anillo, un 83,57 % para la forma
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de onda, y un 90,27 % para el patrén de puntos. Como se observa, la determinacién
sobre qué disefio es mejor depende de la forma que se tome como comparacion, por
lo que mas adelante se explicard cudl de estas formas es méds adecuada. Por otro lado,
al observar la distribucién de la onda dispersada para cada disefio en las figuras 3.16,
3.25 y 3.34, se visualiza en los tres casos que las ondas con mayor amplitud estan
concentradas en la parte del dominio correspondiente a €,,,, mientras que el dominio
Q,p; presenta amplitudes mucho mds bajas, que es exactamente lo que se espera del
algoritmo, esto es, modificar la forma del absorbente contenido en €,,; para minimizar

la funcién objetivo medida en €, ;, cumpliendo con el objetivo planteado.

Para estudiar la evolucién de la forma del absorbente, el comportamiento de la
funcién objetivo y el volumen del absorbente, se recurre a las figuras, graficos y anexos
correspondientes. Para la forma de anillo, esto corresponde a la figura 3.13, el Anexo
A.1y la figura 3.14 para la forma del absorbente, el grafico 3.1 y el Anexo B.1 para
la evolucién de la funcion objetivo, y el grafico 3.2 para la evolucion del volumen del
absorbente. Durante las primeras iteraciones, se dan cambios bruscos en el volumen,
que se traducen en cambios bruscos en la funcién objetivo. Lo primero que se observa
es la unién del anillo con la base del absorbente alrededor de la iteracion 250, que
genera un salto en la funcién objetivo. Después, la funcion objetivo va disminuyendo,
aunque no de manera suave. Cerca de la iteracion 650, el agujero del anillo desaparece y
la funcion objetivo sigue disminuyendo hasta que se logra estabilizar el volumen cerca
del volumen objetivo alrededor de la iteracion 1200, lo cual se identifica claramente en
los gréficos. A partir de este momento, la funcidn objetivo varia de forma mucho mas
suave, pero se observa un aumento entre las iteraciones 1200 y 1500, intervalo en el
cual se aprecia la formacién de una estructura de forma rectangular en la parte superior
del absorbente y una regularizacion de los bordes del resto del absorbente. Después de
las 1500 iteraciones, la funcién objetivo comienza a bajar suavemente, y la forma del

absorbente no presenta cambios significativos hasta finalizar el algoritmo.

Respecto a la forma de onda, se utiliza la figura 3.22, el Anexo A.2 y la figura
3.23 para la forma del absorbente, el grafico 3.3 y el Anexo B.2 para la evolucion de
la funcién objetivo, y el grafico 3.4 para la evolucidn del volumen del absorbente. Al
igual que en el caso anterior, las primeras iteraciones consisten en cambios bruscos en el
volumen que generan cambios bruscos en la funcion objetivo. Alrededor de la iteracion

450, ya se aprecia la formacion de tres 16bulos en la parte superior del absorbente, y

63



aproximadamente entre las iteraciones 700 y 750, estos 16bulos se separan de la base,
lo cual se puede asociar al salto repentino que se observa en la funcién objetivo en este
intervalo. Nuevamente, llega un punto en que el volumen se estabiliza, esta vez cerca
de la iteracion 900, y esto tiene un claro efecto en los graficos. A partir de este punto,
la funcion objetivo se mantiene estable, disminuyendo levemente durante mas de 1000
iteraciones hasta finalizar el algoritmo. Respecto a la forma del absorbente, una vez
que los 16bulos se separan de la base comienzan a ensancharse en la parte superior y se
definen mejor los bordes del absorbente, pero no ocurren otros cambios significativos.
Para esta forma llama la atencidn que la funcion objetivo no parece disminuir una gran
cantidad, ya que solo baja en un 35 % comparada con la forma inicial, mientras que el
resto de las formas presenta disminuciones superiores al 90 %. Esto sugiere que esta
forma inicial es un mejor punto de partida que las otras formas, lo cual tiene sustento,
ya que se asemeja a una version en 2D de la estructura piramidal presente en muchos
absorbentes y en particular en el ejemplo mostrado en el Capitulo 1 de Acquaticci, et
al. [2].

Por dltimo, respecto al patrén de puntos, se utiliza la figura 3.31, el Anexo A3y la
figura 3.32 para la forma del absorbente, el grafico 3.5 y el Anexo B.3 para la evolucion
de la funcién objetivo, y el grafico 3.6 para la evolucién del volumen del absorbente.
Aqui también se observan fuertes cambios en el volumen y la funcién objetivo al inicio
del proceso, comenzando por agrandar cada punto hasta que se unen y forman una sola
area de absorbente (ademds de la base). Esta fase de unién de los puntos termina cerca
de las 350 iteraciones, momento a partir del cual hay una cierta estabilizacion de la fun-
cion objetivo. Durante el intervalo entre 350 y 1000 iteraciones, la parte superior central
del absorbente comienza a subir, mientras que las esquinas superiores comienzan a ba-
jar, formando una protuberancia en el centro. Luego, entre las 1000 y 1500 iteraciones,
esta protuberancia comienza a contraerse desde los lados, volviéndose cada vez mas
angosta. También hay dos areas en la parte inferior de cada lado del absorbente que
se vuelven mds angostas en esta etapa. Mientras tanto, la funcién objetivo muestra un
comportamiento decreciente, pero no demasiado suave, hasta llegar a las 1500 iteracio-
nes, donde se estabiliza definitivamente el volumen y la funcion objetivo comienza a
variar de manera mucho mas gradual. Después de esto, se observa un leve aumento de
la funcién objetivo hasta alrededor de las 1750 iteraciones, lo que se puede asociar a
la desaparicion de la protuberancia, aplanando la parte superior central del absorbente.

Después de esto, la funcidn objetivo se estabiliza y se definen los bordes del absorbente
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hasta finalizar el algoritmo sin mayores cambios.

En los tres casos explorados, existe una fase inicial del algoritmo en que el volumen
presenta grandes oscilaciones en torno al valor objetivo hasta que llega un punto en el
que se estabiliza. En el caso de la forma de anillo, esto ocurre a las 1200 iteraciones,
para la forma de onda ocurre a las 900 iteraciones y para el patron de puntos ocurre
a las 1500 iteraciones. Este fendmeno tiene un claro efecto en la funcién objetivo, la
cual comienza a variar de manera mucho mas gradual. Por lo tanto, se deduce que la
funcién objetivo es muy sensible a los cambios de volumen, y de una manera dificil
de predecir. Teniendo esto en cuenta, se elige a la forma trivial de control como la
comparacion mds adecuada para determinar qué disefio es mejor, ya que tiene el mismo
volumen que los disefios optimizados al finalizar el algoritmo. Ademas, las tres formas
iniciales tienen volimenes distintos, y simplemente este hecho puede influir de gran
manera en el valor de la funcién objetivo, como se observa en el valor inicial en la tabla
3.2. Entonces, el mejor disefo es el patron de puntos, seguido de la forma de onda y
por ultimo la forma de anillo. Cabe mencionar que en el caso de la forma de anillo y
el patrén de puntos, se comienza desde un volumen inferior al objetivo, mientras que
para la forma de onda se comienza desde un volumen superior, pero en los tres casos se
logra disminuir la funcién objetivo, por lo que no se puede afirmar que esta mejora se
deba exclusivamente a una disminucién o aumento del volumen, sino que los cambios
en la forma del absorbente también juegan un rol importante. Incluso se identifica, en
los tres casos, intervalos después del punto de estabilizacion en que la funcion objetivo

disminuye mientras el volumen permanece practicamente constante.

A partir de las formas finales obtenidas, se puede afirmar que la eleccion de la forma
inicial tiene un fuerte impacto en las caracteristicas de la forma final. Este fendmeno
es propio del método de curvas de nivel, y es reconocido en el articulo de Allaire, et
al. [3]. En general, la influencia del disefo inicial en los resultados de optimizacion to-
poldgica es un problema conocido en este campo de investigacion, y como se menciona
en el articulo de Hesse, et al., es de esperar que la introduccién de una restriccién de
volumen mediante el lagrangiano aumentado aumente atin mas esta dependencia [21].
No obstante, la implementacion del lagrangiano aumentado es de gran importancia, ya
que evita que el algoritmo llegue a condiciones extremas como borrar o rellenar com-
pletamente el dominio de optimizacion, y evita el proceso de ensayo y error necesario

cuando se utiliza un método de penalizacion con un multiplicador de Lagrange fijo.
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Ambos de estos problemas existieron antes de implementar el lagrangiano aumentado.

Otras dificultades que se enfrentaron en el desarrollo de este trabajo tienen relacién
con todos los pardmetros elegidos para el algoritmo de optimizacidn, presentados en
el Capitulo 3.1. Se realizaron muchas pruebas con distintas cantidades de iteraciones
de inicializacién al inicio y durante el proceso, distintos intervalos de tiempo para el
esquema de Godunov, distintos intervalos de tiempo para la inicializacién al inicio y
durante el proceso y distintos parametros iniciales para el esquema del lagrangiano
aumentado. Adicionalmente, se realizaron pruebas aplicando o no la funcién escalén
suavizada a la definicidn de k, variando la amplitud de la onda incidente, y con otras
formas iniciales, hasta llegar finalmente a los pardmetros y formas iniciales presentados

en este trabajo.

Una dificultad considerable fue la determinacion del tamafio del dominio. En un
inicio, se tenia un dominio con un ancho de unas 36 veces la longitud de onda, pero
esto generaba un comportamiento errético en la funcion objetivo, y el volumen nunca
se estabilizaba. Esto probablemente se debia a que la malla siempre tuvo la misma
cantidad de elementos, por lo que en este caso no era lo suficientemente fina como para
capturar cada longitud de onda de manera adecuada, y refinar la malla suponia un costo
computacional considerable. Posteriormente, se intenté con un dominio con un ancho
de un décimo de la longitud de onda, para seguir con la tendencia de los metamateriales
de tener celdas periddicas mucho mds pequeias que la longitud de onda operacional.
En este caso, la funcidn objetivo presentaba un mejor comportamiento y el volumen
se estabilizaba, pero llegaba un punto en que se alcanzaba el volumen objetivo y tanto
la funcién objetivo como la forma del absorbente se mantenian exactamente iguales
a lo largo de cientos de iteraciones, lo que quiere decir que solo estaba actuando la
restriccion de volumen y no el método de optimizacion topoldgica. Finalmente, se llegd
al dominio y resultados aqui presentados, con un ancho de unas 3 veces la longitud de
onda, el cual de todas formas es del mismo orden de magnitud, por lo que se puede

considerar como un ejemplo de un metamaterial acustico primitivo.

Los problemas presentados para el funcionamiento del algoritmo contrastan con el
comportamiento regular y buenos resultados que se obtienen con el c6digo original que
minimizaba la flexibilidad (compliance) para un problema de elasticidad lineal. Esto se
puede asociar al hecho de que cuando la funcién objetivo es la flexibilidad, el problema

es autoadjunto, lo cual simplifica notablemente la resolucion del problema adjunto (p),
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ya que es proporcional al problema original (p = —u) [3]. En cambio, para este caso, la
funcidn objetivo conlleva a la formulacion de un problema adjunto que es otra ecuacion
diferencial del mismo tipo que el problema de dispersion, por lo que matematicamente

es un problema mds complejo.
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Conclusiones

Conclusion general

A partir de los resultados presentados, se logra cumplir con el objetivo general de
este trabajo, obteniendo tres disefios optimizados a partir de tres formas iniciales distin-
tas. Esto se cumple mediante una simulacién computacional de un absorbente acustico
para ultrasonido en el lenguaje de programacion Julia y utilizando la libreria Gridap pa-
ra la resolucion de ecuaciones diferenciales con el método de elementos finitos. Los di-
sefos obtenidos mediante la simulacién logran concentrar las ondas de mayor amplitud
que son dispersadas a partir de una onda monocromatica incidente en un subdominio
de optimizacion determinado, y a la vez logran disminuir desde un 75 % hasta un 90 %
una funcién objetivo en un subdominio de medicién determinado al comparar con una
forma trivial de control. La funcién objetivo corresponde al cuadrado de la amplitud de

la presion actstica de la onda dispersada.

Conclusiones especificas

Respecto al primer objetivo especifico de simular el comportamiento de ondas
acusticas, esto se logra de manera satisfactoria a lo largo de todas las iteraciones para
cada diseno inicial, observando que el comportamiento de las ondas muestra una res-
puesta a los cambios geométricos del absorbente. Esto valida la eleccion de la libreria
Gridap, que permite resolver las ecuaciones diferenciales en pocas lineas de c6digo con

una notacion familiar y en un tiempo relativamente corto.

También se concluye que la modelacion en 2D es un buen compromiso entre la sim-

plicidad del algoritmo, el costo computacional y la obtencion de resultados verosimiles,

68



considerando la propiedad de los transductores de equipamiento de ultrasonido de fo-

calizar la energia incidente en un plano.

Por ultimo, se concluye que hizo falta imponer condiciones de salto en la interfaz
entre Qg y €, para mejorar la interaccion de las ondas con el absorbente y lograr el
comportamiento esperado considerando un cuerpo totalmente rigido. Sin embargo, la
concentracion de las ondas en el subdominio de optimizacién y los buenos resultados
numéricos de la funcién objetivo permiten de todas formas validar los disefios obteni-

dos a partir de estas simulaciones.

Respecto al segundo objetivo de determinar un disefio 6ptimo mediante el método
de curvas de nivel y evaluar su desempeno, se logra aplicar este método para obtener
tres diseflos Optimos, que logran reducir la funcién objetivo dentro de un subdominio
especifico en un 74,90 % para la forma de anillo, un 83,57 % para la forma de onda, y
un 90,27 % para el patron de puntos. También se concluye que los cambios geométricos
tienen un impacto en la funcién objetivo, y que su reduccion no se debe exclusivamente

a un aumento o disminucion del volumen del absorbente.

En los tres casos se observa una fase inicial en que el volumen presenta grandes
oscilaciones que generan un comportamiento errdtico en la funcion objetivo, hasta es-
tabilizarse en el volumen objetivo, lo cual suaviza apreciablemente el comportamiento
de la funcién objetivo. De esto se concluye que la funcién objetivo es muy sensible a
los cambios de volumen y que las respuestas son cadticas, lo que a su vez permite ele-
gir a la forma trivial como la comparacion adecuada para evaluar los disefios y concluir
que el mejor es el patrén de puntos, seguido de la forma de onda y por tltimo la forma

de anillo.

Adicionalmente, se concluye que el disefio Optimo resultante depende fuertemente
de la forma inicial, en vista de la variedad presente en las tres formas obtenidas. Si bien,
este es un problema conocido en el drea de optimizacion topoldgica, la introduccién de
restricciones de volumen incrementa esta dependencia. No obstante, la implementa-
cion del lagrangiano aumentado como restriccion fue de gran importancia para evitar
soluciones extremas y evitar el ensayo y error necesario al utilizar un multiplicador de

Lagrange fijo.

Por tltimo, se concluye que el hecho de no tener un problema autoadjunto como

lo es la minimizacion de la flexibilidad en elasticidad lineal hace que el problema sea
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mas complejo, lo cual se refleja en dificultades para mantener el volumen en un rango
aceptable, y para encontrar los pardmetros del algoritmo y el tamafio del dominio ne-
cesarios para dar lugar a un proceso numéricamente estable y que entregue resultados

que cumplan con lo requerido en este trabajo.

Recomendaciones

A partir de los resultados y las conclusiones obtenidas de este trabajo, surge una
serie de posibles desarrollos futuros en este tema. En primer lugar, se recomienda im-
poner condiciones de salto en la frontera de €21, esperando mejorar la simulacion de
la interaccién de las ondas con el absorbente. Esto también permitiria elegir un valor
distinto de cero para el nimero de onda en el absorbente, y en su lugar elegir un valor

que corresponda a un material absorbente existente.

En segundo lugar, una extension natural de este trabajo consiste en realizar una
simulacién en 3D, lo cual requeriria modificar las funciones para la inicializacién y
el esquema de Godunov para resolver las ecuaciones en tres dimensiones, y aceptar
un tiempo de ejecucion considerablemente mayor para el algoritmo. En cuanto a otros
aspectos, se podrian resolver las ecuaciones con la misma libreria Gridap simplemente
definiendo un dominio tridimensional, y el método de curvas de nivel se puede extender

facilmente a tres dimensiones, como lo muestra el articulo de Allaire, et al. [3].

En tercer lugar, se podria explorar cambiar las condiciones de borde del problema,
para simular un espacio infinito en vez de un contenedor de paredes rigidas. Para im-
plementar esto se puede utilizar una capa perfectamente acoplada (Perfectly Matched
Layer, PML), que corresponde a una region artificial definida en el borde del dominio
que absorbe las ondas con minimas reflexiones, y es una técnica comun para simular un
espacio infinito en un dominio computacional finito. Durante el desarrollo de este tra-
bajo se explord la idea de implementar una PML, pero se descartd por su complejidad
al momento de definir las condiciones de borde en la derivada de forma, por proble-
mas de convergencia en el algoritmo, y por considerar que las condiciones de borde

finalmente escogidas eran suficientes para una primera aproximacion a este problema.

Finalmente, un aporte importante a este trabajo se lograria con la fabricacion de los
absorbentes mediante manufactura aditiva y la realizacion de mediciones experimenta-

les que corroboren la efectividad de los disefios optimizados. Para esto seria recomen-
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dable introducir una penalizacion de perimetro, para obtener disefios con formas mas
suaves. También seria necesario tomar en cuenta el equipamiento que se utilizaria, para
asi relacionar el tamafo de la malla con la resolucion del equipo, y también incorpo-
rar al algoritmo restricciones tipicas de la manufactura aditiva, como por ejemplo la
limitacion en la impresion de estructuras en voladizo, la necesidad de utilizar soportes
para ciertas estructuras, la construccion deliberadamente frigil de estos soportes para

facilitar su remocion y la posible deformacidn de estructuras por estrés térmico.
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Anexo A
Evolucion de forma del absorbente

En esta seccion, se muestra la evolucion de la forma del absorbente a través de la
funcién k(x) definida a partir de la respectiva funcién y' para una iteracion i determi-
nada. Se elige mostrar mds figuras en las primeras iteraciones, y menos figuras en las

ultimas iteraciones, ya que existe mas variacion al inicio del proceso que al final.

A.1. Forma de anillo

A continuacion, se muestra la evolucion de la forma del absorbente del proceso de

optimizacion de la seccion 3.2.2, que tiene como funciodn inicial a la forma de anillo.

I

(a) i = 100 (b) i =200 (c) i = 300 (d) i = 400

Figura A.1: Evolucién de k(x) hasta 400 iteraciones para forma de anillo

75



(a) i =500 (b) i =600 (c)i=700 (d) i =900
(e) i =1050 (f) i =1250 (g) i = 1400 (h) i=1750

Figura A.2: Evolucidn de k(x) hasta 1750 iteraciones para forma de anillo
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A.2. Forma de onda

A continuacion, se muestra la evolucion de la forma del absorbente del proceso de

optimizacién de la seccion 3.2.3, que tiene como funcién inicial a la forma de onda.

(a) i = 100 (b) i =200 ()i =350 (d) i =450
(e) i = 550 () i = 650 (2) i = 800 (h) i = 1000

Figura A.3: Evolucién de k(x) hasta 1000 iteraciones para forma de onda
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(a) i =1200 (b) i =1350 (c)i=1550 (d)i=1950

Figura A.4: Evolucion de k(x) hasta 1950 iteraciones para forma de onda
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A.3. Patron de puntos

A continuacidn, se muestra la evolucion de la forma del absorbente del proceso de

optimizacién de la seccion 3.2.4, que tiene como funcidn inicial al patrén de puntos.

(b)i=250 (c)i=350 (d) i =500

I

(g)i=850 (h) i = 1050

(e) i =600

Figura A.5: Evolucién de k(x) hasta 1050 iteraciones para patrén de puntos
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(a) i =1250 (b) i = 1450 (c)i=1650 (d) i=2100

Figura A.6: Evolucion de k(x) hasta 2100 iteraciones para patrén de puntos
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Anexo B

Evolucion de funcion objetivo

En esta seccion, se muestra la historia de convergencia mediante la evolucién de
la funcion objetivo presente en los graficos 3.1, 3.3 y 3.5, pero dividida en grupos
de 500 iteraciones. Notar que las escalas de los graficos van cambiando y en algunos
casos son logaritmicas y en otros casos lineales, para visualizar de mejor manera el

comportamiento de la funcion.
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B.1.

Forma de anillo

A continuacién, se muestra el detalle de la historia de convergencia del proceso

de optimizacion de la seccién 3.2.2 presente en el grafico 3.1, que tiene como funcién

inicial a la forma de anillo.
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(a) i = 0—500 (escala logaritmica)
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(c) i = 1000 — 1500 (escala lineal)
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(d) i = 1500 — 2115 (escala lineal)

Graéfico B.1: Evolucion de funcidn objetivo en distintos intervalos para forma de anillo
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B.2. Forma de onda

A continuacién, se muestra el detalle de la historia de convergencia del proceso

de optimizacion de la seccién 3.2.3 presente en el grafico 3.3, que tiene como funcién

inicial a la forma de onda.
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Grifico B.2: Evolucién de funcion objetivo en distintos intervalos para forma de onda
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B.3. Patron de puntos

A continuacién, se muestra el detalle de la historia de convergencia del proceso
de optimizacion de la seccién 3.2.4 presente en el grafico 3.5, que tiene como funcién

inicial al patrén de puntos.
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Grafico B.3: Evoluciéon de funcidn objetivo en distintos intervalos para patron de puntos
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