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Resumen

En este trabajo se abordaran dos problemas asociados al operador bilaplaciano. El primero
de ellos consiste en estudiar la simetria de las soluciones positivas de la ecuacién de tipo
Hénon-Hardy de cuarto orden:

A’y = |z|*w? en RV,
u > 0 en RY,

donde N > 5, € (—4,0) y p = p}, = %. Se logra establecer que todas las soluciones
C*(RY) son radialmente simétricas respecto al origen. Para ello nos basamos principalmente
en el método de los planos modviles.

El segundo problema consiste en construir soluciones radiales cambiando de signo para la

ecuacién de tipo Lane-Emden de cuarto orden con condiciones de frontera de Navier:

A%y = [uP~*"ly  en By,
{ u=Au=20 en 0By,
donde B; denota la bola unitaria en RY, 5 < N < 12, p = p* = % y € > 0 es una
perturbacién positiva suficientemente pequenia. Para esto utilizaremos una transformacion
de tipo Emden-Fowler y estudiaremos el problema asociado via el método de reduccién de
Lypunov-Schmidt para obtener soluciones multinodales.

Palabras clave: Operador bilaplaciano, Ecuacién de Lane-Emden, ecuacién de Hénon-
Hardy, simetria Radial, soluciones multinodales, método de planos méviles, método de reduc-
cién de Lyapunov-Schmidt
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Abstract

In this work we will address two problems associated to the bilaplacian operator. The first
one consists in studying the symmetry of positive solutions to the fourth-order Hénon-Hardy
type equation:

A’y = |z|*w? in RV,
u > 0 in RV,

where N > 5, a € (—4,0) and p = p}, = %. We prove that all C*(R™) solutions are
radially symmetric with respect to the origin. We base our work mainly in the method of
moving planes.

The second problem consists in building radial sing-changing solutions for the fourth-order
Lane-Endem type equation with Navier boundary conditions:

A2y = |ulP~¢"lu  in By,
u=Au=0 on 0B1,

where B; denotes the unit ball in RY, 5 < N < 12, p = p* = % and € > 0 is a small enough
positive perturbation. We will use an Emden-Fowler type transformation and will study the
associated problem via the Lyapunov-Schmidt reduction method to obtain multinodal solu-
tions.

Keywords: Bilaplacian operator, Lane-Emden equation, Hénon-Hardy equation, radial
symmetry, multinodal solutions, moving plane method, Lyapunov-Schmidt reduction method.
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Capitulo 1

Introduccion

En este capitulo se presenta informacién previa relevante. Se comienza definiendo los
operadores laplaciano y bilaplaciano, dando motivacién para su estudio y enunciando sus pro-
piedades mas elementales. También se destacan algunas diferencias entre ambos operadores.
Luego se introducen las ecuaciones de Lane-Emden y Hénon-Hardy, dando un breve repaso de
sus propiedades. Finalmente se abordan las ecuaciones de tipo Lane-Emden y Hénon-Hardy
de cuarto orden, con las cuales trabajaremos el resto del documento.

1.1. Los operadores laplaciano y bilaplaciano

En esta seccién introduciremos brevemente los operadores laplaciano y bilaplaciano.

1.1.1. El operador laplaciano

El operador laplaciano es un operador diferencial de segundo orden que, dada una funcion
u € C2(RYN), se define como:

N
Au(z) = div(Vu(z)) = WU(CE)
i=1 9%
Este operador es sin duda uno de los operadores diferenciales mas importantes en matematica
y fisica, dado que surge naturalmente al momento de modelar una infinidad de problemas
del mundo real. Esto ocurre porque generalmente modelamos los fenémenos de la vida real
mediante tasas de cambio de ciertas cantidades respecto al tiempo y al espacio.

Por ejemplo, en electrostatica las cargas eléctricas sienten fuerzas de acuerdo al campo
eléctrico £ : R? — R3, que a cada punto del espacio le asigna un vector. La direccién de
este vector representa hacia dénde se moveria una carga positiva, y su magnitud nos dice la
fuerza por unidad de carga que sentiria. La ley de Gauss dice que si consideramos un volumen
V C R3, el flujo neto del campo eléctrico sobre su frontera (intuitivamente la suma de las
lineas de campo que entran y salen de él) es proporcional a la cantidad de carga dentro de

éste. Esto se puede expresar matematicamente como:

1
E-ﬁdS:/pdV,
ov € Jv



donde p : R?* — R es la densidad de carga. Gracias al teorema de la divergencia de Gauss
sabemos que:

/ E.fzdS:/ divEdV.
ov 1%

Como la ley de Gauss vale para cualquier volumen V C R3, podemos escribir la primera
ecuacién como:

divE(z) = - p(a).
€0
Otro hecho increible de la electrostatica es que el campo eléctrico es irrotacional cuando no
hay cargas en movimiento: V x E = 0. Esto implica que existe cierto campo escalar (llamado
potencial eléctrostdtico) ¢ : R® — R tal que E = —V¢. Si remplazamos esto en la ecuacion
anterior llegamos a la relacién:

—div(Ve)(x) == —Ad(x) = jopm.

iAparece el laplaciano! Esto nos dice que si tenemos una distribucién de cargas conocida p
que no varia en el tiempo y queremos saber cémo se comportaria otra carga, basta hallar una
funcién ¢ cuyo laplaciano sea igual a —% p v luego calcular £ = —V¢.

Resulta que muchas leyes fisicas pueden ser formuladas en términos del flujo neto de
cierto campo vectorial gradiente y la integral de volumen de cierto campo escalar, obteniendo
ecuaciones de la forma:

/ —Vu-fzdS:/de,
ov \%4

las cuales pueden ser reescritas gracias al teorema de la divergencia de Gauss como:
—Au(z) = f(x). (1.1)

Esta es la ecuacion de Poisson, y gobierna fenémenos tan variopintos como la gravitacion,
el flujo estacionario de calor, el flujo estacionario de fluidos incompresibles, no-viscosos e
irrotacionales, y como vimos al principio, la electrostatica. Cuando f = 0, la ecuacién anterior
recibe el nombre de ecuacidn de Laplace, en honor al mateméatico que introdujo el operador.
Las soluciones de la ecuacion de Laplace se denominan funciones armdnicas.

Otra situacién muy recurrente en fisica, es que algo tienda a fluir de un lugar de mayor
concentracién a uno de menor concentracién, dando lugar a ecuaciones de la forma:

0

—Vu - ndS = —/ udV,
oV ot Jv

que en su forma diferencial se escriben:

Au(z) = %u(m)

iNuevamente aparece el laplaciano! Esta ecuacién es llamada ecuacidn del calor, y modela por
ejemplo la conduccién del calor y la difusién de quimicos.



Del mismo modo, el operador laplaciano aparece en muchas otras ecuaciones de gran
importancia, como la ecuacion de onda, la ecuacion de Schrodinger, las ecuaciones de Navier-
Stokes, entre otras. Por esta razon, este operado ha sido (y seguird siendo) objeto de arduo
estudio durante mucho tiempo.

Para mas detalles sobre las aplicaciones del laplaciano en fisica ver [I1]. Para ver las
propiedades de este operador y las soluciones de las ecuaciones aqui nombradas, ver [10].
Ambos textos sirvieron de base para esta seccion.

1.1.2. El operador bilaplaciano

En esta seccién introducimos el operador bilaplaciano, basandonos principalmente en [12].
El operador bilaplaciano es un operador diferencial de cuarto orden que, como su nombre
sugiere, se define como “el laplaciano del laplaciano”:

, N N ot
Alu(z) == AAu(z) =Y 522 ®)-

i=1 j=1

Este operador es de gran importancia en la teoria de elasticidad, pues surge en el estudio de la
deformacién de una placa delgada. Este fendmeno puede ser modelado mediante la ecuacion
de Kirchhoff-Love:

A2u(x) = f(x), (1.2)

donde u : R? — R representa la desviacién de la placa desde el equilibrio y f : R?> — R es
la fuerza externa aplicada a la placa (ver [12] y las referencias alli hechas). Note que esta
ecuacién es muy similar a la ecuacién de Poisson (1.1), con la diferencia de que el operador
diferencial esta vez es el bilaplaciano. De forma andloga al caso del laplaciano, las soluciones
de la ecuaciéon A%u = 0 se denominan funciones biarmdnicas. Es inmediato que las funciones
armoénicas son biarmonicas, pero no al revés.

Como se describe en [12], el operador bilaplaciano adquiere especial interés a partir de
principios del siglo XX, cuando comienzan a surgir preguntas respecto a la existencia y posi-
tividad de soluciones.

A pesar de que los operadores laplaciano y bilaplaciano tienen bastantes similitudes (por
ejemplo, ambos son operadores elipticos), también tienen importantes diferencias. Un hecho
muy conocido de las funciones subarmoénicas (aquellas que verifican —Awu < 0) es que cumplen
el principio del mazimo. Este principio dice (ver, por ejemplo, [10]): Si Q C R es un subcon-
junto abierto y acotado de RY con frontera 92 “suficientemente buena” y u € C?(2) N C(9)
es tal que

—Au(z) <0en Q,

entonces

max u(z) = max u(x).

zeQ x€0Q
Dado que el laplaciano es lineal, es claro que se tiene un principio andlogo para los minimos
de u. En contraste, es facil notar que los mapeos z — —|x|?> y  — |z|? son biarménicos, y
sin embargo el primero tiene un maximo global en x = 0 y el segundo un minimo global en
el mismo punto. Sigue inmediatamente que las funciones biarmoénicas en general no cumplen



el principio del mdzimo (o del minimo). Esta es una diferencia fundamental entre ambos
operadores.

Otro principio relevante del operador laplaciano es el principio de comparacion, que esta
fntimamente ligado al principio del méximo y dice que si dos funciones u,v € C2?(Q) N C(Q)
cumplen:

—Av(x) en (2,

{ e () sobre A<,

u(x)

ININ

entonces u < v en todo €. Este principio es muy importante a la hora de estudiar ecuaciones
que involucren al operador laplaciano y tampoco es cierto en general para el caso del bila-
placiano. Sin embargo, si consideramos condiciones de frontera especificas, como por ejemplo
las condiciones de Navier (u = Au = 0 en 0f2), se puede enunciar un resultado similar. Si
tenemos:

Au(z) < A?vu(w) en 2,
Au(z) > Awv(z)  sobre 09,
u(z) < v(z) sobre 02,

entonces es posible escribir el problema como un sistema de ecuaciones diferenciales y demos-
trar que u(x) < v(x) en Q. Aunque este resultado es sencillo de de probar, serd crucial para
demostrar el resultado del capitulo 3, por lo que se encuentra detallado en el anexo A.

1.2. Ecuaciones de Lane-Emden y Hénon-Hardy

Esta seccion estd dedicada a las ecuaciones de Lane-Emden y Hénon-Hardy, las cuales
motivan el resto del trabajo. Presentaremos un resumen de los resultados principales relativos
a estas ecuaciones, el cual no pretende ser exhaustivo. Para més detalles invitamos al lector a
visitar las citas y las referencias alli hechas. Para esta seccién considere Q C RY un conjunto
abierto no vacio, con N > 3.

1.2.1. Ecuacion de Lane-Emden

La ecuacion de Lane-Emden es:
—Au(x) =uP(x), x€Q. (1.3)

Esta es una ecuacion no lineal de segundo orden intimamente ligada a las inyecciones de So-
bolev Hi(Q) < LPT1(Q). Por ejemplo, es sencillo notar mediante integracién por partes que
las soluciones de (1.3) cumplen ||ul| H} (Q) = ||u|| pp+1 (€2) (con condiciones de frontera adecua-
das). Esta ecuacién ha sido extensamente estudiada en la literatura para diversos dominios
y condiciones de frontera. A continuacién resumiremos los resultados mas importantes para
esta ecuacion.

En primer lugar, para el caso @ = RY y la condicién u > 0 obtenemos la ecuacién:

{ —Au(z)

u(z)

uP(z) en RV,

0 sobre RV, (1.4)

vl



En [13] B. Gidas y J. Spruck demuestran que (1.4) tiene sélo la solucién trivial si 1 < p < %
Luego, en [3], L. Caffarelli, B. Gidas y J. Spruck muestran que si p = % entonces u
necesariamente es de la forma:

N-—2

u(z) = Cy <A> o (1.5)

)\2 + |SU — Io’Q

donde C'yy es una constante positiva que depende sélo de N, A > 0 es un parametro positivo
y £o € RV es un punto cualquiera. A las funciones (1.5) se les denomina burbujas para el
laplaciano.

Por otro lado, si consideramos  C RY acotado y condiciones de frontera Dirichlet, en-
tonces el problema queda:

{—Au(x) = Ju(z)[Ptu(z) en €,

u(z) = 0 sobre 012, (1.6)

Mediante un andlisis del funcional de energia asociado a (1.6) es posible establecer la existencia

de soluciones no triviales cuando 1 < p < %—f% (ver, p.ej., [10]). Este resultado depende

fuertemente de la compacidad de la inyeccién Hg(Q2) — LPF1(Q), y por lo tanto el argumento
falla cuando p > % De hecho, se sabe que (1.6) tiene sélo la solucién trivial v = 0

cuando p > % y ) es un conjunto estrictamente estrellado, gracias a la famosa identidad de

Pohozaev (ver [23]). Note que, igual que en el caso anterior, el valor p = % marca un cambio
N+2

cualitativo en la existencia y unicidad de soluciones de (1.3). Por esto, p = 55 es llamado

exponente critico para la ecuacién (1.3). Este exponente estd estrechamente relacionado al
exponente critico de Sobolev 2* (concretamente, se tiene que: % = 2 —1). En [5] se
demuestra que existen soluciones cambiando de signo de (1.6) con una cantidad arbitraria de
nodos si p esta lo suficientemente cerca del valor critico, para lo cual los autores utilizan el
método de reduccién de Lyapunov-Schmidt. Este dltimo trabajo es el que inspira el capitulo

3.

1.2.2. Ecuacion de Hénon-Hardy

Ahora, introducimos la ecuacién:
—Au(x) = |z|*uP(x), x€Q.

Esta ecuacién es denominada ecuacion de Hénon si o > 0y ecuacion de Hardy si a < 0. Note
que para el caso o = 0 recuperamos la ecuacién de Lane-Emden, cubierta en la subseccién
anterior. A pesar de recibir nombres distintos, conviene estudiar ambas ecuaciones de manera
simultanea. A continuacién daremos algunos resultados relevantes de esta ecuacion.

La ecuacién de Hénon fue introducida por el astrofisico M. Hénon en [14] para modelar
politropos generalizados en el contexto de sistemas estelares esféricos. Desde el punto de
vista matematico, el estudio de la ecuaciéon de Hénon comienza con la existencia de soluciones
positivas. La identidad de Pohozaev impide la existencia de soluciones positivas si p > %,
Q es un conjunto estrellado y consideramos condiciones de frontera Dirichlet. En [21] se
demuestra que si £ es la bola unitaria, la ecuacién con condicién de frontera Dirichlet:

{—Au(:r) = |z|%P(zx) en Bi,

u(z) = 0 sobre 0B1, (1.7)



. <z . o . N+2+2a

tiene una solucién estrictamente positiva si 1 < p < N5 ya>0,yen [22] prueban que es-

ta solucién es unica en el espacio de funciones radiales. Al igual que en los casos anteriores, po-
N4242a

demos distinguir dos comportamientos completamente distintos en los casos 1 < p < “{=5
yp> N;rv27_+22a Esto hace que p = erv27_+22a sea llamado exponente critico para la ecuacion de
Hénon. Note que a juega un rol en este exponente.

En cuanto a dominios no acotados, en [13] se demostré que si 1 < p < % ya < =2

entonces la ecuacion:

|z|%uP(z) en RY,

—Au(z)
0 en RY,

u(z)

no tiene soluciones no triviales. En el mismo trabajo se exhiben soluciones radiales explicitas
cuando p = %:

vl

N-2

h\ Fa
U)\7a(x> = CN,Oc <A2—i—|gj|2+a> s <18)

las cuales son acotadas en torno a ¢ = 0 para a > —2. En la literatura, las funciones u () se
conocen como burbujas de orden . Note la similitud entre estas funciones y las burbujas para
el laplaciano (1.5). Ademds, en [13] se mencionan soluciones radiales C2 cuando p > NH242a,
Elcasoa > 2y 1 <p< % permanecio esquivo por bastante tiempo, hasta que en
[6] se probd que alli tampoco existen soluciones no triviales mediante el método de “scaling
spheres”. Para mas detalles, por favor ver [0] y las referencias alli hechas.

Ahora, hablemos un poco de las soluciones cambiando de signo. Si 2 = B, la ecuacién de

interés es:

—Au(x) = |z|%u(x)|P" u(z) en By,
u(z) = 0 sobre 0B .
Para el caso @ > 0, Nagasaki demostré en [19] que existen infinitas soluciones radiales cam-

biando de signo cuando 1 < p < %, y que estas son tnicas si fijamos u(0) = 1 y la

cantidad de esferas nodales de la solucién. En el mismo trabajo se prueba que no existen
soluciones no triviales si p > %

Es importante mencionar que en [1] se utiliza el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt
para construir soluciones cambiando de signo para p ligeramente subcritico y a > 0 en do-
minios acotados mas generales, especificamente dominios simétricos respecto a x1,o,...xN

que contengan el origen.

1.3. Ecuaciones de tipo Lane-Emden y Hénon-Hardy de cuar-
to orden

En esta seccién hablaremos de las ecuaciones de tipo Lane-Emden y Hénon-Hardy de
cuarto orden, que son generalizaciones de las ecuaciones vistas en la seccién anterior. Nueva-
mente, esta introduccién no pretende ser exahustiva, por lo que se invita al lector a consultar
las referencias para més detalles. En esta seccién @ C RY es un subconjunto abierto y no
vacio, con N > 5.



1.3.1. Ecuacién de tipo Lane-Emden de cuarto orden

La ecuacidon de tipo Lane-Endem de cuarto orden es:
Au(z) =uP(z), = e€Q. (1.9)

Esta ecuaciéon estd intimamente ligada a la mejor constante de Sobolev de la inyeccién

2N
H?(Q) < L~-1(Q) (ver [24] y las referencias alli hechas). Comencemos hablando de la exis-
tencia de soluciones positivas en = RY. En ese caso la ecuacién queda:

[ o)

Las soluciones de (1.10) fueron totalmente clasificadas en el celebrado trabajo de C.-S. Lin

[15]. Allf se demuestra que si 1 < p < %, entonces la tunica solucién de (1.10) es la trivial.

Ademés, se establece que cuando p = ¥F2 existen infinitas soluciones, y todas ellas son de la

N_
forma:

uP(z) en RV,

0 en RV, (1.10)

AVAN

N—-4

Ugg () = Cly (A) . (1.11)

)\2 + |£E — l‘o‘Q

Note que estos resultados son analogos a los del caso de la ecuacion de Lane-Emden normal.
Nuevamente ocurre un cambio abrupto cuando p = %, por lo que este valor recibe el nombre
de exponente critico para la ecuacion (1.9). A las funciones (1.11) se les denomina burbujas
para el bilaplaciano. Para demostrar estos resultados, Lin utiliza el método de planos mdviles
para demostrar primero que las soluciones de la ecuacién (1.10) son radialmente simétricas
respecto a algin punto. Esto es lo que inspira el trabajo del capitulo 2.

Consideremos ahora el caso cuando 2 = Bj. En este trabajo nos interesamos en las

condiciones de frontera de tipo Navier:

{AQU(z) = uP(x) en By, (1.12)

u(x) = Au(x) = 0 sobre Bj.

De modo similar al caso del laplaciano, es posible demostrar que existen soluciones no triviales
de (1.12) mediante el estudio del funcional de energia asociado cuando 1 < p < % (ver, p.€j.,
[12]). Nuevamente, esta demostracién se basa fuertemente en la compacidad de la inyeccién
H?(Q) < LP*(Q), por lo que falla cuando p > Y+1. En los trabajos [18, 25] se demuestra
via una identidad de tipo Pohozaev que la ecuacién (1.12) no tiene soluciones positivas si
D> % (los resultados valen para dominios {2 estrictamente estrellados con frontera suave).

En cuanto a soluciones cambiando de signo, debemos estudiar la ecuacién:

{AQU(JS) = Ju(z)[P"lu(z)  en By,

w(z) = Au(r) = 0  sobre Bj. (1.13)

Al igual que antes, esta ecuacién tiene soluciones no triviales cuando 1 < p < %. Sin
embargo, como se menciona en [12], las soluciones de esta ecuacién que se obtienen mediante
la minimizacién del funcional asociado deben ser de signo fijo y radialmente simétricas. Para
el caso critico, también es sabido que (1.13) no tiene soluciones no negativas ni soluciones

radiales (ver teoremas 7.52 y 7.53 de [12]). El objetivo del capitulo 3 es construir soluciones



N+4

N—1 — & con € > 0 suficientemente pequetio siguiendo los

multinodales de (1.13) cuando p =
pasos de [, 9].
Otro trabajo ligado a esta ecuacién que nos gustaria destacar es [2], donde se estudian

fenémenos de concentracién de esta ecuacién utilizando el método de Lyapunov-Schmidt.

1.3.2. Ecuacién de tipo Hénon-Hardy de cuarto orden

Por dltimo, centremos nuestra atencién en la ecuacion de tipo Hénon-Hardy de cuarto
orden:

Au(z) = |z|uP (), = €.
Especificamente, estamos interesados en el caso de soluciones positivas y = RY:

2u(z) = |z|*wP(z en RV
{Augxg > l)‘ @ en%NT (1.14)

En [7] los autores demuestran que si a € (—=4,0) y 1 < p < &2 entonces (1.14) no tiene
soluciones no triviales. En [0] se prueba que si a € (0,00) y 1 < p < % entonces (1.14)
tampoco tiene soluciones no triviales.

En cuanto a resultados de existencia, en [20] se demuestra que (1.14) siempre admite
soluciones radiales positivas en C(RY) N CHRN \ {0}). Més atn, en [17] se establecié que
todas las soluciones positivas de (1.14) en H2(R") son radialmente simétricas. Este resultado
es mas general que lo se logré demostrar en el capitulo 2. Sin embargo, estimamos que el
desarrollo de aquel capitulo constituye un buen ejemplo de aplicacion del método de planos

moviles clédsico, por lo que decidimos incluirlo igualmente.

1.4. Estructura del trabajo

El resto de la tesis se organiza de la siguiente mantera: En el capitulo 2 se demuestra la
simetria radial de las soluciones suaves de (1.14) con exponente critico mediante el método de
los planos méviles, siguiendo particularmente el trabajo de [15]. En el capitulo 3 se construyen
soluciones con una cantidad arbitraria de esferas nodales para la ecuacién (1.12) con exponen-
te ligeramente subcritico. Para ello se utiliza el método de reduccion de Lyapunov-Schmidt y
el cambio de Emden-Fowler aplicados a la EDO radial asociada a (1.12), siguiendo principal-
mente los trabajos [0, 9]. Luego, se dan conclusiones y posibles trabajos futuros. Finalmente,
en el anexo A se dan dos resultados basicos de la ecuacion de Lane-Emden de cuarto orden con
condiciones de frontera de Navier, y en el anexo B se incluyen todas las cuentas de caracter
técnico relevantes para la correcta aplicaciéon del método de reducciéon de Lyapunov-Schmidt.



Capitulo 2

Simetria de soluciones a la ecuacion

de tipo Hénon-Hardy para el

bilaplaciano

2.1. Primer Resultado principal

El objetivo sera estudiar la ecuacién de tipo Hénon-Hardy para el bilaplaciano en RY:

= |z[*wP(z) en RY
> 0 en RV,

{ A%@BL

_ ok _ N4442
donde N > 5, a € (—4,0) y p =p}, = "1
El resultado principal a demostrar este capitulo es:

Teorema 2.1.1. Sea u una solucién C*(RY) de

{ AZU(@Z

= |z|*uP(z) en RN
> 0 en RV,

Entonces u es radialmente simétrica respecto al origen.

(2.1)

(2.2)

Observacion 2.1.1. En vista del reciente trabajo [20], parece ser mds adecuado trabajar en

el espacio de funciones C(RY) N C*HRN \ {0}), o uno de otra naturaleza.

2.2. Resultados Previos

Para demostrar el teorema 2.1.1 nos basaremos fuertemente en la demostraciéon del teorema

1.3 de [15].

2.2.1. Transformada de Kelvin

Sea u una solucién de (2.1). Consideremos la transformada de Kelvin para el bilaplaciano:



u(z) = |z Nu (&) (2.3)

Mediante célculo directo es posible demostrar que:

A2yt (z) = le+4 (A%) <y;|2>

Luego, si u es solucién de (2.4) entonces reemplazando obtenemos:
B ||V +4

@ x
.
o
(=)
1 * 1 * X
— p&(N—4) e [
|x’N+4+a|x’ “ |xpj;(N—4)u “ <$|2>

|$’N+4+2a . .
= Jpara (@)

=[] (u* (x))P=.

X

1
2 %

Es decir, la transformada de Kelvin de una solucién de (2.1) satisface

Au(z) = |z|*uPa(x) en RN\ {0}
N (2.4)
u > 0 en R\ {0}.
Si definimos v(x) = —Au*(x) entonces se tiene la siguiente expansién arménica en infinito:
ow) = eolaP N+ T, B +0 ()
vn (@) = (N =2)eolal Va;+0 () (2:5)

) = ()

Donde ¢y > 0y a; € R. De este modo, para |z| suficientemente grande tendremos que:

Au*(z) <0

Para lo que sigue, necesitamos que u* sea subarménica en todo RN \ {0}. Para esto,
veremos el siguiente lema, analogo al lema 4.1 de [15].

Lema 2.2.1. Sea u solucion de (2.4). Entonces Au es subarmdnica en B(0,1) en el sentido
distribucional.
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Demostracion. Denotemos p = p}; Primero probaremos que |z|*uP € L! (B(O, 2)) Procedien-
do por contradiccién suponga que |z|*u? ¢ L' (B (0, %)) Aplicando integracién por partes

tendremos que:

/ 0 —(Au)dS — 0 —(Au)dS = / |z|%uP (z)dx > 0 (2.6)
9B(0,s2) O 8B(0,s1) O B(0,52)\B(0,51)

% ) entonces
1
5, pa

Para todo 0 < s1 < s < 1. Luego, como suponemos que |z|®uP ¢ L' (
el lado derecho de la ecuacién (2.6) tiende a +oo cuando s; — 0. Tomando sg =
suficientemente pequeno tendremos que:

1
/ 6A (Au)dS = 8A (Au)dS— |x|*uP (z)dx < —/ |x|“uP (x)dx
8B(0,r) ON 2B(0,1) 0N B(0,1)\B(0,7) 2 JB(0,1)\B(0,7)

En consecuencia, existird r; > 0 tal que:

][ 9 (Au)dS < —eyrt=N / [P (2)dz 2.7)
dB(0,r) B(0,5)\B(0,r)

Para todo 0 < r < r1. Recordemos que:
4 ][ AudS = aA (
dr JaB(o,) 2B(0,r) ON

Y por lo tanto, integrando la ecuacién (2.7) obtenemos:

][ AudS — AudS < —c; / - N/ || “uP (x)dxdt
dB(0,r) dB(0,s) 0,2\B(0,¢)

Para todo 0 < s < r < ry. Usando que B(0,3) \ B(0,t) 2 B(0,3) \ B(0,r) para todo

s <t<ryque |z|*P(xz) > 0 entonces:

][ AudS — AudS < —¢; / =N / || *uP (z)dadt (2.8)
aB(0,r) 9B(0,s) s B(0,1)\B(0,r)

Por la regularidad de u, el mapeo z — |z|*uP(z) es acotado en B(0,3)\ B(0,r) y por

)dS

ende:
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1
][ AudS — AudS < —cl/ =N |z|*uP (z)dxdt
0B(0,r1) oB(0,r) r B(O,%)\B(O,rl)

62 2—N 2—N
ST9 TN (Tl -7 )

= — AudS < —][ AudS + & (r%‘N o 72—1\/)
9B(0,r) dB(0,r1)

= Muds>f  duds e (N - i)
9B(0,r) dB(0,r1)

= AudS > k1 + EQTQ_N — ko
0B(0,r)

Dado que >~ — 400 cuando r — 01 entonces existe 0 < ro < r; tal que:

][ AudS > cor*™N (2.9)
0B(0,r)

Para todo 0 < r < ry. Ahora sea u = faB(o r) udS. Recordemos la expresion para el
laplaciano para funciones radiales:

N-1,0v_ 1 N

Au(r) =u"(r) + "

Ahora, note lo siguiente:

d

B % oB(0,r)

0
= —u(z)dS(z
]émw o (745 (@)
1 0
S dsS
NwyrN-1 /83(%) aﬁ“(x) (z)
1
S —— A
Nyr¥=1 /B<o, v

)
i )
= — Au(x)dS(z)dt
NwnrN¥=1 o Jopow (z)d5()

u'(r

u(z)dS(x)

De este modo, reordenando:

NriN_lu'(r):/ / Au(z)dS(z)dt
0 JoB(o,)
Derivando:
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(NwyrN 14 (1)) = / Au(z)dS(z)
8B(0,r)

Reemplazando la expresion para el laplaciano para funciones radiales:

Noyr183(r) = Nox(M w00 = [ su(ryas(e)

Con lo que concluimos:

Au(r) = ][ AudS
0B(0,r)

Con esto, de la ecuacién (2.9) sigue que:

N-1_,
u
"

CzTQiN Sﬂ//'i‘

Reordenando concluimos que:

(TN_IH')I > cor

Integrando obtenemos:

(PN > eor = / (N (8) dt > 62/ tdt
0 0

= N7 (r) — MmN 7 (1) >

2
Cor
r—0

N =

Nflu/

Si se tuviera que lim, o7 > 0, entonces tendriamos que:

1
TN_lﬂ/(r) > 5027“2

Lo que implica:

T 1 r
u(r) > / u'(t)dt > 202/ B3 Nat = 400
0 0

Lo que es una contradiccién. De este modo, podemos asumir que existe 0 < r3 < r2 y una
constante positiva c3 tal que para todo r < r3 se tiene que:
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PN (r) < —e3

Integrando esta expresion se obtiene que para r pequeno se cumplira que:

a(r) > eqr?™ N

Suponga que U > ¢4r~ ¢ para algin o > N — 2. Usando la desigualdad de Jensen:

1
/ lﬂcau]”(a:)dac:/2 / |z|%uP (z)dS | dt
B(O,%)\B(O,T‘) T 8B(O,t)
= / (/ to‘up(ac)d5> dt
r 0B(0,t)
%
:/ t (/ up(x)dS> dt
r 0B(0,t)
%
—/ e (NthN_l][ up(a:)d5> dt
T 0B(0,t)
1 P
ZNwN/ tatN=1 (7[ u(a:)dS) dt
r 0B(0,t)

— NwN/2 to NP () dt
'

[NIE

Jun

=

2
:NwN/ ot N=ly=op gy

r

1
= Nwy / S pemorEN Ly
s

Si definimos & = —a + op entonces:

1
/ |z|*uP (z)dx > Nwy /2 t=oH N1y
B(O,%)\B(O,T) r

t=1/2

Nwy 4N
-+ N

— klrfé'JrN . kg

t=r

Donde kq, ko son constantes positivas debido a que —¢ + N es una cantidad negativa. En
efecto:
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0:=—a+op

n N +4+4+ 2«
=-aqto———
N —4
N + 4 + 2«
=—a+((N=-2)4+0—(N-2)) N 4
N +4+4 2«

= —a+((N-4)+2+0—(N~-2)

=—a+N+44+2a+2+0—-(N-2))p
>a+N+4+2+0— (N—2)

=a+o+38 (2.10)
>0+4>N+2

De este modo concluimos que para r suficientemente pequeno:

/ |z P (2)dx > cr TN
B(0,5)\B(0,r)

Reemplazando en (2.7) obtenemos que:

][ i(Au)dS < —epr Tt
aB(0,r) ON

Y por ende:

(Au(r)) < —err=o*! (2.11)

Integrando esta expresiéon de manera similar a lo hecho en (2.9) se tendréd que:

AT(r) > cor 712

Usando la expresién radial para el laplaciano:

rlfN(erla/(r))/ > CQT—&+2

Reordenando e Integrando:

N7 (r) < —egr 0T NH2 (2.12)

Y por lo tanto:
a(r) > cqr= (2.13)
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Comparemos este nuevo exponente respecto al original. Por el desarrollo hecho en (2.10):

g>a+0+8=(0—-4)—0c>a+4

Dado que a € (—4,0), entonces (6 —4) — o es una cantidad estrictamente mayor a cero.
De este modo, en cada iteracién mejoramos el exponente de la cota (esta mejora depende de
la diferencia entre o y —4). Asi, luego de una cantidad finita de pasos podremos obtener las
siguientes cotas para r suficientemente pequeno:

(Au(r)) < —r= D,
Au(r) >r- 6+3)

w(r) < - o)
u(r) =1 ﬁ*”

Donde f := ;%1' Usando la expresion del laplaciano para funciones radiales y el hecho de
que U (r) < 0 tendremos que:

Au(r) =a"(r) + N=lo

De esto concluimos que @”(r) > 0. Luego:

(@a(r)y = () +

r

Con todo esto, las cotas para uw y sus derivadas quedan:

(r) > r= Y,
() < —r—(B+2),
(r) 2 r= 9,

(r) < —p~(B+4),

Para todo 0 < r < 2rg donde 7y es una cota suficientemente pequena. Ahora, utilizando
estas cotas y las anteriormente establecidas:
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Por lo tanto, concluimos que:

a (r) > AQH(T) > rouP(r)

Ahora, defina v(r) = A(r — ro)™# para 79 < 7 < 2r(, con A una constante positiva. Por
calculos directos:

17



o(r) = A(r —rg)™?
= o/ (r) = —BA(r — rg)” D
= 0"(r) = B(B + 1)A(r —ro)”¥+?)
= 0"(r) = —B(B +1)(B + 2)A(r — rg) =¥
= vW(r) = BB+ 1)(B +2)(B+ 3)A(r — o) P+
Por la definicién de 5:
4 Cd44p-1)  4p
6+4_ﬁ+4_ P B = Pp
Sigue que:
() = BB+ 1)(B+2)(B + 3)A(r —r0)"

BB+1)(B+2)(B+3)APAP(r — )P
B(B+1)(B+2)(B+3)APvP(r)

Dado que p > 1, para A suficientemente grande tendremos que:

BE+ 1B+ +9417 < () <s e Go2m)

Y por lo tanto:

v(4)(r) < r*oP(r)

Por el principio de comparacién sigue que v(r) < u(r) en (rg,2rg). Sin embargo, como
1fm,_,,,, v(r) = +00 tenemos una contradiccién. Concluimos que |z|*u? € L1 (B(O, %))

Ahora, sea ¢ € C§°(B(0, %)) Demostraremos que:

/AcpAudx >0

Sea n. € C§°(B(0, 3)) tal que n.(x) = 1 para |z| > 2e y n.(z) = 0 para |z| < . Asumamos
ademds que:
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SIS

para todo j € {1,2,3,4}. Multiplicando la ecuacién (2.4) por ¢(z)n.(x) obtenemos:

0< / (@) () 2] 0P () de
- / Alp(a)e(x)) Au(z)dz

Desarrollando el laplaciano del producto:

N 82
M) = Y- (o)
i=1 v
N
=3 o (2 )+ ) P )
i=1 7 1 K3
N 20(x x) On.(x 2n.(x
SCTI

= Ap(z)n:(7) + 2Vp(z)Vn.(z) + o(x)Ane(z)

De este modo:

0< [ Alp(@n()u(z)ds
— [ (Be@ne) + 2Vp(@) V(o) + p(a) . (a)) Au(z)da
Defina 9(z) := 2Vp(2)Vn:(z) + ¢(x)An.(z). Por las propiedades de 7. tenemos que

() = 0 cuando |x| > 2¢ y cuando |z| < ¢, y ademds |Av(x)| < ce~*. Sea ahora g tal que
+ = = 1. Luego, usando integracién por partes y la desigualdad de Hélder:

S
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’ / Au(z)y(z)dz

Note que:

Q|

( / |xraup<x>>
B(0,2¢)\B(0,¢e)

D=

~
< cte.

< [ uw)|av(a)liz
<c 4/ u(z)dx
B(0,2¢)\B(0,¢)
—eetf 2% ] u(e)da
B(0,2¢)\B(0,¢)
<c / (J| 7)?
B(0,2¢)\B(0,¢)
1
agq q
<e / 5
B(0,2¢)\B(0,¢)

Qe

=ce e P|B(0,25)\B( ,€)]

o4 1
=ce v Hwn2e) —wye)a

=ce v Hwy@Y —1)eN)a

Trabajando el segundo término:

Asi:

N a_N<1 1> «
q D p p
N N+«
D
N+« N -4
— (N =
PSRl s v
N —4
= (N+4+2a— 4)) —m
(N+4+2a—(a+4) o0
:(N74)7(a+4)(N—4)
N+ 4+ 2«
:(N_4)_M
D
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4
q p p
4
_4+(a+)
p
Concluimos que:
N 4
N _a ,_latd
q p p

Y por lo tanto:

N_«a

—a_y
<cega » " —0, cuandoe — 0

‘ / Au(z)i(z)dz

De esta forma, tenemos que:

/Au(a:)Agp(a:)dx = i%/ﬁg($)Au($)A¢(I)d$

= lim ng(x)Au(x)Aap(ac)dx+/Au(m)w(x)d:c

e—0
=lim | Au(x)(n:(2) Ap() +(x))da
= lim [ Ap(z)n.(z)) Au(z)dz

=lim [ @(z)n.(x)A%u(z)ds

e—0
= /go(x)|ac|°‘up(x)d9: >0
Concluimos que Au es subarménica en B(0, 3). O

2.2.2. Meétodo de Planos Méviles: Notacién y lemas previos

Ahora, para demostrar el teorema 2.1.1 utilizaremos el método de planos méviles. Para
ello, introduciremos la siguiente notacion:

Notacién. Sea A € R. Se definen los conjuntos:

(i) Tx:={x = (z1,22,...,2n) ERY 121 = A}

(ii) 5= {z = (z1,22,...,2n) ERY 121 > A}
Ademds, para © = (21,23, ...,2x5) € RY denotamos su reflexion respecto a Ty como:

2 = 2\ — x1,x9,...,ZN)
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Adicionalmente, necesitaremos los siguientes lemas:

Lema 2.2.2. Sea v una funcidn positiva definida en una vecindad del infinito que satisfaga
la expansion asintética (2.5). Entonces existe Ao < 0 y R > 0 tal que la desigualdad

v(z) > v(z?)
Se cumple para todo A < Ao, |x| > R y x € ¥).

Lema 2.2.3. Sea v una funcién tal que cumpla las hipdtesis del lema 2.2.2 y que v(z) > v(2°)
para x € Xy,. Suponga que v(z) — v(z°) es superarmdnica en Xy,. Entonces existen e >0 y
S > 0 tal que se cumple lo siguiente:

i) vz, (x) > 0 para todo x tal que |x1 — Ao| <€ y || > S.

i) v(z) > v(@*) para x1 > N+ 5 > Ny |z| > S, para todo x € Ty y A < A\; con
A1 — Xo| < coe, donde ¢y es una constante positiva pequena que depende solo de v y Ag.

Estos lemas aparecen enunciados en [15] y sus demostraciones se encuentran en [3] (lemas
2.3 y 2.4), las cuales reproduciremos adaptadas a nuestro caso por completitud.

Demostracion. ( Lema 2.2.2 ) Por (2.5) tenemos que:

I 1
o = —(N = 2)cg— +0 ([ —
Vo = ~(N = 2)eop g + (!w\N>

Y ademas:

1
o) ) =P+ S g =3 0 ()
2-N A2-N a; T ajx? 1
= co(|z>N = |2} +Z N AV +0 C

7j=1

N A
_ 2—-N A2—N airi a1y a;T; 1
ol <r:c|N ) |w> 2 (mN ) WW) e (mN)

Jj=

Trabajando el término de en medio:

a1x1 ala:i\ a1y + alx{‘ — aw{‘ ala:{‘
[N [N [N |22 N

A
T *“”“1<\x|N‘rxA|N>

Con lo que concluimos:
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A
A N _|.A2-N (@ —a™) A1 1
ofe) = o) =aallaf > ~ P+ T o (-

1 1 1
r3 o (e = ) 0 () 240
Jj=2

Si |z*| > 2|x| entonces:

1 1 S 1 1 _ (4 1 1 S 1 1
|2[N=2 " |2A N2 = |g[N-2 2]z )N-2 IN=2 | |g|N=2 = 2|g|N-2

Por lo que para |z| suficientemente grande tendremos que:

A €o 1 1 Co 1
- > — 0 > =
v(z) —v(?) > 2 []N-2 + <|x’N—1> = 4 [2]N2

Por lo que el resultado sigue de inmediato. Suponga que |2*| < 2|x|. Note que si A < 0y
T € X entonces:

T > A= Az < A2
= x3 < 4N? — 4z + 2?
2., .2 2 2., .2 2
= ity +... ey <@ \—z) a3+ +ay
= | < |2

Por lo que |z| < || en Xy. De esto sigue que

2] < |2 = A
- ™ 1
[AN2 =
R AN L - 1
’x‘ ’mA’N—Q - 33 /\

Lo ! 1 e
|$’N_2 ’xA’N—2 ’JZ‘N 3 1’ /\

Por otro lado, se cumple que:

2la| > |o*| = 2laf? > o - ||

zP(ja? = Jal) 1
W = §(|9C \ - ’$|)

1 1 1 >1\x’\|—|$\
N2 2| M) T2 JeN

=

Resumiendo:
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1 11 1 1 1|z — |z|
N2 A N2 T N 2] |2t T2 JeN

lo que nos da una cota para el primer término de (2.14). Para estimar el cuarto término
usamos la equivalencia de normas en RV y |z| < || para escribir:

N ) . 1 1 N
Sms (o~ )| < (w ~ o) o e

1 1
< el \ @ ~ o

1 1 N 1 1
— < —— ), Vzex
<|:ch |xMN>—rx\N-1<rx\ w>’ e

En efecto, la funcién f(t) = (N — 1)tV — Nt¥~1 41 tiene derivada positiva en (1,400) y
por lo tanto es creciente en ese intervalo. Ademas f(1) = 0, por lo que:

Note que:

ft)y>0 vt>1
= (N-DtVN >NtV -1, w1

= (N 1)‘$A’N SN e
- - T
V= N g
1 1 1
= (N-1 >N — , VrelX
N = UEm 2 Vet~ e e
1 1 1 1
= N — > — , VxelX
<\x|N rxwrw\N—l) SN T AN e

N 1 1 S 1 1 T
v\ T 7 — - 5 T
TR TRl ) S R R '

De este modo, concluimos que:

ia-x- BN < c|z| BN
NI A [V AN
_ocel (11
S\l

¢ (1 1 >
l2[N=2 \ 2| |2}
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Ahora, para acotar el segundo término hacemos el siguiente desarrollo:

jz—at 20 =) 1| _ 3 Jaf [

N N 2a eV T 24 [u N

Donde la tiltima desigualdad viene de que A < 0y (|Jz*| — |z])(2|z| — |2|) > 0 en este caso.
Para el tercer término notamos:

@l (o — o ) < e (L
P\ A ) S N o] 2

_2N (11
B EIR N

De esta forma, reemplazando en (2.14) tenemos que:

() — o(a?) 212 =1 3 [aM—Jel 2N (1 1 ¢ (1 1
v(r) —v(T — —a —a — = — —_— =
“2 N2 N T N2 | ) N2 a2

Agrupando y renombrando constantes:

|z*| — |z| 1 1 1
o(e) = vla) 2 ST — e (m‘ w)
—alPloll L ()
2|V -1 [2[N=2 ]|z
_ J el (1 _ C21>
x|V -1 c1 |22
M — |z co 1
e x‘\N—yl | (1 - m)

Note que ¢; es positiva para A suficientemente negativo y co es positiva siempre. Asi, para
|z| grande concluimos que

v(z) —v(zt) >0
Que es lo que queriamos demostrar. ]

Ahora demostremos el otro lema:
Demostracion. ( Lema 2.2.3 ) Sea w(x) := v(2*°) —v(x). Luego, por hipétesis se cumple que:

wx)<0 VzeXy, v —Aw(x)<0 Vzel),

Si aplicamos el Lema de Hopf a un punto en T), es facil ver que:
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wg, < 0en Xy,
Tomemos k suficientemente pequena de tal modo que:

l‘l—)\g

w(zr) < —k 2]

en Xy, |r|=R+1

ml 7 . . . . 7 . .
Luego, como [;]¥ €S armonica, por el principio del maximo tenemos que:

1 — Ao
w(x) < _kW en 3y, |z >R+1
Note que:
— 9 Ao — Ao 0™ — Ao
we, () = 5o (00™) ~ vl@) = v (1%0) G = o (1) =~ (2%) — 0, (2)

De modo que para z/ € RNV—1:

Wz, (Mo, ') = =204, (N, 2)

Ademaés:

w(Xo +t,2") —w(Ah, ')

Wz, (Ao, 2") = lim

t—0 t
oy WQo + 8 2)
150 t

t k

<lm-k—F=——%

150 tzN T [2|F

Y por lo tanto:
1 k

Uy ()\O,ZE/) > §W

Asi, usando una expansion de Taylor y la expresion (2.5), tendremos que:

Vay (h, @) = 0z, (M0, &) + ay0, (A0, 2) (B = Xo) + O((h = Xo)?)

1, 1 slh=2l
2 =N ||V
T
A |zl
>0
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Esto ultimo para |h — \g| < € := % y |x| suficientemente grande. Esto demuestra la
primera parte del lema. Para la segunda parte, sean A < A\; < Ag. Por el teorema del valor
medio, existe t € [2), 2] tal que:

v(z) —v(@) = 2N — A) - v, (t — 21, 2)

N —2)¢ 1
=200 =) <‘|<t(—x1,if>0|N“‘“) o <\x|N>>

> —CW (Ao —21) + 1)

Utilizando la cota obtenida en la primera parte de la demostracion:

(@) — v(z) = (v(a:/\o) - v(:r)) + (v(mA) - v(m)‘o))

< —k(x’;WAO) + C(AET'NM) (Ao —z1)+ 1)

Reordenando:

k:(xl — )\0) + C()\o - /\1)($1 - )\0) — C()\U — )\1)
2
(k‘ + C(/\o — )\1))(561 — )\0) — C()\o — )\1)
|

v(z) — v(zt) >

Ahora, si pedimos que |21 — Ao| > § ¥y ¢|Ao — A1 < e,

k+ C(AO - )\1))(%1 — )\0) — C(AO — )\1) - (405 —_ E&‘)% — e
||V 2|V

v(x) —v(z?) = (

>0

para ¢ > 0 fijada suficientemente pequeiia. Esto demuestra la segunda parte del lema. [

2.3. Demostracién del resultado principal

Ahora estamos en condiciones de demostrar el teorema 2.1.1. Para ello, utilizaremos el
método de planos méviles, basdandonos en [15, 4].

Demostracion. ( Teorema 2.1.1). Sea u una solucién suave de (2.1) y v(z) = —Au*(z). Para
demostrar el teorema aplicaremos el método de planos mdviles a la funcién v. Definamos
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wy () := u*(z) —u*(2*). Note que como u* puede tener una singularidad en el origen, entonces
wy puede tener singularidades en z =0y z = 0} = (2X,0,...,0). Por esto, definimos w) en
el conjunto:

Sy =%\ {0}

Observe que no sacamos el punto 0* pues estamos trabajando con A < 0, por lo que
0 ¢ ¥ A lo largo de la demostracién tendremos especial cuidado de que los puntos de
interés estén lejos de las singularidades de w)y. Dividiremos lo que sigue en pasos:
Paso 1:

En este paso demostraremos que para A suficientemente negativa se tiene que:

Awy(z) <0 Ve,
Por el lema 2.2.2 sabemos que existen \g < 0y R > 0 tales que
v(z) >v(@), VA<D, |z] >R, €%,

De este modo, falta extender este resultado a |z| < R. Por el lema 2.2.1 y la ecuacién (2.5),
Au* es subarmoénica y por ende v es superarmoénica. Dado que v(x) > 0 para |z| grande, el
principio del maximo implica que v(x) > 0 en R \ {0} y ademas:

v(x) > 8BfI(10f )v(y) >0, paraz € B(0,r), Vr>0. (2.15)

Ahora, sea z € 3 tal que |z| < R. Sin pérdida de generalidad supondremos que \g < —R,
de modo que B(0, R) C X para A < Ag. Usando el resultado anterior, obtenemos que

> inf >0, VzeX,nB(0,R).
“(:”)—031{5,3)”(9) z €¥\NB(0,R)

De las definiciones es facil notar que si x € ¥ entonces 2* ¢ ¥y y en particular
|:U>\| > —A> —X().
Dado que v(z) — 0 cuando |z| — oo, existird A < Ag tal que

inf > () VazeS,NnBO,R),\<A\
8313)7}2)71@)_@(%) r€XANB(0,R),\<

De este modo, aplicando la definicién de wy concluimos que
Awy(z) <0 Vzely, A< (2.16)

Paso 2:

En este paso moveremos continuamente el plano T5 hacia el plano T todo lo que podamos
de modo que la desigualdad (2.16) se siga cumpliendo. Definimos A9 como el valor donde ese
proceso termina. Matematicamente:

Ao = sup{A < 0: Aw,(z) <0en X, para u < A}

Tendremos dos casos:
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Caso 1: ) <0
En este caso demostraremos que necesariamente:

wy, = 0 en E)\O

Procederemos por contradiccién. Suponga que wy,(z) # 0 en Y Ao- Dada la definicién de
Ao, por continuidad tenemos que Awy,(z) < 0 en y,. Como Awy,(z) tiende a cero cuando
|z| tiende a infinito, el principio del maximo implica que wy,(z) > 0 en ) Ao

Si aplicamos la ecuacion (2.4), obtenemos que:

A%wy, (z) = A%u*(z) — A%u* (20)
= || (w)P (z) — 20| (u")P (™)
— (WP () — (WP () + (Jaf* — o) (P ()
> 0.

Sigue que Awy,(z) es subarmoénica y, aplicando el principio del maximo nuevamente, tenemos
que Awy, () < 0 en Xy,.
Ahora, afirmamos que existe una sucesién {\, },en C R tal que:

AN Ao ¥ Awy,(z) >0 para algin z € %), .
En efecto, como A\g < 0 exisitird ng € N tal que Ay + nio < 0. Denotemos
A:={A<0:Awy(z) <0en X, para u < A}

Luego, por la definicién de )y existird A\ € (Mo, Ao + n—lo) tal que A\ ¢ A, y por lo tanto
existirdn A\; < Ay y & € ¥y, tales que Awy, () > 0.

Veamos que A\; > \g. De lo contrario, existe A € [A1, A\o] N A (Si [A1, Ag] N A fuera vacio,
entonces A1 serfa una cota superior de de A menor a \g). De la definicién de A sigue que
Awy, <0en Xy, lo que es contradictorio. Concluimos que A\g < A;. Més atin, como sabemos
que Awy, < 0 en Xy, claramente A; # A\g y por ende \g < A1 < Ao+ nio De manera inductiva
podemos obtener la sucesion { Ay, }nen-

Mostremos ahora que las funciones Aw), alcanzan sus maximos en los conjuntos > Ay Y
que estos se alcanzan lejos de la singularidad en x = 0. Sabemos que Aw), (z) es estrictamente
negativa y subarménica en ¥ Ao~ Luego, existen € > 0y 0 > 0 tales que

Awy,(z) < —¢, para x € B(0,0) \ {0}.

Ademis, es claro que

lim sup  Awy, (x) < sup  Awy,(x) < —e.
"0 1€ B(0,6)\{0} z€B(0,0)\{0}

De este modo, para n suficientemente grande tendremos que las funciones Aw,, son negativas
cerca de la singularidad. Dado que Awy, (z) > 0 para algin = € ¥y, y Awy, (z) — 0 cuando
|z| = o0, concluimos que Awy, alcanza su méximo en algin punto z, € Xy \ B(0,d). En
particular tendremos que:

Awy, (zn) >0y V(Awy, (x,)) = 0. (2.17)
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Demostremos que la sucesién {x, },en es acotada. Para ello procederemos por contradic-
cién. Si {zy, }ren no es acotada, entonces existird una sub-sucesion, que seguiremos llamando
igual, tal que

|zn| >S VneN,

donde S estd dada por el lema 2.2.3. Por construccién tenemos que v(z,) < v(z)"). Como
An — Ao, sin pérdida de generalidad podemos asumir que |\, — Ag| < cpe. Dado que z,, € 3y,
y |zn| > S, la inica manera de no contradecir el item (ii) del lema 2.2.3 es que

(zn)1 — o] <§ VneN.

Por el item (i) del lema 2.2.3, sigue que
Vg () >0 VneN.
Por el teorema del valor medio, exisitra &, € (0,1) tal que:

oy _ Lo(za) —v(zyn)
Vg, (T7,) = §m

Donde z} = &, + (1 — &,)x)". Dado que ()1 > Ay > Ao y v(z)") > v(z,) tenemos que
vz, () < 0. Sin embargo,

(@)1 = Aol = [€nlzn)1 + (1= &) (@)1 = Ao
= [&n(Tn)1 + (1 = &) (2An — (Tn)1) — Aol
= [2(1 = &) An + (26 — 1) (zn)1 — Aol
< 2(1 = &) [An = Aol + (260 — D)[(wn)1 — Ao
<e (para n suficientemente grande).

El item (i) del lema 2.2.3 implica que vy, (z},) > 0 para n suficientemente grande, lo que es
una contradiccién. Concluimos que la sucesién {z, }nen es acotada.

De este modo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que {z, },cn converge a cierto
xg. Dado que z,, € f])\n \ B(0,0) para todo n € N, tendremos que xg € fb\o \ B(0,9). Note
que esto implica que z( estd lejos de las singularidades de wy,,.

Si pasamos al limite en la expresion (2.17), obtenemos:

Awy,(z9) > 0y V(Awy,(z9)) = 0. (2.18)

Dado que Awy, < 0 en fb\o, entonces claramente o ¢ fb\o, por lo que necesariamente
xo € T),. Luego, o = xéo y por ende wy,(zg) = 0. Como w), es subarmonica y positiva en
Y, entonces el lema de Hopf implica que

%(Au»\o (xo)) < 0.

Esto contradice (2.18). Concluimos que si A\g < 0 entonces wy, = 0 en ) Xo-
Veamos que esto no puede ser. Si wy, = 0 en ¥, entonces

ut(z) = u*(z)) Vo e Xy,
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Aplicando bilaplaciano y utilizando la ecuacién que resuelve u* obtenemos:
A A -
2] ()P () = [ WP () Ve € Sy,

Simplificando llegamos a que B
lz| = |22 Yz € By,.

Lo que es claramente una contradicciéon. Concluimos que este caso no puede ocurrir.
caso 2: \p =0
En este caso tenemos que:

Awgy < 0 en .

Ahora, hacemos el mismo proceso pero al revés: comenzamos con A suficientemente positivo
y movemos el plano T) en la direccion —z;. Si el plano para en un valor menor a cero,
llegaremos a una contradiccién del mismo modo que en caso 1. Luego necesariamente el plano
llegard hasta A\g = 0 con la desigualdad contraria. Asi, tendremos que:

Au*(z1,z9,...,xN) = Au™(—x1,22,...,ZN).

Esto implica que Au* es simétrica en la direccién x1. Dado que nuestra ecuacién es invariante
bajo rotaciones, podemos escoger x; de manera arbitraria, por lo que Au* es en realidad
radialmente simétrica respecto al cero. Sigue que u* es radialmente simétrica y por lo tanto
u también lo es.

O
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Capitulo 3

Existencia de soluciones
multinodales a la ecuacion de tipo
Lane-Endem para el bilaplaciano

3.1. Segundo Resultado Principal

Estudiaremos la existencia de soluciones cambiando de signo de la ecuacién:

A2 (z) ]u(x)]p_a_lu(z) en By (3.1)
u = Au =0 sobre 0B '

Donde B es la bola unitaria abierta en RY, 5 < N < 12, p = %*j es el exponente critico
de Sobolev y € > 0 es una perturbacién positiva pequena. Para esto, utilizaremos el método
de reduccién de Lyapunov-Schmidt, siguiendo el esquema exhibido en ([5, 9]). El resultado a

demostrar es el siguiente:

Teorema 3.1.1. Dada k > 2 y ¢ > 0 suficientemente pequeno, existe una solucién radial uy, .
de la ecuacion (3.1) con exactamente (k — 1) esferas nodales. Mds ain, uy . es de la forma:

N—-4

2

1
Upee (7 KNZ 1)+ ge=(2) — +0(e?),
1 (e i-b) ™ o

Observacion 3.1.1. Unos meses antes de acabar esta tesis se halld el trabajo de Y. Dammak
y R.Ghoudi [8], donde se demuestra este mismo resultado. Alli se hace uso de otra version
del método de reduccion de Lyapunov-Schmidt. Sin embargo, ambos trabajos son distintos
en el sentido de que aqui trabajamos con la EDO radial asociada y aplicamos un cambio de
Emden-Fowler, mientras en [5] se trabaja en RN directamente.
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3.2. Resultados preliminares

3.2.1. Cambio de Emden-Fowler

Suponga que u(x) es una solucién radial de (3.1) (Es decir, u(z) = u(|z|) = u(r)). Es
sabido que el laplaciano para funciones radiales toma la forma:

+ (Nr_ 1)u'(r). (3_2)

De este modo, aplicando laplaciano dos veces obtenemos:
A?u(z) = A(Au(zx))
N-1
=A (u”(r) + ( )u'(r))

_ (U”(T’) + (NT_ 1)71,/(7’)) + (NT_ 1) (u”(r) + (NT_ 1)11,/(7“))
= U(4)(T) 2(Nr 1)u”/( )_|_ (N_ ig 3)u"(r) (N_ ligN_:g)u/(r).

Asi, las soluciones radiales de (3.1) deben cumplir:

Q(N_ 1)1//"(7“)—1— (N_ 1)(N_3> "

u®(r) + 5 u’(r) —

u'(r) = Ju(r)[P~ " u(r)

(3.3)

r r

Esta ecuacién es poco amigable pues tiene derivadas de orden impar. Esto nos lleva a consi-
derar un cambio de tipo Endem-Fowler:

u(r) = Ce™v(t); r=c¢.
Mediante célculo directo, obtenemos:

u'(r) = % (Ce™v(t)) = C% (e™v(t)) - %

= Cela— )t (av(t) + V' (¢))

o(r) = (0 an(t) + (1)) - 5
= 0 ((a® — a)u(t) + (2a — 1)0/(t) + " (1))
W(r) = S (Ce D (@ — apolt) + (20— )0/ (1) +0 (1)) - o
= Cel™™ " ((a® — 3a® + 2a)v(t) + (3a® — 6a + 2)v'(t) + (3a — )0 () + " (t))
u () = % (Cel" ((a® — 30 + 2a)u(t) + (30° — 6a + 2)0/(1) + (3a — 3" (1) +v"(1) ) - %

= 0V ((a* — 6a® + 110 — 6a)v(t) + (4a® — 184 + 22a — 6)v/(t) + (6a* — 18a + 11)v" (t)
+(4a — 6" () + o@® (t))
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Reemplazando en (3.3) tenemos:
Cela—4)t (v(4) (t) + C.00" (t) + Co.av" () + C1ov' (£) + C'oﬂv(t)) — Cp—se(P—s)at|U(t)|p—a—1v(t)
Donde

C3.0 = (4a —6) +2(N — 1)

Oy = (6a® —18a + 11) +2(N — 1)(3a — 3) + (N — 1)(N — 3)

Ol = (4a® —18a® + 22a — 6) + 2(N — 1)(3a® — 6a + 2) + (N — 1)(N — 3)(2a — 1) — (N — 1)(N — 3)
( )+ 2 1

Coa = (a* — 6a® + 11a® — 6a) + 2(N — 1)(a® — 3a? + 2a) + (N — 1)(N — 3)(a® —a) — (N — 1)(N — 3)a.

Queremos que a sea tal que los exponentes de las exponenciales sean iguales en el caso critico
(e = 0). Haciendo los célculos obtenemos

4 N -4
(a—4)=p-a = a——il = a= =0

Con esta eleccion de a, las constantes son

ég = 0377M =0

2

~ 1
Cy :2027M:—5N2+2N—4

2

él chl_u:()

2

- 1
Co=Cy_n_s = — N?(N — 4)°.
y la ecuacién queda:
1
oW (t) — 5(N? — 4N + 80" (t) + : 6N2(N 4)%0(t) = CP= ey (1) [P Lo (1),

Ahora, considere el cambio
w(z) =v(t); x=at.
Luego de una simple aplicacién de la regla de la cadena, obtenemos:

atw (z) — %(N — 4N + 8)a*w" (z) + %NQ(N —4)2w(x) = CP e " lw(x) P~ w(z).

Escogemos la constante C' tal que CP~¢~! = a*, es decir:

4
C = a1 = <N2—4>

Y obtenemos:

w® (z) — Coyw” (z) + Cow(z) = e =% |w ()P~ w(x).
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Donde

11 2N2 — 8N + 16
Cy:= —==(N?—4N +8) =
2= a5l +8) (N — 4)2
11 N2
= — NN —4)??= — .
0:=itg™ ) (N — 4)2

Note que ambas constantes son positivas y cumplen que
1—-Cy+Cy=0.

Las funciones u(r) y w(z) se relacionan segin la expresién:

u(r) = <N;4> e Cw(z): = e WA (3.4)

Para el caso limite (¢ = 0) este cambio de variables induce la siguiente transformacion:

Tul(x) = <N2_4) T ey (3.5)

La cual es conocida como transformacion de tipo Endem-Fowler.
Veamos como quedan las condiciones de borde. Claramente la condicién u(x) = 0 en 0By
se traduce en u(1) = 0 y por ende en w(0) = 0. Por otro lado de (3.2) tenemos:

(1) + (N =1 (1) =0
Aplicando la regla de la cadena, la ecuacién en términos de w y sus derivadas es:
(N — 4)w"(0) — 4w'(0) — Nw(0) =0 (3.6)
De este modo, para hallar soluciones radiales de la ecuacién (3.1) basta resolver:

wW (z) — Cow” (z) + Cow(z) = e =%|w(z)P* w(z), z € (0,+00)
w(0) = 0. (3.7)
(N — 4)w"(0) — 4w/(0) = 0.
3.2.2. Formulaciéon Débil y Funcional de Energia

Diremos que una funcién w € H}(0,00) N H?(0,00) es solucién débil de (3.7) si cumple:

oo 4 oo
/ w”(x)v" (z) + Cow' (2)v' (x) + Cow(x)v(z)dx + mw’(O)v'(O) = / Jw(z) [P~ w(z)v(z)de
0 - 0
(3.8)
Vo € HE(0,00) N H?(0, 00)
Recuerde que H?(0,00) € C'[0,00), por lo que la expresién w’(0)v’(0) tiene sentido.

Veamos que las soluciones débiles suficientemente regulares son soluciones cldsicas. Suponga
que w € C4[0,00) N HE(0,00) N H?(0,00) es una solucién débil. En primer lugar, es claro que
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w(0) = 0. Por otra parte, de la definicién sigue que para toda funcién test ¢ € C2°(0,00)
tendremos:

/ T w(2)g" (2) + O () () + Cowla)plx)di = / " (@) P w(@)p(e)de
0 0

Aplicando integracién por partes y reordenando obtenemos:
/ (W (2) — Cow (z) + Cow(z) — [w(z) P~ w(z)p(z)dr =0 Ve € C=(0,00)
0
y por lo tanto, gracias a la regularidad de w:
w® (z) — Cyw” (z) + Cow(z) — |w(z) P w(z) = 0.

Por otro lado, para cualquier v € H?(0,00) se cumplird que:
/ w” (2)v" (z)+Cow' (z)v' (x) + Cow(z)v(z)dw
0

= —w"(0)v(0) + w" (0)v(0) — w'(0)v(0) + /Ooo(w4(a:) — Cow" (z) + Cow(z))v(z)dz
= —w"(0)0'(0) + w"(0)v(0) — w'(0)v(0)

De este modo, si v € H}(0,00) N H?(0,00) entonces:
/ w” (z)v"(2) + Cow' ()0 (x) + Cow(z)v(z)dr = —w”(0)v'(0).
0

Dado que estamos suponiendo que w es solucién débil concluimos que:
4
—w"(0)v'(0) + mw/(O)vl(O) =0 Vv H}(0,00) N H?(0,00)
En particular, si escojemos v € H}(0,00) N H?(0,0) tal que v'(0) # 0 concluimos que:

4

ooy 1) —
w"(0) N a¥ (0) =0.
Es decir, w cumple (3.7).
Ahora defina el funcional:
1 [ 2 1 &
I (w) == 2/0 |w” ()| + Calw'(2)[* + Colw(z)|*dx + m\w’(O)P - p—6+1/0 e = |w(z)[P~*H da,

(3.9)

Un célculo sencillo nos permite notar que:

DI (w)[v] = /000 w” ()0 (x) + Cow'(2)v' () + Cow(x)v(x)dw + ﬁw/(O)vl(O)

- /OO e w(z) [P~ hw(x)v(x)de.
0

y por lo tanto w € H}(0,00) N H?(0,00) es solucién débil de (3.7) si y solo si es un punto
critico de I-.
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3.2.3. El Ansatz

En esta seccién propondremos un prototipo de solucién al problema (3.7). Comencemos
considerando la ecuacién
uP(z) en RN

; 0 en RY (3.10)

{ A?Wi

En [15] se demuestra que todas las soluciones suaves de (3.10) son radialmente simétricas
respecto a algtin punto zop € RY y tienen la forma

N—-4

- A 2
Uy =Ky|—F5———
A, o () N <1+/\2]a:—m02>

para alguna constante A > 0, donde Ky = [N(N —4)(N — 2)(N + 2)]%. Por comodidad
definimos:
U(z) := Upo(x) = Kn(1+|z[*)?, 2 € RY, (3.11)
Un(z) := Uyp(x) = \"U(\z), z € RV, (3.12)
que son naturalmente soluciones radiales de (3.10). Abusando un poco de la notacién también

escribiremos: .
Ur)=Ky(1+7r3)%r cR.

Aplicando la transformacién (3.5), definimos:

W(z) = TU)(z) = Kye *(1 + ea®)*,z € R. (3.13)

N—-4

donde Ky = (ﬁ) K - Es sencillo verificar que

TIUN(x) =W (x — N; i log A)

Ademsds, es posible demostrar (ver lema B.1.2) que W cumple:
W& (z) — CoW" () + CoW (z) = WP(x),

Lo que era de esperarse por el desarrollo hecho en la seccion del cambio de Endem-Fowler.
Sin embargo, W no cumple las condiciones de borde de (3.7).

Para sortear este problema, sea PU), la proyeccién de Uy en el espacio H2(B1) N HE(By).
Esto es, PU) es la unica solucién de la ecuacién:

A?PUN(z) = UL(z) en B
PUx(z) = 0 sobre 0B (3.14)
APUy(z) = 0 sobre 0B

Definamos la funcién auxiliar 7y (z) := PUy(x) — Ux(z). Luego, m) cumple que:

A2my(z) = 0 en By
m(z) = —Ux(x) sobre 0B (3.15)
Amy(x) = —AUx(x) sobre 0By
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Intuitivamente, la funcién 7y corrige a la funcién U), en la frontera. La unica solucién de (3.15)
es (ver lema B.1.4):

m@) = - 22 W e )

AU,(1)

N (3.16)

Hasta ahora hemos hecho un anélisis para un A cualquiera. Ahora, sean 0 < 71 < 19 <
2
... < m puntos en R y denotemos \; = eN-1"". Si Definimos las funciones

Wi(z) = W(z — ;) = Kye~ @ )(1 4 ea@m)ye, (3.17)

entonces estas verificaran

Wi(z) = T [Ux] (z)
y cumplirédn la ecuacién:
W () — CoW! (z) + CoWi(z) = WP(x). (3.18)

Similar a lo que ocurre con la burbuja W, estas funciones W; no cumplen las condiciones de
borde, por lo que es necesario corregirlas. Esto nos lleva a definir las funciones:

Vi(x) == T[PUN](2); i(z) := Tlm,](2) (3.19)

Gracias al lema B.1.5:

Donde
o (N—a? N—4_, N+4
Aj = e W(0) = = WH(0) = == Wi(0)
I G ) S N—-4__, N—-4_

Como la transformacién 7 es lineal, es claro que V;(x) = W;(x) + II;(x). Es posible verificar
que, como es de esperar, estas funciones son soluciones de la ecuacién:

‘/1(4) (IL‘) _ CQVZI(IL‘) + COVYZ(:L') = sz(x), T e (O, +OO)7

V;(0) = 0, (3.20)
(N —4)V/"(0) — 4V{(0) = 0.

Estos célculos se encuentran explicitados en el lema B.1.6. Note que la ecuacién (3.20) es
muy similar a (3.7). Esto, sumado al hecho de que estamos buscando soluciones cambiando
de signo, nos invita a definir:

k

V(z) =) (-1)"Vi(x). (3.21)

=1

En lo que sigue, buscaremos soluciones de (3.7) de la forma V + ¢ con ¢ pequena. Para este
fin, haremos que los puntos 7; dependan de € de una manera conveniente:

1
m o= —ilog&H— logA1; miv1 —mi = —loge —logAjy1, i € {1,2,...,k —1}. (3.22)
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Las constantes A; son pardmetros positivos que serdn determinados mas adelante. Asumiremos
que para una constante pequenia § > 0 fija se cumple que:

5<Ai<%, ie{l,2,...,k}. (3.23)

Note que para todo i € {1,2,...,k} se tiene:

= (%_1)1 +log A il A
n;i = 5 loge +log Ay og Ap.

n=2

3.3. Expansion del funcional de energia

En esta seccién probaremos el siguiente lema:

Lema 3.3.1. Sea V definido como en (3.21), tal que los puntos n; cumplan (3.22) y los
pardmetros A; verifiquen (3.23). Entonces, existen constantes 01,0z, . ..,05 que dependen solo

de N tales que:
2

I.(V) = kb + Vi (A) — %04510g6 + O5¢ + eB:(A)
donde A = (A1, Ao, ..., Ag) y

k
6
\Ifk(A) = A722 + k(94 10gA1 — Z ((k -1+ 1)94 log AZ — 03Az)
1 i=2

Ademds, B — 0 cuando € — 0 de manera uniforme para los A; cumplen (3.23).

Demostracion. Por el teorema de Taylor tenemos

I.(w) = Ip(w) + ¢ - (jg[e(w)

> +o(e) (3.24)

e=0

Calculemos el segundo término. Derivando:

i _i 1 > " 2 / 2 2 2 ! 2
le(w) = — (2/0 [w"(2)]? + Cole!(2)? + Colw(a) Pda + —[w'(0)]

1 o 1 o
= —)2/ e |w(x) [P~ de + / ze % w(z) P~ Hde
- 0 0

(p—e+1 p—e+1
1 [ee)
p— 1/0 e = w ()P~ log (w(a)|)da

De este modo,

Ia(v> - IO(V) -

1 o0 1
S V() P de +
(p+1>25/0 V@)™ de + 7y

I »
ToF 15/0 |V ()P log(|V ()] )da + o(e)

. / V@) P de (3.25)
0
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Aplicando las estimaciones del lema B.1.8:

I.(V)=1Iy(V) — msk /_OO W(x) Y 1€ <; m) /_OO |W (x)|PTldz  (3.26)
+ Py 15k /_Z (W ()P log(|W (z)])dz + ofe).

Ahora, nos gustaria aproximar Ip(V) como la suma de las Iy(V;). Para esto, estudiaremos la
cantidad Io(V) — % | In(Vy):

k
=Y Io(Vy)
=1

_1 * " 2 / 2 2 ! _ p+1
= /O V(@) 4+ ColV (@) + ColV (@) + V() i1, V@t

1 o
2
1 o0
_ " 2 100 (2 ()2 / () [P
Z( [P + cvi@ + olvifar + 2 OR - i [T mptia)

k k

_} o //1}2— '”562 le OO ’x2_ 4/3;2 T
-3/ (rvm\ ;m>\)d+202/0 (\V()\ ;rm)r)d

10001/2 kv d 2 V' (0)]? kv’02
500 [ (V@) - W@P |de+ 5= (VO - X%
~ k
— (\v<x>|f’“—2|vi<x>|p“> d.
=1

_p+1

Veamos el tercer término en més detalle. Utilizaremos la siguiente férmula:

k 2 k Eoie1
(Z ai> = (Z a?) + 2 Z aa; | .
i=1 i=1 i=2 j=1
Desarrollando:

] ~ o k ’ 2k
o ) ()
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Anélogamente:

) ~ k k i—1 00 o
L / T ! ’L J ! X X
o [ (IV()\ ;\w ) 0222/0 Vi)V @)z,
| R
N T ()R )V (),
2/0 ( Z ) i:2j§=:1/0

9 k 1—1
v (vor- S mor) -y e Sy
1=2 j=

Reemplazando llegamos a que:

0 ([T @V e) + Vi@V + GrVeds + VOV o)

k
1 oo
-— [V (2)[Pt — Z M(UC)IPH> dr.
p+1Jo < i=1

Aplicando integraciéon por partes, de la definicién de las V; y las propiedades de W; y II;
obtenemos:

k koi—1 o 0
0(V) = 3 1) = | S X0 ([T wra )
i=1 i=2 j=1 0

k
1 o0
+ — Vi(z) [P — |V (2)[PT ] da.
ijl()(;I()I [V (z)|

Definamos de manera conveniente:

k i—1

ZZ 1,+j+2 Hin WZP(:U)V( )dx+ /M+1 (Z |Vi(x |p+1 (@,pﬂ) da

i=2 j=1 HL
Donde:

1 .
p1 =05 fiyr = 3 (Mit1+mi), i €{1,2,...,k—1}; ppi1 = o0,

Claramente Io(V) — Zle Iy(V;) = Ele T;. Aplicando el teorema del valor medio al mapeo
t — (Wi(x) + tILi(x))P es sencillo ver que |VP(z) — WP(z)| < CII;(x) para todo = € (0, c0).
Luego:

/ V) - W) Vi) ds

l

Hi+1
< 0/ I, (2)Vj(2)de < Ce™™ < Ce?, Vi>2.
I

l
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Ademss, gracias al lema B.1.8 sabemos que:

Hi+1
/ Vi(x)PTde < ™5 Wi # 1,
o

1

y por ende:
kil D Hit1 1 Hi41
=3 2 (U / VI @)V w)de + = / (Vi) P = |V (@)P) da + ofe).
=2 j=1 l 1
Note que:
k izl o Hit1 k& Hi+
1)tz P(x)Vi(z)dx = 1)itit2 VP (x)V;(z)dx
% J % J
=2 j=1 M i=1 j=1 1)
J#
k-1 k . i
S o [ e)ds
i=1 j=i+1 M
Por lo tanto podemos reescribir 1; como:
k-1 k o i
--% % 0 [y
i=1 j=i+1 H
k . Hi41 1 Hi+1
3 @@+ [ (VP - V)t de
, p+1
j=1 i 1]
J#l
k k Lo Hi4+1
+33 [TV@e)de + o).
i=1 j=1 ”l
L i

Aplicando la segunda parte del lema B.1.8 notamos que varios términos son de orden inferior,
por lo que en realidad tenemos que T, = o(e) y:

k

. Hi+1
1= 3 (0 [ e
j=l+1 H
k i Hi+1 1 Hi+1
- Z(—l)lﬂ”/ VP (2)Vj(x)dz + p-l—l/ (Vi) [Pt — |V (2)[PT) dz + o(e), 1< k.
j=1 i 12
J#l

Veremos que los tltimos dos términos combinados también son de orden inferior. Sea = €
p+1

[, pus1] fijo. El teorema del valor medio aplicado al mapeo ¢ — ‘(—1)”11/1(@ +1 (Z?Zl(—l)jHVj(x))
J#l
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nos dice que existe & € (0, 1) tal que:

k
, 1
() =Y (=) VP (2) V() + P (Vi) [P* = [V (@)["*)
=1
A
P
= [ VP (@) = |(-D)F Vi) + & | D (=1 V() D ()Y ()
=1 =1
i Gl
P
Aplicando el teorema del valor medio a la funcién t — |(—1)"*1V(z) 4t (Z?Zl(—l)jﬂvj(a:))
i1
tenemos que existe & € (0,&) tal que:
p—1 2
rii(x) = —pé1 |(=D)"Vi(z) + & [ (-1 V(@) D (F)HEY ()
=1 =1
T (o
Como |z — | < |z — n;| para todo = € [, +1] e i € {1,2,...,k}, entonces:
k ‘ k k
D)W@) + & | )@ || < Vi@ £ 3 e = < kel v € g, )
=1 i=1 i=1
T
Reagrupando convenientemente y usando la desigualdad de Holder:
2
M1 Hi41
/ rii(x)dz| < C e~ (P=Dlz=ml Z]V](x)\ dz
H Hl J#l
1
Hit+1
_ / e~ @Dl [ 37 |5 () Z Vi iz
H J#l J#l
p+l 7
Hi+1 Hi+1
<| [T e [ Sl ) do / S W@l dr
& i me \GA
Por un lado tenemos que:
Bit1 Hiy1—"
[ e e = [ e [ S i) | de
M j#l K=" j#l
< /M+1_m e~ Plel e~ lztm—n;l
Hi—=m J7él
< / P el S elel-mnl | g < Ce e~ (=Dl gy < O
Hi—=m j#l
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donde hemos utilizado que |7 —n;| > —log(e) + C para todo j # [. Por otro lado, también se
cumple que:
p+1

/ Siw@l) a<cy [

l i#l AL

Hi+1
/ 1,1 (z)dx
o

Recapitulando, hasta ahora tenemos que:

Hi+1
Vi(z)PHde < C"s

y por lo tanto:

p—1 p+1 3p—1

<Cevrew =Ce» =o(e).

k . Hi+1
Ty =o(e), T=- > (—1)”3”/ VP (2)Vj(z)dz + o(e), 1<k
j=l+1 H

Suponga que j > [ 4 2. Luego |n; — m| > —2log(e) + C'y por lo tanto:

Hi+1 Hi4+1
/ VP(2)Vj(z)da| < C e Plz=mlo=lz=nj| g,
I Hi
Hi+1—m
— C’/ e~ Pzl g=le=nj+ml 7,.
=

HKi+1—m &)
<0 / Pl lal—In—ml 3y < Crp—Ii—ml / eVl gy < 12
He—=m —00

De este modo, el inico término que no es de orden inferior es aquel con j =1+ 1:

Hi+1
7= [T V@i e)de + o).
I
Utilizando el teorema del valor medio y procediendo de similar a lo hecho anteriormente es
posible demostrar que de hecho se tiene que:

Hi+1
T, = W/ ()W (z)dz + o(e).
1
Aplicando el teorema del valor medio al mapeo t — K ye~1#=m+1l(1 +te§(’”7"l+1))a obtenemos
que:

’VVlJrl(x) — KN6*|"L“*771+1| < Ce_(l_%)\x—mq-ﬂ

Mediante calculo directo llegamos a que:

W) (Wisa(e) ~ Kye ) do < [

Hi

Hi+1 Hi+1

2
e*p|1*771|e—(1—g>(m+1—$) dz
i

Bi41—"
< C/ e*pm6(1—%)($—m+1+m)dx
Hi—=m

1=
Sce—(l—ﬁ)(mﬂ—m)/ o ’e(l—g—p)mdx
="
o0 4
< CeN—1 / e~ gy = o(e).
—0o0
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Por ende, se cumple que:

Hi+1 Hi+1 )
WP (2)Wig (z)de = KN/ Wlp(x)e_|x_"l+1|d:1: +o(e) = Kye~(mr1=m) / e“WP(z)dz + o(e).
o

i 1 —00

Con todo lo anterior, concluimos que

k k—1 0
— Z Iy(V;) = Z K e~ (mr1=m) / e"WP(x)dx + o(e).
i=1 =1 >

Por tltimo, estimaremos la cantidad Iy(V;). por el teorema del valor medio, existe £ € (0, 1)
tal que:

Lﬂ%%:h@%)+Dhﬂ%ﬂﬂﬂ+%D%&W@+§Hnmuﬂﬁ

=o(¢)
Veamos el segundo término. Sabemos que:

DIo (W) [1L] =/ Wi (2)IT () + Co W ()1 (2) + CoWi(@)IL(x )dw+mw'( )IT; (0)
0
= [ WP Wi o) s
0
Aplicando integracién por partes y (3.18):
DIy(WH)[IL] = W/ (@) )[ — W @)L (@)]° + Co W, @)L()]5 + - WHO)TT(0)
= —W{(0)IT;(0) + Wy (0)IL;(0) — C2 W5 (0)IL; (0 )+mW’( )IT; (0).
Gracias al lema B.1.5 tenemos que:
10 = A — (1-2VB = (4 +B)— - B —wo + X" - Zwo) — 2w
m(0) = — A, (1 2) Bi= (At B) - 5 B = Wil0) + D W 0) — S WH0) — W (0)
_ N-4 " 2 __, I
Por las estimaciones establecidas en B.1.3 podemos escribir:
Fiay N*4_3 1 A 2i1, N—-4 2i—1
IT;(0) = <2N N + 5 Wi(0)4+o(e 2 ) = N Wi(0) +o(e 2 ).

2i—1

Usando el lema B.1.3 y el hecho de que W;(0) - o(c"2 ) = o(¢%7!) llegamos a que:

N -4 2i—1 N -4

WO = - (Wi0) + o)) (T W0 +0(e%F) ) = =N WO +ofe).




Adicionalmente, como II;(0) = —W;(0) tenemos:
WI(O)TE(0) = —TW2(0) + o(e);  —CaW(O)TL(0) = CoW2(0) + ofe).
Por lo tanto, la estimacién de DIy(W;)[IL;] queda:

DIo(W;)[1L;] = <—NN_4 -1+Co+ ;) W2(0) + o(e)

_ 16(N? — 5N +8)
= NN 47 WZ(0) + o(e).

Mi4s atin, para i > 2 se tiene que W2(0) = o(¢), por lo que podemos escribir:

16(N? — 5N +8)

Io(V1) = Io(Wh) + W2(0) + o(e),

N(N —4)2
IO(VYz) :IO(Wi)+O(5)a S {2’3,"-7k}'
Es claro que:
1 > " 2 / 2 2 4 2
Lh(Wi) = 5 ; (Wi (@)]" + Co|Wi(2)[” + Co|Wil2)Pdw + — [Wi(0)]
1 oo
——— [ [Wi(z)P"dx
p+1Jo
1 [ 4
= 2/ H/V”(:c)]2 + C’g]W’(m)]Q + C’o]W(x)\zd:U + mWf(O)
1 oo
— ﬁ |W(l')‘p+1d$ -+ O(E).
Luego, lo anterior queda:
4(5N? — 24N + 32
DIo(Wh) = 61 + ( NN — 42 )WZ‘Q(O) + o(e),
DIy(W;) = 61 + o(e), i€{2,3,...,k}.
Donde:
1 [ 1 ee
= 2/ (W (@)|? + Co| W' (2)[* + Co|W () Pda — ] W (2)[P+ d

Por otro lado, de la definicién de W es facil ver que:
W2(0) = Ke ™ + o(e)

Reuniendo todas estas estimaciones concluimos que:

k—1 k
IE(V) =01k + 926_2m + 03 Z 6_(m+1_m) + 04 (Z 77@) €+ Os5ke + 0(8)
=1 =1
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Donde:

1 =5 oo W (@)]? + Co| W (2)]* + Co|W (2) Pda — 3 [75, W () [P+ da
9 4(5N2 24N+32) Kg

2 N(N- )2

(93 KNf sz( )dw

04 p+1f Wp“( )dx

05 = (p+1 f WP (z) log(W (z))dz —

L p+1)2 f Wp+1( )d

El resultado sigue de reemplazar las definiciones de las 7; y agrupar términos de manera
conveniente. O

3.4. El problema linealizado

En esta seccién estudiaremos el problema linealizado relacionado al problema (3.7). Con-
sidere 0 < m < m2 < ... < m arbitrarios y defina las funciones:

Zi(x) == — g‘nfl( ) = W/(z) - (E;?%AO e — (;mBi> e (1-2)

De la ecuacién (3.20) se desprende que:

Zi(0)=0; (N —4)Z/(0)—4Z,(0) = 0. (3.27)

Ahora abordaremos el problema de hallar una funcién ¢ para la cual existan ciertas cons-
tantes ¢; tales que:

(V4 @)D —Co(V+¢) +Co(V+¢)—e V4o (V4+¢) = SheiZi, xe(0,+00)
0

#(0) = limy; 00 () = 0.
(N = 4)¢"(0) — 4¢/(0) = o.

15" Zigdz = 0. vie{1,2,...

(3.28)

Resulta conveniente reordenar esta ecuacién introduciendo los siguientes operadores:

Legp = ¢ — Cod" + Cop — (p — e)e = |V [P~ 1.

Ne(¢) :==e =" (|V + HP NV + )= [VIPEV — (p— 6)\V|p_5_1¢)
k
Rs = e—az|v|p—e—lv . Z(il)i-HWip

Donde L. recoge la parte lineal de la ecuacion, N, la parte no lineal, y R, es el resto. También
definimos el operador:

L := 6™ — Cag” + Cogp — p|VIP 6.
Con esto, el problema (3.28) queda:

L. = Nu(¢)+Re+Y(ciZi, € (0,400)

#(0) = limy; 00 () = 0.
(N —4)¢"(0) —4¢'(0) = 0.
[ Zigdx = 0.

(3.29)
Vie{1,2,...,k}
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Note que si hallamos una funcién ¢ que cumpla esta ecuacion y logramos demostrar que las
constantes ¢; asociadas son todas nulas, entonces V + ¢ es efectivamente la solucién de nuestro
problema.

Para abordar el problema (3.29), es ttil estudiar primero los problemas lineales interme-
dios:

L.p = h+YheiZi, xe(0,+00)

(25(0) = limy 00 (25(1') = 0.
(N —4)¢"(0) — 4¢/(0) = 0. (3.30)
I Zigde = 0. Vie{1,2,....k}
y
Lo = h+Y§ciZi, x€(0,+00)
#(0) = limy 00 p(x) = 0.
(N —4)¢"(0) — 4¢/(0) = 0. (3.31)
[ Zipdr = 0. vie{1,2,...,k}

Centraremos nuestros esfuerzos en demostrar que bajo ciertas condiciones, los problemas
(3.30) y (3.31) tienen una tnica solucién. Para ello, introducimos la siguiente norma:

k
CY el > g(x)], Ve (0,00)}.

i=1

6], := fn {c

o equivalentemente:

X 1
_ —olz—mn;| )
61l = sup (;e ) |6()]

Donde ¢ € (0, min{1,p — 1}). Por comodidad, denotaremos:

& -1
plz) = (Z e—olw—m|>

i=1
Llamaremos C, al espacio de funciones continuas con norma ||-||, finita:
Ci:=A{f € C[0,00) : || f]l, < o0}

El cual es un espacio de Banach. Ademés, denotaremos por £(Cy) al espacio de operadores
lineales en C,.

El siguiente lema es de caracter técnico y es el primer paso para demostrar que los pro-
blemas (3.30) y (3.31) tienen una tnica solucién.

Lema 3.4.1. Sean {n]'}ncn sucesiones tales que
lim n =00, lim ( min n, —7n' | = oc.
N0 m Y Do 1<i<k Mit1 —

Sea ademds {¢n}nen una sucesion de soluciones de (3.31) para h = hy,, con ||hy|, — 0.
Entonces ||¢n|,, — 0.
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Demostracion. Procediendo por contradiccion, supongamos que ||¢y||, no tiende a cero. Sin
pérdida de generalidad podemos asumir que [|¢,||,, = 1. En lo que sigue el superindice n
denota la dependencia de las funciones involucradas de las sucesiones {0} },en. Integrando la
ecuacién (3.31) contra Z' obtenemos:

[Canwzeas [ @z
0 0
- [Cwonw) 7w
= /0°° <¢5L4)($) — Gy (2) + Cogn () —p|V(m)\P—1¢(gg)> 2P (2)dx

= G @) @)~ ) 2 @)+ @) 2 @) en@) 27 @)

~ Cal(@)Z0 ()| + Cadu(@) 2 (@)

+ /0 N (20D (@) = Co2"(2) + CoZp (@) = pIV (@) P~ 27 (x) ) dn(w)da

De (3.27) y (3.31) sigue que:
/ C?Zi”(aj)Zl"(x)dm—{—/ hn(z)Z]' (x)dx
0 0

= /0 N (Zz”(“’ (2) = C22" () + CoZ]' (x) — p|V(:c)|p_1Zf(gs)) o (2)da

Esto ultimo se puede reescribir como un sistema lineal de la forma A, - &, = b,, donde A,, es
una matriz de k x k, mientras que ¢, y b, son vectores columna, cuyas entradas son:

(An)ii = /OOO ZM () 2] (x)dx;

= [ (790) = a2 @)+ CoZp ) =V @ 27(@)) Gula)dn = [ o) 27 o)

(En)z = C?.

Es posible demostrar que para n suficientemente grande la matriz A,, es diagonal dominante y
por lo tanto invertible. Luego, para n grande las constantes ¢}’ estdn tinicamente determinadas
por la expresién &, = A1 b

Por otro lado, note que:

n 0 —x 0 —(1-2)z
Zl'(x) + <(9?7ZA1> e+ (8?7237) e (1=2)= = W/ (x)
De (3.18) se desprende que W/ (x) es solucién de la ecuacion:

720 — 2"+ CoZ = pWi ' Z.
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Adicionalmente, gracias a los lemas B.1.5 y B.1.3 tenemos que (%AO e "+ <a%iB,~> e~ (1=2)e
tiende a cero cuando n — oo. Por el teorema de convergencia dominada tenemos que lim,, _, ¢}’ =
0.

Ahora, considere z, > 0 un punto donde ¢, alcanza su maximo, es decir |¢p,(z,)| = 1.
Demostraremos que, tomando subsucesiones de ser necesario, existe un indice [ y una constante
M fijos tales que:

n' —xp| <M, VneN (3.32)
Suponga que lo anterior es falso. Entonces se tiene que:
i — xp| — 00, Vie{l,2,...,k}.

Defina las funciones 1, (x) = ¢n(z + z5). Luego, estas funciones convergen uniformemente
sobre compactos a cierta 1. Pasando al limite en la ecuacién (3.31) obtenemos que 1 es
solucion de la ecuacién:

¥ — Coy” + Cotp = 0.

Aplicando la transformacién inversa de 7 y extendiendo radialmente a RY \ {0} definimos:

W) = <N;4)N o5 (-2 ogla)).

Luego, ¥ es una funcién radial biharménica en RV \ {0}. El hecho de que |||, = 1 se traduce
en que:
N -4

()| < (2)N 277 en BV \ {0).

Asi, necesariamente ¥ = 0, lo que es una contradiccion.

De este modo, tomando subsucesiones de ser necesario, existen [ y M tales que se cumple
(3.32). Defina ahora ¥, (x) := ¢n(x + 1;'). De manera similar a lo hecho anteriormente, las
funciones ¥,, convergen uniformemente sobre compactos a cierta 9. Pasando al limite en la
ecuacién (3.31) obtenemos que ¥ es solucién de la ecuacion:

I — O + Cpd = pWP~ 1.

Veamos que esto implica que ¥ = CW'. En efecto, aplicando la transformacién inversa de T
y extendiendo radialmente a R \ {0} definimos:

o) = (N;4) 50 (=25 oulel) ).

Aplicando el lema B.1.1 es posible demostrar que © : RV \ {0} — R es solucién de la ecuacién:

A%O(z) = pUP~ 1 (2)0(z).

Asi, © se puede extender a todo RY. Luego, por el resultado de no-degenerancia (ver [16]),
tenemos que:

OUxe OUyg OUy¢ OUxe
@@)“pan{ ON 06 0& T Ok

50



Dado que © es radial, entonces necesariamente:

B OUx
O(z)=C B\ ().
Mediante cédlculo directo obtenemos:
1 — \2|z|?
Oz)=C 2]

(142222 7

Para ciertas constantes C, A € R. Esto implica que:

1 — ea(z—n)
I(z) = Ce™* v = Ce"W(z — ).
(14 estemn) 2
donde n = —alog(A). Renombrando la constante C' obtenemos

I(z) = CW'(x —n).
Resta probar que = 0. Reemplazando la tltima igualdad en la ecuacién tenemos:
pW? ™ (@)d(z) = 9 (x) — Cot" (z) + Codd(x)
= C((W'(x =) = Co(W(x = m)) + CoW'(w —n))
/
e (W<4> (z —n) — CoW" (z — ) + CoW (z — n))
=C(WP(z —n))
= CpWP Ha —n)W'(x —n)
= pWPH(z — n)d(x).

Si n # 0 entonces, evaluando la tdltima expresion en x = 0 obtenemos:
CpWEHO)W' (=) = CpWPH (=)W' (=n).

Esto es una contradiccion pues W tiene un tinico méximo en x = 0. Concluimos que ¥ = CW’.
Por dltimo, de las condiciones de ortogonalidad tenemos que:

|z @ona <o
0

Que después de un cambio de variables queda:
oo
|z onte ) =0
-

Pasando al limite tenemos que:
e.)
/ W(2)0(z) = 0
— o

Esto ltimo es una contradicciéon. Concluimos que ||¢p ||, — 0
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El siguiente corolario es un refinamiento del lema anterior.

Corolario 3.4.1. Considere las hipdtesis del lema 3.4.1. Entonces ||¢n|, — 0.

Demostracion. Por hipétesis, las funciones ¢, cumplen

k
¢t — Cogty + Codn = plV P + oy + Y ] 27

=1

Aplicando valor absoluto y acotando:

k
< PV Pl + [l + D lef]] 27,
=1

Pp® — Oyl + Cog

Es sencillo notar que |Z(z)| < Ce™l*=m'l. Si denotamos ¢, = max{|c}|,|c}], ...,

ces:
k k
o1z ()] < Cen Yy el
i=1 =1

Por otro lado, de la definicién de ||-||, tenemos que:

(@) < 1l (z >

De manera similar, el dltimo término cumple que:

k
V@t <03 e oDl

i=1

Reemplazando notamos que para o suficientemente pequeiio obtenemos:

k
¢ — Cogly + Codn| < C ([ dnlloe + nll, +¢n) D el
=1

Definimos: .
Yn(7) == C (|nllo + [Anll, + En) 267‘7'17"?‘
=1
y
N4\ N
v = (257 m-w( log<|x\>)
N—4
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Del lema B.1.1 tenemos:

A2, (2) = (N2‘4> o (v89(8) = Cown(t) + Covn(®))
_ (N2‘4> o (o — Coo? + Co) n(h).

AP, (2) = <N2‘4) o (662(1) — oty (1) + Coon ()
< (N2_4> N e n(t)

Donde t = alog(|z|). Similarmente:

A = (M5 * ey (4100 = 5= gnl) = a0
< <N2‘4>ge(13>t <02+ ] 4> Yalt) <O

N

av, )= (N5) gy (610~ =30h(0 — g n))

Note que por las condiciones de borde se tiene que si |x| = 1 entonces A®,,(x) = ¢, (z) = 0.
De este modo, para C' > 0 suficientemente grande tenemos:
A2(CV,) (z) > A?29,(x) en By
A(CY,)(x) A®,(z)  sobre 0B

<
CV,(x) > P,(x) sobre 0B

La proposicién A.1.2 nos permite concluir que C¥,, > &, en B;. Andlogamente obtenemos
—CV¥,, < ®, en B;. Aplicando las definiciones obtenemos que:

k
|60 (2)] < C (I6nlloo + Inll, + En) Y el

=1

Acomodando términos y tomando supremo concluimos que:

[6nll. < C (¢l + 1Pall, +én) =0

O
Ahora estamos en condiciones de probar la primera proposiciéon de esta seccién.
Proposiciéon 3.4.1. Existen constantes positivas Ry y C tales que si los puntos ni,n2, ..., Nk
satisfacen
Ry <m, Ro < min (941 —m5), (3.33)
1<i<k

entonces para toda h € C[0,00) con ||h||, < oo, el problema (3.31) admite una dnica solucion,
que llamaremos T'(h) := ¢, la cual cumple:

Tl < CliAll,, e < ClA],

® oo G S
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Demostracion. Considere el espacio de Hilbert

H = {¢€H&(O,OO)QH2(O,OO):/OOZz'qﬁ:O, Vie{l,Q,...,k}}
0

dotado del producto interno:

oo
4
(u,v)g = / V" + Cou/v' + Couvdz + N 4u'(0)v’(0).
0 _

El cual es equivalente al producto interno usual de H?2(0, 00). Integrando la ecuacién (3.31)
contra una funcién ¢ € H arbitraria obtenemos:

oo oo oo k
/ (¢<4> — Cod + Coop — p|V|p_1¢) bdx = / hipda + / N i Znpda
0 0 ((——t
Aplicando la definicién de H e integracién por partes llegamos a la formulacion débil:

(0, ¢)n :/o P!V|p_1¢¢dx+/0 hidz, Y € H.

Definamos:

h(Y) = /0 " hde, K[6)(6) = /0 T VPl ida

Entonces claramente h y K [¢] son elementos de H*. Gracias al teorema de representacién de
Riesz, la formulaciéon débil puede ser escrita como:

¢ = K[¢] + h. (3.34)
Dado que K es un operador compacto, la alternativa de Fredholm nos dice que si

¢ = KI[¢] (3.35)

Tiene solo la solucién trivial, entonces (3.34) tiene una tnica solucién. De esta manera, de-
mostrar la primera parte de la proposiciéon es equivalente a demostrar que si los puntos

1,12, ..., N, satisfacen (3.33) con Ry suficientemente grande entonces (3.35) tiene solo la
solucién trivial. Suponga que esto es falso. Entonces, para todo n € N existen 0, ny,...,n;
tales que:

n<ny; n< 1rgiigk(n?+1 - i)

de modo que (3.35) tiene una solucién no trivial, la cual denotamos ¢,,. Normalizando de ser
necesario, podemos asumir que ||¢,|| ., = 1 para todo n € N. Note que estas ¢, cumplen

00 ~ k
/ <¢7(14) — C2¢;; + Copp, — p|V|p_1¢n> Ydx = / Z ¢ Zipdx, Yy € H.
0 0 =1

Para ciertas constantes ¢;. Luego, aplicando el lema 3.4.1 obtenemos que ||¢y|/,, — 0, lo que
es una contradiccién. Se concluye que para R suficientemente grande el problema (3.31) tiene
una unica solucién, la cual denominaremos T'(h).
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Ahora, demostraremos que si Ry es suficientemente grande, 1" es continua. Ya vimos que
T estd bien definida para Ry suficientemente grande, digamos para Ry > M. Procediendo por

contradiccién, suponga que para todo n € N, existen n{',ny,...,n; y hy, € C[0,00) tales que:
M+n<nt, M+n< 11211&(771“ '), y HT(ﬁn) L >n Hﬁn .
Defina - -
PSR ) B A S
i) 7@,

Luego, basta aplicar el corolario 3.4.1 a estas sucesiones para llegar a la contradiccion.
Para demostrar que |¢;| < C'||h]|, basta notar lo siguiente:

k
L(¢)=h+> ciZi
i=1

:»Zk:ci/oozizjdx:/OOOL(gz))zjd;C_/ooohzjdx
:>!c]|/ Zzdx + o(1) = /OO L(Z )gf)dx—/ooohzjd:c

= |¢j] <C('/ Z;)pdz| + /Oothjdx

= lejl < C (ol +IAllL)
~leil < Rl

)

Esto concluye la demostracién. O

Ahora podemos extender este resultado al problema (3.30)

Proposicion 3.4.2. Existen constantes positivas €g, dg, Ro, C tales que si los puntos ni,mo, . . ., Nk
satisfacen
, do
Ry <, Ro < min (ig1 — i), me < — (3.36)
1<i<k €

entonces para todo 0 < € < g9 y toda h € C[0,00) con ||h], < oo, el problema (5.30) admite
una unica solucion, que llamaremos T-(h) := ¢, la cual cumple:

|T=(R)|l, < C A, ¢ < Ch]l,-
Demostracion. Defina
P(¢):=T (h+((p—e) V[P =t —p|V[P~1)g)

Veamos que P es una contraccién para e suficientemente pequeno. Note primero que T es
lineal gracias a la linealidad del operador L. Luego:

1P(62) = PG = [|T (((0 = )V~ = pVIP™) (d2 = 60) .
<Cl|((p-oVPF==t = plVI) (62— é)],
< C-o(1)-||p2 — o1,
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De este modo, P tiene un dnico punto fijo en Cj, al cual llamaremos momentaneamente ¢.
Por definicién tendremos que:

b=T (h+ (- VI~ = V1))

Por la definiciéon de T, tenemos entonces que ¢ es la solucion de la ecuacién

ng h+((p—e¢)|Vp—et —p|V|P—1)¢§+Z§ ciZ;, z € (0,400)
(i((]) :Ah,mm—mo Eﬁ(m) = 0.
(N —4)¢"(0) —4¢'(0) = 0.
0.

I Zigde = Vie{1,2,....k}

Re-acomodando obtenemos que c;AS es solucién de (3.30). Definimos T.(¢) = qAﬁ Por la
definicion y los resultados anteriores tendremos que:

ITe(D), = T (h+ (0 = VI~ = plVIP")Te(9) |,
<Clh+(p=oVIF=t = plVIPTHT(9)|
< Cllhll + o) [[Te(9)]l.

S (L =o(M) I T=(D)l, < ClIA]l,

Escogiendo ¢ tal que o(1) < 3 obtenemos que ||7-(¢)]
constantes ¢; podemos decir:

*

< 2C'||h||,. Similarmente, de las

leil < C [+ ((p =)Vt = p[V P~ T(0)]|
< Ol + oM [[T=(D)].

< Ol +o(1)2C Al
< 2C|h]l.

*

O

En el siguiente lema estudiemos algunas propiedades de diferenciabilidad del operador 7%
respecto a las ;.

Lema 3.4.2. Suponga que se cumplen las condiciones de la proposicion 5.4.2 y denote n =
(n1,m2, - .., mx) € RF. Entonces, el mapeon — T. es de clase C. Mds atin, existe una constante
C > 0 tal que:

anTng(c*) < C.
Uniformemente para los vectores n € R¥ que satisfagan

) do
Ry <m, Ry < lglilgk(mﬂ — i)y M < = (3.37)

Demostracion. Sea h € C, fija y defina ¢ = T.(h). Sabemos que ¢ satisface la ecuacién:
k
Le(¢) =h+)_ciZi
i=1
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para ciertas constantes ¢;. Fijemos [ € {1,2,...,k}. Diferenciando la expresién anterior con
respecto a 7; obtenemos:

k
O, (Le(9)) = Oy, <Z CiZi>
i=1
k k
= 0y (69— €6 4 Cot— (p— e VI6) = e (0,20 + Y (B Z

i=1 =1

k
= Le(Oy ) — (0 —€)e =0y, (IVI""") ¢ = cidyZi+ Y (9yci) Zi

i=1
Considere constantes b; tales que:
k o o0
> bi/ Z:Zdx = / Gy, Zidz, Vi€ {1,2,... k}. (3.38)
=1 70 0
Estas constantes existen pues el sistema lineal asociado es diagonal dominante. Defina ademés:
k
fi= biLe(Z) + iy Zi+ (p—)e =0y, (IVIP=") ¢
i=1

Luego, del desarrollo anterior concluimos que:

k k
LE (67]l¢ + Z bZZz> = f —+ Z (817107;) ZZ
i=1 i=1
Sea g = Oy ¢ + Zle b;Z;. Note que, por la elecciéon de las constantes b;, para todo j €
{1,2,...,k} se tiene que:
(o] oo k o
/ ngd:L‘:/ Gmgijd:L‘%—Zbi/ Zi Zjda
0 0 = Jo
o0 o0
:/ Bnqu)Z]dLE+/ ¢8anjde
0 0
=0.

Es decir, g cumple las condiciones de ortogonalidad. Es sencillo ver que g también cumple
las condiciones de frontera. De este modo, por la definicién de T, tenemos que T.(f) = g.
Re-acomodando obtenemos la siguiente expresiéon para 9, ¢:

k
Ond =T(f) =Y biZi (3.39)
i=1
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Ahora veamos que ||f||, < C|h|l, v || < C||¢|l,. En primer lugar, reemplazando j = [ en
(3.38) obtenemos:

k 0o 50
> b / Z;Zydx = / $O, Zyda
i=1 0 0
o0 o0 k o0
= ’bl|/ |Zl|2dx = / (lsamzldx - Zbl/ Z; Zydx
0 0 i=1 0
il
< 6ll.e / 0 Zildar + o(1)
< Cl¢ll, +o(1)

Y por ende |b| < C||¢||,. Si tomamos j # [ en (3.38) llegamos a que

k o ~
Zbi/ Z;Zidr = / Oy, Zjdx =0
i=1 0 0
o k o0
= \bj!/ |Z;|Pda = Zbi/ ZiZydz| = o(1)
0 i=1 0
i£l

Por lo que |bj| — 0 para R grande. De la definicién de f es directo que:

k
11l < Do NbiLe(Zi)l, + lady Zil, + p |8y, (V1) o],
i=1

Para acotar el primer término notamos que L.(Z;) es acotado. En efecto:

Ls(Zz) = Z’L'(4) _ CQZZ{/ + COZz _ (p _ g)e—ax|v|p—g—1Zi

= pW? & =)W' (@ —mi) — (p — e)e = |VIP="71 Z,.

Asi,
k

k
o IbiLe(Z)ll, < CY bl < Cligll, < Cn,

i=1 =1
Los otros términos se pueden acotar de manera sencilla. Concluimos que ||f||, < C|h|l, v
lbi] < C'|9|l,. De (3.39) concluimos que:

109l < C Rl

Dado que la eleccién de [ fue arbitraria, podemos escribir:

k
IV Te(B)ll, < D 100 T=(R)], < Cll.
i=1
Sigue el resultado deseado. O
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FEn lo que resta de la seccion consideraremos que las 7; cumplen las condiciones requeridas
en los lemas anteriores, que por comodidad escribiremos de la siguiente forma:

{ m > ylog (37z), log (37z) < mini<ick(mivr — i), (3.40)
e < klog (1) - '

Donde M es una constante positiva. Es posible demostrar que si suponemos N < 12, escogemos
o suficientemente pequenio a priori y consideramos ||¢||, < i entonces existe €9 > 0 tal que
para todo 0 < € < gg se cumple que:

INS(), < ClIE™ =52 D N(@) | oy < CHIIER 7B IR, < Ce”.
(3.41)

donde ¢ € (%, 1) (ver lemas B.1.9 y B.1.10). Con esto estamos en condiciones de probar el
resultado principal de esta seccién.

Proposiciéon 3.4.3. Suponga que N < 12. Entonces, existen constantes C > 0 y g9 > 0
tales que si ey > e > 0 y los puntos n1,ne, ..., Nk satisfacen (3.40), entonces existe una unica
solucion ¢ = ¢(n) del problema (3.29), la cual satisface:

6l < Ce7, [0l < Ce.
donde 5 € (%,1).

Demostracion. Sea e > 0 suficientemente pequefio y sea 7 € R¥ fijo que cumpla (3.40). Defina
A (p) := T.(Ns(¢) + Re). Es directo de la definicién de T. que si ¢ es un punto fijo de A.
entonces es solucién del problema (3.29). Demostraremos que A es una contraccién en una
region adecuada para concluir que tiene un tinico punto fijo. Para r» > 0 defina:

Fri={p € Cl0,0)| @], <77}

Por la proposicién 3.4.2 y las estimaciones de (3.41) tenemos que:
[A-@)]l. < CIN:6) + R, < C (Iol2™ P~ +67) <re” wo e 7.

donde en la tltima desigualdad consideramos r adecuado. Luego A.(F,) C F,. Note ademds
que F, es un conjunto convexo y por la estimacién (3.41) se tiene que ||D¢Ng(¢)|]£(c*) <

Ceomin{p—co—L1} Por e] teorema de incrementos finitos, se tiene que:

IN=(¢2) = Ne(¢), < Ce”™MP0 b gy — ||, Vo, 62 € Fr.

Asi, N. es una contraccién en la regién F, para e suficientemente pequeno, y por lo tanto

A, también lo es. El teorema del punto fijo de Banach nos permite concluir que existe cierto

gg € F, (que depende de 7}) punto fijo de A., y por lo tanto solucién del problema (3.29).
Para estudiar la diferenciabilidad, consideramos el funcional:

B(% ¢) =¢— TE(na Ns(% ¢) + RE(T/))

99



Donde ahora estamos dejando clara la dependencia de 7 de las funciones 7., N. y R.. Por lo

A~

hecho anteriormente tenemos B(7], ¢) = 0. Ademds, mediante cdlculo directo obtenemos:

DyB(n, )] = ¢ — DTz (n, Ne(n, @) + Re(n)) © D Ne(n, ¢)[] = ¢ — Te(n, DgNe(n, ¢)[¢])

Nuevamente, gracias a las estimaciones de la proposicién (3.4.2) y de (3.41) tenemos que:

IT-(n, DeN=(n, &) W))Il, < C | DpN(n, )[¥]Il, < Cllg| 2 E==0= 1 ], = o(1) ||,

Luego, para ¢ > 0 suficientemente pequeio DyB(n, ¢) es invertible. Por el teorema de la
funcién implicita existe V C R vecindad de 7) y una funcién ¢ : ¥V — C, tal que:

o(i) = ¢, dn) =Te(n,N-(n,¢) + Re(n)), Vne V. (3.42)

Ademss, la funcién ¢ es continuamente diferenciable. Diferenciando la segunda expresién en
(3.42) obtenemos:

Vpo(n) = VyTz(n, Ne(n, ¢) + Re(n)) + DyT=(n, Ne(n, ¢) + Re(n)) o (VyNe(n, ¢) + Vi Re(n))
=V, I.(n, N-(n, ) + R-(n)) + T=(n, VyNe(n, ¢)) + T(n, Vi Re (1))

Por lo tanto, gracias a los lemas :

IVl < ClIN:(n,¢) + Re()ll, + CIVyNa (1, 6) + VyRe(n)]l, < Ce”

Lo que concluye la demostracion. O

Observacion 3.4.1. La suposicion de que N < 12 es necesaria para asequrar que p — 2 > 0,
hecho que necesitamos en una parte muy puntual de la demostracion del lema B.1.9. Creemos
fuertemente que esta suposicion puede ser relajada, extendiendo el resultado a todo N > 5.
Bastaria establecer la desigualdad:

IVaNe(@)l, < Clloll.

3.5. Reduccidn finito dimensional

En la seccién anterior demostramos que dado un vector n = (91,72, ...,nk) que satisfaga
las condiciones (3.40) existe una unica solucién ¢ y ciertas constantes ¢; tales que se cumple
la ecuacién (3.29). Si logramos hallar un vector n € R¥ tal que las constantes ¢; asociadas
sean todas nulas, entonces V + ¢ serd solucién a la ecuacién (3.7), que es precisamente lo que
necesitamos. FEn esta seccién abordaremos ese problema.

Defina
I.(n) == L(V + ¢),

Donde ¢ es la solucién de (3,29) asociada a 7). Se tiene lo siguiente:

Lema 3.5.1. Un vector n = (n1,m2,...,Mmk) que satisfaga las condiciones (3.40) es punto
critico del funcional I, si y solo si sus constantes asociadas c;(n) son todas nulas.
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Demostracion. Debemos demostrar una doble implicancia. Suponga primero que 7 satisface
(3.40) y es tal que todas las constantes ¢;(n) son nulas. Luego, por definicién la funcién V+¢(n)
es solucién de la ecuacién (3.29) y por lo tanto:

Viple(V + ¢(n)) = 0.

Por célculo directo se obtiene que:

i

" L) = DLV +9) | 2

an (V+ qb)} , (3.43)

y por lo tanto 8%1_15(7]) =0 para todo i € {1,2,...,k}, es decir, 7 es punto critico de Z..
Por otro lado, suponga ahora que 7 satisface (3.40) y es punto critico de Z.. Fijemos
1 €{1,2,...,k}. Por hipétesis se tiene que:

0

i —
o =(n) =0

Por (3.43) tenemos que:
0
DI.(V + ¢) [8771(‘/ + ¢)] =0

Denotando 9 := a%lgb(n) podemos reescribir esto como:
DI.(V+¢)[Z1+9]=0

Por las estimaciones de la proposicién 3.4.3, sabemos que ||¢||, — 0 cuando € — 0. Note que
existen constantes bll, bIQ, cen bf,C tales que:

oo k o0
/1921-—2%/ Z;Z; Yie{l,2,....k}.
0 : 0

J=1

Esto ultimo pues el sistema lineal asociado es diagonal dominante para e suficientemente
pequefio. Dado que ||9]|, — 0, entonces b — 0 para todo i € {1,2,...,k}. Con esto, podemos
reescribir ¥ como:

k k
0= "t5Zj+ (0> b2 | =01+ 0,
j=1 j=1
Por construccion, 91 € Span{Z1, Za,...,Zr} y
/ Y2Z; =0 ViE{l,Z,...,k}.
0

Esto tltimo implica que DI.(V + ¢) [J2] = 0. De este modo,

DI(V+¢) |(1+b)Z + ) _viz;| =0.
.
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Como la eleccion de [ fue arbitraria, en general existiran constantes b’ pequenas tales que:

DI(V+¢) [(1+b)Z;+ ) biZ;| =0. Vie{l1,2,...,k}.
JFi
Definiendo a; = DI (V + ¢)[Z;] obtenemos el siguiente sistema:

1+bl b5 ... b a1 0
b% 1—|—bg bz as B 0
bY S N a 0

Este sistema es diagonal dominante y por lo tanto:
DI.(V+¢)[Z]=0 Vie{l,2,...,k}.

Utilizando la definicién de I, e integrando por partes llegamos a que:
/ ((v )@ — Oo(V 4+ ¢) + Co(V + ) — eV + g]P—="1(V + ¢)) Zi=0 Yie{l,2,... k).
0

De la definicién de ¢(n) sigue que:
o k
/ chzizj =0 Vie{l,2,...,k}
Asi, concluimos que ¢;(n) = 0 para todo i € {1,2,...,k}. O
El siguiente lema nos permite aproximar puntos criticos del funcional Z..

Lema 3.5.2. Se tiene que:
Z.(n) = I.(V) + o(e)

Donde o(e) es uniforme en el sentido C* para todos los n € R¥ que satisfagan (3.40), con M
dado.

Demostracion. Defina la funcién f(t) = I.(V +t¢). De la definicién de derivada es facil notar
que:

f'(t) = DL(V + to)[¢],  f"(t) = D*L(V +t¢)[¢][¢]-

Ademds, por integracion por partes tenemos que:

1 1 1
| £ = - [ rod=ra) - 50+ £0).
0 0

Reemplazando y utilizando el hecho de que f'(1) = I.(V + ¢)[¢] = 0, pues (V + ¢) es solucién
de la ecuacién (3.29), obtenemos:

1
LV 4+6)—L(V) = — /0 IDL(V + t)[8)[ldt
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Por otro lado, via cdlculo directo se puede hallar la siguiente expresién para f”(t):

o0

f(t) = /0 (¢")?% 4 Ca(¢")? + Cop*dx + —yqs 0)?> = (p— 6)/0 eS|V + to[P= 2 dr
- / (6D — Cod” + Cod)da — (p— <) / TS| 4t e
0 0

= /OOO L(®)p+ (p—e)e = (|[VIP=7 — |V + tg|P~= 1) ¢?da
= /OOO (No(¢) + Re) ¢+ (p—e)e = (V[P H = |V + tg|P =) ¢°da

Por lo tanto:

[(V +¢) — I(V)] =

+R)p+ (p—e)e = (V[P — |V + P71 ¢*da dt
(3.44)

Dado que [|¢]|, < Ce%, ||Re||, < Ce% y ||N-(¢)|l, < Ce?, entonces:
[L(V + ¢) = L(V)| < Ce¥.
Como ¢ € (%, 1), concluimos que
I.(V 4 ¢) = I(V) = o(e).

En cuanto a la diferenciabilidad, directamente de (3.44) tenemos:

AV + )~ LV))

1 o]
/0 t ; aam [(Ne(¢) + Re) 9] + (p — 5)6_%8?% [(IVP=t = |V 4t~ ¢7] da dt

Una aplicacion de la regla de la cadena y las estimaciones de la proposicién 3.4.3 y los lemas
B.1.9 y B.1.10 nos permiten concluir que:

0
lam(

L(V4¢)—L(V))| < Ce? = oe).

y por lo tanto

ViZe(n) = VoI (V) + o(e).

3.6. Demostracion del resultado principal

Por 1ltimo, en esta seccién demostraremos el resultado principal de este capitulo:
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Demostracion. (Teorema 3.1.1) Por los resultados anteriores, basta hallar un punto critico
de Z.(n). Por los lemas (3.3.1) y (3.5.2):

Z.(n(A)) = I.(V) + o(e) = kb1 + ePi(A) — ];2048 loge + 0s¢ + B8:(A) + o(e).

Y por lo tanto:
e VI (n(A)) = VIL(A) + o(1)

Veamos que ¥ tiene un minimo no degenerado. Calculando las primeras derivadas:

ov 6, 6
97 _ 972 U4
on, oA T RAD
ov

. 04 .
— (I _ s > 92
o, (k—i+1) i—|—93, Vi > 2

Y por lo tanto, ¥ tiene un punto critico en:

205 04 0,4 64
A=/ (k-1 k—2)—,...,—

En cuanto a las segundas derivadas, cdlculos sencillos nos muestran que:

0?w 02 04

YU g2 4
oAz ~ OaT TRz
2
g
aAaaA =0, viz2,
1 1
AV . 04 .
W:(k_z—i_l)P, VZEQ,
2
v
j 7

y por ende, la matriz Hessiana de ¥ estd dada por:

63% — k1 0 0
- 0 2(k — 1)% 0
0 0 ..o2%

Evaluando en el punto critico obtenemos:

k262
B 0
0 2%
VQ\I](K) — k—1 064
: ,
0 0 25
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De este modo, concluimos que A es un minimo de ¥ no degenerado. Esto tltimo implica que:
deg(V¥,V,0) #0 V V vecindad pequeiia de A

Luego, gracias a la continuidad del grado de Brauer respecto a la funcién, podemos hallar
puntos A* de la forma B
A" =A+o0(1)
tales que:
e VI (n(A") =0

Por construccién, las funciones w = V + ¢(n(A*)) son soluciones de (3.7). Devolviéndonos en
el cambio de variables, obtenemos:

o
k
u K 17,+1 © 1) 1 19) 1
elr) = Koy D2(1) e (073 - +O(e})
i=1 1+(ai5 (Z—§)> 42
donde At
= A¥ = 1 ;> 2
i A VU C I VA
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Conclusiones

Cerramos el trabajo presentando las conclusiones de lo desarrollado en las secciones ante-
riores y comentando posibles lineas de investigaciéon futuras.

Conclusiones

Respecto al primer problema, concluimos que en efecto las soluciones clasicas de la ecuacién
de Hénon-Hardy son radialmente simétricas respecto al origen. En un principio abordamos este
problema con la idea de reproducir los resultados de C.-S. Lin en ([15]), donde se demuestra
que las soluciones clésicas de (1.10) con exponente critico son de la forma:

N—-4

= (srn)

)\2 + ’.1‘ — x0‘2

Sabiamos que seria dificil hallar una férmula explicita, pues en ([15]) simplemente se propone
esa forma y luego se demuestra unicidad. Por esto, el objetivo era al menos demostrar que las
soluciones tenfan una tasa de decaimiento adecuada. Las soluciones halladas por [15] decaen
como:
4-N
u(z) ~ |z[*~", cuando |z| — oo.

Por lo que se buscaba que en el caso de la ecuacion de Hénon-Hardy se obtuviera un decai-
miento similar. Sin embargo, el método de planos méviles sélo permitié demostrar la simetria
radial, pues para probar decaimiento se requeria que la ecuacion fuera invariante bajo trasla-
ciones, dificultad que no se puede sortear.

A pesar de que el resultado obtenido ya se conocia de antes (ver [17]), creemos que existe
valor en el capitulo 2 a modo de ejemplo de aplicacién del método de planos méviles, razén
por la que se decidié incluirlo en este trabajo de todas formas.

En cuanto al segundo problema, podemos decir que se logré aplicar satisfactoriamente
el método de reduccién de Lyapunov-Schmidt para extender el trabajo de [5] a la ecuacién
de tipo Lane-Emden de cuarto orden, logrando hallar soluciones para el caso ligeramente
sub-critico con una cantidad arbitraria de nodos.

Es importante resaltar que, si bien en [3] se hall6 el mismo resultado para dominios més
generales, alli se trabajé directamente en RY, sin pasar a la ecuacién radial ni aplicar la
transformacién de tipo Emden-Fowler. Cabe senalar que el método usado en [3] no es lo
suficientemente versatil como para adaptarlo a problemas cercanos al aqui abordado. Sin
embargo, nuestro enfoque si puede ser facilmente adaptado a otros problemas similares, como
comentaremos en la siguiente subseccion.

66



Por ultimo, nos gustaria resaltar que la aplicaciéon del método de Lyapunov-Schmidt re-
quiere estimaciones muy técnicas, las cuales varian de ecuacién en ecuacién. En el anexo B se
encuentran diversas cuentas asociadas al operador bilaplaciano, la burbuja transformada W,
las proyecciones II;, etcétera. Creemos que estas cuentas seran valiosas para trabajos futuros
ligados a todo tipo de ecuaciones con el operador bilaplaciano.

Trabajos Futuros

Como mencionamos en la introduccién, en la tltima revisién bibliografica se hallé un
trabajo muy reciente [20], donde se logré demostrar que (1.10) tiene soluciones clésicas radiales
que decaen de la forma:

4—N
u(x) ~|z|" 2, cuando |z| — oo.

Este decaimiento es distinto al que se esperaria teniendo en cuenta que para las burbujas del
laplaciano (1.5) y de la ecuacién de Hénon-Hardy (1.8) se tiene el decaimiento u(z) ~ |z|>~V
y para las burbujas del bilaplaciano (1.11) se tiene u(z) ~ |z|*~". Una buena pregunta es si
este decaimiento puede ser mejorado al decaimiento esperado. De no ser asi, de todos modos
valdria la pena evaluar si el decaimiento obtenido [20] permite aplicar el método de reduccién
de Lyapunov-Schmidt a la ecuaciéon de tipo Hénon-Hardy de cuarto orden en un dominio
acotado, con condiciones de frontera de Navier:
8+2a
Au(z) = |z|%u(z)| ¥4u(x) en B,
{ u(z) = Au(x) =0 sobre 0B.

Evidentemente, para esto tultimo se requeriria ademés de un resultado de no-degenerancia, el
cual es de interés en si mismo.

Por otro lado, en cuanto al segundo resultado, creemos que se puede aplicar la misma
metodologia empleada al problema de dominio exterior:

A%u(z) = |u(z)|¥u(z) en RN\ By,
u(z) = Au(x) =0 sobre 0By,

de manera andloga a lo que se hace en [5].
Del mismo modo, creemos que nuestro resultado puede extenderse a un resultado de tipo
Brézis-Nirenberg levemente supercritico:

Au(z) = u(x)%% + Au(z) en Bi,
u(z) >0 en By,
u(z) = Au(x) =0 sobre 0B .

Por ultimo, creemos fuertemente que nuestro resultado es valido para todo el rango N > 5,
pues la restriccién N < 12 ha sido sorteada en otros trabajos mediante artilugios técnicos que
aqui se podrian adaptar.

Por todo lo anteriormente expuesto, creemos que este trabajo constituye un punto de
partida para diversas investigaciones futuras.
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Apéndice A

Anexo A

A.1. Principios del Maximo y de Comparacion

FEn esta seccién se recopilan algunos resultados importantes relacionados al bilaplaciano.

Proposicién A.1.1. Sea Q un conjunto abierto y acotado y sea u € C*(Q) N C3(Q) tal que

Au(z) > 0 en
Au < 0 sobre 992
u > 0 sobre 99

Entonces u >0 en Q.
Demostracion. Defina la funcién v = Awu. Luego, es claro que:

> 0 en
v < 0 sobre 9f)

De este modo, v es subarménica en 2 y por lo tanto alcanza su maximo en la frontera. De
esta manera, para todo = € () tenemos:

v(x) < maxv(y) = maxv(y) <0
yeﬁ yeIN

De esto y la condiciéon de Navier obtenemos:

Au(z) < 0 en )
u > 0 sobre 002

Asi, u es una funcién superarmoénica en 2 y por lo tanto alcanza su minimo en la frontera.
Sigue que

u(z) > minu(y) = min u(y) >0, VzeQ
yeQ yeo2
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Proposicién A.1.2. Sea Q un conjunto abierto y acotado y sean u,v € C*(Q)NC3(Q) tales
que

Au(z) > A?v(z) en
Au < Av sobre 0}
u > v sobre 92
Entonces u > v en .
Demostracion. Aplicar la proposiciéon A.1.1 a la funcién w := u — v. O
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Apéndice B

Anexo B

B.1. Lemas Técnicos

En esta seccién se exhiben detalladamente resultados auxiliares de caracter técnico.

Lema B.1.1. Sea u € C*(R) una funcion. Si definimos

Entonces se cumple que:

u'(r) = <N_4> N V0T (qu(z) + aw'(z))

2
N-4\'7
u’(r) = <2_> e1-2/a)z ((a® — a)w(z) + (2a® — a)w'(z) + a®w"(z))
N—-4
" N—-4\ 2 (1-3/a)z 3 2 3 2 /
u" (r) = — e ((a® = 3a” + 2a)w(z) + (3a® — 6a” + 2a)w' ()
+(3a® — 3a®)uw” () + a*w" (z))
N-4\7
WD () = (2—) e1=4D) (g4 — 6 + 11a2 — 6a)w(z) + (da* — 1843 + 22 — 6a)u/(z)

+(6a* —18a® + 11a®)w" () + (4a* — 6w (z) + a*w™® (a:))

donde r = ea. Ademds, si extendemos u a RN de manera radial (abusando de la notacion,
u(y) = u(|y|)), Entonces:

auy) = (%57) oz (@) - g @) - g



Demostracion. Por definicion:

N—-4
0= (5—5) e uleh)
w(x) = —— e "u(ea).
N -4
Despejando y usando la relacién r = ea tenemos:
N—-4
2

u(r) = <N2_4) 7 rew(alogr).

Derivando obtenemos:

N—-4

01 (%5) 7 (o vt v

N -4

_ (2> - (aw(alogr) + au'(alogr))

Siguiendo del mismo modo se llega a que:

u’(r) = <N_4> o ra=2 ((a2 — a)w(alogr) 4+ (24> — a)w'(alogr) + a*w” (alog r))

2
N4\ 5
)= (B3 T e (e - s+ 20pualog ) + (30 — 6 + 2000 aog )
+(3a° - 3a%)u" (alog ) + ®w" (alog )
N-4\"7
— 2
u®(r) = <2> ro—4 ((a4 — 6a® 4+ 11a? — 6a)w(alogr) + (4a* — 18a> + 22a? — 6a)w’(alogr)

+ (6a* — 18a% + 11a>)w” (alog r) + (4a* — 6a®)w" (alogr) + a*w™ (alog r))

La primera parte del resultado sigue de reescribir el lado izquierdo en términos de x.
Para la segunda parte, basta recordar que para funciones radiales se tiene que:

N-—-1
Auly) =u"(r) + u'(r); =yl

Reemplazando lo anterior en esta ecuacion:

N _4 N-—4

— 2
Au(y) = <2> ra=?2 ((a2 — a)w(alogr) 4 (2a* — a)w'(alogr) + a*w” (alog r))
N-1/N-4\=z | ,
+ —5 r* ! (aw(alogr) + aw'(alogr))
r

N—-4

= <J\/2—4> o ra=2 ((a2 + (N = 2)a)w(alogr) + (2a* + (N — 2)a)w’(alogr) + a*w” (alog r))

Usando que a = —# hallamos que:

4\ _ — 42
Au(y) = <]\724) ra—2 (—Ww(alog r) — (N —4)w' (alogr) + Mw”(alogr))
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El resultado sigue nuevamente de reescribir el lado izquierdo en términos de z. El resultado
para el bi-laplaciano se obtiene de manera andloga, reemplazando las derivadas halladas en
la primera parte en la expresion:

Q(N_ 1)1/”(7‘)—1— (N_ 1)(N_3) "

vy N =DV =3)

A?u(y) = u(4)(r) + uw(r); =yl

r r2 r3

O]

Lema B.1.2. Considere la funcion W definida en (3.13). Se tiene que:

W'(z) = —Kye™ (1 + e%x)a + Ky - 9e~(1-2)= (1 + e%x)a_l

-1
+ Ky < _ 82> e~(1-2)= (1 + €%x>a
a
36 24 -2
— Ky (12 -z 2> e (1=2)e (1 i eafv)a
a a
24 16 -3
+ Ky (8 - —+ 2) ~(1=%)= (1 + e%x>a
a a
W (z) = Kye™ (1 + e%x)a
24 32 16 -1
i (-2 B YD (e
a a a
120 208 112 2
+Kpy - (24 -—+t—- 3> e (1=0)e (1 + e%‘”)a
a a a
192 352 192 -3
Ky - <32 _ 192 % N 93) —(1-%)a (1 N e%x>a’
a a a
96 176 96 4
4Ky - (16 ~ - 3) e (170 (14 eie)”
a a a

Ademds, se cumple que:
W (z) — CoW"(x) + CoW (z) = WP(x)

Demostracion. La demostracién es por cédlculo directo. Por definicion:

a

W(z) = Knye™® (1 + e%x)

Derivando, obtenemos que:
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! _ —x 2.\ —x 2y a-1 gxg
W'(zx) = —Kye 1+ea + Kye ®a|l+ea ea
a
a a—1
= —Kye ™ (1 + G%x) + Ky - 9e—(1-2)= (1 + e%x)
Derivando por segunda vez obtenemos:

-1
W”(x) = Kye™™® <1 + e%x)a — Ky - 26_(1_%)9” (1 + e%‘”>a

4 a—1 4 a—2
5 ) (=2 (14 e3) " 4 Ky <4 _ ) (=27 (14 o3

a

De manera similar:

W"(x) = —Kye™* (1 +ea® ‘ + Ky - 92¢=(1-2)e (1 + eE’”>
4

v (1-2) (1) 0B (1ot

Ky (4 - i) <2 - Z) (D (14 e%x)a—2

ro (12 (1= D)t (1 )

+ K- < - j) (2 - j) e (1=0)= (1 n 6%90)(1_3
et (14 e20)"
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Por ultimo:

(1—2 T

12 2 -1
~Ky-(6-—+ 82) (1 - ) (7D (14 eie)”

a a a

12 8 2 —2
+Ky-(6-—+ 2> (2 - > e~ (1-3)e (1 + e%x)a

a a a

36 24 4 9
+Ky-(12-2 2) <1 — > e~ (1=3)= (1 tere)*

a a a

a a? ad

36 40 16 -2
12- 245 - 3) e (1=0)= (1 + e%“’)a
a a a

2
12 — % 4 @ _ 96) e—(l—%)a: (1 + e%z>a

a a? a3

a—3
24 — 120 + £22 — 92) e~ (1-0)e (1 + e%‘”)
a a a

72 160 96 -3
8=+ - 3) (i (e eir)”
a a a

1 a—4
16 — % 4 ﬁ 96> 6_(1_%)5” (1 + e%m>

a a? a3

Por lo tanto:

W (z) = Kye™ (1 + e%I>a
24 32 16\ (2 2,y 0-1
_KN'<8_CL+CL2_CL3>6( a)$<1+€a>
12 2 112 a—2
+ Ky - <24— 120 + Lj - 3> e (1-3)= <1+e%x>
a a a
192 352 192 _(1-8)g 2,\073
KN'<32a+aza3)6 () (1)
1 a—4
c Ky (1620 4 10 90N (et (14 2
a a2 a3
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Esto concluye la primera parte de la demostracién. Para la segunda, primero notemos que:

N -4

Luego, por sustitucion directa tenemos que:
(2a —4)?  (a—2)? 4 4
= = = 1 S J—
Co 4a? a? a + a?
y por lo tanto:
4 4
Co=2——+ ok
Luego, Sustituyendo:
WO (2)—CoW" (z) + CoW (z)
a
=Ky - (1*024’00)6_1 (1+€%m>
24 2 16 4
w3 (i7)) U (1)
120 208 112 4
+ K - <24—+2 —— — (4—)) e=(1-2)= (1+e
a a a a
192 2 192 -3
96 176 96 —4
24 32 16 24 32 16
=—En- <8‘a az‘as‘<8‘a 23
12 2 112 24 2 1
(- B8N 16Y)
a a a a a a
192 352 192 -3
e <32 Tt 3> 78 (14 e’
1 6 —4
+ Ky - <16 - % g - 33> e~ (1-2)= (1 + e%x)a
1 6 —2
=+Kn - <16 - % g - 23> e=(1-2)= (1 + e%x)a
192 352 192 -3
R <32 Lt 3> 78 (14ede)’
1 6 —4
+ Ky - <16 _ 9 g — z3> e~ (1-2)2 (1 + egz)a
a
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Por comodidad definimos & := (16 - % + %? — 2—?). Factorizando:

WO (2)—CoW" (z) + CoW (z

Q\I\J

2
) ((1 + e%x) —2ea® (1 + e%x) + e§x>
2

)
:KN-/@e - m(l
(

El resultado sigue de notar que k = K ]szl. O

Lema B.1.3. Considere la funcion W definida en (3.13) y las funciones W; definidas en
(5.17), donde ni,m2,...,n; dependen de € > 0 como en (3.22). Entonces:

W(0) = W;(0) +o(e"7),
W (0) = Wi(0) + o(e 7 ),
W"(0) = Wi(0) +o(e 7 ),

WM (0) = Wi(0) + o(e" 7).

Demostracion. Note que W es una funcién par. En efecto:
2.\a 2 2 a 2 \a
W(—z) = Kye* (1 + efﬁ;E) = Kye (eﬁx (1 + 67536)) = Kye * (1 + 651) = W(x).

Luego, las funciones W/, W son impares y las funciones W”, W* son pares. De este modo:

Wi(0) = =W'(m),
Wi (0) = W" (),
Wllll (O) W/// (771)
wi(0) = WO m)
Para continuar, debemos notar que:
i
i Ay,
M=k T K= ani

Reemplacemos ahora esto en los resultados obtenidos en el lema B.1.2:

Wi(0) = —=W'(m;)

(2

a a—1
= Kye ™ (1+eim)" = Ky 2070280 (14 eim)
2

= W;(0) — Ky -2 <ﬁi€2i21>(1—) <1 i Qia1>a1
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2

-1
—2  2i-1 .
Dado que 0 < (1 +K; %€ a > < 1 para todo € >0, y que a = —% tenemos que:

2i—1

)

W!(0) = W;(0) + o(e
De manera similar, para W tenemos que:

Wi'(0) = W"(m)
= Kye (1 + 627”')@

o (4_4> D (14 o) o

4 a—2
+KN'<4—> Ta 1+€am>

a<4 ) (,%231)(1—3) <1+ni35221>“
e s

=W;(0) — Ky -

(1

T a
4 i

+ Ky - (4—) (/fi&?QZ

).

2i—

= Wz(O) + 0(6

N

Para W'

Wi (0) = =W"(m)

12 8 a—1
— Kn <6 -—+ 2) e (1=2)m (1 + eam)

a a

36 24 -2
+ Ky <12 - —+ 2> —(1=5)m (1 + ea’“)a

a a

24 16 -3
~ Ky - <8 =4 2) o (1=%)m; (1 +6am)a

a a

Finalmente, de manera analoga obtenemos que:

W (0) = W;(0) + o(e
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Lema B.1.4. Sea Uy como se define en (3.11), y sea wy la unica solucion de (3.15). Entonces,
AU AUL(1)
@) = -5y oN

Demostracion. Proponemos que la solucién de la ecuacion es de la forma:

2| — Ux(1) +

u(x) = a+ Blzf’
Luego, aplicando la férmula del laplaciano para funciones radiales tenemos que:

Nl e =28+ N|‘1 -2)z| = 2N B

Bulr) = (i) + =

De esto tltimo se desprende que:
A%u(z) = A(Au(z)) = A(2NB) =0

Es decir, efectivamente u es bi-armoénica. Resta hallar a y § adecuados para satisfacer las
condiciones de borde. Reemplazando en la primera condiciéon obtenemos:

u(x) = =Uyx(x) sobre 0B; & a+ [ =-Ux(1)
De la segunda condicién inferimos:
Au(z) = —AUy(x) sobre 0B; < 2Np =—-AU,(1)
El resultado sigue de resolver el sistema para a y 8 y reemplazar. O

Lema B.1.5. Sean 0 <1 < n2 < ... < ng numeros positivos y defina A; := eva, Considere
ademds la funcion y, definida en (3.16) y sea IL;(x) := T[my,](z). Luego,

HZ(ZC) = A;e”™ ™ + Bie_(l_%)x,

Donde

A= <N2_4> - <A?N(” - U»(l)) ,

N—4
B _(_2 7 AU
v N —4 ON

Ademds, las constantes A; y B; pueden ser reescritas en términos de las funciones W; y sus
derivadas como:

R O\ N-—-4__, N+4
Aj = = W(0) = = WH(0) = == Wi(0)
‘ (N —4)?__, N—4__, N—-4_
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Demostracion. Por comodidad, escribamos

o AUy, (1) o AU, (1)
Qp = UAi(1)+T7 Bi = ON

de modo que
™ (@) = ai + iz
Entonces, es directo de la definicién de T que:

N—-4 N—-4
2

M) = Tl = (g ) eomle ™) = (5g) e (ot o)

La primera parte del resultado sigue de definir

2 \ = 2 \ 7z
A = B — -
NERL N ERL

N
Ahora, note que como T[Uy,](z) = W;(z), entonces Uy, (1) = (¥52) 2 W;(0) y por lo
tanto A; + B; = —W;(0). Aplicando el lema B.1.1 obtenemos que:

Amxn:<N;4>gmen—Nf4wmn—Nf4m@0.

De este modo,

AU () O (N—4)2 N—-4_, N —4
Bi=-——0g—= s Wi (0) + 5= Wi(0) + ——Wi(0)

(N —4)2__, N—-4_, N +4
Ai:_ z_wz :7WZ _7Wz —70[/Z

Lema B.1.6. Considere las funciones V; definidas en (3.19). Entonces,

VW (z) — CoVY' () + CoVi(z) = WP(x), x € (0,+00),

A V;(O) _ 071
(N = 4)V/"(0) - 41/(0) = 0.

Demostracion. Gracias al lema B.1.2 sabemos que:

W (2) — CoW'(x) + CoWi(x) = WE(x),

(2

por lo que para la primera parte basta demostrar que:

1Y (2) — Coll! (2) + CoIl;(z) = 0

7
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En efecto, por calculo directo tenemos que:
/ —x 2 —(l—z)x
II}(z) = —Aje* — (1 — . Bie a
" —x 2 2 —(l—g)ax
II; (z) = Aie ™ + |1 — =) Bje a
" —x 2 ’ —(l—z)z
Il () = —Ae ™ — (1 ——) Be @
4 2 4 2
HE )(a:) = Aie "+ (1 - ) Bie_(l_E)x
a
Luego, reemplazando:

11" ()~ CoIl{ () + Colli(x)
2\4 2\ 2 )
=(1-Ca+ Cp) Aje™™ + <1 — a> —Cy (1 - a) + Co Bw‘(l—;)x

Note que, por la definicién de a se tiene que:

Co = (N]\_T24)2 - ;22)2 = (1 - 2>2

Usando eso y el hecho de que Cy = Cy + 1 obtenemos:

Y (2) ~ G5 (&) + CoTl, ()
= (C3 — (Co +1)Co + Co) Bie™(178)=
=0

Esto concluye la primera parte de la demostracién. Veamos ahora que V;(0) = 0. Mediante
calculo directo:

Vi(0) = W;(0) + 11;(0)
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Verifiquemos ahora la tercera parte de la ecuacién. Por un lado tenemos:
V/"(0) = W;'(0) + 117(0)

2
—wio)+ 4+ (1-2)

= W;'(0) + <N2_4> = (AZXZ(D - UAi(1)> —Cy <N2_4) B Ag%(l)

—wro)+ S (52 A (%21 o

Dado que W;(x) = T[Uy,](z), gracias al lema B.1.1 tenemos:
(1—-Co) <(N —4)

Vi'(0) = Wi'(0) +

2
o (e - o - o) - M)

N—-4

- <N2—4> N Uy (1)

4(N —2) ((N —4)?

NV () (= W) -

= W;'(0) -

- (1 = NN2> Wi'(0) + JmW{(ﬂ:) + (H - 1> wi(0)

2 AN=-2) 2

Por otro lado,
Vi(0) = W;(0) + 11;(0)
2
o a (1-2)
a

2

N2
= W0+ W) + g (g W) = (7 - Wi - S ) )

= A Do+ X 2w + Lwio)

Reemplazando estos resultados obtenemos que (N —4)V;”(0) —4V/(0) = 0, lo que concluye la
demostracién. ]

Lema B.1.7. Considere las funciones Wi, II; y Vi como se definden en (3.17) y (3.19).
Entonces:

Wia)| < Cemlomml, - Mia)| < Ce™P7M0 g Vi(a)| < Ce oo,
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Donde C' > 0 es una constante que depende solo de N. Mds aiun, las funciones Il; cumplen:
I ()] < Ce™ @),
Demostracion. En primer lugar, dado que la funcién W es par, tenemos:

Wi(x) = W (|lz — nil)

N—-4
2

— Kye |zl (1 + e-ﬁl%—ml) -

N—-4
2

4 ) PR
Es claro que (1 + e_mlm_M) > 1 para todo € R y por lo tanto (1 + e Nl ’72|> <

1. Sigue que
(Wi(z)] < Kyelo=ml,

Estudiemos ahora el decaimiento de las funciones II;. Por el lema B.1.5 sabemos que:
HZ(.%') = A;e "+ Biei(lig)m,

donde A; y B; son combinaciones lineales de W;(0), W/(0) y W/ (0), con constantes que de-
penden solo de N. Gracias a los calculos realizados en el lema B.1.2, tenemos que:

N—-4 N-2
4 N=—2

Wi (0) = W' (=n;) = =W'(n;) = Kne™™ (1 + efmm)_T — Ky 2”5 (1 + e%x>_ ’

y por lo tanto:
Wi (0)| < Ce™™.

Similarmente:

W/(0)] < Ce.

De este modo, las constantes A; y B; cumplen:
A} < Ce™™, |Bi| < Ce,

Sigue que:
2
Ii(2)| < Aile™ + [ Bile”(172)* < Cemme™ = Ce (@),

Aplicando la desigualdad triangular tenemos que |z — ;| < x + n; y por lo tanto:
T (2)| < Ce~lemil
Por ltimo, la cota para V; sigue directamente de su definicién y las cotas anteriores:
Vi@)| := [Wi(x) + ()| < [Wi2)| + |Ti(2)| < Ce 1l
O

Lema B.1.8. Sean n1,m2, ..., que cumplan (3.22). Se tienen las siguientes estimaciones:

v e [TV ()P de = ek [ |W (x) [P dx + o(e),
e fooo 2|V (z)|PTlde = ¢ (Zle m) fooo z|W (2)|PHdz + o(e),
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= e fo V(@) log|V(z)|de = ek [ [W (2)[* log [W (2)|dz + o(e),

Ademds, si consideramos los puntos:

1 .
7(77i+1+?773)7 16{1727"'7k_1}; HE41 = OO,

p1:=0; plig1 = 5

Tendremos:

Hi _ O(EPTH) si i #£1,
Px)\Vi(x)dx =
AZW(MU {O@ si i=1%#j.

Demostracién. Comencemos estimando la integral e [~ |V (z)[P™ dz. Reescribiendo conve-
nientemente:

Hit1 o0 Hi+1
5/ |V(x)|P+1daz = 5/ |W($)|p+1dx—|-g/ (‘V(x)|p+1 _ |V2(x)’p+l) da
w

1 —00 Hi

Hi41
* / (Vi) = [Wi(z) [P+ da
o

l

i oo
—5/ |I/Vl(a:)]p+1dx—€/ W () [P da.
—oo Hi+1
Usando el lema B.1.7 y (3.22) obtenemos:

/OO W, (z)[PHdz < C ~ e~ @) @=m) gy — Ce=PHD (=) — O3 PFD0n—m) < o
“w

1+1 Hi+1
De manera similar, si ] > 2 :

(+1)

/ (Wi (a)PHde < C / ~H) =) gy — Ce=PTDm—m) = CezPHDm—m-1) < O 5"
y si [l =1, entonces:

(p+1)
2

i
P < CelPri/im—im mp+l) <
/ |Wi(z)] iy < CePt1)( ) — Cem+) < o T

Por lo tanto:

Hit1 o0 Hi+1
6/ |V(x)|P+1daz = 5/ |W($)|p+1dx+g/ (‘V(x)|p+1 _ |V2(x)’p+l) da
w

1 —00 Hi

Le / " (Vi@ P - Wi@) P de + ofe)
7

Estimemos ahora el segundo término. Sea = € [y, pi+1] fijo y defina la funcién

F(t) == (=1)"* WV (x +tz )7V (x (B.1)

ﬁfl
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Aplicando el teorema del valor medio al mapeo ¢t — |f(¢)|[P*!, sabemos que existe £ € (0,1)
tal que

k

V(@) P = V@) P = (o + DIFEPTE) | Do (=1 V()
j=1
JF#l

Note que como x € [y, py+1] entonces si j < [ se tiene que:
1
n < Spse = 0< oM —n) < (2 - n),
ysijg>L:
1
<y <pp<n = (r-mn;)< —5(771‘ —1j-1) <0.

Por lo tanto, se tiene la siguiente cota:

k k k
SV @)| < W) < 03 el < oeh (B.2)
j= j=1 j=1
[ G G
Sigue que:
Hi+1
[T V@PT - Vi@t do
1
Hi+1 k . 3 3
< 05/ £ (-1 V(@) | do < Ce2 (s — ) < Ce2 log(e) = o(e)
Hi j=1
J#l

Donde en el dltimo paso hemos asumido que [ < k. El caso [ = k se puede abordar usando
las cotas (B.2) dentro de la integral e integrando directamente. Recopilando, hasta ahora
tenemos:

M1 00 Bit+1
6/ |V(m)|p+1daz = 5/ |W(x)|p+1d:c + 5/ (|V}(:1:)|erl — |VVZ(:1:)|7’+1) dz + o(e).
o

l —o0 o
En cuanto al dltimo término, una aplicaciéon del teorema del valor medio al mapeo t —
|W;(x) — tI;(2) [P nos da la existencia de cierto ¢ € (0,1) tal que
Vi) [PH = [Wi(2)[PH = (p + 1)|Wi(z) — €T (a) [P~ (Wi(e) — €D (2)) T ().

Asi, gracias al lema B.1.7, el ultimo término de la primera integral puede ser acotado como:

. / " (i@ - W)t de

1

Hi+1 Hi+1 3
< Cs/ IIL;(z)|dx < C’ee_m/ e Ydx < Cez
H 1

1
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Concluyendo que:
Hi+1 (o)
c / V(@) lde = e / W (2)Pde + ofe).
H —o0

Sumando de [ = 1 a [ = k se obtiene la primera estimaciéon del lema. Para la segunda
estimacién primero note que:

Hi+1 Hit+1 Bit1
6/ $|V(x)|l’+1dx = 5/ $|V[/l(x)|l7+1d$ + 5/ $(|V(l‘)|p+1 B |Vl($)|p+1)dl‘
I

l H i
Hi+1
e / (V@) — [Wila)PH ) da. (B.3)
o

l

Utilizando cotas que ya hallamos anteriormente, para [ < k podemos escribir:

. / V@ P - )P de

l 1

y para el caso | = k tendremos:

8/:0 w([V(@) P = V()P der| <

k

e(pp + 1)e™ 1) < C’s%(cl log(e) + ¢2) = o(¢).

De manera anéloga se obtiene:

Hi+1 Hi+1
< C’a/ x| (z)|de < Cee™ / ze Tdr < Ce
n

l i

3
2

Hi+1
: / (Vi@ — (W) P ) de
n

l

Llegando a que:

1

Hi41
5/ x|V (x ]p+ld:c—8/ x| Wi (2)|PHda + o(e).
1 u

Para estimar esta integral usaremos hecho de que el mapeo x — x|W (z)[P*! es impar.
Abordaremos el caso en que [ < k (el caso I = k es similar). Suponga sin pérdida de generalidad
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que 7; estd més cerca de u; que de pyyq (es decir, m; — py < g1 — 1;). Luego:

Hi4+1 MHi+1—"M
g/ W) P da = g/ (2 + )W () P+ da
Ly Hi—m

Mi+1—m Hi+1—T
. / oW (@) da + eny / W (2)P+ da
Hi— 771 Ki—m

Hi+1—" Hi+1
= 5/ z|W (x)|PTdx +5/ x\W(m)pHda:—i-sm/ W () [P da
(m— M) m—H i
Hi4+1—mM Hi41
— [ aw@rtideen [ W@
m—h 1
Acotando convenientemente:
Hi4+1—m Hi4+1—m
[ aw@pte] < s - [ WPt
m—H m—H
1 & 1
<sema—m) [ Wia)ptds
m—h
o0
< Ce(crloge + 62)/ e~ Pz gy
m—hm
< Celeyloge + cp)e” PHIm=1m) < e =y (c1loge + c2) = o(e).
Luego:

Hi4+1 Hi+1
. / W) P da = ey / Wi(2)[PH dz + ofe).
i M

Y por consiguiente:

Hi+1 Hi4+1 o]
c / 2|V (@) PHde = ey / W) P de + ofc) = emy / W ()P dz + ofe).
M Hi

—0o0

donde en la ltima igualdad hemos usado estimaciones previas. Concluimos que:

sfooox]V( )Plde = ¢ (Zm)/ (z) [Pz + o(e).

Para la tercera estimacién considere lo siguente:
Hi+1

Hi41
e / V()P log |V (2)))dz = ¢ / W) [P Log (| Wi ()] )da
m

1

()P log(|V (w)]) — [Vi(@)[P* log(|Vi(@)])) dx

A
/ (@) log(Vi()]) — [Wi() [P log(|Wi(a)))) da
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Veremos que los dltimos dos términos son de orden inferior. Sea = € [u;, p4+1] y considere el
mapeo t — |f(¢)[PT11og|f(t)], con f definida en (B.1). Por el teorema del valor medio existe
€ €(0,1) tal que:

V(@) log(|[V ()]) — [Vi()[P* log(|Vi(x)] = ((p + 1) log [f(E)] + DIFE P () F(€)

Note que t — ((p + 1)log|t| + 1)|t|P~1¢ tiene una singularidad reparable en t = 0, y f(¢) es
uniformemente acotada, por lo cual:

k

1V (@) og(|V (2)]) — [Vi@)[" log(Vi(w)|| < € [ (1) Vj(w)| < Ce.
j=1
J#l

Argumentando de manera similar a los casos anteriores se obtiene que:

. / IV @ P log(IV (@) — V@) P log(Vi@))) de = ofe).
o

1

Msés atin, si usamos la misma técnica con el mapeo t — |W;(z)+tI;(z) [P+ log |W;(z) +t11; ()|
también tendremos que:

Hi+1
6/ (IVi(a) P log(|Vi(@)]) — [Wi(@) [P+ log(IWi(2)])) dz = ofe).
Hi

Asi, llegamos a que:

Hi

S [ vt sV @ == [ W) P og(Wie) o + ofe).

l i

Usando argumentos andlogos a los ya exhibidos concluimos que:

Hi+1 e ¢}
S [T W@ P gV @)z = [ W @) og(W (@) d + o).
e —o00
La tercera estimacion sigue de sumar sobre todos los I € {1,2,... k}.

Trabajemos ahora en la segunda parte del lema. Estudiaremos las integrales de la forma:

Hi+1
[ i@
H
Suponga que i # [. Hay dos opciones: ¢ = j o i # j. Trabajemos primero el caso i = j #£ [. Si
© > | entonces

/Mz-s—l H/;(x)|p+1dm - /Hl+1 e—(P+1)|$C—m|dx
uw

L i
_ L e
p+1 o
< Le(erl)(qu*m) < Ce B mimnio1) <« Bt
“p+l - =
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Anéslogamente, si i < [ se tiene

M1 Hi+1
/ \Vi(a:)|p+1dx < / e~ (PHDlz—nil g,
n

l 12
Hi4+1

— _Le—(p-ﬁ-l)(:v—m)
p+1

w

< 1 e~ P (i) < o= B iv1—m) < O
= F1 < <

En cualquier caso sigue que:

<Ce" Vil

Hi41
/ VP (z)da
“w

l

Note que de manera completamente andloga se puede demostrar que:

Hi+1 1
/ VP (z)dx
nw

1

<Ce"T Vil (B.4)

Ahora trabajemos con el caso i # [, i # [. Mediante calculo directo:

Hit1 Hit1
/ VP (z)Vj(z)dz| < C e Plemnilg=lz=nil gy
1 1
Hi+1—"
- C e—Plzl g =lz=n;+mil 4o
K="

IN

Hi4+1—"4
c / ol el =il gy
o

1=

Hi+1—"75 Hi+1
< Ce-lnini / o~ (—Dlel g < O / e~ =Dlo=nil g < 0"
Hi—s Hy

Donde en la tltima desigualdad utilizamos (B.4). Concluimos que:
Hi+1 pil
[ @@ =0y Vit
f

Suponga ahora que i = [ # j. Usando estimaciones anteriores, es sencillo ver que si j < [
entonces:

[ @) - W@ eds] <
I

1
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ysij>I:

[ @ - wr @) s
I

1

Hi+1
< Ce ™ / e e lT il gy
Hi

Mi41 )
=Ce™ e TetMidy
o

l

< Cem ) (1 y — ) < Ce*(crlog() + c2)

En cualquier caso tendremos que:

K+ Hit+1
/ VP @)V (2)da = / WP(2)V;(2)dz + ofe).

1 H
Finalmente, acotando convenientemente obtenemos:

Hi+1
< [T W@ @)z + ofe)
w
HKi+1—"
= [ W@+ mlde + ofe)
Hi—=m

Hi4+1
[ v
7

l

HKi+1—"
< / WP (2)e T+l 4y 4 o(c)
Hi—=m

Hi+1—m
< / WP (z)el®le=m=nildy 4 o(e)
=

< 5/00 WP(z)elldz + o(e)
< Ce+o(e).

Lo que concluye la demostracion.
O

Lema B.1.9. Sean ni,m2,...,nx que cumplan (3.40). Suponga ademds que |||, < % Yy o es
suficientemente pequeno. Entonces, existe eg > 0 tal que para todo 0 < & < g se tiene que:

IN(@)Il, < Cllol™ == | DgNL(9)]] yomy < C g1 7207

Mads ain, si N < 12 entonces:

IVaNe(@)ll, < Cloll.

Demostracion. Por definicion:
N() 1= e (V4 P71V 4 0) = VP71V — (p— )| VP 1)

Defina la funcién auxiliar:

F&) =V +tolP ==V + t9)

Por teorema del valor medio, existe £ € (0,1) tal que:

VAP (V4 0) = VPV = (p— o)V + &0l o
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y por lo tanto:
N-(¢) = (p—e)e ™ ([V + &P = [VIP=71) ¢ (B.5)
Ahora considere otra funcién auxiliar, dada por:
g(t) = |V + telr .
Nuevamente, por el teorema del valor intermedio existe ¢ € (0,¢) tal que:
Vo &alr ™ = VP = 6(p— e = DIV + GOV 4 (o),
y en consecuencia:
Ne(9) = &(p = e)(p—& = e [V + (ol" =V + ()¢’

Consideraremos dos casos: p > 2 y p < 2. Para el primer caso consideramos ¢ suficiente-
mente pequeno tal que p — e — 2 > 0. Luego, tenemos que si |¢| < |V| entonces:

IN:()| < CIV + (o[P~72(¢)* < C|o|?

ysi V] <o
IN2(¢)] < C|V + (P72 |p* < ClopP~= < Clop|?

Por lo tanto, si p > 2 entonces |[N.(¢)|, < C||¢]%.
Para el caso p < 2 consideramos ¢ suficientemente pequeno tal que 1 < p — e < 2. Luego,
de (B.5) tenemos que:

IN:(O) < CIV + Pt = [V~ 4]
Sea s(t) = (t + 1)P=¢~1 — === Mediante célculo directo tenemos que:
St)=@p—-e—1)(t+1)P =2 =772,

Dado que p — e — 2 < 0 entonces s'(t) < 0 y por lo tanto es decreciente. Como s(0) = 1
entonces s(t) < 1 para t > 0. Si |V 4 £¢| > |¢| entonces:

||V + &gt — V[P
= |V &glpet — [vpet

( |V + &9l >p‘5‘1_< V] >p_5_1
V+&o - V] V o+~ V]

_ p—e—1 ’V| >
v+ 66l = VD= (g =1
< (V + 0| - V]!

= ([V + & — V[Pt
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Si |V +£¢| < |¢| entonces:
IV + o — VI
= VPt = [V gt

( V| >”‘5‘1_< IV + €9 )”‘5‘1
VIV &9l V=V + 9
(V] = [V + o) ( [V + &) )

V] =V + &4
< (V= |V +&p=t

= (V] =V + &gy

Concluimos que:

NS < C|IV +EGP—" = [V~ [g] < CHIV + &g — VP~ [¢] < ClofP—.
Y por lo tanto, en cualquier caso tenemos que ||[Nz(¢)|, < ||o|/mm{P==2},
Por otro lado, mediante cédlculos estandar es facil ver que:

DNE(¢)(¢) = (p - E)e_m (|V + ¢|p—e—1 . |V|p_g_1) .

Nuevamente, debemos estudiar los casos p > 2 y p < 2 por separado. Si p > 2, aplicando el
teorema del valor medio obtenemos:

IDN-(¢)(¥)] = e™**(p — €)(p — ¢ = DIV + 9P~ 72|g|[¢)| < C[o][¥]
Donde estamos suponiendo p — e — 2 > 0. Por otro lado, si p < 2 tenemos:
IDN:(¢)()] = (p=)e = ([V + ¢ = [V ) <C(IV +¢| = V)= g < ClolP ||

Asi, en general se cumple que [DN.(¢)(1)[z]| < C|¢(x)|™®{P=e=L1}4)(z)|. por lo tanto, mul-
tiplicando por p y tomando supremo obtenemos:

IDN-()(@)l, < C [P g,

Esto concluye la demostracion de la segunda cota.
Por 1ultimo, si suponemos que N < 12 entonces:

N +4 12— N

—2=—-2= .
P N_4 N_4 "
Luego, derivando directamente la definiciéon de N, (¢) respecto a n; obtenemos:
0 0
Ne(¢) =e = (p—e)([V+ o= = |Vt = (p—e = DV =2Vg) V.
on; on;
Aplicando el teorema del valor medio tendremos que existe 0 < £ < 1 tal que:
0

an, N.(¢) =e (p—e)p—e—1)(|V+ &PV +£¢) — V’p€3V)¢8?7iV

Y por lo tanto:

9 d
N.(¢)| <C ||V prem2 _ |y |pre? V| < COlgl.
o) < IV a2 - =2 ol v| < o
Sigue directamente la dltima estimacién. O
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Lema B.1.10. Sean n1,m2, ..., que cumplan (3.40). Suponga ademds que o es suficiente-
mente pequeno. Entonces:

||R5H* S Cg&? ”vnRQH* S C€&
Para cierto & € (%, 1),

Demostracion. Por definicion:

z+1Wp

Mw

R == V(@)W
1:1

Reescribiendo convenientemente:
Re = (V@)= (@) — e |V (@) PV (@)
eV @PTV ) - V@PV()
- <|v<x>|p-1v<m> - i(—l)i“vvf(x))
=T+ T+ T; -

Primero, acotemos el término T37. Aplicando convenientemente el teorema del valor inter-
medio obtenemos que existe £ € (0,¢) tal que:

V(@)P~= 1V (2) = [V (@) PV (2) = —elog(|V () )|V (2) P71V ()

De este modo:

p(x)|T1(z)| < e p(z)elog(|V (x) )|V (z)[P~*
Si [V (z)| > 1 entonces:

p(x)|Ty(x)] < ep(a)|V (z)|PTH < C|V], e < Ce

Por otro lado, si |[V(x)| < 1 utilizamos el hecho de que el mapeo t € [0,1] — P~ 1|log(t)|
1

alcanza su maximo en t = e p—¢-1 para escribir:

1 2
p(z)|Ti(z)| < Ce———=p(z)|V(z)| < C———F ||V, < Ce.
()72 (@) e<p*g*1)<>| @<= VI
Donde estamos suponiendo que ¢ < 25=. En cualquier caso, concluimos que:
IT1]], < Ce

Ahora, trabajemos el término 75. Por definicién tenemos que:

() Ta(2)] = (1 = e™=%)p(z)|V ()P
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Aplicando el teorema del valor medio es sencillo ver que:

() Ta(2)| < exp(a)|V (2)[?

Si z < 7 entonces:

k
1 —ol|z—mn;| —o|z— — —
_ e il > e Ml — g—o(m—=)
p(x) ;
Y por ende p(z) < e?=%) De (3.40) sigue que e < (Me)~k. De este modo:
|p(2) T ()] < |V |5 e(we™)e™ < Cet=r

Por otro lado, si > n, entonces nos conviene reescribir la expresién |p(z)T2(z)| como:

p(2)Ta(2)| = (1 = =) [p(2)]' PIp(2)V ()" < ex[p(x)]'P|p(x)V ()P

Acotando tenemos que:

1
I —olz—mi| _ —o(z=ni) < Le—o(@—mk)
E e e < ke
pz) i=1 ;
Y | |
— TNk
V() = — V& O e

Lo que implica que:
|p(2)Ta(x)| < Cealke 7@ m)p=le-pl=0)e=m)
— ng;e—(P—U)(w—Wk)
< Cexe @)
= Ce(ze %)
< Cgl_kg
En cualquier caso:
|T2]l, < Ce*=*

Por ultimo, veamos que se cumple algo similar para T5. Trabajaremos con dos casos. Sea
B € (0,1) una constante positiva que determinaremos mas adelante. Suponga primero que
|z —m| < Blog (ﬁs) para algin [ € {1,...,k}. Note que en este caso, para i # [ se cumple
que:

1 1 1
—n | = |z — )= — ) =@1=B)log | —).
lz —mni| > |m — ni| — |z —mi| > log <M€) B log <M€> (1—7)log <M€>

Y por lo tanto
e~ lz=mil < 05(1—6)7 Vil
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De este modo, gracias al lema B.1.7:
(Wi(z)| < CeU=P) ()| < CeU7R), i(a)| < CeUP), Vil

Miés atin, de la condicién |x — | < Blog (ﬁs) sigue que 2n; — Slog (ﬁs) < x+mn, y por lo
tanto: )
L ()] < Ce~(m+2) < CeBlog(5r)—2m < Ce2meg=F < 0=,

Ahora, considere la funcién auxiliar:

h(t) = (=) Wy(x) +t | (=) (2 Z 1)V (x
i#l

Aplicando el teorema del valor medio al mapeo t — |h(t)[P~1h(t) obtenemos que existe ¥ €
(0,1) tal que:

V(@) PV (@) = (~)H WP @) = p @) | (1) (2 Z D™ Vi
1l

De este modo:

k
@) V@)V (@) - Y1 W
=1
_ p(x) D ’h(ﬁ) ’p—l ( l+1H Z Z+1V + Z Z+1Wp

1#l i#£l

< p(@)p [P~ (=) (2 Z V(@ +Zp

1#£l i#£l

Note que para i # [ se cumple que:
p(x)W(z) < Ce~P=o)le=nil < Ce(p=0)1-8) < (1-8),

, , . 1 ., )
Ademéds, es facil ver que p(z) |h(9)|P"" es una funcién uniformemente acotada en z. Por lo
tanto, concluimos que en este caso:

p(x) ||V (z) P71V (2 YW (z)| < 0P,

Mpr

z:l

Estudiemos el caso contrario. Suponga que z es tal que |x — n;| > Blog (Mia) para todo
i €{1,2,...,k}. Es claro que en este caso:

el < 0P vie{1,2,...,k}.
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Note que, gracias al lema B.1.7:

p%(m)Vz(:I:) < C’e*<17%>|mfm| < Cs<17%)ﬁ, Vie{1,2,...,k}.

y por ende:
p)[V ()P < CeP=)P.

Es facil ver que se tiene un resultado analogo para las funciones W;. Acotando T3 obtenemos:

k k
p(@) ||V (2) P~V (2 Z YTIWP ()] < (x)\V(a:)|p+Zp(g;)Wf(x) < Celp=o)8

=1
Que es la cota para este caso. Por ultimo, fijamos 5 de forma que (1— /) = (p—0)0, es decir:

1

ﬁ::p—a—f—l

Es importante notar que con esta eleccién se cumple que 5 € (0, %) para o suficiente pequefio
(basta que o < p — 1). Luego, para todo = € (0,00) se cumplird que:

k
p(@) ||V (@) P~V (2) = Y (1) W ()| < ceP

i=1
Tomando supremo concluimos que:
I3], < c-9,
Utilizando todas las cotas obtenidas llegamos a:
IR, < Ce”.

con & := min{(1 — ko), (1 — 8)}. En cualquier caso se verifica que & € (3, 1) para o suficien-
temente pequeno.
Para demostrar que ||V, Rc||, < Ce?, basta notar que:

0 0 0 0
—R. = —T+—T:
o R, o 1+ o, 2+ o,

13

Luego, basta aplicar el mismo procedimiento anterior a estos términos, llegando al resultado
deseado. O
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