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Resumen

En este trabajo se estudia la aparicion y las propiedades de estados ligados en el con-
tinuo (BICs) en sistemas unidimensionales descritos mediante modelos de enlace fuerte.
En particular, se analiza una cadena tipo Su—Schrieffer—-Heeger (SSH) acoplada a un pun-
to cuantico, considerando tanto el régimen hermitico como la inclusion efectiva de no
hermiticidad a través de acoplamientos a contactos externos. El estudio se centra en la
identificacion del origen fisico de los BICs, su relacion con las simetrias del sistema y su

manifestacion en propiedades espectrales y de transporte.

Utilizando formalismos complementarios basados en la ecuacion de autovalores de Ha-
miltonianos matriciales, funciones de onda y funciones de Green, se derivan condiciones
analiticas para la formacion de BICs asociados a autoestados de la cadena aislada. Se
muestra que estos estados pueden entenderse como resultado de interferencia destructiva
en los canales de acoplamiento, y que su existencia esta fuertemente ligada a la simetria
de inversion espacial y la simetria quiral del sistema. Ademas, se analiza la respuesta de
estos estados frente a perturbaciones de la simetria del sistema, evidenciando una nota-
ble robustez de ciertos BICs incluso ante transformaciones geométricas y acoplamientos
asimétricos. Usando el concepto de sub-simetrias, se concluye que el estado robusto co-

rresponde a un BIC de origen topoldgico, protegido por la simetria quiral de la cadena

SSH.

Los resultados obtenidos permiten distinguir entre diferentes mecanismos de formacion
de BICs y aportan una interpretacion clara de su estabilidad desde una perspectiva de
simetria y estructura efectiva del Hamiltoniano. Este estudio contribuye a una compren-
sion mas profunda de los BICs en modelos discretos simples, estableciendo un marco

conceptual 1til para su analisis en sistemas cuénticos mas complejos.
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Capitulo 1

Introduccién y Conceptos Previos

1.1. Introduccion

El estudio de ondas presenta uno de los temas mas trascendentales en distintas ramas
de la fisica, como la foténica, la actstica y la eléctronica, debido a su vasta cantidad de
ejemplos observados en la naturaleza y la tecnologia. Dentro de estas disciplinas, apare-
cen una extensa cantidad de casos donde la onda se confina de forma parcial o total en
cierta region del espacio, lo que se conoce como un estado ligado. Dentro de la concepcion
clasica, la frecuencia de la onda es un criterio para saber si corresponde o no a un estado
de este tipo, ya que si ésta yace dentro de un espectro continuo de energia, solo puede ser

una resonancia, la cual se irradia hacia el infinito, impidiendo su posibilidad de confinarse.

Los estados ligados en el continuo (BICs por sus siglas en inglés) son una excepcion al
criterio anterior, ya que son ondas que permanecen localizadas a pesar de coexistir en un
espectro continuo de energia . Estos estados constituyen un fenémeno ondulatorio gene-
ral, el cual ha sido identificado en ondas acusticas, electromagnéticas, y ondas mecanicas
con medios como el agua y solidos. El origen de los BICs esta dado por la interferencia

destructiva, donde las pérdidas por radiacion de dos o més ondas se anulan.|[1]

Estos estados han generado gran interés dentro de la comunidad cientifica, no solo por su
naturaleza contraintuitiva, sino también por su variedad de posibles aplicaciones, como
el confinamiento robusto de energia, el control de la radiacion [2], y la construccion de

sensores y dispositivos de deteccion ultrasensibles en plataformas fotonicas [3]. Es por



esto, que su estudio a través de modelos de juguete ha sido un enfoque relevante en la
busqueda y comprension respecto a la formacion de BICs en diversos sistemas fisicos.
Dentro de este marco, surgen las cadenas de d&tomos unidimensionales en el modelo de
enlace fuerte, debido a la forma intuitiva y simple en que permiten capturar los efectos
de interferencia y confinamiento asociados a la estructura del sistema. En particular, el
modelo Su-Schrieffer-Hegger (SSH) se presenta como un ejemplo tipico, al incorporar de
manera minima una modulacién en los acoples que da lugar a distintas fases topologicas

con propiedades fisicas bien diferenciadas.

Este trabajo tiene como objetivo caracterizar de forma analitica y numérica la formacion
de BICs y cuasi-BICs en dos tipos de sistemas de enlace fuerte cuasi unidimensionales,
consistentes en dos contactos modelados como cadenas semi-infinitas unidimensionales,
los cuales estan acoplados en un caso a una estructura compuesta de una cadena de ato-
mos trivial finita, y en otro a una cadena SSH finita. En ambos modelos, la cadena esta
acoplada en ambos bordes a una impureza, formando una geometria de anillo cerrado.
Dicha impureza se considera como un punto cuéntico (QD por sus siglas en inglés), el
cual consiste en una nanoestructura semiconductora que tiene la capacidad de confinar
electrones en tres dimensiones, por lo que se le conoce también como atomo artificial [4].
Esta configuracion permite estudiar los efectos de interferencia generados por los multiples
caminos de tunelamiento hacia los contactos. A través de los métodos de ecuaciones de
autovalores de Hamiltonianos matriciales y funciones de Green, se calculan las propieda-
des de transporte relevantes, dadas por la transmision en el punto cuantico, y la densidad
de estados global del sistema. Los resultados muestran la formaciéon de BICs protegidos
por simetrias intrinsecas, especificamente la simetria de inversion espacial y la simetria
quiral ante acoples simétricos de la cadena con el QD. Mientras que en la cadena SSH,
surge un BIC robusto frente a perturbaciones, el cual sugiere un origen topolégico dado

por la naturaleza del modelo.

El trabajo cuenta con la siguiente estructura: En el Capitulo 1, se presentan los funda-
mentos tedricos necesarios, introduciendo en mayor profundidad el concepto de BIC, el
modelo de enlace fuerte, la naturaleza y propiedades de la cadena SSH. Ademas, se detalla

el formalismo de Landauer-Biittiker, pasando entre medio por las Funciones de Green y



la ecuacion de Dyson, para obtener las expresiones de las propiedades de transporte cuan-
tico. En el Capitulo 2, se desarrollan los modelos especificos para la cadena trivial y la
cadena SSH. Se comienza con un analisis analitico para sistemas minimales y se extiende
numéricamente para cadenas de N dimeros, estudiando la formacién de BICs, su depen-
dencia con las simetrias del acople y la emergencia del estado topologico en el régimen
no trivial de la cadena SSH. Finalmente, en el Capitulo 3, se presentan las conclusiones
generales del estudio, discutiendo la naturaleza fisica de los estados encontrados y sus

implicancias en la robustez frente a perturbaciones.

1.2. Estados ligados en el continuo

Consideremos el ejemplo mas sencillo de la mecanica cuéntica, un pozo potencial infinito

unidimensional. Sea:

0, 0<z<IL,
V(z) =

0o, en otro caso.

Entonces, debido a las condiciones de borde, la energia de una particula que se encuentre

entre 0 < x < L esta dada por:

, hAm?

omL?

E,=n neN

Por lo tanto, podemos decir que esta particula se encuentra ligada en esta region de z, y

su espectro de energia es discreto.

Para el caso de la particula libre unidimensional, es decir, donde V(z) = 0 en todo el
espacio, su espectro de energia es:
n2k?

E(k) = syl kEeR

Como k puede tomar cualquier valor de los nimeros reales, los valores posibles de energia
no estan discretizados, por lo que en este contexto, la particula no esta ligada a una

region del espacio, y su espectro es continuo.



La mecanica cuantica nos dicta que una particula localizada en una regién del espacio
producto de un potencial confinante va a tener una energia discretizada. Estos casos se
pueden observar en el oscilador armoénico cuéntico y en el &tomo de hidrégeno para ener-
gias negativas. Por otro lado, una particula que se puede propagar por todo el espacio,
tiene un espectro de energia continuo debido a la ausencia de condiciones de borde. Ejem-
plos paradigméticos son los estados de dispersion asociados a una barrera o pozo finito,

y en los estados no ligados del atomo de hidrégeno, donde la energia es positiva.

El caso de los BICs es una excepcién a la convenciéon tradicional descrita anteriormente,
ya que corresponde a un estado el cual se encuentra confinado en una region del espacio, a
pesar de tener un espectro de energia perteneciente al continuo. Estos fueron originalmente
propuestos en 1929 por von Neumann y Wigner [5], en donde impusieron una funciéon de
onda L? en todo el espacio, con simetria esférica, para posteriormente elegir un potencial
tal que permita a la funcién de onda ser una solucién de energia cero. A partir de la
ecuacion de Schrodinger:

R, 0* 20 Rr1,0*° 20

——— (==t -—=) v+ V(r)—_FE =0 = VIr)=——"(—+—-——=

2m(8r2 T@T)w (Vir) ‘\/0")¢ () 2m¢(8r2 T@TM)
propusieron un ansatz para la funcién de onda del tipo 9 (r) = r®sinr?, y aplicando su
condicién de cuadrado integrable, se obtiene que:

sin®(r) 2

W(r) = = Vi)== -9

r2

En la figura (1.1) podemos apreciar el grafico de la funcion de onda y el potencial en
funciéon de r, para energia £ = 0. A medida que r — o0, el potencial tiende a —oo, lo que
nos permite infinitos estados de dispersion para energias mayores a la energia potencial.
Sin embargo, para el caso donde E = 0, vemos que la funciéon de onda estéa localizada
cerca de r = 0, a pesar de estar dentro de un rango energético que permite la desloca-
lizacion de la particula. Por lo tanto, tenemos un estado ligado en este sistema, el cual
se encuentra dentro de un rango de energias continuas, lo que por definicién es un BIC.
El origen de este fendémeno se encuentra en la estructura oscilatoria de largo alcance del
potencial, que produce una interferencia destructiva entre las ondas de dispersion. Como

resultado, la funcién de onda se vuelve normalizable aun cuando su energia pertenece al



continuo, dando lugar a este fenémeno que buscamos analizar.

Figura 1.1: Potencial efectivo y funcion de onda correspondiente a energia E = 0 para el caso del
potencial de Wigner—von Neumann. A pesar de encontrarse en un rango energético perteneciente
al continuo, la funcién de onda permanece localizada espacialmente, dando lugar a un BIC.
Imagen extraida de Ref. [6] .

Como se mencion6 en la introduccion, los BICs son un fenémeno general ondulatorio,
por ende, podemos considerar el caso de una resonancia, la cual localmente se comporta
como un estado ligado, sin embargo, se irradia hacia afuera del sistema, como se observa
en la figura (1.2). Este tipo de ondas que oscilan de forma sinusoidal, como e ™"  se
le puede asociar una frecuencia compleja, w = wy — ¢I', en donde la parte real es la
frecuencia de resonancia y la parte imaginaria representa la tasa de fuga. En experimentos
de dispersion, las ondas incidentes pueden excitar resonancias convencionales, produciendo
variaciones en la fase y amplitud de la senal dispersada dentro de un ancho espectral
finito de 2T" [1]. En cambio, los BICs permanecen inaccesibles a estas excitaciones, ya que
estan completamente desacoplados de los canales radiantes. Por lo tanto, los BICs son
considerados como resonancias con tasa de fuga y ancho espectral nulos, lo que corresponde
a I' = 0. Este sera nuestro parametro a la hora de identificar BICs en los modelos a
estudiar, en donde buscaremos resonancias con ancho 2I' — 0, debido a que nos indica

una particula con tiempo de vida media muy extenso, lo que se conoce como cuasi-BICs.

Al ser I' = 0, su tiempo de vida medio es infinito, lo que corresponde al caso ideal de los

BICs [7].
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Figura 1.2: Representacion esquemaética de estados ligados, resonantes y estados ligados en
el continuo, destacando la localizacién espacial de estos dltimos dentro del espectro continuo.
Imagen extraida de Ref. [6]

1.3. Modelo de Enlace Fuerte Unidimensional

El modelo de enlace fuerte en la fisica del estado s6lido es un método para calcular
la estructura electronica de bandas en sélidos y moléculas de forma aproximada. En
este trabajo, seguimos la formulacion estdandar presentada en Ref. [8] para el modelo
de cadenas unidimensionales, las cuales contienen un solo electréon y un solo orbital por
atomo, denotado por |n), como se observa en la figura (1.3). Ademas, asumimos que los

orbitales son ortogonales entre si:

(njm) = dpm

Luego, escribimos el Hamiltoniano como:

H=K+>V,
J
En donde K = p /(2m) es la energia cinética, y V; corresponde a la interaccion coulombiana

del electréon en la posicién r con el nicleo en el sitio j. Con estas definiciones, tenemos

que:

Hln) = (K + V) |n) + > Viln)
P i#n

€0



Aqui, €y corresponde a la energia del electron del nicleo n en ausencia de cualquier otro
atomo a su alrededor, lo que se conoce como energia de sitio. Por ende, al escribir el

Hamiltoniano de forma matricial, obtenemos:

(n|H|m) = Hy = €o0nm + . (n|Vjm)
i#m
En la ultima expresion, el término a la derecha de la suma corresponde a la transferencia
de un electron localizado en un atomo en la posicidén n, hacia otro sitio en la posicion
m, producto de la interacciéon coulombiana entre el electron y el niicleo. Generalmente,

esta transferencia solo ocurre si n y m estdn muy cercanos el uno del otro. Por ende,

consideraremos solo el caso de interacciones entre primeros vecinos:

—t, n=m=+1,

> (nlVjlm) =

j#m 0, en otro caso.

En donde t corresponde al término de salto, el cual tiene dimension de energia, y permite
al Hamiltoniano mover un electréon de un sitio a otro. La magnitud de ¢ depende de la
cercania de los orbitales, la cual decae de forma exponencial a medida que éstos se alejan.
Por lo tanto, el elemento matricial del Hamiltoniano para una cadena unidimensional en

el modelo de enlace fuerte es:

Hn,m - EOfsn,m - t(5n+1,m + 5n—1,m)

Figura 1.3: Cadena de enlace fuerte unidimensional. Por cada atomo existe un orbital, y los
electrones solo pueden saltar entre dtomos vecinos. Imagen extraida de Ref. [§]

Ademés, si consideramos condiciones de borde periddicas en la cadena, el sistema es
traslacionalmente invariante, por lo que existe un operador traslacion T' tal que [H,T] = 0,
lo que nos permite diagonalizar el Hamiltoniano en la autobase del operador traslacion,

los cuales son conocidos y estan dados por ondas planas definidas como [9]:
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donde £ corresponde al ntimero de onda de la particula, y j es el indice del sitio en la

cadena.

1.4. Cadena Su-Schrieffer-Heeger

El modelo Su-Schrieffer-Heeger (SSH) es un modelo de enlace fuerte que describe a un
tnico electron sin spin en una celda unitaria unidimensional de dos sitios [10]. Los dtomos
dentro de la celda se etiquetan como A y B, dado por la figura (1.4). Para este sistema, se
denominan dos potenciales de salto, —v para el intercambio dentro de la celda unitaria, y
—w, para el intercambio entre celdas unitarias vecinas. El Hamiltoniano de enlace fuerte

S€ expresa Commo:

H=-v> (In,B)(n, Al + h.c)—w> ((In+1,A4)(n, B| + h.c)

Aqui, «h.c» denota el hermitico conjugado del término anterior; ademés, se ha considera-

do la energia de sitio como €4 = eg = 0.

Unit cell

Figura 1.4: Representacion visual del modelo SSH. Imagen adaptada de Ref. [11]

Por otro lado, si aplicamos la ecuaciéon (1.1) en el Hamiltoniano de la cadena SSH, ésta

se puede expresar como:

H =" (v+e*w) |k, B) (k, Al + (v + ¢*w) |k, A) (k, B|
k

De forma compacta, podemos escribir el Hamiltoniano de la siguiente manera:
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0 v+efw) [ (kA
v+ e Fw 0 (k, B|

-~

H(k)

A= zk: (1. 4) [%.B))

H (k) se conoce como Hamiltoniano de Bloch, el cual nos entrega la informacion de las

bandas de energia que forma la cadena, dada por sus autovalores [11]:

E(k) = £/v2 4+ w? + 2vw cos(k)

1.4.1. Simetrias Modelo SSH

Una de las caracteristicas mas relevantes de este modelo corresponde a las simetrias que
presenta su Hamiltoniano. En este trabajo nos enfocamos en dos de ellas, por un lado,

tenemos la simetria quiral [12], la cual viene dada por la siguiente relacion:

CHC'=—-H (1.2)

En donde C' = UK , con U un operador unitario, y K la conjugaciéon compleja. Ademas,

C cumple que:

~ ~ ~

Esta simetria nos dice que el espectro de energia de la cadena SSH es simétrico respecto
a F =0, ya que:
CEp [tm) = —HC [9h,) » HC [t) = —EpC |thm)

Entonces, [1,,) es un autoestado de C, tal que:

Por lo tanto, los estados con energia +F son autoestados del sistema aislado, confirmando
su espectro simétrico. La otra simetria de interés para este estudio, corresponde a la

inversion espacial, o paridad [13], la cual intercambia el sitio j por el M + 1 — j. Esta
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viene dada por:

PHP=H ; P?’=1,, (1.3)

Podemos ver que:

PHP|yp)=H|v) /P
DL HP ) = EP|¥)

H?‘L(BTL

Esto implica que P |1) es autoestado de H, por lo que |1)) es un autoestado de P. Ademas:

Plyy=Xy) /P
P2y = AP |¢)
W)y =MNY) = A==I

Por ende, se puede inferir que existen estados los cuales van ser simétricos y antisimétricos

bajo inversion espacial:

Py =tay 5 Py = —tai

1.4.2. Topologia Modelo SSH

Los aislantes eléctricos consisten en materiales que tienen una region prohibida entre las
bandas de valencia y conducciéon. Estos se pueden diferenciar en aislantes topologicos y

aislantes triviales [14].

Un aislante topologico es un material el cual en su interior se comporta como un aislante
eléctrico, mientras que en su superficie se comporta como un conductor eléctrico. Esto
se debe a que la topologia del interior del material es no trivial, por lo que la frontera
entre el aislante y el vacio (zona de topologia trivial) representa una transicion de fase
topologica, lo cual implica el cierre de la brecha de bandas en esa region, forzando a so-
portar un estado de borde conductor. Por esta razon, un aislante topolégico no puede ser

transformado de forma continua en uno trivial sin provocar un cruce entre las bandas,
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siendo ésta la evidencia de una transicion de fase |14, 15].

La cadena SSH finita representa el modelo més simple de aislante topologico unidimen-
sional, ya que al definir el parametro r = w/v, podemos analizar la figura (1.5), en donde
vemos que a pesar de que la estructura de bandas energéticas luzca exactamente igual
para (r < 1)y (r > 1), la transformacion continua de este parametro exige en (r = 1) un
cierre de la region prohibida en k = 4, lo que nos indica que la topologia para distintos

regimenes de r es diferente.

La caracterizacion topologica de estas dos fases se realiza mediante el winding number v,
un invariante topologico definido a partir del Hamiltoniano de Bloch del modelo SSH. Al

escribir el Hamiltoniano en el espacio de momentos como

con h(k) = (v +wcosk, wsink, 0), el winding number cuenta cuantas veces el vector
h(k) rodea el origen al recorrer la primera zona de Brillouin [11]|. Para r > 1 el recorrido
encierra al origen y se obtiene v = 1, correspondiente a una fase topologica no trivial que
soporta estados de borde. En cambio, para » < 1 el origen no queda encerrado, dando
lugar a ¥ = 0 y a una fase topologicamente trivial. En el punto critico » = 1 el invariante
no esta definido debido al cierre de la brecha de energia, senal inequivoca de una transiciéon

de fase topologica.

(a)r<1 (b)r=1 (c)r>1
‘L\/ | A\/

-1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0
k() k(m) k(m)

Energia
o

Figura 1.5: Estructura de bandas del modelo SSH para distintos regimenes de acoplamiento,
dados por r.
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1.4.3. Estados de Borde

En esta seccion, queremos ver el mecanismo de proteccién de los estados de borde. Con
ese proposito, necesitamos estructurar el Hamiltoniano en el espacio de subredes, el cual
esté escrito en una base ordenada por subredes {A1, Ao, ..., By, B, ..., By }. En dicha base,

el Hamiltoniano toma la forma:

. 0 D
H
Dt 0

en donde los bloques diagonales son nulos, ya que la simetria quiral prohibe saltos del
tipo A— Ay B — B [12], mientras que los bloques fuera de la diagonal contiene los saltos

entre subredes.

A partir de esta base, buscamos resolver la ecuacion de Schrodinger para un estado )

con energia F = 0:

0 D\ [va 0
Dt 0) \yg 0

Esto se desacopla en dos ecuaciones independientes:

Dby = 0
Dy =0

La implicancia de este resultado es que el estado solo puede vivir en una subred. Por

ejemplo, el estado de borde izquierdo en la fase topologica solo vive en la subred A:

L) = (14,0)"

Ahora, podemos anadir una perturbacion de la forma general:

V:f:[AB—l—HBB-i—]:]AA-i—I:IBA (1.4)

donde f]z-j son términos que acoplan a sitios del tipo ¢ con los del tipo 7, en cualquier

6rden de vecinos. Queremos ver el cambio de energia del estado de borde izquierdo, por
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lo que al calcular la correciéon a primer orden en teoria de perturbaciones, obtenemos:

AE = (| V Y1) = (Tpix 0) : .

Hpa Hpp 0

Al multiplicar las matrices, observamos que el corrimiento de energia es:

AE =\ Hantha

Podemos ver que si la perturbacion respeta la simetria quiral, es decir, Hqy = Hgg = 0,
entonces la correccion de energia AFE se anula, por lo que la energia queda clavada en

cero, dejando al estado inamovible.

1.4.4. Sub-simetrias SSH

El concepto de sub-simetria es un caso de simetria, en donde la ecuaciéon pertinente al
Hamiltoniano y al operador de simetria solo se mantienen en un subespacio del espacio
de Hilbert completo. Para el caso de la cadena SSH, la sub-simetria se enfoca en pertur-
baciones que destruyen la simetria quiral, como el acoplamiento entre sitios A-A y B-B,
pero que preserva una sub-simetria menos estricta, que definiremos a continuacion. Al

fijarnos en la ecuacion (2.12), se puede descomponer el operador quiral como:

C == PA - PB
donde ]5A( p) corresponde al operador proyeccion de la subred A(B). También podemos
definir el estado de borde izquierdo |Ay) y el derecho |Bp), cuyas amplitudes no son nulas
en sus respectivas subredes:

Py|Ap)=|Ar) : Pg|Br)=|Br) ; PpulAL(Bgr) =0

Con estas definiciones, es posible establecer dos sub-simetrias en la cadena SSH, la sub-

simetria A y B, las que se expresan de la siguiente forma:

A A

CHC™'P,=—-HP, ,iec{A B}

Posteriormente, recordando la perturbacion general dada en (1.4), nos restringimos a
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perturbaciones que preservan la sub-simetria A, es decir:
V = Hap + Hpp,
estas perturbaciones pueden ser locales, no locales, periédicas o desordenadas.

Dado que Hpp solo actta sobre la subred B , se cumple:
-HBBPA - O)

por lo tanto:

Hpp|AL) = HppPa|AL) = 0.

Ademas, los términos H 4 preservan la simetria quiral y no pueden desplazar un estado
de energia cero mientras la cadena se encuentre en fase topoloégica. En consecuencia, el
estado de borde izquierdo |AL) permanece protegido bajo perturbaciones que preservan

la sub-simetria A.

En contraste, el estado de borde derecho |Bg), que vive en la subred B, si es afectado
por los términos Hpp, por lo que no goza de la misma proteccion. Este procedimiento es
analogo para observar la proteccion del estado de borde |Br), bajo perturbaciones que

preserven la sub-simetria B.

Podemos observar que los estados de borde topolégicos siguen existiendo a pesar de la
ruptura de la simetria quiral global y de la cuantizacion de su respectivo invariante topo-
logico, lo que evidencia que la proteccion de este estado solo requiere de una sub-simetria

restringida al subespacio donde vive el estado.

1.5. Funciones de Green

La funciéon de Green es un método sumamente eficaz que aborda el estudio de los pro-
blemas de condiciones de borde. Esta nos permite resolver ecuaciones diferenciales con

términos no homogéneos, especialmente cuando tenemos un sistema con una fuente pun-
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tual o distribuida, como cargas, masa, calor, entre otros.

Podemos describir un sistema mediante un operador diferencial £ , con f y g funciones,

tal que:

Lf=g << fzﬁflg

La inversa del operador diferencial L, si existe, puede definirse a través de una transfor-

mada integral como:

Llg= /G(x,t)g(t) dt

con G(z,t) siendo el Kernel de la transformada. Aplicando £ en ambos lados:

= ﬁﬁ_lgzﬁ/G(x,t)g(t) dt

g= / CIG(x, t)]g(t) dt

De acuerdo con la definicion y caracteristicas de la delta de Dirac, se tiene:
LIG(x,t)] =z —1t) (1.5)

Por ende, la funcién G(z,t) que satisfaga la ecuacion (1.5), se conoce como funcion de
Green del operador diferencial £ [16]. Esta funcion es la solucion particular de la ecua-
cion diferencial asociada a 6(x — t), utilizada para construir la solucién general cuando

conocemos las condiciones iniciales o de borde.

1.5.1. Funciones de Green discretas en Mecanica Cuantica

Bajo la idea anteriormente mencionada, se define el operador funcion de Green en la

mecénica cuantica de un sistema descrito por el Hamiltoniano H de la siguiente forma:

~

(:—H)G=1 ; zeC (1.6)

donde la parte derecha de la ecuaciéon corresponde al operador unidad, el cual depende

de la estructura del espacio de Hilbert. Por otro lado, definimos un conjunto de autokets

de H:
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H|én) =M ldn) 5 (Bnldm) = S Z In) (n| =1, (Completitud)

Insertando este operador unitario en la definiciéon de la funciéon de Green, obtenemos:

G(2) =Y (2= H)7 o) (dal = D (2 = Xa) " n) (0]

n n

En donde hemos usado la siguiente propiedad de los operadores:

FUH) [d) = f(Nn) |60)

Por ende, la funcion de Green se puede expresar en lo que se conoce como la forma de

Lehmann [17]:

Gy = Y 12t (1.7)

En principio, z puede ser cualquier nimero complejo, pero se decide elegirlo levemente

por encima del eje real, obteniendo la llamada funcién de Green retardada:

cmngbﬁ%%% (1.8)

n

aqui, E es real y n es un niimero positivo infinitesimal.

1.5.2. Ecuaciéon de Dyson

La ecuaciéon de Dyson es un método poderoso el cual permite computar funciones de Green
de forma exacta y aproximadas, a través de teoria de perturbaciones. Para ese proposito,

expresamos el Hamiltoniano de la forma:

H=H,+V (1.9)

en donde Hj corresponde al Hamiltoniano de un sistema sin perturbar, el cual tiene
soluciones conocidas, y V' es una perturbacion pequena. Luego, se define § como la funcion

de Green del Hamiltoniano Hy:

(= — Ho)g =1 (1.10)



Por lo tanto, al reemplazar el Hamiltoniano en la definicién de la funcién de Green del

sistema completo, obtenemos:

N

Multiplicando la expresion anterior por g - y - G, se tiene:

N

G=g+gvVQa (1.11)

Esta expresion se conoce como la ecuacion de Dyson, y nos permitird computar funciones

de Green de forma exacta.

Es posible encontrar una aproximaciéon de la ecuaciéon de Dyson al reemplazar G en la

ecuacion (1.11) por la misma ecuacion (1.11) [17]:

N A A N ~ A A

G=4+gV((i+iVGQ) =g+ gVi+ gVivVa (1.12)

Al seguir repitiendo este procedimiento, llegamos a lo que se conoce como serie de Dyson,
el cual es un método aproximado para computar funciones de Green, dada al truncar la

serie para cierto orden.

1.5.3. Densidad de estados

Considerando el sistema dado por el Hamiltoniano H mencionado anteriormente, con sus
respectivos autovalores y autoestados, definimos la densidad total de estados (DOS por

sus siglas en inglés) del sistema como [18]:

D(E)=) 6(E=X\) ; - D(E)dE = N,

Ey

en donde N, es el nimero de estados en el intervalo |FEy,Es].

La densidad local de estados (LDOS por sus siglas en inglés) es la proyeccion de la DOS

en un estado de interés arbitrario |1), que se define de la forma [18]:

mo(B)= Y1 0lon) POE=A) 5 [ mo(E)E =1
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Ademas, la DOS es la suma de todas las proyecciones de la densidad de estados de cual-

quier set ortonormal completo {|¢y,)}.

Consideremos un elemento diagonal de la matriz de funciones de Green, a partir de la

ecuacion (1.8):

|¢n) (&n]
Goo(E ¢|ZE /\+“7 Z|¢|¢n m

Multiplicando tanto el numerador como en el denominador por el complejo conjugado del

altimo, tenemos la siguiente expresion:

E— X\, —1in
(E_An)Q_nQ

En el gje real de energia, la parte real de Goo(E) presenta polos en los valores del espectro

Goo = D | (1h]en)

discreto de H, mientras que la parte imaginaria contiene singularidades del tipo delta;

esto se puede observar haciendo el limite € — 07, y usando el siguiente resultado:

lim — =0(FE — A\,
dm s Em e )

Combinando esta expresion con la LDOS, obtenemos:

T e—0t

Dado esto, podemos ver que la densidad de estados del sistema va a estar dada por la traza

de la matriz de funciéon de Green para cualquier elecciéon de set ortonormal completo:

D(E) = Lt G(E) (1.14)

T e—0t

1.6. Transmision

Al estudiar el transporte en cualquier sistema, la esencia de lo que estamos analizando es
la respuesta de un dispositivo frente a una senal externa. Esta respuesta esté determinada
por los contactos, que actiian como reservorios electronicos en equilibrio, caracterizados

por un potencial quimico y una temperatura, y que suministran y absorben electrones del
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sistema. Una de estas respuestas corresponde a la transmision del sistema, siendo ésta la
probabilidad de que un electréon se transporte de un contacto a otro, atravesando cierta
zona de interés [19]. El esquema propuesto se puede observar en la figura (1.6). Para nues-
tro analisis, consideraremos dos contactos, uno de lado izquierdo, el cual se denota con la
letra L, y otro del lado derecho, denotado por la letra R. Entre medio de estos contactos,

tendremos una region central conocida como zona de dispersion.

scattering region

aYaYaVaVaVaVaVaVavy
N/NINSN NN NN

Figura 1.6: Estructura estandar de transporte electronico, dentro del modelo de enlace fuerte.
Esta consiste de una zona de dispersion (zona de color negro), conectada a tres contactos semi-
infinitos (zona de color rojo/rosado). Dentro de la zona de dispersion, se estudian las propiedades
de transporte, como la transmision y la DOS. Imagen extraida de Ref. [20]

Nuestro interés en esta secciéon es encontrar una expresion que nos permita calcular la
transmision en el sistema. Para eso, partimos el desarrollo a través del la ecuaciéon de

autovalores dada por el siguiente Hamiltoniano:

Hy 7 0| ||[vwk) L k)
[H] [Ty,) = 7A'£ Hp 7A'}Tz lWpi) | = EE) ||[¢¥pr) (1.15)
0 7r Hg| ||Yrs) [VR,k)

La matriz 3 x 3 estd compuesta de submatrices. En su diagonal, tenemos los Hamilto-
nianos del dispositivo, y el de los contactos izquierdo y derecho desacoplados, mientras
que los elementos fuera de la diagonal son la matriz de acoplamiento entre los contac-
tos con el dispositivo de conduccion. Ademas, la interaccion entre los contactos L y R
no es considerada. Por otro lado, el autovector asociado a estd matriz esta compuesto

de kets, los cuales representan estados asociado a cada contacto y al dispositivo, y estan
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dados por el subindice k, el cual nos informa el nimero de onda relacionada a la particula.

Recordando la definicion de la funcion de Green, en la ecuacion (1.6), podemos observar

que:

E—H, -7 0 Gr Giop Grr
—f'z E—HD —7A'1T% : GD—L GD GD—R :ann
0 —7r  E— Hg Grr Grop Gg

donde los elementos de la diagonal de la segunda matriz corresponde a matrices de fun-
ciones de Green, las cuales conectan elementos dentro del dispositivo y los contactos,
mientras que los elementos fuera de la diagonal son funciones de Green en donde se re-
presenta la conexiéon entre el dispositivo con los contactos respectivos. El término a la
derecha de la igualdad es una matriz diagonal de matrices unidad, la cual tiene la misma

dimensién que las submatrices correspondientes.

A partir de la segunda fila de la primera matriz, con la segunda columna de la segunda

matriz, obtenemos la siguiente ecuacion:

—#1G_p+(E—-Hp)Gp —7Grp =1
~—1
9a

Gp = ga+ da (%ZéLfD + %;éRfD) (1.16)

Para obtener G L(R)—D, multiplicamos la primera(tercera) fila con la segunda columna:

(F — Hyr) Grry—p — f1(r)Gp = 0
—_———
Irim)

Grr)-p = 417 Gp

Reemplazando en (1.16):

Gp=gp+ipXGp ; S = Z H GoTa
acLl,R

)y representa el acoplamiento entre el dispositivo y los contactos respectivos, y nos otorga
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informacion sobre la naturaleza del altimo mencionado. A este término se le conoce como
autoenergia [21]|. Despejando Gp, se tiene la siguiente expresion:
go
I— gDE
Para proseguir con el desarrollo, se hace necesario definir ciertos elementos los cuales no

se usaran explicitamente en la busqueda de BICs, pero nos permitiran entender el célculo

para una expresion final de la transmision.

1.6.1. Funcién espectral

La funciéon espectral A(E) nos da la densidad de estados disponible a una energia E. Se

define a partir de las funciones de Green retardada (G") y avanzada (G*) [22]:

N ~ ~

A=i(G"—GY con G*=(G")f

Para entender su significado fisico, usamos la ecuacion (1.8) y calculamos la diferencia

explicitamente:

r Na [ 1 1
G G =Y fu) (o }

E—e,+in E—e,—in

_ Z‘Un> (1] (E—¢€,—1in) — (E — en+in)]

(E— €)%+ n?

B )l [ —2in

Sustituyendo en la definicion de A:

. —2in B 2n
A= S o)l (e ) = Sl e

Vv
Lorentziana

En el limite n — 0, la Lorentziana tiende a la funciéon Delta de Dirac:

1 2
- 2’7 = §(z) = 1
=0 7 x% + n? z? +n?

= 27d(x)
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Por lo tanto:

A(E) =271 " 5(E — €,) [un) (uy] (1.17)

1.6.2. Ecuacién de Lippmann-Schwinger

Para describir el transporte, buscamos estados de dispersiéon que se originan en los con-
tactos. Para eso, deseamos resolver la ecuacion de autovalores de uno de estos estados,

denominados por |)):

H)=El) ; H=Hy+V

Con ese proposito, se define |¢), el cual corresponde a un estado libre incidente, y es un

autovector de H, 0

Hy|9) = E|9)

Por ende, lo que buscamos es una solucion tal que |¢)) — |¢) cuando V — 0. Se puede

comprobar que una expresion la cual cumple con ese objetivo es:

W) = |¢) + [E — Ho] "'V )

Somos capaces de observar que esta expresion no esté bien definida, debido a que [E —
Hy|™! tiene un autovalor que lo anula, lo que impide su invertibilidad. Para darle solucién
a esto, desplazamos la energia con una cantidad imaginaria infinitesimal, lo que se puede

hacer de dos maneras:
(W) = |¢) + [E — Ho % in] 'V )

Para este caso, tomaremos solo la solucion (+). Podemos ver que en la igualdad nuestra
incognita estd de ambos lados de la ecuacion, por lo que para resolver esto necesitamos
ya conocer W(”). Sin embargo, es posible encontrar una solucién al escribir la ecuaciéon
nuevamente en |1)(*)), siendo este el mismo procedimiento realizado en la serie de Dyson.

Al reemplazar el término invertido por la funciéon de Green dada en (1.10), obtenemos:

W) = 1¢) + gV (I¢) + 9"V [ D))
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Al seguir iterando este procedimiento, podemos ver que:

WY = o)+ (@7 + GV + VIV + .. )V o)

Usando la ecuacion (1.12), tenemos la ecuacion de Lippmann-Schwinger [23]:

[0) = 16) + GV [9) (1.18)

Volviendo a nuestro sistema de interés, vamos a considerar un electréon incidente desde
el contacto izquierdo en el modo k: |¢p ;). Queremos saber como se ve afectada esta
funcion de onda dentro del dispositivo, para eso, proyectamos la ecuacion (1.18) sobre el

subespacio del dispositivo D, y aplicamos un operador proyector entre Gr y V:

(DIW'™) = (Dlyry) + (DG Y |D) (DI V [0
———

=0 D

El término a la izquierda de la suma es cero, ya que el estado incidente vive en L, por
lo que no tiene proyecciéon en D. Por otro lado, no existen términos perturbativos que
permitan saltos entre estados desde L a R. Ademés, el término que conecta a L con D es

%z, por lo tanto:

[Wp k) = (D|G" D) (D|V [tprx) = Gl7l [br) (1.19)

Esta ecuacion nos dice que la funciéon de onda en el dispositivo es la onda incidente, que

salta al dispositivo (Tz) y luego se propaga dentro de él (GE).

1.6.3. Densidad de corriente

Partimos de la ecuacion de Schrodinger para el estado total del sistema:
L d .
ih— V(1)) = H[¥(2)) .

Definimos el proyector operador de la particula en el dispositivo como:

Pp V) =|¢p) ; Pplyp) = |vp)

Por otro lado, la probabilidad de encontrar la particula en el dispositivo central se puede
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expresar comao:

Pp(t) = (@p(t)[¢p(t))
Su derivada temporal viene dada por:

dPp

d ; j
o d (Yplp) = (¥plvp) + (YpltD) -

Utilizando la ecuaciéon de Schrédinger y su conjugada hermitica pasa sustituir |¢'D>:

dP, LA 5 N
Ef:ammmﬁ+wm&ww
dd% — iR (U| H |op) — ik (p| H | D)
dP, 1 - 3

U0 =~ (twl A1) — (@l H o))

La variacion de la probabilidad en el dispositivo proviene tinicamente de los términos de

acoplamiento con el contacto j, contenidos en el Hamiltoniano como
H>#+7.

Por lo tanto,
dPp

1
1 G R AT

Identificando el flujo de probabilidad entre el dispositivo y el contacto j, definimos la

densidad de corriente asociada como:
e . R
Jy = (il 35 1ow) = (il 7 143 )

donde e corresponde a la carga eléctrica del electron. Dicha expresion satisface la ecuacion

de continuidad para la probabilidad en el dispositivo.

Cualitativamente, la densidad de corriente se entiende como el balance neto del flujo

de probabilidad electronica entre el dispositivo y los contactos. Dado que el sistema se

26



encuentra en estado estacionario , la densidad de carga en el dispositivo es constante. Por
el principio de conservacion de carga, esto implica que el flujo de corriente es uniforme en
todo el sistema, lo que nos permite calcular la corriente transmitida hacia el contacto R

evaluando el flujo de probabilidad proveniente desde el contacto L:

1€

Joor =+ 5 <<¢Rk|TR|¢Dk> <wD,k|7A—1J;|¢R,k>) (1.20)

De la ecuacion (1.15), la multiplicacion de la tercera fila con el vector nos entrega:

—7r [¥p) + (E — Hg) [vg) =0
~———
an'

Yr) = grTR [¥D)
Invocando la ecuacion (1.19), obtenemos:

Wrk) = GrTRGYHTL VL) (1.21)

Reemplazando |¢r k) v [¥pk) en (1.20) por (1.21) y (1.19) respectivamente, nos queda la

expresion para la densidad de corriente como:

ie A Aa AT ra A A4 A Aa AT oAt A A4
JiRr = 7 <<¢L,k| 7. Gp TIT% 9rTRGp Tz |¢L,k> — (YLl 7L GD 7'12 JrTrRGD Tz |1/)L,k>>
ie ~T (ra AT\ A AT A
JrLr = 7 WL k\ TL DTsz (QR - gR) 7rGp 7'2 WL,k> (1-22)

A partir de la igualdad encontrada anteriormente, podemos definir la matriz de ancho de
linea f, la cual nos indica la fuerza de acoplamiento disipativo entre los contactos y el
dispositivo [21]:

[r=7LArg = i(X], — 2%) (1.23)

Dado esto, podemos calcular la corriente macroscopica Iz sumando las contribuciones de
todos los estados k. Estas contribuciones son ponderadas por la distribucion de Fermi
f(E,ur), cuya ocupacion estd determinada por el potencial quimico uy del contacto

izquierdo:

Ir = Zf (B, pr)Jisr = Z FE, pnr) (Wil 7L.GHTRG Y, ) (1.24)
k
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Recordando la siguiente identidad:

/ S(E — Ep)dE = 1
Podemos insertar la expresion anterior y un conjunto completo en la ecuacion (1.24),
obteniendo:

(&

In= 7 / dE ; Fu(By) (Yr k] 7.GOD RGhH7 imj im) (m|6(E — Ey) [¢r.)

Recordando la definicién de la funciéon espectral, y reemplazando por la relaciéon encontra-
da en (1.23), la corriente asociada a los electrones inyectados desde el contacto izquierdo
hacia el derecho puede escribirse como:

2

In=5- [ dEf(E, 1) Te(GOT RGHT L)

La corriente neta se determina mediante el balance de los flujos de electrones inyectados

desde los contactos izquierdo y derecho. Asumiendo que el flujo L—R es positivo:

_26

1
h

dE[f(E, ur) — f(E, ug)] Tr(T 1 GHT rGS)

Esta expresion corresponde a la formula de Landauer-Biittiker [24]. En este marco, la
probabilidad de transmision cuéantica T(E) puede identificarse mediante la relacion de

Fisher-Lee [25] como:

T(E) = Tr(T .G rGY) (1.25)
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Capitulo 2

Modelos y Desarrollo

Los modelos a estudiar consisten de la estructura mencionada en la figura (1.6), compues-
ta de dos contactos y una zona central de dispersion. Los contactos izquierdo y derecho
consisten de una cadena semi-infinita unidimensional, la cual tiene energia de sitio nula, y
energia de acople entre primeros vecinos dado por —t . Por otro lado, la zona de dispersion
estd formada por una cadena acoplada en ambos extremos a un punto cuantico. En este
trabajo, el QD acttia con un rol de impureza en el sistema. El esquema esta dado en la

figura (2.1).
Considerando las energias de sitio ¢y = 0 el Hamiltoniano general esta dado por:

H= Hleads + Hchain + %eads—QD + ‘/chain—QD

en donde Hjcogs, Henain corresponden al Hamiltoniano de los contactos y la cadena des-
acoplados, y Vieaas—Qp, Venain—gp son el acoplamiento entre los contactos y la cadena con

el QD, respectivamente. Estos ultimos toman la siguiente forma explicita:

~

V;:hain-QD = ‘/1<‘d> <17A‘ + hC) + Vn(’d> <N7 B‘ + hC)

~

Vicaas-qn = Va([d) (0] + |0) (d]) + VL (|d) (0’| +10°) (d])

con Vi, el acople entre el primer(tltimo) sitio de la cadena con el QD, y Vi(g) el acople

entre el primer sitio del contacto izquierdo(derecho) con el QD.

29



Figura 2.1: Sistema en forma de anillo, compuesto de una cadena SSH acoplada a ambos borde
a un punto cuantico. Los contactos izquierdo y derecho se modelan como cadena semi-infinitas
unidimensionales, acopladas al QD desde los extremos.

En los modelos a estudiar, las condiciones que imponemos en el sistema para definir un

estado como BIC son:

= Energia real, ya que esto significa que el estado no presenta una tasa de decai-

miento. Esta restricion se expresa como:

E=FE* (2.1)

= Probabilidad de transiciéon entre cadena y QD nula, debido a que el QD re-
presenta el puente entre la cadena y los contactos, por lo que al no haber posibilidad
de transicion, implica que existe un estado localizado en la cadena a pesar de existir
en un espectro continuo de energia. Para esto, debemos encontrar los estados |1},

los cuales cumplan que:

(d| V) =0 (22)

En este sistema, el tinico canal de transmision disponible es el QD, por lo tanto, la ex-
presion dada en (1.25) deja de ser la traza de una matriz, si no que corresponde a la

funcion de Green retardada y avanzada del QD, mientras que los anchos de linea dejan de
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ser operadores, y se vuelven escalares. Con estas consideraciones, la transmision en este

sistema es [7]:

T(E) = T1(E)|Gaa(E)"Tr(E) (2.3)

en donde Ggq es la funcion de Green del QD, y I'r(r) son los ancho de linea del contacto

izquierdo(derecho).

Las consideraciones generales para todos los sistemas a estudiar:
» La temperatura es 7 = 0.

= Los graficos se realizaron a partir del la inversion del Hamiltoniano para el posterior
célculo de las funciones de Green, dada por la ecuacién (1.6). Posteriormente se
usaron las ecuaciones (1.14) y (2.3) para graficar la DOS y transmision, respectiva-
mente. El tnico célculo explicito de las funciones de Green se encuentran para el

caso de dos dimeros de la cadena SSH.

= En los graficos, las lineas punteadas en gris corresponden a autovalores de las cadenas

desacopladas del QD (V}; = Vy = 0).

2.1. Cadena Trivial

Para estudiar la formacién de BICs en el sistema propuesto, partiremos de un sistema
mas sencillo, en donde transformamos la cadena SSH en una cadena trivial, la cual se
caracteriza porque todos los dtomos son del mismo tipo (A = B), y los acoplamientos
inter e intradimero son iguales (v = w), lo que implica que no estaremos hablando de

dimeros, si no que de sitios.

Los parametros de los gréaficos estan en unidades arbitrarias de energia, y toman los valores

dev=w=1t=1.0, Vg = 0.2.

2.1.1. Caso minimal: Dos sitios

Partiremos del sistema més simple posible, que consiste de una cadena compuesta de

dos atomos, los cuales estan acoplados a un QD. En este modelo podemos estudiar la

31



caracterizacion de BICs de forma analitica a través del Hamiltoniano matricial del sistema.
Con este proposito, podemos modelar un sistema efectivo dado por un QD, cuya energia de
sitio contiene tasa de pérdida dada por I', siendo esto un mapeo del aporte efectivo de los
contactos acoplados al QD [26]. Este enfoque implica una energfa compleja, otorgandonos

un Hamiltoniano no hermitico de la forma:
H = —il |d) (d| —v(|1) (2] + h.c) + (Vi(|d) (1] + h.c) + V,.(|d) (2| + h.c)

siendo el primer término correspondiente a la energia del QD con ancho de linea I, el
segundo representa el acoplamiento intradimero v, mientras que los terceros y cuartos
términos describen el acoplamiento del QD con el primer (V;) y segundo (V},) sitio del
dimero, respectivamente. Para analizar este sistema, se resolvid la ecuacion de autovalores,

dada por la forma:

— ‘/1 Vn T T
Vi 0 —wv To | =€ | 29
V., —v 0 T3 T3

Lo que nos otorga el siguiente sistema de ecuaciones:

—il'my + Vixg + V23 = ey,
Vixy —vxs = exo,

V,x1 — vy = €x3.

Al resolverlo (seccion A.1), obtenemos los coeficientes para el autoestado del sistema,

dados por:

2011 Va—e(V2+V2)
(vV1—€Vy)(e+il")

=N e
1
20V, Vo — e(V2 + V) vV, — eV}
= n d — 1 2
) (V) — €Vy,) (e + i) | >+U‘/1—€Vn| ) +12)
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con N la constante de normalizacion.

Al buscar un BIC, imponemos que el coeficiente de |d) es nulo, ya que nos informa que
no existe probabilidad de encontrar el estado en el QD. Para eso, separamos el coeficiente

en su parte real e imaginaria:

201V — e(VE + V) (e —il)  [20ViVh — (V2 + VP)](e — i)

(Vi — V) (e +4D) (e —iT) (WV; — €V,,) (2 + I2)

[gualamos su parte imaginaria a cero:

201 Vy — (V2 + VP)(T)
(V) — €Vy,)(e2 +12)

=0

201V — (V7 + V7)|(T) = 0

201V,

(V,ETVE) =€ (2.4)

La segunda condiciéon que imponemos es que el estado asociado a esta energia debe ser
autoestado del Hamiltoniano no hermitico. Para eso, sabemos que [¢) viene dado por la

forma:

0

— Vn—eVj
‘w> - N /L;Vln_:v;

1

Por lo tanto, calculamos la ecuacion de autovalores:

(- Vi V, 0 Vi (i) + v,
i 0 —v|N % =N —v
vV n—eVj
Vn —U 0 1 —v <m>

Para que sea autoestado, surgen 3 ecuaciones:

vVn —eV]
Vil ————— V,=0
1(2}‘/1_6‘/”)‘1‘

y vVn —eV]

J— =€t
vV — €V,

vVn —€eV]

—V————— =€
vV — €V,
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en donde € es la energia del estado @ que estamos buscando. Desarrollamos segunda

ecuacion:

—02V; + veV, = veV, — €V,

e = +|v

Sabemos que la autoenergia de este estado es (2.4), ademaés, tomando v > 0, igualamos

ambas expresiones, obteniendo:

V1V,
(V2+V7)

20V Vs = £(V2 4+ V2

= +wv

Vi£V,)2=0

(2.5)

Por ende, para que un estado sea BIC en este sistema, éste debe cumpir que su energia
esta asociada a un autovalor de la cadena aislada, y que los acoples del QD a los extremos
de la cadena tengan la misma magnitud. Podemos ver este andlisis en la figura (2.2), en
donde obtenemos BIC en la autoenergia v cuando los acoples son idénticos (6V = 0), y
al romper esta simetria (6 # 0), pasa a ser cuasi-BIC, transmitiéndose al continuo con

un ancho muy fino.

2.1.2. Caso general: N sitios

Podemos generalizar este anélisis para una cantidad de sitios N en una cadena trivial.

Partiendo del siguiente Hamiltoniano de enlace fuerte:

FI = I:—,QD + f{cadena + V

Con: N
Hop = —iU|d) (d]  Hedena = —v _ (17) G+ 1+ 15 + 1) (j])
j=1
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oV =0 0V =10.10

1.04 1.0
(a) (b)
0.84 0.84
0.6 0.6
B
0.41 0.4
0.24 0.2
0.0 J 0.0 J
1001 1001
() (d)
801 504
= 60 60
=3
8
= 401 401
207 20,
i S ok~
-1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 —-1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0
€ 3

Figura 2.2: Comparacion entre el caso simétrico (§V = 0, paneles (a) y (c)) y asimétrico (0V #
0, paneles (b) y (d)) para un sistema de 2 atomos de una cadena trivial. Paneles superiores:
transmision 7'(e). Paneles inferiores: densidad de estados global (DOS).

Y el término de acople entre el QD y la cadena esta dado por:
V = Vi ([d) (1] + 1) {d]) + Vo (|d) (N] + | N) {d])

Como vimos para el caso de dos atomos, el BIC provenia desde un autoestado de la
cadena aislada, por lo que buscaremos a partir de ese enfoque los BICs en una cadena
trivial de NV sitios. Considerando una cadena aislada, con condiciones de borde abiertas,

los autoestados tienen energias:

n=12... N (2.6)

€, = —2vcos(k,), con k,= N1

y las funciones de onda en la base de posicién son:

2

Yr(j) = N1 sin(kj)

En donde £ es el nimero de onda, y j representa el indice del sitio. Expresamos los estados

de posicion en términos de los modos propios de la cadena:
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= (F) =y e ()

Reemplazando estos términos en el Hamiltoniano de acoplamiento, se obtiene:

- \/Nzﬂi isin (275 ) + Vasin (2220 | ) Gl + 42) ()

Si consideramos Vi = V;, v V,, = Vi 4+ 0V, la perturbacion se reescribe como:

V- Nilij (sm( :1)+sin(;ﬂ—ﬁ))+5Vsin(N7zv)](]d)(kH—]k)(d])

Para el caso donde los acoples entre el primer y tltimo sitio de la cadena son simétricos,

tenemos que 6V = 0, por lo tanto:

. i i (s (777 ) i (§7507) ) | G iy ) (2

Usando identidades trigonométricas (seccion A.2):

nr N nm
. —(—1 nt+l -
sm(N+1> (—1) sm(N+1)

Por lo tanto:

V= Wl i () 00+ )

El factor [1+ (—1)""!] es cero para n par, lo que implica que los autoestados de la cadena
con modo de energia €5, no se acoplan al QD, ya que el término perturbativo dado por 1
se anula, lo cual constituye un BIC en este sistema. En contraste, para 0V # 0, podemos
observar que no se pueden formar BICs, debido a que existe probabilidad no nula de salto

hacia el QD para cualquier modo de la cadena.

El analisis realizado previamente se visualiza en el comportamiento en la figura (2.3), en
donde para un sistema de 10 sitios, vemos que los estados que no se transmiten por el
QD vienen dados por energias con n par, consistentes con la ecuacion (2.6). Los resul-
tados calculados numéricamente se encuentran en la tabla 2.1. Ademaés, observamos que

los estados que estaban protegidos en la cadena, se transmiten al continuo al romper la
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simetria de los acoples, lo cual esta dado por el hecho de que no se anula el término de

salto ante acoples asimétricos.

oV =0 oV =0.10
1.0 1.0
(a) (b)
0.8 0.8
0.6 0.6
F
0.44 0.4
0.2 J 0.2 L
0.0 T T T T T T VL T T 0.0 v| T T T T T T
100 1001
(c) (d
80 80
= 60 60
2
= 0] 401
201 20
0l— , , , , : , , , 04— , , , ~A , , ,
20 -15 -10 —05 00 05 10 15 20 20 -15 -10 -05 00 05 10 15 20
g 1>

Figura 2.3: Comparacion entre el caso simétrico (6V = 0, paneles (a) y (¢)) y asimétrico (6V # 0,
paneles (b) y (d)) para un sistema de 10 dtomos de una cadena trivial. Paneles superiores:
transmision T'(¢). Paneles inferiores: densidad de estados global (DOS).

Modo n Erum Eexacto Error

1 —1,91898595 —1,91898595 0,0

2 —1,68250707 —1,68250707 8,9 x 10716
3 130972147 —1,230972147 4,4 x 10~
4 —0,83083003 —0,83083003 —2,2 x 107'6
) —0,28462968 —0,28462968 5,6 x 10717
6 0,28462968 0,28462968 1,1 x 10716
7 0,83083003 0,83083003 0,0

8 130972147 1,30972147 —2.2 x 10-16
9 1,68250707 1,68250707 —4,4 x 10716

—_
(e

1,91898595 1,91898595 2,2 x 107'¢

Cuadro 2.1: Comparacion entre los autovalores numéricos de la cadena trivial aislada y las

energias exactas dadas por €, = —2v COS(N”—L)
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2.2. Cadena SSH

2.2.1. Dos dimeros

La construccion del sistema comenzé a partir del estudio de una cadena SSH de dos
dimeros, sin acoples externos. Considerando la energia de sitios ¢y = 0, se puede escribir

el Hamiltoniano de enlace fuerte de la forma:
H=—v(]1,A) (2, A| + |1, B) (2, B| + h.c) — w(]2, A) (1, B| + h.c)

En donde —v y —w corresponde a los acoplamientos intradimero e interdimero, respecti-

vamente. De forma matricial, el Hamiltoniano se escribe como:

[H] =

Con esta informacion, diagonalizamos la matriz, obteniendo los siguientes autovalores de

energia:

1 1 1 1
6125(—w—A) 52:§(w—A) 53:§(A_w) 54:§(w+A)

Con A = Vw? + 4v2. Posteriormente, obtenemos los autovectores normalizados del siste-

ma |x;), correspondientes a cada autoenergia ;:

1 1
1 w—‘,;)A 1 A—vw
x1) = ’ Xe) = :
(w+A)? wta (w—A)2 —A-w
(1) | 5 (1) | 5
1 ~1
1 1
w—A w+A
1 " 1 T2
|xs) = ’ |Xa) = ’
w-2)2\ | %2 (wrap) | wia
2o(1+4522) | = 21+ |
1 ~1
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Usando la forma de Lehman dado por la ecuacion (1.8), podemos construir la matriz
completa de las funciones de Green de la cadena SSH aislada. La forma explicita de ésta

se encuentra en la secciéon B.1.

Ahora, podemos anadir al sistema el QD, a través de un acoplamiento con el primer y
ultimo sitio de la cadena de forma simultanea. El nuevo Hamiltoniano del sistema toma

la siguiente expresion:
H = Hgsy + Vi(|d) (1, A| + h.c) + Vi (|d) (2, B| + h.c)

en donde Vj(yy son los valores de los acoplamientos entre el QD con el primer(tltimo)
sitio de la cadena, respectivamente. Podemos observar que el operador toma la forma de
un Hamiltoniano conocido méas una perturbacion, como se ve en la ecuacion (1.9). Por lo
tanto, podemos usar la ecuacion de Dyson, dada en (1.11), para poder calcular la funcion
de Green del sistema completo SSH-QD. Con eso, podemos sacar el elemento de la matriz

correspondiente a la funcion de Green del punto cuantico, G44, de la siguiente forma:
(d| G ld) = {d| g|d) + (d| gV |d)

Recordando la relacion de completitud de bases:

N

D1 (n] = Inan

n=1

Podemos introducir estos conjuntos completos entre los operadores ¢y V, y entre V y G:
Gaa = gaa +(d[§ ) [n) (n| V'Y [m) (m| G |d)

Los célculos explicitos se encuentran en la seccion B.2. Al realizar este procedimiento, se

obtiene:

Gaa = gaa + gaalVi (1, A| G |d) + V;, (2, B| G |d)]

Para poder cerrar el sistema, necesitamos calcular los elementos de matriz (1, A| G |d) y
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(2, B| G'|d), usando nuevamente la ecuacion de Dyson:
(LAGd) = (1, A]§d) + (1, Al gV G|d)

Giaa = gr.aa+ (LA[§ Y [n) (n| V') |m) (m| G|d)

Usando el hecho de que antes de la perturbacion entre el QD con la cadena, el sitio |1, A)

estaba desconectado con el QD, por lo que g; 4.4 = 0, entonces:
Giaa = Gaa(V1 - g1a14 + VN - g1a:28)
Realizamos el mismo procedimiento para (2, B| G |d):
(2B| G |d) = (2B| §|d) + (2B| §V G |d)
Gapa = Gama + (2Bl3 Y |n) (n| V'Y [m) (m| G |d)

Gopa = Gaa(Vi - gopaa + Vo - gopoB)

Donde hemos usado el mismo argumento que el caso anterior para deshacernos de gap.4.

Reemplazando estos valores en la funcién de Green del QD, obtenemos:
Gaa = Gaa + 9ad - Gaa[Vi(Vi - grana + Vi - graos) + Va(Vi - G214 + Vi - 92B:28)]

Gad — Gaa - Gaa[V - graaa + V.2 - gapon + ViVi(g2paa + G1428)] = Gaa
Gaa(1 = gaalV2 - 91404 + V2 - g2pan + ViVa(gapiaa + g14:28)]) = Gaa
Gaqa = [g;dl - (‘/12 “g1a14 + VnQ - 9228 + ViVi(92B14 + glA;2B>>]71

Considerando el caso de acoples simétricos entre QD-SSH, es decir, V; = Vy =V, la

funcién de Green resulta en:
Gaa = [g;dl —V?*(g1a14 + G228 + GaBaa + g1a28))]

Reemplazando los valores de la matriz de la funcion de Green de la cadena aislada, y
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usando:
1

€ — €q

9dd =

obtenemos la expresion explicita de Gyq4:

N2 INs2N\]7!
Gdd(e):{e_ed_4v2<| ! +| ] )}

€ — €1 € — €3

en donde N; corresponde al coeficiente de normalizacion de los autovectores |x;).

Para obtener el sistema completo, se anaden los contactos por izquierda y por derecha
del QD. Para ese proposito, modelamos los contactos como perturbaciones dados por el

siguiente operador:
V= Va(|d) (0] + [0) (d]) + Vi(|d) (0’| + [0") (d])

Con V(g los acoples entre el primer sitio del contacto izquierdo(derecho) con el QD, y

|0), |0), los kets que representan los primeros sitios de cada cadena respectivamente.

Podemos utilizar nuevamente la ecuacion de Dyson, con la diferencia de que ¢ ahora
corresponde al operador de Green de la cadena SSH conectada con el QD, V es la pertur-
bacién dada por los contactos, mientras que G es el Green del sistema completo, es decir,

acoplando los contactos al QD.

N

G=g+qVQ
(d| G|y = (d| g |d) + (d| gV G |d)
Gad = 9ad + 9aa(Vr (0] G |d) + Vi, (0| G \d))

Calculamos los elementos de matriz presentes en G4y para cerrar el sistema (seccion B.3):

(0] G |d) = (0] g |d) + (0| gV G |d)

El primer término de la derecha de la igualdad es cero, mientras que al insertar conjuntos

completos obtenemos:

(0| G'|d) = gooVrGaa
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En donde ggp es la funcion de Green del primer sitio del contacto izquierdo, que a priori

desconocemos. Analogamente para (/| G'|d):
(0] G |d) = gooViGaa
Reemplazamos estos elementos en la funcion de Green del QD:
Gaa = gaa + 9aa(Vr - goo - Vi - Gaa + Vi - goro - VL - Gaa)

Gad = Gad + gdd(V}% “goo + VL2 - 900 )Gad

Gy = 9dd
1 - gdd(V]%g()O + VEgoo)
1
Gad =

9ad — (VAgoo + Vigoo)

Como cada contacto representa el mismo tipo de cadena , la funcién de Green del sitio
|0) es la misma que la del sitio |0'). El desarrollo de ésta se encuentra en la seccion B.4,
y su expresion es:

—e* —cos(k) — isin(k)

G :G//: =
00 0’0 ¢ ¢

En donde k y t corresponden al niimero de onda del electréon, y el acoplamiento entre

sitios de la cadena, respectivamente.

Por lo tanto, la funciéon de Green del QD acoplado a los extremos de la cadena SSH y a

los contactos es:

(—cos(k) —isin(k))

N2 N |? V24 V2
G;dl:e—ed—4VQ<| 1] +| 3] )_ R VL

€—€ €—E¢€3 t

Con esta expresion, podemos calcular las propiedades de interés, siendo estas la densidad
de estados y la transmision en el QD, dadas por las expresiones (1.14) y (2.3), respecti-
vamente. Para esta ultima Y (g) corresponde al término de autoenergfa. La expresion de

éstos es la que se calculd anteriormente:

_Viw

YL(R) (—cos(k) — isin(k))
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donde k es el nimero de onda del contacto semi-infinito. Ademas, es posible considerar
el llamado limite de banda ancha, en el cual se asume que la densidad de estados de
los contactos es aproximadamente constante en el rango energético relevante. Bajo esta
aproximacion, las autoenergias dejan de depender de la energia, de modo que los anchos
de linea I';, y I'g pueden considerarse constantes, simplificando notablemente la expresion
de la transmision sin alterar la fisica esencial del problema. Por ende, consideramos la
unidad energética como I' = ' + I'z,, y medimos todos nuestros parametros a partir de

esa unidad. Para los graficos, consideramos w = 1", v = 0,312I", y V1, V5 < w.

Posteriormente, buscamos las condiciones de los estados que no se transmiten por el QD,
formando BICs en el sistema SSH-QD. Para eso, mantendremos el enfoque usado en las
cadenas triviales, donde los autoestados de la cadena aislada tiene la posibilidad de ser
BIC. Con ese proposito, explotaremos las simetrias presentes en la cadena SSH aislada del
QD, y analizamos el elemento de matriz de transiciéon. Recordando que la perturbacion

de la cadena dada por el QD es:

V= Vi(ld) (1, Al + |1, A) (d]) + Vn(|d) (2, B + |2, B) (d]) (2.8)

Considerando acoples simétricos V; = Vy =V
V =V(d) (1, Al + |d) (N, B| + h.c) (2.9)

Analizamos el elemento de matriz de transicion dado un estado [1), el cual corresponde

a un autoestado de la cadena SSH:

(d| V) = V((d|d) (1, Ajy)) + {d|d) (N, Bl¢)) ) = 0
Vv, A)+¢(2,B)] =0
P(1,A) = —¢(2,B) (2.10)

La ecuacion (2.10) nos indica la condicion que debe cumplir el estado [¢)) para que no
exista amplitud de transferencia entre el QD y el estado de la cadena, implicando la
formacion de BIC. Sabemos que esta condicién se cumple para la cadena SSH, ya que

existe el operador paridad, tal que para el Hamiltoniano en la base de sitios:
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0001
. oo 10
[P] =
0100
1000
0001\[{0 —v 0 0)f0oo0071 0 —v 0 0
.. loo1rofl-w 0 —w 0]]0oO0 10 —v 0 —w 0
PHP = - =
0100[]0 —w 0 —v|f0o100 0 —w 0 —v
1000/\o 0 — 0o/J\1000 0 0 —v 0

Por otro lado, recordando el espectro simétrico de la cadena SSH debido a la simetria
quiral, buscamos analizar que sucede con un estado de energia —F si es que existe un
estado con energia E que cumpla con la condicién de BIC.

Al igual que el operador paridad, como todas las energfas son reales, podemos definir ¢

de forma matricial:

1 0 0 0

o =10 0
[C]=

00 1 0

0 0 0 —1

Se verifica facilmente que se cumple la anticonmutacion entre operadores en el caso que

estamos estudiando:

1 0 0 O 0O —v 0 0 1 0 0 0 0 v 00
RO — 0 -1 0 O v 0 —w O 0 -1 0 O | 0 w O
0 0 1 O 0O —w 0 -—w 0 0 1 O 0 w 0 w
0 0 0 -1 0O 0 —-v 0 0 0 0 -1 00 v O

Como el Hamiltoniano contiene esta simetria, podemos decir lo siguiente:
Si tenemos un estado |1(F)), el cual cumple con la condicion de BIC impuesta por la
paridad de la cadena, entonces asumiremos que el estado |¢)(—FE)) también cumple con

dicha condicién. Con esto, tenemos:
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(d|V [¢(=E)) = V[{d|d) (1, Al:(= E)) + (d|d) (2, Bl¢(~E))]
(dV [@(=E)) = V(L A C [$(E)) + (2, B| C [(E))]

Insertamos conjuntos completos:
(dV [$(=E)) = V{LLAIC Y |k) (K[Y(E)) + (2, B|C Y |m) (m|¢(E))]
k m
Como C es una matriz diagonal, tenemos:

(d|V |¢(—E)) = V[Crana (1, A[Y)) + Capap (2, Bl)]

Por la definicién de C , sabemos que el primer elemento de la matriz es 1, mientras que el

altimo toma el valor de -1, por lo tanto:
(d|V[$(=E)) = VIu(1,A) — (2, B)

Como asumimos que este estado es un BIC, el elemento de transicion debe ser cero, por

lo que debe cumplirse que:

¢(17 A) = ¢(27 B)

Sin embargo, esto no es posible que se cumpla de forma simultdnea para los estados
|YW(E)) vy [¢(—FE)). Si afirmamos la ecuacion (2.10) como verdadera, entonces el elemento

de transiciéon para su contraparte energética es:

(dV [$(=E)) = V[(1, A) + (1, A)] # 0

Es por esto que el estado |¢)(—E)) no puede ser un BIC puro, debido a que su probabilidad
de salto al QD no se puede anular. Por ende, si un estado |¢) con energia F es un BIC,

entonces el estado C [¢)) con energia —E no puede ser BIC.
Fisicamente, esto se debe a que la existencia del BIC depende de una estricta interferen-

cia destructiva entre las amplitudes de probabilidad de los bordes. La simetria quiral, al

invertir el signo de la funcién de onda en solo una de las subredes, altera la fase relativa
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entre estos puntos de contacto. Esta operacion rompe la simetria de cancelacion original,
eliminando la interferencia destructiva total, abriendo el canal de escape hacia el punto

cuantico para el estado de energia negativa.

oV =0.00I" oV =0.10I"
1.0 1.0
(a) (b)

0.81 0.81

0.6 0.6
=

0.4 0.4

021 0.2

0.0+ : : : : : : 0.0+

601 601

(0) (d)

50 50
401 404
o 301 301
o
=901 201

10 L 10

D S S N S S VN

—-1.5 —1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15 15 -1.0 —0.5 0.0 0.5 1.0 15
e/T e/l

Figura 2.4: Comparacion entre el caso simétrico (§V = 0, paneles (a) y (c)) y asimétrico (0V #
0, paneles (b) y (d)) para un sistema de 2 dimeros de una cadena SSH. Paneles superiores:
transmision 7'(e). Paneles inferiores: densidad de estados global (DOS).

La figura (2.4) nos muestra la DOS y transmision del sistema de dos dimeros. Aqui
podemos observar como se cumplen todas estas condiciones impuestas en la formacion
de BICs, ya que tenemos los autoestados |xs) v |x4), los cuales cumplen con la ecuacion
(2.10), y las resonancias dadas por las energia €; y €4 no se acoplan al QD ante la presencia
de acoples simétricos. Por otro lado, los estados |x1) v |x3), los cuales tienen energias
€ = —€4 ¥ €3 = —€, no forman BICs ante acoples simétricos. Al romper la simetria,
los estados BICs se quiebran y presentan un ancho muy pequeno en la resonancia de la

transmision, siendo esta la firma de un cuasi-BIC.

2.2.2. N dimeros

Si pensamos para el caso de N dimeros en la cadena trivial, encontramos las energias

exactas a las cuales se forma un BIC en el sistema, sin embargo, realizar la misma tarea
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para una cadena SSH es una mision de vastas magnitudes, ya que por la forma de su
Hamiltoniano, con dos acoplamientos diferentes entre sitios, las ecuaciones para calcular
los k que cumplan las condiciones impuestas anteriormente se vuelven trascendentales.
Sin embargo, al realizar el mismo procedimiento de la seccién anterior, la condicién para

que un estado del sistema sea BIC es que el estado sea antisimétrico bajo paridad:

¢(17A) = _¢(N7 B) (2'11)

Ya que siempre existe un operador paridad matricial P para cualquier dimension del
Hamiltoniano de la cadena SSH, el cual cumpla con la ecuacion (1.3). La forma general
de este operador es de la forma:

A

P:}%N(X)O'z

Con Ry la matriz identidad inversa de dimension NV, siendo este ntmero la cantidad de
dimeros de la cadena, y o, la matriz de Pauli X. Ademés, también se cumple la imposicion
de la simetria quiral en los BICs para N dimeros, ya que el siguiente operador matricial
cumple con la relacion impuesta en (1.2):

~

C=1,®0, (2.12)

En donde I,, es la matriz identidad de dimensiéon N, y o, la matriz de Pauli Z.

Podemos comprobar esta condicién de forma numérica. Calculamos los autovalores de la
cadena aislada, y verificamos el primer y iltimo componente de los autovectores a partir
del valor asignado de v y w, y comparamos con las energias de resonancias en la DOS y
la transmision. Este procedimiento se realizd para 5 dimeros, y los resultados se pueden

ver en la tabla 2.2 y figura (2.5), respectivamente.
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oV = 0.00I" oV =0.10I"
101 (a) ! 107 ) ;
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Figura 2.5: Comparacion entre el caso simétrico (§V = 0, paneles (a) y (c)) y asimétrico (0V #
0, paneles (b) y (d)) para un sistema de 5 dimeros de una cadena SSH. Paneles superiores:
transmision T'(e). Paneles inferiores: densidad de estados global (DOS).

Modo n  Energia €, 0 VN
1 —1,2702 +6,08 x 1072 46,08 x 1072
2 —1,1494 +1,12x 107" —1,12 x 107!
3 —0,9709 +1,39 x 1071 +1,39 x 107!
4 —0,7819 —1,15x 107t +1,15 x 1071
5 —269x 1072 —6,72x 107" —6,72 x 107!
6 +2.69 x 107% 46,72 x 1071  —6,72 x 107!
7 +0,7819 —1,15x 107" —1,15 x 107!
8 +0,9709 +1,39 x 107" —1,39 x 107!
9 +1,1494 +1,12 x 1071 +1,12 x 1071
10 +1,2702 —6,08 x 1072 46,08 x 102

Cuadro 2.2: Autovalores de la cadena SSH y amplitudes de los autovectores en los sitios
de borde.

Podemos observar en las DOS que los picos corresponden a autoenergias de la cadena SSH.
Al tener acoples simétricos, vemos que los estados antisimétricos ante paridad forman un
BIC, ya que no presentan proyeccion en la transmision, mientras que los que son simétricos,
presentan resonancias agudas. Al igual que el resto de casos anteriores, al quebrar la

simetria, los estados se transmiten con tiempo de vida extenso, formando cuasi-BICs.
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2.2.3. BIC Topolégico

Para los parametros de energia dentro del sistema estudiado, al aumentar el nimero de
dimeros presente, se origind un BIC cercano a energia cero. En la figura (2.6), se grafico
este estado para una cantidad de nueve dimeros. Una caracteristica especial es que éste se
encuentra protegido frente a perturbaciones del sistema, dado que a pesar de ir variando en
mayor medida la diferencia 0V, el estado sigue sin presentar una firma en la transmision,

a diferencia de los BICs convencionales de los casos anteriores.

oV =0.16I" oV =0.24T

M7 @) M)

0.8 0.81
0.61 0.6 1
T
0.44 0.41
0.2 0.2
0.0 0.0+
601 60+
(c) (d)
501 501
401 401
s
o 30 30
=901 201
101 101
A J‘¥ UL g N )

~15 ~1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15 ~15 ~1.0 0.5 0.0 0.5 1.0 15
e/T e/l

Figura 2.6: Comparacion entre distintos casos asimétricos, 0V = 0,16I", (paneles (a) y (c)) y
0V = 0,24I" (paneles (b) y (d)) para un sistema de 9 dimeros de una cadena SSH. Paneles
superiores: transmision T'(¢). Paneles inferiores: densidad de estados global (DOS).

Se ve que se puede variar de muchas formas los acoples de la cadena al QD, y a pesar de
que las bandas de energia del sistema varfan de un régimen a otro, la tnica forma de que
el BIC robusto desparezca, corresponde a cuando existe una transicion de fase topologica

en la cadena SSH, dada por el panel (d) de la figura (2.7).

Ademas, se estudi6 las consecuencias para el BIC al variar el nimero de dimeros. Para
la figura (2.8) se estudio el caso de doce dimeros. Podemos observar que en la fase trivial
de la cadena (r < 1), no existe un estado asociado a energia cero en la DOS, mientras

que al transicionar a la fase topologica (r > 1), existe un pico de estados dicho valor de
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energia, el cual no se transmite por el QD. Esto confirma que el BIC se mantiene robusto

trica

on geomeé

: 2

ante la perturbacion de la simetria de acoples SSH-QD, y de la deformaci

del sistema, dada por el aumento de dimeros.
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Figura 2.7: Transmision y DOS para sistema de 9 dimeros de cadena SSH, comparando distintos

valores del acoplamientos Vj(y). En los paneles (a)—(c) se fija v = 0,3125I", mientras que en el

panel (d) se considera v = 1,3125I". En todos los casos el acoplamiento intercelda se mantiene
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v =0.312I", 6V = 0.00T v =0.312I", 6V = 0.25T

5 2.0
r=w/v

Figura 2.8: Comparacion entre el caso simétrico (6V = 0, paneles (a) y (c¢)) y asimétrico (6V # 0,
paneles (b) y (d)) para un sistema de 12 dimeros de una cadena SSH, al transicionar desde fase
trivial (r < 1) a fase topologica (r > 1). Paneles superiores: transmision 7'(¢). Paneles inferiores:
densidad de estados global (DOS).

Por otro lado, al graficar la LDOS por sitio, dado por la figura (2.9), podemos ver que en
la fase topoldgica, el estado a energia cero se encuentra localizado en uno de los bordes

de la cadena SSH, lo que esta dado por la correspondencia bulto-borde.

Estos indicios vistos en las graficas anteriores apuntan a que el estado es de naturaleza
topologica, sin embargo, no se puede verificar formalmente un invariante topolégico para
todo el sistema de forma convencional, dado que el sistema es finito y carece de perio-
dicidad traslacional estricta, por lo que la definicion convencional del winding number v

mediante integracion en el espacio reciproco k£ deja de ser directamente aplicable.
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Figura 2.9: Densidad de estados por sitio para un sistema de cadena SSH de doce dimeros, en
el caso asimétrico §V # 0. El panel de la izquierda muestra la cadena en la fase trivial, mientras
que en el panel de la derecha la cadena se encuentra en fase topologica.

A pesar de esto, dado el marco teodrico de la seccion 1.4.4, es posible determinar la natu-
raleza de este BIC, basandonos en la Ref. [27]. En este estudio, se aplica el concepto de
sub-simetrias para la construccion de BICs topoldgicos, para eso, se considera el sistema
global como la composicion de dos subsistemas acoplados, donde uno de estos subsistemas
se encuentra en fase topolégica no trivial, mientras que la fase del otro no esta definida a

priori. El Hamiltoniano asociado al sistema global es:

gV
Vi Hy

donde Hr corresponde al Hamiltoniano del subsistema topoléogico, H , describe el subsis-
tema auxiliar, y V representa el operador de acoplamiento entre ambos subsistemas. Por
otro lado, podemos definir los autovectores de cada subsistema W74y con sus respectivos
autovalores Ep(4). Si es que el acoplamiento V es nulo, entonces los vectores (U7, 07 y
[0, U 4]T siguen siendo autoestados de H. En este caso, consideramos un modo de borde
dado por el sistema topologico, | o), el cual es autovector de H al expresarlo de la forma

|\Ifo> = [\IJN(), O}T
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En el caso donde los sistemas estan acoplados, 1% # 0, |[¥o) deja de ser necesariamente

autovector de H, sin embargo, si se satisface la siguiente relacion:

71 W) = 0 (2.13)

Entonces el estado de borde sigue siendo autoestado del Hamiltoniano completo, con el
mismo autovalor del sistema topolégico desacoplado. Esto implica que el estado topolégico
permanece completamente desacoplado del subsistema auxiliar. El otro requisito consiste
en que la energia del modo de borde se encuentre dentro de un rango continuo de energia,

para asi cumplir con las condiciones de BIC.

La conexién con la secciéon 1.4.4 consiste en que mientras la perturbacion o el acople del
subsistema hacia un sistema topolégico no destruya la simetria que protege a los estados
de borde, éstos siguen siendo de caracter topoldgico en el sistema global, debido a que la
proteccion del BIC no proviene de una simetria global del Hamiltoniano total, sino que es
heredada del subsistema topologico Hy, cuya fase topologica garantiza la existencia del

estado |Wg).

En el modelo estudiado, el subsistema topologico corresponde a la cadena SSH, mientras
que el subsistema auxiliar se reduce a un grado de libertad adicional, que en nuestro caso
corresponde a un canal disipativo dado por el QD. El acoplamiento entre ambos subsiste-
mas preserva una sub-simetria efectiva, siendo ésta la simetria quiral de la cadena SSH,
debido a que el acoplamiento de los bordes de la cadena hacia el QD no constituye una

ruptura de la quiralidad.
Ademas, es posible comprobar la ecuacion (2.13) para nuestro sistema. Para eso, definimos

el estado |Wyg) como una combinacion lineal de los estados de borde [i¢p) v |[Ug), v

recordando el acople entre los sistemas dados por la ecuacion (2.8):

VI W) = (V' (|1, 4) (d] + |1, A) (dl) + Vi (ld) (N, Bl + [N, B) (d]) (e [or) + Blur) )

Considerando energias reales, y recordando que (d|vrr)) = (1, Al¢or) = (N, B|¢r) = 0,
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tenemos:
VI Wo) = aVi (1, Ajr) + BV (N, Blyg)

Igualando esta expresion a cero, para cumplir con la condicién impuesta en (2.13), se

tiene:

= UM N, Bliw) (2.14)

B Vi (1, Al¢r)

o
Este resultado es fundamental para comprender la naturaleza del estado observado: la
ecuacion (2.14) implica que, independientemente de cuan asimétricos sean los acoples,
siempre existe una superposicion especifica de los modos de borde izquierdo y derecho
que anula la funciéon de onda en el QD. Fisicamente, esto significa que el sistema apro-
vecha la degeneracion de los estados de borde topolégicos para generar una interferencia
destructiva exacta en el canal de fuga. A diferencia de los BICs triviales estudiados ante-
riormente, que requerian un ajuste fino de parametros, el BIC topoldgico posee la libertad
de ajustar sus coeficientes o y [ para desacoplarse del continuo en cualquier configura-
cion. En consecuencia, la robustez del BIC no proviene de la simetria del acoplamiento,
sino que esta garantizada por la proteccion topologica de la cadena SSH, preservada por

la sub-simetria quiral.
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Capitulo 3

Conclusiones

En este trabajo se estudié a partir del modelo de enlace fuerte, la formacién de BICs
y cuasi-BICs en sistemas de cadenas triviales y SSH acopladas a ambos extremos de la
cadena a un punto cuantico, asociado a una tasa de pérdida debido a su acople a contactos
unidimensionales semi-infinitos. Para el desarrollo de este estudio se utilizaron el método
de las funciones de Green en el calculo de propiedades de interés, como la densidad local
y global de estados (LDOS y DOS), y la transmision en el punto cuantico.

Es posible concluir para todos los sistemas, que la formacién de BICs y cuasi-BICs va a

estar sujeta a dos condiciones:

= Los acoples a los extremos de la cadena deben tener la misma magnitud, es decir,
|Vi| = |Vn|, esto se puede evidenciar en las ecuaciones (2.5), (2.7) y (2.9). Al romper

esta simetria, el estado BIC se convierte en un cuasi-BIC.

» El estado [¢)) debe corresponder a un autoestado de la cadena aislada. En el caso
de la cadena trivial, |1)) debe pertenecer a un modo de energia par para la ecuacion
(2.6), mientras que en la cadena SSH, |¢)), debe ser un modo antisimétrico bajo

inversion espacial, consistente con la ecuacion (2.11).

La restriccion, impuesta por la simetria espacial de la cadena SSH, junto con la simetria
quiral del modelo, implica que los estados relacionados por dicha simetria no pueden ser
simultaneamente BIC. En consecuencia, al acoplar el sistema al continuo, uno de estos
estados permanece completamente desacoplado, mientras que su contraparte adquiere un

ancho finito y se manifiesta como un cuasi-BIC.
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Un aspecto relevante observado en el régimen no trivial del modelo SSH es la presencia
de un estado ligado fuertemente localizado en los extremos de la cadena, cuya energia
permanece cercana a cero y que no se acopla al continuo bajo condiciones de acople asi-
métrico. Este estado presenta una notable robustez frente a variaciones moderadas de los
parametros del sistema, lo que sugiere un origen relacionado con la estructura topologica
del modelo SSH. A pesar de no poder calcular de forma directa el invariante topologi-
co, fue posible concluir que el origen de este BIC es de caracter topolodgico, a través del
concepto de sub-simetrias. Esto debido a que el acoplamiento entre el QD con la cadena
son del tipo inter-sitio, por lo que no quiebra la simetria quiral de la cadena SSH, lo que
implica una sub-simetria dentro de este sistema la cual protege a los estados de borde
topologicos. Por ende, se puede observar que la condicion de desacople con el continuo se
satisface para cualquier configuracion asimétrica de los pardametros V; y Vi, mediante el
ajuste automatico de la superposicion de los modos de borde degenerados, confirmando
que la robustez del estado es intrinseca a la fase topolégica y no depende de la simetria

espacial de impuesta para los BICs asimétricos bajo paridad.

Finalmente, el anélisis comparativo entre cadenas triviales y topoldgicas pone de mani-
fiesto que la aparicion y proteccion de los BICs no dependen tinicamente de la estructura
espectral del sistema, sino que estan profundamente determinadas por las simetrias del
Hamiltoniano y la forma especifica del acoplamiento al continuo. En particular, la to-
pologia del modelo SSH introduce restricciones adicionales que gobiernan la seleccion de
los modos que pueden permanecer localizados en presencia de contactos, proporcionando
un mecanismo robusto para el control y la manipulacion de estados ligados en sistemas
abiertos. Estos resultados refuerzan el rol fundamental de la simetria y la topologia en la
ingenieria de estados cuanticos localizados y abren la posibilidad de extender este estudio

a geometrias més complejas y a sistemas con interacciones o desorden controlado.
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Apéndice A

Calculos cadena trivial

A.1. Caso minimal: Dos sitios

Del siguiente sistema de ecuaciones:

(g — i)z +Viao + V, x5 = exy, (A.1)
Viey —vas = exo, (A.2)
Vi, — 0T = €x3. (A.3)

Despejando x; en (A.2) y (A.3), obtenemos:

€X9 + VI3 €T3 + VT2
S
V1 ’ Va

I =
[gualamos ambas expresiones:

(exo + v3)V, = (exs + vaa)V;

x3(vV, — €V)) = xo(vV] — €V,)
x3(vV,, — €V))

(Wi —eV,)
Reemplazamos este resultado en (A.1):
Vo, — €V
(Ed — iF)Jfl -+ Vl% + V,x3 = ex;
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<VIM + vn> 5 = @1(€ — € + iT)

(Vi — €V,)
x3(vV, — €V) T3 B
(VI (vVh — €V},) W (e — €4+ i) -

Poniendo estos valores en [¢)), se tiene:

20V Vo—e(V2+VE)

(vVV1—€Vy,)(e—eq+il)
I
= = vVn—€eVy
| w> X2 L3 vV1—€eVp,
T3
1

A.2. Caso general: N sitios

De forma explicita, separamos el dngulo dentro de la integral:

_ nmN . nm
S =5 T —
| v in{n NI

Usamos las propiedades de resta de angulos del seno:

. nm . ( ) nm ( ) . nm
mn — = Sin — 1mn
S nm N1 ) nim) cos N1 cos(nm)s N1

Sabemos que sin(nm) = 0 y cos(nm) = (—1)", para cualquier n € N, por lo tanto:

N
sin (]KL 1> = (=1)"*'sin (N”j: 1)
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Apéndice B

Calculos Cadena SSH

B.1. Funcién de Green cadena SSH de dos dimeros

Con las autoenergias y autovectores dados por el Hamiltoniano matricial de la cadena

SSH, podemos construir la matriz de funciones de Green usando la forma de Lehman:

N

Clssn =3 ) Ol ) Oal  Ixe) Ol Ixs) Oxsl | Ixa) (Xl
58 nzle—en—f—z’n eE—€+1in €—e+in €—€+in  €—€qg+1n
Calculamos cada producto de Kronecker entre autoestados:
w—+ w+
21;/ 21}7 1
w+y w—+y (w+7)2 (w+7)2 w+y
’X1> <X1| _ ‘N1|2 2v (1 wty  wty 1) — |N1|2 2v 2v 2v 2v
wty 2v 2v wy <w+'y)2 (w+'y)2 wy
2v 2v 2v 2v 2v
w+ w—+
1 1 s owmn
1 1 = = —1
72—w WQ—w (W;w)2 _(72—w)2 %
2 v —w —w o 2 v v v —2v
o) Ol =182 | | (1 g2 e 1) = 1m? | 7 Sep e e
—2v —2v 2v 2v 2v
-1 =T T
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2v 2v
== w—y (M)Q (w—V)Z w—y
Ixs) (xsl = [Ns* | % (1 woy  w—y 1>=|N3|2 % % % %
w—y 2v 2v w—y w—y\2 w—y\2  w—7y
2v 2v (Qv) (21)) 20
! T
+ +
! T
1w rrwo(atwy2 o (pdwy2 otw
b ul =V | 2] (1 e e ) = | T TR T
1 v vhw _(ptwy2 o atwyr o ytw
2v % % o —
—1 1 Ytw yHw 1
2v —2v

Con estas matrices, podemos calcular de forma explicta Gg4:
Gaa =924 — V(914014 + 92828 + 928314 + g1428))] "

Extraemos los elementos de la matriz:

| N |? n | No|? n | N3|? . | N4|?

g1A;1A:€_€1+Z-77 €E—€+in  €e€—e3+in  €—eg+in
T 1 O 17 G 1. G 1\ 1
14;2B €e—€1+i) €—€e+in €—e3+in  €—e +in
S Y O Y 1\ O 1\ 1
92B;14 €—e1+in e—e+in e—e+in e—es+in
AL N, |2 N2 Ny|?

92B;2B = M| + [z + s + i

E—€+1in €—€+in €—€e+1in  €—€+1n
Sumando todas las funciones, podemos ver que las contribuciones €5 y €4 se cancelan, por

lo que la funcién de Green del QD se expresa como:

| N |? + | N3|? )}_1

Gaa = |gt —4V?
dd [gdd (6—61+i77 €—e3+in

60



B.2. Conexion SSH-QD

En este apéndice, se muestra el calculo explicito al insertar conjuntos completos para
el calculo de la funcion de Grenn a través de la ecuacion de Dyson. Partiendo desde la

expresion de Gyy:

Gaa = gaa + (d| gz n) (n| VZ |m) (m| G |d)
Gaa = gaa+ (d] Y §In) (n| V [m) {m| G|d)
Calculamos (n| V |m):
(n| V[m) = Vi((n|d) (1, Ajm) + {n|1, A) (dlm)) + Va((n|d) (2, Blm) + (n|2, B) (d|m}))
Usando la ortogonalidad de los kets:

(n‘m> = Onm

<n| V |m> = ‘/1(6n,d61A,m + 5n,1A5d,m) + Vn<5n,d52B,m + 5n,2B6d,m)

Recordando que el QD no se acopla a ningtn sitio de la cadena antes de la perturbacion,

sabemos que (d| g |n) = gandan; por lo tanto:

Gad = 9dd + 9ad Z (d| V |m) (m| G |d)
Gad = Yad + Yad Z Vi(0a.a01am + 04140am) + Vi(04.a028.m + 042804m) (m| G |d)
Gad = Gad + Jad Z(V151A,m + Vbopm) (m| G |d)

Gad = Gaa + 9aa(Vi (1, A| G |d) + V,, (2, B| G |d))

Esta es la misma expresion que la ecuacion (). Realizamos el mismo procedimiento para
los otros elementos de la matriz de Green, que corresponden a la cadena. Cabe recordar
que antes de que exista perturbacion, los sitios de la cadena estan conectados entre si, por

lo que gssy tiene elementos fuera de la diagonal, como se muestra a continuacién:
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GlA;d = 01,A:d + <17 A’ QZ ’n> <n’ f/ ‘m> <m’ é ’d>

n,m

GlA;d = <1A| g Z |TL> [‘/1 (5n,d51A7m + 5n,1A5d,m) + Vn(én,d(S?B,m + 6n,2B5d,m)] <m| é |d>

n,m

Giaa = (1A 3 11, A) Vidgm + 12, B) Vabam)] (m| G |d)

En este paso, se uso el hecho de que g14.¢ = 92,4 = 0. Siguiendo con el calculo:

Giaa = Gra1aVi (d| G |d) + g1428V, (d| G |d) = Gaa(g1.414V3 + g14:28V})

Repetimos el mismo proceso para calcular (2, B| G |d):

Gapa = (2B 3 |1, A) Vidgm + |2, B) Viibam)] (m| G |d)

m

Gapia = 9214 V4 (d| G |d) + g2B.28Vn (d| G |d) = Gaa(928:14V1 + G2B:28Vn)

B.3. Conexion Contactos-QD

Realizamos el mismo mecanismo usado en la conexion SSH-QD, con la diferencia de que

la interaccién toma la forma:

V = Va(|d) (0] + 10) (d]) + Vi(|d) (0] + |0) (d])

Calculamos el elemento de matriz (n|V [m):
(n V' [m) = Vi({nld) (Olm) + (n]0) (dlm)) + Vi ({nld) {0'[m) + (n|0') (d|m))

(n| 1% |m) = Vr(6n,a00.m + 0n.00dm) + VL(9n.d00 m + 9n.00dm)

Por ende, la funcion de Green del QD dado el sistema completo se calcula como:

(d|Gd) = (d| g |d) + (| g Y In) {n] V|m) {m| G |d)

n,m

Gad = 9dd + Yaa Z (d| 1% im) (m| G |d)
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Gaa = 9aa + ad Z Vr(04,400,m + 04.00d4.m) + V(04,400 m + 0a.00a.m) (m| G |d)

Gad = 9aa + gaa(Vr (0| G |d) + VL (0] G |d))

Cerramos el sistema utilizando la ecuacion de Dyson:

(O1G|d) = (01 g1d) + (01§ Y _ [n) {n| V' |m) (m| G |d)

n,m

Goa = (013> _ 1n) [Va(0n.abom + 6n06am) + V(.00 m + 6norbam)] (m| G |d)

n,m
El contacto izquierdo no esté conectado a ningin sitio inicialmente, por lo que solamente

Jgoo # 0, obteniendo lo siguiente:

Goa = oo Z[VR((So,d(So,m + 80.00a,m) + Vi(80.400m + S0,00am)] (m| G |d)

m

God = 9ooVr <d’ é ’d>

Exactamente con el mismo procedimiento, se obtiene (0| G |d):

God = goor Z[VR<5O’,d60,m + 60.00a.m) + VL(80 ad0' m + O0r.000a.m)] (m] G |d)

m

God = goo'VL <d| G |d>

Por lo tanto, el tnico elemento desconocido es la funcion de Green del primer sitio del

L(R) : .
contacto, gy, , el cual calcularemos a continuacion.

B.4. Funcion de Green de los contactos

Tomamos una cadena semi infinita, que parte desde el sitio |1). Le agregamos a esta cadena
una impureza como sitio |0), la cual no cambia la cadena. El acople entre la impureza y

la cadena esta dado por:

V = —t(|0) (1] + |1) (0]

En donde —t es el término de hopping entre sitios de la cadena. Al calcular la ecuacion

de Dyson para encontrar la funciéon de Green en el borde de la cadena, hay que tener en
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cuenta que Gy = ¢11, ya que en ambos casos estamos representando la propagacion del
electron en el borde de una cadena semi infinita, por lo que la fisica detras no cambia por

la etiqueta del sitio, por ende:

(01G10) = (01 310) + (01§ D _ In) (n| V" [m) (m| G |0)

n,m

Goo = goo + oo Z (0] V |m) (m| G |0)

Goo = goo + goo Y (01 (=£(0) (1] + [1) {0]) |m) (m]| &' [0)

~

Goo = goo + goo(—1t) (1] G |0)

Procedemos a calcular (1] G |0):

(LI G10) = (1 §10) + (1] §10) + (1] g Y _ In) (n| V' |m) (m| G'|0)

n,m

Gio = gn Z (1] v im) (m| G 0)
Glo—gnz 1 (=(|0) (1] + [1) (0]) |m) (m| G |0)
G = 911(—t) (0] G 10)
Reemplazamos este resultado en Gyy:

Goo = goo + goo(—t)g11(—t)Goo

Recordando que g;; = G, obtenemos una ecuaciéon cuadratica para Gp:

goot* Gy — Goo + goo = 0

L+ /T —dg3® 1 gooty/ 5 a4
G(00 =

2go0t? 2goot?

Recordando que la funcién de Green de un sitio de la cadena es:

Joo =
€ — €p
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Siendo €, la energia del sitio. Con esto, podemos reescribir la funcion de Green Gy en

términos de estas energias:

1 9602 - 4 2
Joo 2 € — € 1 /(e —e)
Gy = = + = 4+ —/——14
007 92 ot 22 T 2t 12

Usando la relaciéon de dispersion de una cadena monoatémica:

€ — ey = —2t cos(k)

Podemos reescrbir Gy en términos de k:

—2tcos(k) 1 [4t?cos?(k)
Co="9p = 2_t\/ g
— 1
Goo = Cots(k;) + % 4cos?(k) — 4
—cos(k) isin(t) —e*
Goo == i ¢

La cual corresponde a la funcién de Green del borde del contacto izquierdo y derecho, ya

que se modelan como el mismo tipo de cadena.
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