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RESUMEN

La incursién de las tecnologias actuales en sistemas de trasporte inteligente promete
reinventar la forma de transporte hacia sofisticadas estrategias colaborativas mucho més
eficientes y seguras. En particular, una alternativa sobresaliente para mejorar la eficien-
cia de transporte en carreteras es la implementacion de esquemas de pelotén de vehiculos
(platooning). Un pelotén de vehiculos consiste en un conjunto de vehiculos auténomos (o
agentes) que coordinadamente se desplazan en una misma direccién a una velocidad crucero,
en una formacién donde cada vehiculo mantiene una distancia determinada respecto a su
predecesor directo.

Dentro de los desafios asociados a este esquema se encuentra el control de velocidad y
posicién de cada vehiculo, tomando en consideracién mediciones del estado de otros agentes
en el pelotén. En particular, una propiedad de interés es la estabilidad de cuerda de un
pelotén, la cual garantiza que los errores de seguimiento de los agentes, ya sean debidos a
las condiciones iniciales o a perturbaciones incidentes, no se amplifiquen al transmitirse hacia
atras en la cadena. Si esta propiedad no se cumple entonces existird una degradacién en el
desempeno de control de los dltimos vehiculos de la cadena, lo que aumenta la probabilidad
de colisiones e impide la escalabilidad segura del esquema.

El objetivo de este trabajo de tesis consiste en estudiar la propiedad de estabilidad
de cuerda de pelotones homogéneos compuestos por vehiculos modelados por integrado-
res simple, con politica de espaciado dependiente de la velocidad y seguimiento del pre-
decesor directo, cuando el control local de los vehiculos se realiza mediante controladores
proporcional-integrativo (PI). Para ello, se explora mediante métodos numéricos y tedricos
las condiciones en los parametros de diseno del pelotén, estos son, las constantes del contro-
lador y la politica de espaciado, que permitan obtener un pelotén estable en cuerda. Esta
tesis presenta las expresiones analiticas necesarias y suficientes para garantizar la estabilidad
de cuerda de pelotones en dominios de tiempo continuo y tiempo discreto.

Los resultados tedricos para ambos marcos de trabajo son corroborados a través de
simulaciones y casos de estudio. Més precisamente, se determinan compromisos entre las
variables de diseno del controlador y la politica de espaciado para asegurar estabilidad de
cuerda, y las implicancias de estos resultados son analizadas para ambos casos.






ABSTRACT

The incursion of current technologies in intelligent transportation systems promises to
reinvent the form of transportation towards sophisticated collaborative strategies that are
much more efficient and safer. In this regard, an outstanding alternative to improve highway
transport efficiency is the implementation of vehicle platooning schemes. A platoon of vehi-
cles consists of a set of autonomous vehicles (or agents) that coordinately move in the same
direction at cruising speed, in a formation where each vehicle maintains a certain distance
with respect to its direct predecessor.

One of the challenges associated with this scheme relates to the control of the speed
and position of each vehicle while considering measurements of the status of other agents in
the platoon. A property of interest is the string stability of a platoon, which ensures that
agent tracking errors due to initial conditions or incident disturbances are not amplified as
they are transmitted backwards in the chain. If this property is not fulfilled then the control
performance of the last vehicles in the chain deteriorates significantly, which increases the
probability of collisions and prevents the safe scalability of the scheme.

The goal of this thesis is to study the string stability property of homogeneous platoons
composed of vehicles modeled by simple integrators, with speed-dependent spacing policy
and direct predecessor tracking, when the vehicles are controlled locally using proportional-
integral (PI) controllers. To this end, the conditions in the platoon design parameters (i.e.,
the controller constants and the spacing policy) that allow string-stable platoon configu-
rations are explored through numerical and theoretical methods. This thesis presents the
necessary and sufficient analytical expressions to guarantee the string stability of platoons
in continuous-time and discrete-time domains.

The theoretical results for both frameworks are corroborated through simulations and
case studies. More precisely, trade-offs between the controller design variables and the spa-
cing policy are determined to ensure string stability, and the implications of these results
are analyzed for both cases.
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Capitulo 1

INTRODUCCION

La industria del transporte tanto de carga como de pasajeros juega un papel funda-
mental en el desarrollo de las sociedades. Ciertamente, las tecnologias relacionadas han
evolucionado considerablemente desde el descubrimiento de la rueda hace siglos, hasta la
edad contemporanea, en donde el transporte puede ser no solo terrestre, si no que también
maritimo y aéreo. La industria actual descansa en tecnologias que se han perfeccionado con
los anos, permitiendo mejoras significativas en confiabilidad y seguridad en las 1ltimas déca-
das. Para el caso de transporte terrestre, la economia moderna y la mejora en los procesos
productivos han permitido que mayor porcentaje de la poblacién tenga acceso a poseer un
vehiculo particular [43]. Si bien por un lado esto es un avance, por otro lado supone también
un problema, ya que en las ciudades es mas frecuente encontrar alta circulacién vehicular,
provocando congestién, ruido, mayor emision de gases contaminantes y consumo de com-
bustibles {6siles [9]. Ademds, actualmente los vehiculos son manejados por personas, las que
por supuesto son susceptibles de cometer errores en la conduccién y causar accidentes de
diversa consideracién. Como la poblacién mundial es creciente, la demanda de transporte
terrestre también lo es, lo que supone un desafio importante para afrontar los problemas de
la industria automotriz en los préximos anos.

Una buena noticia es que en forma paralela han habido grandes avances tecnoldgicos en
diversas areas en las tltimas décadas. Por ejemplo, hoy en dia existen sistemas de comuni-
cacién inaldmbrica que permiten transmitir datos a muy alta velocidad de manera confiable
[6]. También existen sistemas computacionales de mayor capacidad y menor tamafio y me-
nor costo comparado a hace un par de décadas atrds [22]. Actualmente existen sistemas de
vision por computador que se pueden implementar en tiempo real, ademéas de diversos tipos
de sensores que permiten tener una percepcion del entorno [4]. También hay grandes avances
en electromovilidad y el desarrollo de baterias eléctricas de mayor autonomia y portabilidad
[5], v en los sistemas de control automético y algoritmos de inteligencia artificial. Es natural
entonces que la industria del transporte incorpore parte de estas tecnologias para afrontar
los desafios del futuro.

De hecho, ya han habido avances importantes. En las tltimas décadas han surgido topi-
cos de estudio y desarrollo como lo son los Sistemas Avanzados de Asistencia al Conductor
(ADAS) [24], Sistemas de Transporte Inteligente (ITS) [28], Sistemas de Carreteras Auto-
matizadas (AHS) [15], Control Crucero Adaptativo Colaborativo (CACC) [42], entre otros.
Todos ellos tienen en comun la incorporacion de tecnologias modernas ya sea para asistir
la conduccién humana, para navegacion auténoma de vehiculos, o también para navegacion
auténoma y coordinada de vehiculos. Con el uso de estas tecnologias se espera una mejora
en la eficiencia en el traslado de pasajeros y de carga, ademds de mayor seguridad.

Dentro de esta clase de sistemas, una prometedora alternativa para mejorar la eficiencia
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2 CAP{TULO 1. INTRODUCCION

Figura 1.1. Un conjunto de vehiculos auténomos formando un pelotén. Extraida de [41].

de transporte en carreteras es la implementacién de esquemas de peloton de vehiculos, de-
nominados en inglés platooning [17]. Esta configuracién consiste en un conjunto de vehiculos
auténomos (o agentes) que coordinadamente se desplazan en una misma direccién, en una
formacion donde cada vehiculo mantiene una distancia determinada respecto a su predecesor
directo. Ultimamente, el pelotén es guiado por el primer vehiculo, el cual es cominmente
denominado lider. Los beneficios de la aplicacién de pelotones en autopistas incluyen ahorro
significativo de combustible y un uso espacialmente mas eficiente de la carretera. Estos han
sido documentados consistentemente en la literatura, principalmente en esquemas experi-
mentales de transporte de carga [20], [39]. El mecanismo principal que contribuye a estas
mejoras es la aplicaciéon de control automético para la reduccién de espaciado inter-vehicular
durante el traslado. Este control consigue incrementar la capacidad de la autopista al aho-
rrar espacio en la via a través de la coordinacion de los vehiculos, a la vez de suavizar los
transientes dindmicos de flujo vehicular y reducir significativamente el roce aerodinamico
producido en la conduccién a alta velocidad [39], [1].

El objetivo de control en esquemas de pelotones consiste en que los vehiculos se trasladen
de manera segura en la carretera, manteniendo una distancia inter-vehicular igual a una re-
ferencia deseada. En la préactica, este control es un problema bi-dimensional que comprende
el control lateral y el control longitudinal de la posicién de cada agente. El control lateral se
encarga de manipular la direccién del vehiculo para mantenerlo dentro de los margenes de
la pista, y para que éste cambie pistas cuando sea necesario. Por otro lado, el control lon-
gitudinal automatiza la aceleracién y frenado del agente para mantener el distanciamiento
deseado respecto a su predecesor, y para ejecutar maniobras de divisién y unién del pelotén
que permitan la incorporacién y salidas de vehiculos de la cadena [30]. Estos mecanismos de
control se implementan a través de computadores y sensores incorporados en cada vehiculo,
ocupéndose tipicamente para el control longitudinal sensores de radar y/o lidar para medir
la rapidez del vehiculo predecesor directo y la separacion respecto a éste. Dichos sensores
combinados con visién monocular se ocupan para realizar el control lateral, en el cual cada
vehiculo mide la alineacién que éste tiene con respecto a la pista y/o al vehiculo predecesor.
En aproximaciones més recientes [17], los vehiculos también comparten una red de comuni-
cacion que permite que cada vehiculo tenga acceso a la informacién de vehiculos distintos a
sus vecinos inmediatos, lo que facilita la implementacion de estrategias de control coopera-
tivas mas sofisticadas. Este trabajo esta enfocado en el problema de control longitudinal, a
pesar que es relevante considerar en el futuro el efecto que el control lateral pueda tener en
el desempeno del pelotén de vehiculos.

Para estudiar un pelotén resulta necesario definir un marco de trabajo que consiste en
cuatro componentes relevantes. En primer lugar, se debe determinar el modelo matematico



de los vehiculos individuales [19]. Una simplificacién frecuente en el andlisis de pelotones
consiste en suponer que el modelo dindmico de los vehiculos es idéntico para todos los agentes
del pelotén. En este caso, el pelotén se denomina homogéneo [18], [26]. De lo contrario, se
dice que el pelotén es heterogéneo [23], [12]. Por otro lado, las dindmicas de un vehiculo,
compuesto por el motor, sistema de frenado, roce aerodindmico, etc., son inherentemente no
lineales. Si bien existen estudios en pelotones que directamente utilizan modelos no lineales
para fines de control [29], frecuentemente por simplicidad se utiliza la aproximacién de la
dindmica a través de modelos lineales. Asi, los modelos mds cominmente utilizados son
modelos integrativos de hasta tercer orden [19], [3]. El caso mds sencillo es el modelo de
integrador simple, donde la rapidez del vehiculo corresponde a la actuacion de control y la
posicién es la salida.

En segundo lugar, se requiere definir cémo los vehiculos intercambian informacién rele-
vante para el control de la navegacion. Formalmente, este concepto se denomina topologia
de flujo de informacion del pelotén [45], [44]. En una carretera, desde el punto de vista
de la conduccién humana, resulta natural usar principalmente la informacién visual de la
posicién del vehiculo que se encuentra directamente delante para controlar la posicion del
vehiculo propio. Esta estrategia corresponde a lo que formalmente se denomina topologia
de seguimiento de predecesor, en la cual se utiliza exclusivamente informacién del vehicu-
lo predecesor directo, ya sea de posicién, velocidad u otra, para el control individual de
la posicién de cada agente. En esquemas de pelotones esta es una de las topologias mas
estudiadas e implementadas, inicialmente porque la tecnologia de radar fue la primera en
posibilitar la asistencia automatica en la conduccién, y posteriormente por ser una alter-
nativa efectiva y rentable a la utilizacién de redes de comunicacién inter-vehicular [44]. Sin
embargo, la implementacién de redes de comunicacién entre los vehiculos también posibilita
otras opciones de topologias interesantes. Estas incluyen: topologfas de lider-predecesor [26],
donde el vehiculo lider comparte su posicién a todos los vehiculos seguidores, los cuales a su
vez también conocen la posicién de su predecesor directo, topologias bidireccionales, donde
cada vehiculo tiene acceso a informacién de su predecesor y seguidor directos, topologias
anticipatorias a r vehiculos (en inglés: r-lookahead) [27], donde cada vehiculo tiene acceso a
informacién concerniente a los r predecesores méds cercanos, entre otras [44]. De esta mane-
ra, la tecnologia embebida en los vehiculos auténomos condiciona la informacién que estos
pueden adquirir sobre el resto de los agentes en el pelotén, y en consecuencia, las topologias
de flujo de informacién factibles de implementar. A su vez, dado que cada tipo de topologia
de flujo de informacién restringe la informacién disponible para el control de cada vehiculo,
ésta tendra un impacto fundamental en la complejidad de la estrategia de coordinacién del
pelotén, y en sus limitaciones de desempertio [44], [14].

La tercera componente relevante de definir en un pelotén es su politica de espaciado. La
politica de espaciado es la caracterizacion de la referencia de distancia inter-vehicular que se
desea que los vehiculos mantengan durante el traslado. Lo mas sencillo para el anélisis de la
dindmica de pelotones es considerar que esta distancia es un valor constante [21], [35]. Sin
embargo, desde el punto de vista préactico esto no es seguro, pues dicha distancia puede no
ser lo suficientemente grande para permitir que un vehiculo en movimiento frene a tiempo
si el predecesor disminuye su velocidad bruscamente por algin motivo. Ademaés, al imple-
mentar una politica de espaciado constante se ha demostrado que no es factible tener un
desempeno adecuado del pelotén cuando éste se compone de muchos vehiculos [34]. Por ello,
una estrategia razonable es considerar que el espacio entre vehiculos no sea necesariamente
constante, sino que dependa de la velocidad, de manera que la distancia inter-vehicular au-
mente a mayores velocidades de navegacién. Este tipo de politica de espaciado, denominada
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dependiente de la velocidad, permite restaurar un desempeno seguro en pelotones numerosos
[18], [40]. Su implementacién se hace a través de una constante denominada time headway,
la que define la dependencia entre el espacio mantenido entre los vehiculos y la velocidad
de navegacion [36]. Al ser la constante time headway un valor ajustable en la referencia de
control, ésta es un parametro de diseno del pelotén.

Por 1ltimo, es necesario determinar el sistema de control longitudinal del pelotén, el
cual se encarga de satisfacer el objetivo de coordinacion global del sistema, i.e., lograr los
espaciamientos inter-vehiculares deseados. Por motivos de escalabilidad, en pelotones se
utilizan estrategias de control distribuidas, donde los vehiculos son auténomos y el control
se implementa a través de un lazo de control local embebido en cada uno de los agentes.
Los controladores mas cominmente usados son lineales, debido a que éstos permiten analisis
tedrico exhaustivo del desempeno del peloton, y son simples de implementar en hardware.
Idealmente, todo disenio de controlador distribuido para pelotones debe ser capaz de resolver
dos problemas de control fundamentales: un problema de seguimiento de referencia, y un
problema de escalabilidad [36], [11]. El problema de seguimiento concierne al lazo de control
embebido en los vehiculos individuales, y consiste en asegurar la capacidad de éstos de
converger a la referencia de distancia inter-vehicular determinada para la navegacion. Esto
incluye necesariamente disenar los lazos de control para que sean internamente estables. Sin
embargo, un pelotéon compuesto por vehiculos individualmente estables podria, debido a la
interconexiéon del sistema, amplificar una perturbacién incidente en alguno de sus agentes
a medida que ésta se propaga hacia los vehiculos posteriores, y con ello potencialmente
provocar colisiones y/o accidentes. Debido a esto, al disefiar un pelotén también es necesario
resolver el problema de escalabilidad, el cual consiste en crear un disenio del controlador de
los vehiculos que soporte la adicién de nuevos agentes al pelotén conservando la seguridad
del sistema completo al desplazarse. Esto implica garantizar que los errores de seguimiento
de los agentes, ya sean debidos a las condiciones iniciales o a perturbaciones incidentes, no
se amplifiquen al transmitirse hacia atrds en la cadena.

Formalmente en el contexto de sistemas interconectados, esta tltima propiedad de no-
amplificacién del error se denomina estabilidad de cuerda. La estabilidad de cuerda acota
la magnitud de las senales que viajan a lo largo del pelotén, la que se aplica a la secuencia
de errores de seguimiento presentes en los lazos de control de cada uno de los vehiculos.
Dependiendo de la configuracién particular del pelotén en estudio, existen diferentes defi-
niciones de estabilidad de cuerda, y con ello, distintos métodos de andlisis (por ejemplo,
existen definiciones de estabilidad de cuerdas aptas para pelotones de vehiculos no lineales,
pelotones sujetos a pérdida de datos en la comunicacidn, etc.) [36]. En esquemas de pelotones
lineales homogéneos, la propagacion de los errores entre agentes consecutivos es modelada
por funciones de transferencia idénticas. Debido a esto, la estabilidad de cuerda se define en
términos de la norma infinito de una de estas transferencias, ya que dicho valor determina
la ganancia maxima de la propagacion del error a lo largo del peloton. Luego, la norma
infinito de la transferencia entre errores de seguimiento consecutivos debe ser menor o igual
a uno para asegurar que no ocurriran amplificaciones de los errores de control a través del
pelotén y garantizar su estabilidad de cuerda [11].

Disenar controladores que consigan estabilidad de cuerda, esto es, que consigan si-
multaneamente estabilidad interna de los agentes y ganancia de propagacién de los erro-
res menor o igual a uno es, en general, un problema complejo. En primer lugar, existen
estructuras de pelotones que son fundamentalmente incompatibles con la propiedad de es-
tabilidad de cuerda. Un ejemplo de esto ocurre en pelotones con topologia de seguimiento
de predecesor, donde se ha demostrado que para cualquier controlador lineal no es posible
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conseguir estabilidad de cuerda cuando se implementa una politica de espaciado constante
[34], [10], [40]. Superar esta limitacién requiere cambiar la naturaleza misma de la configura-
cidn, lo que significa en este caso cambiar la topologia de flujo de informacién (por ejemplo,
a una topologfa lider-predecesor), o cambiar la politica de espaciado a una dependiente de
la velocidad [34], [37], [18]. Por otro lado, caracterizar analiticamente los controladores que
satisfacen estabilidad de cuerda no es sencillo porque significa obtener una condicién sobre
la norma infinito de un sistema, lo cual no es directo de resolver a diferencia de otros tipos
de normas, por ejemplo, norma 2 [46]. Para evitar esta dificultad, puede disenarse un con-
trolador que satisfaga estabilidad de cuerda a través de algoritmos numéricos. Sin embargo,
esta aproximacion no entrega mayor comprension sobre los compromisos subyacentes entre
el valor de los parametros de diseno del peloton y la estabilidad de cuerda del mismo. En
esquemas con espaciamiento dependiente de la velocidad con time headway constante, una
estrategia para simplificar el andlisis teérico de pelotones consiste en restringir la estructura
del controlador a familias particulares que permiten desacoplar el efecto de la constante
de time headway en la expresién de la transferencia de la propagacién de los errores. Asi,
utilizando esta técnica, se ha demostrado en [18] y [40] respectivamente para esquemas de
tiempo continuo y tiempo discreto que, en pelotones compuestos por vehiculos modelados
por integradores dobles, existe un valor minimo de esta constante por sobre la cual todo
diseno de pelotén es estable en cuerda. Sin embargo, se mantienen inciertas las relaciones
analiticas explicitas que modelan el impacto cuantitativo del resto de las variables de diseno
del pelotén, i.e. los parametros del controlador, en el desempeno del sistema.

El presente trabajo de tesis entrega una solucién analitica explicita al problema de diseno
de pelotones estables en cuerda cuando se considera una politica de espaciado dependiente de
la velocidad con time headway constante. Se considera un esquema conformado por vehicu-
los modelados por integradores simples, y se realiza el andlisis para las versiones de esta
configuracién en tiempo continuo y tiempo discreto. Para afrontar la mayor complejidad de
este andlisis explicito, se consideran controladores de estructura proporcional-integral. Este
tipo de controlador se escoge porque aun conteniendo pocos parametros de diseno, incluye
accion integral y pertenece a la familia de controladores PID, la cual es la mas utilizada en
aplicaciones industriales, incluyendo maniobras de control longitudinal de pelotones [38], [7].
Como resultado de esta tesis, se obtienen las condiciones analiticas necesarias y suficientes
sobre los parametros de diseno del pelotén, estos son, la constante time headway y ganancias
del controlador, para obtener disenos estables en cuerda.

1.1. Definicién del problema

A continuacién se describe resumidamente el modelo de pelotén de vehiculos que se
estudia en esta tesis y se enuncia el problema a resolver.

Observacion 1. En esta tesis se analizan dos configuraciones de peloton de vehiculos: una
de tiempo continuo y otra de tiempo discreto. El problema en estudio es, en naturaleza,
el mismo para ambos marcos de trabajo. Con el objetivo de enfatizar los aspectos comunes
de las dos descripciones, en esta seccion las variables se denotan sin especificar el dominio
temporal.

Se considera el modelo dindmico longitudinal de un pelotén como un sistema lineal
e invariante en el tiempo, de tiempo continuo o tiempo discreto, compuesto por N € N
vehiculos que se desplazan coordinadamente a través de una trayectoria unidimensional.
Esto se muestra en la Figura 1.2, donde y; representa la posicién del vehiculo i-ésimo y
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Figura 1.2. Pelotén de vehiculos auténomos.
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Figura 1.3. Esquema de control del vehiculo i-ésimo de un pelotén.

l; = yi—1 — y; la distancia respecto a su predecesor. En esta configuracién, el objetivo
de control es mantener la distancia inter-vehicular ¢; lo més cercana posible a una senal
de referencia r; para todo vehiculo i. Para lograr este fin, suponemos una topologia de
seguimiento de predecesor, donde cada vehiculo conoce el valor de su velocidad (o su cambio
de posicién en el caso de tiempo discreto) v;, su propia posicidn, y la posicién de su predecesor
directo. También, cada vehiculo cuenta con un controlador local que usa esta informacion
para manipular el vehiculo de forma automatica. El correspondiente error de seguimiento
del vehiculo ¢ es definido como
€; = & —T;.

El lazo de control de cada vehiculo se puede representar como el esquema de la Figura
1.3, donde G representa el modelo dindmico de cada agente, C' es su respectivo controlador
y u; corresponde a la actuacién. Asumiremos que el pelotén es homogéneo, por lo que todos
los agentes tienen el mismo modelo de planta G y el mismo controlador C.

Respecto al modelo dindmico de cada vehiculo, en la presente tesis consideraremos que G
corresponde al modelo de un integrador simple. Luego, la actuacion u; representa la rapidez
del i-ésimo vehiculo. Por otra parte, nuestro interés esta en estudiar el efecto del uso de
controladores proporcional-integrativo (PI) en el pelotén. Por lo tanto, C' corresponde a un
controlador PI, caracterizado por los pardmetros £, y k; asociados a sus ganancias en las
componentes proporcional e integrativa respectivamente.

Finalmente, se considera para el pelotén una politica de espaciamiento dependiente de
la velocidad, donde la referencia de control tiene la forma

ri = €; + hv;.

Aqui, €; > 0 es un valor constante que representa la distancia inter-vehicular minima
que se desea mantener en la formacion, y h > 0 es la constante de time headway, la cual
pondera la importancia de la rapidez del agente en la politica de espaciado. Tanto ¢; y h son
parametros de diseno del pelotén, sin embargo, el valor de € es irrelevante para el analisis
que se hace en esta tesis, por lo que sin pérdida de generalidad se considera en adelante que
g; = 0.

Considerando el modelo de pelotén recién descrito, el problema de interés para la presente
tesis es el siguiente:
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Problema 1. Obtener las condiciones necesarias y suficientes sobre la constante time head-
way h y las ganancias del controlador k, y k; que aseguren la estabilidad de cuerda del
peloton.

1.2. Principales contribuciones
Las principales contribuciones de esta tesis son las siguientes:

= Se obtienen condiciones necesarias y suficientes para garantizar estabilidad de cuerda
en configuraciones de peloton de vehiculos de tiempo continuo y de tiempo discreto.
Cada pelotdn se considera conformado por vehiculos modelados por integradores sim-
ples y controlados localmente por un controlador proporcional-integral. Las condicio-
nes obtenidas son expresiones analiticas sobre los pardmetros de diseno del controlador
y de la politica de espaciado, lo que permite hacer analisis y determinar compromisos
entre estas variables de diseno.

= El andlisis anterior se hace sin considerar que las dindmicas del controlador cancelen
a las dindmicas de la politica de espaciado, siendo esta ultima una estrategia usada
para simplificar el estudio de configuraciones de control cooperativo de vehiculos con
esta politica de espaciado [18], [40].

= Se representan estos compromisos graficamente, comprobandose asi los resultados
tedricos con simulaciones tomando en consideracién ambas restricciones (estabilidad
asintdtica y estabilidad de cuerda).

1.2.1. Productividad asociada

= Como productividad asociada, se publica el articulo de conferencia:

Antonia Murillo, Francisco Vargas, Andrés Peters and Alejandro Rojas, “String stabi-
lity of a PI-controlled vehicular platoon”, 2021 IEEE CHILEAN Conference on Elec-
trical, Electronics Engineering, Information and Communication Technologies (CHI-
LECON), 2021.

= La siguiente contribucién no corresponde directamente a algtin contenido teérico de
esta tesis, pero es relevante en el presente contexto:

Antonia Murillo, Francisco Vargas and Andrés Peters “Effects of speed saturation in
a predecessor-following vehicle platoon”, 2019 IEEE CHILEAN Conference on Elec-
trical, Electronics Engineering, Information and Communication Technologies (CHI-
LECON), 2019.

1.3. Organizaciéon del documento

A continuacién se describen los temas a abordar en los siguientes capitulos de esta tesis.

En el Capitulo 2 se describen conceptos técnicos, teoremas y algunas identidades ma-
tematicas necesarias para el anélisis que se realiza en el resto del trabajo y para la interpre-
tacién de los resultados asociados.

En el Capitulo 3 se detalla el modelo de pelotén de tiempo continuo. Luego se presenta
separadamente el analisis de estabilidad interna y el andlisis de ganancia en magnitud de
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los lazos de control local de los vehiculos. Se incorporan ambos resultados para derivar las
condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de cuerda del pelotén. Finalmente se
discuten los resultados obtenidos.

En el Capitulo 4 se enuncia el modelo de pelotén de vehiculos de tiempo discreto. Luego
se presenta separadamente el andlisis de estabilidad interna y el andlisis de ganancia de
magnitud de los lazos de control local. Se incorporan ambos resultados para derivar las
condiciones necesarias y suficientes para la estabilidad de cuerda del pelotén. Finalmente se
discuten los resultados obtenidos.

Por dltimo, en el Capitulo 5 se presentan las conclusiones generales de esta tesis y se
sugieren opciones de trabajo futuro.



Capitulo 2

PRELIMINARES

En este capitulo se revisan algunos conceptos fundamentales que seran utilizados a lo
largo de esta tesis. Mds precisamente, el capitulo introduce conceptos basicos, para luego
definir estabilidad interna y politica de espaciado. Finalmente, se define formalmente el
concepto de estabilidad de cuerda y se enuncian algunos requerimientos de interés en los
lazos de control.

Observacion 2. En este capitulo se presentan definiciones vdlidas para marcos tedricos de
tiempo continuo y tiempo discreto. Para el resto de la exposicion se denota t a la variable de
tiempo continua, donde t € R{)", y k a la variable de tiempo discreta, donde k € Ny. Algunos
conceptos fundamentales se presentan unicamente en tiempo continuo, entendiéndose que el
simil de tiempo discreto es directo.

2.1. Conceptos fundamentales

A continuacién se definen algunos conceptos elementales:

s Sefial: Se denomina senal a una medicién u observacién que contiene informacién de
interés. Matematicamente, ésta se representa como una funcién de una o mas variables
independientes. Por ejemplo, la funcién u : ¢ — wu(¢) usualmente denota la senial de
entrada a un sistema.

= Sistema: En el marco conceptual que describe esta tesis, se define un sistema como un
proceso por el cual una sefial de entrada (u) se transforma en una salida (comtinmente
denotada y).

» Estado: Se denomina estado a una senal o conjunto de senales internas u ocultas de
un sistema. Normalmente se refiere al estado con la senal z. La senal x evaluada en
un instante inicial ¢y se denomina la condicion inicial de un sistema. Por simplicidad,
también se referird a este valor a través de la abreviacién xg, donde z¢ = xz(ty).

Una forma de representar un sistema es a través de la notacion
y(t) = Tz u) Vit > to,

donde T es la transformacién que describe la dependencia entre la condicién inicial z(tg) y
entrada u(t), y la salida y(t). En general, un sistema puede tener multiples entradas y salidas
asociadas, como también varios estados. Sin embargo lo largo de esta tesis se consideran
sistemas de entradas y salidas escalares, cominmente denominados sistemas SISO (por sus
siglas en inglés, single-input single-output).
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2.1.1. Sistemas lineales e invariantes en el tiempo

Un sistema se dice lineal [25] si la salida producto de la combinacién lineal de entradas y
condiciones iniciales es la combinacién lineal de los efectos individuales. Matematicamente,
esto significa que el sistema satisface

T (o1 + aox, frur + fouz) = a1 T(x1,0) + asT(x2,0) + F1T(0,u1) + B2T(0, uz)

para cualquier valor de las constantes o, a9, 81, 82 € R, cualquier par de condiciones ini-
ciales x1 y xo, y cualquier par de entradas u; y us.

Por otra parte, un sistema se dice invariante en el tiempo si la respuesta del sistema a
una entrada y condiciones iniciales particulares es la misma independientemente del instante
en que ésta se aplique. Matematicamente, esto significa que el sistema cumple

T{(x(0) = zo, u(t)) = y(t) = T{x(1) = xo,u(t — 7)) = y(t — 1), V7 > 0.

Una de las ventajas de los sistemas lineales e invariantes en el tiempo es que éstos
pueden ser descritos por completo a través de su respuesta a un impulso en la entrada. Este
impulso se define como un Delta de Dirac en el caso de tiempo continuo, y como un Delta
de Kronecker en el caso de tiempo discreto. De esta manera, si v es una excitaciéon causal
arbitraria, la respuesta y del sistema con condiciones iniciales iguales a cero estd dada por
la convolucién de la senal de entrada con la respuesta a impulso del sistema g. Esto equivale
a

t
y(t) =/ u(r)g(t —7)dr  Vt>0 (2.1.1)
0
en el caso de tiempo continuo, mientras que en el caso de tiempo discreto
k
y(k) =Y u®g(k—t)  Vk=>0. (2.1.2)
£=0

Observacion 3. En esta tesis se trabajard exclusivamente con sistemas lineales e invarian-
tes en el tiempo.

2.1.2. Funcién de transferencia

Las transformadas de Laplace y Zeta constituyen herramientas esenciales para el andlisis
y sintesis de sistemas lineales e invariantes en el tiempo de tiempo continuo y tiempo discreto
respectivamente.

Considere aplicar la trasformada de Laplace a ambos lados de (2.1.1), o bien transfor-
mada Zeta en (2.1.2), con la cual la convolucién temporal del estimulo con la respuesta a
impulso se vuelve un producto de las respectivas transformadas en el dominio de la fre-
cuencia. Luego, un sistema lineal e invariante en el tiempo también se puede representar a
cabalidad a través de la transformada de su respuesta a impulso con condiciones iniciales
iguales a cero. En otras palabras, se tiene

Y(s) = G(s)U(s) (2.1.3)

Y(2) = G(2)U(2), (2.1.4)
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donde las mayusculas denotan las transformadas de Laplace o Zeta de las senales corres-
pondientes. En estas ecuaciones, G representa la transformada de la respuesta a impulso del
sistema con condiciones iguales a cero. Esta funcién se denomina funcién de transferencia
[25]. Por lo tanto, se define la funcién de transferencia de un sistema de tiempo continuo
como la transformada de Laplace de su respuesta a impulso de Dirac con condiciones inicia-
les iguales a cero, y de la misma forma, la funcién de transferencia de un sistema de tiempo
discreto se define como la transformada Zeta de su respuesta a impulso de Kronecker con
condiciones iniciales iguales a cero.

Sistemas integrativos

Dentro de las funciones de transferencia se trabajard especialmente con funciones de
transferencia de sistemas integrativos. Los sistemas integrativos tienen la forma

1
en tiempo continuo, y
1
¢ =

en tiempo discreto, donde n € N. Esta clase de sistemas lleva el nombre de integrativos (o
sumadores, en el caso de tiempo discreto) porque integran (o suman) la sefial de entrada al
sistema hasta el instante de tiempo actual.

Observacién 4. Note que la cantidad de ceros en el origen en G(z) determina el retardo
puro de la planta. Por ejemplo, si G(z) tiene n polos en el origen, entonces la salida del
sistema tiene n — r retardos de tiempo.

A continuacién la idea de integracién se explicita a través de dos ejemplos. Considere el
sistema lineal de tiempo continuo que integra la senal de entrada hasta el tiempo ¢, i.e.,

y(t) = /0 ()

La funcién de transferencia de este sistema se obtiene facilmente al aplicar la trasformada

de Laplace a ambos lados de la ecuacién anterior. De esta manera, resulta inmediato que
1

G(s) = —-.

() = -

Por otro lado, considere el sistema de tiempo discreto que suma la sefial de entrada hasta
el instante de tiempo actual, i.e.,

La funcién de transferencia del sistema se obtiene al aplicar transformada Zeta a ambos
lados de la ecuacion anterior. De aqui resulta directo que
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2.1.3. Respuesta en frecuencia

A partir de la funcién de transferencia de un sistema estable (lo que es definida en
detalle en la siguiente seccién) es posible calcular directamente su respuesta estacionaria a
una entrada sinusoidal cualquiera. La funcién de variable compleja que modela la ganancia
en amplitud y fase del sistema se denomina respuesta en frecuencia [33]. Para sistemas
asintoticamente estables, la respuesta en frecuencia equivale a la funcién de transferencia
evaluada en el eje imaginario en el caso de tiempo continuo, esto es,

Gjw) = G(8)ls=jw;
y en la circunferencia unitaria en el caso de tiempo discreto, i.e.,
G(ejw) = G(z)|z=ej‘*"

A través de G(jw) y G(e/%), puede calcularse la ganancia que tendr4 la salida del sistema
dada una entrada sinusoidal a determinada frecuencia a través del calculo de la magnitud
|G(jw)| para tiempo continuo y |G(e?*)| para tiempo discreto. De forma similar, puede
calcularse el desfase que tendra la salida respecto a la entrada sinusoidal a determinada
frecuencia a través del célculo de la fase /G(jw) para tiempo continuo y Z/G(e’*) para
tiempo discreto. Asi, se puede hacer un perfil de la respuesta del sistema en funcién de la
frecuencia, lo que nos entrega el llamado diagrama de Bode.

2.1.4. Magnitud del sistema

La magnitud del sistema se calcula como
|G(jw)| = G(jw) * G(—jw)
para sistemas de tiempo continuo, y como
|G(e)| = G(e7*) % G(e™7¥)

para sistemas de tiempo discreto.

En el contexto de respuesta en frecuencia se requiere que el sistema sea estable para
calcular la respuesta estacionaria en base a la magnitud y fase del sistema. Sin embargo,
la expresion matemaética para la magnitud también permite calcularla cuando el sistema
es inestable, aunque su interpretacién debe ser distinta, pues la respuesta estacionaria no
existe en ese caso. Para ilustrar esto considere el sistema estable G1 (jw) = 1/(jw + 1) y el
sistema inestable G2 (jw) = —1/(jw — 1). Es claro que

|G1(jw)| = G1(jw) * Gi(—jw) = G1(jw) * G2(jw) = G2(—jw) * G2(jw) = |G2(jw)|,
lo que muestra que se puede relacionar la magnitud de un sistema estable con la de uno

inestable. En definitiva, el que se pueda calcular la magnitud del sistema no implica que el
sistema sea estable.

2.1.5. Norma infinito

Para ciertos resultados obtenidos en esta tesis se requiere estudiar la norma infinito de
sistemas lineales e invariantes en el tiempo. Si G es una funcién de transferencia estable, se
define la norma infinito de G [8] como:

1G(5)llo = sup |G(jw)]
weR
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Figura 2.1. Lazo de control de un grado de libertad.

si G es un sistema de tiempo continuo, y como

IG(2)|lo & sup |G(e?¥)].

wel0,27]

lloo

si es de tiempo discreto.
Graficamente, la norma infinito de G' corresponde al valor méximo o peak en la gréafica
de Bode de magnitud del sistema.

2.1.6. Lazos de control

Considere un sistema (o planta) cuya salida se quisiera hacer lo mds cercana posible a
una senal de referencia determinada. Los controladores son sistemas que permiten lograr este
objetivo al aplicar una entrada (o actuacién) apropiada a la planta de manera automatizada.
Tipicamente, este proceso se realiza en lazo cerrado, lo que significa que se re-alimenta
informacién de la salida de la planta y la referencia hacia el controlador, de manera en
que la actuacion que éste produce depende de dicha informacion. En esta tesis se consideran
lazos de control donde los modelos de controlador y planta son sistemas lineales e invariantes
en el tiempo. Un lazo de control estandar de estas caracteristicas se ve como el de la Figura
2.1, donde G corresponde al modelo de la planta que se desea controlar y C' al modelo
del controlador. Respecto a las senales del lazo, y representa la salida de la planta, r a la
referencia de control, e al error de seguimiento, calculado como la diferencia entre la senial
de salida y la referencia, y u la actuacién a la planta.

Las dinamicas de un lazo de control se encuentran dominadas por sus funciones de sen-
sibilidad, las cuales describen todas las funciones de transferencia posibles entre las senales
del lazo. Para el lazo de la Figura 2.1, considere definir las transferencias

! ,_ CG
“1rce Y T T iyca

Luego, las cuatro funciones de sensibilidad vienen dadas por S (describe el efecto de y sobre
e), T (describe el efecto de r sobre y), GS (describe el efecto de u sobre y), y C'S (describe
el efecto de e sobre u).

Existen algunas caracteristicas preferibles de tener en el modelo de un controlador. Por
ejemplo, resulta deseable que un controlador sea de fase minima (i.e., que todos sus ceros
se encuentran dentro de la regién de estabilidad) ya que de otro modo la respuesta escalén
del lazo cerrado presentard undershoot [13]. Por otra parte, frecuentemente en aplicaciones
industriales se requiere situar al proceso en un punto de operacién fijo, por lo que la senal
de referencia es un valor constante. Luego, una propiedad importante en lazos de control
consiste en garantizar error de seguimiento igual a cero en estado estacionario para este tipo
de referencias. Esto se consigue cuando el producto GC' posee integracion simple. Asimismo,
si se quiere garantizar error de seguimiento cero en estado estacionario para referencias
rampa, se debe disefiar C' tal que el producto GC posea integracién doble [13].

S
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Control proporcional-integrativo

En la presente tesis interesa estudiar un tipo particular de controladores denominados
controladores proporcional-integrativo (PI). Esta clase de controladores lleva su nombre
porque aplican una actuacion a la planta basada en términos proporcionales al error de se-
guimiento y proporcionales a la integral de dicho error. Los controladores PI pertenecen a la
familia de controladores PID (proporcional-integral-derivativo), los cuales son una clase de
controladores particularmente versatil, usados con efectividad universalmente en aplicacio-
nes industriales de todo tipo (por ejemplo, en el control de velocidad crucero de vehiculos,
regulacion de velocidad rotacién de bombas industriales, control de velocidad de correas
transportadoras en aplicaciones misceldneas, entre muchas otras) [2].

La estructura de controladores proporcional-integrativo que se considera para esta tesis
serd

k;
C(S) = kP + ?7

cuando se trabaje en un marco de tiempo continuo, y

z
C(z) = by + ki
cuando se trabaje en un marco de tiempo discreto. En ambos casos se considera que ky,
k; € R— {0}

2.2. Estabilidad interna

Un sistema lineal e invariante en el tiempo se dice internamente estable si para toda senal
de entrada al sistema que es acotada se tiene una correspondiente salida acotada, para toda
condicion inicial acotada. Mateméaticamente, esto significa que todos los modos naturales del
sistema decaen asintéticamente a cero. En el dominio de la frecuencia, esto ocurre cuando
todos los polos del sistema tienen parte real negativa, si éste es de tiempo continuo, o si el
médulo de todos sus polos es menor a uno, si éste es de tiempo discreto. En consecuencia,
en analisis de sistemas lineales se denomina region de estabilidad al semi-plano izquierdo
abierto del plano complejo para sistemas de tiempo continuo, y al circulo unitario abierto
para sistemas de tiempo discreto.

De manera similar, se considera que un lazo de control es internamente estable si y sélo
si para toda entrada acotada al lazo y toda condicién inicial acotada, toda senal que existe
dentro del mismo permanece acotada [13]. Mateméticamente, esto ocurre cuando todas las
funciones de sensibilidad del lazo cerrado son internamente estables.

A modo de ejemplo, considere el lazo cerrado de la Figura 1.3, y suponga que el contro-
lador C'y el modelo de la planta G tienen la estructura

B P
G = 1 Y C= T
El lazo de control sera internamente estable si y soélo si las raices de su polinomio carac-

teristico
A, = AL+ BP

se encuentran dentro de la region de estabilidad. Observe que, si no existen cancelaciones
entre ceros del controlador y polos de la planta, el polinomio caracteristico del lazo cerrado
equivale al polinomio denominador de la sensibilidad T
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2.2.1. Criterios de estabilidad

Afortunadamente, existen algoritmos que permiten calcular explicitamente condiciones
sobre las cuales los parametros del polinomio de lazo cerrado consiguen raices dentro de la
regién de estabilidad sin la necesidad de calcular las raices explicitamente.

Criterio de estabilidad de Routh-Hurwitz

Para lazos de control de tiempo continuo, uno de estos algoritmos se denomina Criterio
de Routh-Hurwitz. Un tratamiento acabado del Criterio de Routh-Hurwitz para el andlisis
de polinomios de orden general puede encontrarse en [32], [33]. En esta tesis se utiliza
solamente el resultado del criterio para polinomios de segundo orden, el cual se enuncia en
el lema a continuacién.

Lema 1. El polinomio de coeficientes reales P(s) = s% + p1s+ po tiene sus dos raices en el
semi-plano izquierdo abierto si y solo si sus coeficientes satisfacen

pr>0 gy pg>0.

Criterio de estabilidad de Jury

Por otro lado, para analizar lazos de control de tiempo discreto se tiene el Criterio de
estabilidad de Jury. La versién general del algoritmo de Jury puede revisarse en [16], [33].
En esta tesis se utiliza el resultado del algoritmo de Jury para polinomios de tercer orden,
el cual se enuncia en el siguiente lema.

Lema 2. Considere el polinomio de coeficientes reales P(z) = p3z® + p22? + p12 + po, con
ps > 0. Todas sus raices se encuentran dentro del circulo unitario abierto si y sdlo si se
satisfacen las siguientes condiciones simultdneamente:

(i) lpo| < 1
(i) pé — P} < pop2 — p1ps3
(iiia) po+p1+p2+p3>0

(iib) Po —p1+p2—p3 <0.

2.3. Politica de espaciado

Lo mas sencillo para el andlisis de la dinamica de pelotones es considerar que el espacio
deseado entre vehiculos es un valor constante. Sin embargo, desde el punto de vista practico
esto no es seguro, pues dicha distancia puede no ser lo suficientemente grande para permitir
que un vehiculo en movimiento frene a tiempo si el predecesor disminuye su velocidad
bruscamente por algiin motivo. Por ello, una estrategia razonable es considerar que el espacio
entre cada vehiculo y su predecesor no sea necesariamente constante, sino que dependa de
su velocidad de navegacién (ver, por ejemplo, [36]).

Considere el esquema de la Figura 1.3, el cual representa el lazo de control local de
los vehiculos de un pelotén como el estudiado en esta tesis. Una senal de referencia que
implementa el tipo de espaciamiento anterior tiene la forma

r, =¢&; + h’Uz',
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donde €; es una constante que representa el espacio minimo requerido entre vehiculos, v; es
la rapidez del i-ésimo agente (o una senal representativa de esta cantidad, como la diferencia
de la posicién entre muestras, si se trabaja dentro de un marco de tiempo discreto) y h > 0
es una constante que pondera la importancia de la velocidad del agente en la politica de
espaciado.

Observacion 5. La constante h se denomina constante de time headway, y representa un
intervalo de tiempo entre dos vehiculos consecutivos. Para h = 0, se tiene una politica de
espaciado constante en la cual se busca que los vehiculos mantengan una distancia de €; entre
st, siempre que sea posible. Si h > 0, la separacion de referencia entre vehiculos aumenta
proporcionalmente respecto a la velocidad instantdnea del agente en lo que se conoce como
una politica de espaciado dependiente de la velocidad [36].

2.4. Estabilidad de cuerda

En un pelotoén, la posicién de cada vehiculo tiene un error de seguimiento e; que, a través
de la interconexién del pelotén, depende del error de los vehiculos que se encuentran por
delante. Por lo tanto, el disenio del controlador en los agentes debe ser tal que considere
no solo el comportamiento del error de cada vehiculo en el tiempo, sino que también la
propagacion de dicho error hacia los vehiculos posteriores. En este sentido, por evidentes
motivos de seguridad, resulta fundamental garantizar que los errores de seguimiento no
se amplifiquen al propagarse desde un vehiculo a sus seguidores. Si dicha amplificacién no
ocurre, diremos que el peloton es estable en cuerda, en caso contrario, diremos que el pelotén
es inestable en cuerda. Para ilustrar este concepto, Figura 2.2 muestra una comparacion de
desempernio entre un pelotén estable en cuerda (fila superior), y uno inestable en cuerda (fila
inferior). En ambos casos, el pelotén se compone de N = 10 vehiculos, y el vehiculo lider
parte desde el reposo y comienza a navegar a una rapidez constante. Las tendencias asociadas
al primer vehiculo (o lider) se muestran en color azul, mientras que hacia los dltimos vehiculos
éstas se muestra en un espectro hacia el rojo. De las graficas del error de seguimiento del
caso estable puede verse como el peak del error propagado decae a medida que éste se avanza
hacia los agentes posteriores. Este comportamiento se preserva a medida que mas vehiculos
se agregan al pelotén. Por otra parte, el caso inestable en cuerda muestra la amplificacion
de las senales de error cuando se propagan hacia el ultimo agente. Esta tendencia conlleva
una degradacién del desempeno de control que seria acentuada al agregarse mas agentes al
pelotdn, la cual eventualmente provocaria colisiones entre vehiculos.

Observacion 6. Es importante notar que cuando se analiza la estabilidad de cuerda, la im-
portancia se asigna al comportamiento transiente de las senales y su propagacion hacia los
demds vehiculos, en lugar de enfocarse en el estado estacionario. De hecho, los controladores
en ambos pelotones en la Figura 2.2 estan disenados para lograr estabilidad interna, consi-
guiendo error en estado estactonario nulo para todos los vehiculos, sin embargo la estabilidad
de cuerda se consigue solo en uno de los dos casos.

La estabilidad de cuerda admite distintas definiciones segiin el marco de trabajo en el que
se encuentra el pelotén, como por ejemplo, pelotones modelados como sistemas no-lineales,
pelotones descritos en el tiempo, descritos en frecuencia, etc. [11]. En una configuracién
lineal como la que se trabaja en esta tesis, es posible demostrar que la transferencia entre
dos errores consecutivos viene dada por la transferencia T' asociada al lazo de control local
de los vehiculos. Esto permite definir la estabilidad de cuerda como sigue (ver por ejemplo
18):
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Figura 2.2. Posiciones y errores de seguimiento de un pelotén estable en cuerda (fila supe-
rior) y uno inestable en cuerda (fila inferior).

Definicién 1. Se dice que un pelotén homogéneo es estable en cuerda [11] si la funcidn de
transferencia de los errores entre agentes consecutivos, es decir, la transferencia T tal que
E; = TE; 4, satisface ||T||,, < 1. De lo contrario, diremos que el peloton es inestable en
cuerda.

Note que bajo esta definicién, para que un pelotén sea estable en cuerda se requiere que
los lazos de control de los vehiculos individuales sean internamente estables. Sin embargo,
esta implicancia no es valida al revés.

2.5. Requerimientos y resultados de pelotones

Una parte significativa del consumo energético de vehiculos motorizados depende de la
potencia requerida para cambiar su estado de movimiento. Todo vehiculo posee inercia, y
con ello, una resistencia a cambios en su velocidad o direccién. Debido a esto, la conduccion
a rapidez constante permite aumentar la eficiencia energética de la navegacién [31]. En
pelotones de vehiculos, la referencia de movimiento esté dictada por el vehiculo lider el cual,
por los motivos anteriores, tipicamente buscara llevar una velocidad crucero constante. Esto
define para los vehiculos seguidores en el pelotén trayectorias de posicién de tipo rampa
para la cual el lazo de control de cada uno de los vehiculos debera seguir. Por lo tanto, el
seguimiento en estado estacionario del lazo de control de los vehiculos con referencias de
tipo rampa resulta particularmente importante.
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Debido a lo anterior, un requerimiento comiin en este tipo de esquemas es la incorporacién
de integracién doble en el producto planta-controlador (lo que se realiza anadiendo polos
integradores en el controlador). Esto permite que el lazo de control consiga seguimiento
perfecto en estado estacionario a referencias del lazo de tipo rampa. La demostracién de
este requerimiento se basa en el uso del Teorema del Valor Final de Laplace, en tiempo
continuo, y de Zeta en tiempo discreto [33].

Por motivos de simplicidad, a continuacién se ejemplificara este resultado considerando
el lazo de control de la Figura 2.1. Si el producto GC posee doble integracién, entonces el
Teorema del Valor Final de Laplace establece que para tiempo continuo, el error en estado
estacionario satisface:

lim e(t) = lim sE(s)

t—o00 s—0

donde se ha definido la parametrizacién C(s)G(s) = s2C(s)G(s), con lim,_,o C(s)G(s) # 0.
Por otro lado, para lazos de control de tiempo discreto se tiene similarmente con el Teorema
del Valor Final de Zeta:

lim e(k) = lim(z — 1)E(2)

k—o0 z—1

— lim(z — 1) (R(2)S(2))

z—1

= lim(z — ! : (=17
= -1 ((z “12 o1z é<z>é<z>>

:O’

donde C(2)G(z2) = (2 — 1)2C(2)G(2), con lim,_,; C(2)G(2) # 0.

Observacién 7. Un resultado importante en la literatura de pelotones que implementan
una politica de espaciado dependiente de la velocidad es que si G y C' son ambos modelados
por sistemas lineales invariantes en el tiempo, se ha demostrado en [18], [40] que es posible
calcular el valor minimo de h que garantiza estabilidad de cuerda cuando el producto GC
posee doble integracion, lo cual es comun en este tipo de aplicaciones. Por otra parte, un
peloton que que implementa una politica de espaciado constante y que incluye doble inte-
gracion en el producto GC' es incompatible con la propiedad de estabilidad de cuerda para
cualquier controlador lineal que se utilice en sus agentes [34], [40].

2.6. Conclusiones del capitulo

En este capitulo se presentaron algunas definiciones béasicas de sistemas lineales e in-
variantes en el tiempo. Luego, se revisaron conceptos esenciales de control realimentado,
incluyendo control de tipo proporcional-integrativo y estabilidad interna de un lazo de con-
trol. Respecto a este ultimo punto, se hizo referencia a algunos algoritmos que permiten
simplificar el analisis de esta propiedad en un lazo cerrado. Finalmente, se definieron dos
conceptos esenciales para la comprensién de los resultados de esta tesis, siendo éstos la
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politica de espaciado de un pelotén y la propiedad de estabilidad de cuerda, y se presenta-
ron algunos requerimientos y resultados relevantes relativos a pelotones.

Los contenidos revisados en este capitulo definen los conceptos basicos necesarios para
la comprensién del desarrollo presentado en los Capitulos 3 y 4.






Capitulo 3

ANALISIS EN TIEMPO
CONTINUO

En el capitulo de preliminares se estudié la importancia de la propiedad de estabilidad
de cuerda en la seguridad y desempeno de pelotones. En el presente capitulo se estudia la
compatibilidad de esta propiedad con una configuracién particular de pelotones de tiempo
continuo, en la cual el control se realiza distribuidamente mediante controladores de tipo
proporcional-integrativo y se aplica una politica de espaciado dependiente de la velocidad.
Particularmente, interesa caracterizar los disenos de la politica de espaciado y las sintonias
del controlador que permiten obtener estabilidad de cuerda en el pelotén. Asi, en la primera
seccion se describe el modelo matematico considerado para el pelotén y se precisa la defi-
nicién de estabilidad de cuerda y la politica de espaciado que se considera en este marco
de trabajo. En las secciones segunda y tercera se desarrollan respectivamente el analisis
de estabilidad interna y la ganancia de los lazos de control embebidos en los vehiculos del
pelotén, siendo ambas propiedades fundamentales para obtener estabilidad de cuerda en el
pelotéon. En la cuarta seccidn, los resultados anteriores se combinan para deducir la region
de disenos de pelotones estables en cuerda. También se discuten algunas implicancias de
estos resultados, incluyendo los compromisos de diseno asociados a los pelotones estable en
cuerda y la potencial aplicabilidad de algunos de éstos. Finalmente, en la quinta seccién se
resumen las conclusiones del capitulo.

3.1. Descripcién de la configuracién

A continuacién se describe el modelo de pelotén de vehiculos de tiempo continuo a
estudiar en este capitulo, y se presentan las definiciones especificas consideradas para la
politica de espaciado y estabilidad de cuerda.

Se considera un pelotén como un sistema lineal de tiempo continuo, compuesto por N € N
vehiculos que se desplazan coordinadamente a través de una trayectoria unidimensional. En
este esquema, el flujo de informacién se rige por una topologia de seguimiento de predecesor,
en la cual el i-ésimo vehiculo, 1 <14 < N, tiene acceso a su propia posicién y;(t), su rapidez
instantdnea v;(t), y a la posicién de su predecesor directo y;_1(t), pudiendo haber obtenido
esta informacién a través del uso de sensores y/o una red de comunicacién inter-vehicular
sin pérdidas. Consecuentemente, el i-ésimo vehiculo conoce el valor de la distancia respecto
a su predecesor directo, £;(t) = y;_1(t) — yi(t).

El objetivo de control de la formacién es mantener la distancia inter-vehicular ¢;(t) lo
mds cercana posible a una senal de referencia r;(t), para todo vehiculo i. Para lograr este

21
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fin, cada vehiculo cuenta con un controlador local que usa la informacién disponible en cada
vehiculo para manipularlo de forma automatica. El correspondiente error de seguimiento
del vehiculo 7 es definido como

ei(t) = Li(t) —ri(t).

Por lo tanto, el lazo de control de cada vehiculo se puede representar como el esquema
de la Figura 3.1, donde G(s) representa el modelo dindmico de cada agente, C(s) es su
respectivo controlador y u;(t) corresponde a la actuacién. Ademds, el pelotén se supone
homogéneo, por lo que todos los agentes tienen el mismo modelo de planta G(s) y el mismo
controlador C(s).

Respecto al modelo dinamico del vehiculo, en el contexto del estudio de pelotones abun-
dan en la literatura trabajos donde cada vehiculo es modelado por un integrador simple o
doble [11] ya que esto logra capturar las caracteristicas esenciales de los agentes con respecto
al objetivo de control de formacién. En estos casos, la actuacién w;(t) representa la veloci-
dad o aceleracion del vehiculo respectivamente. En el presente trabajo, se considera que los
modelos de los vehiculos son integradores simples. Esto significa que en tiempo continuo,
G(s) tiene la forma

G(s) = (3.1.1)

1
5
Por otro lado, interesa en estudiar el efecto del uso de controladores proporcional-integrativo
(PI) en el pelotén. Luego se considera para C(s) con la estructura

ki

Cs) =k + = (3.1.2)

donde k,, k; € R —{0}.

Observacién 8. Un modelo ligeramente mds general de la planta viene dado por G(s) =
ge/s, donde g. # 0 es una ganancia arbitraria. Sin embargo, para el propdsito de este trabajo
siempre se puede suponer, sin pérdida de generalidad, que g. = 1, ya que de lo contrario los
pardmetros k, y k; se pueden escalar de forma proporcional para absorber el efecto de g..

Dada la descripcion anterior, puede verse que el i-ésimo vehiculo tiene como senales de
entrada al lazo cerrado la posicién del vehiculo predecesor y la senial de referencia, mientras
que la salida es su propia posicién. Se denomina 7'(s) la funcién de sensibilidad que modela
la transferencia entre dichas entradas con la salida del lazo. Note que, al considerar dos
agentes consecutivos, T'(s) también modela la propagacién del error de control del agente
i-ésimo hacia el error de su seguidor inmediato, de indice i+ 1. Es claro que un requerimiento
para el disefo del controlador C(s) es que T'(s) debe ser estable internamente.

Debido a que el pelotén es homogéneo, las relaciones anteriores son idénticas para todos
los vehiculos en el pelotén. Entonces, producto que en la formacién los lazos de control de
todos los vehiculos se encuentran conectados en cascada, T'(s) modela, ademés del efecto del
error de seguimiento de un vehiculo a su seguidor inmediato, la propagacién de dicho error
hacia todos los vehiculos seguidores en la cadena. De esta manera, el efecto del error de
control del vehiculo i-ésimo sobre el error del vehiculo j-ésimo, con j > 7, estd caracterizado
por la relacién

Ej(s) = T(s)’ " Ei(s)- (3.1.3)
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T

Yi—1 _€; Uu; Yi

Figura 3.1. Esquema de control de un vehiculo.

Yi—1 €; U; Ys;
O_ C m= G

H

Figura 3.2. Lazo de control equivalente.

3.1.1. Politica de espaciado

Por motivos de seguridad se considera una referencia de distancia inter-vehicular tal que
se incremente el espacio entre vehiculos conforme aumenta la velocidad de navegacion de
los agentes. Una sefial de referencia r;(t) que implementa esta idea es

ri(t) = €; + hvy(t), (3.1.4)

donde ¢; es un valor constante que representa el espaciado minimo deseado entre el vehiculo
i-ésimo y su predecesor h > 0 es una constante denominada time headway, la cual pondera
la importancia de dicha rapidez en la politica de espaciado. Observe que el valor que toma la
constante time headway guarda directa relaciéon con las distancias que los vehiculos mantie-
nen entre si en estado estacionario. Tanto h como g; son pardmetros de disefio del peloton.
A medida que aumenta la rapidez v;(t) en esta expresién, claramente aumenta también la
distancia de referencia r;(t).

Por simplicidad, y sin pérdida de generalidad en los resultados posteriores, para el resto
de la exposicion se considera que ¢; es igual a cero para todo vehiculo en el pelotén. Ademaés,
en un marco de trabajo de tiempo continuo se tiene que v;(t) = dy;(t)/dt. Por lo tanto, si
se define

H(s) 2 sh+1, (3.1.5)

se puede re-escribir el esquema de control de la Figura 3.1 en términos de las posiciones del
vehiculo i-ésimo y de su predecesor. Este lazo de control equivalente se muestra en la Figura
3.2. Correspondientemente, la sensibilidad T'(s) tiene la forma

C(s)G(s)

T = TG HG)

(3.1.6)
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la cual escrita en términos de los parametros del pelotén es

sky + ki

T(s) = .
) = o D52+ b T hy)s T o

(3.1.7)

Observacién 9. El término H(s) en (3.1.5) es impropio, y por lo tanto, el lazo de la
Figura 3.2 no es implementable directamente en la realidad. Sin embargo, este esquema no
es mas que una forma equivalente de representar al de la Figura 3.1, el cual permite definir y
analizar funciones relevantes, como la transferencia con politica de espaciado T(s). En este
marco de trabajo se ha supuesto que cada vehiculo es capaz de medir su propia velocidad
v;(t), lo que hace que en la prdctica el lazo de la Figura 3.1 con r;(t) dado en (3.1.4) sea
perfectamente implementable.

3.1.2. Estabilidad de cuerda

A través de la ecuacién (3.1.3) resulta explicito que la ganancia de la propagacién de los
errores de seguimiento entre vehiculos del pelotén estd modelada por la sensibilidad T'(s).
Por lo tanto, asegurar que no ocurra amplificacién de estos errores a lo largo de la cadena de
agentes implica imponer que la magnitud de la respuesta en frecuencia de T'(s) no supere la
unidad para ninguna frecuencia. Este requerimiento junto a la estabilidad interna de T'(s)
determinan la estabilidad de cuerda del pelotén. En consecuencia, para la configuracion
lineal presentada en este capitulo se considera la definicién de estabilidad de cuerda que se
enuncia a continuacién (ver por ejemplo [18]):

Definicién 2. Se dird que un peloton homogéneo es estable en cuerda si la funcion de
transferencia (de los errores) entre agentes consecutivos, es decir, la transferencia T(s) tal
que E;(s) = T(s)E;—1(s), satisface ||T(s)||oo < 1. De lo contrario, diremos que el pelotin
es inestable en cuerda.

Note que dada esta definicion, estabilidad de cuerda requiere estabilidad interna, pero
no al revés.

En este capitulo, el interés esta en estudiar la propiedad de estabilidad de cuerda del
pelotén de vehiculos de tiempo continuo recién definido. Para ello, en las secciones restantes
se descompone el andlisis de la estabilidad de cuerda en la caracterizacion de los pardmetros
del controlador k), y k;, y de la politica de espaciado h que aseguran, por una parte, que los
lazos de control de los vehiculos individuales son internamente estables, y por la otra, que
el error de seguimiento de los agentes no aumente cuando esta senal se propaga hacia los
vehiculos seguidores. La interseccién de ambas regiones de diseno caracterizard al conjunto
de pelotones!' que son compatibles con estabilidad de cuerda.

3.2. Analisis de estabilidad interna

Resulta primordial para la viabilidad del control de posicién de cada vehiculo garantizar
la estabilidad interna del lazo cerrado asociado. Por lo tanto, en esta seccién se caracterizan
las condiciones necesarias y suficientes sobre los pardmetros de disenio del pelotén para los
cuales se obtiene estabilidad interna. Estas se detallan en el siguiente lema.

1En el marco de trabajo presentado el control (y por tanto la dindmica) del pelotén estd determinada
por sus pardametros de diseno kp, k; y h. Dentro de este contexto, se denomina pelotén, mas alla que al
sistema fisico compuesto por vehiculos, a la caracterizacién particular del control asociado a través de los
valores que asumen kp, k; y h.



3.3. ANALISIS DE MAGNITUD 25

Lema 3. FEl peloton de vehiculos descrito en la seccion anterior serd internamente estable
51 y solo si los parametros ky, k; y h satisfacen

kp + hk; ks )
—F >0 —— >0 kph # —1
kot 10 Y ka1 7L
kih .
kih2—1>0 st kph

Demostracion. De acuerdo a (3.1.7), la transferencia del lazo de la Figura 3.2 viene
dada por:

skyp + ki
T(s) = z . 3.2.1
() (kph + 1)s2 + (keh + kp)s + ki (82.1)
Si kyh # —1, entonces esta transferencia se puede escribir como
k k.
p S + 7
T(s) = —— 2 (3.2.2)

5 . Fihthy %
Sy oy s e i e

Entonces, el criterio de estabilidad de Routh (ver Capitulo 2 Seccién 2.2.1) implica que se
conseguird estabilidad interna si y sélo si los términos

kih+ K, k;

— > ——F > 0.
kph + 1 Y kht1
Por otro lado, si k,h = —1, entonces la transferencia de lazo (3.2.1) se transforma en un
sistema de primer orden. Al evaluar k, = —1/h en el sistema resultante se tiene
k?i - % k/‘lh — S

T(s) = = .
)= Gh D) stk (2= D+ lah

Luego, se tendra estabilidad interna para este caso si y sélo si

kih

_mh g
Wh2—1" "

lo que completa la demostracion. |

Del resultado del lema se observa que, a medida que A tiende a infinito, las condiciones
anteriores para k,h # —1 se reducen a requerir que k, y k; tengan mismo signo. Por otro
lado para valores de h pequenos, estas condiciones tienden a requerir que las ganancias del
controlador sean positivas. Este comportamiento en la estabilidad interna se observa en la
Figura 3.3, donde se ha graficado en azul la region de estabilidad interna en el espacio de
pardmetros kp, k; y h para un rango que permite apreciar la curvatura de la regién en torno
al origen. Aqui, las tendencias anteriores se traducen en que la regién tiende a los cuadrantes
1y 3 del plano k,, k; a medida que h crece, mientras que para h cercanos a cero la regién
en el cuadrante 3 tiende a desaparecer ya que la condicién (k, + hk;)/(kph + 1) > 0 fuerza
progresivamente el requerimiento %, > 0 para h tendiendo a cero.

3.3. Analisis de magnitud

El lema que se presenta a continuacion caracteriza las condiciones necesarias y suficientes
sobre los pardmetros de diseno del pelotén que permiten obtener la magnitud de la transfe-
rencia en lazo cerrado de los vehiculos menor o igual a uno. Observe que este resultado no
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Figura 3.3. Dos rotaciones de la regién de estabilidad interna en el espacio de parametros
de diseno del pelotén.

supone estabilidad del lazo cerrado, por lo que el cumplimiento de estas condiciones puede
definir lazos de control tanto estables como inestables.

Lema 4. Considere el peloton de vehiculos descrito en la seccion anterior. La transferencia
del lazo de control de los vehiculos individuales satisface |T(jw)| < 1 para todo w € R si y
solo si las constantes de diseno del peloton satisfacen la siguiente condicion:

—2) >0 si kyh#—1
kph+ 1\ kph+1 )— st koh 7 =1,

kZ?h* > 2k; si kyh = —1.
Demostracion. Se considera primeramente el caso en que k,h # —1. Definiendo

. ky . ks
W=l Y M T

entonces de (3.2.2) se tiene:

]:ZPS + ]:;z
52+ (kih + kp)s + ki

T(s) = (3.3.1)

Se demostrard lo pedido a través del andlisis de su negacién légica. En términos de la
respuesta en frecuencia de T'(s), esto equivale a que méﬂ:ii |T(jw)| > 1, lo cual ocurrird si y
we

sélo si existe wy € R tal que m < 1. Como |T(jw)]| satisface?

2 l~ci2+w2]::§
T (Gw)l” = .2 27.2 2(2 Py 1252 Y’
ki + w?k2 + w?(w? + 2kikph + ki h? — 2k;)

2Recordar que el diagrama de Bode de magnitud es simétrico con respecto a la frecuencia w, por lo que
no hay pérdida de generalidad si se consideran frecuencias mayores o iguales que cero.
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entonces la proposicién anterior es equivalente a

l;:f + w%fcﬁ

Jwy € RT tal que <0
& Jwg € RY tal que wZ 4 2k;kyh + E2h? — 2k; < 0. (3.3.2)

Dado que w? es un valor positivo, esta desigualdad implica que debe ocurrir

2kikph + k2h% — 2k; < 0. (3.3.3)
Ahora bien, se desea probar la doble implicancia entre (3.3.2) y (3.3.3). Para la implicancia
reversa, supéngase que (3.3.3) se satisface. Entonces, siempre existird w2 > 0 tal que wg +
2/~€i/~€ph + I~£Z2h2 —2k; <0 (por ejemplo, tomando wy = \/%(2151 — 2l~€il~cph — l;fhz))
Por lo tanto, para el caso k,h # —1 se acaba de demostrar

méx [T(jw)| > 1 & 2kikph + k2h? — 2k; < 0.
we

luego la condicién para obtener Héﬁig)i |T(jw)| < 1 corresponde a la negacién de esta propo-
w
sicion, i.e.,
mix [T(jw)| <1 & 2kikyh + k2h? — 2k; > 0.
w€eRT
Este resultado se escribe en el enunciado del teorema en términos de las variables originales.
Por otra parte, para analizar el caso en que k,h = —1 se puede evaluar k, = —% en la

transferencia de lazo y obtener
ki — + kih — s

T = =
(8) (klh,* %)S+kl (kth — 1)S+klh,

lo que conduce a

() b

w = .

J K2h2 + w? + w2 (k2h* — 2k;h2)

Luego, bajo el mismo razonamiento que el ocupado para el caso anterior, se tiene que para
kph = —1:

mifx IT(jw)| > 1 < Jwp € RT tal que wi (kZh* — 2k;h?) < 0
we

& k2R <2k (h>0). (3.3.4)
Luego, la negacién de esta proposicién entrega directamente la equivalencia

mix [T(jw)| <1 &  kIh? > 2k
weR+

para este caso. |

Es posible demostrar que los sélidos definidos por las desigualdades del Lema 4 para los
casos de kph + 1 igual a uno y distinto a menos uno corresponden en realidad a un mismo
volumen, descrito por la unién de las regiones k;h? > 2 v k; < 0. Sin embargo, se expresa
el resultado de este lema separando por casos ya que esta descripcién serd 1til en el analisis
que se hace en la proxima seccion. Las regiones del espacio de los parametros de diseno del
pelotén donde se tiene magnitud de la transferencia en lazo cerrado menor o igual a uno se
muestran en la Figura 3.4, donde se evidencian con claridad las superficies limite k;h% = 2
y ki =0.
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kp ki ki

Figura 3.4. Dos rotaciones de la regiéon de ganancia de lazo menor o igual a uno en el
espacio de parametros de diseno del pelotén.

3.4. Analisis de estabilidad de cuerda

El teorema que se enuncia a continuacion es el principal resultado de este capitulo, y
caracteriza la zona de estabilidad de cuerda del pelotén en términos de las constantes de
diseno del lazo, ky, k; y h.

Teorema 1. Considere el pelotén de vehiculos descrito en la seccion anterior. El peloton
serd estable en cuerda de acuerdo a la Definicion 2 si y sdlo si las constantes de diseno de
los lazos individuales se encuentran en una de las zonas siguientes

Zona 1 Zona 2
k, > —1/h k, <—-1/h
k; > 2/h? ki < 0.

Demostracion. El pelotén serd estable en cuerda de acuerdo a la Definicion 2 si y sélo si
[|T'(s)|| < 1. Debido a que T'(s) es un sistema lineal, esta condicién equivale a requerir
max,er+ |T(jw)| < 1 provisto que T'(s) es un sistema estable. Luego, la zona en el espacio
de pardmetros k,, k; y h que contiene los disefios de pelotén compatibles con estabilidad de
cuerda corresponde a la interseccion de las regiones donde se obtiene estabilidad interna de
los lazos de control con aquella donde la ganancia de éstos es menor o igual a uno. Cada
una de estas regiones fueron caracterizadas como inecuaciones respectivamente en los lemas
3y 4. A continuacién se especifica este proceso de interseccién para obtener la regién de
estabildad de cuerda del pelotén.

Se analizard separadamente para los casos ky,h # —1 y k,h = —1, comenzando por el
caso k,h # —1. Considerando las regiones de estabilidad interna y de ganancia de lazo de
control menor o igual a uno, se tiene que la regién de estabilidad de cuerda corresponde a
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la interseccion de los volumenes definidos por

k k; .
2/<:phzi|— T h + Rk + 1h2 > 2, (de magnitud del lazo cerrado) (3.4.1)
Foh 41 >0, (de estabilidad interna) (3.4.2)
ky k;

h
ht 1 k1

0. (de estabilidad interna) (3.4.3)
Aqui, la desigualdad (3.4.1) se ha simplificado ligeramente con respecto a la expresién del
lema 4 para el caso k,h # 1 haciendo uso de (3.4.2). A continuacién, se procede analizando
el conjunto (3.4.1) - (3.4.3) por casos segun el signo del denominador k,h + 1.

Si kyh+1 > 0, entonces al multiplicar ambos lados de las desigualdades (3.4.1) - (3.4.3)
por k,h + 1 se tiene

kih? > 2, (3.4.4)
k; >0, (345)
kp + hk; > 0. (3.4.6)

De aqui, se desprende que (3.4.4) implica k; > 0, por lo que (3.4.5) es redundante en el
sistema. También, al multiplicar (3.4.6) por h se tiene k,h+h?k; > 0, lo cual siempre ocurre
en este caso ya que k,h > —1y k;h? > 2.

Por otra parte, si k,h + 1 < 0 entonces al amplificar el conjunto (3.4.1) - (3.4.3) por
kph + 1 se tiene

kih? <2 (3.4.7)
ky + hk; < 0. (3.4.9)

Se observa que (3.4.8) implica (3.4.7), por lo que (3.4.7) es una condicién redundante en
este sistema. Por otro lado, al multiplicar (3.4.9) por h a ambos lados de la desigualdad se
obtiene kyh + k;h? < 0, lo cual es siempre una proposicién verdadera ya que en este caso
kph < =1y el producto k;h? es negativo.

Las reducciones recién hechas para los casos kph + 1 negativo y positivo describen dos
zonas en el espacio de parametros ky, k; y h representativas de los disenos de pelotones
estables en cuerda. Estas son:

Zona 1 Zona 2
kph > —1 kph < —1 (3.4.10)
kih? > 2 k; < 0.

Finalmente, se evalia el caso de reduccién de orden k,h = —1. Para conseguir estabilidad

de cuerda en este caso se deben cumplir simultdneamente las condiciones

E2h? > 2k;, (de magnitud del lazo cerrado) (3.4.11)
kih

1 > 0. (de estabilidad interna) (3.4.12)
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Se procede analizando por casos para k;. Si k; > 0, entonces las desigualdades anteriores
equivalen a requerir simultdneamente k;h? > 2 para la condicién de magnitud del lazo
cerrado, y k;h? > 1 para la de estabilidad interna. La interseccién de ambas desigualdades
entrega la condicién k;h? > 2 para obtener estabilidad de cuerda. Por otro lado, si k; < 0
entonces se tendré estabilidad de cuerda si y sélo si simultdneamente se satisfacen k;h? < 2
para la condicién de ganancia de lazo, y k;h? < 1 para la condicién de estabilidad interna. Se
observa que para ambas desigualdades esto siempre ocurre ya que en este caso el producto
k;h? es negativo.

El anélisis recién hecho indica que se tendré estabilidad de cuerda en el pelotén si y sélo

sikph=—-1y k;h? > 2, o bien si kph = —1y k; < 0. La incorporacién de estos casos en las
zonas de estabilidad de cuerda definidas en (3.4.10) indica que existe igualdad en las zonas
1y 2 para la condicién asociada a k,h = —1. Por lo tanto, la regién de estabilidad de cuerda

del pelotén queda definida para todos los casos como

Zona 1 Zona 2
kph > —1 kph < -1
kih? > 2 k; < 0.

|

El Teorema 1 presenta condiciones sobre los parametros de diseno del lazo de control

de tal forma de garantizar estabilidad de cuerda. Por la forma de presentar el resultado en

Teorema 1, es simple disenar controladores PI que garanticen estabilidad de cuerda, dado

un valor de h determinado. Ahora bien, dado un controlador ya especificado, es ttil saber

como disenar la politica de espaciado para garantizar estabilidad de cuerda. El siguiente
corolario especifica esas condiciones sobre h.

Corolario 1. Considere un controlador PI con la estructura presentada en (3.1.2).
1. Sik; >0 yk, >0, entonces el peloton es estable en cuerda si y sélo si h > ,/%.

2. Sik; <0 yk, <0, entonces el peloton es estable en cuerda si y sélo si h > —é.

3 Siki>0yk,<0,y ,/% < —ki, entonces el peloton es estable en cuerda si y sélo si

P
2 1
Vi Sh=—g-
4. En otro caso, el peloton es inestable en cuerda.

Demostracion. El resultado viene directo de despejar h en las zonas definidas en el
Teorema 1. A continuacién se desarrolla el detalle:

En la Zona 1 se debe cumplir simultdneamente k,h > -1y h > ,/% para obtener
estabilidad de cuerda. Considerando que en esta zona se tiene k; > 0, se analiza por casos

para k,. Si k, > 0, entonces el requerimiento anterior equivale a h > ,/k%. Por otro lado,

si kp < 0 entonces éste equivale a ,/% <h< —ki. Por otra parte, en la Zona 2 se debe
i P
cumplir simultdneamente k; < 0y k, < —% para obtener estabilidad de cuerda. Se evaliua
por casos para ky,. 5i k, > 0 entonces estas desigualdades equivalen a k; < 0y h < fki lo
P

cual no es posible ya que h es un valor positivo. Por otro lado, si k, < 0 entonces se necesita
tener h > —ki v k; < 0 para lograr estabilidad de cuerda. |
P
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Figura 3.5. Dos rotaciones de la region de estabilidad de cuerda en el espacio de pardmetros
de diseno del pelotén.

Zona 2

h

O ol

Figura 3.6. Vistas laterales de la regién tridimensional. En rojo: se indican las curvas
analiticas que delimitan las zonas de estabilidad de cuerda. En linea segmentada: se espe-
cifican los limites de visualizacion de las zonas de estabilidad de cuerda, provenientes del
rango finito de valores que se han graficado.

3.4.1. Discusién

Las zonas del Teorema 1 definen regiones sélidas en el espacio de pardmetros k,, k; y h,
para las cuales el peloton es estable en cuerda. Cada punto de estas regiones representa un
diseno particular del control del pelotén que lo hace compatible con esta propiedad. En la
Figura 3.5 se muestra una grafica de dicho sélido para un rango de valores acotado, definido
por |kp| < 3, |ki| < 3y h <3, junto a dos de sus rotaciones. Se escoge este rango ya que
permite apreciar la curvatura de la regién en torno al origen. Para destacar las restriccio-
nes activas en cada una de las superficies, en la Figura 3.6 se muestran vistas laterales de
la grafica tridimensional anterior, donde estas superficies limite se indican como contornos
remarcados en color rojo. Con apoyo de estas figuras, a continuacién se discuten algunas
implicancias interesantes del Teorema 1.
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Pardametros de controlador fijo y h variable:

El Teorema 1 indica que, dado un controlador ya especificado, no siempre es posible
disenar una politica de espaciado que defina un pelotén estable en cuerda. La capacidad del
pelotén de conservar esta propiedad dependerd de la sintonia particular del controlador que
se haya escogido. Esto resulta méas directo de evidenciar a través del Corolario 1 donde, por
ejemplo, un controlador de pardmetros k, > 0 y k; < 0 simplemente no admite estabilidad
de cuerda, independientemente del diseno de la politica de espaciado. En el resto de los
casos, la existencia de un valor de h que sea compatible con esta propiedad dependera del
tipo de controlador que se haya especificado. Si el controlador es de fase minima, i.e., si
kp y k; tienen mismo signo, entonces siempre podrad escogerse una politica de espaciado
inter-vehicular tal que el pelotén adquiera estabilidad de cuerda. Més especificamente, para
este tipo de controladores existe un valor de h minimo, asociado a un espaciamiento inter-
vehicular minimo de estado estacionario, por sobre el cual el pelotén siempre mantiene esta
propiedad. Sin embargo, desde un punto de vista practico debe considerarse que un diseno
de h alto traerd consigo una degradacion de la eficiencia de transporte, ya que los vehiculos
intentaran mantener un mayor espaciamiento en el traslado, y con ello, una menor canti-
dad de agentes podra movilizarse a través de una misma carretera durante un intervalo de
tiempo definido. Por otro lado, si el controlador es de fase no minima y k£, < 0y k; > 0,
entonces la existencia de una politica de espaciado que permita estabilidad de cuerda depen-
dera del valor de la magnitud relativa de las ganancias del controlador, de manera en que si

—é > 1/% entonces existird un rango acotado de valores de h que permite estabilidad de

cuerda en el pelotén, mientras que si —ki < 1% entonces el controlador serd directamente
» SV E

incompatible con estabilidad de cuerda. Las caracteristicas recién mencionadas pueden apre-
ciarse graficamente en la Figura 3.7, donde se muestran las zonas de estabilidad de cuerda,
ahora indicdndose en color naranjo las regiones donde los controladores asociados son de
fase minima y en color azul donde éstos son de fase no minima.

Politica de espaciado fija y controlador variable:

De las expresiones entregadas por el Teorema 1 resulta directo ver que para un valor
de h determinado siempre es posible disenar un controlador PI que garantice la estabilidad
de cuerda del pelotén. Por lo tanto, si se quisiera mejorar la eficiencia de transporte a
través de un menor valor de h (y con ello, un menor espaciado inter-vehicular de referencia),
entonces serd posible re-disefiar un controlador PI tal que el pelotén satisfaga estabilidad
de cuerda. No obstante, es importante observar que la existencia tedrica de valores de k,
v k; que garantizan estabilidad de cuerda no necesariamente se traduce en lazos de control
que sean factibles de implementar en la practica, ya que éstos podrian tener anchos de
banda demasiado altos, o senales de control de gran amplitud que sean imposibles de aplicar
por propiedades fisicas del sistema (por ejemplo, saturacién de los actuadores, inercia del
vehiculo, etc.).

Resulta interesante observar que el analisis de los dos parrafos anteriores muestra dife-
rencias importantes con respecto a resultados existentes en la literatura que demuestran el
requerimiento de una politica de espaciado minima para evitar la inestabilidad de cuerda
en pelotones con integracién doble en el lazo abierto y con seguimiento del predecesor di-
recto [18], [40]. En dichos trabajos se caracteriza el valor de h minimo por debajo del cual
se tiene inestabilidad de cuerda para todo controlador lineal perteneciente a una familia
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Figura 3.7. Dos rotaciones de la region de estabilidad de cuerda en el espacio de pardmetros
de diseno. En naranja se senala la regién donde los controladores son de fase minima,
mientras que en azul se muestra la regién donde los controladores son de fase no minima.
En linea segmentada se indica el corte de la regién por el plano k, = 0.

de controladores que cancela las dindmicas introducidas por la politica de espaciado. Esta
estructura de controlador fuerza un vinculo entre el valor de h y el disefio de los pardmetros
del controlador. En comparacion, en el esquema estudiado se han considerado controladores
que, si bien pertenece a la familia de controladores PI, admiten un diseno completamente
independiente al de la politica de espaciado. Dentro de esta estructura se ha demostrado
que si se permite eleccion libre de las ganancias del controlador y de la politica de espacia-
do, entonces no existe un valor de i minimo para garantizar la estabilidad de cuerda del
pelotén, pudiendo tedricamente escogerse cualquier valor de h que desee implementarse y
disefiar consecuentemente un controlador (por ejemplo, de fase minima) que garantice esta
propiedad. Ahora bien, como se mencioné en el parrafo anterior, la posibilidad tedrica de
disenar una politica de espaciado arbitrariamente estrecha no implica que en la préctica
este diseno sea posible de implementar, ya que esto implicaria ganancias del controlador de
magnitud arbitrariamente alta, y con ello velocidades de navegacién arbitrariamente altas,
lo cual es impedido por limitaciones fisicas del sistema como la potencia méxima de opera-
cién del motor, las limitaciones del sistema de frenado, la inercia del vehiculo, etc.

3.4.2. Ejemplo de simulacién

Para consolidar el analisis anterior se ilustran los efectos del compromiso de desempeno
entre las variables de disefio a través de un ejemplo de simulacién. En la Figura 3.8 se muestra
el comportamiento temporal de un pelotén de N = 15 vehiculos para distintos controladores
y politicas de espaciado. Se consideran tres experimentos, en los cuales el vehiculo lider inicia
su movimiento desde reposo para seguir una trayectoria recta a una rapidez constante de
25[m/s] 0 90 [km/hr]. A continuacién, se simulan las dindmicas de los vehiculos seguidores
para evaluar el desempeno de control. Para el primer pelotén (primera fila), el controlador
embebido en los agentes se ha sintonizado en los valores k, = 10, k; = 25 y se disena el
control para mantener un espaciamiento de 10[m] en estado estacionario, lo que define un
pelotén estable en cuerda de acuerdo al Teorema 1. Supdngase ahora que heuristicamente
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Primer vehiculo mmmmme— s Ultimo vehiculo

Posicién [m) Error de seguimiento [m]
400 ; ' 1
k, = 10
ki = 25
h=04
200 L

Tiempo |s] Tiempo |s]

Figura 3.8. Comportamiento de un pelotén de N = 15 vehiculos para distintos valores de
los parametros de diseno.

se desea reducir el espaciado inter-vehicular estacionario para que éste sea igual a 2,5[m)]
(segunda fila), manteniendo el mismo controlador, lo que en un contexto préctico permitiria
aumentar la eficiencia del traslado (throughput). Una reduccién arbitraria del pardmetro
h puede comprometer criticamente la seguridad del traslado al ocasionar amplificaciones
del error de seguimiento, lo cual se manifiesta como oscilaciones crecientes de la posicion
de los agentes. En efecto, de acuerdo al teorema enunciado, los valores anteriores definen
un pelotén inestable en cuerda. En consecuencia, basandose en el resultado presentado es
posible re-sintonizar el controlador apropiadamente para restablecer la estabilidad de cuerda
del pelotén manteniendo el espaciamiento reducido (tercera fila). Luego, la caracterizacién
de la region de estabilidad de cuerdas del pelotén permite disenar un controlador y una
politica de espaciado que garantice el requerimiento fundamental de estabilidad de cuerda
en este tipo de esquemas.
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3.5. Conclusién del capitulo

En este capitulo se estudié una configuracién particular de pelotén homogéneo de tiem-
po continuo donde los vehiculos son modelados como integradores simples, el control de
la formacién se realiza distribuidamente a través de controladores de tipo proporcional-
integrativo, y se implementa una politica de espaciado dependiente de la velocidad. El
control de este esquema queda caracterizado por las ganancias del controlador y la constan-
te de time headway asociada a la politica de espaciado. Se realiza un anélisis de los lazos
de control locales de los vehiculos, determindndose las condiciones necesarias y suficientes
sobre los parametros de diseno del peloton que permiten obtener su estabilidad interna y
ganancia de lazo menor o igual a uno. Estos resultados intermedios se intersectan para obte-
ner el resultado principal del capitulo, que son las condiciones necesarias y suficientes sobre
las ganancias del controlador y la constante de time headway para lograr estabilidad de
cuerda en el pelotén. Finalmente, se discuten estos resultados y se presenta un ejemplo de
simulacién temporal del pelotén para distintos disenos de su control.






Capitulo 4

ANALISIS EN TIEMPO
DISCRETO

En el presente capitulo se considera nuevamente un pelotén de vehiculos y se estudia
la propiedad de estabilidad de cuerda, sin embargo, en este caso el andlisis se hace en el
dominio de tiempo discreto en vez de tiempo continuo. Esto es motivado por el hecho que en
la aplicacién practica es natural que los controladores disenados se implementen de forma
digital, por lo que es importante caracterizar los parametros compatibles con estabilidad
de cuerda en este dominio. Al igual que en el capitulo anterior, el pelotén implementa
una politica de espaciado dependiente de la velocidad, y los vehiculos son modelados ho-
mogéneamente como integradores simples controlados localmente por controladores de tipo
proporcional-integrativo.

El objetivo del capitulo es caracterizar las condiciones necesarias y suficientes sobre los
parametros de disenio del pelotén, siendo éstos las ganancias del controlador y la constante
time headway, para obtener estabilidad de cuerda. El proceso de andlisis para encontrar
dichas condiciones se desarrolla como sigue: en la primera seccién se describe el modelo
matematico del pelotén y se precisan las definiciones de la politica de espaciado y estabilidad
de cuerda consideradas para tiempo discreto. En la segunda seccion, este modelo se analiza
para caracterizar los valores de los pardametros de diseno que permiten obtener estabilidad
interna en el lazo cerrado de los vehiculos individuales. De manera independiente a este
resultado, en la tercera seccién se caracterizan los valores los pardmetros de diseno que
garantizan la atenuacién de los errores de seguimiento de los agentes cuando éstas senales se
propagan a los vehiculos seguidores. FEn la cuarta seccion, los resultados de las dos secciones
anteriores se combinan para caracterizar los disenos de pelotones compatibles con estabilidad
de cuerda. Las implicancias de este resultado final se discute con apoyo de simulaciones del
comportamiento temporal del pelotén. Finalmente, en la quinta seccién se presentan las
conclusiones del capitulo.

4.1. Descripcion de la configuracion

En este capitulo se considera un pelotén de vehiculos como un sistema lineal de tiempo
discreto, compuesto por N € N vehiculos que se trasladan por una carretera recta unidi-
mensional, en una formacién donde cada vehiculo sigue a su predecesor directo manteniendo
respecto a éste una distancia determinada. En esta disposicién, se denomina y;(k) a la po-
sicién del i-ésimo vehiculo en la cadena, donde 1 < i < N,y £;(k) = yi—1(k) — yi(k) es la
distancia entre dicho vehiculo y su predecesor. El indice k € Ny denota el avance del tiempo

37
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Yi—1 _€; Uu; Yi

Figura 4.1. Lazo de control de un vehiculo.

discreto. Ciertamente, el indice temporal k supone que existe un muestreo cada A segundos
de las correspondientes senales de tiempo continuo provenientes del sistema subyacente. Por
lo tanto, el intervalo de muestreo A queda implicito en la notacién de este capitulo, enten-
diéndose que el dato en el instante k& de una senal determinada corresponde a la muestra en
el instante kA.

El objetivo de control del pelotén consiste en que cada vehiculo mantenga durante su
traslado una distancia respecto a su predecesor igual a una referencia de control r;(k) de-
terminada. Para lograr este fin, cada vehiculo tiene disponible en cada instante de tiempo
el valor de las mediciones de posiciéon actual de su predecesor directo, su propia posicién
actual, y su propia posicion en el instante de tiempo anterior. Estos datos son utilizados por
un controlador embebido en el i-ésimo vehiculo para computar, en cada instante temporal,
el error de seguimiento e;(k) = ¢;(k) — r;(k), y con este valor calcular la actuacién u;(k)
aplicada a la planta.

Por lo tanto, considerando las senales anteriores el lazo de control de cada vehiculo
se puede representar como el esquema de la Figura 4.1, donde G(z) y C(z) corresponden
respectivamente a los modelos de la planta y el controlador local. El pelotén se supone
homogéneo, por lo que este lazo de control es idéntico para todos los vehiculos del pelotén.
Respecto a los modelos dindmicos particulares, se considera que la planta corresponde al
modelo de un integrador simple con retardo de una muestra, es decir,

Luego, la senal de actuacion u; de cada vehiculo representa la rapidez de cada agente. Por
otro lado, el controlador se define de tipo proporcional-integrativo, con la estructura

C(z) = kyp + ki —— (4.1.1)

z
z—1’
donde k,, k; € R — {0}.

Observacién 10. En esta configuracion la ganancia unitaria considerada para la planta
no representa una pérdida de generalidad en el esquema, ya que para ganancias de planta
distintas a la unidad éstas corresponderdn a un escalamiento proporcional en las ganancias
del controlador.

Observacién 11. En algunos casos es 4til considerar controladores de la forma ky, + ijl ,

es decir, tal que el término integral es estrictamente propio. El incluir o no retardo en el
integrador del controlador no cambia la naturaleza del control con el que se estd trabajando.
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En efecto, considere la estructura de controlador cuya integracion incluye un retardo de una
muestra, i.e,

k;
z—1

C'(z) =k, +

Al ocupar las ganancias I;p =kp—kiy ki=k; en (4.1.1) se tiene
z
z—1
(p + i)z — Ky
z—1
kpzt ki —ky
z—1

=C(2),

por lo que ambas estructuras pertenecen a la misma familia de controladores.

De la Figura 4.1 resulta directo ver que el lazo de control del vehiculo i-ésimo tiene como
senales de entrada la posicién del vehiculo predecesor, de indice i — 1, y la referencia de
distancia, y como senal de salida la posicién del propio vehiculo i. Se denomina T'(z) a la
funcién de sensibilidad que describe el efecto de dichas entradas sobre esta salida. Por otro
lado, al considerar la interconexién de los lazos de control de dos vehiculos consecutivos,
resulta directo demostrar que T'(z) también caracteriza el efecto dindmico del error de segui-
miento del vehiculo ¢ sobre el error de seguimiento del vehiculo que le sigue, de indice i 4 1.
Por lo tanto, si se quisiera encontrar el efecto de la propagacién del error de seguimiento
del lazo de control de cierto vehiculo en el pelotén sobre el error de seguimiento del lazo
cerrado de cualquier otro vehiculo mas atras en la cadena, se puede aplicar sucesivamente
este argumento para encontrar dicho efecto. De esta manera, el efecto del error de control
del vehiculo i-ésimo sobre el error del vehiculo j-ésimo, con j > 4, esta caracterizado por la
relacién

Ej(2) = T(2) "' Eq(2), (4.1.2)

de donde es explicito que T'(z) modela la propagacién a lo largo del pelotén de los errores
de seguimiento de cada vehiculo.

4.1.1. Politica de espaciado

Bajo los mismos criterios de seguridad que los explicados para el pelotén de tiempo conti-
nuo, se considera para el peloton de tiempo discreto recién descrito una politica de espaciado
dependiente de la velocidad. Se recuerda que en este tipo de formacion, la referencia de dis-
tancia que cada vehiculo mantiene respecto a su predecesor es una cantidad variable que
depende de la rapidez instantanea del mismo agente, por lo que colectivamente en el peloton,
a mayor rapidez de navegacién se tendran mayores distanciamientos inter-vehiculares. En
tiempo discreto, esta idea se traduce en que la referencia de distancia inter-vehicular para
el agente i-ésimo incorpora la informaciéon de cambio de posicién de dicho agente en una
muestra. Se considerara la implementacién de esta idea a través de la estructura

donde €; en un valor constante no negativo que representa el espaciado minimo que se desea
que cada agente mantenga respecto a su predecesor directo durante el traslado, y h > O es la
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Figura 4.2. Lazo de control equivalente.

constante de time headway, la cual que pondera la importancia de la rapidez instantanea de
cada agente en la politica de espaciado. Tanto ¢; y h son parametros de disenio del pelotén.

Observacién 12. En la definicion de (k) en (4.1.3) no se especifica el valor de A, a
pesar que este es importante para calcular la rapidez en tiempo discreto. Una definicion mds

adecuada seria
(yi(k) —yi(k = 1))
A )
sin embargo, sin pérdida de generalidad podemos omitir el valor de A pues éste puede ser

incluido en el valor de h, lo que nos llevaria nuevamente a una referencia de la forma en
(4.1.3).

TZ(]C) :€l+h

Para el analisis de propagacion de los errores el valor de g; resulta irrelevante. Luego,
por simplicidad se supondra para las secciones analisis de este capitulo que €; = 0 para todo
vehiculo en el pelotén. Por lo tanto, considerando la referencia definida en (4.1.3), la cual
depende linealmente de las senales existentes en el lazo de control, se puede representar el
lazo de control de la Figura 4.1 como el esquema que se muestra en la Figura 4.2, donde

H(z)=(1+h)—hz*
es un bloque lineal auxiliar que permite hacer esta representacion.

Observacion 13. Es importante destacar que en el andlisis en tiempo continuo el bloque
H correspondiente es impropio. Sin embargo, en dicho setup se considera que la velocidad
se puede medir directamente con un instrumento, por lo que la politica de espaciado que en
la realidad se usa no incluye un derivador directamente en su implementacion. En tiempo
discreto en cambio, se considera que la velocidad se calcula en base a la diferencia y;(k) —
yi(k — 1), lo que implica que el bloque H es una funcidn de transferencia propia, y que por
lo tanto puede implementarse en un lazo real.

Al hacer esta re-interpretacién del lazo de control, resulta directo demostrar que la
funcién de sensibilidad T'(z) asociada es
__ C(GRE)
1+ C(2)G(2)H(2)’

T(2) (4.1.4)

la cual escrita en términos de los pardmetros de disefio del pelotén (k,, k;, h) estd dada por

Z((kp + kz)z - kp)

) = Uy + B U+ B) = 2)22 1 (1= k(1 + h) — h(hy + Rz & gl

(4.1.5)
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4.1.2. Estabilidad de cuerda

Debido a la interconexién de los vehiculos en el pelotén existird propagacién de los
errores de seguimiento de los agentes a través del pelotén. La esencia de la propiedad de
estabilidad de cuerda aplicada a esquemas de tiempo discreto se mantiene respecto a la
de tiempo continuo, donde esta propiedad implica que los errores de seguimiento de los
agentes de un pelotén nunca se amplifican al propagarse hacia los vehiculos seguidores de
la cadena, independientemente de qué tan numerosa ésta sea. En consecuencia, la definicién
de estabilidad de cuerda que se considera para este capitulo se mantiene idéntica respecto
a la definiciéon de tiempo continuo, con la tnica diferencia siendo el dominio de las senales
y sistemas involucrados. Luego, se define la estabilidad de cuerda de un pelotén homogéneo
como sigue:

Definicién 3. Un peloton homogéneo se dice ser estable en cuerda si la funcion de trans-
ferencia (de los errores) entre agentes consecutivos, es decir, la transferencia T(z) tal que
Ei(z) = T(2)E;i—1(2), satisface ||T(2)|| < 1. De lo contrario, el peloton se dice ser inestable
en cuerda.

Note que bajo esta definicién, para que un pelotén sea estable en cuerda se requiere que
los lazos de control de los vehiculos que lo componen sean internamente estables. Por otra
parte, debido que todos los sistemas involucrados son lineales e invariantes en el tiempo,
la condicién sobre la norma infinito de T'(z) para obtener estabilidad de cuerda equivale a
exigir que el diseno del pelotén satisfaga |T(ej“’)| < 1 para todo w € [0,27], provisto que
T'(z) es estable.

El interés del presente capitulo estd en estudiar la propiedad de estabilidad de cuerda
del pelotén de vehiculos de tiempo discreto recién definido. En particular, el objetivo es
caracterizar las condiciones necesarias y suficientes que deben satisfacer los pardmetros del
controlador k, y k; y la constante de time headway h para garantizar que el pelotén sea
estable en cuerda. Las secciones restantes del capitulo se dedican a detallar este analisis
donde, bajo el mismo método ocupado en el capitulo anterior, se aborda la obtencién de las
condiciones para estabilidad de cuerda intersectando las condiciones necesarias y suficientes
para obtener, por una parte, estabilidad interna en los lazos de control presentes en los
vehiculos, y por la otra, ganancia en magnitud de dichos lazos cerrados menor o igual a uno.

4.2. Analisis de estabilidad interna

El primer objetivo de control es que el lazo de control de cada vehiculo sea internamen-
te estable. Las condiciones sobre los pardmetros de diseno del pelotén para los cuales se
garantiza esta propiedad se detallan en el siguiente lema.
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Lema 5. FEl peloton de vehiculos descrito en la seccion anterior serd internamente estable
s y solo si los pardmetros ky, k; y h simultdneamente satisfacen:

lkph| < 1, (4.2.1)
hki + kp + hkiky + W*kiky + hk} > 0, (4.2.2)
ki >0, (4.2.3)
(14 2h)(k; + 2k,) — 4 < 0. (4.2.4)

Demostracion. Para obtener la regién de parametros de diseno que garantizan estabi-
lidad interna, se buscan las condiciones necesarias y suficientes sobre k,, k; y h tales que las
raices del polinomio del lazo cerrado de cada uno de los vehiculos se encuentren dentro del
circulo unitario del plano complejo.

De la transferencia del lazo de control de cada vehiculo obtenida en (4.1.5), resulta
directo que el polinomio de lazo cerrado esta dado por:

25+ [(kp + ki) (1 4+ h) — 2]2% + [1 — kp(1 + ) — h(ky + k;i)]z + kph.

De aqui, aplicando el Lema 2 (ver Capitulo 2 Seccién 2.2.1), el cual especifica el Criterio
de Jury para un polinomio de orden 3, y tras un proceso de manipulacién algebraica de las
ecuaciones resultantes se obtienen las condiciones de estabilidad interna (4.2.1) - (4.2.4). B

Observacion 14. Como caso particular del lema anterior, resulta interesante notar que si
se considera k, > 0, entonces las condiciones analiticas para diseniar un pelotén interna-
mente estable se reducen a

4k — 2k,
2k; + 4k,

Gréficamente, dos rotaciones de la regién determinada por las condiciones del Lema 5
se muestran en la Figura 4.3. Esta figura muestra, en el espacio de los parametros de diseno
kp, ki y h, todo el rango de valores de &, y k; donde existen disenos de control internamente
estables, mientras que los valores de h fueron limitados hasta h = 10 para poder apreciar
la curvatura de la region. De la grafica se observa que para obtener estabilidad interna de
los lazos son admisibles disenos de controladores con valores tanto positivos como negativos
para la ganancia proporcional k,, pero sélo valores positivos para la ganancia integrativa ;.
Por otro lado, valores mas altos de k, conllevan una regién més restrictiva para el disefio
de k; v h, los cuales en ese caso deberan ser cercanos a cero y positivos para conservar la
estabilidad interna del lazo.

0<ky<2 0<k<4—2k, 0<h<

4.3. Analisis de magnitud

A continuacién se enuncia el resultado principal de esta seccion, el cual consiste en un
teorema que caracteriza las condiciones necesarias y suficientes sobre los pardmetros de
diseno del pelotén que garantizan que la magnitud de la transferencia en lazo cerrado de los
vehiculos individuales sea menor o igual a uno. Observe que este resultado se ha derivado
sin requerir que dichos lazos sean internamente estables, por lo que el cumplimiento de estas
condiciones puede definir lazos de control tanto estables como inestables.

Observacién 15. En la demostracion del siguiente teorema se hace uso de varias identi-
dades matemdticas listadas en el apéndice como proposiciones. Estas proposiciones se han
separado del desarrollo principal para simplificar la exposicion.
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Figura 4.3. Dos rotaciones de la regién que admite estabilidad interna.

Teorema 2. Considere el peloton de vehiculos descrito en la seccion anterior. Defina:

a = ((k; + 2ky)(1 4+ h) — 2) ((k; + 2kp)h — 2),
B = 2—2k; — 2hk; + hk] + B°k} — 2k, + Ahky + 2hk;ky, + 202 ksky, + 2Rk + 202 K2,
v =k (hk;(1+h)—2).
La transferencia del lazo de control de los vehiculos individuales satisface }T(ej“)‘ <1
para todo w € [0,27] si y sdlo si las constantes de diseno de los lazos individuales cumplen
simultdneamente las condiciones siguientes:
a >0,

/827\/0475

v >0,

Demostracion. Se definen los polinomios de numerador y denominador de T'(z) en
(4.1.5) como N(z) y D(z), respectivamente. Luego, la condicién sobre la ganancia de T'(z)

equivale a imponer para todo w € [0, 27]:
) <1,
Ve[
—5 <
|D(e7+)|
o D)’ = |N@E)|)" > 0. (4.3.1)

Al expresar esta condicién en términos de los pardmetros de diseno del pelotén, se tiene
para ’N(ej“’)f:
IN(e7)|? = | N (e7)e 7
= ((kp + ki) cos(w) — kp)® + (kp + ki) ? sin®(w)
= (kp + ki)? — 2(kp + k; )k cos(w) + k2.
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Por otro lado, para el calculo de |D(ej“’)|2 se aplica la Proposicién 1 (ver Apéndice 4.A) al
polinomio D(e/*) = 23 + ((ky + ki) (1 + h) — 2)22 + (1 — kp(1 + h) — h(k, + ki))z + kph, de
donde se obtiene:
|D(e7)[* = 6 — 4k; — 6hk; + k2 + 2hk? + 2h%k? — 6k, — 8hk, + 2k;ky, + Ghkk, + 6h%k; K,
+ 2k2 + 6hk] + 6R°k) + 2( — 4+ 2k; + 4hk; — hk7 — h*k] + 4k + Thk, — kik
— Ahk;ky — Ah*kiky — k7, — Ahk? — 4h*K2) cos(w) + 2(1 — hk; — ky — 4hk, + hkik,
+ B?kiky + hk2 + h°k}) cos(2w) + 2hk;, cos(3w).
Por lo tanto, la condicién (4.3.1) de atenuacién del error a lo largo del pelotén puede
escribirse como la suma de cosenos

2

|D(e)|” - |N(ej‘*’)|2 = ag + a1 cos(w) + ag cos(2w) + agz cos(3w) > 0 Vw € [0, 27,

donde

ag =2(3 — 2k; — 3hk; + hk? + h°k} — 3k, — 4hk, + 3hk;k, + 3h*k;k, + 3hk? + 3h°k2),

a1 =2( — 4+ 2k; + 4hk; — hk} — B°k} + 4k, + Thk, — 4hk;k, — 4h°k;k, — 4hk] — 4h*E2),
ay =2(1 — hk; — ky — 4hk, + hkik, + h*kikp + hk] + h*k),

az =2hk,.

A continuacién, al aplicar la Proposicién 2(c) (ver Apéndice 4.A) se obtiene la misma con-

dicién en términos de potencias de cosenos, esto es,
’D(ej“’)|2 — |N(ej”)|2 = g + @1 cos(w) + ag cos?(w) + az cos®(w) >0 Vw € [0,27],

donde
do =2(2 — 2k; — 2hk; + bk} + B°k} — 2kp + 2hk;ky + 207Kk + 2Rk + 2h°K),
a1 =2( — 4+ 2k; + 4hk; — hk} — B°k} + 4k, + 4hk, — dhk;k, — Ah7k;k, — 4hk] — 4h*K2),
ag =4(1 — hk; — ky — 4hky, + hkiky, + hkik, + hk + B°k}),
az =8hk,.

1-=2
Luego, se aplica el cambio de variable cos(w) = T on = tan®(w/2), w € [0, 27].
z
Dado que Rec z = Rar , se tiene equivalentemente

1-=2 1-2\° 1-2\°
a a ao [ —— a >0 Vz >0
a0+a12+1+a2<z > +a3(z+1> = z 2z

ao(z+ 13 +ar(1—2)(z4+1)? +as(1 — 2)* (2 + 1) + as(1 — 2)3

> >
Gr1)p >0 Vz>0

= (do—d1+6~l2—&3)23+(36~l0—d1—C~l2+3C~L3)Z2+(3C~L0+C~L1—C~l2—36~l3)2+(d0+d1+&2—|—&3) >0Vz > 0.

Por lo tanto, la condicién para garantizar atenuacién del error de seguimiento a lo largo del
pelotdén se reduce a encontrar los disenos en h, k, y k; apropiados tales que el polinomio
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P(2) : p32® + p22? + p12 + po, con:
p3 = ao — a1 + a2 — a3
= 4((k; + 2kp) (1 + h) — 2) ((k; + 2k,)h — 2),
p2 = 3ag — a1 — a2 + 3as
= 8(2 — 2k; — 2hk; + hk] + h*k] — 2k, + Ahky, + 2hk;ky + 2h7k;ky, + 2hk, + 2R°k)),
p1 = 3Go + a1 — G2 — 3a3
= 4k; (hk;(1 + h) — 2),
po = Gg + a1 + as + as
= ()7

sea no-negativo para todo z > 0. Ahora bien, al ser py = 0, se tiene que P(z) puede escribirse
como z(p3z2 + pez + p1). Luego, la condicién P(z) > 0 para todo z > 0 ocurre si y sélo si
p3z? 4+ paz + p1 > 0 para todo z > 0. Entonces, para encontrar las condiciones necesarias y
suficientes sobre los pardametros de diseno que permiten satisfacer esta ultima desigualdad
puede aplicarse la Proposicién 3 del Apéndice 4.A, con lo que se obtienen las condiciones
sobre los coeficientes:

D3 Z 07
D2 > —+\/4p3p1,
p1 > 0.

Asi, tras simplificar ligeramente las desigualdades anteriores, se obtiene el conjunto reducido
de condiciones:

a >0,

62 _\/a )

720,
donde

a = ((ki + 2kp) (1 + ) — 2) (ki + 2kp)h — 2) ,
B = 2— 2k, — 2hk; + hk? + h*k? — 2y + Ahky, + 2k + 202Ky + 20K + 21%K2,
v = ki (hk;(1+h) —2).

4.4. Analisis de estabilidad de cuerda

Habiendo caracterizado por separado las condiciones analiticas sobre los parametros de
diseno del pelotéon que permiten obtener estabilidad interna y magnitud menor o igual a
uno en los lazos de control de los agentes, éstas se intersectan y reducen para hallar las
condiciones que garantizan la estabilidad de cuerda del pelotén. El conjunto de restricciones
resultante corresponde al aporte principal de este capitulo a la tesis, el cual se formula como
el teorema a continuacion.
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Teorema 3. Considere el peloton de vehiculos descrito en la seccion anterior, y los valores
de a, B y ~v definidos en el Teorema 2. El peloton serd estable en cuerda de acuerdo a
la Definicion 3 si y solo si las constantes de diseno de los lazos individuales satisfacen
simultdneamente las condiciones siguientes:

(ki + 2kp)(1+ h) < 2, (4.4.1)

B> —y/a7, (4.4.2)

hk;(1+h) > 2, (4.4.3)

kph| < 1, (4.4.4)

hk; + ky + hkyk; + h*kyk; + hk? > 0. (4.4.5)

Demostracion. El pelotén serd estable en cuerda de acuerdo a la Definicién 3 si y
sélo si T'(z) en (4.1.5) satisface [|T'(z)||,, < 1. Como T'(z) es un sistema lineal e invarian-
te en el tiempo, esta condicién equivale a requerir ’T(ej“’)’ < 1 para todo w € [0,27],
provisto que T'(z) es un sistema estable. Las condiciones necesarias y suficientes sobre los
parametros de diseno del pelotén que permiten obtener por separado cada una de estas dos
dltimas propiedades fueron encontradas respectivamente en las Secciones 4.3 y 4.2. Por lo
tanto, se intersectan ambos conjuntos de restricciones obteniéndose las caracterizacion de
los pardametros de disenio kp, k; ¥ h que definen pelotones compatibles con estabilidad de
cuerda.

Considerando los resultados de las Secciones 4.2 y 4.3, todos los posibles valores pardame-
tros kp, k; y h que definen pelotones estabilidad de cuerda satisfacen simultdneamente las
condiciones

a >0, (4.4.6)

B> —/a, (4.4.7)

v >0, (4.4.8)

\kyh| < 1, (4.4.9)

hki + kp + hkiky + W*kik, + hk2 > 0, (4.4.10)
ki >0, (4.4.11)

(1 + 2h)(k; + 2k,) — 4 < 0, (4.4.12)

donde

o= ((ki +2kp)(1 + h) —2) ((ki + 2kp)h —2),
B = 2—2k; — 2hk; + hk] + Bk} — 2k, + 4hky + 2hk;ky, + 202 ksky, + 2Rk + 202K,
v =k (hk;(1+h)—2).

En este conjunto pueden simplificarse algunas de las condiciones. En primer lugar, puede
verse que la expresién de « asociada a (4.4.6) corresponde al producto de los términos
(ki +2k,)(1 + h) — 2 y (k; + 2kp)h — 2, mientras que la expresién de lado izquierdo de
(4.4.12) corresponde a la suma de los mismos términos. Como se tiene en (4.4.6) que el
producto de ambos términos debe ser no-negativo, y en (4.4.12) que su suma debe ser
negativa, entonces ambas condiciones equivalen a establecer

(ki +2kp)(1+h)—2<0, (4.4.13)
(ki +2kp)h —2 <0, (4.4.14)
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notando que la igualdad nunca ocurrird para ambas restricciones simultaneamente ya que
kp, k; # 0. Ahora bien, de estas dos nuevas condiciones se observa que (k; +2k,)h—2 < 0 es
redundante con respecto a (k;+2k,)(1+h)—2 < 0, ya que si k;+2k, > 0 entonces la segunda
condicién es més restrictiva que la primera, mientras que si k; + 2k, < 0 entonces ninguna
condiciéon impone restricciones al conjunto soluciéon. Debido a lo anterior, se concluye que
las ecuaciones (4.4.6) y (4.4.12) pueden ser reemplazadas por la condicién (4.4.13). Por otro
lado, se observa que la imposicién simultdnea de las restricciones (4.4.8) y (4.4.11) equivale
a establecer
hk;(1+h)—2>0. (4.4.15)
Por lo tanto, el conjunto de condiciones (4.4.6) a (4.4.12) puede reescribirse equivalentemente
como la interseccién de las condiciones (4.4.13), (4.4.7), (4.4.9), (4.4.10), y (4.4.15), es decir,
las desigualdades que se indican en el enunciado.
|
El Teorema 3 presenta condiciones analiticas sobre los parametros de diseno del pe-
lotén que permiten garantizar su estabilidad de cuerda. Una implicancia interesante de este
resultado consiste en que existe un valor minimo de la constante de time headway (asocia-
da al espaciamiento inter-vehicular en estado estacionario) por debajo del cual el pelotén
sera inestable en cuerda independientemente del diseno de controlador. Esta consecuencia
se establece en el corolario a continuacion.

Corolario 2. FEl peloton descrito en la seccion anterior es inestable en cuerda si h < 1.

Demostracion. Se busca incompatibilidad en al menos una de las condiciones del Teo-
rema 3 al imponer h < 1. Se analiza considerando casos para k,, comenzando por k, > 0.
En este caso, las desigualdades (4.4.1), (4.4.3) y (4.4.4) se reducen a

2%, < —— 4.4.1
i+ 2kp < - (4.4.16)
2
> I 4.
kz_h(Hh) (4.4.17)
1
0<k:p<ﬁ.

Reemplazando (4.4.17) en (4.4.16) se tiene que para estabilidad de cuerda debe cumplirse
necesariamente que

22
h(1+ h) P=1+h
D S S L
P=14+h h(1+h) hh+1)
De esta ultima condicién es claro que h < 1 entra en contradiccién con &, > 0, demostrando-
se lo pedido para este caso.
Por otro lado se considera el caso k, < 0. Incorporando esta restriccién en las ecuaciones

(4.4.1), (4.4.3), y (4.4.4), éstas pueden reescribirse respectivamente como

= k

2
ki + 2k, < ——, 4.4.1
+ P=14+h ( 8)
2
> 7 4.4.1
h—hu+m’ ( %)
1

5 < kp < 0. (4.4.20)
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Luego, de existir una regién compatible con estabilidad de cuerda para h < 1, ésta co-
rresponderfa a la interseccién de dicha condicién con las desigualdades (4.4.2), (4.4.5), y el
conjunto (4.4.18)-(4.4.20) recién presentado. Ahora bien, ocupando el comando Reduce de
Mathematica es posible obtener una expresién simplificada de la interseccién de h < 1 con
las condiciones (4.4.2), (4.4.19) y (4.4.20). Esta viene dada por a unién de las regiones p y
q definidas por

2 1
Sk, <-1yk+4k, >0y ——— <h< —— 4.4.21
P (p_ Y kit dky >0y gp g Sh<—p ) ( )
2
£ ; — - < 1. A.
q ( <kp<0ykz+2kp>2y2kp+ki_h<) (4.4.22)

A continuacién se analiza la compatibilidad de la condicién p en (4.4.21) con la condicién
(4.4.18). De p se tiene k; + 4k, > 0. Como k, < 0 entonces también ocurre k; + 2k, > 0.
Luego, de la ultima condicién en p se tiene que

<k + 2/€p.

Sin embargo, de (4.4.18) se tiene k; +2k, < 2/(14h), por lo que ambas condiciones implican

2 2
i
h=1+h
lo cual es imposible de obtener con h > 0.
Por otra parte, se analiza la compatibilidad de ¢ en (4.4.22) con la condicién (4.4.18).
Dado que k; 4+ 2k, > 2, se debe cumplir

2
2 < ki+2k, < ——,
+ 2k = +h

lo cual implica que 1 < 1/(14h), es decir, —1 < h < 0. Este resultado entra en contradiccién
con h > 0.

Como ambas condiciones p y ¢ en (4.4.21) y (4.4.22) son incompatibles con (4.4.20), se
concluye que h < 1 no admite solucién de las condiciones para estabilidad de cuerda para
kp < 0. Con esto concluye la demostracién. u

4.4.1. Discusion

La Figura 4.4 muestra una representacion grafica de la region en el espacio de los parame-
tros de diseno del pelotén que es compatible con estabilidad de cuerda, la cual fue carac-
terizada analiticamente como resultado del Teorema 3. Asimismo, la Figura 4.5 muestra
las vistas laterales de este sdlido. Con apoyo de estas graficas, a continuacién se presentan
algunas implicancias del Teorema 3 y se discuten algunas observaciones de estas figuras.
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Figura 4.4. Regién de estabilidad de cuerda, caso de tiempo discreto.

02 04 06 08 1
ki

Figura 4.5. Vistas laterales de la regién de estabilidad de cuerda.
Pardametros de controlador fijo y h variable:

Del Teorema 3 resulta directo ver que, dado un disenio de controlador determinado, no
siempre sera posible disenar una politica de espaciado que garantice la estabilidad de cuerda
del pelotén (por ejemplo, basta fijar k; << 0 y k, grande para encontrar un conflicto entre
(4.4.1) y (4.4.3)). Ahora bien, si la tendencia grafica de las Figuras. 4.4 y 4.5 se conser-
va a medida que h crece, entonces ésta sugiere que para cada diseno de controlador cuyas
ganancias k, y k; se encuentren dentro de la regién indicada en la tercera columna de la
Figura 4.5, existe un rango acotado de valores de h para el cual el pelotén conserva esta
propiedad. En los puntos afuera de esta regién, el pelotén serd inestable en cuerda inde-
pendientemente a la politica de espaciado que se escoja. De esta manera, a diferencia de la
estabilidad de cuerda en tiempo continuo, para un controlador fijo existe no sélo un valor
de h minimo para conservar la estabilidad de cuerda, sino también un h méaximo sobre el
cual el pelotén pierde esta propiedad. Esta pérdida de estabilidad de cuerda corresponde a
la pérdida de la estabilidad interna del lazo de control y no a la adquisicién de una ganancia
de lazo superior a uno. De hecho, aquello puede comprobarse en las ecuaciones del Teorema
3, donde para valores de h suficientemente altos, las primeras tres desigualdades, asociadas
a la garantia de una ganancia de lazo menor o igual a 1, siempre se satisfacen. En cambio,
de la condicién (4.4.9) proveniente del criterio de Jury resulta directo observar que, dado un
controlador particular disenado, la estabilidad interna del lazo de control de los vehiculos se
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pierde cuando h iguala o supera 1/ |kp|.
Politica de espaciado fija y controlador variable:

El Corolario 2 establece que si 0 < h < 1 (es decir, si h < A, si se estuviera considerando
implicitamente el periodo de muestreo A en el valor de h como se explica en la Observacion
12), entonces no se podra tener estabilidad de cuerda en el pelotén independientemente del
diseno del controlador. Luego, a diferencia de la region de estabilidad de cuerda de tiempo
continuo, en tiempo discreto existe un valor de A minimo global bajo el cual no existe
controlador PI que consiga esta propiedad. Por otro lado, para un valor de h arbitrariamente
alto se requiere un andlisis teérico mas acabado de las condiciones de estabilidad de cuerda
para establecer si siempre sera posible disenar un correspondiente controlador que garantice
esta propiedad. La tendencia grafica sugiere que para valores de h cada vez mas altos, las
ganancias del controlador deberan tender a cero para conservar la estabilidad de cuerda
del esquema. Este efecto puede comprobarse analiticamente en las condiciones del Teorema
3, donde (4.4.4) implica que k, debe volverse pequefio en magnitud a medida que h crece
para conservar esta propiedad, lo cual fuerza a k; a tener magnitud pequena a través de las
condiciones (4.4.1) y (4.4.3).

Una observacién interesante que se desprende de la Figura 4.5 es que el punto minimo
en h para lograr estabilidad de cuerda se encuentra ubicado en las coordenadas k, = 0,
k; =1, h = 1. En dicho punto, las restricciones (4.4.1), (4.4.2) y (4.4.3) se vuelven activas,
mientras que las condiciones (4.4.4) y (4.4.5), provenientes de las restricciones de estabilidad
interna, permiten holgura. Desde aqui, si se considera que el controlador es fijo, entonces al
aumentar el valor de h en una cantidad {nfima ¢ > 0 se infringen las condiciones (4.4.1) mas
no (4.4.2) ni (4.4.3).

Controladores de fase minima:

Analiticamente, la condiciéon para obtener un cero de fase minima en el controlador es
|kp| < |kp + ki], 1o que equivale a k; + 2k, > 0 al restringir la solucién al conjunto k; > 0,
lo que siempre es vélido en la region de estabilidad de cuerda. En las Figuras 4.6 y 4.7
se muestra la region de estabilidad de cuerda en el espacio de parametros de diseno del
pelotén distinguiéndose en color naranjo el conjunto de disenos asociados a controladores
de fase minima, mientras que en color azul se indican los disenios de controladores de fase
no minima. Como se puede apreciar, la mayor parte de los disenos de pelotones estables en
cuerda se consiguen utilizando controladores de fase minima. Mas atn, si la tendencia grafica
se proyecta para valores de h arbitrariamente altos, entonces ésta sugiere que dado un valor
de h determinado siempre podria disenarse un correspondiente controlador de fase minima
(con ganancias k,, k; pequenias) que estabilice en cuerda al pelotén ya que las vecindades
del origen en el plano k,, k; siempre contendrian puntos asociados a disefios de controladores
de fase minima (por ejemplo, al considerar k, > 0).
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Figura 4.6. Regién de estabilidad de cuerda, caso de tiempo discreto. La region naranja
estd asociada a controladores de fase minima, mientras que la regiéon azul representa con-
troladores de fase no-minima.
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Figura 4.7. Vistas laterales de la regién de estabilidad de cuerda.

4.4.2. Ejemplo de simulacion

Como ilustracion de la aplicacion de los resultados anteriores, en la Figura 4.8 se compara
el desempeno del pelotén presentado en este capitulo para tres distintos experimentos, donde
en cada uno se fija una sintonia particular de las ganancias del controlador y de la constante
de time headway. En todos los casos, el pelotén se compone de N = 15 vehiculos los cuales se
encuentran en reposo cuando el lider inicia el movimiento, desplazdndose en una trayectoria
recta con rapidez constante de 1[m/muestra]. Se grafican los valores de posicién y error de
seguimiento en cada muestra para cada uno de los vehiculos del pelotén, donde en azul se
muestran las tendencias asociadas al vehiculo lider, y hacia el rojo las de los tltimos vehiculos
en la cadena. Para el primer experimento (primera fila) se ha sintonizado el controlador de
los agentes en los valores k, = 0,05, k; = 0,1 y h = 5, lo cual, de acuerdo al Teorema
3, determina un peloton estable en cuerda. El comportamiento esperable para un pelotén
compatible con esta propiedad se observa con claridad en las gréaficas de error de seguimiento
de la formacién, donde a medida que el error de seguimiento del segundo agente se propaga
hacia los 1iltimos vehiculos existe clara atenuacion de la magnitud de dichos errores producto
de la estabilidad de cuerda del sistema. Ahora bien, suponga que se quisiera reducir el
roce aerodindamico durante el traslado a través de un menor espaciado inter-vehicular. Si
simplemente se re-sintoniza h a un valor menor sin alterar las ganancias del controlador el
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pelotén resultante puede volverse inestable en cuerda. De hecho, esto es lo que ocurre en el
segundo experimento (segunda fila), donde se ha reducido el valor de time headway a h = 3
manteniendo constantes los parametros del controlador. En este caso se observa en la grafica
de error de seguimiento del pelotén que existe amplificacién en la propagacién del error de
control del segundo vehiculo hacia los dltimos agentes. Este comportamiento resulta inseguro
ya que dicha amplificaciéon podria superar la distancia efectiva que cierto vehiculo tiene con
respecto a sus vecinos inmediatos y por lo tanto producir una colisién. Aquella situacién se
vuelve evidente en la grafica de posicion, donde una amplificacién de las tendencias en torno
a cuando se tiene maxima magnitud del error en los ultimos vehiculos muestra una peligrosa
disminucion de las distancias inter-vehiculares de los tres tltimos agentes. En contraste, la
misma reduccién de time headway puede conseguirse de manera segura al re-sintonizar
las ganancias del controlador en base al resultado presentado con el fin de conservar la
estabilidad de cuerda del sistema. Este es el caso del tltimo experimento (tercera fila), en
el cual el peloton exhibe nuevamente atenuacién de los errores de seguimiento cuando éstos
se propagan hacia los vehiculos seguidores. Por lo tanto, la caracterizacion de la regién de
estabilidad de cuerda permite re-sintonizar el controlador y ajustar la politica de espaciado
de manera apropiada para conservar esta propiedad en el pelotén y asi evitar transientes
dindmicos inseguros.
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Figura 4.8. Comportamiento de un pelotéon de N = 15 vehiculos para distintos valores de
los parametros de diseno.

4.5. Conclusion del capitulo

En este capitulo se estudié una configuracién particular de pelotén homogéneo de tiempo
discreto donde los vehiculos son modelados como integradores simples, el control de la forma-
cion se realiza distribuidamente a través de controladores de tipo proporcional-integrativo,
y se implementa una politica de espaciado dependiente de la velocidad. El control de es-
te esquema queda caracterizado por las ganancias del controlador y la constante de time
headway asociada a la politica de espaciado. Se realiza un andlisis de los lazos de control
locales de los vehiculos, determinandose las condiciones necesarias y suficientes sobre los
pardametros de diseno del pelotén que permiten obtener estabilidad interna y ganancia de
los lazos de control menor o igual a uno. Estos resultados intermedios se intersectan para
obtener el resultado principal del capitulo, que son las condiciones necesarias y suficientes
sobre las ganancias del controlador y la constante de time headway para lograr estabilidad
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de cuerda en el pelotén. Finalmente, se discuten estos resultados y se presenta un ejemplo
de simulacion temporal del pelotén para distintos disenos de su control.



APENDICE

4.A. Identidades matematicas utiles
A continuacién se presentan y demuestran algunas identidades matematicas que utiles

para el desarrollo de las demostraciones del capitulo anterior.

4.A.1. Modbdulo de un polinomio de tercer orden

A continuacion, se presenta una proposicién para calcular el médulo al cuadrado de un
polinomio de tercer orden de variable compleja.

Proposicion 1. Sea el polinomio
A(z) = 23 + a2® + ay2 + ao.
Al evaluar en z = eI*, su mddulo al cuadrado estd dado por

oo 12
|A(E)|" =1+ a3+ a? + a3 +2(az +aza; +ajap) cos(w) +2(ay + azap) cos(2w) + 2ag cos(3w)
Demostracion.

|A(e™)[?

= A(e7*)A(e™1%)
= (3% 4 ae® 4 a1e7 + ag)(e” ¥ + aze™ ¥ + a1e7IY 4 ap)
=14 age? 4 a1 + age¥* + aze ™ 4 a3 + asa1’ + azage* + aje”P*
+ asaje ¢ + a% + ajape? + age ™Y + asage” Y + ajage 7 + a%
=1+a3 +ad +aj + (a2 + aza; + arag)(e?* +e77¢)
+ (a1 + agag) (€2 4+ e72%) + ag (€37 4 73I%)

= 1+a3+a3+a2+2(ag+aza; +ayap) cos(w) +2(a1 +azag) cos(2w) +2ag cos(3w).
|

4.A.2. Identidades trigonométricas

Se presentan las siguientes identidades trigonométricas, las cuales resultan convenientes
de aplicar en el desarrollo del Teorema 2.

Proposicion 2. Las siguientes igualdades se satisfacen:

55
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(a) cos(2w) = 2cos?(w) — 1
(b) cos(3w) = 4 cos®(w) — 3 cos(w)
(¢) a+bcos(w) + ccos(2w) + dcos(3w) = a — ¢+ (b — 3d) cos(w) + 2¢ cos? (w) + 4d cos®(w)

Demostracion.

(a)
cos(2w) = cos?(w) — sin?(w)
= cos?(w) — (1 — cos*(w))

= 2cos?(w) — 1.

(b)

cos(3w) = cos(2w) cos(w) — sin(2w) sin(w)
< (2 cos?(w) — 1) cos(w) — 2sin?(w) cos(w)
= 2cos”(w) — cos(w) — 2 cos(w)(1 — cos?(w))

= 4cos®(w) — 3cos(w).

(c)

a+b cos(w)+ccos(2w)+d cos(3w)(a):’(b)a+b cos(w)+c¢(2 cos?(w) —1)4d(4 cos® (w) —3 cos(w))

=a —c+ (b— 3d) cos(w) + 2ccos?(w) + 4d cos®(w).

4.A.3. No-negatividad de polinomios de segundo orden

La proposiciéon que se presenta a continuacién establece las condiciones necesarias y
suficientes sobre los pardmetros de un polinomio de segundo orden para garantizar su no-
negatividad en el intervalo no-negativo de su variable. Esta identidad resulta ttil en la
demostraciéon del Teorema 2

Proposicién 3. El polinomio P(z) = ax® + Sz + v es no-negativo para todo x > 0 si y
solo si las siguientes condiciones se satisfacen simultdneamente:

a>0, —/Jday<p, ~v2>0.

Demostracion. En primer lugar, notamos que al evaluar z = 0 en P(x), se tiene
directamente la condicién necesaria v > 0 Va,8 € R, es decir, para v < 0 no existen
a, B € R que entreguen solucién a la condicién P(x) > 0 Va > 0. Por otra parte, observamos
que o < 0 no entrega solucion a la condicién V3, € R ya que en este caso siempre existird
suficientemente alto que entregara P(z) < 0 independiente de los valores de 5 y 7. Entonces
consideramos el caso favorable v > 0 y evaluamos los casos restantes para a. Si a = 0, se
tiene que P(x) representa la recta Sx + v con v > 0. Evidentemente, para este caso 5 > 0
garantiza P(x) > 0 pues se trata de una suma de constantes positivas. Por el contrario,
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si B < 0 entonces la pendiente de la recta es negativa y con ello se tiene P(xz) < 0 para
x suficientemente alto. Por otra parte, consideramos o > 0 (y v > 0). Si 8 > 0 entonces
P(x) consiste en la suma de constantes no-negativas, por lo que P(z) > 0 Vx > 0. Por el
contrario, si 8 < 0, notamos que el minimo P(x() de la pardbola P(x) se produce en z¢ > 0,

ya que xg = f% < 0. Notando también que P(xg) = v — %, dividimos el caso 8 < 0 en dos
alternativas, donde P(z) > 0 Vz > 0 ocurrird dependiendo de si existen o no dos interceptos
de P(z) con el eje real. De esta manera, si 42 > 4a7y entonces P(zg) < 0, con lo que se
descarta este caso. Por el contrario, si 2 < 4ay (o equivalentemente, —/4ay < 3 < 0)
entonces P(xg) > 0y con ello P(x) > 0 Vz > 0.

Del anélisis anterior, concluimos que el conjunto de casos en que P(z) > 0 Va > 0 es:
(y>0)n ((a>00(520U—\/4a7§5<0))U(a:OQBZO))

& (72OﬂaEOﬂﬂEO)U(720(104200—\/4047§6<0)

& (’yzoﬂaZOﬁ—\/éla'ySB).






Capitulo 5

CONCLUSIONES

En el presente trabajo de tesis se estudié el diseno de sistema de control longitudinal
de un peloton de vehiculos de tal forma de asegurar la propiedad de estabilidad de cuerda.
Dicho estudio se desarrollé considerando dos marcos de trabajo: el pelotén es modelado
en el dominio de tiempo discreto o de tiempo continuo. En ambos casos se considerd una
configuracién de pelotones homogéneos con topologia de seguimiento de predecesor en la
cual el control se realiza distribuidamente mediante controladores de tipo proporcional-
integrativo, los vehiculos se modelan como integradores simples, y se implementa una politica
de espaciado dependiente de la velocidad.

Dada la configuracién anterior, se caracterizaron las condiciones analiticas necesarias y
suficientes sobre los parametros de diseno del pelotén que permiten obtener estabilidad de
cuerda. Estos pardmetros de diseno corresponden a la constante de time headway h, y las
ganancias proporcional k, e integrativa k; del controlador. Para ello, el método de andlisis
adoptado consistié en descomponer el andlisis de la estabilidad de cuerda en la caracteriza-
cioén de los parametros que aseguran, por una parte, que los lazos de control de los vehiculos
individuales sean internamente estables, y por la otra, que garantizan que el error de segui-
miento de los agentes no aumente a lo largo de la cadena. Luego, las restricciones resultantes
fueron intersectadas para obtener el conjunto de condiciones que definen pelotones estables
en cuerda.

A través del método anteriormente descrito se obtuvieron las condiciones analiticas tanto
para el modelo de tiempo continuo como para el de tiempo discreto. Estas condiciones
corresponden a un conjunto de desigualdades que fueron representadas graficamente como
regiones sélidas en el espacio de parametros de diseno del pelotéon que representan pelotones
estables en cuerda. En dichas regiones ademas se distingue el caso de controladores de fase
minima respecto de controladores de fase no minima. De los resultados tedéricos se pueden
deducir algunas propiedades y limitaciones de disenio del controlador y de la politica de
espaciado. En particular, en el marco de trabajo de tiempo continuo se tiene que para
un valor de h arbitrariamente pequeno siempre existe matematicamente un controlador
que estabilice en cuerda el pelotén. Sin embargo, estos valores generarfan velocidades y
aceleraciones arbitrariamente grandes, lo que en la préctica no podria implementarse. Si se
considera que el controlador ya esta disenado, entonces para controladores de fase minima
es posible asegurar estabilidad de cuerda para todo valor de h mayor a cierto valor de h
minimo. Por el contrario si el controlador es de fase no minima, entonces dependera de
la ganancias del controlador si sera posible garantizar estabilidad de cuerda para alguna
politica de espaciado, en cuyo caso habrd un intervalo acotado de valores de h para los
cuales el pelotén es estable en cuerda. Por otra parte, si se fija el valor de h y se desea
disenar las ganancias del controlador, entonces dichas ganancias pueden estar limitadas por
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el valor de h fijado. Por otro lado, en el marco de trabajo de tiempo discreto presentado
fue posible concluir que no existe controlador PI que consiga estabilidad de cuerda si h es
menor que uno. Similarmente, se concluye también que si se fija el controlador, el valor de h
queda también limitado por estos valores y si, por el contrario, se fija el valor de h, entonces
el valor de los parametros del controlador queda limitado por el valor h.

5.1. Trabajo a futuro

A continuacién se senalan posibles extensiones y direcciones de investigacién que emanan
del trabajo realizado.

= Modelamiento de sistemas: Realizar un trabajo analogo al desarrollado en esta tesis,
pero modelando la dindmica de los vehiculos de forma diferente a través de integra-
dores dobles por ejemplo, o agregando un polo simple al integrador. Esta extension
necesariamente produce funciones de transferencia equivalentes de orden mayor, lo
cual complica los célculos de estabilidad interna y ganancia de lazo.

= Uso de las ecuaciones para propdsitos de optimizacién: Sintetizar un diseno de con-
trolador éptimo bajo alguna métrica util sujeto a que éste garantice la estabilidad de
cuerda del esquema. Por ejemplo, se propone encontrar el controlador proporcional-
integrativo que asegura menor sensibilidad a perturbaciones y que garantice estabilidad
de cuerda.

= Uso de controladores proporcional-integrativo-derivativo (PID): Incorporar la compo-
nente derivativa en el modelo del controlador al hacer el analisis de la estabilidad de
cuerda del peloton. De esta forma, se puede cuantificar la posible ganancia en desem-
peiio (i.e., la posibilidad de escoger valores de h més pequerios que consigan estabilidad
de cuerda y que satisfagan requisitos de control como ancho de banda mdximo) al in-
corporar un bloque derivativo en el controlador.
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