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Introduccion

La teoria de relatividad general de Einstein es un modelo exitoso para unificar la relatividad especial con
la gravedad. Esta sirve para explicar observaciones realizadas, como la precesiéon de Mercurio o la dependencia
temporal de la gravedad, que la mecanica Newtoniana no lograba explicar.

Esta teoria presenta distintas forma de conceptualizarse y cada una de ellas de forma distinta. Un plan-
teamiento usual es realizado a través del simil entre el electromagnetismo y una teoria de campo para la
gravedad, relacionando la primera para postular a la otra. A pesar de esto, éste enfoque deja varias ex-
presiones matematicas incompletas o sin justificar, como la deduccién completa de la expresiéon del tensor
de Einstein o la relacién entre curvatura y gravedad y como es que esta asociaciéon aparece indirectamente
desde la teoria Newtoniana. Adicionalmente, el alcance de este planteamiento es generalmente limitado a las
soluciones de vacio y especificamente a la solucién de Schwarzschild.

Es por ello que en este trabajo se busca explorar la relatividad general postulada desde otro enfoque
relacionado con la teoria Newtoniana y como desde esta surgen las relaciones que fundaran la base de
la teoria relativista y la conexién entre curvatura y gravedad. Ademds, son revisadas ciertas soluciones
no abarcadas en otros planteamientos y es utilizado el conocimiento desarrollado desde este enfoque para
explorar soluciones en presencia de materia como el interior estelar.

Varios de estos desarrollos han sido resoluciones y derivaciones propuestas por K. Thorne y R. Bland-
ford en su libro ”"Modern and Classical Physics: optics, fluids, plasmas, elasticity, relativity and statistical
physics”[1] a partir de los cuales se ha desarrollado este documento utilizando complementos de otros docu-
mentos para su resolucion.



Capitulo 1

Gravedad Newtoniana y relatividad

1.1. Adaptacion de la gravedad Newtoniana a la relatividad

El desarrollo de la relatividad general se sienta sobre la teoria Newtoniana de la gravedad. La relatividad
especial es incompatible con la gravitacién Newtoniana, dado que esta asume la existencia de un potencial
universal, independiente del sistema de referencia y del tiempo [1].

La ecuaciéon que describe la relacién entre distribucién de materia y el campo gravitacional que ésta
produce es:

0? 0? 0?

(8352 + 0y? + 022

Esta es una ecuacién de campo para @, donde G corresponde a la constante gravitacional universal y p la

densidad de masa. Esta ecuacion no depende del tiempo y predice interacciones gravitatorias instantaneas.

Para adaptar esta teoria Newtoniana, a la relatividad, se debe incluir una parte temporal a la ecuacién (1.1),

tal que describa la evolucién temporal del campo ®. Una forma de realizar esto, es llevando (1.1) a una

ecuacion de onda, andlogo a como ocurre en el electromagnetismo para una distribucién de carga o corriente.
Asi, la ecuacién (1.1) se transforma en:

( 0* 9 0 92

) & = 4nGp. (1.1)

+ 5+

—w + @ ay2 8Z2> P = 471'Gp. (12)

Esta ecuacion no es suficiente, para describir por si sola, una teoria relativista de la gravedad. Falta infor-
macién sobre la evolucion dindmica de la densidad de masa p. Una ecuacién que modela la evolucién de una
densidad, es la ecuacion de continuidad, la cual se deriva de la mecanica del continuo, definida por:
@+V~ (pil) = 0. (1.3)
dt
En esta expresién, p representa una densidad y « una velocidad de flujo de masa que entra en un elemento
de volumen. La relacién dada por (1.3) implica que la variacién temporal de la densidad, conlleva una salida
o entrada de ésta, lo que se relaciona con un momento o energia. Esto conlleva que, al considerar la evolucién
temporal de una densidad p, se deben considerar tanto los flujos de momento y las distribuciones de energia
del sistema. La densidad p en la ecuacién (1.1), se debe reemplazar por un elemento que resuma los efectos
del momento y la energia, ademas de la distribucién de materia, en uno solo. El tnico candidato que cumple
con esta definicidn, es el tensor energia-momento.

Este tensor se define como:
TOO TOl T02 T03
TlO Tll T12 T13
T20 T21 T22 T23
T30 T31 T32 T33

T =



Cada elemento denota una componente distinta del tensor. Este no es una matriz, sin embargo, resulta tutil
representarlo como tal. La componente T9 representa una densidad de energia o masa. Las componentes
T, para i, variando entre 1 y 3, representan una densidad de momento, mientras que los elementos T
representan un flujo de energfa. Para los T%, con i y j igual a 1, 2 o 3, representan flujos de momento
paralelos o perpendiculares a una superficie de * o z7 constante, que se traducen en tensiones cortantes
para partes del tensor con i # j. Para i = j, representan una presién. Este tensor es simétrico, por lo que el
valor de una componente T%° serd igual a 75 [2].

Todos los elementos utilizan indices para enumerarse, y usualmente, se utiliza la convencién de Einstein;
dados dos indices iguales, estos implican una suma de elementos sobre estos.

Un dltimo elemento a definir en esta notacién, es el tensor métrico, el cual, en una variedad, da la nocién
de un producto vectorial, y otras operaciones vectoriales que contengan la informacién de la forma del espacio
trabajado. Desde la relatividad especial, se establece el tensor métrico de Minkowski, el cual describe un
espacio-tiempo plano, cuyo producto vectorial posee una parte temporal negativa. Una métrica como tal, se
puede representar convencionalmente como una matriz,

-1
: (1.5)

o O = O
o= O O
_— o o o

0
7’04[3 = O
0

donde los subindices de 7 indicarian una fila y columna respectiva. Esta representacion no implica que el
tensor métrico sea una matriz, dado a que opera de forma distinta a una. Sumar sobre sus indices posibilita
definir operadores diferenciales usuales.

Utilizar esta notacién, simplifica la notacién de las derivadas parciales, con un subindice, segin,

P (1.6)

Oz’

donde z% denota una coordenada especifica del espacio de trabajo. En el caso del espacio-tiempo de Min-
kowski, con 4 dimensiones, se definen las coordenadas t, x, y y z, como z°, 2!, 22 y 3, respectivamente.

Asi, en esta notacidn, la ecuacién (1.2), se reescribirfa como,
7P 0,,03® = 47Gp, (1.7)

donde 7*?, corresponde a la métrica inversa de Minkowski.
Una propiedad importante del tensor métrico, es que permite “bajar” o “subir” indices de elementos, tal
que
P“gap = ps; (1.8)
de tal forma que, con ello, es posible reducir indices al sumar sobre un mismo par de estos, lo que define
trazas de tensores. La traza del tensor energia-momento, corresponderia a la reduccién

tI‘(T) = T'uu = guaT#av (19)

lo que representaria una generalizacién de las componentes de este tensor.
Con todo lo anterior definido, la ecuacién propuesta para una teoria relativista de la gravedad es:

9°P0,05® = —4AnGT," (1.10)

Esta ecuacién se ha generalizado para utilizar un tensor métrico ¢g®? generalizado a cualquier espacio, ademés
de utilizar la traza del tensor energia-momento para resumir las contribuciones dindmicas de la materia. Esta
expresion forma una teoria escalar de la gravedad.



1.2. Teoria de campo escalar de la gravedad

Al proponer un modelo de campo escalar de la gravedad, cuya ecuacién sea similar a (1.1) o (1.10),
ocurren incongruencias en la descripciéon del movimiento de los cuerpos. Dada una particula de masa m;,
definida como masa inercial, dentro de un potencial gravitatorio ®, su ecuacién de movimiento, dada por la
mecanica Newtoniana, sera:

dpa

dr
donde 7 corresponde al tiempo propio de la particula, m, a su masa gravitacional y p,, a su 4-momento.
Los subindices de las masas m; y mg4 no corresponden a la notacién de Einstein, y estdn ahi para diferenciar
entre masa inercial y gravitacional. Al realizar una aproximacién a baja velocidad, tal que el factor v se
acerca a 1, el 4-momento se reduce a,

= —myDa®, (1.11)

p® = (m;cy, m;y) = (m;c, m;), (1.12)
donde @ es la 3-velocidad espacial de la particula. Consecuentemente, la ecuacién de movimiento es dada
por:

dug,

La 4-velocidad, denotada por u,, es el cambio de la posicién z, con respecto al tiempo propio, y en esta
aproximacion, m; se admitird igual a m,. Experimentalmente, se ha medido que la razén entre estas masas
estd dada por un factor universal que se aproxima a 1. Dado a que cada una es indistinguible, y no existe
evidencia aun para asumir que son distintas, es que se justifica que m; = m,. La ecuacién de movimiento
queda finalmente como:

A’z

dr?
la cual es la ecuacion Newtoniana del movimiento de una particula en un campo gravitacional. Sin embargo,
al considerar la componente temporal en esta ecuacion, tenemos que

= —0,, (1.14)

d

—(mic) =0 = —my0,®, (1.15)
dr

que implicaria que el potencial no posee una dependencia del tiempo. Esto entra en conflicto con la teoria
escalar de la gravedad, dado que esta debe ser dindmica e incluir una dependencia temporal, por lo que, a
excepcion del caso del limite no relativista, esta derivada debe ser no nula, obligando a que:

%(mic) # 0, (1.16)
donde ¢ corresponde a la velocidad de la luz, la cual es constante, por lo que para que esta expresiéon sea no
nula, debe implicar que la masa inercial debe depender del tiempo y cambiar en funcién de esta variable,
hecho que, experimentalmente, no se ha observado. Otro conflicto heredado de esta condicién, es que la masa
gravitacional e inercial tenderéan a divergir en valor en casos relativistas, efecto que tampoco se ha medido
en la experimentacién.

Una forma de tratar de resolver este conflicto, es modificando la ecuacién de movimiento (1.11), a la
ecuacién [1]:

dpa
% = —(g°" + uuPYmos®. (1.17)
Esta ecuacion, corrige el conflicto de la parte temporal, quedando, tal que:
d
df(m) = —m(g" + uu?)5®. (1.18)
-

Esta ecuacién se encuentra postulada en unidades naturales, donde G = ¢ = h = kg = 1, con el fin de
simplificar el desarrollo. Al ser esta una adaptacién relativista de la ecuacién (1.11), admite un sistema de



referencia Lorentziano, cuyo tensor métrico es aquel de Minkowski 7,5. En la aproximacién a baja velocidad,
se pueden considerar las componentes de la 4-velocidad lo suficientemente pequenas como para que estas se
aproximen a 0, excepto la componente temporal, que serd 1 en estas unidades naturales. Asi:

u® = (1,0,0,0), (1.19)

el producto entre dos componentes distintas a la temporal de la 4-velocidad, seran nulos. La tinica componente
no nula de esta multiplicacidn, es la temporal, retornando la ecuacién de movimiento (1.14). Al analizar la
componente temporal de esta ecuacién, que anteriormente generaba conflictos, se tiene,

d

—=(m) = —m(~1+1)3® =0, (1.20)

lo que soluciona el problema de la masa.

Sin embargo, ambas ecuaciones propuestas, fallan al considerar una particula de masa nula, como ocu-
rre con los fotones. Se requiere introducir una variable, {, para analizar su movimiento bajo un potencial
gravitatorio, tal que:

(=—. (1.21)

Diferenciando con respecto al tiempo propio 7, la expresiéon del movimiento de tal particula sera:

dug,

i m F(®), (1.22)
donde F(®), denota alguna funcién del potencial, como algunas de las expresiones anteriores. Cuando la
masa de la particula es 0, se obtiene que el movimiento de esta no es modificado de ninguna forma por el
potencial ®, tanto en (1.11), como en (1.17). Esto implica que su trayectoria no seria afectada por la accién
de un campo gravitatorio, su ausencia de masa lo impide. Einstein consideré que la luz debia ser afectada
por la gravedad; ademas de la evidencia experimental de hoy en dia, la luz debe ser afectada por la gravedad.
Una teorfa de campo escalar de la gravedad, aunque 1til en un caso limite relativista, es insuficiente [1].



Capitulo 2

Relatividad general

2.1. Nociones preliminares

La primera nocién de relacién entre curvatura y gravitacion surge al considerar el principio de equivalencia
de Einstein. El considerd, que al tener varios sistemas de referencia Lorentzianos (o planos) en caida libre,
sin fuerzas, ni torques netos, que actien sobre estos sistemas y tal que estos puedan ser infinitamente
compactados y pequenos, para descartar efectos de inhomogeneidades de la gravedad, entonces, las leyes de
la fisica, no correlacionadas con la gravedad, deben ser descritas de la misma forma en cada uno de ellos.
Este es el principio de relatividad [1].

Es posible anadir condiciones considerando los efectos de la gravedad. Al poner estos sistemas de referencia
en caida libre, a una distancia considerable de la tierra, estos observardn como empiezan a acelerar con
respecto a otros sistemas que también vayan en caida, debido a la desviacién del movimiento provocado por
la gravedad. Esto implica que un sistema Lorentziano global, no puede existir en presencia de gravedad. Su
existencia implicaria que todo este sistema se mueve de forma constante, y ninguna de sus partes podria
acelerar con respecto a otra. Unir a todos estos sistemas Lorentzianos para formar un sistema de referencia
global absoluto, es imposible en presencia de gravedad. Einstein pensd que esto, implicaba que existia una
curvatura que previene que tal unién sea posible en torno a una fuente de gravedad [1]. Es por ende que se
asocia curvatura con gravedad.

A continuacion, se muestran ejemplos de lo descrito anteriormente. Considérese la superficie de una esfera
de radio R. La métrica de tal espacio es dada por:

ds? = R*d0? + R?sin?(0)d¢?, (2.1)

la cual, al realizar la transformacion de coordenadas:

x Ty
_ _ T 2.2
¢ R’ o 2 R (22)
modifica a la métrica, resultando en:
ds* = dy* + cos® (%) da?, (2.3)

donde se han aplicado propiedades trigonométricas. Al expandir en una serie de potencias la funcién coseno,
la expresion (2.3), queda como:

2
ds? = da® + dy*> + O (i’zg) da?. (2.4)
Este resultado implica que la superficie de una esfera en torno al ecuador, (y & 0), es plana. Sin embargo,

al haber desviaciones en la direccién y, la curvatura se hace notable y es imposible converger un sistema de
referencia plano al resto del espacio.



Un ejemplo més avanzado utiliza la métrica de Friedmann—Robertson—Walker, la que modela un universo
en expansion, cuya expresién es dada por [1]:

ds® = a*(n)[—dn® + dx* + x*(d6? + sin?(0)d¢?)). (2.5)

Para x aproximandose a 0, se puede realizar el cambio de coordenadas:

m 1
t= / adn+ 5)(2%, x =axsin() cos(¢), y=axsin(f)sin(¢p), 2z = axcos(h). (2.6)
0 n

De donde surgen las relaciones:
22 497 + 2% = a?\?, (2.7)
2% +y? = a®x*sin?(0),

2.8
/$2 +y2 + 22

)

o= arctaz (%) , (2.10)
6 = arctan ( xz;y2> . (2.11)

Al hacer las diferenciaciones, se obtiene:
dy = %dm + %dy + %dz - g%dt, (2.12)

/72 & 02
do = - da + v dy— YTV g, (2.13)
(22 4+ y? + 22) /22 + y? (22 4+ y2 + 22) /22 + y? TEHY t+z

Yy x
— 2.14
do = — ¥ gdr t 3y, (2.14)
2 72
xX° da da
= —— —dx. 2.1
dt [a+ 5 dn?]dn—i—xdndx (2.15)

Calculando el cuadrado de estos diferenciales y reemplazando en la métrica de la ecuacién (2.5), se obtiene
la expresion:

ds® = —df? + da? + dy? + d=? + [Xa2 dt? — 2% adudt — 22 adzdt —2%adydt| . (2.16)
a a a

Esto da a entender que la métrica en torno a x ~ 0 es relativamente plana, pero para desviaciones de esta
variable, deja de serlo impidiendo la existencia de un sistema Lorentziano global.
Lo anterior implica que es necesario describir el movimiento de particulas en espacios con curvatura. La
expresion que determina tal trayectoria, es la ecuacién geodésica:
(03
du? + 1'%, vy’ =0, (2.17)
dr
donde u® es la 4-velocidad y I'“,,, los simbolos de Christoffel. La ecuaciéon geodésica representa el camino
mas corto entre dos puntos, considerando la curvatura del espacio.
Los simbolos de Christoffel se definen en base a la derivada covariante, permitiendo que la diferenciacién
de un vector transforme como un tensor. Para relatividad general, se utiliza la conexion de Levi-Civita, la
cual es

(a7 1 (0%
I = 29 P(Ougpv + Ougup — Opguv)- (2.18)



Esta conexién permite que los simbolos posean simetria en sus indices inferiores, con lo cual I'“,,, = I'*,,,
se cumple. Esta conexién impone condiciones adicionales sobre la métrica, como que su derivada covariante
es nula. Es de esta forma que (2.18) surge.

Aunque la expresion (2.17) se deduce de la minimizacién de la distancia entre 2 puntos, es posible
deducirla desde la ecuacion de las curvas auto-paralelas,

uV,u® = 0. (2.19)

Esta expresion indica que a lo largo de la trayectoria de la particula, su 4-velocidad no cambiard y sera
transportada paralelamente a esta curva [2]. Su derivada direccional, en la direccién de la curva,es nula.
En el espacio-tiempo consistente de 4 dimensiones (3 espaciales y 1 temporal), la ecuacién de curvas auto-
paralelas coincide con la expresiéon geodésica (2.17). Describir a las geodésicas segin (2.19), sin embargo,
resulta mas 1til ya que permite describir directamente cantidades conservadas mediante una modificacién.

Consideremos una métrica que no depende de una variable A, es decir, que la derivada parcial de cualquier
componente de la métrica respecto de A es nula,

9aguw = 0. (2.20)

Esta relacion define una cantidad conservada al modificar (2.19). Esta expresién se multiplica por un elemento
de la métrica, gg.:
u*(Vou)gs, = 0. (2.21)

Al ser la derivada covariante de la métrica nula, se junta con la regla del producto de Leibniz permitiendo
que (2.21), se reduzca a,
UV o (garu”) = u*(Vaug) = 0, (2.22)

lo que se traduce en la ecuacién geodésica covariante:

dus

- M gaupu® = 0. (2.23)
La 4-velocidad en la direccion de A, sera:
d
A _ F)‘AQU)\UQ =0. (2.24)
dr

Segun la conexién de Levi-Civita, los simbolos quedan como

1
an = igAp(aAgpa + 8ongp - 6pgAa)- (2.25)

La derivada de la métrica respecto de la variable A es nula por la definicién inicial y el resto de términos
se cancelan entre si dentro de las sumas de los indices a y p por la simetria del tensor métrico. La ecuacién
(2.24) se reduce a:
duA
dr
implicando una cantidad conservada en la direccion A.

La imposibilidad de compatibilizar sistemas de referencia planos en presencia de gravedad, es causada
por la aceleracién relativa que estos experimentan con respecto a otros; al proponer que la curvatura es la
causa que impide tal convergencia, entonces, la aceleracion relativa debe ser proporcional a esta. La medida
que cuantifica la aceleraciéon que dos particulas miden respecto de si dentro de un campo gravitatorio, es
la ecuacién de fuerzas de marea. Por ende, esta debe ser la que determinard la relacién entre curvatura y
gravedad.

En una teorfa Newtoniana, la ecuacién de marea es dada por [1]:

=0, (2.26)

P 0%
a2 9zidx

&k, (2.27)



En esta ecuacién, &/ denota el vector separacién entre dos particulas dentro de un potencial gravitatorio ®.
Este vector no considera componentes temporales en la teorfa Newtoniana, por lo que en (2.27) los indices
se suman sobre componentes espaciales. Las derivadas de ® con respecto a diferentes coordenadas de indices
distintos, se pueden describir como un tensor de rango dos, lo que define al tensor de marea.

En el caso relativista, dadas dos geodésicas definidas por un pardmetro A, cuyo valor denota una geodésica
especifica, donde sobre cada una se puede definir un 4-momento p® tangente, el vector separacién entre
estas, se define como la diferencia entre ambas; dado a que estas pueden ser clasificadas con el parametro
continuo A, la separacién entre geodésicas infinitesimalmente colindantes serd dada por la diferenciacién en

=

este pardmetro, £ = 9/0A. La aceleracién relativa inducida por la gravedad, es dada por [1]:
PV (07 V5E%). (2.28)

A manera de simplificar la notacién,la proyecciéon de la derivada covariante sobre un 4-vector, se denota
como:

Vi = p*Vap®. (2.29)

Estos vectores no denotan algin 3-vector como previamente. Estos vectores denotaran un 4-vector. Continuar
con el desarrollo, requiere utilizar el conmutador de los campos vectoriales p'y &:

[,€] = Vst = Ve (2:30)

Este conmutador resulta nulo, dado a la forma en que se define 5, y la propiedad de conmutacién de la
derivada con g, definido como el cambio con respecto al tiempo propio [3]. Por ende, el desarrollo de (2.28),
se reduce a:

ViVl = (ViVe = VeVy) . (2.31)

Desarrollar esta expresion utilizando la propiedad de conmutacién (2.30), retorna:
ViVt = (VsVap® = Vo Vsp™) Ep°. (2.32)

La primera parte, del lado derecho de la ecuacién anterior, es similar a un conmutador de derivadas co-
variantes, aplicadas como operador diferencial, sobre p®. Realizar el desarrollo de esta parte, retorna que,
independiente de la eleccién del campo p, o incluso, si este es una combinacién lineal de campos escalares y
vectoriales, tal que:

p* = aA® 4+ bB“, (2.33)

el operador conmutador, no dependerd de este. La derivada covariante opera sobre este campo vectorial
segin la propiedad de linealidad que esta posee, aplicando la regla del producto de Leibniz. Esto separa la
expresion en 2 partes para a A% y bB®, retornando para cada una:

VsV, (aA%) = 050.(a) A + a(VsV, A%). (2.34)

La segunda doble derivada retorna este mismo resultado, pero con los indices cambiados. Restando ambas,
resulta en:

VsV, (aA%) — V., V5(aA®) = a(VsV, A% — V., V;A%). (2.35)

Lo mismo ocurre para bB®. El resto de la expresion se desarrolla para un campo vectorial A%, de lo que se
obtiene:
VsV, A% =V VsA® = (95T 0 ) A — (0,70 ) AN + T, 7y AN — T \T7, s AN, (2.36)

Esto implica que la doble derivada conmutada de un campo A®, no depende de este en si, ya que solamente
queda multiplicando la expresion; el resto de derivadas aplican sobre los simbolos. Consecuentemente, el
mismo resultado aplica para B“:

VsV, (aA% +bB*) — V,Vs(aA® + bBY) = R%\s,(aA> + bB?). (2.37)

10



Como esta conmutacion de derivadas no depende de los campos vectoriales en si, entonces, la informacién de
la diferencia de estas derivadas se resume en un tensor de rango cuatro conocido como tensor de Riemann,
definido por [3],

RYy5 = 0,1%35 — 051’y + I'* 1517 g5 — I'*561'7 5. (2.38)

Este tensor reduce la expresién (2.32) a:
VsVp® — V., Vsp™ = —R%\\5p™. (2.39)

En geometria diferencial el tensor de Riemann corresponde a una medida de curvatura. Haciendo uso de
este, la desviacion geodésica serd dada por:

ViV = R5,0°p°¢. (2.40)
Este tensor posee simetrias y propiedades en sus indices. Una de ellas implica que [1]:
R%py5 = —R%gs-- (2.41)

Entre otras simetrias que seran mencionadas posteriormente. Utilizando esta propiedad, la ecuacién de
desviacion se reescribe preferentemente como:

PV (0’ VsE®) = —R%p,5p°€7p°, (2.42)

forma que se asemeja a la ecuacién de fuerzas de marea Newtoniana [1][3]. Si se considera el caso a bajas
velocidades, tal que el inico elemento no nulo de la 4-velocidad sea la componente temporal y el resto sean lo
suficientemente pequenas comparadas a ¢ para poder considerarlas como nulas y en un limite no relativista
donde la curvatura es lo suficientemente despreciable como para que la derivada temporal de los simbolos de
subindice 0 sean nulos, entonces, la ecuacién (2.42) se ve reducida a:
d2&i .
d—é =R}, &" (2.43)

Las aproximaciones anteriores posibilitan ademds que ¢ = 7. Comparar esta expresién con (2.27) establece
la relacion directa entre curvatura y el campo gravitatorio al ver que el tensor de marea es equivalente al
tensor de Riemann de indices temporales, 0,

0?®

Jj
Foro = Oz Oxk”

(2.44)
Esta relacion implica que los indices j y k son netamente espaciales, dado a que asi se da en el caso
Newtoniano. Esto ademéas demuestra que la curvatura es la causa de la gravedad.

Aunque la gravedad se deba describir con la curvatura, el planteamiento Newtoniano describe muy bien
el caso no relativista al utilizar la ecuacién de marea. Como ejemplo, puede considerarse la aproximacién
de las fuerzas de marea sobre la superficie de la tierra. Dado un sistema de referencia ubicado en el centro
de la tierra, la cual se aproxima como una esfera perfecta, las aceleraciones que un cuerpo sufre medidas en
este sistema serdn dadas por la gravedad mas la aceleracién generada por el efecto de las fuerzas de marea
del sol y la luna dados por un tensor de marea £7y, el cual serd constante. La aceleracién neta en el sistema
definido serd entonces: -

. L J2¢T
J— i
. (2.45)
donde ¢’ es la aceleracién por gravedad y el segundo término es la contribucién de marea. Utilizando la
expresion (2.27), la ecuacién anterior se reescribe como,

al =gl + &9y ¢k (2.46)
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La aceleracién por la gravedad terrestre es dada por el potencial Newtoniano,

g = 7%% (2.47)
r
donde n/ representa el vector unitario correspondiente a esta fuerza, que en este caso serd radial.

La separacién que las fuerzas de mareas generan entre dos cuerpos es cuantificada por el vector £*. Al
considerar el sistema de referencia en el centro de la tierra como el primer cuerpo desde el cual se mide tal
desviacién, este vector &/ serd dado por la posicién descrita del segundo cuerpo en este sistema, rnF. La
aceleracion neta sera,

. GM . .
al = ——n’ + &0 rnk. (2.48)
T
Este también permite establecer un potencial utilizando el teorema fundamental de las integrales de linea.
Sea a’ dado por el gradiente de un potencial,

a; = —0;9,
entonces, al aplicar una integral de linea a través de un camino dl_:
/ajdlj =— /(aj@) dlf = —®(r) + ®(r). (2.49)
Integrando sobre a?, retorna:

. M . . , M 1.
/ajdlj = / <G2nj + Ejknkr) n;de! = oM + §E]knknj 2, (2.50)
r T

desde lo cual el potencial gravitatorio queda como:

GM 1.
O(r)=—— — 55% nFnr? — o (rp). (2.51)
r
Definir este potencial permite estudiar la hidrostatica de un planeta y los efectos de las fuerzas de marea
sobre este, conservando lineas de equipotencial dada la relaciéon exclusivamente radial que posee este campo
[1].

Aunque el tensor de Riemann cuantifique la curvatura, esta no es la unica forma de expresarla. Existen
tensores adicionales para describirla, entre ellos son necesarios algunos para progresar a las ecuaciones de
Einstein. Dado a que el tensor de Riemann posee cuatro indices y en la relatividad general se trabaja en
un espacio de cuatro dimensiones, para cada indice habran cuatro componentes distintas resultando en 256
componentes independientes para el tensor en relatividad general. Definir las simetrias de los indices reduce
la cantidad de componentes independientes del tensor. Estas simetrias son dadas por,

Raﬂ’y& = *Raﬁ&ya Raﬁ’y& = *RBa'yzs; Raﬂ'yé = R’yéaB; Raﬁ'yé + Raéﬁ’y + Ra’yéﬁ =0. (252)

Estas reducen las componentes independientes del tensor de Riemann a solo 20. Estas pueden ser distribuidas
en dos tensores de curvatura; el tensor de Ricci y el tensor de Weyl [1]. El primero corresponde a una
contraccién del primer y tercer indice del tensor de Riemann:

R/_w = R/\p)\yv (253)

donde se suma sobre A. La simetria de indices asegura que al menos 10 componentes independientes del
tensor de Riemann estaran contenidas en las componentes del este tensor.

Por otro lado, el tensor de Weyl es una reduccién del Riemann tal que este posee una traza nula. La
traza de algun tensor es dada por la contraccién de dos de sus indices cualesquiera entre si. De esta forma
se definié al tensor de Ricci. Sin embargo, para otros indices contraidos para el tensor de Riemann, habran
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componentes no nulas. El tensor de Weyl asegura que cualquier contraccién de sus indices serd nulo. Este es
dado por:

1
Cuypa = R/J«Vpd -2 (g'upRya 79H0Ryp 7ngRlLa +9VJRHP) + g(gupgua 7guagyp 7gypgﬂo +gyagup)‘ (254)

Cualquier contraccién en sus indices anulard a este tensor. Por las simetrias antes mencionadas, el resto de
las 10 componentes independientes del tensor de Riemann se encuentran dentro de C*” ,, [1].

Un tercer elemento de interés corresponde al escalar de curvatura o de Ricci, el cual se define como la
contraccién de los indices del tensor de Ricci,

R=R%,. (2.55)

A modo de ejemplo demostrativo, considérese la superficie de una esfera de radio R, donde se establece

la métrica,
R? 0
G = < 0 R? sinQ(G)) ’ (2.56)

sobre su superficie. Aunque este se represente como una matriz, este no lo es.

Esto es equivalente a establecer un sistema coordenado sobre una esfera tal que cada punto sobre ella
puede ser descrito con un dngulo azimutal y polar. Como la métrica para esta es diagonal, la métrica inversa
se obtiene como los reciprocos de los elementos de g,,,,

2 0
g/“j — <%2 1 > . (257)

R2sin?(0)
De esta forma se cumple la identidad:
g”‘ﬂgm =0, (2.58)

donde ¢%, es una delta de Kronecker.
Este sistema posee los vectores unitarios angulares €y y €, y utilizando la conexién de Levi-Civita, los
simbolos de Christoffel seran:

1
Feaﬂ = §ggp<aagpﬁ + aﬂgap - apga5)7 (259)

y: .
F¢C¥ﬂ = §g¢p(ao¢gpﬁ + 8,6904/) - 5’p9a5)- (2.60)

Dado a que el tensor métrico es diagonal, siempre sera no nulo en los elementos con mismo indice gog # 0,
para o = (3, implicando que gog =0y g*? = 0 para todo o # 3, simplificando la expresién de los stmbolos
a:

1
[ap = 5996(60499,8 + 08900 — Opgap), (2.61)

y: )
%05 = 59 (0agss + 05900 — Opgas). (2.62)

Las sumas implicadas sobre p no iguales al indice superior del simbolo son anuladas respectivamente al ser
nulos los elementos de métrica inversa de indices desiguales.

Para los elementos del tensor métrico restantes, se evaliian los simbolos sobre todos los subindices retor-
nando,

1 1
I = 5999(50999 + 0o goo — Fogos) = 599939(32) =0, (2.63)
1 1 . .
45 = 59" (06900 + 05960 — Dogos) = — 5" 0(R* sin®(8)) = — sin(9) cos(6), (2.64)
1
[ = 5990(309«94) + 03900 — Opgos) = 0. (2.65)
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El 1ltimo simbolo se anula debido a que ningiin elemento depende de la variable ¢ y el resto de elementos
de la métrica son nulos. La conexiéon de Levi-Civita permite la simetria de los indices inferiores tal que
I'*op = T'"gq, propiedad que determina el simbolo faltante. Para los elementos de indice superior ¢, se
tienen,

1
g = 59‘”(899439 + 0990 — 039p9) = 0, (2.66)
1
44 = §g¢¢(3¢9¢¢ + 96996 — 089p9) = 0, (2.67)
1 1 1
¢ 9P _ -+ 2 22 _
r 0¢ 29 (39g¢¢ + 6¢g9¢ a¢gg¢) 5 B2 Sin2(6‘) 69(R sin (9)) Cot(e). (2.68)

La simetria de indices inferiores determina la componente faltante. Con estos simbolos es posible calcular las
componentes del tensor de Riemann. Estas se determinan con el uso de las simetrias de los indices de este.

Para:
Rooo0, (2.69)

Rypps, (2.70)

seran nulas, al verificarse que todos sus elementos se cancelan entre si. Las siguientes componentes corres-
ponden a aquellas dadas por 3 indices iguales entre si,

Rpp = 05135 — 95T g + T 3517 g5 — I 3o 17 g5 = 0. (2.71)
Aplicando las simetrias, se determinan que también serdn nulos los elementos:
Rapaa, Raapa; Raoap- (2.72)
Para elementos de 2 indices iguales entre si, se tiene:
R%app = 05T %ap — 0pT% o + %5517 ap — [ 5,17 o = 0. (2.73)

Estas no son todas las componentes del tensor con 2 indices iguales entre si, dado a que no considera otras
conmutaciones de indices posibles. Evaluando,

Raﬂa[-} = 8aFa3ﬂ - aﬁfaﬁa + FO‘MF"M - F“BUF"BQ. (274)
Reemplazando con los tnicos indices posibles € y ¢, se tiene:
R0¢9¢ = 89F9¢¢ — 8¢F09¢ + F990F0¢,¢ — F0¢0F09¢. (2.75)

Las derivadas en ¢ se anulan dado a que ningin elemento depende de esta variable. La derivada en 6, sin
embargo, es no nula. La suma sobre el indice o, retorna elementos no nulos para I‘G@TF"%. El elemento
restante es nulo al sumar sobre o, dado a que ningin simbolo posee indices inferiores ¢¢ no nulos, excepto
para aquel con indice superior 6. Sin embargo, para o = 6, I' 49 es nulo, anulando el resto. Consecuentemente
este elemento del tensor de Riemann ser4,

0
R 496 = (— sin(6) cos(8)) + T 35T %4, = — cos?(6) + sin2(0) + sin(6) cos(9) ‘;’;E 0; = sin?(0).  (2.76)
Desde lo cual el resto de componentes se determinan con las simetrias en sus indices. Estas son,
R0¢¢9 = 7g99999R6¢9¢ = — SiHQ(e), (277)
R%46¢ = —9"* 900 R’ s00 = —1, (2.78)
R%49 = —9%? 940 R 99 = 1. (2.79)
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Determinando las componentes del Riemann. Las componentes del tensor de Ricci ya estan determinadas
directamente en aquellas componentes anteriores cuyos indices primero y tercero estén contraidos, obtenien-
do:

Rog = Reegg + R¢9¢9 =1, (2.80)

y:

Ry = R% 49 + Ry = sin®(0). (2.81)
Estos resultados confirman que sobre la superficie de una esfera hay curvatura como se vefa en la métrica
trabajada en (2.3). La descripcién de la curvatura se puede simplificar al proponer sistemas coordenados
tales que exista alguna transformacién entre la base originalmente propuesta y una nueva que simplifique
las expresiones de los tensores de curvatura. Utilizando la informacién obtenida de los tensores de curvatura
para obtener un sistema plano o similar, una transformaciéon de coordenadas sugerida es,

e L. e, L €, (2.82)

€; = —ep, ;= ————€¢. .

6~ R 9 Rsin(0) ¢
En notacion de indices, quedaria tal que,

€qa — T6d657 (283)

donde T4 es una transformacién de coordenadas. Segun (2.82), para cada vector unitario se asocian las
transformaciones,
1 1
;= —, T = —— 2.84
R ¢ Rsin(9) (284)
respectivamente. Aplicar esta transformacion 7% ) sobre cada uno de los indices de alguno de los tensores
anteriores, transforma a este al nuevo sistema de coordenadas. Para el tensor métrico en esta nueva base,

9o =TT 5 G, (2.85)
desde lo cual, transformando cada elemento resulta en:
95 = T%5T° 5900 = 1, (2.86)
y:
950 =T 3T 3900 = 1. (2.87)

Unicamente los elementos no nulos de la métrica se transforman, dado a que el resto de elementos conservaran
su nulidad. La métrica transformada es representativa de un espacio plano:

9ao = (é (1)> . (2.88)

Transformando el tensor de Riemann, en esta base sera:

R =T,T° ,BTV:,T‘S sRagys. (2.89)

&B46
Solamente es necesaria una componente transformada para determinar el resto de elementos no nulos apli-
cando las simetrias. Transformando se obtiene:

2 2
Ris95 = T' 5T 5T° T3 Roooo = (11%) (Rs11n(9)> 900 R’ 06 = %. (2.90)
El resto de elementos quedan como:
Ropp0 = —Rogag = *é, (2.91)
Ripoq = —Rogog = *R%, (2.92)
Ryass = Fais = 5 (2.93)



A pesar de que la métrica en este sistema es plana, todavia existe curvatura descrita por el tensor de Riemann.
Transformando las componentes del tensor de Ricci retornas:

1
6 6
Rgg =T"3T" ;R0 = 25, (2.94)
g X
_qee . L
Ry =TT Roy = 75. (2.95)

A diferencia del sistema original, la curvatura en este sistema es constante para cualquier punto de la esfera
y no depende de 6.

Los resultados anteriores establecen la base para las geodésicas sobre una esfera. Dadas dos particulas
sobre la esfera anterior, la primera situada sobre el ecuador y la segunda con una desviacién Af desde este y
cada una de las cuales se mueve a través de geodésicas paralelas en ¢ separadas inicialmente por un vector
{ = A6 9: entonces el movimiento de ambas se puede describir con la geodésica de una y la desviacién
geodésica de la segunda. Para la particula ecuatorial, su posicién solamente varia en la direcciéon ¢ por lo
que su Unica ecuacion geodésica serd dada por,

d?z? P @dm”
dr? Mo dr dr

=0. (2.96)
Los tinicos simbolos no nulos de indice superior ¢ son F¢9¢ y I‘¢¢9. Estos son iguales entre si, por lo que la

ecuacién geodésica se ve reducida a:

d2$¢+ o da’dz?
dr2 9 ar “dr

=0. (2.97)

Dado a que la posicién de esta particula se mantiene constante en el ecuador, la velocidad en 6 es nula,
reduciendo (2.97) a,

d%x?
— =0. 2.98
dr? (2.98)
El angulo ¢ en funcién del pardmetro 7 serd:
o(1) = u’T + ¢, (2.99)

donde u? es la velocidad angular y ¢ algiin angulo inicial. La distancia recorrida sobre la esfera en un
intervalo del parametro 7 sera:

As = R(¢(n1) — ¢(10)) = RA¢ (2.100)

La distancia es dada por la longitud de arco de esfera recorrido por la particula; dado a que A¢ es el angulo
abarcado entre dos puntos posicionales de esta, la multiplicacién por el radio R de la esfera retorna el arco
recorrido. De esta forma, la distancia recorrida sobre la esfera entre dos valores del pardmetro 7, sera la
diferencia entre el dngulo final e inicial multiplicada por el radio R.

La ecuacién de desviacién geodésica segun (2.42), es:

VaVaf = =R 5ulu’e?, (2.101)

donde se han utilizado las velocidades en vez del momento. La doble derivada covariante sobre E, se reduce
a:
w (Vo (ugVE®)) = u? (V4u”) (V5EY) + 17V, V5E%). (2.102)

El término V,yuﬁ proyectada sobre la velocidad u” se anula dado a que se obtiene la ecuacién geodésica. La
ecuacién de desviacién se ve reducida a,

WPV, Vg™ = —R%g,5u” 0. (2.103)
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Como la trayectoria de la particula ecuatorial ya esta determinada, servird de referencia para la desviacion

de la segunda. Su velocidad:
i = (0,u®). (2.104)

Se exigirda que su médulo esté normalizado, para lo cual,
ufu, =1, (2.105)
se debe cumplir. Desarrollando con el tensor métrico, queda:
u!guu’ = 1. (2.106)
La métrica es diagonal, reduciendo la expresién a:
u¥u’ gog + uPu®gyy = 0+ (u®)? R?sin?(9) = 1. (2.107)
Asi, la velocidad de la particula ecuatorial sera:

1
o L 2.108
“TR (2.108)

La funcién seno para la particula en el ecuador sera 1 dado a que § = 7, cantidad que se mantiene constante

a lo largo de su movimiento. El tinico elemento no nulo de la velocidad de esta particula es aquel de indice
¢, por lo cual los tnicos elementos no nulos al lado izquierdo de la ecuacién (2.103) serdn:

wPuPV (V™) = —R%grsuP 70’ (2.109)
Para el lado derecho de la expresion anterior se debe sumar sobre todos los indices correspondientes. Para
la componente 6 del vector desviacién &, (2.109) se reduce a:

1
ﬁw(vqﬁ) = —RY yppu?e’u® — RY 4 spu?eul. (2.110)

El desarrollo de la derivada covariante se ve simplificado al notar que todos los simbolos para esta geodésica
ecuatorial son nulos:

1%, = —sin(7/2) cos(m/2) = 0, (2.111)
gy =T% 49 = cot(n/2) = 0. (2.112)

Con ello, estas quedan como simples derivadas parciales en la variable ¢. La desviacién en 6 es dada por,

1 9%¢? ) 1
EW = 781n2(7r/2)@59. (2113)
Simplificando, queda,
8259 p
9¢° +& =0. (2.114)
El procedimiento para la componente ¢ de E es casi el mismo. La desviacién se reduce a:
1 9%
ﬁ 8(52 = —R¢9¢9u¢§¢u9 - R¢99¢u9§9u¢. (2.115)
Dado a que u? es nulo, la ecuacién se simplifica a:
0%¢?
6752 0. (2.116)
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Estableciendo la condicion inicial de la desviacion:

— -

&= (A0,0), £¢=1(0,0). (2.117)

Las soluciones a la desviacién en funcién de ¢, son:

—

€ = (A0 sin(¢),0). (2.118)

Este resultado indica que sobre la geodésica ecuatorial, la segunda particula seguird una trayectoria a la
misma velocidad en ¢ que la primera variando entre —Af y A6, semejante a una circunferencia trazada
sobre la esfera con una desviacién de un dngulo Af por sobre el plano ecuatorial.

Hasta ahora, todo lo descrito es esencial para progresar hacia la teoria gravitacional de Einstein. Sin
embargo, existen ciertas limitaciones que lo descrito hasta ahora no pueden asegurar completamente.

El principio de equivalencia de Einstein garantiza que dada una ley no gravitacional descrita localmente
en un sistema Lorentziano, se cumplird globalmente de la misma forma que lo hace en tal sistema. Esto
implica que se debe distinguir entre local y global dado a que el principio de equivalencia solamente aplica
en el origen local del sistema Lorentziano. Si una ley que no puede ser descrita tnicamente dentro de tal
marco y requiere de una no-localidad, ésta corre riesgo de fallar [1].

Un ejemplo exponente de lo anterior es la ley de conservacién del 4-momento a través del tensor energia-
momento. Localmente este tensor T cumple con que V-T = 0. De manera global, sin embargo, la conservacion
de esta cantidad implica por el teorema de la divergencia que:

/ T°Pdx, = 0. (2.119)
ov

Este teorema, en un espacio de mayor dimensién, implica que al integrar sobre una 3-superficie 9V, el
flujo tensorial T%? devuelve un campo vectorial. Matematicamente, el error se produce al quedar un indice
« libre tras la integracién. Debido a ello se deben transportar las contribuciones respectivas a través de
varios espacios tangentes a un espacio tangente donde por conveniencia seran anadidos. Esto implica que el
resultado de la integral dependera del camino de transporte seleccionado. No existe forma de convenir un
camino especifico o fijo dado a que la mayoria dard un resultado diferente implicando la no conservacion del
4-momento de forma global [1].

Existen algunas formas de generalizar las leyes locales a un formato global como lo es el acople de
curvatura. Estas ideas son méas complejas y requieren un andlisis mas minucioso como para ser expresadas
y desarrolladas aqui. Excluyendo estas leyes y estas particularidades, lo descrito ya es suficiente como para
plantear una teoria relativista de la gravedad.

2.2. Ecuacién de campo de Einstein

La relacién que establece y determina la curvatura provocada por la presencia de densidad de materia
o energia es la ecuacién de campo de Einstein. Esta relacién entre curvatura y la presencia de materia o
energia ya se daba en la ecuacién de campo Newtoniana,

V2® = 47Gp. (2.120)

Se relaciona el origen del campo ® con la presencia de materia p. Esta ecuacién se puede describir con el
tensor de marea £7j. Al contraer sus indices, se obtiene el operador Laplaciano con lo cual queda:

& = AnGp. (2.121)

Un intento por plantear tal relacion, es considerar la aproximacién a baja velocidad, donde es posible consi-
derar: ‘ '
R’g0 = Roo = &7;. (2.122)
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De tal forma que, la ecuaciéon propuesta es:
Rop =4nGTyp. (2.123)

Sin embargo, esta expresion todavia es insuficiente. Durante 1913 y 1915, Einstein tanted con las posibles
ecuaciones de campo para describir a la gravedad. El problema de plantear esta ecuacion reside en la conser-
vacion local del tensor energia-momento que exige que su divergencia sea nula. Por ende, se debe plantear un
tensor G s que localmente cumpla que V-G53 = 0 y que a su vez sea proporcional al tensor energia-momento

[1].

Para plantear tal tensor se utiliza al tensor de Ricci como base dado a que en (2.123) este aparece de
forma natural al compararlo con el tensor de marea. Una forma en que la divergencia del tensor de Ricci sea
nula es a través del escalar de curvatura R y la métrica. De esta forma, se plantea el tensor:

1
Gap = Rap = 59apRt. (2.124)

Este es el tensor de curvatura de Einstein y cumple con la nulidad de la divergencia. Asi, la ecuacién de
campo de Einstein tendra la forma,

1
Gop = Rap — §ga3R =kTus, (2.125)

donde k es una constante a determinar. Esta tltima se determina mediante la aproximacién Newtoniana. La
expresién (2.125) es multiplicada por g®” tal que sus indices se contraen,

1
9°PRop — igaﬁgagR =k g*PT.s. (2.126)

Al sumar sobre el indice «, el escalar de curvatura queda como:
R =—kT,~. (2.127)

Reemplazando esta expresion en (2.125), queda:

k
R,uu + §guyTaa = kT;wa (2128)

desde la cual despejando la componente del tensor de Ricci se obtiene:

1
R, =k (TW - Zgo‘ﬁgm,Tag> : (2.129)

Esta expresién se asemeja a la aproximaciéon Newtoniana (2.123) ya que iguala el tensor de Ricci a una
densidad representada por el tensor de energia-momento multiplicada por una constante. Considerando tal
caso en un sistema Lorentziano con una métrica de Minkowski, las tinicas componentes relevantes son las de
indices 0. Aplicando esta condicion, la expresién anterior se reduce a:

1
ROO = k‘ <TOO — 277007’]00T00> . (2130)

Los elementos métricos se reducen a 1 y el elemento Tpy del tensor energia-momento, corresponde a la
densidad de masa p, reduciendo todo a,

1
Roo = 5]43,0, (2131)
la cual corresponde a la ecuacién Newtoniana (2.120). Consecuentemente la constante k seré:

k = 87G. (2.132)
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Algunas propiedades importantes heredadas de la condicién de nulidad de la divergencia de los tensores
de curvatura, es la identidad de Bianchi para el tensor de Riemann, la cual establece que:

VeR®gys + VR gse + VR ey = 0. (2.133)

Para demostrar esta identidad, se desarrolla la derivada covariante de cada tensor de Riemann, retornando:

VeR% 305 = 0cR% gy + TR g5 — THeg R\ — Ty R%gas — TP s R0 (2.134)
Vo R%g5c = 04 R%gse + T 2R gse — T R \se — T R%gsx — T 5 R gac (2.135)
VsR ey = 05 R gey + T5AR gey — T2 55 R ey — T 5 R gay — T 5, R gex (2.136)

Aplicando las simetrias de los indices del tensor y sumando algunos elementos entre si, la suma de estos tres
queda como:
Ve RY5.5 + VR g5c + VsRY 5y = 0 Ry + TR gy5 — T s R \ys + ..
.t 5‘7Ra556 + Fa,y)\R)‘g(;e — FA,‘/[;RD‘A& + 35Ragw + FO‘(;)\R/\&W — F/\(;gRa)\E,y.
Desarrollando los tensores de Riemann que estdn dentro de las derivadas parciales y cancelando los términos
posibles entre si, se obtiene,
VeR gy + VR gse + Vs R gey = (0%, )T% g5 + I, (0 " 5) — (01 5,) T gy —
= 1’"‘5M(8€F”57) + (851““6“)1““56 + F“W(&;F“BW) — (85FQ,YM)F#,@€ - Faw(&;F“Be) + ...
+ (&vraéu)rﬂﬂe + F”‘(;H(&/F“BS) - (87Faeu)rul35 - Faeu(avrﬂﬂé) + FQGARABW5 B
W= T2 R s + T\ R gse — T s RY\ge + T2 R gey — T 55 R ser

Finalmente, se desarrollan los tensores de Riemann multiplicados por los simbolos de Christoffel retornando:

VR 5y + Vy R goc + Vs R gy = (0L%) T 55 + T (0T 55) = (9L 5,)T" gy —
= D001 gy) 4 (05T )T ge + T (05T gy ) — (0613 ) T ge — T, (051" ge) +
+ (0,75, )T ge + T, (0, T ) — (0,T% )T 55 — T (0,7 s) +
AT (0,T g5) — T A (05T gy ) + TN, TH g5 — T 2T, T g, —
. =T 5(0, ram) + T2 5(06T% ) — TA T, TH 5 + T2 5T, THy +

AT (05T ge) = T2 (0T gs) + T\ 5, T e — T 0T T g5 — .o

- 75(65r o) F T 5(0T%s) — T 5T % T ae + T2 5T T s + ..

oA T (O 5y) = T (0T ) + TaTA T g, — T\ T, T g — ...

o= T255(0.T% ) +T255(0,T%0) — T Ty, + TA5T%, . T = 0.

Todos los elementos se cancelan entre si.
Desde esta identidad es posible obtener el tensor de Einstein G,g al contraer los indices del primer tensor
para obtener al tensor de Ricci, quedando,

VR szs + VaR gsc + VR ger = 0. (2.137)
Utilizando la simetria de indices, el ultimo término se simplifica a:
VERA,(i’Aé + V,\R>\I(356 — VéRAB)\e =0. (2.138)

Multiplicar esta expresién por el tensor métrico ¢%? para obtener el escalar de curvatura, aprovechando la
propiedad V,gq3 = 0, retorna:
VR + V(g R s5¢) — VsR’. = 0. (2.139)
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Para el segundo término, se utiliza la simetria de los primeros dos indices del tensor,
V(=97 0" Rg5e) = Va(—g* R j50) = —VaR .. (2.140)
Reemplazando esto en la expresion anterior, queda:
V.R—V\R) —VsR’. =0. (2.141)

La suma tanto en A como en § son equivalentes para los dltimos dos términos, por lo que estos son iguales.
La expresiéon finalmente retorna:
V.R—2V,R% =0. (2.142)

Dividiendo por 2 y utilizando propiedades del tensor métrico, reduce la expresién a:
1os 5 o s (1
§V (9eR) — V7 (ggaR%) =V igeﬁR — Rge | =0, (2.143)
de donde la ultima expresién, se extrae que:
pe _ 1 ge
Vg | R — 29 R)=0. (2.144)

Demostrando que la divergencia del tensor de Einstein es nula y su obtencion.

2.3. Teoria linealizada de la gravedad

Un campo general relativista es llamado débil si existe un sistema casi Lorentziano global tal que la
métrica sea dada por una perturbacién de la métrica de Minkowski,

Gap = Nap + haﬁ7 (2145)

donde 71,4 es la métrica de Minkowski y h.p alguna perturbacién tal que |hog| < 1, se cumple. En este
sentido el limite Newtoniano puede ser descrito con un campo débil si se cumplen 3 condiciones [1].

La primera condicién exige que los movimientos de las fuentes de gravedad deben ser lo suficientemente
lentos como para que |Oihag| < |0;hag| se cumpla. Los indices j o k denotan una suma sobre indices
espaciales. Las fuentes de gravedad también deberdan cumplir que sus movimientos sean lentos como para
que |T79 < T se cumpla. Y como tltima condicién se exige que los movimientos de los cuerpos sean a
bajas velocidades tales que |u/| < u® se cumpla [1].

Las consecuencias de estas condiciones implican que las componentes de tensiones del tensor energia-
momento serdn lo suficientemente pequefas permitiendo que |T7%| < T% se cumpla. La condicién de la
velocidad conlleva a que: _

w
|u—0| <1 (2.146)

A su vez, la invarianza del médulo de la 4-velocidad implica que:

—(?)? + (W) = (u")? (—1 + EZQZ) =-1 (2.147)

Aplicando la expresién (2.146), se obtiene que:

—(u®)? =~ —1. (2.148)
Este resultado se reduce a que,
dt
0
=— =1, 2.149
u’ = (2.149)



se cumpla, recuperando la universalidad del tiempo Newtoniano.
La ecuacién geodésica también recibe modificaciones. Esta viene dada por (2.19), desde la cual:

U (O’ +T° zut) = 0. (2.150)
La suma sobre el indice « del primer elemento se divide en parte una temporal y espacial,
(u08y 4 u?9;) (u?) + uT? pyu* = 0. (2.151)
La universalidad del tiempo permite reescribir lo tltimo como un operador diferencial, tal que,

(% +7-V)(0%) + u°T? yu = 0. (2.152)

Para los simbolos de Christoffel segiin la conexién de Levi-Civita también se ven reducidos con las condiciones
de aproximacién, a:

« 1 «
% = P P(Ouhpy + Ovhyp — Ophy). (2.153)

La métrica inversa se aproxima a la inversa de Minkowski dadas las condiciones establecidas. Las componentes
de los simbolos de Christoffel estdn multiplicadas por los elementos de la 4-velocidad las cuales al cumplir que
|u?| < 1y estar multiplicadas entre sf, seran lo suficientemente pequefias como para despreciarlas. Separando
en componentes temporales y espaciales, los elementos de los simbolos retornan:

Falw = Faoo(uo)Q + 2I‘O‘oju0uj + I‘O‘jkujuk. (2154)

El pentltimo y dltimo término se anulan, dado a que estan multiplicados con algiin simbolo con elementos
|hap| < 1. Queda como no nulo solamente el primer elemento cuyo simbolo queda como:

1
%0 = in“”(aohpo + 80h0p — (9ph00). (2155)

Las derivadas temporales de h,g son despreciables segiin las condiciones establecidas y consecuentemente
los simbolos se reducen a:

1
[0 = —§?7apaphoo (2.156)
Aprovechando la propiedad de la diagonalidad de la métrica inversa, todo se reduce a:
1
Faoo = _inaaaahO(} (2157)

En este limite de campo débil no es necesario considerar la ecuacién geodésica temporal dado a que esta es
aproximada por (2.149). Dado a que ya se conoce y es suficiente con esta aproximacion, solamente son de
interés las componentes espaciales de la 4-velocidad. La ecuacién de movimiento sera:

duj 1 8h00
—_— = - 2.1
dt 2 Oxi”’ (2.158)
donde se ha hecho: p 9
— == +47-V. 2.1
primlie +v-V (2.159)

La expresién (2.158) es similar a la ecuacién de movimiento Newtoniana (1.14), con lo cual es posible
relacionar hgg con ® tal que:
hoo = — 2. (2.160)

Por ende, la métrica en esta aproximacién Newtoniana sera:

ds? = —(1 4 2®)dt> + (8,1, + hjx)dw? da® + 2h; dt da?. (2.161)
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El tensor de Riemann también se ve simplificado en este limite de campo débil. En base a las condiciones
establecidas, se ve reducido a,
R%gy5 = 671“55 — 851_‘0‘%3. (2.162)

Los términos de los simbolos multiplicAndose entre si se desprecian al ser las derivadas de h,g al cuadrado[4].
Desarrollando cada simbolo se tiene,

1

g5 = 577’10‘(85%6 + Oshga — Oahgs), (2.163)
1

I8 = 50" (Oyhap + hya — Daltyp). (2.164)

Se han aplicado las propiedades de los indices del tensor métrico inverso, dejando todo en funcién de un
mismo indice «, el cual es fijo en este caso. Reemplazando en el tensor de Riemann, queda:

1
Raﬁ'yé = §naa(8765ha5 + 8765]1301 — 676ah55 - (9587/7,043 — 858[3}17“ + 856ah7ﬂ), (2.165)
desde la cual, el segundo y cuarto términos se cancelan entre si dejando,

1
f?’]aa(avaghms — 870ah55 — agaghva + 853ah75), (2.166)

Ra/B'Yé = 2

o equivalentemente,
1
Ropgys = i(afyaghms — 5.yaah55 — 5'53ﬁh»ya + 858ah7ﬁ). (2.167)

Utilizando esta expresién anterior es posible determinar el tensor de marea segtin la aproximacién Newtoniana
dada por (2.44). Realizando la contraccién temporal retorna:

1
Ropos = 5(308gh05 + 5580h05 — (9080}155 — 5585}100). (2.168)
Los primeros 3 términos se pueden despreciar dado a que contienen la derivada temporal de h,g. De la

misma forma, al sumar sobre los indices 5 y ¢ se anulardn los términos temporales, dejando componentes
espaciales, reduciendo el tensor de Riemann a:

1 0 [(0hgo
Rojor = 590 < 9k ) . (2.169)
Segun la relacién (2.160), esta ecuacién queda como:
0?®
Rojor = 5557 = Eiks (2.170)

recuperando la ecuacion de fuerzas de marea Newtoniana.

Esta es la teoria linealizada de la gravedad; al realizar una perturbaciéon de una métrica Minkowskiana
de orden lineal, permite describir la gravedad Newtoniana de forma aproximadamente relativista. Existen
diversos sistemas universales que pueden modelarse utilizando esta teoria dotados de un campo débil.

Es posible tomar este modelo de campo débil e ir removiendo condiciones para modelar situaciones mas
reales, como haces de particulas relativistas o campos electromagnéticos. Al ser esta formulada como una
perturbacion lineal sobre un sistema global Lorentziano, conforma una alternativa a una teoria de campo en
un espacio-tiempo plano [1].

Al levantar las condiciones de bajas velocidades sin alterar las perturbaciones débiles de h,g, el tensor
de Riemann seguird siendo dado por (2.166). La contraccién para el tensor de Ricci, devuelve:

R, = R\, = %(axaﬂhm + 0, 0\h* . — O Onhyy — 0,0,h7 ). (2.171)
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A partir de este resultado, el escalar de curvatura es,
1
R= 5(8,\8uh>‘# + 8,\6Mh>‘“ - 8>‘6,\h“u — 8"8Mh’\>\) = 8,\8Hh’\“ N (2.172)
donde h = h*y. Consecuentemente el tensor de Einstein es dado por:
1 A A A At A
G = 5(8,\8Hh v+ 0,0\, — 0" O\hy — 0,000 — 1, (0N, R — 07 O\R)). (2.173)

Esta expresién da paso a las ecuaciones de Einstein para un campo débil. Este tensor se puede simplificar
realizando el cambio de variable[1][4]:

hap = hap — %%Bh. (2.174)
Contraer este tensor retorna:
h = hagn™® = h — %h = —h. (2.175)
Despejando hqpg queda,
hap = hap — %T]agil, (2.176)

y reemplazando esta en la expresién del tensor de Einstein, da:
1 AT 1 AT AT 1 AT Ao 7
Gy = 3 0,0 by — inu,\ﬁya h+0,0"hyx — 577,,\@3 h—0%0\huy + ...

1 - - - 1 - -
R 577,“,@8% + 0,0,k — 1,07 hyg + 5 uwOrsh — nwam%) :
Esta expresion se reduce cancelando términos entre si, resultando en,

GMV = (auaAﬁuA + aua)\ﬁy)\ - 8A6)\BMV - nuya)\aﬁﬁ)\ﬁ) y (2177)

1
2
simplificando la ecuacion de Einstein para la aproximacion de campo débil.

Desde (2.177) se realiza la transformacién de coordenadas a un sistema 2'®, tal que[1][4],

= + £ (2.178)

con £%, un desplazamiento vectorial infinitesimal. Dada una relacién de transformacion entre sistemas de
./ ’
coordenadas, el elemento de transformacién T , es dado por [2]:

ox'
THg = —. 2.179
B 9P ( )
Por ende, la expresion (2.178) tiene como transformacion:
oz’ o
=0 —. 2.180
Oxh 8t Oxh ( )
Tgualmente, la transformacién inversa es dada por:
x® =2’ — &2, (2.181)
" ox® o0&
€z «
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Transformando la métrica g,g, retorna:
gtlxﬁ = (6aa - aga) (6ﬁﬁ - 8,@55) (77043 + hozﬁ) = (6(1&555 - 5B,38a§a - 6aaaﬂ§ﬁ) (naﬁ + hozﬂ)' (2'183)

Dado a que £%, es un desplazamiento vectorial infinitesimal, cumplird que |0,£%| < 1, por lo que términos
de orden cuadratico de estos términos se desprecian. Igualmente al multiplicarse estos términos con hug,
también seran despreciables. El desarrollo retorna,

Gop = Nap + hap — Dabs — Ipta. (2.184)

La métrica g/, 5 al ser equivalente a g,p transformada, se puede expresar como la métrica de Minkowski mas
alguna perturbacioén h;, 5, tal que:

ggﬁ :nangh;ﬁ. (2.185)
Esta expresién junto con (2.184), implican que la transformacién de la perturbacién es:

hog = hap — Oats — Opta (2.186)

Esta transformacién en la teorfa linealizada de la gravedad es el equivalente a una transformacién de Gauge [4].
Esta no afecta al tensor de Riemann resultante pero si a las perturbaciones hqg y a hqs [1]. Para h'aﬂ, se
tiene:

d 3 = ! 3 — —TNa @h// == h/ag - (9(158 - 8;9504 2”(1/3(}7’ n b Ol&ﬁ n b ,6&0»7 ( . )
que se ve reducida a:

1 _
h/ocﬁ = (hozﬂ - 277aﬂh> + (a)\fA - aa&ﬁ - aﬂfa) = haﬁ - 80cfﬁ - aﬁfa + naga/\fk- (2-188)
Reemplazando en (2.177), queda:

1 _ _
G = 500 (hjux + Ouéx + OnE = Mur0aE™) + 00 (i + B + 0rEw — MrBal™) — ...
e = NNy + Ol + 00 = N 0al™) = 0w 0% (W5 + 0xEp + Fpén — Mrp0al™)),

o expresado de otra forma,

G = %(ayaf'M + 0,0\ — 0NN, — 0O 0P g + 20,0, (0a€™) — 20,0, (0al®™) + ...
oo N 0O (00 €) — 107 0° (0xEp + Ipén — Mr30al™)),

de los cuales, hay términos que se cancelan o se anaden entre si. Esto finalmente reduce el tensor de Einstein
a:
1 _ _ _ _
Gy = 5(ayaA ' 0,0 ]\ — 03N, — 00 0P R p). (2.189)

Esta transformacién de Gauge modifica al tensor de Einstein quedando igual que (2.177) pero en términos
de h’aﬁ. Sin embargo, es posible exigir a esta transformacién que cumpla que [4]:

9%,z =0, (2.190)

desde lo cual, desarrollando con (2.188) se obtiene:
9l = 0°hag — 0°0as — 0° 0pla + 0a0xE* = 0%hap — 07050 =0, (2.191)
reduccion dada al sumar sobre los indices 5 y A. Esto se traduce en una condicién de Gauge mas especifica,

DONEo = 0P hop. (2.192)
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Al cumplirse esta condicién en la forma (2.190), la ecuacién (2.189) se reduce simplemente a,
—laxa*ﬁ’ , =87 Th, (2.193)
2 Iz
o bien, reemplazando las derivadas como un operador D’alembertiano,
Oh;,, = =167 T}, (2.194)
quedando similar a una ecuaciéon de onda.

La condicién (2.190) es el Gauge de Lorenz gravitacional y por analogia con la teoria electromagnética,
se sabe que la solucién de (2.194) serd [1]:

_ AT, (t — % — x/), %'
h;W(t,x):/ ot = X =X, %) 4y (2.195)

[x — x|

con t' =t — |x — x/| equivalente al tiempo retardado del electromagnetismo. Este andlisis demuestra que
las variaciones dindmicas de la energia o el momento deben generar ondas gravitacionales que se propagan
desde la fuente que las generé y a la velocidad de la luz.
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Capitulo 3

Soluciones esféricas de las ecuaciones
de Einstein

3.1. La métrica de Schwarzchild

Tiempo después de que Einstein publicase su ecuacién de campo, la primera solucién fue encontrada por
Karl Schwarzschild. Esta adopta una simetria esférica con un tensor energia-momento nulo desde los cuales
la métrica adopta la forma [1]:

2M 1
ds? = — (1 _ ) dt? + ——————dr® 4+ r2d6? + r*sin*(0)dp?, (3.1)
r (1 B 2M>

r

donde M es una constante de integracion. Esta métrica representa la curvatura producida en el vacio por
una masa M, que también puede representar el exterior de una estrella estatica o bien, un agujero negro.

Esta métrica se deduce al proponer un intervalo ds? esférico cuya parte radial y temporal estén mediadas
por funciones de r, tal que,

ds® = —A(r) di* + B(r) dr’ + r*d§ + r* sin®(9)d?, (32)

desde la cual es posible determinar los simbolos asociados a esta y consecuentemente determinar el tensor
de Einstein correspondiente, con la cual una serie de ecuaciones diferenciales derivadas desde la ecuacion de
Einsitein retornaran las funciones A(r) y B(r) reduciendo la métrica a (3.1).

Los simbolos se pueden determinar con el método geodésico. Dada una métrica g,,,, el Lagrangiano de
alguna particula dentro bajo esta serd dado por:

L= g, @i, (3.3)

desde el cual, el Lagrangiano sera,

2M 2 1 -2 242 2 .2 12
£<1T)t +@T’ +’I"0 —+r Sln(0)¢. (34)

T
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Las ecuaciones de Euler—Lagrange retornan:

. 2M 1 :
Pt —2@7% =0, (3.5)
. M 2M\ . M 1 . 2M\ . . 2M N
7+ = ( - r) 2 — ﬁ@r2 —r (1 - r) 0 — rsin®(0) <1 - 7a> »* =0, (3.6)
6+ %rG — sin(f) cos(h)¢? = 0, (3.7)
¢+ %fnq’b +2cot(0)0¢ = 0. (3.8)

Estas son ecuaciones geodésicas y consecuentemente deberan contener la informacion de los simbolos mul-
tiplicados por dos componentes de la 4-velocidad desde donde se extraen sus componentes, quedando estos
como,

M 1

Ftr — I‘\t y=— 3.9
e ey .
M 2M
IM"y=—(1-— 3.10
=tz (1-2). (3.10)
M 1
A S 3.11
7 (- 20) 1
Frg,g = —T (1 - W) 5 (3.12)
T
2M
I 4y = —rsin’() (1 - r> ) (3.13)
Iy =T, = .. (3.14)
r
Y, = —sin(f) cos(6), (3.15)
1
[%.4=0%, = - (3.16)
F¢9¢ = F¢¢9 = COt(e). (317)

Estos resultados se comprueban con el uso complementario del software “Maxima’”. Este es capaz de realizar
operaciones tensoriales en espacios curvos. Definiendo la métrica (3.1) dentro del programa y calculando los
sfmbolos, retorné los mismos resultados que (3.9).

La figura 3.1 muestra estos resultados en “Méxima”. Las primeras lineas muestran la métrica introducida,
el resto de lineas muestran los simbolos de Christoffel calculados, denotados por las siglas “mcs”. Los nimeros
1, 2, 3 v 4 que acompanan a estos corresponden a los indices ¢, r, 8 y ¢ respectivamente. En la notacion del
programa el tercer numero indica el indice superior del simbolo, mientras que los dos primeros denotan sus
indices inferiores.

Considerando la métrica (3.1) también es posible establecer un sistema de coordenadas ortonormal dado
por los vectores unitarios:

1 2 1 t
6= e, S RS 3.18
P /T 2Mr V1—2M/r (3.18)
2M R 2M
epr = 1-— 767‘7 er = 1— 767.7 (319)
1 ;1
€5 = o, e = ;69, (3.20)
1 5 1
o $_ o 3.21
%7 rsm@ ¢ T rsin(0)© (3:21)
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done

Figura 3.1: Métrica y resultados de los simbolos de Christoffel calculados en “Maxima”.

Cambiar el indice a una forma covariante o contravariante invierte al factor de transformacién entre coor-
denadas al despejar un vector unitario con respecto al otro. Esto implica que las transformaciones de un

sistema a otro cumplen que:
A 1

T = —. 3.22
Utilizando estas transformaciones, la métrica de este nuevo espacio sera:
9o =TT gug- (3.23)

Estas transformaciones comparten la propiedad diagonal de la métrica; sus tnicos elementos no nulos seran
aquellos de indices iguales entre si. Consecuentemente la nueva métrica es:

gt = ()" gu = ﬁjlu/r) <1 - 21”) =1, (3.24)
giv = (T"5)° gy = (1 - 27M> m =1, (3.25)
966 = (T%)" 900 = %27"2 =1, (3.26)

95 = (T¢q3)29¢¢ = 7«2311112(9) r?sin(0) = 1. (3.27)



Esta métrica es igual a la de Minkowski, al igual que su inversa. El producto entre los vectores unitarios sera
dado por, A B B
e%es = esean”T = T’ 17 zes5 €517 (3.28)
La multiplicacién tensorial de los vectores unitarios es y e, conforman el tensor métrico[2]. La operacién
finalmente retorna: X
. 5 s . .
ey =T°5T7 59501 = s 5n™" = 6%, (3.29)
demostrando que los vectores de este sistema son ortonormales. Estas transformaciones también permiten
convertir los simbolos de Christoffel y el tensor de Riemann. Cabe notar que los simbolos no transforman
como un tensor dado a que no lo son. Estos transforman, segin|2],

O L S
By 9x8 gpb OV M §uB OxV Dxrdxv’

(3.30)

Las derivadas se pueden igualar a los elementos de transformaciéon 7%g y T4” segtin corresponda. Utilizando
?Maxima“ para realizar estas transformaciones, se obtienen:

. M\/1-2M/r M
It = = , (3.31)
r2 —2Mr r2\/1—2M/r
. Mr—2M* M (3.3
BT (L —2M/r)32e3 T 2 T oMjr '
) M M\/T=2M
7 = "y (3.33)

T e2/1-—2Mjr  r:-2Mr
. —2M V1—2M
oo " S /7", (3.34)

90 2 /T—2M]r r
o M 77\/1—2M/7~, (3.35)

96 y2./T—2M/r r
; V1I—2M
po_ V1=2M/r (3.36)

70 r ’

s, = —COtr(e), (3.37)
ré,, = @ , (3.38)

%, = COtT(H) (3.39)

La figura 3.2 muestra los resultados entregados dentro del programa. Algunos de estos han sido simplificados.
Utilizando el mismo programa se determinan las componentes del tensor de Riemann:

2M

Rtrtr = _7’737 (340)
Mr —2M?

Rigro = 2 (3.41)

M
rro — — 5 42
Rirgro Vi (3.42)
Mr —2M?)sin’(0

Rigrp = ( 2 )sin’( ), (3.43)
M sin?()

o = — 2 9) 44

Rrgrg o (3.44)

Rospp = 2Mrsin®(0). (3.45)
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mcs[1,2,1]*Tdr*Tdt*Tit; mes[d,d,2]*Tdph*Tdph*Tir;
2 M
M sqrt(l - —-)

sqrt(l - -—-) r
=
mes[2,3,3]*Tdr*Tdth*Tith;
mes[1,1,2]*Tir*Tdt*Tdt; 2N
sqrt(l - ---)

2 M3/2 3
a---—) o mes[3,4,3];

e
rxTdr*diff(Tir, r); mes[d,4,3]*Tdph*Tdph#Tith;

2 M cos(theta)
M sqrt(l - ---) N
; = r sin(theta)
mes[2, 4, 4]*Tdr*Tdph*Tiph;

2 M
sqrt(l - -—) r r r sqrt(l - ---)

= r

ratsimp(%);

mcs[3,3,2]*Tdth*Tdth*Tir; mcs[3,4,4]*Tdph*Tdth*Tiph;
cos(theta)

r sin(theta)

sqrt(l - -=—=-) r
=

Figura 3.2: Simbolos de Christoffel transformados a la nueva base en “Maxima”.

Las componentes transformadas segin esta nueva base seran (utilizando “Maxima”),

2M

Ry = =R (3.46)

2
Rigig = % = % (3.47)
Rigeg = _W = _%7 (3.48)
Rigig = % (3.49)
Rijg = —%, (3.50)
Rys94 = 2%»4 (3.51)

La forma de la métrica (3.1) describe simetrias implicitas dentro de si. Si se dejan tanto ¢ como r
constantes, la métrica se reduce a:
ds® = r?d6* + r?sin?(0)dg?. (3.52)

Esta corresponde a la superficie de una esfera y da a entender que la métrica de Schwarzschild posee una
simetria esférica. Debido a que (3.52) representa una superficie, implica que a r y ¢ constantes cualquier
circunferencia descrita sobre esta serd de 2w y poseerd un &rea de 4w r2. Esta descripcién da a entender
que la coordenada r es radial de manera que pueden ser entendidas a través de una circunferencia o una
superficie. Sin embargo, no es posible asegurar que r sea la distancia propia efectiva entre el origen y la esfera
descrita, dado a que el espacio estd curvado en esta direccién [1].

Otra notoriedad de esta métrica ocurre a grandes distancias de r. Cuando esta tiende a valores mucho
mayores que M, esta se aproxima a:

ds® =~ —dt* + dr? + r*(d6? + sin?(0)d¢?). (3.53)
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Esta se aproxima a un espacio tipo Minkowski. Esto implica que la métrica es asintoticamente plana y mas
aun, que las coordenadas se vuelven Lorentzianas pudiendo establecer un sistema de referencia Lorentziano
aqui. Estas indicaciones también llevan a entender que esta métrica es generada por un cuerpo en un universo
aislado.

Es posible considerar una aproximacién en serie de Taylor para un radio lo suficientemente grande como
para que la gravedad sea débil y a su vez que no conforme un espacio-tiempo Lorentziano plano, en torno a
la variable © = M /r para la parte radial de la métrica (3.1) y a primer orden. Realizando tal aproximacién:

~ 1+ 2z, (3.54)
desde lo cual la métrica se reduce a:
2M 2M
ds®> = — (1 - r) dt* + (1 + r) dr?® 4 r%(d6? + sin?(0)dp?). (3.55)

Esta posee una forma similar a la métrica de la teorfa linealizada de la gravedad (2.161), desde la cual se

puede establecer que:

M
P=—. (3.56)

Esta expresién corresponde al potencial gravitatorio Newtoniano. Esto también conlleva a interpretar que
M corresponde a la masa del cuerpo que genera esta curvatura [1].
Existen otras similitudes con la teoria Newtoniana. Desde esta se establecia que el periodo orbital de un

cuerpo serd [1],
3\ /2
T=2r|— 3.57
)" -

en linea con los postulados de Kepler. De manera equivalente, es posible considerar una geodésica que sea
equivalente a una drbita perfectamente circular. Una o6rbita de este tipo poseerd un radio r y un angulo
6 constantes. Por simplicidad, ésta se describe en el plano ecuatorial a § = 7/2. Las tnicas componentes
variables seran t y ¢, devolviendo las ecuaciones geodésicas:

dt
— =0 3.58
2o, (359)
do
— =0. 3.59
dr ( )
Sin embargo, al revisar la ecuacién geodésica radial se obtiene:
d T
T (1) 4+ T (1) =0, (3.60)

donde es posible anular la derivada de la velocidad radial, reduciendo todo a:

d¢/d7’ 2 - Frtt
(dt/d’l‘) o _FT¢¢. (361)

Reemplazando los simbolos determinados, la expresion anterior se reduce a:

dpdr do | M M
drdt  dt \| 3 sin2(7r/2) V3 (3.62)

La cantidad de tiempo ¢ necesario para que se cumpla una vuelta en esta 6rbita es dada por la integracion,

/ng dp = \/TMS/OT dt, (3.63)
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desde la cual, el periodo de tiempo resulta en:

T =2\ — (3.64)

igual al periodo orbital Newtoniano (3.57). Este resultado aplica de forma independiente a la intensidad del
campo siendo este indistinguible entre la teoria relativista y Newtoniana.

Al progresar a un radio de menor tamano donde la curvatura se vuelve mas intensa y especialmente
en torno a r ~ M empiezan a ocurrir ciertas notoriedades con la métrica (3.1). En cuanto se cruza desde
r>2M ar < 2M, los signos de la variable t y r se invierten en la métrica y las geodésicas tipo tiempo se
vuelven tipo espacial. Esta inversion del signo presenta un problema en la interpretacion conceptual de esta
region. Més atn, existe una discrepancia matemética para r = 2M, conocido como radio de Schwarzschild o
radio gravitacional y este representa un horizonte de eventos.

A pesar de que existe una simetria esférica para la métrica de Schwarzschild, este no siempre seré el caso
general y a veces se requeriran de distintas geometrias para describir otros tipos de soluciones a la ecuacién
de Einstein. Existen métricas que requieren de otras geometrias para su descripcién, como lo es la métrica
de Bertotti-Robinson consistente en un universo dotado con con un campo magnético uniforme. Esta es,

ds® = Q*(—dt* + sin’(t)dz? + d#* + sin*(0)d¢?). (3.65)

Es facil ver que la coordenada temporal es dada por ¢ dado a que esta posee un signo negativo dentro de la
métrica como se da en otros casos como (3.1) o (1.5), mientras que el resto de coordenadas serdn espaciales.
Si obligamos a que t y z sean constantes, el universo poseera una simetria esférica perosity 8 6ty ¢ son
constantes, el universo poseerd una simetria cilindrica manteniendo el cuidado de que el valor de t permita
esto. Otra diferencia significativa con las métricas ya mencionadas y con respecto a (3.65), es que esta tiende
a no ser plana para ciertos valores de t y tampoco es asintéticamente plana dado a que esta siempre estara
escalada por un factor Q2 para cualquier coordenada.
Consideremos que tanto z como 6 y ¢ son constantes y la evolucién de t sea dada por:

t= (3.66)

ol

La ecuaciéon geodésica de t es:

e (u)? =0 (3.67)
ar tt =0. .
La velocidad u' derivada desde (3.66) serd 1/Q y por ende su aceleracién serd nula, reduciendo la ecuacién

geodésica a:

1
@Fttt = 0 (368)

Esta expresa que la geodésica en ¢ solamente es dada por (3.66) y desde la cual la 4-velocidad es dada por:

1

u® = 70,0,0> . (3.69)
(Q

Esto condiciona a que, independiente de que este universo sea periddicamente curvo en funcién de ¢, la

geodésica de t sea constante y sea tipo tiempo:

1
Q
Para observadores estaticos espacialmente, la geometria del universo no cambia mas alld que lo descrito por
la métrica. Segun el resultado (2.26) la principal simetria que es posible describir para esta métrica es en la

direccién de ¢ por la independencia que (3.65) posee de esta variable. La geometria estd condicionada para
que un observador estatico vea un campo eléctrico nulo y un campo magnético uniforme en la direccién z.

ubuy = (ut)Qgtt =——Q%=-1. (3.70)
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3.2. Interior estelar

Antes de proceder a determinar el comportamiento de la gravedad en presencia de materia, es necesario
revisar teoremas importantes de la relatividad general. El primero es el teorema de Birkhoff, el cual asegura
que la solucién de Schwarzschild es la tinica solucidon con simetria esférica para la ecuacién de Einstein en
el vacfo [1]. En términos técnicos, dado un sistema coordenado z* con una métrica g;,5 dotado con una
simetria esférica que no coincida con la métrica de Schwarzschid y que conformen una solucién de vacio de
la ecuacién de Einstein, este asegura que existe una transformacién de coordenadas desde z'# a z, cuya
métrica transformada sea aquella de Schwarzschild (3.1).

Lo anterior es aplicable a una estrella perfectamente esférica y aislada o alejada lo suficientemente de
otras distribuciones de masa para poder despreciar sus efectos de alteraciones a su gravedad. Dado a que
una estrella es una distribucién de masa esférica, la simetria de la curvatura que provoca también lo seré.
Desde el teorema de Birkhoff se deduce que como la métrica que representa la gravedad afuera de la estrella
(en el vacio) posee una simetria esférica heredada de aquella de la distribucién de masa, entonces la solucién
de vacio por la curvatura generada en el exterior de una estrella serd dada por la métrica de Schwarzschild.
Si esta estrella posee una superficie dada por 47 R? y una circunferencia ecuatorial 27 R, la superficie de ésta
se ubicard en r = R.

Las particulas sobre la superficie de la estrella estardn modeladas por la métrica de Schwarzschild bajo
geodésicas temporales y estaticas espacialmente en r = R con angulos 0 y ¢ fijos; su Uinico movimiento sera
en la direccién temporal ¢. La geodésica de estas particulas es:

d t
% =0, (3.71)
y consecuentemente el médulo de la 4-velocidad:

utuy, = uluy = — (1 - 2]];4) (ut)2 . (3.72)
Para asegurar que esta geodésica sea tipo tiempo, el radio R de la superficie debe ser mayor a 2M para
mantener a g negativo. Esto adicionalmente condiciona a que la minima circunferencia posible para una
estrella sea dada por 47 M.

El sol satisface esta condicién por un gran margen con un radio R ~ 7 x 10° [km] y un radio de Sch-
warzschild Ry = 2,953 [km][1].

Un ejemplo maés ilustrativo del teorema de Birkhoff se presenta a continuacion. Consideremos la métrica,

1— M/(2r)\> Mm\*
ds® = — ( ——=L ) dt® + (14— | [dr? +7%(d6* + sin®(0)de® 3.73
(53 Yl e (0)ds?)] (373)
correspondiente a una solucién de vacio de la ecuacién de Einstein. Esta solucién posee una simetria esférica
visible a través de los diferenciales y en consecuencia el teorema de Birkhoff asegura que existe una trans-
formacién desde esta métrica a (3.1). La transformacién sugerida de forma natural por la comparacién del
elemento ggg entre (3.73) y la métrica de Schwarzschild es:

M\
T2 = f2 (1 + 2F> s (374)
o de manera simplificada,
M\ 2
r="r (1 + 27") . (3.75)
Desde esta se establecen las relaciones,
M2
;:@+% , (3.76)
27 + M)?
po GTEME (3.77)



que seran utilizadas.
El elemento gy de (3.73) transforma como:

B (1 —M/(2f)>2 _ T(r— M)

rMjen) T r a2 (3.78)

donde se ha utilizado la primera propiedad de (3.76). A continuacién se desarrolla el polinomio resultante
del cuadrado y se divide por el factor correspondiente:

Este resultado se comienza a parecer al término temporal de la métrica de Schwarzschild. Desarrollando més

aun,
1—M/(2F)\> A4 M2 M
_ (AN (A MY (3.80)
1+ M/(2F) 47r r
desde donde se completa el cuadrado del niimerador, retornando:
C(1=M/R)N\? (@ M)?2—4AMF M\ (@ +M)?? M M (3.81)
1+M/(2F)) 4rr r ) 4rr r r )’ ’

La segunda identidad de (3.76) indica que el término sobrante es igual a 1, reduciendo todo a:

1 - M/(27)\ 2M
_ [CONT_ (M 7 (3.82)
1+ M/(27) r
igual al elemento g4 de la métrica (3.1).

La transformacién del elemento g, debe considerar la transformacién del elemento de linea dr?. Este se
determina en base a la derivada de la transformacién (3.75),

dr M\% M M M M
df_(Hzf) —F<1+2f>_(1+2f) (1—277), (3.83)

desde la cual aplicando el teorema de la derivada de la funcién inversa, el elemento de linea transformado
queda como:

=))2
grr di? = (1 LM L p2 = QX M/@)” o (3.84)

2r) (14 M/27)2(1 — M/27)? (1—-M/(27))?

Este resultado es el mismo que (3.82) pero invertido y con una diferencia de signo, con lo que el resultado

de la transformacion es,
1

(1-29)

igual al elemento radial de la métrica de Schwarzschild. Las transformaciones de los elementos ges y gee ya
estdn dados por (3.75) y consecuentemente transforman al elemento de linea de Schwarzschild.

Una particularidad de utilizar la métrica (3.1) en el vacio para el exterior de una estrella, es que modificard
acordemente la medicién del tiempo. Esto a su vez debe modificar la frecuencia de los fotones emitidos en
la superficie acorde a como se vayan moviendo. Consideremos un atomo en la superficie de la estrella que
emite un fotén a una frecuencia v, en este sistema de referencia. Como este es un sistema localmente
Lorentziano, puede ser representado con los vectores ortonormales unitarios definidos en (3.18). Como este
sistema es localmente Lorentziano, admite que al emitirse el fotén, de manera instantanea su 4-momento sea
dado por aquel que seria descrito en un espacio de Minkowski. La componente temporal corresponde a la
energia del fotéon que desde la mecanica cudntica es:

Grp dP? = dr?, (3.85)

E = hv, (3.86)
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donde v es la frecuencia y h la constante de Planck. Equivalentemente, en unidades naturales,
E=27v. (3.87)

El 4-momento del fotén serd dado por:

' = (E/¢,p) = (27 Vem, D) - (3.88)

De la misma forma cuando el fotén llega al infinito donde la métrica es plana, se recupera el 4-momento
Lorentziano pero esta vez su componente temporal representa la energia medida segun al frecuencia medida
en el infinito,

Es = hvg = 2T V. (3.89)
Ambas componentes temporales del 4-momento no dependen del tiempo ¢, ni tampoco lo hace la componente
temporal de la métrica. Acorde con el resultado (2.26), esto implica que la componente temporal del 4-
momento serd una cantidad conservada a lo largo del movimiento del fotén. Al conservarse esta cantidad, las
componentes temporales de los 4-momentos deben ser iguales entre si. El valor Fe,, al inicio del movimiento
se debe transformar desde el sistema Lorentziano local al sistema de coordenadas dado por la métrica de

Schwarzschild, retornando: )
p' =T p" =27 Vem/1 — 2M /R = 27 1oy, (3.90)

donde R es el radio desde donde se emite. Expresando esto acorde con la longitud de onda, se obtiene:

A;m — /1= 2M/R, (3.91)

o bien, expresando en funcién de la diferencia de longitudes de onda resulta en,

Ac>o - >\em 1
_ Y (3.92)

)\em \/1—2GM/(7”02)
recuperando las constantes respectivas. Esto implica que la gravedad genera un corrimiento de la frecuencia
o longitudes de onda electromagnéticas emitidas.
Para la tierra, el factor de corrimiento calculado aproximadamente es,

Aoo
-~ 1+6,9536 10719 (3.93)
em
implicando que no es tan notable y casi despreciable. Para el sol, el factor calculado es:
Aoo
o~ L+ 2,1225 1075, (3.94)
em

que tampoco es tan significativo como para poder medirlo. Un caso hipotético sugerido es la luz emitida por
una estrella de neutrones con un radio de 10[km] y una masa 1,4 veces aquella del sol. Tal estrella poseeria
un coeficiente de corrimiento:

Aso
>\em

~ 140,84, (3.95)

mucho mas notable.
Continuando con el interior estelar, para determinar la curvatura en esta region, es necesario modificar
la forma de la métrica (3.1). Esta nueva métrica poseerd una simetria esférica e introducird las variables t y
r, retornando:
ds® = ggdt? + 2gz.dtdr + gr.dr® 4 r*(d6? + sin?(0)dp?). (3.96)

Esta métrica conserva la simetria esférica pero anade nuevos términos cruzados para la variable temporal
y r, haciendo de esta un caso mas general. Es posible recuperar la forma de la métrica de Schwarzschild
realizando la transformacién de coordenadas:

F=t— / <Zzt> dr, (3.97)
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desde la cual el diferencial dt seré:

df = dt — 22 qr. (3.98)
git
Reemplazando en la métrica propuesta (3.96), se obtiene:

— 2 — —
ds* = gz | dt® + <gtr) dr? — 297 g gy + 29z, (dt — gtrdr) dr + ...
git git git

ot Gor dr? +172(dO? + 1% sin®(0)do?),
que simplificando, se reduce a,
2
ds? = ggdt® + (gM - (g”)> dr? + r%(d6* + r? sin®(0)d¢?), (3.99)
git
que posee una forma equivalente a (3.1). Por conveniencia esta métrica se reescribe en funcién de exponen-
ciales, reduciéndola a:
ds? = —e*®dt? + e*Mdr? 4 r?(d6? + sin®(0)d¢?). (3.100)
Estos nuevos coeficientes se eligen debido a que su expansién en serie de potencia retorna una métrica similar
a (2.161) [1].
El dltimo factor necesario es el tensor energia-momento asociado a una estrella. Esta se aproxima muy
bien como un fluido, por lo que se utiliza el tensor de energia-momento de un fluido perfecto dado por [1]:

v 1 v v
™ :C—z(p—i—P)u“u + Pg"”. (3.101)

Se asumird que cada punto dentro del fluido estd espacialmente estdtico, por lo que la tinica componente no
nula de la 4-velocidad es la temporal.
La invarianza del moédulo de la 4-velocidad retorna:

u'u, = —e*® (ut)2 =-1, (3.102)
de lo cual se concluye que:
ut =e”?. (3.103)

El fluido debe acelerar con respecto a observadores inerciales, debido a que se mantiene estatico en presencia
de curvatura. Esta aceleracién no es en las direcciones angulares 6 y ¢, y tampoco puede ser temporal por
la ortonormalidad de la 4-velocidad con la 4-aceleracién [1][2].

Desde la ecuacién geodésica del término radial, se obtiene que:

d T
0" = T Tt = Ty (o)’ (3.104)
Calculando el simbolo con la conexién de Levi-Civita, queda,
: 1 .
].—th = —597787-91515 = —6_2A€2¢87~q), (3105)
que multiplicando por la componente temporal de la 4-velocidad al cuadrado retorna:
a" = —e" 229,90, (3.106)
La métrica propuesta también permite establecer el sistema de vectores ortonormales:
e; = exp (—P)ey, (3.107)
er = exp (—A)ey, (3.108)
1
¢y = - co, (3.109)
! (3.110)
e; = ———¢ .
¢~ rsin(6) *
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desde los cuales es posible describir el espacio tangente de cada evento del espacio-tiempo en base a estos
[1]. Es posible especializar estos vectores y establecer una métrica modificada que se asemeje a aquella dada
por un observador no inercial acelerado pero esto escapa de lo que aqui se puede describir. Este sistema de
referencia es llamado sistema local en reposo del fluido [1]. Considerando una particula de este fluido en este
sistema de referencia ortonormal que lo observa en reposo, las componentes del tensor energia-momento no
nulas seran:

T =p, T =T% =T% - P, (3.111)

Aplicar las transformaciones de coordenadas inversas a este sistema local del fluido, retorna las componentes
del tensor energia-momento en el sistema original,

T = e72®p, (3.112)
T =e ?AP, (3.113)
P
7% = ol (3.114)
P
T = —— . 3.115
72 sin’(0) ( )

Esto deja entrever que la ecuacién de Einstein es més simple al proponerse en el sistema de coordenadas
ortonormales [1].

Antes de resolver la ecuacién de Einstein, es necesario imponer la conservacién del tensor energia-momento
de manera local tal que V - T = 0. Esta condicién se puede imponer directamente utilizando esta igualdad
con las componentes (3.112), sin embargo, el problema se volveria bastante complejo por la cantidad de
componentes de la derivada covariante y por las diferentes componentes que dependen de distintas variables
en el tensor energia-momento en esta base. Es mejor realizar un analisis con el sistema coordenado ortonormal
donde las componentes del tensor son dadas por (3.111).

La proyeccién de la divergencia del tensor energia-momento sobre la 4-velocidad del elemento de fluido
retorna la ley de conservacién de energia vista por el fluido. Considerando que el tensor es dado por (3.101),
la divergencia proyectada sobre la 4-velocidad:

ua VT =uoVg [(p+ P)uu’ + Pg*?] = 0. (3.116)
Desarrollando esta expresién, se obtiene:
ua VT = uq [u*u95(p+ P) + (p+ P)u’Vu® + (p + P)u*Vgu’ + g* 05 P] . (3.117)
El tercer término se relaciona con el volumen, donde sabe que [1],

1dV
Vaub = -, 3.118
pY V dr ( )
se cumple. Esta expresién se deriva de la ley de conservaciéon de masa en reposo[l]. Con ello, la expresién
(3.117) se torna,

1dV
o VT = uy [u“uP5(p + P) + (p + P)a® + (p + P)u® <Vd’7’> + gaﬁaﬁp} , (3.119)
donde a® denota la 4-aceleraciéon. Realizando la multiplicacién por la componente de la 4-velocidad e,
reduce la expresién a:

1dV

uo VT = —uPos(p+ P) — (p+ P) (VdT) +uPdgP = —uPdsp — (p+ P) < ! dV) . (3.120)

Vdr
La 4-aceleracion se anula debido a que es ortogonal a la 4-velocidad. Esta tltima expresién se reduce aun

més aplicando la regla de la cadena de manera inversa para u” y la derivada parcial en este indice, tal que,

dz® dp dp
= 121
dr oz# dr’ (3:-121)
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con lo cual (3.120) se simplifica a:
d 1dV
o VT = 8P (p+P) () =0. (3.122)
dr T

Realizando una manipulacién algebraica se obtiene la ley de conservacion de la energia para el elemento de
fluido,

dr dr’

Por otro lado, la parte espacial de la divergencia del tensor puede ser escrita a través de la proyeccién

de esta con el uso de un proyector P*? = g*# + 4®uP. Este proyecta la divergencia a una 3-superficie de

simultaneidad del elemento de fluido[1]. Esto significa que se proyecta la divergencia sobre las componentes

espaciales ortogonales a la componente temporal de la 4-velocidad del elemento de fluido. Realizando tal
proyeccién, entrega:

doV) __pdV (3.123)

Pua VT = (gua + upua) [u*u’95(p + P) + (p+ P)a® + (p + P)u*Vgu’ + g*?95P] , (3.124)
que desarrollando el producto extiende la expresién a,
PuaVT? = u,uP05(p + P) = uuu’03(p + P) + au(p+ P) + ...
e Fuu(p+ P)Vauf —u,(p+ P)Vsu® +6,°05P + u,udg P,
Varios términos se anulan entre si, retornando finalmente:
Puo VT = a,(p+ P) + 6,0 P + u,u’ 9P = 0. (3.125)
Expresado en una forma simplificada, esta ecuacién queda como,
a,(p+P)=—P, 03P (3.126)

Si consideramos el caso Newtoniano para esta ecuaciéon donde la 4-aceleracion es dada por la aceleracién de
gravedad, se recupera la ecuacion de presion hidrostética,

VP =(p+P)g, (3.127)

a excepcién de la presencia de una presién P adicional en el lado derecho de la ecuacién. A pesar de este
término, esta presién en los océanos de la tierra son del orden de P < 107'2[g/cm?][1] por lo que son
despreciables.

Considerando el sistema de referencia inercial del fluido estelar, la aceleracién serd dada por (3.106).
Dada la simetria de la estrella, su presién solamente variard radialmente por lo que la ecuacién (3.126) serd
netamente de componentes radiales, retornando:

—grra” (p+ P) = (8, + uyu”)0, P. (3.128)

La 4-velocidad solamente tiene una componente temporal, anulando el segundo término del lado derecho de
la ecuacién. Reemplazando con los términos de la 4-aceleracion, se obtiene:

—e*e7229,8(p + P) = 0,.P, (3.129)

de lo cual finalmente se reduce a: i> dP
= P)— = — 3.130
(p+P) dr dr’ ( )

siendo esta una ecuacion de balance de fuerzas hidrostéaticas para la estrella.
Las componentes del tensor de Einstein requieren de un desarrollo largo y extenso por lo que solamente
se presentaran sus resultados relevantes. Estas componentes se reducen en los cuatro elementos no nulos G*¢,
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Gy G% = G, Esta tltima igualdad reduce la cantidad de ecuaciones a tres. La divergencia del tensor
de Einstein suprime una ecuacién adicional al ser esta igual a la ecuacién de equilibrio hidrostatico (3.130).
Las ecuaciones dadas por el tensor de Einstein relevantes serdn entonces,

G = %20% (r(1- 6_2A)) = 8mp, (3.131)
G = —%Z (1—eY) + %e_QAd—‘f = 8P, (3.132)

Estas ecuaciones se han comprobado a través del programa “Maxima’”. Por simplicidad, se renombra parte
de la expresion tal que,

1
62A = m (3133)

Esta expresion se deduce de integrar la primera ecuaciéon de Einstein,
r(l—e ) = 2/471' r’p dr. (3.134)

Esta integral se asemeja a integrar la densidad p sobre un elemento de volumen esférico dado a que hay
presente un factor 47 igual a un dngulo sélido para una densidad radial sin variaciones en 6 y ¢ como se
espera en una simetria esférica ideal. Es por ende que esta integral equivale a una funcién de masa de fluido
encerrado en un radio r, de donde surge la relacién,

m(r) = 47r/ pr’?dr, (3.135)
0

o equivalentemente,

d
% = dmpr2. (3.136)

Reemplazando en la ecuacién (3.134), queda:
r(1- e_QA) = 2m, (3.137)

de la cual despejando e?* se obtiene (3.133).
Para la ecuacién radial no es necesario integrar, tras una manipulacién algebraica y reemplazando con la

ecuacién (3.133), esta se reduce a:
d® 4w rP+m

= —. 3.138
dr r(r —2m) ( )
Uniendo esta dltima con la ecuacién de balance hidrostético (3.130), se obtiene:
dpP r 43P
__(p+P)(m+4nr*P) 5.139)

dr r(r—2m)

Esta es la ecuacién de Tolman—Oppenheimer—Volkoff.

Las ecuaciones (3.136), (3.138) y (3.139) conforman ecuaciones de estado relativistas para la estructura
estelar y juntas permiten determinar P, ®, p y m. Es posible establecer condiciones iniciales para estas
exigiendo que a r = 0 la masa m de la estrella sea nula, que la presién en la superficie de la estrella sea nula

y que el coeficiente de la métrica e?* sea continuo en la superficie de la estrella r = R, tal que,
m(r) = / A pdr’, (3.140)
0
2m 2M
l—-—=1——, 3.141
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se cumplan. Estas proponen un modelo estelar relativista donde se especifica una ecuacién de estado para el
material estelar P = P(p) y una densidad y presién centrales p. y P. desde las cuales se integra la ecuacién
de masa imponiendo las condiciones ya establecidas y desde ello se determina el potencial ®.

La soluciéon més bésica de interior estelar conocida es la solucién de Schwarzschild que considera una
densidad p uniforme y constante. La masa de la estrella sera:

4 .
M = %%R“. (3.142)
Desde estas cantidades, la funcién de masa, la presién y el potencial gravitatorio ® serdn dados por [1]:
4
m = ?ﬂprg, (3.143)
Py (1 —2Mr?/R3)Y2 — (1 —2M/R)/? (3.144)
3(1—2M/R)Y/2 — (1 —2Mr2/R3)1/2 |’ '
1/2 9N 1/2
= 3 EMA T L 2MrT (3.145)
2 R 2 R3

Un resultado relevante de estas ecuaciones, es que mientras més se acerque el valor de la masa m a r/2
dentro de un radio 7, el potencial gravitacional comienza a aumentar y a divergir. La atraccién gravitatoria
serd consecuentemente divergente y grande, y la presion aumentard de la misma forma para contrarrestar
este efecto, forzando a que tienda a cero més rapidamente en funcién del radio. Esto previene de que el radio
de una estrella sea menor a 2M.

Sin embargo, se ha comprobado que existe un limite de masa para las estrellas y no es posible generar
una presion infinitamente grande como para sobrevenir esta implosién gravitacional. Esta caracteristica dada
por la relatividad asegura que si una estrella adquiere una gran presiéon central, se volverd inestable y no
podré sustentarse de manera estédtica ante la curvatura y la gravedad [1].

Un ultimo tema relevante a revisar en esta seccién se centra en el uso de una técnica que permite visualizar
la curvatura del espacio-tiempo. Esta técnica es llamada “embedding” y consiste en “incrustar” parte del
espacio-tiempo curvo o parte de este en un espacio plano de mayor dimensionalidad[l]. Matematicamente,
al tener un manifold n-dimensional dado por una métrica con n(n — 1)/2 elementos independientes (dada la
simetria de este tensor) incrustado en un manifold de dimensién N, serd expresado con N — n coordenadas
[1]. Esto a su vez conlleva que la dimensién del manifold donde esto se realice sea mayor a la cantidad de
elementos del tensor métrico. Esto tampoco asegura que se conserve la forma del manifold n-dimensional y
tal vez se requiera de un manifold de una dimesién mucho mayor para poder conservar la topologia global[l].

El andlisis anterior conlleva que para un manifold de cuatro dimensiones como el espacio-tiempo, requerira
de un manifold de diez dimensiones a comparaciéon de tres dimensiones como idealmente se desea para una
representacion grafica. Si consideramos reduciendo la cantidad de elementos del tensor métrico a tres, la
dimensiéon minima para la representacién serd N = 6. Las matemadticas obligan a reducir a un minimo de
dos elementos métricos para reducir la dimension de la representacion a tres. Esto es realizable imponiendo
condiciones.

Consideremos una estrella estética en una coordenada ¢ constante y en su plano ecuatorial § = 7/2, tal
que su métrica se reduce a:

ds® dr® +r?d¢?, (3.146)

1—2m/r
donde m es dada por (3.135). Como buscamos construir una 2-superficie en un 3-espacio euclideo, conviene
introducir un sistema coordenado cilindrico cuya métrica sea dada por,

ds* = dr? + r?do* + d2>. (3.147)

Dado a que la métrica que se desea incrustar es axialmente simétrica, podemos proponer una funcién z = z(r),
tal que la métrica anterior se pueda resumir como,

dz\?
1 -
(%)
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Esta métrica comparada con (3.146) permite establecer una ecuacién diferencial para z(r),

dz\ 2 1
1 — = . .14
+ <dr) 1—2m/r (3.149)

dz / 1

Forzando a que z = 0 en el centro de la estrella, la integracién de esta ecuacion es,

Despejando esta ecuacion, se obtiene:

(3.151)

T d,r,l
z(r) = / _—
o Vr'/(2m)—1
Dependiendo del radio a integrar, el comportamiento de m(r) serd distinto. Muy cerca del centro de la
estrella, esta serd aproximadamente dada por,

4
m = §7r7“3p0, (3.152)

donde p. es la densidad central de la estrella. Mientras que afuera, estd dominada por la métrica de Sch-
warzschild.
Integrando ambas posibles soluciones, la funcién z(r) serd:

2(r) =+/(21/3)per?, 7~ 0 (3.153)
z2(r) = +/8M(r —2M), r > R. (3.154)

Utilizando estas ecuaciones se realiza el diagrama con un cédigo en “Python”. La figura 3.3 muestra el dia-

Figura 3.3: Diagrama de “embedding” aproximado para una estrella. Esta se ha ajustado con parametros
ideales.

grama de “embedding” realizado a través de tal codigo. Esta es una representacién pictérica de la curvatura
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radial generada por una estrella. Esta describe visualmente como la circunferencia asociada a cada radio
comienza a crecer de manera distinta a lo esperado por la geometria usual.

Consideremos un caso general como una estrella de densidad uniforme, tal que la funcién de masa de la
estrella sea dada por:

4
m(r) = 37 rp, (3.155)

para cualquier punto en el interior de la estrella. Para el interior de la estrella, la funcién de “embedding”
vendra dada por la integral:
/ . (3.156)

87rpr’3

Simplificando y realizando manipulaciones algebraicas, se tiene,

T ,r,/
W S —
7Tp/o V3 —8mpr’? "

y esta se resuelve realizando la sustitucién u = 3 — 8mpr’2, obteniendo,

(3.157)

1
ok =G M1 (E

Realizando una manipulacién algebraica, esta ultima expresion se reduce a:

1
(3.159)
\/T “V2(E),

Como la densidad es constante, es posible ver desde (3.155), que se establece la relacidn,

\/ST/S 87Tp7‘ ' du 1 ‘3—87rpr2

2r) = 167p B

— /3~ 8mp r2) . (3.158)

4
M = ;pRS (3.160)

donde reemplazando en la expresion (3.159), se obtiene:

z(r —_— -7 3.161
)= Yo\ 3 (3.161)
que factorizando se obtiene,
R3 2Mr2

Esto es equivalente a una semiesfera.
Para el exterior estelar, se integra desde el niicleo de esta hasta el punto externo. La integral sera:

T dr’ R dr’ T dr’
"(r) = / L = / - +/ L . (3.163)
o /r'/(2m(r)) -1 o r'/(2m(r)) —1 r /T/(2M) -1
Notar que z'(r) denota la funcién de “embedding” en el exterior estelar y no una derivada. La primera
integral es equivalente a (3.162) evaluada en R, la segunda se resuelve con la sustitucién v = r'/(2M) — 1,
reduciéndose a:
r/(2M)—1 du

R/em-1 Vi

M)—1

z(R) (3.164)

2'(r)=z(R) + 2M

R/(2M) 1
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Finalmente la funcion de “embedding” sera:

2M
1—/1- =
R

la que corresponde a una superficie de revoluciéon de un paraboloide acostado. Utilizando una modificacién
del cédigo de “python” usado para generar la figura 3.3, se realiza el diagrama respectivo para esta estrella
de densidad uniforme con las funciones aqui determinadas. La figura 3.4 muestra tal diagrama. Es posible

R3

J0) =\ 301

+2VaM [Vr—2M - VE=3M], (3.165)

Figura 3.4: Diagrama de “embedding” para una estrella de densidad uniforme. Los pardmetros se han ajus-
tado a un caso ideal.

comprobar que al realizar las derivadas de ambas funciones en el punto r = R,

da(r))  _(JEE__ 1AM __veMm (3.166)
ar lr—n 2M \/T—2M2/R° B3 |l=r ~ \/R(1 - 2M/R)’ '
Y e
dz(r) — oV 1 _ 2v2M S— (3.167)
dr lr=r v —2M =k \/R(1— 2M/R)

son funciones continuas, por lo que estas son suaves y no habra discontinuidades al progresar entre dentro y
fuera de la estrella como se puede ver en la figura 3.4.

La representacién grafica de esta funcién también permite ver como es que se diferencia el crecimiento
del radio dado por una circunferencia en un punto dado a comparacién de la coordenada radial medida desde
el centro de la estrella. Este ultimo es medido segin la integracién del intervalo,

(3.168)

/Oldllz/oR\/#Wdr.

- [ dr 3.169
_/0 V1= (87p/3)r?’ (3.169)
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la cual aplicando el cambio de variable u = /8mp/3 7, corresponde a la antiderivada de la funcién arcoseno,

1 V8mp/3R 4. 1 \/87p/3R
l= 7/ = arcsin(u)
\/8mp/3 Jo Vi—u?  \/87p/3

dando finalmente que la distancia medida sera:

arcsin(y/ 24)
= — YV °7 (3.171)
\2M/R3
Esto demuestra que el radio de una circunferencia sobre un punto dentro de la estrella no es el mismo que

medido desde su centro hasta esta y el diagrama 3.4 da una idea visual de esta variacién de la distancia
radial a pesar de que funcionalmente difieran.

, (3.170)

3.3. Colapso estelar

La primera nocién de colapso estelar fue desarrollada por R. Oppenheimer y G. Volkoff al ver que existe
un limite de masa para las estrellas. Aquellas que fuesen mas masivas deberian implotar a un radio menor
a R = 2M[1]. Durante la implosién, toda regién externa a la estrella poseerd una simetria esférica y por
teorema de Birkhoff deberd reducirse al espacio-tiempo de Schwarzschild. Esto impide que en esta implosién
ideal se generen ondas gravitacionales dado a que estas romperian tal simetria.

La forma mads simple de modelar este colapso es asumiendo que la presién interna total de la estrella
se vuelve nula. Los dtomos de su superficie poseen una masa finita y al no haber ninguna fuerza adicional
que prevenga que esta se contraiga, entonces esta colapsard siguiendo una curva geodésica temporal. Para
mantener la simetria esférica, esta no tendrd movimientos en las coordenadas 6 y ¢. Que la geodésica sea
temporal implica que se mantiene dentro del cono de luz. Para la geometria de Schwarzschild estos conos
son dados por el intervalo ds? para la luz el cual es siempre nulo,

2M 1
Z_0=—(1-")at?+ ———dr? 172
ds* =0 < . )dt +1—2M/rdr’ (3.172)

desde donde desarrollando algebraicamente se obtiene,
dt 1

a _ , 1
ar - 1M (8.173)

Esta expresion indica como cambia la pendiente del cono de luz para cada radio distinto. Este resultado
representa un problema dado a que mientras mas se aproxime alguna geodésica al radio gravitacional r = 2M,
la pendiente tendera a infinito, lo que es equivalente a que estos conos se achaten hasta hacerse infinitamente
delgados. Esto a su vez implica para la geodésica de la superficie estelar, nunca llegara a tal radio. Como
esta geodésica es temporal, siempre deberd mantenerse dentro del cono de luz y al achatarse infinitamente
en este radio implicaria que no podria estar dentro. Esto es resultado de una mala eleccién de coordenadas
para la métrica de Schwarzschild.

Aunque se requiera una cantidad infinita de tiempo ¢ para que la superficie estelar cruce r = 2M,
requerird un tiempo propio finito para que esto ocurra para algin observador sobre esta superficie. Lo que
sucede instantaneamente después de cruzar tal radio vendréa determinado por la ecuacién de fuerzas de marea.
Esta ecuacién evaluada en el sistema de referencia localmente Lorentziano sobre la superficie determinara
entre dos posibles casos. En el primero, la superficie y el observador son destruidos por las fuerzas de marea
mientras que en el segundo, el observador y la superficie contintian cayendo sin mayor modificacién dentro del
radio gravitacional. Considerando la ecuacién de marea (2.42) para un observador localmente Lorentziano,
los simbolos de Christoffel seran nulos en el origen y despreciables a medida que se desvien de este. Por ende,
esta ecuacion se reduce a: B

d?g J ok
o —R756€"- (3.174)
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Aqui se asume que la desviacién entre dos elementos o particulas separadas por & es tal que las componen-
tes espaciales de la 4-velocidad descrita con respecto a este sistema se pueden despreciar, y la componente
temporal se aproxima a uno. Las barras sobre los indices indican que estas son las coordenadas del sistema
Lorentziano local. Es posible ver que si las componentes del tensor de Riemann divergen a medida que esta
superficie estelar se acerca al radio gravitacional, entonces las fuerzas de marea serdn infinitas y consecuen-
temente destruirdan a esta y a cualquier observador sobre esta. Es necesario calcular las componentes de este
tensor en este sistema.

La forma de obtener las componentes del tensor de Riemann de la forma mas simple, es a través de un
sistema de referencia propio estatico a valores r, 8 y ¢ constantes en el espacio-tiempo de Schwarzschild.
Consecuentemente, este sistema sera localmente plano al igual que el sistema Lorentziano situado sobre la
superficie colapsando, implicando que estos sistemas estaran relacionados entre si por una transformacién
de Lorentz,

Li=Ls=y, Lh=Li=-py, Lij=1L%=1, (3.175)
donde los indices & corresponden a las coordenadas del sistema propio en reposo, y aquellos indices
corresponden a las coordenadas de la superficie estelar. Tanto el factor v y 5 utilizan la velocidad de colapso
de la superficie vista desde el sistema estatico. Las componentes del tensor de Riemann en el sistema estatico
son dadas por (3.46). Su transformacién serd dada por:

Rajgys = LPaL” 5L L75 R s (3.176)
Transformando con las componentes dadas en (3.175), se obtienen que las componentes del tensor de Riemann
en el sistema en caida seran:

Ririr = —Rgggs = — 53 Rigig = Rigig = —Rigra = —Rrgrg = - (3.177)

Este resultado implica que permaneceran perfectamente finitas a lo largo del movimiento a través del ra-
dio de Schwarzschild y correspondientemente habra una tendencia a que la superficie como también algin
observador, no sean destruidos al cruzar. Una observacién relevante de estos resultados de las componentes
del tensor de Riemann reside en que estas son exactamente iguales a las componentes de este mismo me-
didas por el observador estdtico. Esta es una caracteristica exclusiva de la geometria del espacio-tiempo de
Schwarzschild[1].

A pesar de los resultados anteriores, todavia no existe una forma clara de establecer que ocurre en
las cercanias del radio gravitacional » = 2M y esto es consecuencia de una mala eleccién de un sistema
coordenado para la métrica de Schwarzschild. Para poder establecer méas a fondo lo que ocurre cerca de este
radio, se requieren nuevas coordenadas que no posean esta singularidad matemaética en r = 2M. El primer
sistema coordenado encontrado que resuelve este problema son las coordenadas de Eddington—Finkelstein.
Estas proponen la transformacién entre coordenadas[1],

t=t+2MIn(jr/(2M) — 1]). (3.178)

Esta deja sin cambiar las coordenadas radiales y angulares, la tinica modificacién es temporal. Diferenciando
en funcién de t y r, se obtiene:

dt
— =1 3.179
T, (3.179)
N )
dt 1
—_—=— 3.180
dr r/(2M)-1 ( )
El diferencial en esta variable seré: 1
dt =dt + ————d 3.181
e 1™ (3.181)
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desde lo cual, despejando el diferencial de la coordenada temporal de Schwarzschild se obtiene,

1 2 -
d? =dt? + ————— dr’ — ———— drdi. 3.182
een- " v -1 (3152)
Reemplazando esta expresién en la métrica (3.1), se tiene:
—2M) 2(r—2M) 2M -
ds? — — =2 g drdi + ...
3 T + r (r—2M) rat
(r—2M) 4M? r 2 2/ 102 .2 2
— d db 0)do*).
+{ " (T*ZM)Q—’—(T*?M) r* + r°(df” + sin”(0)d¢*)
Desarrollando, se obtiene finalmente:
2M 4M - 2M
ds* = — (1 - ) di? + —drdf + (1 + ) dr?® 4 r%(d6? + sin?(0)dp?). (3.183)
r r r

Esta métrica no presenta discontinuidades en r = 2M.
Consideremos un rayo de luz cuyo intervalo es siempre nulo viajando de forma radial y sin ningin
movimiento angular, se tendrd que,

2M AM - 2M
0:_<1—r> di* + ——drdt + (1+r> dr?, (3.184)

donde dividiendo toda la ecuacién por dr?, se reduce a:

~. 2 ~
2M 4M 2M
0=—(1—- — ﬁ +fﬂ+ 1+ —. (3.185)
r dr r dr r

Esta corresponde a una ecuacién cuadratica para la derivada de t en la variable radial. Sus dos posibles

soluciones son: ~ y

dt —-2M/r £1

— = 3.186

dr  (2M/r —1) ( )
Las dos posibles soluciones se dividen dependiendo si el rayo “entra” o “sale” de forma radial. Estas soluciones
son:

dt
— =1 3.187
dr ’ ( )
v, ) /
dt 1+2M/r
at _ /e 1
dr  1-2M/r (3.188)

La pendiente negativa de (3.187) se inclina de tal forma que el rayo se ve orientado hacia » — 0, mientras
que la pendiente (3.188) posee una pendiente positiva indicando una orientacién hacia r — +o0o. Las curvas
dadas por estas ecuaciones conforman los bordes de los conos de luz posibles para este espacio-tiempo. La
pendiente del rayo de luz entrante no presenta singularidades matematicas en r = 2M, mientras que la
pendiente para un rayo saliente se indetermina, lo que es equivalente a que una vez cruzado el horizonte, los
rayos no pueden salir.

Volviendo al caso de la superficie estelar, esta se puede modelar como una geodésica netamente radial sin
componentes angulares. La geodésica temporal sera:

dut

-+ 2T u"u = 0, (3.189)
-
la cual se integra realizando el despeje,

du? d

unt - —2rtrt£d7 = —9oT* dr. (3.190)
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Reemplazando el valor del simbolo, se tiene:

In <::((;))) = oM /R 7'(7'(—172]\4)7 (3.191)

que integrando por fracciones parciales, se obtiene:
ut(r) r(R—2M)
=ln|{———7-+=. 3.192
() = (Fo=am) (3192

r(R—2M)
R(r —2M)’

Reduciendo y despejando,

u'(r) = u'(R) (3.193)

donde u!(R) es la velocidad temporal inicial. La superficie estelar comienza a colapsar desde un reposo por
lo que la velocidad inicial radial es nula. Utilizando esta informacién y junto con la invarianza del médulo
de la 4-velocidad, se tiene:

(u'(R))* gu = —1, (3.194)

que se simplifica a:
1
u(R) = ——— (3.195)

JT_20M/R

Substituyendo en (3.193) retorna la velocidad temporal,

ul(r) = V1= MR (3.196)

- (1—-2M/r) "
Para la velocidad radial se utiliza la invarianza del moédulo de la 4-velocidad en un radio 7:
—1 =g (u")? + gt (u') | (3.197)

de la cual despejando y reemplazando con las cantidades necesarias queda:

wrr) =2 - %. (3.198)

A comparacién con la ecuacién de movimiento Newtoniana para el potencial gravitatorio, se tiene:

d?r 2M
o= 1
dr? r2 (3.199)
Multiplicando todo por dr/dr y utilizando la regla de la cadena inversa, se tiene:
drd®r  1d | [dr)® 2M d
e i Iy (3.200)
dr dr 2dr | \dr rodr
donde se integra sobre dr en ambos lados, reduciendo todo a:
2| () "dr 1 1
" =—-2M —=2M(--=. 3.201
") ur (R) R T? (7" R) (3200

Despejando la velocidad radial u”, queda finalmente,

W (r) = ¢ [uT(R) _ 2;;4] ;M (3.202)




Comparando esta ecuacién con (3.198) resultan tener una forma exacta entre ambas. Esta coincidencia hace
dificil distinguir entre el movimiento relativista y el Newtoniano.
La expresién (3.198) es integrable tal que,

2M 0
/ S . (3.203)
R AT

[2M _ 2M
T R
Esta se resuelve realizando la substitucién v = \/2M /r — 2M /R, dejdndola como:

\V1-2M/R du
“Ar =AM o (3.204)
0 (u? +1)?

Esta ltima se resuelve por substitucién trigonométrica, retornando:

R3 V1-2M/R 1q u V1-2M/R
AT =4/ — t ‘ 77‘ , 3.205
T Wi [arc an(u)o +2(u2—|—2M/R)0 ] ( )
que resolviendo retorna:
| R3 2M v1—-2M/R
AT = % [arctan < 1-— R) + % (3.206)

Este serd el tiempo propio que un observador cayendo junto con la superficie estelar mide partiendo desde
R hasta llegar a r = 2M. Este tiempo es finito para este observador.
Por parte de la velocidad temporal, esta se integra en funcién del radio r» abusando de las expresiones

matematicas, tal que:
ui_dt_\/l—QM/R(l—QM/R) (3.207)

w o dr o (1-2M/r)\2M/r + K

donde K se hace igual a,

2M
K=—— 3.208
= (3.208)
por simplicidad. Al integrar esta ecuacién, se tiene:
3/2 M dr

At=(1-2M/R / . 3.209
( /R) r (1—=2M/r)\/K+2M/r ( )

Realizando la substitucién v =1 — 2M/r, deja esta integral expresada como:

I d

I “ (3.210)

T 2M 1—2m/r (1 +u)?uy/u+ (1+K)

Esta integral es impropia. Se puede comparar con la integral,
0
d
I= / . (3.211)
. @+ 1P
donde para p > 1 sera divergente. Para demostrar que (3.210) diverge, se deberd cumplir que:

1 1

(Atulufat (K1) ulut)p

(3.212)
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por teorema de convergencia o no convergencia. Desarrollando de forma algebraica, retorna:
(u+1)2H 4y — K —1>0. (3.213)

Si se desarrolla el polinomio de (u 4 1)?~% con el binomio de Newton, se tendra:

(2p—4)
3 ((2p N 4)) Wb —u—1-K >0, (3.214)

k
k=0
donde al tomar los dos primeros términos de la suma se obtiene:

(-
> < ) )uk+1+(2p—4)u—u—1—K>O. (3.215)
k=2

Simplificando todos los términos y reemplazando la variable K, se obtiene:

(2p—4)

Z <(2Pk 4)>uk +(2p— B)u+ % > 0. (3.216)

k=2

Esta expresién permite elegir algtin p que siempre cumpla lo anterior asegurando que el valor sea siempre
positivo, cumpliendo asi con la desigualdad. Esto dltimo demuestra que la integral temporal diverge e implica
que la cantidad de coordenada t medida en el espacio-tiempo de Schwarzschild debe ser infinita para observar
que algin objeto llegue a r = 2M.

Este ultimo problema se resuelve con el uso de las coordenadas de Eddington—Finkelstein. La métrica
(3.183) no posee ningtin elemento dependiente de £ y en consecuencia, utilizando el resultado (2.42) se tendra
que,

dug
=0, 3.217
dr ( )
implicando que es una cantidad conservada. Consecuentemente, esta serd igual a una constante,
7 2MN\ ; 2M
up = gggut + gpu” = — (1 — ) ul + Z=—u" = const. (3.218)
r r

Como la velocidad radial inicial es nula, se utiliza la informacién del médulo invariante de la 4-velocidad,

N2 . oM N 2
=gy (ut) + 2g5 0t + gy (u7)? = — <1 - R> (ut> : (3.219)
dando esta expresion el valor de uf(R), quedando:
i 1
u(R) = —/——, (3.220)
V1—2M/R
y desde esta, la cantidad conservada es:
1-2M/R
oo J /R) (3.221)

V1-2M/R

Con esta, la ecuacién (3.218) conforma una relacién entre u' y u”, retornando:

; V1-2M
oy M /R (3.222)

VST T A=y
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Reemplazando esta expresién en la expresién del médulo invariante, se tiene:

(u T) +ﬂ+ 8M? 4M? . 4M\/1—2M/R 4M+\/1—2M/R
s o2 re—zn T — M) (r — 2M)
1-2M/R
. 1—-———| =0
+ { 1—2M/r ] ’
donde realizando reducciones algebraicas, se simplifica a:
2 T (1-2M/R)
N 1l—-——==0. 3.223
W) [(T—QM)} MR Ry Vo) (3.223)
Esta ecuacion cuadratica se resuelve directamente, retornando:
2M  2M
T _ 2 3.224
u - (3.224)

El signo se deja negativo dado a que esta expresién debe describir una caida. Desde este resultado, y con el
uso de la ecuacién (3.222) se determina consecuentemente la velocidad temporal,

{_\/1—2M/R 2M 2]\/[ 2M 3995
YT a—2Myr) T (r—2M) R’ (8.225)

Al igual que se realizé con la componente temporal de la 4-velocidad en las coordenadas de Schwarzschild,
se puede integrar la coordenada temporal con respecto al radio aplicando la misma légica, obteniendo:

- . \/1—2]M/R /—
dt _ ul T 1—2M/r (r2]¥]\/1) 2M/7’ - 2M/

B (3.226)
dru’ 2M/r —2M/R
Integrar en r retorna una integral impropia,
: M- 11 221\/1M//TR+(7= 2M) V2M/r —2M/R
AT = / dr, (3.227)
R V2M/r —2M/R

la cual, factorizando por y/1/r en el denominador y trabajando la expresién de forma algebraica se reduce

a:
= /W (20020 = 5t — 21 - %> dr. (3.228)
(r—2M)4\/2M —

Realizando el cambio de variable u = 2M — (2M/R)r, la integral se reduce a:

NI 0 2M/u— (R/(2M))3\/1 —2M/Ru /u(2M [u — 1)3/2d
2M Jons—am2 /R (R— 2M R/(2M)u)\/u “
que simplificando ain més, retorna:

- R [° 2M — (R/(2M))?\/1 —2M/Ru (2M Ju — 1)3/2 5
At = 2M Jonr—anrz/r (R—2M — R/(2M)u) du (3.230)

(3.229)

Esta integral puede compararse con la integral,

0 dx

= (3.231)
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la cual es convergente. Si esta integral resulta ser mayor que la integral temporal (3.230), entonces se demos-
trarda que converge a un valor finito por teoremas de convergencia. Realizando la comparacion se tiene:

2M — (R/(2M))?>\/1 —2M/Ru (2M /u —1)3/2 1 3939
(R —2M — R/(2M)u) < (3.232)

la cual multiplicando por los denominadores a ambos lados y elevando al cuadrado multiples veces para
eliminar las raices, queda:

2

R 3 2M R 2 2M R 3

2 A M Y N L _ _ _ _ & v

<4M u+ Wi (1 7 Y(2M — u) <2Mu+2M R) ) AMu(2M — u) (1 7 ) ( > > 0.
(3.233)

El polinomio elevado al cuadrado siempre serd positivo, por lo que el inico elemento que puede afectar esta

desigualdad es el polinomio cuadratico que se encuentra restando la expresién. Asi, la inequidad se puede

reducir a:

—w(2M —u) > 0. (3.234)

Los puntos criticos de esta desigualdad se encuentran en u = 2M y u = 0. Dentro del intervalo [0,2M], esta
funcién serd positiva cumpliendo con la condicién de integracion, dado a que el intervalo de integracién se
encuentra dentro de este 1ltimo segin el cambio de variable realizado. Esto demuestra a su vez que (3.230)
es una integral convergente y tiene un valor finito. Los detalles de su integracion, sin embargo, son demasiado
complejos como para realizarse aqui y tener un resultado analitico, por lo que con demostrar que su valor es
finito basta para saber que es posible integrar esta funcion, ya sea analitica o numéricamente.

Como 1ltima instancia se ha hecho un diagrama de conos de luz para las coordenadas de Eddington—
Finkelstein con el software “python” e integrando las ecuaciones (3.187) y (3.188) para visualizar mejor el
cambio que estas coordenadas representan. La figura 3.5 muestra tal diagrama. Las lineas azules corresponden

Diagrama de rayos

10
—— Entrando
— Saliendo
B — r=21M
76
o
=%
5
2 4
2
o Y T Y
o 2 4 ] B 10

Radia (r)

Figura 3.5: Diagrama de rayos de luz en las coordenadas de Eddington—Finkelstein.

a rayos de luz saliendo radialmente, mientras que los verdes corresponden a rayos entrantes. Los rayos salientes
cambian de direccién en r = 2M indicado por la linea roja, dado a que no poseen suficiente velocidad como
para salir. Las intersecciones entre las lineas salientes y entrantes a la derecha de r = 2M muestran que el
cono de luz estd orientado hacia la singularidad, al igual que adentro. Las lineas azules, forman asintotas en
torno a r = 2M, lo que representa que a la luz le costara cada vez més salir mientras mas se acerque a la
singularidad.

Una vez cruzado r = 2M, existe otra discontinuidad en r = 0. Esta no es evitable a través de un cambio
de coordenadas, por lo que siempre serd una indertermiancién real. En este punto, cuando r tiende a 0, la
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componente radial de la 4-velocidad tiende a infinito, mientras que su componente temporal tiende a cero,
al realizar los limites de (3.198) y (3.196).
Existe una particularidad al cruzar r = 2M. El signo de la métrica de Schwarzschild cambia para la
variable t y r, quedando:
dr?
2M/r —1

A pesar de esto, las curvas que los rayos de luz acotan siguen siendo dadas por (3.173). Una consecuencia
de esto es que las geodésicas seguiran siendo tipo temporales. Dado a este cambio de signo, sin embargo, las
coordenadas de un sistema Lorentziano local medida por un observador en caida cambiaran. Estas sufriran
una pequena modificacién en la cual un cambio de signo en (3.18), permite redefinir a los vectores base:

1
e =—+/2M/r —le,, er = Tlet. (3.236)

T

ds* = + (2M/r — 1)dt>. (3.235)

Como la métrica para r < 2M cambia los signos de la coordenada t y r entre si, se hard que la coordenada
radial sea la temporal y viceversa. Asi, las coordenadas (3.236) hardn esto tltimo para tener un mejor enten-
dimiento del problema. Las coordenadas angulares no sufrirdn modificacién alguna dado a que el movimiento
serd principalmente radial (en caso de requerir movimientos angulares, sus transformaciones serdn dadas por
aquellas transformaciones angulares de (3.18)). Los nuevos factores de transformacién serdn:

1
Tt = = T 2M/r — 1. (3.237)

Transformando los elementos de la métrica, se obtiene:

1
= T 2 = — —_— —_— = —
9it = (T"4)" grr = —(2M/r 1)2M/7~_ =L (3.238)

1
gir = (th)Qgtt = WQM/T -1)=1, (3.239)

convirtiendo esto a una métrica plana y a su vez transformando la coordenada radial en una temporal y
viceversa. Con uso del software “Maxima” se realizan las operaciones de transformacion de los elementos del
tensor de Riemann, retornando:

(3.240)
Al evaluar las fuerzas de marea en este sistema de referencia, es facil ver que mientras mads cerca se esté

de 7 = 0, més grandes serdn las fuerzas de marea hasta llegar a destruir lo que hay dentro. La ecuacién de
fuerzas de marea para este observador Lorentziano sobre la superficie en r < 2M, serda dada por:

Cff = —Rig 8, (3.241)
desde las cuales, las desviaciones geodésicas serén,
fg = i—ﬂf " (3.242)
% _ _%597 (3.243)
‘jfj = ,%5@ (3.244)
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Interpretando a estas ecuaciones como si fuesen ecuaciones de aceleracién para un cuerpo observado desde
este sistema, estas actuarian deformando a este donde en la direccion radial, la fuerza es de traccién o de
estiramiento por el signo del lado derecho de la ecuacion. Para las ecuaciones angulares, sin embargo, este
signo es negativo e indica una compresién o bien, que el cuerpo se aprieta de manera tangente a una superficie
esférica para el radio r dado.

Consideremos como ejemplo préctico un observador de prueba con una masa de 20[Kg] en sus extremos,
separadas por una distancia de £” = 2 [m] dentro del agujero negro de la galaxia stper gigante eliptica M87,
cuya masa es de 7 x 10 masas solares[1] (aproximadamente 1,39188 x 10%°[Kg]). La aceleracién de marea
sera, aproximadamente dada por:

r o 3,715 X 1039

g 3 (3.245)

Considerando que la maxima cantidad de aceleracién que un humano puede soportar son aproximadamente
9¢, se utilizara esta aceleracion de referencia para ver cual es el maximo radio que se alcanza a llegar antes
de que las fuerzas de marea sean letales para el observador. Resolviendo se obtiene que, aproximadamente,
el radio donde esto ocurre es,

Rg ~ 3,5 x 10° [km]. (3.246)

Es posible comprobar que este radio es menor a 2M para este cuerpo (el radio gravitacional para este es
de aproximadamente 20,6 x 109[km]). El tiempo que le toma a tal observador en caer a este radio desde
r = 2M se puede determinar con una modificacién del resultado de la integral del tiempo propio (3.205). Se
modifican sus indices retornando:

(3.247)

2M 0 2 (w2+1)lo

(2M)3 V2ZM/Ri—1 1 4 |V/2M/Ra—1
AT = arctan(u)‘ + - ’ .

En esta modificacion se asume que el observador parte del reposo en R = 2M y desde ahi cae hasta el radio
R, donde las fuerzas de marea le destruirdn. El tiempo propio que este observador medird hasta alcanzar
este radio serd,

oM V2M/Ry —1
AT =2M t — =1 S f 3.248
T larc an <\/ i ) + 1M/ Ry , ( )
que con las cantidades dadas, este tiempo medido por este observador sera aproximadamente de,
AT 2 107960, 86]s], (3.249)

lo que equivalen a aproximadamente 30 horas.
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Capitulo 4

Conclusiones

Para concluir con este documento se ha explorado la postulacion de la relatividad general comenzado
con la gravedad Newtoniana y como los elementos de esta teoria llevan a plantear la relacion entre curva-
tura y gravedad. Posteriormente, los resultados derivados de tales relaciones fueron utilizados para analizar
situaciones fisicas méas complejas como el interior y colapso de una estrella.

Fueron revisadas posibles ecuaciones candidatas a una teoria de campo escalar de la gravedad obteniendo
que a pesar de distintas posibles ecuaciones capaces de aproximar la gravedad, estas no son suficientes
y no cumplen con algunos principios y consecuencias de la relatividad especial. Un posible candidato fue
descartado porque tampoco permitia que la gravedad afectara a la luz. Fue revisado el planteamiento de la
idea de curvatura al considerar que no es posible converger sistemas de referencia Lorentzianos en presencia
de gravedad. La revisién matematica de distintas métricas comprobaron que no es posible asegurar que el
espacio-tiempo sea plano en presencia de gravedad.

Fueron analizadas las bases para poder describir curvatura en un espacio de cuatro dimensiones como
la ecuacién geodésica desde donde se obtuvieron resultados preliminares de cantidades conservadas. Fue
deducida y demostrada la principal relacién entre curvatura y gravedad a través de la ecuacién de fuerzas
de marea resultando en el tensor de Riemann y una ecuacién candidata a describir la gravedad. Esta fue
analizada y descartada al no cumplir con la conservacion local del tensor energia-momento. Algunos resulta-
dos relevantes de estas relaciones fueron las aproximaciones de fuerzas de marea en la tierra y los ejemplos
de geodésicas y curvatura sobre una esfera. Posteriormente se demostré la obtencion del tensor de Einstein
con el fin de cumplir con la conservacion local del tensor energia-momento. Adicionalmente fue revisada la
teoria linealizada de la gravedad recuperando las expresiones Newtonianas y permitiendo levantar algunas
condiciones para describir situaciones relativistas de forma aproximada mediante teoria de perturbaciones a
una métrica plana, obteniendo una ecuacién de onda y demostrando la existencia de ondas gravitacionales.

Fue analizada la métrica de Schwarzschild y sus efectos inmediatos como solucién de vacio a la ecuacién
de Einstein. Se determinaron cantidades relevantes asociadas a esta métrica mediante el método geodésico y
utilizando el software “Maxima’”. También fue planteado un sistema de referencia ortonormal Lorentziano y
analizadas las componentes de los elementos de la métrica en tal sistema. Con este se determind el corrimiento
al rojo gravitacional a través de diferentes cantidades conservadas y diferentes transformaciones entre sistemas
de referencia computando valores numéricos reales e hipotéticos para este corrimiento a modo de ejemplo
didéactico.

Varios resultados de estas derivaciones tedricas han confirmado que la teoria Newtoniana coincide per-
fectamente con la gravedad en ciertos casos de tal forma que matematicamente es hasta indistinguible de la
relatividad general. En el caso de la métrica de Schwarzschild, se demostro6 en el andlisis de campo débil que
las fuerzas de marea, las ecuaciones geodésicas y sus propiedades son coincidentes. La ecuacién de fuerzas de
marea coincide con la contraccion del tensor de Riemann. Los periodos orbitales en una trayectoria circular
perfecta en la métrica de Schwarzschild coincide con la ley Newtoniana y de la misma forma, se demostré
que la ecuacién geodésica radial es exactamente igual a la ecuacién de movimiento radial para un potencial
Newtoniano.
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Fue examinado el teorema de Birkhoff y sus consecuencias para el exterior estelar. Para el interior estelar
fueron planteadas ecuaciones de Einstein en presencia de materia con ayuda de un sistema de referencia sobre
el elemento de fluido que simplifico las ecuaciones. Fueron obtenidas las ecuaciones de Tolman—Oppenheimer—
Volkoff y fue analizada la solucién de Schwarzschild que considera una estrella de densidad constante. Con
las métricas estelares determinadas, se desarrollaron diagramas de “embedding” matemaéaticamente y fueron
graficados en el programa “python”, permitiendo visualizar el efecto de curvatura de estas métricas en
la direccién radial. Las soluciones en el vacio fueron posteriormente utilizadas para analizar el colapso de
una estrella ideal en el espacio-tiempo de Schwarzschild. Se realizé la transformaciéon de coordenadas de
Eddington-Finkelstein y fueron obtenidas las geodésicas respectivas en este sistema. Se realizé un diagrama
de rayos de luz para este sistema coordenado lo que permitié visualizar la orientacién de los conos de
luz y como estos no generaban conflictos matemédticos como en la métrica de Schwarzschid. Finalmente
fueron computadas las ecuaciones de aceleraciones de marea dentro del radio gravitacional y calculos tedricos
idealizados fueron realizados para un observador en caida al agujero negro M87, obteniendo su radio de
Schwarzschild y cuanto tardaria un observador en caer dentro hasta ser eliminado por las fuerzas de marea.

Cabe destacar el avance realizado en la profundizacion de los conceptos y analisis realizados en relatividad
general en el vacio y en presencia de materia. También cabe destacar el desarrollo y profundizacién en el uso
de técnicas como las transformaciones de coordenadas para reducir problemas en relatividad general.

Algunos problemas sugeridos y abiertos todavia por abordar en detalle son aquellos casos de simetrias
mas alla de las esféricas, entre otros, soluciones de materia o de fluidos no ideales con el fin de modelar
mas precisamente los fenémenos internos estelares como la conveccidén o corrientes internas con el fin de
obtener modelos termodindmicos estelares méas realistas y sus efectos sobre la métrica del interior estelar.
Otros temas por abarcar son aquellas soluciones dindmicas que incluyen los efectos de rotaciones como la
de Kerr o considerar estrellas con momento angular no nulo. Finalmente queda abierto el problema de unir
todos estos resultados en un modelo més realista para modelar soluciones de una estrella y la gravedad.
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