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Resumen

Ultimamente, el efecto magnetocaldrico ha llamado bastante la atencion
debido a las diversas aplicaciones en el campo de la refrigeracion en las que
puede ser usado, por esta razon se han estudiado diversos materiales que puedan
presentar este efecto. Sin embargo, encontrar el candidato perfecto es dificil, ya
que algunos materiales no tienen la respuesta térmica deseada, o simplemente
no son amigables con el medio ambiente. Es por esto por lo que, encontrar
materiales que, ademas de ser amigables con el medio ambiente, también sean
més eficientes y menos costosos, es un punto de mucho interés.

En esta tesis se ha estudiado la respuesta térmica del grafeno, analitica y
numéricamente, al aplicarle un campo magnético externo variable. Para lo cual,
se han estudiado diversas cantidades termodinamicas en el ensemble canoénico,
principalmente la variaciéon de entropia, al tener una monocapa y una bicapa
de grafeno.

Finalmente, se hace una comparaciéon entre la monocapa y bicapa, para asi
determinar cudl de los dos casos tiene una mejor respuesta térmica, encontrando
que a baja temperatura la respuesta de la bicapa es mayor que la de la
monocapa. Sin embargo, al aumentar la temperatura se observa que la monocapa
responde de mejor forma térmicamente. Este comportamiento encontrado a
baja temperatura motiva el interés de ver los efectos en mas capas de grafeno

y una extension natural en las discusiones de la presente tesis.
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Capitulo 1
Introduccion

Fue en 1881 cuando Warburg observé por primera vez el efecto
magnetocalérico [1|. Posteriormente, Debye [2]| y Giauque [3| comenzaron
a explicar por su propia cuenta este fenémeno, a la vez que proponian una de
las primeras aplicaciones para este efecto, la desmagnetizacion adiabatica. Con
los anos, se fue estudiando cada vez mas el efecto, pasando por Brown, quien
cred un prototipo de refrigerador magnético usando Gadolinio como compuesto
activo [4], hasta llegar a Pecharsky y Gschneider [5] quienes descubrieron en
1997 una serie de materiales con respuestas magnetocaléricas asombrosas. Desde
entonces, la investigacion y el estudio del efecto magnetocaldrico se ha centrado
en encontrar al material o compuesto que brinde mas eficiencia y que sea mas
amigable con el medio ambiente. De esta forma el grafeno se ha convertido en
un gran candidato para este proposito.

Cuando Novoselov y Geim [6] aislaron por primera vez el grafeno a
temperatura ambiente, se abrieron muchas oportunidades para usarlo en
diversas aplicaciones, como sensores de grafeno [7], grafeno para bateria de
litio-azufre (LieS) [7], compuestos estructurales |7], entre otros. La razon de que
sea ampliamente utilizado son sus excelentes caracteristicas 6pticas, térmicas
y mecénicas, ademas de su alto grado de flexibilidad y que es considerado
unos de los materiales mas fuertes y mejores conductores [7]. Por todas las
caracteristicas antes mencionadas, sumado a que los métodos de su produccion
son amigables con el medio ambiente [8], lo hacen un material bastante atractivo

cuando se trata de su estudio y aplicaciones.



Capitulo 2

Conceptos Previos

2.1. Efecto Magnetocalérico

Cuando un cambio de temperatura, en un material, se da al exponer este
material a un campo magnético externo variable [9], nos estamos refiriendo al
efecto magnetocalérico o bien MCE por sus siglas en inglés. Aqui, la entropia
juega un rol importante que veremos méas adelante.

La entropia, como sabemos, esta definida como:

_AQ
A S = T (2.1)
De donde:
ANQ=TANS (2.2)

En un soélido la entropia es considerada una funcién de estado. Como estamos
en presencia de un campo magnético externo, la entropia corresponde a:
S=S(T,H) (2.3)
En un material, la entropia total de un sistema puede escribirse como la
suma de entropias relacionadas a los distintos elementos que pueda tener el
sistema. Asi, entonces [9]:
S(T,H) = Srea(T, H) + Seect(T, H) + Spnag(T, H) (2.4)

Donde S,.q(T, H) esta relacionada a la red cristalina, See. (T, H) esta



relacionada con la distribucion eletronica y Spqq(1, H) esté relacionada con la
contribuciéon magnética de los espines.

Trabajar con la entropia en la forma en que se presenta en la ecuacion
(2.4) puede ser complicado [10], es por esto que se hacen aproximaciones para

simplificar esta expresion:
1. Sred(Tu H) ~ Sred(T)
2. Select (T, H) ~ Select (T)

Con esto estamos asumiendo que no hay dependencia del campo magnético
sobre Syeq V Sereet, pero ademés, estamos diciendo que el efecto en concreto

vendra de las variaciones de la entropia S,,q4. Asi, tenemos que:

S(T, H) = Syea(T) + Setect(T) + Spag(T, H) (2.5)

En la Figura 2.1.1 tenemos un ejemplo de un diagrama T-S de un sistema
expuesto a los campos magneticos Hy y H; [11]. En A — B se observa que
el sistema sufre una magnetizacion manteniendo la entropia Sy constante. La

situacion que se esta describiendo corresponde a un proceso adiabatico, donde:

A Tog(T, AH) = Ty (H,) — Ty(H) (2.6)

TJL

kg
7] IR—
wny

Figura 2.1.1: Esbozo de la dependencia térmica de la entropia para un sistema
en presencia de dos campos externos.

En A — C el sistema sufre una desmagnetizacion isotérmica. Aqui, estamos

haciendo uso de nuestra entropia aproximada, por lo que, toda variacién
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de entropia en un proceso isotérmico, nos darda un resultado dependiente

exclusivamente de S,,,4. Luego:

A Sp(T, AH) = S1 — S = Syag(To, Hi) — Siag(To, Ho) (2.7)

2.2. Trabajo Magnético

La energia interna de un material magnético, considerandolo un sistema
termodinamico, dependera de todas aquellas variables significativas para el

sistema, es decir:

U =U(S,V,N, M) (2.8)

Con M la magnetizacion, donde suponemos que :

M = Mé (2.9)

Aqui M es constante y é una direcciéon arbitraria. Ademas, tendremos que:

M = //\?td?’r (2.10)
\%

Con M = M(FI E,T,N /V) la densidad de magnetizacion de un material.

Luego, la Primera Ley vendria dada por:

dU = TdS — PdV + pdN + dWy; (2.11)

Donde dW), corresponde al trabajo magnético que debemos encontrar. Para
ello, debemos considerar un material magnético cilindrico de longitud L y area
transversal A, el cual estara rodeado por un solenoide de N vueltas, tal como se
puede observar en la Figura 2.2.1 [12]. El solenoide esta hecho de un cable que
asumimos tiene cero resistencia, o sea, es un superconductor. A dicho solenoide
se le conecta una bateria, de tal manera que el cable solo lleva corriente I
proporcionada por esta bateria.

Luego, usamos la Ley de Ampére, en unidades cgs, para medios materiales:

— 477'—)

VxH="] (2.12)
&
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Figura 2.2.1: Material magnético de forma cilindrica de longitud L y area
transversal A, rodeado por un solenoide de N vueltas.

Integramos la ecuacion sobre el drea demarcada por las lineas punteadas

(ver Figura 2.2.1 [12]), con n la normal:

/vXﬁ-ﬁdA:‘l—ﬂ/j.ﬁdA (2.13)
&

Lo que nos da:

%ﬁ-df:4—7T~N'I (2.14)
C

El resultado del lado derecho nos indica que cada espira del solenoide aporta
con una corriente I. Ahora bien, si L es muy largo, entonces podemos concluir
que, por simetria, fuera del material H= 0, mientras que dentro del material
H=H z, con H constante. Luego, nuestra ecuacion (2.14) queda:

4
H- L=-—".N-I (2.15)
c

De donde podemos despejar la magnitud de H:

Ar N -1
H=_-"-.-_-
c L

Si ahora suponemos que el material es isotrépico, es decir, que posee las

(2.16)

mismas propiedades en todas las direcciones, entonces podemos decir que el
material se magnetiza siguiendo la misma direcciéon que M, es decir, la misma
direcciéon que M = M2Z. Ademés, es importante notar que, habra un campo

de inducciéon magnética en el material de la forma:



B=H+4r-M (2.17)

Cabe senalar que, lo que queremos es calcular el trabajo al variar la corriente
I, por lo que, si la corriente cambia en el tiempo, entonces dI/dt # 0, lo que
produce un cambio en H y por tanto un cambio en é, o sea que, dB /dt # 0,
lo que nos generara un cambio de flujo de inducciéon. Con esto, podemos hacer
uso de la ecuacion de Faraday:
10

E=—--_8 2.1
V x o (2.18)

Integramos la ecuacion sobre una superficie de area A, con borde igual a

una espira de alambre y con la normal apuntando en la direcciéon Z2:

— 1 —
/VXE~2dA:——/QB-2dA (2.19)
A C Aat

Aqui, usamos que B = B(t)Zz, por lo que, la ecuacion anterior nos da:

O 1 .dB
E-dl=—-A— 2.20
% c dt ( )

Este resultado esté considerando solo una vuelta del solenoide, por lo que,
si ahora consideramos las N vueltas del solenoide y que E-dl = g, con ¢ la
fuerza electromotriz, la ecuacion (2.20) queda:
N dB
Ay P

c dt

Donde ¢€;,4 corresponde a la fuerza electromotriz inducida en todo el

(2.21)

Eind = —

solenoide. Aqui, estamos suponiendo que I = ¢/ A t, con g la carga que
pasa por el cable en un tiempo At. Si ahora hacemos un cambio Aq ~ dq, y
de acuerdo a la ley de Faraday, se genera un campo eléctrico que se opone al
cambio, es decir, se genera una fuerza electromotriz £ contra la que el incremento
de carga dq hace trabajo. Dicho incremento de carga se debe lograr haciendo
que la bateria genere una fuerza electromotriz € = —¢;,4, igual pero en sentido
contrario a la inducida.

Antes de seguir, recordemos como es el trabajo mecénico que un campo E

hace sobre una carga /\q entre los puntos 1 y 2 en el espacio:



2 2
AWezt:/ﬁ-dl:Aq/E~df:Aq.V:Aq.g (2.22)
1 1

Con V la diferencia de potencial entre los puntos 1 y 2.
Entonces, el trabajo que hace la bateria sobre AAg viene dado por:
N dB N dBdq N
dW =edq=—A—dg=—A——dt = —AIldB 2.23
W =edq c dt q c dt dt c ( )
Donde I = dq/dt.
Luego, podemos usar la expresion que encontramos para H (ecuacion (2.16)),

para escribir / en términos de H:

4m I HcelL
H=— "—=1]= 2.24
c L 4N (2.24)
Sustituyendo en dW (ecuacion (2.23)), tenemos:
N HceL LA
dW = —AdB - = —HdB 2.25
¢ drN 4w (2.25)

LA vendria a ser el volumen V' del material cilindrico. Si ahora usamos la

expresion B = H + 4 - M (ecuacion (2.17)), entonces:

dB = dH + 4rd M (2.26)
Luego:
V V
dwW = 4—H(dH +4rdM) = 4—HdH +VHIM (2.27)
T T

El primer término corresponde al trabajo sobre el campo externo,
independiente de si se encuentre o no el material, y el segundo término
corresponde al trabajo magnético sobre el material.

Si usamos que M = VM, de donde dM = VdM, podemos escribir una
expresion para el trabajo magnético sobre un material, que es lo que buscabamos.

Asi, el trabajo magnético es:

dW = HdM (2.28)

Si esta cantidad es positiva, el agente externo estd haciendo trabajo
magnético sobre el material pero, si es negativa, hace trabajo en el exterior.

De esta forma, la Primera Ley queda:



dU = TdS — PdV + pdN + HdM (2.29)

Y si asumimos que N es constante, entonces:

dU = TdS — PdV + HdM (2.30)

2.3. Termodindmica del MCE

Consideremos un sistema que no se deforme al aplicarle un campo magnético
H. Con T y P la temperatura y presion, respectivamente, para un cierto estado,
podemos usar la energia libre de Gibbs G para describir las propiedades
magnetotérmicas del sistema, considerando la energia interna U, que sera
funcion de la entropia S, el volumen V' y la magnetizacion M. Entonces, usando

una transformacion de Legendre de U [13], G queda:

G(T,P,H)=U(S,V,M) =TS+ PV — MH (2.31)

De donde:

dG = dU — SdT — TdS + VdP + PdV — HdM — MdH (2.32)

Usando la ecuacion (2.30) dG queda:

dG =VdP — SdI' — MdH (2.33)
Si no consideramos la presion, nuestra expresion para dG se puede reducir
aln mas:
dG = —=SdT — MdH (2.34)
De donde podemos obtener la siguiente relacion de Maxwell:

)G, e

Una propiedad fisica que nos sera de interés es el calor especifico. Nosotros

ya conocemos el calor especifico C'y, dado por:



(szT(%%)v (2.36)

Pero estamos trabajando con un campo magnético H, por lo que, el calor

especifico C'y viene dada por:
oS
Cyp=T|—= 2.37
(i), e
Ahora bien, debemos recordar que la diferencial de entropia S(T, H) la

podemos escribir como:

08 oS
5 (28) ar (25 an o

Usando las ecuaciones (2.35) y (2.37), dS queda:

Cy oM
= Har+ (Z=) aH 2.
ds = —d +<8T>Hd (2.39)

En un proceso adiabético, la entropia se mantiene constante, por lo tanto:

Cy oM Cu oM
0=—=dT — ) dH= —dl'=—-|— ) dH 2.40
7o+ (57 ), = (57), (240

Integramos entre dos estados para obtener una expresion que relacione
las variaciones de la temperatura con las variaciones de un campo magnético

externo:
He m (OM
AT =NT, :—/ —(—) dH 2.41
4 n Cu \ 0T ), (241)

En un proceso isotérmico, el primer término de (2.39) se hace 0, luego, al

integrar obtenemos el cambio de entropia total del sistema:

Hr roM
A S = AS :/ (—) dH 2.42
= [(5F). (2.42)
Con:
A Sisot(Ta H) = S(T7 Hf) - S(T7 H’L) (243>

10



2.4. Convencioén de signos

De (2.41) tenemos que:

He /oM
AT, :—/ —<—) dH 2.44
I n Cu \ 0T ), (244)

Si suponemos que el calor especifico no depende del campo H, entonces:

T (" /oM
ATy ~—— — | dH 2.4
Pero de (2.42), sabemos que:
Ar oM
s [ (21) an
=1, \ar ), (2.46)
Luego,
T
A Tag ~ —=— (_ A Sisot) (247)
Cu

De esta forma, tenemos una relacién directamente proporcional entre AT,
y (= A Sisor). Asi, si (— A Sisor) > 0, entonces AT,; > 0, haciendo que el
material entregue calor. Por otra parte, si (— A Sis) < 0, tendremos que
AT,q < 0, haciendo que el material actue como refrigerante.

Desde aqui en adelante usaremos la notaciéon “B”, en lugar de “H”, para el

campo magnético, con tal de no crear confusion con el hamiltoniano.

11



Capitulo 3
Grafteno

El grafeno monocapa consiste en d&tomos de carbono dispuestos en una red
cristalina bidimensional tipo panal de abeja, como se muestra en la Figura
3.0.1. La estructura de panal de abeja [14, 15| consiste en una red hexagonal,

con una base de dos atomos, etiquetados como A y B, en cada punto de red.

Figura 3.0.1: Red tipo panal de abeja y la zona de Brillouin. Izquierda:
Estructura de red del grafeno, con aj y a3 como los vectores de red unitarios
correspondintes. d;, ¢ = 1,2, 3 son los vectores de los primeros vecinos. Derecha:
La zona de Brillouin (BZ) correspondiente. Los conos de Dirac estan localizados
en los puntos K y K’ [16].

Si se utilizan coordenadas cartesianas con x e y, los vectores primitivos de

la red hexagonal de Bravais (3.0.1), son aj y a3 donde

. a V3a . a —V3a
a; = (5’7)’ ay = (5, 5 ) (3.1)

y a = |ai| = |a3| es la constante de red. En el grafeno, a = 2.46A [14]. La

[\

constante de red es la distancia que hay entre celdas unitarias, mientras que,
entre los atomos de carbono es la distancia carbono-carbono ac_¢ = a/ V3=

1.42A. Notar que, la estructura de panal de abeja no es una red de Bravais

12



debido a que las posiciones atomicas A y B no son equivalentes: no es posible
conectarlos con un vector de red R = nja; + neas donde ny y no son enteros.
Los vectores de la red reciproca by y by que satisfacen aj - by = a3 - by = 27

y aj - b_é =ay - b_; = 0 estan dados por:

- 2 2w - 2r =27
bi=(—,— ); by =|(—,— 3.2
' (a \/§a> ’ (a \/§a) (32)

La representacion de la red reciproca es presentada en la Figura (3.0.1), que
es una red hexagonal de Bravais, como la indicada en la zona conformada por
los vectores by y by y la zona punteada en la Figura (3.0.1).

De particular importancia para la fisica del grafeno son los dos puntos K y
K’ en las esquinas de la zona de Brillouin. Estos son llamados puntos de Dirac.

Sus posiciones en el espacio de momentum estan dadas por

- 2r 27 - 2r =27
K: —, 7 K/: -, 33
(3a 3\/§a) (3a 3\/§a) (3:3)

Los tres vectores en el espacio real para los primeros vecinos estan dados

por

5 = g (1, \/§> 5y = % (1, —\/§> Gy = —a(1,0)  (3.4)

Mientras que los segundos vecinos cercanos estan localizados en §; = +aj,
0y = +a3, 65 = £ (a3 — aj). El Hamiltoniano de tight-binding para electrones
en grafeno puede ser truncado hasta primeros y segundos vecinos més cercanos,

siendo expresado como:

H=—t Z (CLTUVibUVj + H.c) —t (aTmaw + ' iy s + H.c) (3.5)

(i,5,0) ((3,7),0)

Donde a;, (a;U) aniquila (crea) un electron con spin (1, |) en el sitio R; en
la sub red A (una definicion equivalente es usada para la sub-red B), t es el valor
de energia de hopping a primeros vecinos (hopping entre sub-redes diferentes),
cuyo valor es aproximadamente t =~ 2.8 eV y t’ es la energia de hopping de
los segundos vecinos (hopping en la misma sub red). Es importante senalar
que, el valor de t' no es del todo conocido, pero a través de calculos abinitio

[17] se encontré que 0.02 <t/ < 0.2¢, dependiendo de la parametrizacion en el

13



tight-binding.
Las bandas de energia calculadas a partir del Hamiltoniano (3.5) tienen la
forma [18]

Ex(k) = +4/3+ f(k) -t f (k) (3.6)

Donde se tiene que:

F(k) = 2cos <\/§kya> + 4 cos (?kw) cos (2]@(1) (3.7)

Esta ultima funcién, obtenida a partir del modelo de tight-binding, describe

el hopping entre los primeros vecinos, siendo obtenida de la forma:

3
g(k) = Z e =1 4 26”5 cos <?kya> (3.8)
I=1

Con

1g(K)|? = 3 + 2 cos (\/gk‘ya> + 4 cos (?kw) cos (gkzwa) =3+ f(k) (3.9)

Figura 3.0.2: Izquierda: Dispersion electronica (3.6), cont’ =0, t=1ya=1
por simplicidad. Derecha: Zoom en las bandas cerca de uno de los puntos de
Dirac.

El signo positivo de la Ec. (3.6) implica la banda superior (7*) y el signo
negativo la banda inferior (7). Es claro, de la Ec. (3.7) que el espectro es
simétrico en torno a la energia cero si t' = 0. Para valores finitos de t/, la
simetria electron-hueco se quiebra y las bandas m y 7’ se vuelven asimétricas.
En la Figura 3.0.2 [19], se muestra el caso t’ = 0 para las bandas y a su lado
derecho un acercamiento a uno de los puntos de Dirac (en el punto K o K’ en

la zona de Brillouin). La dispersion presentada en la Figura 3.0.2 [19] puede

14



ser obtenida expandiendo la estructura de bandas completa, (3.7), cerca del
vector K (0 K' ), (3.3), como k = K + ¢, con |7] < | K]

Ex(q) = £vpld + O [(¢/K)’] (3.10)

Donde ¢ es el momentum medido con respecto a los puntos de Dirac y vp

es la velocidad de Fermi, dada por vp = 3ta/2 ~ 1 x 10% m/s.

15



Capitulo 4

Niveles de Landau

4.1. Niveles de Landau del electrén libre

En un campo magnético externo asociado a un potencial vector A, el

hamiltoniano no relativista correspondiente a un electron “libre” es:

[ (*+ EA’Y (4.1)
“om PTG '

El campo magnético vendra dado por B = AVAR A= B/%, donde se ha
impuesto el gauge de Landau A, = —Bz, con A, = A, = 0. Aqui, nuestro
hamiltoniano no depende ni de y ni de z, por lo que los operadores p, y p.

conmutan con el hamiltoniano, es decir:

Ap] =0, [Ap]=0 (4.2)

Luego, estos operadores comparten autofunciones v con el hamiltoniano:

Hy=Ey;  pyb=|p,|v =hkyp pap = |p.|v = hk.y) (4.3)

Con esto obtenemos:

L P (A (1.4)
= — |ps ——=x s .
2m b Py c b
Con esto entonces, la ecuacion de Schrodinger nos queda:
A 1 9 eB 2 2
HY = o \pe” + (Il = 2 ) + [ v =Ey (4.5)
m c

16



Proponemos como solucién la siguiente funcion:

Up, 1o, (7) = EvTh=2) o () (4.6)

Luego, usando las ecuaciones (4.3) y (4.6), la ecuacion de Schrodinger (4.5)

nos queda:
1 5 d eB \’
3 —h e + | hky — ~ + hk, | ¢(x) = Ep(x) (4.7)
Arreglando la ecuacion anterior, obtenemos:
1 2 1 2 2\2 /
omPe + 5 Mo (x = kyls™)"| p(z) = E'p(z) (4.8)
Con
lp = he. E' =F — Pk (4.9)
P=VeB’ - 2m '

Y donde wy = ;—Bc es la frecuencia ciclotronica que corresponde a las érbitas
circulares clésicas de una masa m con carga e bajo un campo B uniforme. Asi
entonces, tenemos que la ecuacion (4.8) es la ecuacion de un oscilador arménico,

con solucién:

1
E = hw, (n + 5) (4.10)

Donde los autovalores de H son los niveles de Landau

1 R2k.,>
E = — =0.1,2. ... 4.11
th (7’L+ 2) + 2m ) (TL Oa 5 &y ) ( )

4.2. Nieveles de Landau en Grafeno
Para este caso, tendremos nuestro hamiltoninano de baja energia dado por:

H = hw (kyo, + ky7.0,) (4.12)

Donde k, y k, representan a los momentums, o, y o, son las matrices de
Pauli y 7, vendria a ser £1. Aqui el signo + o el signo — de 7, corresponde a
los dos valles K y K’ del Grafeno.
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Ahora obtendremos el espectro de energia del sistema cuando le anadimos un
campo magnético perpendicular. Para esto, usamos un acoplamiento minimal,

en donde:

o=+ %A’ (4.13)

Con A el vector potencial. Asi, la ecuacion (4.12) nos queda:

H=hv [(kx + %AI) Oy + (ky + %Ay) TZO'y] (4.14)

Si ahora usamos el gauge de Landau, donde A, = 0y A, = Bz, entonces

nuestro hamiltoniano queda:

H=h [kwax + <ky + %Bx) TZO'y] (4.15)

De esta forma, tenemos un hamiltoniano de términos de Dirac en presencia
de un campo magnético uniforme.
Podemos escribir (4.15) de una forma més conveniente, usando el siguiente

“cambio de variable”

T=x+ e%ky (4.16)
Asi, el hamiltoniano queda:
H=hv [k:xagc + Tzay%Bj] (4.17)
Si introducimos el largo magnético lp = f—g, tenemos:
H = hv {kxam + %x} (4.18)

Es importante notar que, estamos asumiendo que B es una cantidad positiva,
de lo contrario tendriamos que repetir los calculos para un signo general de B.

En forma matricial, el hamiltoniano esta dado por:
N 0 ky —i7, -5
H= ] ER (4.19)
ky + irzls% 0

Para seguir con nuestro desarrollo, nos enfocaremos en solo uno de los valles,

es decir, en el valle K : 7, = +1.

18



Consideremos al oscilador armoénico como un operador:

o= % (é + ilBkz> (4.20)
Donde [a, aT] =1, es decir, a y a' satisfacen las relaciones de conmutacion

de los operadores del oscilador armoénico.
Asi, entonces, tenemos nuestro hamiltoniano escrito de forma compacta

usando a y a':

i V2hy ( 0 —ia) (4.21)

lp iat 0

Ahora ya podemos encontrar los autoestados y los autovalores. Para esto,

podemos usar el siguiente ansatz:

Apln—1)
n) = ; n#0 4.22

Aqui, el primer componente, A, |n — 1), esta en la subred A y la segunda
componente, B, |n), esta en la subred B. Ademés, la componente de la subred
A es proporcional al autoestado |n — 1) del oscilador armonico y la componente
de la subred B es proporcional al autoestado |n) del oscilador.

Luego, usando (4.21) y 4.22), tenemos la ecuacion de autoestados,

recordando que a |n) = /n|n —1):

H [ip,) = ’j—;m (‘iijl 'Tn; ”) = By [thn) (4.23)

De aqui, podemos obtener los valores de A,, v B, que al normalizarlos

quedan:

1 l
— 4+
V2 V2

Finalmente, tendremos nuestros autoestados y las autonergias:

A, = B, = (4.24)

_ 1 (In=1)Y) e

+i|n)

Con v la velocidad de Dirac.
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Capitulo 5

Monocapa de Grafeno

5.1. Calculo de la funcién de particion

Para nuestro problema, la funcion de particion [20] del sistema estara dada,

de manera general, por la siguiente expresion:

Iy = e PPoght 4 Zgﬁ/[e_ﬁE" (5.1)

n=1
Donde g} es el factor de degeneracién para el estado fundamental y ¢ es

el factor de degeneracion para los estados excitados. En nuestro caso, tenemos:

9o =gn =4 (5.2)

De esta manera, nuestra funcién de particion queda:

Z =de P04 4y " P (5.3)

n=1

Usando que Ey = 0, tenemos:

Z=4+4) P (5.4)
n=1
Con

2
\/_h”\/ﬁ — apy/n; I (5.5)
lB eB

E, =

Por lo tanto:
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Z=4+4) e fonvn (5.6)

n=1
Definimos:

z, = nfBlag?: vV, =nfag (5.7)

Luego,
ATy = Tni — Tn = BPag? (5.8)

Por lo que la ecuacion (5.6) toma la siguiente forma:

Z—4—|——Zﬁxe Papvn — 4 4 Zﬁxe fapvn (5.9)

/3204132
En el continuo, cuando n — oo, tenemos:
Axr — dx
o (5.10)
Asi, entonces:
Z=44 / e Vedy 5.11
2
8
Trabajamos un poco en la expresion obtenida:
7 =41+ 25t
z=1(1+4%5 L) (5.13)
kp3T? 1
Z:4(]‘+ ;131/26 E)
Y finalmente, obtenemos:
T? kp®
Z =411 —|; = 5.14
( +r g ) ; V= (5.14)
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5.2. Cantidades termodinadmicas

Teniendo la funcién de particion del sistema, se puede calcular la energia
interna y con esto otras cantidades termodindmicas como la entropia, la
magnetizacion y el calor especifico.

La energia interna estara definida de la siguiente forma:

olnZz
oT

Usando la funcion de particion descrita por la ecuacion (5.14), la energia

U= kpT? (5.15)

interna nos queda:

2kg*T*®
U = B — (5.16)
Bev?h (1+ %4
La entropia por su parte, estara definida como:
U
S=—+kglnZz (517)
T
De aqui, obtenemos:
2kp*T? kp*T?
S: B e —|—/€Bh’l |:4 <1+ﬁ):| (518)
ev
Bev?h (1+ 47

Luego, el calor especifico, definido como:
oS
=T — 5.19
o =7(57), 19
Vendra dado por:

Ak T3 6kg3T
g =T| - B + B (5.20)

B2z (1+ ’“BQT2>2 Bev?h (1+ 424

Bev?h

Por tltimo, pero no por ello menos importante, la magnetizacion, estara

definida por la siguiente expresion:

oln”Zz
0B

M = kgT (5.21)
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Luego, obtenemos que la magnetizacién nos queda:

kT3
Brevh (1+ 5200

ev2h

M = (5.22)

A todas estas expresiones cualitativas, se les puede calcular los limites
cuando 7" — 0 y T' — oo, es decir, cuando estamos en presencia de bajas y
altas temperaturas, respectivamente. Entonces, para la energia interna, cuando

T — 0, tenemos:

, , 2kg°T*
%Hn U= %Hn Y — 0 (5.23)
—0 —0 2 B
Bev?h (1 + Bey2h>
Cuando T" — oo, tenemos:
, 373 , 33
lim Lo L 272\ lim %
T-300 BW%(H%) Tso0 ku®T2(1+ 2557k) (5.24)
v 5.24

= lm —28L__ kT

2
T—oo (1+ IfBeng)

De esta forma, para bajas temperaturas, la energia interna simplemente es
0, mientras que, a altas temperaturas, esta es de un valor U ~ 2kgT'.

Para la entropia tenemos los siguientes limites:

+kgln |4 1+I‘CBQT2 — kplnd (5.25)
B Bev?h )|~ "B '

2kp°T?
lfm S = lim LA -
7250 T=0 B2, (1 4 kBT )

B
Bev?h

lim S = oo (5.26)

T—o00
Asi entonces, para bajas temperaturas la entropia tiene un valor de kg In4,
mientras que, para altas temperaturas, esta tiende a infinito.

Luego, para el calor especifico, tenemos:

lim cp = 0 (5.27)
T—0
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AkpST3 6kg>T

lim cg = lim T'| — s +
kn2T2 kg2T2
T—o0 T—oo B2e2452 (1+ BBezﬂh) Bey2h(1+ BBeV%)
lim — 4kp + 6kp (528)
T—o00 1+ 3262y4h2+2361/2h 1+ Bev2h
kpdT4 kT kg2T2

= cg = —4kp + 6k = 2kp

Entonces, para bajas temperaturas, el calor especifico es 0, mientras que,
para altas temperaturas tiene un valor de 2kg, lo cual tiene mucho sentido,
pues si ocupamos la definicion de calor especifico, que es la derivada de la
energia interna respecto de la temperatura, a campo constante, usando lo que

encontramos para el valor asintético de la energia interna cuando 7" — oo,

e (1) - (20 oy, o9

Finalmente, para la magnetizacion, tenemos:

obtendremos:

lim M =0 (5.30)
T—0
kg3T3 kgT kT
lim — & ooy = lm —QB— ~ —% (5.31)
T prasn (14 58) T (Bt + B)

Asi tenemos que, para bajas temperaturas la magnetizacion es 0, y para

kpT

altas temperaturas tiene un valor M ~ —=&

. Es importante notar que, la
magnetizaciéon nos dio un valor negativo, lo que significa que estamos en
presencia de un material diamagnético. En estos materiales, la magnetizacion
inducida se opone al campo externo, lo que hace que este se reduzca o bien, se
debilite al interior del material.

Una vez obtenidas las cantidades termodinamicas, podemos graficarlas para
una monocapa de grafeno.

La Figura 5.2.1 nos presenta a la energia interna en meV en funciéon de la
temperatura, para distintos valores de campo magnético. Note que, para un
campo de 0 T, la energia tiene un comportamiento lineal. Ademas, se puede

observar que a bajas temperaturas, la energia interna tiene un valor de 0 meV,
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Figura 5.2.1: Energia interna (en unidades de mili electronvolt) como funcion
de la temperatura (en unidades de Kelvin) para valores de campo de 0 T (linea

azul), 0.1 T (linea amarilla), 0.2 T (linea verde), 0.3 T (linea roja). y 0.4 T
(linea morada)

1 — Ca(T0.9)
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Figura 5.2.2: Calor especifico como funcion de la temperatura (en unidades
de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea amarilla),
0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja).

mientras que a altas temperaturas, la energia interna tiende a infinito.

En la Figura 5.2.2 tenemos representado el calor especifico para distintos
valores de campo magnético. Aqui, se puede ver que, a medida que aumenta el
campo magnético, el maximo del calor especifico se desplaza hacia la derecha.
Notar que, dicho maximo supera el valor 2kg a baja tempratura, mientras
que, a alta temperatura converge a un valor de 2kg para todos los campos
magnéticos estudiados. Esto esta en concordancia con que a alta temperatura
el sistema se comporta como un gas de osciladores bidimensionales. Por tanto,
segun el teorema de la equiparticion [21] , su energia interna en ese rango, estara
dada por la contribucién de dos componentes cinéticos y dos componentes de
energia potencial dando un valor de U ~ 2kgT, como se ha mostrado en los
limites asintéticos de la energia.

Ahora en la Figura 5.2.3 esta representada la entropia para distintos valores

de campo magnético, el cual varia de 0 T a 0.4 T. De aqui se observa que, a
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Figura 5.2.3: Entropia como funcién de la temperatura (en unidades de
Kelvin) para valores de campo de 0 T (linea azul), 0.1 T (linea amarilla), 0.2 T
(linea verde), 0.3 T (linea roja) y 0.4 T (linea morada).

o — S(T,0)-S(T.0.1)
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Figura 5.2.4: Variacion de entropia como funciéon de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea
amarillo), 0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja).

medida que aumenta el campo magnético, la entropia disminuye. Note que, a
bajas temperaturas la entropia toma un valor de kg In4, para cada valor del
campo, mientras que, a altas temperaturas la entropia tiende al infinito, tal
como se puede apreciar al analizar los limites asintoticos de la entropia.

Con esto, podemos graficar la diferencia de entropia, que es lo que realmente
nos interesa.

En la Figura 5.2.4 se representa la variacion de entropia para distintos
valores de campo magnético. Aqui, se observa que a bajas temperaturas no
existe una diferencia entre los valores de AS, pero al aumentar la temperatura
si se puede ver una diferencia entre los valores, lo cual se muestra con mas
detalle en la Figura 5.2.5. Ademés que, para cada caso de campo magnético, AS
alcanza un maximo, para luego volverse constante a cierto valor. Es importante
notar que, (— A S) nos dio un valor positivo, lo cual nos dice que el material se
calienta, de acuerdo con lo discutido anteriormente en la seccion 2.4. De esta

manera, cuando aumentamos el campo magnético, la magnitud de la variacion
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Figura 5.2.5: Variacion de entropia como funcion de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para valores de campo de 0.1 T (linea azul), 0.2 T (linea
amarillo), 0.3 T (linea verde) y 0.4 T (linea roja), para temperaturas mas bajas.

de entropia es mayor.

Por ultimo, en la Figura 5.2.5 esta representada la variaciéon de entropia para
los distintos valores de campo magnético, pero para temperaturas mas bajas.
Aqui, se puede ver en mas detalle que a bajas temperaturas no exite realmente
una diferencia entre los valores de AS, pero a partir de 35 K aproximadamente,

si se puede observar esta diferencia entre los valores de AS.
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Capitulo 6
Bicapa de Grafeno

Hasta ahora hemos estado estudiando la termodinédmica de una monocapa
de grafeno al aplicarle un campo magnético externo, sin embargo, nuestro
anélisis se puede expandir a multicapas de grafeno. Por ahora, estudiaremos la
termodindmica de una bicapa de grafeno.

En los sistemas multicapas de grafeno las hojas de cristal son puestas una
sobre otras y son conectadas a través de fuerzas débiles de Van der Waals
con diferentes configuraciones de apilamiento [22]. Para un sistema bicapa,
el acoplamiento mas estable corresponde al apilamiento de Bernal o también
comunmente llamado apilamiento AB [22]. Este basicamente consiste en poner
los atomos A de la capa superior sobre los atomos B de la capa inferior. En el
sistema bicapa ocurre un fenémeno muy interesante ya que, los estados de baja
energia siguen pudiendo ser descritos por la ecuaciéon de Dirac pero, con una
dispersion cuadratica [22]. Esto ultimo quiere decir que, los electrones que se
describen poseen masa. Luego, bajo campo magnético externo perpendicular,

el espectro de baja energia tiene la forma [22, 23]

E, = thw./n(n+1), n=—-1,0,1,2, .. (6.1)

Donde w,. = an corresponde a la frecuencia ciclotronica. El valor de la

masa efectiva en nuestros calculos es m* ~ (0.039 £ 0.002)m,. [22|, donde m,
es la masa del electron. Notar que, la Ec. (6.1) tiene 2 niveles de energia cero,
correspondientes a n = —1 y n = 0 [23]. Como hemos visto en los capitulos
anteriores, cada nivel de Landau en una monocapa es 4 veces degenerado

incluyendo el estado de energia cero, donde el factor 4 esta asociado a la
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degeneracion por espin y a los puntos no equivalentes de la ZB K v K, que da
paso a lo que se conoce como degeneracion por valle [22]. En el caso del grafeno
bicapa, los niveles de energia diferentes de cero son 4 veces degenerados como
los del grafeno monocapa. Sin embargo, el estado de energia cero presenta una
degeneracion octuple [22]. Esto es apoyado por las medidas de conductividad
Hall realizadas en el grafeno bicapa [22| y en coherencia con los dos ceros
encontrados por la férmula analitica de la Ec. (6.1) (para los estados n =
—1,n =0 [23]).

Luego, para los calculos termodinamicos que se mostraran en esta seccion,

la forma en que calculamos la funcién de particién estéd dada por la estructura:

Z=AN+) de P, (6.2)
n=1

Donde N = 2 para la bicapa y hemos considerado n = 20000 estados de
energia para asegurar la convergencia de los calculos numéricos.
De esta forma entonces, y de manera analoga a lo realizado para una

monocapa de grafeno, se lleg6 a los siguientes resultados:

Bilayer
40

201

E(B,n) [meV]
o

20+

8o 05 10 15 2.0
B[T]

Figura 6.0.1: Espectro de energia en funcién del campo magnético para
distintos niveles de Landau n € [0, 10]

En la Figura 6.0.1 se muestra el espectro de energia en funcién del campo
magnético, para distintos niveles de Landau n € [0, 10], en los dos puntos de
Dirac K (parte positiva del grafico) y K’ (parte negativa del grafico).

Luego en la Figura 6.0.2 se muestra la energfa interna en meV, como funcién
de la temperatura para una bicapa de grafeno. Los colores cercanos al azul

representan energias para campos magnéticos mas pequenos, y los colores
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Figura 6.0.2: Energia interna (en unidades de mili electronvolt) como funcion
de la temperatura (en unidades de Kelvin) para distintos valores de campo
magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T (rojo), en intervalos de 0.1 T, para una
bicapa de grafeno
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Figura 6.0.3: Calor especifico como funcion de la temperatura (en unidades
de Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T
(rojo), en intervalos de 0.1 T, para una bicapa de grafeno

cercanos al rojo representan energias para campos mas grandes. Al igual que
en el caso de una monocapa de grefeno, vemos que a bajas temperaturas, la
energia tiende a 0, mientras que, a altas temperaturas, la energia tiende a
infinito.

En la Figura 6.0.3 tenemos el calor especifico como funcién de la temperatura
para distintos valores de campo magnético, donde los colores cercanos al azul
hacen referencia a campos mas pequenos mientras que, los cercanos al rojo se
refieren a campos méas grandes. Aqui, se puede ver que a bajas temperaturas,
el maximo del calor especifico no supera el valor de kg y al aumentar el campo

magnético, menor es este maximo. Por otra parte, a altas temperaturas, el calor
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Figura 6.0.4: Entropia como funcién de la temperatura (en unidades de
Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T (azul) y 5 T
(rojo), en intervalos de 0.1 T, en una bicapa de grafeno
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Figura 6.0.5: Variacion de entropia como funciéon de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para distintos valores de campo magnético, entre 0.1 T
(azul) y 5 T (rojo), en intervalos de 0.1 T, para una bicapa de grafeno

especifico parece converger al valor de kg para cada valor del campo magnético.
Note que, en este caso, es decir, para una bicapa de grafeno, el calor especifico
obtuvo un valor de kg, a diferencia del caso de una monocapa, donde se obtuvo
un valor para el calor especifico de 2kg.

En la Figura 6.0.4 estd representada la entropia como funciéon de la
temperatura para distintos valores de campo magnético. Nuevamente los colores
cercanos al azul representan campos magnéticos pequenos mientras que, los
cercanos al rojo representan campos mas grandes. Se observa que, a medida
que aumenta el campo, disminuye la entropia. Note que, a bajas temperaturas
la entropia tiende a un valor de aproximadamente kg In8, considerando que

ahora tendremos 8 grados de degeneracion, para el estado cero de energia. Por
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otro lado, a altas temperaturas, se observa que la entropia tiende al infinito.
Por ultimo, en la Figura 6.0.5 se muestra la variaciéon de entropia como
funcion de la temperatura para distintos valores de campo magnético, los cuales
van aumentando siguiendo la gama de colores, desde el azul, para valores més
pequenos, hasta el rojo, para valores méas grandes. Se observa que, a bajas
temperaturas no hay diferencia entre los valores de AS, pero se comienzan a
apreciar diferencias al aumentar un poco la temperatura. Ademas, note que,
AS alcanza valores méximos para luego disminuir y volverse constante. Como
(— A S) es positivo, el material entrega calor, es decir, se calienta, y a campos

cada vez mas grandes, mayor es la magnitud de la variaciéon de entropia.
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Capitulo 7

Comparacion entre Monocapa y

Bicapa de Grafeno

Una vez que ya hemos estudiado tanto la monocapa como la bicapa, podemos
hacer una comparaciéon entre ambas para determinar cuél tiene una mejor
respuesta térmica.

En la Figura 7.0.1 se muestra la comparacion entre la monocapa y la bicapa
de grafeno, para un campo de 0.2 T. Aqui, se puede observar que a muy bajas
temperaturas, _N—ALS, es decir, la variacion de entropia dividida por el niimero de
capas, es mucho mas beneficiosa en una bicapa, o sea tiene una mejor respuesta.
Sin embargo, a altas temperaturas, sobre los 10 K, la monocapa supera a la
bicapa en respuesta. La razon de esto se explica en el comportamiento de la
monocapa y bicapa al comparar cada una por separado cuando tenemos un
campo de 0 T y otro de 0.2 T. En una bicapa, la entropia a un campo bajo

(campo de 0 T) satura muy rapido a bajas temperaturas, es decir, alcanza

w s

AS
kg Ny

N

1 — SBI(T,0)-SBi(T,0.2)
SMono(T,0)-SMono(T,0.2)

0 2 4 6 8 10
TIK]

Figura 7.0.1: Diferencia de entropia como funcién de la temperatura (en
unidades de Kelvin) para la monocapa (naranjo) y la bicapa (azul), con un
campo de 0.2 T
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un valor constante bastante rapido, mientras que, en el caso de un campo de
0.2 T, la entropia tarda un poco méas en saturar, pero no solo eso, sino que
esto hara que la diferencia que existe entre la entropia a campo 0 T y 0.2 T
decrezca, haciendo que la respuesta de la bicapa sea menor después de cierta
temperatura.

Por otra parte, en una monocapa, la entropia de referencia no se satura
incluso después de una alta temperatura como lo es 500 K. Como la entropia no
satura, la diferencia entre la de 0 T y 0.2 T va creciendo hasta llegar a un valor
constante, o sea que ambas van a converger a un valor fijo, correspondiente
al limite de altas temperaturas. Esto hace que tenga una mejor respuesta

comparada a la bicapa.
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Capitulo 8
Conclusiones

Como se mencion6 anteriormente, dependiendo de la region de temperatura
en la cual trabajemos la monocapa de grafeno tiene una mejor respuesta térmica
en comparacion con la bicapa, lo cual se da al estar en altas tempertauras.
No obstante, al estar en bajas temperaturas, es la bicapa quien supera a
la monocapa en respuesta, al aplicarle un campo magnético. Obtener estos
resultados fue el proposito de esta investigacion al calcular y estudiar la variacion
de entropia, AS, o mas especificamente (— A S). Note que, esto tltimo no es
arbitrario, debido a que, (— A S) es directamente proporcional a AT, por lo
tanto, es (— A S) quien nos daré el “signo” y nos indicara si el material entrega
calor, como es el caso en nuestra investigacion, o actua como refrigerante.

Sin embargo, hace falta un estudio méas completo sobre el tema, ya que,
aun se debe analizar si lo encontrado presenta una ventaja a bajas o altas
temperaturas, dependiendo del caso que uno encuentre mejor, considerando
las respuestas térmicas analizadas en ambos casos. Ademés, podemos agregar
el célculo de Fermi-Dirac del sistema, asi como también mejorar el modelo
utilizando la teoria de bandas ampliando de esta manera el estudio méas alla de
los puntos K y K’ en el grafeno.

Por ultimo, con el fin de mejorar los resultados encontrados, hace falta
estudiar el sistema en mas capas de grafeno y observar si el comportamiento
encontrado a baja o a alta temperatura, dependiendo de lo que se encuentre
mejor, como ya se menciond, se potencia o no con el niimero de capas haciendo

de este sistema un foco atractivo para los fenémenos caloricos.
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