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RESUMEN

El diseno de sistemas de ingenieria rara vez puede desarrollarse de manera determinista. La
incertidumbre en dichos modelos puede encontrarse en distinto factores o propiedades que cumplen
un rol fundamental en el sistema ingenieril, como lo pueden ser propiedades de los materiales, o
valores de las solicitaciones a las cuales se ve sometido el sistema. Dado esto, es necesario cuantifi-
car la confiabilidad del sistema dado el nivel de incertidumbre existente. Para lograr esto se puede

recurrir a herramientas matematicas, como lo es la teoria de probabilidad.

La confiabilidad puede ser estimada a través de la probabilidad de falla, la cual mide las chan-
ces de que alguna respuesta del sistema exceda un valor umbral pre-establecido bajo algun criterio

ingenieril, por ejemplo, el valor de algin desplazamiento de piso.

Para poder modelar la incertumbre que afecta a un modelo, es recurrente asignar a variables de
interés, funciones de densidad de probabilidad, las cuales poseen valores caracteristicos que las de-
finen, como lo son el valor esperado y la desviacién estandar. La adecuada eleccion de las funciones
de densidad de probabilidad es un paso fundamental para estimar correctamente la confiabilidad,
por lo que, una variacion en algunos de los pardmetros caracteristicos que la definen puede provocar
variaciones considerables en el valor de la probabilidad de falla. Mencionado lo anterior, no solo es
importante estimar adecuadamente la confiabilidad, si no que ademas, cuantificar que tan sensible
es su valor respecto a los pardmetros que definen a las funciones de densidad de probabilidad, pues

puede entregar valiosa informacién del sistema.

Existen distintas estrategias que permiten estimar la confiabilidad y su sensibilidad, una de
ellas es aplicando el método de simulaciéon Line Sampling, el cual permite estimar la probabilidad
de falla, y en una étapa de post procesamiento cuantificar la sensibilidad mediante dos enfoques

distintos pero equivalentes.

El presente trabajo de titulo propone una estrategia que permita mejorar la estimacion de la
sensibilidad de la confiabilidad mediante un estimador éptimo combinado, el cual combine en un
unico estimador a los dos enfoques distintos que se pueden utilizar con la técnica de simulacién

Line Sampling, para problemas que involucren variables aleatorias.

Palabras Clave: Confiabilidad, Probabilidad de Falla, Sensibilidad de la Confiabilidad, Varia-

bles Aleatoria, Pardmetros Caracteristicos, Line Sampling, Estimador Optz'mo Combinado.






CONTENIDO

RESUMEN
CONTENIDO

INDICE DE FIGURAS
INDICE DE TABLAS

1. INTRODUCCION
1.1. Introduccién General . . . . . . . . . ...
1.2. Objetivos Generales . . . . . . . . . . . L
1.3. Objetivos Especificos . . . . . . . . . ..

1.4. Estructura del trabajo de memoria de titulo . . . . . .. ... ... .00

2. PROBABILIDAD DE FALLA Y SU SENSIBILIDAD

2.1. Introduccidn . . . . . . . . L
2.2. Probabilidad de Falla.. . . . . . . . .. . .. .
2.2.1. Formulacién en el Espacio Fisico . . . . ... ... ... ... .. .......
2.2.2. Formulacién en el Espacio Normal Estandar . . . . . ... ... ... ... ..
2.3. Sensibilidad de la Probabilidad de Falla . . . . . .. .. ... . ... ... ......
2.3.1. Sensibilidad de la Probabilidad - Integracién sobre el Dominio de Falla (IDF)
2.3.2. Sensibilidad de la Probabilidad - Integracién sobre la Funcién de Estado
Limite (IFEL) . . . . . . . e

2.3.3. Relacién entre los enfoques IFEL e IFD para la obtencién de la sensibilidad
de la probabilidad de falla . . . . . . . ... ... ... ... ... .......

2.4. Evaluacién de la Probabilidad de Falla Utilizando el Método de Simulacién Line
Sampling . . . . . ..

2.5. Estimacion de la Sensibilidad de la Confiabilidad Utilizando la Técnica de Simulacién
Line Sampling . . . . . . . . . .
2.5.1. Enfoque 1: Método de Integracién sobre el Dominio de Falla (IDF) . . . . . .
2.5.2. Enfoque 2: Método de Integracién sobre la Funcién de Estado Limite (IFEL)

2.6. Implementacién del Estimador de Sensibilidad para Distribuciéon Gaussiana y Log-

Normal . . . . e e e e

111

VII



2.6.1. Expresiones Anéliticas para la velocidad (v) para Variables Gaussianas y
Log-Normal . . . . . . . o . e 20
2.6.2. Solucién Andlitica para la Integral Unidimensional (y,g,,) para Variables

Gaussianas y Log-Normal . . . . . . ... ... ... L. 21

3. FORMULACION DEL ESTIMADOR OPTIMO COMBINADO DE LA SEN-

SIBILIDAD 23
3.1. Imtroduccidn . . . . . . . oL 23
3.2. Técnica de la Mejor Estimacion Lineal Insesgada . . . . . . .. ... ... ... ... 24
3.3. Técnica de Separacién - Avramidis . . . . . .. . ... oL oo 29
3.3.1. Analisis del Sesgo utilizando la técnica de Avramidis . . . . . . . .. ... .. 33

4. APLICACION DEL ESTIMADOR OPTIMO COMBINADO 34
4.1. IntroducciOm . . . . . . . . . .. e e e 34
4.2. Ejemplo N°1: Caso Analitico . . . . . . . . . ... . 35
4.2.1. Resultados con los estimadores IFEL e IDF . . . . . .. .. .. ... ... .. 35

4.2.2. Resultados con el Estimador Optimo Combinado . . . . ... ... ... ... 36

4.3. Ejemplo N°2: Caso Analitico con Correlacion . . . . . . . ... ... ... ...... 38
4.3.1. Resultados estimadores IFEL e IDF . . . . . . .. ... .. ... ... .... 38

4.3.2. Resultados Estimador Optimo Combinado . . . . .. .. ... .. ... ... 38

4.4. Ejemplo N°3: Funcién de Desempeno Explicita . . . . ... .. ... ... ... .. 40
4.4.1. Sensibilidad de la Confiabilidad con Estimadores IFEL e IDF . . . . . . . .. 40

4.4.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador Optimo Combinado . . . . . . . . 42

4.5. Ejemplo N°4: Flujo Bajo Una Tablestaca . . . . . . .. ... .. ... ... ...... 45
4.5.1. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimadores IFEL e IDF . . . . . . ... .. 46

4.5.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador Optimo Combinado . . . . . . . . 48

5. CONCLUSIONES 50

REFERENCIAS 52



INDICE DE FIGURAS

2.1.
2.2.
2.3.

2.4.

2.5.

3.1
3.2.
3.3.

4.1.

Representacién esquemadtica 3D de la funcién de desempeno . . . . . .. ... .. .. 6
Representacién en el plano de la funciéon de desempeno . . . . . . . . .. ... .. .. 6
Tlustracion esquematica de la variacion que sufre la funciéon de densidad de probabi-
lidad al sufrir una perturbacién p; + dp,; positiva. . . . . . . ... 10
Tlustracién esquematica de la variaciéon que sufre la funcién de densidad de probabi-
lidad al sufrir una perturbacion p; + dp; positiva. . . . . . . ..o 12

Tlustacién esquematica de la técnica de simulacién Line Sampling en el espacio nor-

mal estAndar . . ..o Lo 15

Representacion esquematica del parametro de control 6ptimo . . . . . . .. ... .. 26

Benfuncidbnde p . . . . . .. 26

Cenfuncibnde p . . ... L 27
1

Esquema de represa con dos estratos desuelo . . . . . ... ..o 46






INDICE DE TABLAS

3.1.

4.1.
4.2.

4.3.
4.4.
4.5.
4.6.

4.7.
4.8.
4.9.

4.10.
4.11.

4.12.

4.13.
4.14.

4.15.

4.16.
4.17.

4.18.

Ejemplo método de separacién de Avramidis . . . . . . . ... ...

Valor Esperado y Varianza Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°1 . . . . . .. . ..
Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simula-
ciones - Ejemplo N°1 . . . . . . ...
Valores Estimador Optimo Combinado y Varianza del Estimador - Ejemplo N°1 . . .
Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes . . . . . . . . .
Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°2 . . . . .. ... ... ....
Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simula-
ciones - Ejemplo N°2 . . . . . . . . e
Valores Estimador Optimo Combinado y Varianza para Simulacién - Ejemplo N°2
Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes . . . . . . . . .
Resultado Estimacién de la Sensibilidad Respecto a uo, Enfoques IFEL e IDF . . . .
Resultado Estimacién de la Sensibilidad Respecto a o2, Enfoques IFEL e IDF . . . .
Valores Pardmetros de Aplicacion del Estimador C)ptimo Combinado para Simula-
ciones - Sensibilidad Respecto a po . . . . . . . . ..
Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simula-
ciones - Sensibilidad Respectoa oy . . . . . .. oL oo
Resultado Estimacién de la Sensibilidad Estimador Optimo Combinado . . .. ...
Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respecto a fio . . . . . o L oL
Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respectoa oo . . . . . . . oL e
Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF, Sensibilidad Respecto a u - Ejemplo N°4 .
Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simula-
ciones - Sensibilidad Respectoa pt . . . . . . .. oL Lo

Valor Esperado Estimador Optimo Combinado, Sensibilidad Respecto a p - Ejemplo

39
39
40
41
41
42

43
43

44

45
46

48

49






Capitulo 1

INTRODUCCION

1.1. Introduccion General

La representacién del comportamiento fisico de un sistema ingenieril se puede estimar mediante
modelos numéricos. La construccién de un modelo numérico requiere de informacion que caracterice
adecuadamente el sistema en estudio, como lo pueden ser informacién respecto a los materiales,
dimensiones de los elementos que lo componen, o solicitaciones a las cuales se ve sometido y pro-
ducen una respuesta de interés del sistema. Comunmente en el andlisis y diseno, los valores que
adoptan las propiedades mencionadas anteriormente son valores deterministicos, es decir, un valor
unico seleccionado bajo algin criterio pertinente, el cual produce una respuesta singular del siste-
ma. Dado el gran ntimero de variables y parametros que se ven involucrados en la representacién
de un sistema, es claro, que en una o més variables exista incertidumbre en el valor deterministi-
co seleccionado, como lo puede ser la dimensién de un material, o el valor de alguna solicitacién
externa. Por lo tanto, debido la existencia de incertidumbre en el valor de algiin(os) pardmetro(s)
del sistema, es evidente que también existe un grado de incertidumbre en la respuesta de éste. En

vista de eso, es necesario cuantificar la confiabilidad de los sistemas ingenieriles.

La confiabilidad o probabilidad de falla es una medida de la posibilidad que una respuesta de
interés del sistema sobrepase un valor umbral definido bajo algin criterio, en relacién a las condi-
ciones de servicio o desempeno esperado del sistema. Por esta razon, en un andlisis o diseno basado
en incertidumbre, resulta importante determinar de manera adecuada la probabilidad de falla, con

el fin de prever adecuados niveles de desempeno del sistema.

Para poder realizar un anélisis de confiabilidad es necesario caracterizar de manera lo mas ade-

cuada posible la incertidumbre dentro de un modelo. Una manera de caracterizar la incertidumbre

1



Capitulo 1. Introduccién 2

es a través de la teoria de probabilidad, con la cual se pueden relacionar variables fisicas involucra-
das en el sistema con variables aleatorias. Este tipo de variable se define a través de una funcién
de densidad de probabilidad, la cual posee pardmetros caracteristicos de ella, como lo son el valor
esperado y una desviacion estandar. La correcta eleccién de los parametros que caracterizan una
funcién de densidad de probabilidad involucrada en el sistema es un paso fundamental para la co-
rrecta estimacion de la confiabilidad, ya que una perturbacion en algunos de estos parametros puede
afectar considerablemente el valor de la confiabilidad. Por esta razén, no es solo de importancia
estimar adecuadamente la confiabilidad de un sistema, si no que también su sensibilidad respecto

a los parametros que caracterizan a las variables aleatorias involucradas.

Para poder cuantificar la confiabilidad es posible aplicar métodos de simulacién, siendo la técni-
ca de simulacién Line Sampling uno con bastante eficiencia numérica. La ventaja de utilizar este
método de simulacién, ademas de su eficiencia numérica, es que permite en una etapa de post-
procesamiento cuantificar la sensibilidad de la confiabilidad mediante dos enfoques distintos, pero

equivalentes, tal como se discute en [6] y [15].

Dada la posibilidad de aplicar dos enfoques distintos para cuantificar la sensibilidad de la confia-
bilidad utilizando un mismo método de simulacién, existe la posibilidad de mejorar la estimacién de
la sensibilidad de la confiabilidad. El presente trabajo busca presentar una metodologia que mejore
la estimacién de la sensibilidad, la cual consiste en combinar los dos enfoques existentes utilizando
Line Sampling. La validacién de la metodologia propuesta se presenta mediante la aplicacién a
problemas que presentan incertidumbre en alguno de sus parametros, los cuales se modelan como

variables aleatorias.

1.2. Objetivos Generales

Los objetivos generales de la presente memoria son los siguientes:
1.- Evaluar la sensibilidad de la confiabilidad aplicando Line Sampling.

2.- Proponer una estrategia que permita obtener una mejor estimacion de la sensibilidad de la
confiabilidad.

3.- Aplicar la estrategia propuesta y estudiarla en relacién a variables aleatorias que definen el

problema.

4.- Validar la técnica de simulacién Line Sampling, como una herramienta para evaluar la sensi-
bilidad de la confiabilidad.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capit

ulo 1. Introduccién 3

1.3.

1.4.

Objetivos Especificos

. Estudiar estrategias para estimar la sensibilidad de la confiabilidad, y aplicar un estimador

6ptimo combinado que permite mejorar la estimacion de la confiabilidad.

. Estudiar qué pardametros influyen en la implementaciéon de un estimador 6ptimo combinado.

. Implementar computacionalmente el estimador 6ptimo combinado en base a las estrategias

desarrolladas en Line Sampling para estimar la confiabilidad respecto a los pardmetros de

distribucion.

Aplicar el estimador 6ptimo combinado en problemas de ingenieria civil, para validar su uso.

Estructura del trabajo de memoria de titulo

Los capitulos que componen la presente memoria de titulo se organizan de la siguiente manera:

Capitulo 2: Presenta la definicién de probabilidad de falla y su sensibilidad respecto a
parametros de distribucién para problemas que involucran variables aleatorias. Ademds, se
presenta la aplicacion del método de simulacion Line Sampling para la estimacién de la
probabilidad de falla, y la aplicacion de dos estrategias distintas para cuantificar la sensibilidad
de la confiabilidad.

Capitulo 3: En este capitulo se desarrolla la formulaciéon de un estimador 6ptimo combinado
para la sensibilidad de la confiabilidad. La formulacién se realiza con el objetivo de combinar

las dos estrategias desarrolladas aplicando Line Sampling.

Capitulo 4: Se presentan ejemplos de aplicacién del estimador éptimo combinado, realizando

un analisis de los resultados obtenidos.

Conclusiones: Se presentan las conclusiones obtenidas a partir de los ejemplos desarrollados,

y se discuten las ventajas de la estrategia desarrollada.

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2

PROBABILIDAD DE FALLA'Y
SU SENSIBILIDAD

2.1. Introduccién

Los sistemas de ingenieria en general, presentan multiples variables que definen su comporta-
miento, pudiendo ser factores internos, por ejemplo: propiedades de los materiales, dimensiones de
algun elemento estructural, etc. O factores externos como solicitaciones de cargas externas, tempe-
ratura, etc. Dado esto, se habla de confiabilidad estructural de un sistema cuando se busca evaluar
cuan seguro es el comportamiento del sistema frente a un criterio de falla preestablecido, todo esto,
caracterizando adecuadamente las fuentes de incertidumbre que pueden existir tanto internas como

externas, mediante modelos probabilisticos adecuados [13].
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2.2. Probabilidad de Falla

Para determinar la probabilidad de falla o confiabilidad de un sistema de ingenieria, o alguno
de sus componentes, es necesario cuantificar de manera correcta la incertidumbre existente en
algunos de los parametros que lo caracteriza. Para esto, se recurre a la teoria de probabilidad,
la cual brinda las herramientas adecuadas para poder cuantificar la incertidumbre existente en
algunos parametros. En particular, la caracterizacién de la incertidumbre en alguna variable implica
asignarle una distribucion de probabilidad y sus parametros que la definen, como es el valor esperado
y la desviacién estandar, siendo ésta seleccién un factor clave en la magnitud del valor de la
probabilidad de falla [8]. En las siguientes secciones se presenta la metodologia a utilizar para

realizar un andlisis de confiabilidad mediante la probabilidad de falla.

2.2.1. Formulaciéon en el Espacio Fisico

Considere un modelo ingenieril en que la incertidumbre existente en los parametros que lo defi-
nen, se caracterizan a través de m variables aleatorias independientes X;, i=1..., n. Para el caso en
que existe dependencia entre ellas, es necesario extender los conceptos presentados en esta memoria
siguiendo el enfoque discutido en [16]. El valor que toman estas variables de entrada se denota
como z;, i=1...,n. Por otro lado, cada variable de entrada tiene asociada una funcién de densidad
de probabilidad la cual se denota como fx, (;/0;), donde 8; es un vector de dimensién n; x 1 que
agrupa los parametros de la distribucién de densidad de probabilidad de X;, como lo son el valor
esperado y la desviacién estandar. Se define la funcién de densidad de probabilidad conjunta como

fx (x]0), donde x=[z, ..., z,] T y 0= [GIT, ...,0,{’] T, donde ()T denota la traspuesta.

Para poder evaluar la confiabilidad del sistema, se debe definir el evento de falla, el cual represen-
ta un comportamiento indeseado del sistema al sobrepasar un valor umbral establecido previamente,
el cual se denotara como b. Para formular la idea anterior se define la respuesta del sistema como
r (x), pudiendo evaluar la condicién del sistema a través de una funcién de desempeno gx (x), la
cual se define de acuerdo a la ecuacién 2.2.1.

gx(x) =1—- —— (2.2.1)

La funciéon mostrada en 2.2.1 esta construida de tal manera que, para cada realizacién de x se

tiene lo siguiente:
1. Si se cumple que gx (x) < 0, la realizacién de x genera un evento de falla.
2. Si se cumple que g« (x) > 0, la realizacién de x es un evento seguro.
3. Si se cumple que g« (x) = 0, se genera una superficie denominada funcién de estado limite.

En las figuras 2.1 y 2.2 se puede apreciar una representaciéon esquemética de la funcién de

desempenio, de estas figuras se puede notar que la funcién de estado limite es la encargada de

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 6

separar la regiéon donde se encuentran las realizaciones de x que generan un evento de falla de las
realizaciones seguras. Descrito lo anterior, es posible evaluar la probabilidad de falla o confiabilidad

del sistema mediante la ecuacion 2.2.2.

PF = / fx (x]0)dx (2.2.2)

9 (x)<0
La ecuacién 2.2.2 se puede escribir de manera alternativa como se muestra en la ecuacién 2.2.3,
donde 2" es el dominio asociado al vector de variables aleatorias X e I (x) es la funcién indicatriz,

la cual se define como se muestra en la ecuacién:

Ii(z) = 0 slglx)>0 (2.2.3)
1 sig(x)<0
pFr = / Iz (%) fx (x]0)dx (2.2.4)
xEQ™
9x(X)

Lj

Figura 2.1: Representacién esquematica 3D de la funcién de desempeno

Figura 2.2: Representacion en el plano de la funciéon de desempeno

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA
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2.2.2. Formulacion en el Espacio Normal Estandar

Para obtener la probabilidad de falla del sistema, es conveniente pasar de una formulacién de la
probabilidad considerando variables aleatorias fisicas X a una formulaciéon en variables aleatorias
estandarizadas. Para lograr esto, se expresa la ecuacion 2.2.2 en términos de un vector de variables
aleatorias normal estdndar Z [3]. Para describir la dependencia entre variables se requiere de un

modelo apropiado, como puede ser el de Nataf [10].

Para la transformacién de variables aleatorias del espacio fisico al espacio normal estdndar (y

viceversa), se recurre a una transformacién de la siguiente manera:

z="T,.(x|6) (2.2.5)

x =1T,.(z|0) (2.2.6)

Las funciones de transformacion de las ecuaciénes 2.2.5 y 2.2.6 son funciones vectoriales, las
cuales no son necesariamente lineales, ya que esto depende de la funcién de distribucién de proba-

bilidad de las variables aleatorias fisicas involucradas.

Descrito lo anterior, es posible expresar la ecuacion 2.2.2 en términos de variables normales
estandar. Para realizar dicha transformacion, se aplica un cambio de variables para una integral

multiple de la siguiente manera:

pr = / fx (x[8)dx = / fx (T (218)16) [det(Jr.. ) d (2.2.7)

92 (x)<0 92 (T2 (2]0))<0

Donde J;, es la matriz Jacobiana asociada a la funcién de la transformacién T, (z|0), det(-) es

el determinante de la matriz y | - | denota el valor absoluto.
6.’1)1 85;1 - 01‘1
Oz Dzo Ozn
612 8902 . 8902
Oz Dzo Ozn
Jr,, = . . (2.2.8)
L 0z Dza Ozy, a

Se puede demostrar que al aplicar la transformacién de variables de acuerdo a la ecuacién 2.2.7,

la probabilidad de falla del sistema se puede expresar de la siguiente manera:

PF = / fz(z)dz = / Ix(T.2(2|0)) fz(z)dz (2.2.9)

9a (T2 (210))<0 zER™

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 8

Donde fz(z) es la funcién de densidad de probabilidad normal estdndar en n dimensiones.
Con el objetivo de simplificar la notacién de la ecuacién 2.2.9, se define ¢,(z]0) = gx(T:.(z]0)) e
I,(2]0) = Ix(T..(z|f)). Dadas estas definiciones, la ecuacién 2.2.9 se puede expresar en términos de

variables normales estandar de la siguiente forma:

pr = / fz(z)dz = / 1,(2|0) fz(z)dz (2.2.10)

92(2]0)<0 zER™

De la ecuacién 2.2.10 se puede observar lo siguiente:

1. La funcién de densidad de probabilidad normal estdandar es independiente del vector de

pardmetros 6.

2. La funcién de desempeno esta expresada en términos de la variable z, sin embargo, depende
del valor de 6.
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2.3. Sensibilidad de la Probabilidad de Falla

En la seccién anterior se presenté cémo se cuantifica la confiabilidad a través de la probabilidad
de falla. Tal como se explico, el valor de la probabilidad de falla depende de las variables aleatorias
involucradas, las cuales siguen funciones de densidad de probabilidad. Las funciones de densidad de
probabilidad poseen pardametros caracteristicos, como lo son el valor medio o la desviacién estandar,
los cuales, al sufrir algina perturbacién en sus valores pueden provocar un cambio considerable en
el valor de la probabilidad de falla. La presente seccién presenta como cuantificar la sensibilidad de

la confiabilidad mediante dos enfoques distintos, pero equivalentes [6].

2.3.1. Sensibilidad de la Probabilidad - Integracién sobre el Dominio de
Falla (IDF)

De la ecuacién 2.2.4 se puede apreciar que el valor de cada realizacién de x esta condicionado
por el valor que tomen los pardmetros caracteristicos de la funcién de densidad de probabilidad, los
cuales estan contenidos en el vector 8. Mencionado lo anterior, considere una pequena perturbacién
AB; ;, la cual se aplica en el [-ésimo parametro de la i-ésima variable 6, ;. La perturbacién aplicada
provoca que la funcién de densidad de probabilidad se denote como fx (x| + e;,486; ;), donde e;;
es un vector cuyas entradas son ceros, excepto para la posicién (Z;;ll ng + l) -ésima, donde toma
el valor de 1. De manera esquematica, la figura 2.3 presenta una distribucién Gaussiana con un

valor esperado de u;, la cual sufre una perturbacién positiva de ;.

Asumiendo que pr es diferenciable respecto a 6, es posible obtener la sensibilidad de la proba-
bilidad de falla a través de la derivada parcial de pr respecto a cada pardmetro del vector 6 [17],

como se presenta en la siguiente ecuacion:

Opr 0 / ,
= x|0)dx | , l=1,...,n; i=1,..,n 2.3.1
= o ( [ ) ) (23.1)

Donde 6; ; corresponde al [-ésimo pardmetro de la funcién de distribucién de probabilidad aso-

ciado a X; y n; es el nimero de parametros de distribucién asociados con la i-ésima variable.
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Figura 2.3: Ilustracién esquemaética de la variacion que sufre la funcién de densidad de probabilidad
al sufrir una perturbacién p; 4+ dp; positiva.

Para acomodar la notacién de la ecuacién 2.3.1, se define la funcién hy, g, ,(x|6) de la siguiente

manera:

1 afx(Xw)

COREE (2.3.2)

hx.0,,(x]0) = o

Definida la ecuacion 2.3.2, la ecuacion 2.3.1 se puede expresar de la siguiente manera:

Opr
i </.x(x)§0 hx.,GM(X|0)fX(X|0)dX> (2.3.3)

Al igual que la probabilidad de falla, es conveniente expresar la sensibilidad de la probabilidad
en términos de variables normales estandar, para eso se introduce el cambio de variable indicado

en 2.2.6 en la ecuacién 2.3.3:

)
. = / h0,., (T2x(210)10) fx (Tox (210)10) |det (J7., ) |dz (2.3.4)
901, 9Ty (216)16)) <0
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Para abreviar la expresién se introduce la siguiente nomenclatura hy g, , (2|0) = hx,o, ,(12x(2|6)|6),

quedando la expresion para la sensibilidad de la probabilidad de falla de la siguiente forma:

Opr _ / ha.o, . (210) f(z)dz (2.3.5)
90 s(zlo)<0

Donde la funcién h, g, ,(z|f) se define de la siguiente manera:

1 Ofx(T,x(2|0)|9)
[x(T2x(2|0)|0) 90

Es posible obtener de forma andlitica la expresion de la ecuacion 2.3.6 para varios tipos de

hz,ez,i(z|0) = (236)

funciones de distribucién de probabilidad, tal como se presenta en la seccién 2.6.

2.3.2. Sensibilidad de la Probabilidad - Integracion sobre la Funciéon de
Estado Limite (IFEL)

Esta seccién presentra un enfoque alternativo al presentado en la seccién 2.3.1. Este enfoque
consiste en deducir la expresion de la sensibilidad de la probabilidad de falla diferenciando directa-

mente la ecuacién 2.2.9 respecto a 6 ;.

3pp 0 /
= d 2.3.7
89177; 8011 ( gz(zlo)go fZ (Z) Z) ( )

La integral anterior puede ser calculada con la férmula de Leibnitz [4], obteniendo la siguiente

expresion:

Opr _ / fz(z)vLndS (2.3.8)
(‘99171‘ S ?
Donde:

= v;; es el término denotado como velocidad, el cual se define de acuerdo a la ecuacién 2.3.9, y

representa la razén de cambio de z respecto de una perturbacién en el valor de 6; ;.

Vi = 82/891’1' (239)

= S es el conjunto de puntos pertenecientes a la funcién de estado limite, i.e.:

S ={zeR":g,(z0) =0} (2.3.10)

= S es un elemento diferencial de superficie.
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= n es el vector unitario normal a la funcién de estado limite:

T
9g2(z|0) Bgz(z|9)i|
- { On 7 O _ Va9.(20) (2.3.11)
’ 2z . agz(zmr V292 (210) |
0z1 ’ Ozp
Donde ||-|| denota la norma Euclidiana de un vector.

La figura 2.4 presenta de manera esquemética los vectores velocidad (v) y el vector normal a la
funcién de estado limite (n) en un elemento diferencial de superficie en el plano normal estdndar,

al generarse una perturbacion en algin pardametro de la funcién de densidad de probabilidad.

Z9 A
\ gZ(Z|0 —+ eL;Aé)l’i) =0

9:(z]0) =0

Figura 2.4: Tlustracién esquemaética de la variacion que sufre la funcién de densidad de probabilidad
al sufrir una perturbacién p; 4+ dpu; positiva.

En aplicaciones practicas de interés, es normal solo tener acceso al gradiente de la funcién de
desemperio en términos de las variables aleatorias fisicas Vxgx(x]@). Para tal caso, es posible obtener

el gradiente en el espacio normal estdndar utilizando la matriz Jacobiana de la siguiente manera:

V192(2(0) = J7., Vigx(x|6) (2.3.12)
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2.3.3. Relaciéon entre los enfoques IFEL e IFD para la obtencién de la
sensibilidad de la probabilidad de falla

Hasta el momento se han presentado dos enfoques distintos para cuantificar la sensibilidad de
la confiabilidad. Dadas sus formulaciones, ambos enfoques pueden parecer independientes entre
si. Sin embargo, ambos se encuentran relacionados a través del teorema de la divergencia, como
se discute en [2,10]. Por un lado, el primero enfoque (IDF) calcula la divergencia del flujo de
probabilidad sobre el dominio de falla, solo requiriendo la informacién de la funcién de densidad de
probabilidad para el desarrollo de la ecuacién 2.3.6. Por otro lado, el segundo enfoque (IFEL) puede
interpretarse como el célculo del flujo de probabilidad a través de la funcién o superficie de estado
limite. El flujo de probabilidad representa la funcién de densidad de probabilidad en cada punto
en el espacio normal estdndar sobre la superficie de estado limite, multiplicada por la velocidad
(vy,;-1n) de ese punto. Por lo tanto, este segundo enfoque requiere informacién sobre el gradiente de
la funcién de estado limite, tal como se indica en la ecuacién 2.3.11 . En resumen, los dos enfoques
presentados anteriormente son dos procedimientos distintos, pero equivalentes para cuantificar una

misma cantidad.
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2.4. Evaluacion de la Probabilidad de Falla Utilizando el

Método de Simulaciéon Line Sampling

Para realizar un andlisis de confiabilidad estructural, en problemas de baja o alta dimensiona-
lidad, se puede recurrir a técnicas de simulacién para realizar las estimaciones de interés, siendo la

técnica de simulacién Line Sampling(LS) [9] bastante eficiente para estimar la probabilidad de falla.

El primer paso para la aplicacién de Line Sampling consiste en encontrar un vector que apunte
hacia la regién con mayor contribucién a la probabilidad de falla en el espacio normal estandar.
El vector descrito anteriormente se denomina direccién importante, la cual se identificard con la
letra a [9]. Si bien existen varios métodos para obtener dicha direccién [9], en los procedimientos

utilizados en el presente documento, la direcciéon importante se obtendra con la siguiente expresién:

 Vawl09)
||vzgz(0|0)||

Donde V,¢,(0]/0) = 0 es el gradiente de la funcién de desempefio evaluado en el origen del

o= (2.4.1)

espacio normal estandar.

Una vez encontrada la direcciéon importante en el espacio normal estdndar, se generan de manera
aleatorea lineas paralelas a la direcciéon importante, evaluando la funcién de desempeno a lo largo
de la lineas generadas. Para realizar esto, se introduce una rotaciéon de coordenadas en el espacio

normal estandar, de manera que:

z=azl + Tzt (2.4.2)

Donde:

» 2!l es una coordenada paralela a direccién a.
» z1 es un vector de dimensién (n — 1) x 1, y representa al conjunto de (n-1) coordenadas

perpendiculares a a

» T corresponde a la matriz de rotacién de coordenadas, tiene dimensiones n x (n — 1)

Lo descrito anteriormente se puede visualizar de manera esquemaética a continuacién en la figura
2.5.
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z
%k 9z(z|0) =0
9z(z]60) > 0 / {
/// y\l
0(2) /// gz(Z|9) <0
yL\ // s
A /;J_,(Q) /
s N ,/
L@ ’
\\ B =21

Figura 2.5: Tlustacién esquematica de la técnica de simulacion Line Sampling en el espacio normal
estandar

Considerando el cambio de coordenadas presentado en la ecuacion 2.4.2, y que la funcién de
densidad de probabilidad normal estandar posee simetria radial, es posible expresar la ecuacién de

probabilidad de falla 2.2.10, de la siguiente manera:

Pr :/ / Loz + T2 0) f 50 (21 fz0 (2 dz dzt (2.4.3)
zleRn—1 JzlleR
Donde:
= f71(2!) es la funcién de distribucién normal estandar de dimensién 1.
» fz.(z1) es a funcién de densidad de probabilidad de dimensién (n-1).
= f,1(2) y fz1(z") son independientes.

Considerando la estructura de la integral anterior se define la funcién 1 (I'z1|6) de la siguiente

manera.:

Y(Tzt)0) = / L(azll + Tz 0)f, (21)d2 (2.4.4)

zlleR
La funcién 1 (T'z1|@) corresponde a una integral que se evaltia a lo largo de una linea paralela
a la direccién importante a. Para poder evaluar la ecuacién 2.4.4 se generan de manera aleatoria
muestras z(7) y lineas paralelas a vector a como se muestra de manera esquematica en la figura

2.5. Considerando que dicha linea solo intersecta una vez a la funcién de estado limite, es posible
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evaluar la integral de la ecuacién 2.4.4 en la regién de falla de la siguiente manera:

Y(T'z*10) = /oo L(azll + Tz10)f4 (21)dz (2.4.5)

¢

Donde ¢ corresponde a la distancia Euclidiana entre la muestra generada y la interseccién entre
la linea paralela y la funcién de estado limite g,(z]@) = 0. Es posible notar en la ecuacién 2.4.5,
que el término I(az!l + I'z-|#) = 1, ya que la integral estd siendo evaluada sobre el dominio de
falla. Dado esto, la integral de dicha ecuacién, evaluada sobre una linea se puede expresar como
la funcién de probabilidad acumulada normal esténdar ®(-) evaluada en el negativo del valor ¢, es

decir:

YTzt |9) = /Oo fzn(Zhdz!l = d(—c) (2.4.6)

Descrito lo anterior, es posible expresar la ecuacién 2.4.3 de manera més compacta de la siguiente

forma:

pF = / Y(Tzt10) fzo (z+)dzt (2.4.7)
zleRn—1

La integral de la ecuacién 2.4.7 se puede estimar mediante la técnica de simulacién Monte
Carlo [14], generando muestras aleatorias del vector de variables aleatorias z. De ésta manera, es
posible obtener el estimador de la probabilidad de falla de la técnica de simulaciéon Line Sampling,

el cual se denota de la siguiente manera:

N
N . | _
PFr = pr = N Z(I)(ic(j)% ZJ_’(J) ~ fZL (ZJ_)7 J = 13"'3N (248)
j=1

La desviacién estandar oy, y el coeficiente de variacién del estimador obtenido con el método

de simulacién Line Sampling se pueden obtener con la siguiente expresion:

1

% = | N =Ty S @(—c)? | - NpZ (2.4.9)

Jj=1

Lot (o) - vm)
- VN Dr

(2.4.10)
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2.5. Estimacion de la Sensibilidad de la Confiabilidad Utili-

zando la Técnica de Simulaciéon Line Sampling

Como se presentd en la seccién anterior, Line Sampling puede ser ocupado para estimar la
probabilidad de falla trabajando en el espacio normal estdndar. Esto, permite en una etapa de
post-procesamiento aplicar las técnicas IFEL e IDF para estimar la sensibilidad de la probabilidad
de falla.

2.5.1. Enfoque 1: Método de Integracién sobre el Dominio de Falla (IDF)

Para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla mediante este enfoque, el primer paso
consiste en la generacién de muestras aleatorias z(7), con j = 1,..., N, en el hiperplano ortogonal
a la direccién importante a. Luego, se integra numéricamente a lo largo de cada linea generada LU,
con j =1,..., N, sobre el dominio de falla. Para poder evaluar la sensibilidad de la probabilidad de

falla, considere el siguiente cambio de notacién en la ecuacién 2.3.5

o [ L@, (@6) fa(a)dz (25.1)
005 ZER ’

Considerando la rotacién de coordenadas definida en la ecuacién 2.4.2; se define la funcién ¢ de

la siguiente forma:

©n.0.:(T2"10) :/ L(az!l + T2(0)hy 0, , (2!l +T24(8) £ (21 dz! (2.5.2)
zlleR

Por lo tanto, la ecuacion 2.5.1 se puede reescribir de la siguiente manera:

o
Pr _ / a0, (Tz*10) f21 (z+)dz* (2.5.3)
891)1‘ zlcRn—1

Se podra notar que la ecuacién anterior se puede estimar mediante la generacion de muestras
aleatorias en el espacio normal estdndar de z*, a través de una simulacién Monte Carlo. Finalmente
se tiene el siguiente estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla mediante el enfoque
IDF:

N
Opr _Opr 1 . 4 ‘
N = NZ%,@M(FZMJ)w), 2t ~ fri(zY), j=1,.N (2.5.4)

La varianza y el coeficiente de variacién del estimador de la sensibilidad mediante el enfoque

IDF se obtienen de la siguiente manera:

~ N A2
1
\Y [‘%F} N — Opr (2.5.5)

wor, (TzL0)[9))2 | — N
aohi Z(SO ’91,1( z ‘ )) 017i
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La ecuacién 2.5.6 asume que el valor de la sensibilidad es distinto que cero.

2.5.2. Enfoque 2: Método de Integracién sobre la Funcién de Estado
Limite (IFEL)

Tal como se menciona en la secciéon 2.4, se considera que cada linea paralela a la direcciéon
importante, generada de manera aleatoria en el espacio normal estdndar, solo intersecta una vez a
la funcién de estado limite. Dado esto, para estimar la ecuacién 2.3.8 se introducen las siguientes

consideraciones:

1. La integral se parametriza respecto del vector de coordenadas z', el cual es perpendicular a
la direcciéon importante a. Por lo tanto, es posible expresar el diferencial de superficie de la

siguiente manera:

dz+

s = ——
o]

(2.5.7)

Donde n es el vector unitario normal a la funcién de estado limite (ver ecuacién 2.3.11).

2. Se define la funcién ¢ ;(z]0) de la siguiente manera:

gy _ Vil _ Vi:Vaga(2l6) 2.5.8
i(2l8) = o = T 0n a0 -

Donde v ; representa la velocidad (ver ecuacién 2.3.9).

3. La funcién de estado limite cumple la siguiente relacién:

gz(ac+Tz110) =0 (2.5.9)
)

Note que el valor de ¢ depende z*, por lo tanto, ¢ = c(z

Reemplazando los términos definidos en los puntos anteriores en la ecuacién 2.3.8, se obtiene la

siguiente expresion:

Opr
00,

= / qi(ac+Tz"(0)¢(c) fz: (27 )dz" (2.5.10)
zlecRn—1

Donde ¢(+) es la funcién de densidad de probabilidad normal estdndar.
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Al igual que la ecuacién 2.4.7, la expresion anterior puede ser evaluada mediante una simulacién
Monte Carlo. De ésta manera se obtiene el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla

mediante el enfoque IFEL de la siguiente manera:

Opr _ Opr
00,; 00,

N
1 . . . .
= NE q.i(ac?) +Tz-D)0)p(cD)), 220 ~ fru(zY), j=1,.,N (2.5.11)
j=1

La varianza y el coeficiente de variacién del estimador de la sensibilidad mediante el enfoque

IFEL se obtienen de la siguiente manera:

(2.5.12)

9p 1 N pp?
Pl = (e £ Tl va(e@)2 | — N 2PF
v [ael,i] NV =T ;(q,z(ac + Tz DI0)6())? | - NG

X \/ w1 (T (ilac + T2h0)9)g(~c))2) - N
55512 = 7% - (2.5.13)

891,1‘

La ecuacién 2.5.13 asume que el valor de la sensibilidad es distinto de cero.

2.6. Implementacion del Estimador de Sensibilidad para Dis-

tribucion Gaussiana y Log-Normal

Como se pudo observar en las secciones anteriores, existen varios términos definidos que depen-
den del tipo de densidad de distribucién de probabilidad, que son necesarios obtener para estimar

la sensibilidad de la probabilidad de falla, como los siguientes terminos:

» El término velocidad (v; ;) definido en la ecuacién 2.3.9, el cual representa la razén de cambio

de z respecto a una perturbacién en el valor de ; ;

= El término hy g, ,(2|@) definido en la ecuacién 2.3.2, el cual corresponde a la derivada de la
funcién de densidad de probabilidad respecto a 6; ;, normalizado por la funcién de densidad
de probabilidad.

= El término ¢, g, , (['z1)|@) correspondiente a la integral definida en la ecuacién 2.5.2, la cual
evaltia la expresion h, g, , (2|0) a lo largo de una linea generada LU ) al utilizar el enfoque IDF

para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla con Line Sampling.

En la presente seccién se deducen las expresiones andliticas para las cantidades mencionadas
anteriormente para el caso en que las variables fisicas que siguen distribuciones de probabilidad

Gaussiana o Log-Normal.
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2.6.1. Expresiones Andliticas para la velocidad (v) para Variables Gaus-

sianas y Log-Normal

Considere que la variable aleatoria X; sigue una distribucién Normal Estdandar o Log-Normal.
Para ambos casos los parametros de la funcién de distribucién de probabilidad son u; y oy, los
cuales representan el valor esperado y la desviacién estandar de la funcién de distribucién. Ambos
pardmetros mencionados anteriormente se agrupan en el vector 8;, de manera tal que 6; = [ui, ai]T
Para el caso donde X; sigue una distribucién Gaussiana, se tiene la siguiente funcién de trans-

formacion:

Ti — Hi
0j

zi = Tux(2i16;) = (2.6.1)

Diferenciando la ecuacién 2.6.1 respecto a 6;; y x;, se obtienen los siguientes resultados:

= — 2.6.2
81‘,‘ ag; ( )
=u, = — 2.6.3
801,1‘ vt ag; ( )

8zi —Z;
= vy, = 2.6.4
20, V2 = (2.6.4)
Para el caso donde X; sigue una distribucién Log-Normal, se tiene la siguiente funcién de

transformacion:
In(x;) — pg,
2i = T (slOs) = 2 —HG: (2.6.5)
CTG,-
Donde:

(2.6.6)

2
vo —n [t
Vi + o7
2
—/In (Z;H) (2.6.7)

Note que, ug, v 0, son el valor esperado y desviacién estandar de In(X;). Diferenciando la

aG;

funcién de transformacién presentada en la ecuacién 2.6.5 respecto a xz; y 6;;, se obtienen los
siguientes resultados:
0z; 1 e MG oG %

- - (2.6.8)

Ox; x0q, oaG,

0z In(z;) — pe,
=V = —Ki— N | ——————— ) = —K; — Nz 2.6.9
391,i vy, K ( o K z ( )
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0z B In(z;) — pa, \
8927i = Vg, = —Ci— i <0'Gl = —(i — Mi% (2610)
Donde:
1 - 02 /2 —ol
Ky = —— MGG, (27@ ca) (2.6.11)
oG;
1 _ —02 /2 —ol
A = —e e, (e & — 1) (2.6.12)
O-Gi
1 —pg, —30%. /2 o2
Ci = —0_7@ i G; e Gi —1 (2613)
G
Gi
; = ——— 2.6.14
7 oo ( )

2.6.2. Solucién Andlitica para la Integral Unidimensional (¢,4,,) para

Variables Gaussianas y Log-Normal

Considerando que la variable X; sigue una distribucién Gaussiana, se tiene que la funcién h, g, ,

puede ser expresada de la siguiente manera:

o, (218) = hp, (2]6) = = (2.6.15)
0;
1 zf
ha,0,.:(210) = ha,o,(2l0) = —— + — (2.6.16)

Se puede apreciar en las ecuaciones 2.6.15 y 2.6.16 que la funcién h, g, ,(2|0), con I = 1,2 es
polinomio de z;. Por lo tanto, la ecuacién 2.5.2 puede ser resuelta de forma andlitica [12], obteniendo
los siguientes resultados:

1L % @i
©re(z—10;) = ?(I)(—c) + ;qﬁ(c) (2.6.17)
1

(2

Pa0(2]0;) = Ui ((z})2 +af — 1) P(—c) + j— (22 + aic) p(c) (2.6.18)

K3
Para el caso en que X; sigue una distribuciéon Log-Normal, se tiene que la funcién h, g, ; puede

ser expresada de la siguiente manera:

hz7o(Z|0) = hZ,,U«i (lez) = —)\7; + K;Zi + )\2222 (2619)

hyp(2|0) = hao, (2:)60;) = —1i + Cizi + niz? (2.6.20)

Donde k4, A, (; y 1; corresponden a los términos definidos en las ecuaciones 2.6.11, 2.6.12, 2.6.13

UNIVERSIDAD TECNICA FEDERICO SANTA MARIA



Capitulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 22

vy 2.6.14.

De igual manera que para la distribucién Gaussiana, para el caso Log-Normal la ecuacién 2.5.2

puede ser resuelta de forma andlitica [12], obteniendo los siguientes resultados:

Paes (2418) = (N ((28)" +0f = 1) + rizt ) @(=c) + ..

()\iai (221L + Oéic) + lﬂai) o(c)

(2.6.21)

Gr02,(210) = (i ((2)" + 02 = 1) + Gz ) @(=0) + ..
(mai (225 + aue) + o) B(c)

Donde k;, A, ; y m; corresponden a los términos definidos en las ecuaciones 2.6.11, 2.6.12, 2.6.13
y 2.6.14.

(2.6.22)
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Capitulo 3

FORMULACION DEL
ESTIMADOR OPTIMO
COMBINADO DE LA
SENSIBILIDAD

3.1. Introduccion

Como se explico en las secciones anteriores, para problemas ingenieriles en donde algun para-
metro de diseno presente incertidumbre en su valor, es posible realizar un analisis de confiabilidad
mediante la probabilidad de falla. Tal como es importante la probabilidad de falla, también lo es
su sensibilidad respecto a los parametros asociados a las funciones de densidad de probabilidad

involucradas.

De acuerdo a lo presentado en la seccién 2.5, es posible estimar la sensibilidad de la probabilidad
de falla mediante dos enfoques distintos, pero equivalentes. Esto genera la oportunidad de mejorar el
estimador de la sensibilidad, por lo que en el presente capitulo se presenta un método para obtener

un estimador 6ptimo de la sensibilidad, combinando los dos enfoques presentados en la seccién 2.5.
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3.2. Técnica de la Mejor Estimaciéon Lineal Insesgada

En resumen, hasta el momento se han descrito los siguientes procedimientos para cuantificar la
sensibilidad de la confiabilidad:

1. Integracién sobre la funcién de estado limite (IFEL)(ver ecuacién 2.5.10).

Op IFEL
8pF =/ Cz,i(aC-FFZJ‘\GW(C)JCZL(ZJ')CZZL:/ &i(2) fzrdz™ (3.2.1)
91,1‘ zLleRn—1 zLteRn—1

Con el objeto de simplificar la notacién, en la ecuacién anterior se introdujo la definicion
&i(z") = qilac+ Tz |0)p(c).

2. Integracién sobre el dominio de falla (IDF)(ver ecuacién 2.5.3).

IDF
[ e et = [ G i (22)
89l,i zleRn—1 zleRn—1

Con el objeto de simplificar la notacién, en la ecuacién anterior se introdujo la definicion
&2(2") = ¢z, (T2 |0).

Para mejorar la estimacion de la sensibilidad de la confiabilidad se adopta el procedimiento
desarrollado por Nisius, denominado como procedimiento BLUE (Best Linear Unbiased Estimate)
[11], el cual consiste en encontrar la mejor combinacién lineal de dos observables de un mismo valor
real, los cuales poseen algin grado de correlaciéon. Para explicar este procedimiento, considere lo

siguiente:

» 11 y o3 son dos estimadores de un observable cuyo valor real es xr, y poseen varianzas o7 y
o3.

= Ambos estimadores se encuentran correlacionados, donde -1< p <1 denota la correlacién entre

ambos.

= Con la finalidad de explicar el procedimiento, se considera que la estimacion 1 es la maés

precisa, por lo tanto se cumple que t = g9/ > 1
Bajo el procedimiento BLUE, z¢ corresponde al valor de la mejor combinacién lineal de los dos
estimadores, realizada de la siguiente manera:
zo = (1= B)ay + Py (3.2.3)

Donde B es el pardametro de control 6ptimo, y corresponde al peso de la estimacién menos

precisa. El objetivo es encontrar el pardmetro de control éptimo de manera tal que el valor de
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la varianza del estimador 6ptimo combinado sea menor que de cada estimador independiente. La

varianza del estimador 6ptimo combinado se obtiene de la siguiente manera:

o= [(0 =B+ o {1~ B)ar + ] ()
(3.2.4)

= /(B(an = Efz1]) + (1 = B) (22 — E[z2]))* fx (x)dx

Considerando que el parametro de de control 6ptimo B posee un valor constante, es posible

reordenar la ecuacién anterior de la siguiente manera:

0'%« = (1 — 5)2 /(1‘1 — E[ml])zfde + 52 /(1‘2 + E(l‘g))Qfde (325)
+26(1=9) [ (@1~ Bfar)) (o2 ~ Blua])

Es posible notar que en la ecuacién 3.2.5 se encuentran definidos los términos de varianza y
covarianza de los estimadores individuales. Dado esto, la varianza del estimador 6ptimo combinado

queda como:

ot = (1—B)*0% + %03 +28(1 — B)cov[zry, x2] (3.2.6)

Para aplicar correctamente este procedimiento es necesario encontrar el parametro de control
optimo adecuado, de manera tal que minimice la varianza del estimador 6ptimo combinado, co-
mo se presenta de manera esquematica la figura 3.1. En dicha figura, se observa que la varianza
del estimador combinado U% es un polinomio cuadratico respecto de 8. Para obtener el valor del
parametro de control éptimo se iguala a cero la derivada de la ecuacién 3.2.6 respecto a 3, tal como

se presenta a continuacién:

o 2
%ﬁc = —2(1— B)o? + 2802 + 2(1 — 2B)cov]z1, 22] = 0
2 2 (327)
gopt — oi — cov|zy, T3] _ 07 — po102
0% + 02 — 2cov[ry, 3] 0?2 + 02 — 2poi02

Dada la estructura de la ecuacion 3.2.3, es posible notar que en teoria el pardmetro de control
6ptimo S puede tomar cualquier valor real sin afectar el valor del estimador combinado, sin embargo,
la correcta eleccién del parametro de control éptimo es fundamental para lograr el objetivo de
minimizar la variabilidad del estimador combinado. Es posible demostrar que la ecuaciéon 3.2.7
puede ser reescrita de la siguiente manera:

1—pt 1—pt

= = 2.
’ L—2pt+12  (1—pt)2+ 31— p?) (3.2.8)
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o&(B)

B

Figura 3.1: Representacién esquemaética del parametro de control 6ptimo

La ecuacién 3.2.8 es valida para —1 < p < 1y ¢t > 1. Se puede apreciar que el denominador es
siempre positivo, de manera tal que el signo del parametro de control éptimo 8 queda determinado
por el numerador. El valor del pardametro de control éptimo S estd directamente relacionado con la
razén t = g—f y la correlacion p, tal como se puede apreciar en la figura 3.2, y su valor se encuentra

dentro de los siguientes limites.

rT—x1 1—pt S 1
To—x1 1 —2pt+12 = 1—t

> 8= (3.2.9)

DN | =

El limite izquierdo de la ecuacion 3.2.9 se deriva del caso en que p # 1y z = 1, y el limite

derecho para el caso en que p = 1.

15[ t=1
t=1.1
ot t=1.2 ‘
t=1.5
t=2 ‘
25t t=3 |
t=4 |
_3 Il Il Il Il Il Il Il Il Il I}

-1 -0.8 -06 -04 -02 0 02 04 06 08 1

Figura 3.2: 8 en funcién de p

Se puede apreciar que el valor del parametro de control 6ptimo 3 debe ser menor que %, ya que
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en caso de ser mayor implicaria que la estimacion x5 es la mas precisa. El valor del pardmetro de
control 6ptimo S se vuelve negativo para casos en que pt > 1, tal como se puede apreciar en la
figura 3.2.

La figura 3.3 muestra que el nivel de mejora en la desviacién estdndar del estimador éptimo

combinado estd relacionado con la correlacién existente (p) de los estimadores individuales, y la

razén de sus desviaciones estandar (¢t = g—f) Pudiendo obtener valores de o¢ significativamente

menores que los de o7 para casos en que el valor de la correlacion p es més cercano a —1.

Figura 3.3: < en funcién de p

Dado que no se conoce el valor real de la sensibilidad de la confiabilidad, ésta se puede estimar
utilizando valores muestrales con la técnica de simulaciéon Line Sampling, aplicando los enfoques
IFEL o IDF. Por lo tanto, aplicando la ecuacién 3.2.3 para combinar los procedimientos IFEL e

IDF para valores muestrales se tiene que:

dpp FOC i )
S~ - Bl ()] + Bl

Ope B _ (1-8) <1 ﬁ: fl(zl’(“)> +5 <1 ﬁ:&(z*(”)) (3.2.10)
00, N & N &

gﬁ; - ph e

Donde EOC = Estimador éptimo combinado.

La varianza del estimador 6ptimo combinado y el parametro de control éptimo se obtienen de
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la siguiente manera:

apF EOC
Nz ] = (1= BPV[aa] + BV [&2] + 28(1 — B)eov [61, €] (3.2.11)
opt _ V [&1] — cov [€1, &)
Bort = V [&1] + V [€2] — 2cov [&1, &) (3.2.12)

Dado que no se conoce la varianza y covarianza de & y &2, no es posible determinar el valor
del parametro de control 6ptimo 8. Una opcién es reemplazar estas varianzas y covarianza por sus
valores muestrales. No obstante, realizar esto violaria la ecuacién 3.2.5, ya que en su desarrollo se
considera que § posee un valor constante. Ademds, al ocupar valores muestrales se genera un sesgo

en el valor de la estimacién [5].

La siguiente secciéon presenta un mecanismo para poder eliminar el efecto del sesgo en el esti-

mador éptimo combinado, y obtener de mejor manera el valor del parametro de control éptimo.
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3.3. Técnica de Separacion - Avramidis

Para solucionar el problema del cdlculo del pardmetro de control 6ptimo (8) requerido para
el estimador 6ptimo combinado de la sensibilidad de la confiabilidad, se implementa la técnica de
separacién de Avramidis [1]. Para esto, considere la siguiente expresién para del estimador éptimo

combinando de la sensibilidad:

&0 = (1= Brp)&t” + Bro&s” (33.1)

Donde {(éi), él)) i=1,...,.N } son N muestras independientes de los estimadores de la sensi-

bilidad de la probabilidad de falla, y féi) corresponde al estimador 6ptimo combinado y 3 (;) denota
el parametro de control éptimo asociado con la i-ésima muestra. El conjunto completo de muestras
se divide en m grupos (m >3), de manera tal que N siempre es un multiplo entero de m (N = km,
con k € N). Las k observaciones pertenecientes al [-ésimo grupo G, = {( Y), éz)) RS ]—'l}, consisten

en observaciones con indices contenidos en el conjunto:

F={l-Dk+1,(1-Dk+2,...,lk}, I=1,...m (3.3.2)
Note que el grupo al cual pertenece la i-ésima muestra viene dada por la siguiente funcién ~(i):

v(i) = [(Z;l)] +1, i=1,..,N (3.3.3)

Donde [z] denota la funcién parte entera, la cual entrega el niimero entero mas grande menor o
igual que z. Evidentemente, el valor que asume +(¢) corresponde siempre a un niimero entero entre
1y m (ambos inclusive). Ademds, se define una funcién de asignacién de grupo de control 7(i) de

la siguiente manera:

7(2) = (y({)mod m) + 1 (3.3.4)

Donde v(7)mod m corresponde al resto de la divisién de «y(¢) sobre m. La asignacién de un grupo
de control 7(i) asociado con la i-ésima muestra permite definir la manera en la cudl se calcula el

pardmetro de control 6ptimo B (.

Para explicar mejor el procedimiento, considere a modo de ejemplo, que se tiene un total de
N muestras de estimaciones de & y &. Aplicando la técnica de separaciéon de Avramidis para
m = 3 grupos se tiene que N = 3k, y que la funcién de pertenencia y la funcién de asignacién para
cada grupo toman los valores mostrados en la tabla 3.1. Los valores de la funcién de pertenencia
y funcién de asignacién de grupo de control mostrados en la tabla 3.1 pueden ser interpretados de
la siguiente manera, cada muestra fj(-i) coni=1,...,Nyj=1,2 pertenece al grupo asignado por
el valor de 7(i), mientras que el valor del pardmetro de control éptimo 3, (;) a utilizar sobre dicho

grupo se obtiene con las muestras del grupo perteneciente al valor de la funciéon de asignacién de
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control 7(7).

Tabla 3.1: Ejemplo método de separacién de Avramidis

i 3K & |46 | 7)) | Bry
1 A§1) Aél) 1 2 By

k Agk) éék) 1 2 Ba
k1 | 0D | gk 5 5 5

ok £(2) £(28) 9 3 B,

ki1 A§2k+1) é§2k+1) 3 1 B

w | @ | g s 1] A

Bajo este procedimiento, el parametro de control 6ptimo se obtiene de la siguiente manera:

—_

0?151 <:1’T(i)) 986 (El”"(i)’ EZ’T(i))

Briiy = = = — = (3.3.5)
‘7?151 Eir@) + ngé (E2,7(5)) = 20¢,¢,(E1,73)5 B2,r(3)

Donde:

= Z;(;): Set de muestras de §; asociados al grupo de control 7(3).

] 02 é, (2;): Varianza muestral del conjunto de muestras =;.
757

" Ogg (E;,E1): Covarianza muestral de los conjuntos de muestras Z; y =;.

J

De ésta manera se puede obtener el estimador éptimo combinado de la sensibilidad de la con-

fiabilidad de la siguiente manera:

af)F EOC

1 N
N Zgﬁ}’)] (3.3.6)
=1

Ademis, se tiene la varianza del estimador éptimo combinado se obtiene de la siguiente forma:

V] =V

1 XL 1 L X o
¥ Z&ﬁ”] = 7 2 D covfgl) &) (3.3.7)
=1

i1=1142=1
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Sin embargo, se tiene que la covarianza cumple con los siguiente:

cov[gl), £l] = BIg, ()] — BelVR[()]

= EIEVE + 6078 (657 — 607)

+ Briay (€57 — €)™

F Briny (657 — €8) B (6572 — el2)y)

— B[ + By (65 — E)ELEL™ + Br (65 — €0)]
= E[{VefP] 4 EIE Broy (€07 — £ (3.38)

(1) RS
+EE B,y (657 — )]
(3)
Bl (667 = 607) 81, (€52 — €07)
(4)
- E[ﬁ%m + Brin éz’l) _ ﬂil))]E[Eyg) + Bria) ( é@) B Yz))]
(5)

De la ecuacién 3.3.8, observe el término (2) del lado derecho de la ecuacién:

ElE™ B,y (652 — £82)]
~— —_—
(2.a) (2.b)

Se puede observar que los términos (2.a) y (2.b) se obtienen de los conjuntos de muestras i; e
1o respectivamente. Los conjuntos de muestras i1 e io son disjuntos, esto implica que los términos
obtenidos de distintos conjuntos de muestras sean independientes. Mencionado lo anterior y bajo

el supuesto que i1 # iz, se tiene que:

= Para el segundo término del lado derecho de la ecuacion 3.3.8 se cumple lo siguiente:

EIE B, (1) (652 — €02))] = E[E\Y B, (i) B[S — €72 = 0 (3.3.9)

= Un argumento equivalente se puede utilizar para el término (3), es decir:

Bl Briin (€™ — &) = EIE™ e JBIE™ - 67 =0 (3.3.10)
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= Respecto del término (4) del lado derecho de la ecuacién 3.3.8. Dado que m > 3, la definicién
de 7(-) asegura que una de las siguientes propiedades debe ocurrir: 7(j) # (i) o 7(i) #
~(4), entonces, por un argumento similar al de la ecuacién 3.3.9, se tiene que las cantidades
ﬂT(il)(féil) —f;il))ﬁT(m v ( ém —fim) son funciones respectivas de dos conjuntos de muestras

disjuntos mutuamente independientes, por lo tanto:

E[Br (i) (65 = €5) 8111y (652 — €72N)] = E[Br iy (65 — €5 B, (1) [EL(E5) — €2))] = 0
(3.3.11)

» Luego aplicando los argumentos anteriores al término (5) del lado derecho de la ecuacién
3.3.8, éste resulta E| Yl)][ %h)].

Por lo tanto, se obtiene que para i; # io:

covlel™), el2)] = Ble{™ el — Efg{ef™] =0 (3.3.12)

Explicado lo anterior, se obtiene que la varianza del estimador 6ptimo combinado se puede

estimar de la siguiente manera:

. 1 S e Loz
VIE] = 57 D VIED] = VI (3.3.13)

=1
Finalmente, la varianza del estimador éptimo combinado obtenido se puede estimar de la si-

guiente manera:

~ EOC

Ir -1 ) NE2 3.3.14
0 SN -1 ;fc - N& (3.3.14)

\Y
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3.3.1.

Analisis del Sesgo utilizando la técnica de Avramidis

A continuacién, se investiga si al aplicar la técnica de Avramidis, el estimador combinado de la

sensibilidad de la probabilidad posee un sesgo o no. En particular, aplicando la técnica de Avramidis

se tiene que el sesgo es igual a:

Sesgolé:] = E |& — ?{EOT
=E ]1[ (i(l = Bra)ét” + @(i)féi)) - %EOC]
—E zlv ééi) N % éﬂm)(é” _ gi))l _ %%““EOC (3.3.15)
LN Ly (60— e - 2

= E[B ) ElE” — &)
= E[8,)) (EleS"] - E¢l"))

Se tiene que por definicién (E| éi)] —E| Y)}) = 0, por lo tanto, se tiene que aplicando la técnica

de separacién de Avramidis, no

de la sensibilidad de la confiabili

existe sesgo en el estimador 6ptimo combinado para la obtenciéon
dad.
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APLICACION DEL
ESTIMADOR OPTIMO
COMBINADO

4.1. Introduccién

En el capitulo 2 se explicé como estimar la probabilidad de falla de un sistema ingenieril apli-
cando la técnica de simulacién Line Sampling, y ademas, se presentan dos énfoques para estimar
la sensibilidad de la probabilidad de falla como étapa de post procesamiento, los cuales se corres-
ponden a los enfoques IFEL e IDF. Con el objetivo de mejorar la estimacién de la sensibilidad de
falla, en el capitulo 3 se presenta una técnica para obtener un estimador éptimo combinado de la

sensibilidad a partir de los dos enfoques nombrados anteriormente.

El presente capitulo presenta ejemplos de aplicacién, los cuales pretenten validar la aplicacion
de las técnicas presentadas en las secciones 3.2 y 3.3. Se demuestra que al combinar los enfoques
IFEL e IDF se puede tener una mejor estimacion de la sensibilidad, principalmente en problemas
que involucran variables aleatorias que siguen una distribuciéon de probabilidad Gaussiana o Log-

Normal.
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4.2. Ejemplo N°1: Caso Analitico

Considere que el valor de la sensibilidad de la confiabilidad respecto al valor esperado de alguna
variable de interés de un sistema ingenieril se cuantifica mediante los enfoques IFEL e IDF, y que

respectivos estimadores siguen las siguientes funciones de densidad de probabilidad:

IFEL 3pF IDF
~N(LD, SE ~N(LY) (4.2.1)
1w

o
o

Donde t = ¢'PF /oI FEL

Observe que en este problema, se asume que las funciones de densidad de probabilidad asociadas
a los estimadores de sensibilidad IFEL e IDF se conocen de forma analitica. Claramente, esto es una
simplificacién, puesto que lo habitual es que dichos estimadores deben ser calculados a través de
la técnica de simulacion Line Sampling. No obstante, esta simplificacién se introduce para obtener
expresiones analiticas y luego, comparar con el método propuesto. El objetivo es aplicar el estimador
optimo combinado para cuantificar la sensibilidad de la confiabilidad, realizando una simulacién

mediante valores aleatorios, considerando los siguientes parametros:
. f=2
= Correlacion de p = 0.

s N = 99 muestras.

4.2.1. Resultados con los estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.1 presenta los valores esperados y las desviaciones estandar de los estimadores IFEL
e IDF para el conjunto de 99 muestras aleatorias. Los resultados del enfoque IFEL se obtienen a
través de las ecuacién 2.5.11 para el valor esperado, y mediante la ecuacién 2.5.12 se puede estimar
la desviacion estandar, mientras que, para el enfoque IDF el valor esperado se estima con la ecuacién

2.5.4, y su desviacion estandar mediante la ecuacién 2.5.5.

Tabla 4.1: Valor Esperado y Varianza Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°1

Uﬁﬁp IDF

ou ok

s~ IFEL N
p E [BPF } 0 9p IFEL E {LPF

IDF:|
o On

0 1.0383 9.7-1072 0.9093 2.3-1071

Como se puede observar en la tabla 4.1, la estimacién de la sensibilidad del enfoque IFEL da
un valor mas cercano al valor esperado exacto con una menor desviacién estandar del estimador,
comparando el resultado con el obtenido mediante la estimacién con el enfoque IDF. El anterior
es un resultado coherente dado que la funcién de distribucién de probabilidad del enfoque IDF

posee un mayor valor de desviacién estandar, ocasionando una mayor dispersiéon en el valor de las
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muestras generadas de manera aleatoria.

4.2.2. Resultados con el Estimador ()ptimo Combinado

Para obtener el resultado del estimador 6ptimo combinado a partir del conjunto de 99 muestras
generadas, se aplica el procedimiento explicado en la seccién 3.3 para métodos de simulacion, para
un total de m = 3 grupos. La tabla 4.2 presenta la cantidad de muestras por grupo, el grupo de
pertenencia definido por la funcién ~, el valor de la funcién de asignaciéon de grupo 7 y valor del

parametro de control 6ptimo (3, para cada grupo.

Tabla 4.2: Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simulaciones
- Ejemplo N°1

p | Cantidad de Muestras | v | T Br
33 11202131

0 33 2|13 10.1384
33 3|11 0.1266

Aplicando las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9 se obtiene el siguiente estimador 6ptimo combinado y su

desviacion estandar:

Tabla 4.3: Valores Estimador Optimo Combinado y Varianza del Estimador - Ejemplo N°1

Ipr EOC
14 G g ogslf, EOC

0| 1.0237 | 9.0-1072

Es posible notar que con la ecuacién 3.2.6 se puede obtener el valor analitico del pardmetro de
control 6ptimo, cuyo valor corresponde a 5 = 0.2. De la tabla 4.2 se pueden apreciar los valores del
parametro de control 6ptimo obtenidos por cada grupo de muestras, notando que en cada grupo po-
see un valor distinto, obteniendo diferencias con el valor analitico del pardmetro de control 6ptimo,

como en el caso del grupo 2, cuyo valor presenta una diferencia del 63.3 % respecto al valor analitico.

Comparando los resultados presentados en las tablas 4.1 y 4.3, se observa que el valor de la
sensibilidad de la confiabilidad del estimador éptimo combinado se encuentra entre los valores ob-
tenidos de cada estimador individual, obteniendo una mejora en la estimacién de la sensibilidad

con un valor de desviacién estandar menor para el estimador éptimo combinado.

Los resultados presentados anteriormente se obtienen de una corrida tnica para el conjunto de
99 muestras considerado. Para complementar los resultados presentados anteriormente, se realizan

1000 corridas independientes, cada una de 99 muestras. El objetivo de hacer estas 1000 corridas
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independientes es validar la expresion para calcular la varianza del estimador 6ptimo combinado
de la ecuacion 3.3.14. Es decir, se compara la varianza del estimador provista por dicha ecuacién
con la varianza muestral asociada a las corridas independientes de la siguiente manera:

V[ 00 _Elgg))” 422
&) = 75> (E9) - Elés (422)

Jj=1

Donde:

= L es el nimero de corridas (en este caso L=1000).
= ég) es el valor esperado de la sensibilidad de la confiabilidad de la j-ésima corrida, que
involucra N simulaciones.

. E[ES] es el valor esperado promedio de é(sl), Aé?), o A(SL).

A continuacion, la tabla 4.4 presenta el resultado obtenido, se puede apreciar que el valor de la
varianza muestral asociada a las corridas independientes posee una leve diferencia con el valor de

la varianza del estimandor éptimo combiando, lo cual permite validar la expresién 3.3.14.

Tabla 4.4: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes

N| L V'%“;;EOC' v [&]

99 | 1000 | 8.15-107% | 8.35-1073
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4.3. Ejemplo N°2: Caso Analitico con Correlacion

Para el presente ejemplo se considera el mismo caso presentado en 4.2, pero ahora los estimadores

individuales presentan los siguientes valores de correlacién:
= Correlacion de p = —0.95 en un caso y en el otro, p = 0.95.

El objetivo es estudiar como varian los resultados presentados del estimador éptimo combiando
con respecto al el ejemplo anterior, al presentar un nivel de correlacién entre los estimadores indi-

viduales.

4.3.1. Resultados estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.5 presenta los valores esperados de los estimadores IFEL e IDF para el conjunto de

99 muestras generadas para cada valor de correlacion.

Al igual que en el ejemplo N°1, el valor esperado de la estimacién con el enfoque IFEL presenta
un valor mas cercano al valor exacto, con un menor valor de desviacién estandar que los resulta-
dos obtenidos con el enfoque IDF. Este resultado refuerza el hecho de que al poseer una menor
desviacion estandar en la funcién de densidad de probabilidad, es méds probable obtener un valor
mas cercano al exacto en la simulacién, dada la menor dispersién en los valores de las muestras

aleatorias generadas.

Tabla 4.5: Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°2

9p - IFEL 99 IDF
1% E {BLJ } U%IFEL E {%}f } U%IDF
-0.95 1.069 9.73-102 0.871 1.99-1071
0.95 0.941 1.01 1071 0.866 1.97-10!

4.3.2. Resultados Estimador ()ptimo Combinado

La tabla 4.6 presenta la cantidad de muestras por grupo, el grupo perteneciente v, valor de la
funcién de asignacién de grupo 7 y valor del parametro de control éptimo 3, para cada grupo, para

cada valor de correlacion.

Al igual que en ejemplo anterior, con la ecuacién 3.2.6 se puede obtener el valor analitico del
parametro de control éptimo, cuyo valor corresponde a § = 0.3295 para p = —0.95, y 8 = —0.75
para p = 0.95. De la tabla 4.5 se pueden apreciar los valores del pardmetro de control éptimo

obtenidos por cada grupo de muestras, notando que el valor y el signo del pardmetro de control
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Tabla 4.6: Valores Parametros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simulaciones
- Ejemplo N°2

P Cantidad de Muestras | v | T Br
33 1|2 0.3346
-0.95 33 2|3 0.3098
33 3|1/ 03193
33 1121-0.7508
0.95 33 2 | 3 |-0.8096
33 3| 1|-0.8097

optimo varia dependiendo si la correlacién es negativa o positiva. Esto muestra una clara diferencia
respecto a los resultados del ejemplo anterior, donde no existia correlacién entre los estimadores
individuales, por lo que el parametro de control éptimo era siempre mayor a 0. El presente ejemplo
presenta un caso en que pt > 1, por lo que se obtiene un valor negativo para el pardmetro de control
o6ptimo.

Aplicando las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9 se tiene que para la simulacién, los valores para el esti-

mador 6ptimo combinado y su desviacion estandar son los siguientes:

Tabla 4.7: Valores Estimador Optimo Combinado y Varianza para Simulacién - Ejemplo N°2

9p EOC
P Tj 0'8535 EOC

-0.95 1.006 2.18-1072
0.95 1.003 5.90 - 102

Los resultados presentados en la tabla 4.7, muestran que los valores de la sensibilidad de la
confiabilidad del estimador 6ptimo combinado obtenida a través de valores muestrales aleatorios es
practicamente equivalente al valor exacto, obteniendo una mejora en el valor de la estimacién de la
sensibilidad para ambos valores de correlacion, con un valor de desviacién estandar menor para el

estimador 6ptimo combinado.

Al igual que en el ejemplo anterior, se busca validar la expresién 3.3.14 para calcular la varianza
del estimador éptimo combinado, realizando 1000 corridas independientes, de 99 muestras cada una

para obtener la varianza muestral asociada a las corridas independientes.

La tabla 4.8 presenta el resultado obtenido, donde se puede apreciar que el valor de la varianza
muestral asociada a las corridas independientes no presenta diferencias considerables con el valor

de la varianza del estimandor 6ptimo combiando, lo cual permite validar la expresién 3.3.14.
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Tabla 4.8: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes

575 BOCT T
p N L |V %; V |&s
-0.95 | 99 | 1000 | 4.76-10~* | 4.49-10~4

0.95 | 99 | 1000 | 3.50-102 | 3.30 1073

4.4. Ejemplo N°3: Funcién de Desempeno Explicita

Considere que en un problema ingenieril se conoce la funcién de desempenio, la cual se define

de la siguiente manera:

gu(z) =b— (?(wl +9) — iﬁ(ml - x2)2> , X;~N(0,1), i=1,2 (4.4.1)

Donde b corresponde al valor umbral asociado con el criterio de falla, de manera tal que
pr ~ 1-1073, X; y X, son variables aleatorias independientes de distribucién Gaussiana, con
pardmetros de distribucion 6; = [u;,04]7,i = 1,2 y k es un pardmetro que controla la no linealidad

de la funcién de estado limite.

Para este ejemplo se utilizan los siguientes valores de «:
= k= 0: caso lineal.
= k= 0.1: no linealidad débil.

= 5= 1: no linealidad fuerte.

El objetivo de este ejemplo es aplicar las estrategias para estimar la sensibilidad de la con-
fiabilidad respecto a los pardmetros de distribuciéon de Xs utilizando Line Sampling mediante los
procedimientos IFEL e IDF explicados en la seccién 2.6, y comparar sus resultados con la estrategia
presentada en la seccién 3.3 para obtener el estimador 6ptimo combinado, para los distintos valores

de k.

4.4.1. Sensibilidad de la Confiabilidad con Estimadores IFEL e IDF

La simulacion con Line Sampling se realiza con una totalidad de 99 muestras aleatorias ge-
neradas, donde las tablas 4.9 y 4.10 presentan los resultados obtenidos de la sensibilidad de la
confiabilidad respecto a 82 = [z, 02]” para los distintos valores x. Los resultados de la sensibilidad
de la confiabilidad se obtienen mediante las ecuaciones 2.5.11 y 2.5.4 para los enfoques IFEL e IDF.
También, se presentan las respectivas desviaciones estandar de cada estimador, obtenidas a través

de las ecuaciones 2.5.12 y 2.5.5 para los enfoques IFEL e IDF, respectivamente.
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De los resultados presentados en las tablas 4.9 y 4.10, se pueden realizan los siguientes comen-

tarios:

= Se observa una leve tendencia a diminuir el valor de la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a [ y 02, a medida que aumenta el valor de «.

= En la tabla 4.9 para k = 0 se obtiene que la sensibilidad mediante el enfoque IFEL entrega
un valor bastante pequeno para la desviacién estdndar, esto se debe a que el valor de la
sensibilidad obtenido es précticamente el valor exacto, ya que dabido la linealidad de la

funcién de desempeno, el valor del pardmetro ¢ ; de la ecuacién 2.5.11 es constante.

= Para x = 0.1 la estimacién mas precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a ps se

obtiene mediante el enfoque IFEL.

= Para k = 1 la estimacién mads precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a us se

obtiene mediante el enfoque IDF.

= De la tabla 4.10 se puede apreciar que existen leves diferencias entre los valores de la sensi-
bilidad obtenidos para los enfoques IFEL e IDF, obteniendo para todos los valores x que la

estimacién mas precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a o9 se obtiene con el
enfoque IFEL.

= E] valor del estimador de la sensibilidad respecto a o y o9 resulto ser un valor positivo
para todos los valores de k, esto indica que la probabilidad de falla aumenta si ocurre una

perturbacion positiva en alguno de estos parametros.

Tabla 4.9: Resultado Estimacién de la Sensibilidad Respecto a s, Enfoques IFEL e IDF

IFEL IDF

95
0 9pp IFEL 61:; 0 9pp IDF
dpg Opg

0 0.0024 | 2.92-1071 | 0.0025 | 6.42-107°
0.1 | 0.0024 3.65-107° | 0.0025 | 6.32-107°
1 0.0021 1.85-107% | 0.0024 | 1.69-10~*

9pr
oo

Tabla 4.10: Resultado Estimacién de la Sensibilidad Respecto a o2, Enfoques IFEL e IDF

IFEL 95 IDF
0 9pp IFEL ﬁ 0 9pp IDF
LD LD

Opr
60’2

0 0.0054 | 1.53-10"* | 0.0056 | 3.13-10~*%
0.1 | 0.0053 | 1.15-107% | 0.0055 | 2.73-10~%
1 0.0041 | 3.48-10~* | 0.0049 | 3.54-10~*
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4.4.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador ()ptimo Combinado

El estimador éptimo combinado se obtiene a través del procedimiento explicado en la secciéon
3.3 para un total de m = 3 grupos. A diferencia de los ejemplos anteriores, en el presente ejemplo
no se conoce a priori el valor de la correlacién que existe entre los estimadores IFEL e IDF, por
lo que no es posible deducir sus valores analiticos para comparar. A continuacion, las tablas 4.11
y 4.12 presentan la cantidad muestras por grupo, y los valores obtenidos para la correlacién p, el
grupo de pertenencia -y, el valor de la funcién de asignacién de grupo 7 y el valor del pardmetro
de control 6ptimo B, obtenido para cada grupo, para los andlisis de sensibilidad de la confiabilidad

respecto a e y 09, respectivamente.

Tabla 4.11: Valores Pardmetros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simulaciones
- Sensibilidad Respecto a po

K p Cantidad de Muestras | v | 7 Br
33 112 0
0 | -0.0429 33 23| —493-1071
33 31| -792-10715
33 112 0.3135
0.1 | -0.1093 33 213 0.2443
33 311 0.3084
33 112 0.3722
1 | 0.6117 33 213 0.7205
33 311 0.7488

Respecto a los resultados presentados en la tabla 4.11, se realizan los siguientes comentarios:

= Para x = 0 se tiene un valor de correlaciéon practicamente nulo, ademés de los bajos valores
obtenidos para el pardmetro de control éptimo (,, esto es coherente con lo mencionado
respecto a los resultados de la seccion 4.4.1, donde se indicd que la estimacién IFEL entrega
practicamente el resultado exacto, por lo que al obtener un valor bajo o nulo del pardmetro

de control éptimo B, entrega el resultado de la estimacién IFEL.

= Para k = 0.1 se tiene un bajo valor en el nivel de correlacién entre las estimaciones IFEL e
IDF, la cual posee signo negativo, y se obtiene que el parametro de control éptimo para cada

grupo posee valor positivo.

= Para k = 1 se tiene un valor medio en el nivel de correlacion entre las estimaciones IFEL e
IDF, la cual posee signo positivo, y se obtiene que el parametro de control 6ptimo para cada

grupo posee valor positivo.
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Tabla 4.12: Valores Parametros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simulaciones
- Sensibilidad Respecto a o5

K P Cantidad de Muestras | v | 7 Br
33 112 -0.8708
0 | 0.9904 33 213 1-0.9148
33 3] 1]-0.9013
33 112]-0.2971
0.1 | 0.8343 33 2 131 -0.3959
33 3| 1]-0.3520
33 112 0.3097
1 ] 0.5114 33 213 05777
33 3111 0.5660

Respecto a los resultados presentados en la tabla 4.12, se realizan los siguientes comentarios:

= Se obtienen valores altos de correlacién con signo positivo para kK = 0y k = 0.1. Ademds
para ambos casos se obtienen valores del pardametro de control 6ptimo 3, negativos para cada
grupo, este resultado refuerza lo obtenido en el ejemplo anterior, donde se mencioné que para

un valor alto de correlacion es posible obtener valores de £, < 0.

s Para k = 1 se tiene un valor medio en el nivel de correlacién entre las estimaciones IFEL e
IDF, la cual posee signo positivo, obteniendo que el pardmetro de control éptimo para cada

grupo posee valor positivo.

A continuacién, mediante las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9, se obtienen los valores del estimador
6ptimo combinado de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a 6 = [u2,02]7 y su desviacién

estandar, cuyos resultados se presentan en la tabla 4.13.

Tabla 4.13: Resultado Estimacién de la Sensibilidad Estimador Optimo Combinado

9pF EOC OpF EOC
K T,UIQ 0 9pp EOC Doy 0 9pp EOC
dpag ED

0 0.0024 | 4.99-1071% | 0.0053 | 4.08-107°
0.1 | 0.0024 | 3.03-107° 0.0052 | 9.23-107°
1 0.0022 1.63-1074 0.0044 | 3.11-107*

Comparando los resultados presentados en las tablas 4.9 y 4.10 con los de la tabla 4.13, se

pueden realizar los siguientes comentarios.

= Para k = 0 el estimador éptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a po entrega un resultado equivalente al obtenido por estimador més preciso (IFEL) con
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un mayor valor de desviacién estandar. Lo anterior se puede explicar por el hecho de que
la estimacion maés precisa entrega practicamente el resultado exacto de la sensibilidad de
la confiabilidad, el cual al combinarse con un estimador menos preciso altera el valor de la
estimacién. No obstante, este efecto es practicamente despreciable, pues los nimeros son muy

pequenos y cercanos a la precision del computador con el que se realizaron los analisis.

= Para k = 0 el estimador 6ptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a
o9 entrega un resultado levemente menor que la estimacién més precisa(IFEL), con un valor
de desviacién estandar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimacién de la
sensibilidad de la confiabilidad.

= Para k = 0.1 el estimador éptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto
a po entrega un resultado equivalente al obtenido por estimador mds preciso (IFEL), con un
valor de desviacién estandar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimacion de
la sensibilidad de la confiabilidad.

= Para k = 0.1 el estimador éptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto
a o9 entrega un resultado levemente menor que la estimacién més precisa(IFEL), con un
valor de desviacién estandar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimacion de
la sensibilidad de la confiabilidad.

= Para k = 1 el estimador 6ptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a
Lo entrega un resultado que se encuentra dentro de los valores obtenidos por los estimadores
IFEL e IDF, con un valor de desviacién estandar menor, lo cual representa una clara mejora

en la estimacion de la sensibilidad de la confiabilidad.

= Para k = 1 el estimador 6ptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a
09 entrega un resultado que se encuentra dentro de los valores obtenidos por los estimadores
IFEL e IDF, con un valor de desviacién estandar menor, lo cual representa una clara mejora

en la estimacion de la sensibilidad de la confiabilidad.

Al igual que en los ejemplos anteriores, se compara el resultado obtenido con la expresiéon 3.3.14
para calcular la varianza del estimador 6ptimo combinado, realizando 1000 corridas independientes

de 99 muestras cada una, para obtener la varianza muestral asociada a las corridas independientes.

Tabla 4.14: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respecto a uo

N
p p | N| L |v]Ee" v [és

0 | -0.0429 | 99 | 10° | 2.49-10737 | 7.89.10-37
0.1 | -0.1093 | 99 | 10° | 9.16-10~1° | 1.79-10~?

1 0.6117 | 99 | 10° | 3.21-107% 3.12-1078
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Tabla 4.15: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respecto a o9

K p N| L |V _%”;:EOC_ A\ _és_
0 | 09904 | 99 | 10° | 1.66-10"Y | 4.78-107?
0.1 ] 0.8343 | 99 | 10° | 8.52-107° | 1.49-10"8

1 | 05114 |99 | 10° | 1.10-107 | 1.11-1077

Los resultados presentados en las tablas 4.14 y 4.15, muestran que para x = 1 el valor de la va-
rianza del estimador 6ptimo combinado posee valores cercanos al de la varianza muestral asociada a
corridas independientes para sensibilidad de la confiabilidad respecto a u9 y 02, siendo practicamen-

te equivalentes. Para kK = 0y kK = 0.1 se puede apreciar algunas diferencias, pero que no son mayores.

4.5. Ejemplo N°4: Flujo Bajo Una Tablestaca

El presente ejemplo consiste en el estudio del flujo a través de las capas de suelo bajo una
tablestaca. El modelo de andlisis se realiza mediante elementos finitos y consiste en una tablestaca
que descansa sobre dos estratos de suelo, uno de arena limosa y el otro de grava limosa. La figura
4.1 presenta un esquema del modelo, donde los parametros del suelo y la carga hidraulica tienen

las siguientes caracteristicas:

» La permeabilidad en [m/s] del estrato de suelo de arena limosa sigue la siguiente funcién de
distribucién de probabilidad:

kpen ~LN(5-1073,5-107%), Ky, 1 ~LN(1-107%,1-107%) (4.5.1)

= La permeabilidad en [m/s] del estrato de suelo de grava limosa sigue la siguiente funcién de

distribucién de probabilidad:

ppo ~LN(5-10755-107%), kyyo ~LN(1-107%1-107%) (4.5.2)

= La carga hidrdulica hp en [m] sigue la siguiente funcién de distribucién de probabilidad:

hp ~ U(5,7) (4.5.3)
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0.5[m]
A -~
24.75[m)] - /Tablestaca
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. 24.75[m)|
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A
\J

50[m)]

Figura 4.1: Esquema de represa con dos estratos de suelo

El objetivo, es evaluar la sensibilidad de la probabilidad de falla utilizando Line Sampling con los
enfoques IFEL e IDF, respecto al valor esperado u; de las funciones de distribuciéon de probabilidad
que modelan la permeabilidad de cada estrato de suelo en ambas direcciones, y comparar sus
resultados con el estimador 6ptimo combinado. Para esto, se considera como evento de falla la
probabilidad de que el flujo de agua bajo la represa, en estado estacionario, exceda un umbral
preestablecido b= 30 [L/ hr m].

4.5.1. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.16 presenta los valores esperados de los estimadores IFEL e IDF para el conjunto
de 396 muestras aleatorias independientes generadas. Como se puede apreciar en la tabla 4.16, los
variables de permeabilidad del primer estrato de suelo son mas sensibles respecto a una variacion del
valor esperado de las distribuciones de probabilidad que las caracterizan, respecto al segundo estrato
de suelo. Respeto a los resultados de la sensibilidad de la confiabilidad obtenidos con la simulacién
Line Sampling mediante los enfoques IFEL e IDF, existen diferencias en los resultados obtenidos a
través de cada estimador de la sensibilidad de la confiabilidad, obteniendo que la estimacion de la

sensibilidad con el enfoque IFEL es la méas precisa para todas las permeabilidades.

Tabla 4.16: Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF, Sensibilidad Respecto a u - Ejemplo N°4

Parametro | E [%IFEL} OoppireL | E [%IDF} O 95 IDF
I I
My 1 1.60-10~1 0.008 —1.81-10! 16.2
. 3.08 0.172 7.31- 10 78.1
My o 1.11-10° 1375,4 1.01-10° 7467.8
Hkyyy 2 3.98 - 10° 6242.8 3.88-10° 52189.1
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La tabla 4.16 muestra los siguientes resultados:

= La estimaciéon més precisa de la sensibilidad de la confiabilidad se obtiene con el enfoque
IFEL.

= Los resultados de sensibilidad del primer estrato muestra resultado distintos entre ambos
enfoques, obteniendo incluso que para la permeabilidad k.., el enfoque IFEL entrega un
valor sensibilidad de la confiabilidad positivo, mientras que, para el enfoque IDF se obtiene
un valor negativo. Pero esta sensibilidad es mucho menor que la sensibilidad respecto de los

otros pardmetros.

= Los resultados de sensibilidad de la confiabilidad respecto a u; del primer estrato muestran
una gran diferencia en la desviacion estandar de ambos enfoques, obteniendo mucha mayor

precisién con el enfoque IFEL.

= La sensibilidad de la confiabilidad respecto a u; obtenida para el segundo estrato de sueno
muestra que no existen grandes diferencias entre los resultados obtenidos con ambos enfoques,

obteniendo que el enfoque IFEL posee un mayor grado de precisiéon que el enfoque IDF.
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4.5.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador ()ptimo Combinado

El estimador 6ptimo combinado se obtiene para un total de m = 3 grupos. La tabla 4.17 presenta
la cantidad muestras por grupo, y los valores obtenidos para la correlacién p, el grupo perteneciente
v, el valor de la funcién de asignacién de grupo 7 y el valor del pardmetro de control éptimo 3.

obtenido para cada grupo, para los andlisis de sensibilidad de la confiabilidad respecto a u; de las

pemeabilidades de cada estrato de suelo respectivamente.

Tabla 4.17: Valores Parametros de Aplicacién del Estimador Optimo Combinado para Simulaciones

- Sensibilidad Respecto a

Parametro p Cantidad de Muestras | v | T Br

132 1]21292-107*
MUkgz,1 | -0.6933 132 2|3 ]358-107*
132 3]11]329-1074

132 12 0.0020

Khyy,1 -0.9567 132 213 0.0022

132 311 0.0021

132 112 0.1575

Hkzz,2 -0.8585 132 213 0.1377

132 311 0.1356

132 112 0.0803

Phyy,2 -0.7942 132 213 0.0975

132 311 0.0968

La tabla 4.18 presenta los resultados obtenidos del estimador 6ptimo combinado de la sensibi-

lidad de la confiabilidad, donde se puede apreciar que la sensibilidad de la confiabilidad respecto a

W; mejora en todos los casos.
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A pesar de poseer diferencia entre los estimadores individuales IFEL e IDF, el nivel de correlacién
obtenido permite obtener una mejora en la estimacion. Los resultados obtenidos indican que al
sufrir una perturbacién positiva en el pardmetro u; de cada distribuciéon de probabilidad de las
permeabilidades de los estratos de suelo o nivel de la carga hidraulica, la probabilidad de falla a
través de que el flujo de agua bajo la represa exceda el umbral preestablecido aumenta, ya que la

sensibilidad obtenida es positiva para cada uno de los parametros andalizados.

Tabla 4.18: Valor Esperado Estimador Optimo Combinado, Sensibilidad Respecto a p - Ejemplo
N°4

Pardametro | E {%ﬁf EOC} U%EOC
[kas s 1.53-1071 | 5.5-1073
[k, 1 3.22 5.1-1072
JTT 1.08 - 10° 6.2 - 102
Ly, 2 3.97-10° 3.5 102
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Capitulo 5

CONCLUSIONES

La presente memoria de titulo ha presentado una estrategia que permite mejorar la estimacion de
la sensibilidad de la confiabilidad respecto a los parametros que caractizan una funcién de densidad
de probabilidad, en problemas de ingenieria que presentan incertidumbre en alguna variable de
interés, la cual sigue alguna funcién de densidad de probabilidad. La estrategia planteada es parte
de una étapa de post-procesamiento una vez que se ha cuantificado la sensibilidad de la confiabilidad
utilizando Line Sampling, mediante los enfoques de integracion sobre la funcién de estado limite
(IFEL), y el enfoque de integracién sobre el dominio de falla (IDF'), obteniendo un estimador éptimo
combinado a partir de los resultados obtenidos de estos dos enfoques. De la estrategia para obtener

el estimador éptimo combinado presentada se pueden realizar los siguientes comentarios:

= En base al procedimiento desarrollado en el capitulo 3, el resultado de la sensibilidad de la

confiabilidad obtenido a través del estimador éptimo combinado es insesgado.

= En la practica no se conoce el valor exacto de la sensibilidad de la confiabilidad, por lo que
se recurre a los método de simulacién para estimarla. Los métodos de simulacién individuales
presentados corresponden a los enfoques IFEL e IDF el primero no siempre es aplicable ya
que requiere como informacién de entrada el gradiente de la funcién de desempeno, el cual no
siempre ésta disponible, mientras que, el enfoque IDF no requiere informacién adicional para

su aplicacién, por lo que su aplicabilidad es mas general.

= Los resultados obtenidos en los ejemplos desarrollados le dan validez a la figura 3.3, obteniendo
que el resultado del estimador éptimo combinado ésta altamente relacionado con el nivel
de correlacién obtenida de los estimadores individuales, siendo altamente recomendable la
utilizacion del estimador 6ptimo combinado cuando se tiene valores de correlacién en los

siguientes rangos —1 < p < —-06y p~ 1.

= Los resultados de la varianza del estimador 6ptimo combinado se validaron comparandolo con

la varianza muestral asociada a las corridas independientes.
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Se recomienda en casos donde no se posee el gradiente de la funcién de desempeno aplicar
el enfoque IDF para estimar la sensibilidad de la confiabilidad. En caso de que si se encuentre
disponible el gradiente de la funcién de desempeno es recomendable utilizar el enfoque IFEL para
estimar la sensibilidad de la confiabilidad, ya que entrega en general mejores resultados. Finalmente
si se obtiene un nivel de correlacién entre los resultados de ambos enfoques en el rango de valores
mencionado anteriormente se recomienda utilizar la estrategia planteada para mejorar la estimacién
de la sensibilidad de la confiabilidad utilizando Line Sampling mediante un estimador éptimo
combinado, el cual entrega buenos resultados, cumpliendo con su objetivo. Pudiendo ampliarse su
aplicacién a casos que involucren otro tipo de distribuciéon de probabilidad en variables de interés,

o extender su aplicaciéon también a problemas que involucren campos aleatorios.
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