
UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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RESUMEN

El diseño de sistemas de ingenieŕıa rara vez puede desarrollarse de manera determinista. La

incertidumbre en dichos modelos puede encontrarse en distinto factores o propiedades que cumplen

un rol fundamental en el sistema ingenieril, como lo pueden ser propiedades de los materiales, o

valores de las solicitaciones a las cuales se ve sometido el sistema. Dado esto, es necesario cuantifi-

car la confiabilidad del sistema dado el nivel de incertidumbre existente. Para lograr esto se puede

recurrir a herramientas matemáticas, como lo es la teoŕıa de probabilidad.

La confiabilidad puede ser estimada a través de la probabilidad de falla, la cual mide las chan-

ces de que alguna respuesta del sistema exceda un valor umbral pre-establecido bajo algún criterio

ingenieril, por ejemplo, el valor de algún desplazamiento de piso.

Para poder modelar la incertumbre que afecta a un modelo, es recurrente asignar a variables de

interés, funciones de densidad de probabilidad, las cuales poseen valores carácteristicos que las de-

finen, como lo son el valor esperado y la desviación estándar. La adecuada elección de las funciones

de densidad de probabilidad es un paso fundamental para estimar correctamente la confiabilidad,

por lo que, una variación en algunos de los parámetros caracteristicos que la definen puede provocar

variaciones considerables en el valor de la probabilidad de falla. Mencionado lo anterior, no solo es

importante estimar adecuadamente la confiabilidad, si no que además, cuantificar que tan sensible

es su valor respecto a los parámetros que definen a las funciones de densidad de probabilidad, pues

puede entregar valiosa información del sistema.

Existen distintas estrategias que permiten estimar la confiabilidad y su sensibilidad, una de

ellas es aplicando el método de simulación Line Sampling, el cual permite estimar la probabilidad

de falla, y en una étapa de post procesamiento cuantificar la sensibilidad mediante dos enfoques

distintos pero equivalentes.

El presente trabajo de t́ıtulo propone una estrategia que permita mejorar la estimación de la

sensibilidad de la confiabilidad mediante un estimador óptimo combinado, el cual combine en un

único estimador a los dos enfoques distintos que se pueden utilizar con la técnica de simulación

Line Sampling, para problemas que involucren variables aleatorias.

Palabras Clave: Confiabilidad, Probabilidad de Falla, Sensibilidad de la Confiabilidad, Varia-

bles Aleatoria, Parámetros Caracteŕısticos, Line Sampling, Estimador Óptimo Combinado.
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3.2. Técnica de la Mejor Estimación Lineal Insesgada . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 24
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4.5. Ejemplo N°4: Flujo Bajo Una Tablestaca . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45

4.5.1. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimadores IFEL e IDF . . . . . . . . . . . 46

4.5.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador Óptimo Combinado . . . . . . . . 48
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2.3. Ilustración esquemática de la variación que sufre la función de densidad de probabi-

lidad al sufrir una perturbación µi + δµi positiva. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
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4.2. Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simula-

ciones - Ejemplo N°1 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

1.1. Introducción General

La representación del comportamiento f́ısico de un śıstema ingenieril se puede estimar mediante

modelos numéricos. La construcción de un modelo numérico requiere de información que caracterice

adecuadamente el sistema en estudio, como lo pueden ser información respecto a los materiales,

dimensiones de los elementos que lo componen, o solicitaciones a las cuales se ve sometido y pro-

ducen una respuesta de interés del sistema. Comúnmente en el análisis y diseño, los valores que

adoptan las propiedades mencionadas anteriormente son valores determińısticos, es decir, un valor

único seleccionado bajo algún criterio pertinente, el cual produce una respuesta singular del siste-

ma. Dado el gran número de variables y parámetros que se ven involucrados en la representación

de un sistema, es claro, que en una o más variables exista incertidumbre en el valor determińısti-

co seleccionado, como lo puede ser la dimensión de un material, o el valor de alguna solicitación

externa. Por lo tanto, debido la existencia de incertidumbre en el valor de algún(os) parámetro(s)

del sistema, es evidente que también existe un grado de incertidumbre en la respuesta de éste. En

vista de eso, es necesario cuantificar la confiabilidad de los sistemas ingenieriles.

La confiabilidad o probabilidad de falla es una medida de la posibilidad que una respuesta de

interés del sistema sobrepase un valor umbral definido bajo algún criterio, en relación a las condi-

ciones de servicio o desempeño esperado del sistema. Por esta razón, en un análisis o diseño basado

en incertidumbre, resulta importante determinar de manera adecuada la probabilidad de falla, con

el fin de prever adecuados niveles de desempeño del sistema.

Para poder realizar un análisis de confiabilidad es necesario caracterizar de manera lo más ade-

cuada posible la incertidumbre dentro de un modelo. Una manera de caracterizar la incertidumbre

1



Caṕıtulo 1. Introducción 2

es a través de la teoŕıa de probabilidad, con la cual se pueden relacionar variables f́ısicas involucra-

das en el sistema con variables aleatorias. Este tipo de variable se define a través de una función

de densidad de probabilidad, la cual posee parámetros caracteŕısticos de ella, como lo son el valor

esperado y una desviación estándar. La correcta elección de los parámetros que caracterizan una

función de densidad de probabilidad involucrada en el sistema es un paso fundamental para la co-

rrecta estimación de la confiabilidad, ya que una perturbación en algunos de estos parámetros puede

afectar considerablemente el valor de la confiabilidad. Por esta razón, no es solo de importancia

estimar adecuadamente la confiabilidad de un sistema, si no que también su sensibilidad respecto

a los parámetros que caracterizan a las variables aleatorias involucradas.

Para poder cuantificar la confiabilidad es posible aplicar métodos de simulación, siendo la técni-

ca de simulación Line Sampling uno con bastante eficiencia numérica. La ventaja de utilizar este

método de simulación, además de su eficiencia numérica, es que permite en una etapa de post-

procesamiento cuantificar la sensibilidad de la confiabilidad mediante dos enfoques distintos, pero

equivalentes, tal como se discute en [6] y [15].

Dada la posibilidad de aplicar dos enfoques distintos para cuantificar la sensibilidad de la confia-

bilidad utilizando un mismo método de simulación, existe la posibilidad de mejorar la estimación de

la sensibilidad de la confiabilidad. El presente trabajo busca presentar una metodoloǵıa que mejore

la estimación de la sensibilidad, la cual consiste en combinar los dos enfoques existentes utilizando

Line Sampling. La validación de la metodoloǵıa propuesta se presenta mediante la aplicación a

problemas que presentan incertidumbre en alguno de sus parámetros, los cuales se modelan como

variables aleatorias.

1.2. Objetivos Generales

Los objetivos generales de la presente memoria son los siguientes:

1.- Evaluar la sensibilidad de la confiabilidad aplicando Line Sampling.

2.- Proponer una estrategia que permita obtener una mejor estimación de la sensibilidad de la

confiabilidad.

3.- Aplicar la estrategia propuesta y estudiarla en relación a variables aleatorias que definen el

problema.

4.- Validar la técnica de simulación Line Sampling, como una herramienta para evaluar la sensi-

bilidad de la confiabilidad.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA



Caṕıtulo 1. Introducción 3

1.3. Objetivos Espećıficos

1. Estudiar estrategias para estimar la sensibilidad de la confiabilidad, y aplicar un estimador

óptimo combinado que permite mejorar la estimación de la confiabilidad.

2. Estudiar qué parámetros influyen en la implementación de un estimador óptimo combinado.

3. Implementar computacionalmente el estimador óptimo combinado en base a las estrategias

desarrolladas en Line Sampling para estimar la confiabilidad respecto a los parámetros de

distribución.

4. Aplicar el estimador óptimo combinado en problemas de ingenieŕıa civil, para validar su uso.

1.4. Estructura del trabajo de memoria de t́ıtulo

Los caṕıtulos que componen la presente memoria de t́ıtulo se organizan de la siguiente manera:

Caṕıtulo 2: Presenta la definición de probabilidad de falla y su sensibilidad respecto a

parámetros de distribución para problemas que involucran variables aleatorias. Además, se

presenta la aplicación del método de simulación Line Sampling para la estimación de la

probabilidad de falla, y la aplicación de dos estrategias distintas para cuantificar la sensibilidad

de la confiabilidad.

Caṕıtulo 3: En este caṕıtulo se desarrolla la formulación de un estimador óptimo combinado

para la sensibilidad de la confiabilidad. La formulación se realiza con el objetivo de combinar

las dos estrategias desarrolladas aplicando Line Sampling.

Caṕıtulo 4: Se presentan ejemplos de aplicación del estimador óptimo combinado, realizando

un análisis de los resultados obtenidos.

Conclusiones: Se presentan las conclusiones obtenidas a partir de los ejemplos desarrollados,

y se discuten las ventajas de la estrategia desarrollada.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA



Caṕıtulo 2

PROBABILIDAD DE FALLA Y

SU SENSIBILIDAD

2.1. Introducción

Los sistemas de ingenieŕıa en general, presentan múltiples variables que definen su comporta-

miento, pudiendo ser factores internos, por ejemplo: propiedades de los materiales, dimensiones de

algún elemento estructural, etc. O factores externos como solicitaciones de cargas externas, tempe-

ratura, etc. Dado esto, se habla de confiabilidad estructural de un sistema cuando se busca evaluar

cuán seguro es el comportamiento del sistema frente a un criterio de falla preestablecido, todo esto,

caracterizando adecuadamente las fuentes de incertidumbre que pueden existir tanto internas como

externas, mediante modelos probabiĺısticos adecuados [13].

4



Caṕıtulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 5

2.2. Probabilidad de Falla

Para determinar la probabilidad de falla o confiabilidad de un sistema de ingenieŕıa, o alguno

de sus componentes, es necesario cuantificar de manera correcta la incertidumbre existente en

algunos de los parámetros que lo caracteriza. Para esto, se recurre a la teoŕıa de probabilidad,

la cual brinda las herramientas adecuadas para poder cuantificar la incertidumbre existente en

algunos parámetros. En particular, la caracterización de la incertidumbre en alguna variable implica

asignarle una distribución de probabilidad y sus parámetros que la definen, como es el valor esperado

y la desviación estándar, siendo ésta selección un factor clave en la magnitud del valor de la

probabilidad de falla [8]. En las siguientes secciones se presenta la metodoloǵıa a utilizar para

realizar un análisis de confiabilidad mediante la probabilidad de falla.

2.2.1. Formulación en el Espacio F́ısico

Considere un modelo ingenieril en que la incertidumbre existente en los parámetros que lo defi-

nen, se caracterizan a través de n variables aleatorias independientes Xi, i=1..., n. Para el caso en

que existe dependencia entre ellas, es necesario extender los conceptos presentados en esta memoria

siguiendo el enfoque discutido en [16]. El valor que toman estas variables de entrada se denota

como xi , i=1...,n. Por otro lado, cada variable de entrada tiene asociada una función de densidad

de probabilidad la cual se denota como fXi
(xi|θθθi), donde θθθi es un vector de dimensión ni × 1 que

agrupa los parámetros de la distribución de densidad de probabilidad de Xi, como lo son el valor

esperado y la desviación estándar. Se define la función de densidad de probabilidad conjunta como

fX (x|θθθ), donde x=[x1 , ..., xn ]
T

y θθθ=
[
θθθT1 , ..., θθθ

T
n

]T
, donde (·)T denota la traspuesta.

Para poder evaluar la confiabilidad del sistema, se debe definir el evento de falla, el cual represen-

ta un comportamiento indeseado del sistema al sobrepasar un valor umbral establecido previamente,

el cual se denotará como b. Para formular la idea anterior se define la respuesta del sistema como

r (x), pudiendo evaluar la condición del sistema a través de una función de desempeño gx (x), la

cual se define de acuerdo a la ecuación 2.2.1.

gx(x) = 1− r(x)

b
(2.2.1)

La función mostrada en 2.2.1 está construida de tal manera que, para cada realización de x se

tiene lo siguiente:

1. Si se cumple que gx (x) < 0, la realización de x genera un evento de falla.

2. Si se cumple que gx (x) > 0, la realización de x es un evento seguro.

3. Si se cumple que gx (x) = 0, se genera una superficie denominada función de estado ĺımite.

En las figuras 2.1 y 2.2 se puede apreciar una representación esquemática de la función de

desempeño, de estas figuras se puede notar que la función de estado ĺımite es la encargada de

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA



Caṕıtulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 6

separar la región donde se encuentran las realizaciones de x que generan un evento de falla de las

realizaciones seguras. Descrito lo anterior, es posible evaluar la probabilidad de falla o confiabilidad

del sistema mediante la ecuación 2.2.2.

pF =

∫
gx(x)≤0

fX(x|θθθ)dx (2.2.2)

La ecuación 2.2.2 se puede escribir de manera alternativa como se muestra en la ecuación 2.2.3,

donde Ωn es el dominio asociado al vector de variables aleatorias X e Ix (x) es la función indicatriz,

la cual se define como se muestra en la ecuación:

Ix(x ) =


0 si g(x) > 0

1 si g(x) ≤ 0

(2.2.3)

pF =

∫
x∈Ωn

Ix(x)fX(x|θθθ)dx (2.2.4)

xj

xi

gx(x)

gx(x) = 0

gx(x) < 0

gx(x) > 0

Figura 2.1: Representación esquemática 3D de la función de desempeño

xi

xj

gx(x) > 0

gx(x) < 0

gx(x) = 0

Figura 2.2: Representación en el plano de la función de desempeño
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2.2.2. Formulación en el Espacio Normal Estándar

Para obtener la probabilidad de falla del sistema, es conveniente pasar de una formulación de la

probabilidad considerando variables aleatorias f́ısicas X a una formulación en variables aleatorias

estandarizadas. Para lograr esto, se expresa la ecuación 2.2.2 en términos de un vector de variables

aleatorias normal estándar Z [3]. Para describir la dependencia entre variables se requiere de un

modelo apropiado, como puede ser el de Nataf [10].

Para la transformación de variables aleatorias del espacio f́ısico al espacio normal estándar (y

viceversa), se recurre a una transformación de la siguiente manera:

z = Txz(x|θθθ) (2.2.5)

x = Tzx(z|θθθ) (2.2.6)

Las funciones de transformación de las ecuaciónes 2.2.5 y 2.2.6 son funciones vectoriales, las

cuales no son necesariamente lineales, ya que esto depende de la función de distribución de proba-

bilidad de las variables aleatorias f́ısicas involucradas.

Descrito lo anterior, es posible expresar la ecuación 2.2.2 en términos de variables normales

estándar. Para realizar dicha transformación, se aplica un cambio de variables para una integral

múltiple de la siguiente manera:

pF =

∫
gx(x)≤0

fX(x|θθθ)dx =

∫
gx(Tzx(z|θθθ))≤0

fX(Tzx(z|θθθ)|θθθ)|det(JTzx)|dz (2.2.7)

Donde Jtzx es la matriz Jacobiana asociada a la función de la transformación Tzx(z|θθθ), det(·) es

el determinante de la matriz y | · | denota el valor absoluto.

JTzx =



∂x1

∂z1
∂x1

∂z2
· · · ∂x1

∂zn

∂x2

∂z1
∂x2

∂z2
· · · ∂x2

∂zn

... · · ·
. . .

...

∂xn
∂z1

∂xn
∂z2

· · · ∂xn
∂zn


(2.2.8)

Se puede demostrar que al aplicar la transformación de variables de acuerdo a la ecuación 2.2.7,

la probabilidad de falla del sistema se puede expresar de la siguiente manera:

pF =

∫
gx(Tzx(z|θθθ))≤0

fZ(z)dz =

∫
z∈Rn

Ix(Tzx(z|θθθ))fZ(z)dz (2.2.9)
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Donde fZ(z) es la función de densidad de probabilidad normal estándar en n dimensiones.

Con el objetivo de simplificar la notación de la ecuación 2.2.9, se define gz(z|θθθ) = gx(Tzx(z|θθθ)) e

Iz(z|θθθ) = Ix(Tzx(z|θθθ)). Dadas estas definiciones, la ecuación 2.2.9 se puede expresar en términos de

variables normales estándar de la siguiente forma:

pF =

∫
gz(z|θθθ)≤0

fZ(z)dz =

∫
z∈Rn

Iz(z|θθθ)fZ(z)dz (2.2.10)

De la ecuación 2.2.10 se puede observar lo siguiente:

1. La función de densidad de probabilidad normal estándar es independiente del vector de

parámetros θθθ.

2. La función de desempeño está expresada en términos de la variable z, sin embargo, depende

del valor de θθθ.
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2.3. Sensibilidad de la Probabilidad de Falla

En la sección anterior se presentó cómo se cuantifica la confiabilidad a través de la probabilidad

de falla. Tal como se explicó, el valor de la probabilidad de falla depende de las variables aleatorias

involucradas, las cuales siguen funciones de densidad de probabilidad. Las funciones de densidad de

probabilidad poseen parámetros caracteŕısticos, como lo son el valor medio o la desviación estándar,

los cuales, al sufrir algúna perturbación en sus valores pueden provocar un cambio considerable en

el valor de la probabilidad de falla. La presente sección presenta como cuantificar la sensibilidad de

la confiabilidad mediante dos enfoques distintos, pero equivalentes [6].

2.3.1. Sensibilidad de la Probabilidad - Integración sobre el Dominio de

Falla (IDF)

De la ecuación 2.2.4 se puede apreciar que el valor de cada realización de x está condicionado

por el valor que tomen los parámetros caracteŕısticos de la función de densidad de probabilidad, los

cuales están contenidos en el vector θθθ. Mencionado lo anterior, considere una pequeña perturbación

∆θl,i , la cual se aplica en el l -ésimo parámetro de la i -ésima variable θl,i . La perturbación aplicada

provoca que la función de densidad de probabilidad se denote como fX (x|θθθ + el,i∆θl,i), donde el,i

es un vector cuyas entradas son ceros, excepto para la posición
(∑i−1

k=1 nk + l
)

-ésima, donde toma

el valor de 1. De manera esquemática, la figura 2.3 presenta una distribución Gaussiana con un

valor esperado de µi , la cual sufre una perturbación positiva de δµi .

Asumiendo que pF es diferenciable respecto a θθθ, es posible obtener la sensibilidad de la proba-

bilidad de falla a través de la derivada parcial de pF respecto a cada parámetro del vector θθθ [17],

como se presenta en la siguiente ecuación:

∂pF
∂θl,i

=
∂

∂θl,i

(∫
gx(x)≤0

fX(x|θθθ)dx

)
, l = 1, ..., ni, i = 1, ..., n (2.3.1)

Donde θl,i corresponde al l -ésimo parámetro de la función de distribución de probabilidad aso-

ciado a Xi y ni es el número de parámetros de distribución asociados con la i -ésima variable.
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fX(x|θ)

µi µi + δµi

xi

xi

xj

δµi

fX(x|θ)

Vista en elevación

Vista en planta

Figura 2.3: Ilustración esquemática de la variación que sufre la función de densidad de probabilidad
al sufrir una perturbación µi + δµi positiva.

Para acomodar la notación de la ecuación 2.3.1, se define la función hxi ,θl,i (x|θθθ) de la siguiente

manera:

hx,θl,i (x|θθθ) =
1

fX(x|θθθ)
∂fX(x|θθθ)
∂θl,i

(2.3.2)

Definida la ecuación 2.3.2, la ecuación 2.3.1 se puede expresar de la siguiente manera:

∂pF
∂θl,i

=

(∫
gx(x)≤0

hx,θl,i (x|θθθ)fX(x|θθθ)dx

)
(2.3.3)

Al igual que la probabilidad de falla, es conveniente expresar la sensibilidad de la probabilidad

en términos de variables normales estándar, para eso se introduce el cambio de variable indicado

en 2.2.6 en la ecuación 2.3.3:

∂pF
∂θl,i

=

(∫
gx(Tzx(z|θθθ)|θθθ))≤0

hx,θl,i (Tzx(z|θθθ)|θθθ)fX(Tzx(z|θθθ)|θθθ)|det(JTzx)|dz

)
(2.3.4)
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Para abreviar la expresión se introduce la siguiente nomenclatura hz,θl,i(z|θθθ) = hx,θl,i (Tzx(z|θθθ)|θθθ),
quedando la expresión para la sensibilidad de la probabilidad de falla de la siguiente forma:

∂pF
∂θl,i

=

(∫
gz(z|θθθ)≤0

hz,θl,i (z|θθθ)fZ(z)dz

)
(2.3.5)

Donde la función hz,θl,i (z|θθθ) se define de la siguiente manera:

hz,θl,i (z|θθθ) =
1

fX(Tzx(z|θθθ)|θθθ)
∂fX(Tzx(z|θθθ)|θθθ)

∂θl,i
(2.3.6)

Es posible obtener de forma análitica la expresión de la ecuación 2.3.6 para varios tipos de

funciones de distribución de probabilidad, tal como se presenta en la sección 2.6.

2.3.2. Sensibilidad de la Probabilidad - Integración sobre la Función de

Estado Ĺımite (IFEL)

Esta sección presentra un enfoque alternativo al presentado en la sección 2.3.1. Este enfoque

consiste en deducir la expresión de la sensibilidad de la probabilidad de falla diferenciando directa-

mente la ecuación 2.2.9 respecto a θl,i.

∂pF
∂θl,i

=
∂

∂θl,i

(∫
gz(z|θθθ)≤0

fZ(z)dz

)
(2.3.7)

La integral anterior puede ser calculada con la fórmula de Leibnitz [4], obteniendo la siguiente

expresión:

∂pF
∂θl,i

=

(∫
S

fZ(z)υυυTl,indS

)
(2.3.8)

Donde:

υυυl,i es el término denotado como velocidad, el cual se define de acuerdo a la ecuación 2.3.9, y

representa la razón de cambio de z respecto de una perturbación en el valor de θl,i.

υυυl,i = ∂z/∂θl,i (2.3.9)

S es el conjunto de puntos pertenecientes a la función de estado ĺımite, i.e.:

S = {z ∈ Rn : gz(z|θθθ) = 0} (2.3.10)

dS es un elemento diferencial de superficie.
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n es el vector unitario normal a la función de estado ĺımite:

n =

[
∂gz(z|θθθ)
∂z1

, · · · , ∂gz(z|θθθ)
∂zn

]T∣∣∣∣∣∣∣∣[∂gz(z|θθθ)
∂z1

, · · · , ∂gz(z|θθθ)
∂zn

]T ∣∣∣∣∣∣∣∣ =
∇zgz(z|θθθ)
||∇zgz(z|θθθ)||

(2.3.11)

Donde ||·|| denota la norma Euclidiana de un vector.

La figura 2.4 presenta de manera esquemática los vectores velocidad (υυυ) y el vector normal a la

función de estado ĺımite (n) en un elemento diferencial de superficie en el plano normal estándar,

al generarse una perturbación en algún parámetro de la función de densidad de probabilidad.

z2

z1

gz(z|θ) = 0

gz(z|θ + el,i∆θl,i) = 0

gz(z|θ) > 0

gz(z|θ) < 0
dS

v∆θl,i · n

n

v

(a) (b)

Figura 2.4: Ilustración esquemática de la variación que sufre la función de densidad de probabilidad
al sufrir una perturbación µi + δµi positiva.

En aplicaciones prácticas de interés, es normal solo tener acceso al gradiente de la función de

desempeño en términos de las variables aleatorias f́ısicas∇xgx(x|θθθ). Para tal caso, es posible obtener

el gradiente en el espacio normal estándar utilizando la matriz Jacobiana de la siguiente manera:

∇zgz(z|θθθ) = JTTzx∇xgx(x|θθθ) (2.3.12)
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Caṕıtulo 2. Probabilidad de Falla y su Sensibilidad 13

2.3.3. Relación entre los enfoques IFEL e IFD para la obtención de la

sensibilidad de la probabilidad de falla

Hasta el momento se han presentado dos enfoques distintos para cuantificar la sensibilidad de

la confiabilidad. Dadas sus formulaciones, ambos enfoques pueden parecer independientes entre

śı. Sin embargo, ambos se encuentran relacionados a través del teorema de la divergencia, como

se discute en [2, 10]. Por un lado, el primero enfoque (IDF) calcula la divergencia del flujo de

probabilidad sobre el dominio de falla, solo requiriendo la información de la función de densidad de

probabilidad para el desarrollo de la ecuación 2.3.6. Por otro lado, el segundo enfoque (IFEL) puede

interpretarse como el cálculo del flujo de probabilidad a través de la función o superficie de estado

ĺımite. El flujo de probabilidad representa la función de densidad de probabilidad en cada punto

en el espacio normal estándar sobre la superficie de estado ĺımite, multiplicada por la velocidad

(υυυl,i ·n) de ese punto. Por lo tanto, este segundo enfoque requiere información sobre el gradiente de

la función de estado ĺımite, tal como se indica en la ecuación 2.3.11 . En resumen, los dos enfoques

presentados anteriormente son dos procedimientos distintos, pero equivalentes para cuantificar una

misma cantidad.
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2.4. Evaluación de la Probabilidad de Falla Utilizando el

Método de Simulación Line Sampling

Para realizar un análisis de confiabilidad estructural, en problemas de baja o alta dimensiona-

lidad, se puede recurrir a técnicas de simulación para realizar las estimaciones de interés, siendo la

técnica de simulación Line Sampling(LS) [9] bastante eficiente para estimar la probabilidad de falla.

El primer paso para la aplicación de Line Sampling consiste en encontrar un vector que apunte

hacia la región con mayor contribución a la probabilidad de falla en el espacio normal estándar.

El vector descrito anteriormente se denomina dirección importante, la cual se identificará con la

letra ααα [9]. Si bien existen varios métodos para obtener dicha dirección [9], en los procedimientos

utilizados en el presente documento, la dirección importante se obtendrá con la siguiente expresión:

ααα = − ∇zgz(0|θθθ)
||∇zgz(0|θθθ)||

(2.4.1)

Donde ∇zgz(0|θθθ) = 0 es el gradiente de la función de desempeño evaluado en el origen del

espacio normal estándar.

Una vez encontrada la dirección importante en el espacio normal estándar, se generan de manera

aleatorea ĺıneas paralelas a la dirección importante, evaluando la función de desempeño a lo largo

de la ĺıneas generadas. Para realizar esto, se introduce una rotación de coordenadas en el espacio

normal estándar, de manera que:

z = αααz|| + Γz⊥ (2.4.2)

Donde:

z|| es una coordenada paralela a dirección α.

z⊥ es un vector de dimensión (n − 1) × 1, y representa al conjunto de (n-1) coordenadas

perpendiculares a ααα

Γ corresponde a la matriz de rotación de coordenadas, tiene dimensiones n× (n− 1)

Lo descrito anteriormente se puede visualizar de manera esquemática a continuación en la figura

2.5.
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y||

y⊥

α

gz(z|θ) = 0

gz(z|θ) < 0

gz(z|θ) > 0

z1

z2

c(1)

c(2)

L(2)

L(1)

z⊥,(2)

z⊥,(1)

Figura 2.5: Ilustación esquemática de la técnica de simulación Line Sampling en el espacio normal
estándar

Considerando el cambio de coordenadas presentado en la ecuación 2.4.2, y que la función de

densidad de probabilidad normal estándar posee simetŕıa radial, es posible expresar la ecuación de

probabilidad de falla 2.2.10, de la siguiente manera:

pF =

∫
z⊥∈Rn−1

∫
z||∈R

Iz(αααz|| + Γz⊥|θθθ)fZ||(z||)fZ⊥(z⊥)dz||dz⊥ (2.4.3)

Donde:

fZ||(z
||) es la función de distribución normal estándar de dimensión 1.

fZ⊥(z⊥) es a función de densidad de probabilidad de dimensión (n-1).

fZ||(z
||) y fZ⊥(z⊥) son independientes.

Considerando la estructura de la integral anterior se define la función ψ(Γz⊥|θθθ) de la siguiente

manera:

ψ(Γz⊥|θθθ) =

∫
z||∈R

Iz(αααz|| + Γz⊥|θθθ)fZ||(z||)dz|| (2.4.4)

La función ψ(Γz⊥|θθθ) corresponde a una integral que se evalúa a lo largo de una ĺınea paralela

a la dirección importante ααα. Para poder evaluar la ecuación 2.4.4 se generan de manera aleatoria

muestras z(⊥,j) y ĺıneas paralelas a vector ααα como se muestra de manera esquematica en la figura

2.5. Considerando que dicha ĺınea solo intersecta una vez a la función de estado ĺımite, es posible
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evaluar la integral de la ecuación 2.4.4 en la región de falla de la siguiente manera:

ψ(Γz⊥|θθθ) =

∫ ∞
c

Iz(αααz|| + Γz⊥|θθθ)fZ||(z||)dz|| (2.4.5)

Donde c corresponde a la distancia Euclidiana entre la muestra generada y la intersección entre

la ĺınea paralela y la función de estado ĺımite gz(z|θθθ) = 0. Es posible notar en la ecuación 2.4.5,

que el término Iz(αααz|| + Γz⊥|θθθ) = 1, ya que la integral está siendo evaluada sobre el dominio de

falla. Dado esto, la integral de dicha ecuación, evaluada sobre una ĺınea se puede expresar como

la función de probabilidad acumulada normal estándar Φ(·) evaluada en el negativo del valor c, es

decir:

ψ(Γz⊥|θθθ) =

∫ ∞
c

fZ||(z
||)dz|| = Φ(−c) (2.4.6)

Descrito lo anterior, es posible expresar la ecuación 2.4.3 de manera más compacta de la siguiente

forma:

pF =

∫
z⊥∈Rn−1

ψ(Γz⊥|θθθ)fZ⊥(z⊥)dz⊥ (2.4.7)

La integral de la ecuación 2.4.7 se puede estimar mediante la técnica de simulación Monte

Carlo [14], generando muestras aleatorias del vector de variables aleatorias z⊥. De ésta manera, es

posible obtener el estimador de la probabilidad de falla de la técnica de simulación Line Sampling,

el cual se denota de la siguiente manera:

pF ≈ p̂F =
1

N

N∑
j=1

Φ(−c(j)), z⊥,(j) ∼ fZ⊥(z⊥), j = 1,...,N (2.4.8)

La desviación estándar σp̂F y el coeficiente de variación del estimador obtenido con el método

de simulación Line Sampling se pueden obtener con la siguiente expresión:

σp̂F =

√√√√√ 1

N(N − 1)

 N∑
j=1

Φ(−c(j))2

−Np̂2
F

 (2.4.9)

δp̂F ≈ δ̂p̂F =
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
j=1 Φ(−c(j))2

)
−Np̂2

F

)
p̂F

(2.4.10)
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2.5. Estimación de la Sensibilidad de la Confiabilidad Utili-

zando la Técnica de Simulación Line Sampling

Como se presentó en la sección anterior, Line Sampling puede ser ocupado para estimar la

probabilidad de falla trabajando en el espacio normal estándar. Esto, permite en una etapa de

post-procesamiento aplicar las técnicas IFEL e IDF para estimar la sensibilidad de la probabilidad

de falla.

2.5.1. Enfoque 1: Método de Integración sobre el Dominio de Falla (IDF)

Para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla mediante este enfoque, el primer paso

consiste en la generación de muestras aleatorias z⊥,(j), con j = 1, ..., N , en el hiperplano ortogonal

a la dirección importante ααα. Luego, se integra numéricamente a lo largo de cada linea generada L(j),

con j = 1, ..., N , sobre el dominio de falla. Para poder evaluar la sensibilidad de la probabilidad de

falla, considere el siguiente cambio de notación en la ecuación 2.3.5

∂pF
∂θl,i

=

∫
z∈Rn

Iz(z|θθθ)hz,θl,i (z|θθθ)fZ(z)dz (2.5.1)

Considerando la rotación de coordenadas definida en la ecuación 2.4.2, se define la función ϕ de

la siguiente forma:

ϕz,θl,i(Γz⊥|θθθ) =

∫
z||∈R

Iz(αααz|| + ΓΓΓz⊥|θθθ)hz,θl,i(αααz|| + ΓΓΓz⊥|θθθ)fZ||(z||)dz|| (2.5.2)

Por lo tanto, la ecuación 2.5.1 se puede reescribir de la siguiente manera:

∂pF
∂θl,i

=

∫
z⊥∈Rn−1

ϕz,θl,i(Γz⊥|θθθ)fZ⊥(z⊥)dz⊥ (2.5.3)

Se podrá notar que la ecuación anterior se puede estimar mediante la generación de muestras

aleatorias en el espacio normal estándar de z⊥, a través de una simulación Monte Carlo. Finalmente

se tiene el siguiente estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla mediante el enfoque

IDF:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
j=1

ϕz,θl,i(Γz⊥,(j)|θθθ), z⊥,(j) ∼ fZ⊥(z⊥), j = 1,...,N (2.5.4)

La varianza y el coeficiente de variación del estimador de la sensibilidad mediante el enfoque

IDF se obtienen de la siguiente manera:

V
[
∂p̂F
∂θl,i

]
=

√√√√√ 1

N(N − 1)

 N∑
j=1

(ϕz,θl,i(Γz⊥,(j)|θθθ))2

−N ∂p̂F
θl,i

2

 (2.5.5)
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δ ∂p̂F
∂θl,i

=
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
j=1(ϕz,θl,i(Γz⊥,(j)|θθθ))2

)
−N ∂p̂F

θl,i

2
)

∣∣∣ ∂p̂F∂θl,i

∣∣∣ (2.5.6)

La ecuación 2.5.6 asume que el valor de la sensibilidad es distinto que cero.

2.5.2. Enfoque 2: Método de Integración sobre la Función de Estado

Ĺımite (IFEL)

Tal como se menciona en la sección 2.4, se considera que cada ĺınea paralela a la dirección

importante, generada de manera aleatoria en el espacio normal estándar, solo intersecta una vez a

la función de estado ĺımite. Dado esto, para estimar la ecuación 2.3.8 se introducen las siguientes

consideraciones:

1. La integral se parametriza respecto del vector de coordenadas z⊥, el cual es perpendicular a

la dirección importante ααα. Por lo tanto, es posible expresar el diferencial de superficie de la

siguiente manera:

dS =
dz⊥

|αααTn|
(2.5.7)

Donde n es el vector unitario normal a la función de estado ĺımite (ver ecuación 2.3.11).

2. Se define la función ςl,i(z|θθθ) de la siguiente manera:

ςl,i(z|θθθ) =
υυυTl,in

|αααTn|
=

υυυTl,i∇zgz(z|θθθ)
|αααT∇zgz(z|θθθ)|

(2.5.8)

Donde υυυl,i representa la velocidad (ver ecuación 2.3.9).

3. La función de estado ĺımite cumple la siguiente relación:

gz(αααc+ Γz⊥|θθθ) = 0 (2.5.9)

Note que el valor de c depende z⊥, por lo tanto, c = c(z⊥)

Reemplazando los términos definidos en los puntos anteriores en la ecuación 2.3.8, se obtiene la

siguiente expresión:

∂pF
∂θl,i

=

∫
z⊥∈Rn−1

ςl,i(αααc+ Γz⊥|θθθ)φ(c)fZ⊥(z⊥)dz⊥ (2.5.10)

Donde φ(·) es la función de densidad de probabilidad normal estándar.
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Al igual que la ecuación 2.4.7, la expresión anterior puede ser evaluada mediante una simulación

Monte Carlo. De ésta manera se obtiene el estimador de la sensibilidad de la probabilidad de falla

mediante el enfoque IFEL de la siguiente manera:

∂pF
∂θl,i

≈ ∂p̂F
∂θl,i

=
1

N

N∑
j=1

ςl,i(αααc
(j) + Γz⊥,(j)|θθθ)φ(c(j)), z⊥,(j) ∼ fZ⊥(z⊥), j = 1,...,N (2.5.11)

La varianza y el coeficiente de variación del estimador de la sensibilidad mediante el enfoque

IFEL se obtienen de la siguiente manera:

V
[
∂p̂F
∂θl,i

]
=

1

N(N − 1)

 N∑
j=1

(ςl,i(αc
(j) + Γz⊥,(j)|θθθ)φ(c(j)))2

−N ∂p̂F
θl,i

2

 (2.5.12)

δ ∂p̂F
∂θl,i

=
1√
N

√
1

(N−1)

((∑N
j=1(ςl,i(αc(j) + Γz⊥,(j)|θθθ)φ(−c(j)))2

)
−N ∂p̂F

θl,i

2
)

∣∣∣ ∂p̂F∂θl,i

∣∣∣ (2.5.13)

La ecuación 2.5.13 asume que el valor de la sensibilidad es distinto de cero.

2.6. Implementación del Estimador de Sensibilidad para Dis-

tribución Gaussiana y Log-Normal

Como se pudo observar en las secciones anteriores, existen varios términos definidos que depen-

den del tipo de densidad de distribución de probabilidad, que son necesarios obtener para estimar

la sensibilidad de la probabilidad de falla, como los siguientes terminos:

El término velocidad (υυυl,i) definido en la ecuación 2.3.9, el cual representa la razón de cambio

de z respecto a una perturbación en el valor de θl,i

El término hz,θl,i(z|θθθ) definido en la ecuación 2.3.2, el cual corresponde a la derivada de la

función de densidad de probabilidad respecto a θl,i, normalizado por la función de densidad

de probabilidad.

El término ϕz,θl,i(Γz⊥,(j)|θθθ) correspondiente a la integral definida en la ecuación 2.5.2, la cual

evalúa la expresión hz,θl,i(z|θθθ) a lo largo de una ĺınea generada L(j) al utilizar el enfoque IDF

para estimar la sensibilidad de la probabilidad de falla con Line Sampling.

En la presente sección se deducen las expresiones análiticas para las cantidades mencionadas

anteriormente para el caso en que las variables f́ısicas que siguen distribuciones de probabilidad

Gaussiana o Log-Normal.
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2.6.1. Expresiones Análiticas para la velocidad (υυυ) para Variables Gaus-

sianas y Log-Normal

Considere que la variable aleatoria Xi sigue una distribución Normal Estándar o Log-Normal.

Para ambos casos los parámetros de la función de distribución de probabilidad son µi y σi, los

cuales representan el valor esperado y la desviación estándar de la función de distribución. Ambos

parámetros mencionados anteriormente se agrupan en el vector θθθi, de manera tal que θθθi = [µi, σi]
T .

Para el caso donde Xi sigue una distribución Gaussiana, se tiene la siguiente función de trans-

formación:

zi = Txz(xi|θθθi) =
xi − µi
σi

(2.6.1)

Diferenciando la ecuación 2.6.1 respecto a θl,i y xi, se obtienen los siguientes resultados:

∂zi
∂xi

=
1

σi
(2.6.2)

∂zi
∂θ1,i

= υ1,i =
1

σi
(2.6.3)

∂zi
∂θ2,i

= υ2,i =
−zi
σi

(2.6.4)

Para el caso donde Xi sigue una distribución Log-Normal, se tiene la siguiente función de

transformación:

zi = Txz(xi|θi) =
ln(xi)− µGi

σGi
(2.6.5)

Donde:

µGi = ln

(
µ2
i√

µ2
i + σ2

i

)
(2.6.6)

σGi =

√
ln

(
σ2
i

µ2
i

+ 1

)
(2.6.7)

Note que, µGi y σGi son el valor esperado y desviación estándar de ln(Xi). Diferenciando la

función de transformación presentada en la ecuación 2.6.5 respecto a xi y θl,i, se obtienen los

siguientes resultados:

∂zi
∂xi

=
1

xiσGi
=
e−µGi−σGizi

σGi
(2.6.8)

∂zi
∂θ1,i

= υ1,i = −κi − λi
(

ln(xi)− µGi
σGi

)
= −κi − λizi (2.6.9)
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∂zi
∂θ2,i

= υ2,i = −ζi − ηi
(

ln(xi)− µGi
σGi

)
= −ζi − ηizi (2.6.10)

Donde:

κi =
1

σGi
e−µGi−σ

2
Gi
/2
(

2− e−σ
2
Gi

)
(2.6.11)

λi =
1

σ2
Gi

e−µGi−σ
2
Gi
/2
(
e−σ

2
Gi − 1

)
(2.6.12)

ζi = − 1

σGi
e−µGi−3σ2

Gi
/2

(√
e
σ2
Gi − 1

)
(2.6.13)

ηi = − ζi
σGi

(2.6.14)

2.6.2. Solución Análitica para la Integral Unidimensional (ϕz,θl,i) para

Variables Gaussianas y Log-Normal

Considerando que la variable Xi sigue una distribución Gaussiana, se tiene que la función hz,θl,i

puede ser expresada de la siguiente manera:

hz,θ1,i(z|θθθ) = hz,µi(z|θθθ) =
zi
σi

(2.6.15)

hz,θ2,i(z|θθθ) = hz,σi(z|θθθ) = − 1

σi
+
z2
i

σi
(2.6.16)

Se puede apreciar en las ecuaciones 2.6.15 y 2.6.16 que la función hz,θl,i(z|θθθ), con l = 1,2 es

polinomio de zi. Por lo tanto, la ecuación 2.5.2 puede ser resuelta de forma análitica [12], obteniendo

los siguientes resultados:

ϕz,θθθ(z
⊥|θi) =

z⊥i
σi

Φ(−c) +
αi
σi
φ(c) (2.6.17)

ϕz,θθθ(z
⊥|θi) =

1

σi

((
z⊥i
)2

+ α2
i − 1

)
Φ(−c) +

αi
σi

(
2z⊥i + αic

)
φ(c) (2.6.18)

Para el caso en que Xi sigue una distribución Log-Normal, se tiene que la función hz,θl,i puede

ser expresada de la siguiente manera:

hz,θθθ(z|θθθ) = hz,µi(zi|θi) = −λi + κizi + λiz
2
i (2.6.19)

hz,θθθ(z|θθθ) = hz,σi(zi|θi) = −ηi + ζizi + ηiz
2
i (2.6.20)

Donde κi, λ, ζi y ηi corresponden a los términos definidos en las ecuaciones 2.6.11, 2.6.12, 2.6.13
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y 2.6.14.

De igual manera que para la distribución Gaussiana, para el caso Log-Normal la ecuación 2.5.2

puede ser resuelta de forma análitica [12], obteniendo los siguientes resultados:

ϕz,θ1,i(z
⊥|θθθ) =

(
λi

((
z⊥i
)2

+ α2
i − 1

)
+ κiz

⊥
i

)
Φ(−c) + ...(

λiαi
(
2z⊥i + αic

)
+ κiαi

)
φ(c)

(2.6.21)

ϕz,θ2,i(z
⊥|θθθ) =

(
ηi

((
z⊥i
)2

+ α2
i − 1

)
+ ζiz

⊥
i

)
Φ(−c) + ...(

ηiαi
(
2z⊥i + αic

)
+ ζiαi

)
φ(c)

(2.6.22)

Donde κi, λ, ζi y ηi corresponden a los términos definidos en las ecuaciones 2.6.11, 2.6.12, 2.6.13

y 2.6.14.
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Caṕıtulo 3

FORMULACIÓN DEL

ESTIMADOR ÓPTIMO

COMBINADO DE LA

SENSIBILIDAD

3.1. Introducción

Como se explicó en las secciones anteriores, para problemas ingenieriles en donde algún para-

metro de diseño presente incertidumbre en su valor, es posible realizar un análisis de confiabilidad

mediante la probabilidad de falla. Tal como es importante la probabilidad de falla, también lo es

su sensibilidad respecto a los parámetros asociados a las funciones de densidad de probabilidad

involucradas.

De acuerdo a lo presentado en la sección 2.5, es posible estimar la sensibilidad de la probabilidad

de falla mediante dos enfoques distintos, pero equivalentes. Esto genera la oportunidad de mejorar el

estimador de la sensibilidad, por lo que en el presente caṕıtulo se presenta un método para obtener

un estimador óptimo de la sensibilidad, combinando los dos enfoques presentados en la sección 2.5.

23
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3.2. Técnica de la Mejor Estimación Lineal Insesgada

En resumen, hasta el momento se han descrito los siguientes procedimientos para cuantificar la

sensibilidad de la confiabilidad:

1. Integración sobre la función de estado ĺımite (IFEL)(ver ecuación 2.5.10).

∂pF
∂θl,i

IFEL

=

∫
z⊥∈Rn−1

ςl,i(αααc+ Γz⊥|θθθ)φ(c)fZ⊥(z⊥)dz⊥ =

∫
z⊥∈Rn−1

ξ1(z⊥)fZ⊥dz
⊥ (3.2.1)

Con el objeto de simplificar la notación, en la ecuación anterior se introdujo la definición

ξ1(z⊥) = ςl,i(αααc+ Γz⊥|θθθ)φ(c).

2. Integración sobre el dominio de falla (IDF)(ver ecuación 2.5.3).

∂pF
∂θl,i

IDF

=

∫
z⊥∈Rn−1

ϕz,θl,i(Γz⊥|θθθ)fZ⊥(z⊥)dz⊥ =

∫
z⊥∈Rn−1

ξ2(z⊥)fZ⊥(z⊥)dz⊥ (3.2.2)

Con el objeto de simplificar la notación, en la ecuación anterior se introdujo la definición

ξ2(z⊥) = ϕz,θl,i(Γz⊥|θθθ).

Para mejorar la estimación de la sensibilidad de la confiabilidad se adopta el procedimiento

desarrollado por Nisius, denominado como procedimiento BLUE (Best Linear Unbiased Estimate)

[11], el cual consiste en encontrar la mejor combinación lineal de dos observables de un mismo valor

real, los cuales poseen algún grado de correlación. Para explicar este procedimiento, considere lo

siguiente:

x1 y x2 son dos estimadores de un observable cuyo valor real es xT , y poseen varianzas σ2
1 y

σ2
2 .

Ambos estimadores se encuentran correlacionados, donde -1≤ ρ ≤1 denota la correlación entre

ambos.

Con la finalidad de explicar el procedimiento, se considera que la estimación x1 es la más

precisa, por lo tanto se cumple que t = σ2/σ1 ≥ 1

Bajo el procedimiento BLUE, xC corresponde al valor de la mejor combinación lineal de los dos

estimadores, realizada de la siguiente manera:

xC = (1− β)x1 + βx2 (3.2.3)

Donde β es el parámetro de control óptimo, y corresponde al peso de la estimación menos

precisa. El objetivo es encontrar el parámetro de control óptimo de manera tal que el valor de
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la varianza del estimador óptimo combinado sea menor que de cada estimador independiente. La

varianza del estimador óptimo combinado se obtiene de la siguiente manera:

σ2
C =

∫
((1− β)x1 + βx2 − E[(1− β)x1 + βx2])2fX(x)dx

=

∫
(β(x1 − E[x1]) + (1− β)(x2 − E[x2]))2fX(x)dx

(3.2.4)

Considerando que el parámetro de de control óptimo β posee un valor constante, es posible

reordenar la ecuación anterior de la siguiente manera:

σ2
C = (1− β)2

∫
(x1 − E[x1])2fXdx + β2

∫
(x2 + E(x2))2fXdx

+2β(1− β)

∫
(x1 − E[x1])(x2 − E[x2])fXdx

(3.2.5)

Es posible notar que en la ecuación 3.2.5 se encuentran definidos los términos de varianza y

covarianza de los estimadores individuales. Dado esto, la varianza del estimador óptimo combinado

queda como:

σ2
C = (1− β)2σ2

1 + β2σ2
2 + 2β(1− β)cov[x1, x2] (3.2.6)

Para aplicar correctamente este procedimiento es necesario encontrar el parámetro de control

óptimo adecuado, de manera tal que minimice la varianza del estimador óptimo combinado, co-

mo se presenta de manera esquemática la figura 3.1. En dicha figura, se observa que la varianza

del estimador combinado σ2
C es un polinomio cuadrático respecto de β. Para obtener el valor del

parámetro de control óptimo se iguala a cero la derivada de la ecuación 3.2.6 respecto a β, tal como

se presenta a continuación:

∂σ2
C

∂β
= −2(1− β)σ2

1 + 2βσ2
2 + 2(1− 2β)cov[x1, x2] = 0

βopt =
σ2

1 − cov[x1, x2]

σ2
1 + σ2

2 − 2cov[x1, x2]
=

σ2
1 − ρσ1σ2

σ2
1 + σ2

2 − 2ρσ1σ2

(3.2.7)

Dada la estructura de la ecuación 3.2.3, es posible notar que en teoŕıa el parámetro de control

óptimo β puede tomar cualquier valor real sin afectar el valor del estimador combinado, sin embargo,

la correcta elección del parámetro de control óptimo es fundamental para lograr el objetivo de

minimizar la variabilidad del estimador combinado. Es posible demostrar que la ecuación 3.2.7

puede ser reescrita de la siguiente manera:

βopt =
1− ρt

1− 2ρt+ t2
=

1− ρt
(1− ρt)2 + t2(1− ρ2)

(3.2.8)
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σ2
C

β

βopt

σ2
C(β)

Figura 3.1: Representación esquemática del parámetro de control óptimo

La ecuación 3.2.8 es válida para −1 ≤ ρ ≤ 1 y t ≥ 1. Se puede apreciar que el denominador es

siempre positivo, de manera tal que el signo del parámetro de control óptimo β queda determinado

por el númerador. El valor del parámetro de control óptimo β está directamente relacionado con la

razón t = σ2

σ1
y la correlación ρ, tal como se puede apreciar en la figura 3.2, y su valor se encuentra

dentro de los siguientes ĺımites.

1

2
≥ β =

x− x1

x2 − x1
=

1− ρt
1− 2ρt+ t2

≥ 1

1− t
(3.2.9)

El ĺımite izquierdo de la ecuación 3.2.9 se deriva del caso en que ρ 6= 1 y z = 1, y el ĺımite

derecho para el caso en que ρ = 1.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

-3

-2.5

-2

-1.5

-1

-0.5

0

0.5

t=1

t=1.1

t=1.2

t=1.5

t=2

t=3

t=4

Figura 3.2: β en función de ρ

Se puede apreciar que el valor del parámetro de control óptimo β debe ser menor que 1
2 , ya que
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en caso de ser mayor implicaria que la estimación x2 es la más precisa. El valor del parámetro de

control óptimo β se vuelve negativo para casos en que ρt > 1, tal como se puede apreciar en la

figura 3.2.

La figura 3.3 muestra que el nivel de mejora en la desviación estándar del estimador óptimo

combinado está relacionado con la correlación existente (ρ) de los estimadores individuales, y la

razón de sus desviaciones estándar (t = σ2

σ1
). Pudiendo obtener valores de σC significativamente

menores que los de σ1 para casos en que el valor de la correlacion ρ es más cercano a −1.

-1 -0.8 -0.6 -0.4 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

0

0.1

0.2

0.3

0.4

0.5

0.6

0.7

0.8

0.9

1

t=1

t=1.1

t=1.2

t=1.5

t=2

t=3

t=4

Figura 3.3: σC
σ1

en función de ρ

Dado que no se conoce el valor real de la sensibilidad de la confiabilidad, ésta se puede estimar

utilizando valores muestrales con la técnica de simulación Line Sampling, aplicando los enfoques

IFEL o IDF. Por lo tanto, aplicando la ecuación 3.2.3 para combinar los procedimientos IFEL e

IDF para valores muestrales se tiene que:

∂pF
∂θl,i

EOC

= (1− β)E[ξ1(z⊥)] + βE[ξ2(z⊥)]

∂p̂F
∂θl,i

EOC

= (1− β)

(
1

N

N∑
i=1

ξ1(z⊥,(i))

)
+ β

(
1

N

N∑
i=1

ξ2(z⊥,(i))

)
∂p̂F
∂θl,i

EOC

= (1− β)ξ̂1 + βξ̂2

(3.2.10)

Donde EOC = Estimador óptimo combinado.

La varianza del estimador óptimo combinado y el parámetro de control óptimo se obtienen de
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la siguiente manera:

V

[
∂pF
∂θl,i

EOC
]

= (1− β)2V [ξ1] + β2V [ξ2] + 2β(1− β)cov [ξ1, ξ2] (3.2.11)

βopt =
V [ξ1]− cov [ξ1, ξ2]

V [ξ1] + V [ξ2]− 2cov [ξ1, ξ2]
(3.2.12)

Dado que no se conoce la varianza y covarianza de ξ1 y ξ2, no es posible determinar el valor

del parámetro de control óptimo β. Una opción es reemplazar estas varianzas y covarianza por sus

valores muestrales. No obstante, realizar esto violaŕıa la ecuación 3.2.5, ya que en su desarrollo se

considera que β posee un valor constante. Además, al ocupar valores muestrales se genera un sesgo

en el valor de la estimación [5].

La siguiente sección presenta un mecánismo para poder eliminar el efecto del sesgo en el esti-

mador óptimo combinado, y obtener de mejor manera el valor del parámetro de control óptimo.
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Caṕıtulo 3. Formulación Del Estimador Óptimo Combinado de la Sensibilidad 29

3.3. Técnica de Separación - Avramidis

Para solucionar el problema del cálculo del parámetro de control óptimo (β) requerido para

el estimador óptimo combinado de la sensibilidad de la confiabilidad, se implementa la técnica de

separación de Avramidis [1]. Para esto, considere la siguiente expresión para del estimador óptimo

combinando de la sensibilidad:

ξ(i)
c = (1− βτ(i))ξ

(i)
1 + βτ(i)ξ

(i)
2 (3.3.1)

Donde
{

(ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 ) : i = 1, ..., N

}
son N muestras independientes de los estimadores de la sensi-

bilidad de la probabilidad de falla, y ξ
(i)
c corresponde al estimador óptimo combinado y βτ(i) denota

el parámetro de control óptimo asociado con la i-ésima muestra. El conjunto completo de muestras

se divide en m grupos (m ≥3), de manera tal que N siempre es un múltiplo entero de m (N = km,

con k ∈ N). Las k observaciones pertenecientes al l-ésimo grupo Gl =
{

(ξ
(i)
1 , ξ

(i)
2 ) : i ∈ Fl

}
, consisten

en observaciones con ı́ndices contenidos en el conjunto:

Fl = {(l − 1)k + 1, (l − 1)k + 2, ..., lk} , l = 1, ...,m (3.3.2)

Note que el grupo al cual pertenece la i-ésima muestra viene dada por la siguiente función γ(i):

γ(i) =

[
(i− 1)

k

]
+ 1, i = 1, ...., N (3.3.3)

Donde [x] denota la función parte entera, la cual entrega el número entero más grande menor o

igual que x. Evidentemente, el valor que asume γ(i) corresponde siempre a un número entero entre

1 y m (ambos inclusive). Además, se define una función de asignación de grupo de control τ(i) de

la siguiente manera:

τ(i) = (γ(i)mod m) + 1 (3.3.4)

Donde γ(i)mod m corresponde al resto de la división de γ(i) sobre m. La asignación de un grupo

de control τ(i) asociado con la i-ésima muestra permite definir la manera en la cuál se calcula el

parámetro de control óptimo βτ(i).

Para explicar mejor el procedimiento, considere a modo de ejemplo, que se tiene un total de

N muestras de estimaciones de ξ1 y ξ2. Aplicando la técnica de separación de Avramidis para

m = 3 grupos se tiene que N = 3k, y que la función de pertenencia y la función de asignación para

cada grupo toman los valores mostrados en la tabla 3.1. Los valores de la función de pertenencia

y función de asignación de grupo de control mostrados en la tabla 3.1 pueden ser interpretados de

la siguiente manera, cada muestra ξ
(i)
j con i = 1, ..., N y j = 1, 2 pertenece al grupo asignado por

el valor de γ(i), mientras que el valor del parámetro de control óptimo βτ(i) a utilizar sobre dicho

grupo se obtiene con las muestras del grupo perteneciente al valor de la función de asignación de
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control τ(i).

Tabla 3.1: Ejemplo método de separación de Avramidis

i ξ
(i)
1 ξ

(i)
2 γ(i) τ(i) βτ(i)

1 ξ̂
(1)
1 ξ̂

(1)
2 1 2 β̂2

...
...

...
...

...
...

k ξ̂
(k)
1 ξ̂

(k)
2 1 2 β̂2

k+1 ξ̂
(k+1)
1 ξ̂

(k+1)
2 2 3 β̂3

...
...

...
...

...
...

2k ξ̂
(2k)
1 ξ̂

(2k)
2 2 3 β̂3

2k+1 ξ̂
(2k+1)
1 ξ̂

(2k+1)
2 3 1 β̂1

...
...

...
...

...
...

3k ξ̂
3k)
1 ξ̂

(3k)
2 3 1 β̂1

Bajo este procedimiento, el parámetro de control óptimo se obtiene de la siguiente manera:

βτ(i) =
σ2
ξ̂1ξ̂1

(Ξ1,τ(i))− σξ̂1ξ̂2(Ξ1,τ(i),Ξ2,τ(i))

σ2
ξ̂1ξ̂1

(Ξ1,τ(i)) + σ2
ξ̂2ξ̂2

(Ξ2,τ(i))− 2σξ̂1ξ̂2(Ξ1,τ(i),Ξ2,τ(i))
(3.3.5)

Donde:

Ξj,τ(i): Set de muestras de ξj asociados al grupo de control τ(i).

σ2
ξ̂j ξ̂j

(Ξj): Varianza muestral del conjunto de muestras Ξj .

σξ̂j ξ̂l(Ξj ,Ξl): Covarianza muestral de los conjuntos de muestras Ξj y Ξl.

De ésta manera se puede obtener el estimador óptimo combinado de la sensibilidad de la con-

fiabilidad de la siguiente manera:

∂p̂F
∂θ

EOC

= E[ξ̂c] = E

[
1

N

N∑
i=1

ξ(i)
c

]
(3.3.6)

Además, se tiene la varianza del estimador óptimo combinado se obtiene de la siguiente forma:

V[ξ̂c] = V

[
1

N

N∑
i=1

ξ(i)
c

]
=

1

N2

N∑
i1=1

N∑
i2=1

cov[ξ(i1)
c , ξ(i2)

c ] (3.3.7)
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Sin embargo, se tiene que la covarianza cumple con los siguiente:

cov[ξ(i1)
c , ξ(i2)

c ] = E[ξ(i1)
c , ξ(i2)

c ]− E[ξ(i1)
c ]E[ξ(i2)

c ]

= E[ξ
(i1)
1 ξ

(i2)
1 + ξ

(i1)
1 βτ(i2)(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )

+ βτ(i1)(ξ
(i1)
2 − ξ(i1)

1 )ξ
(i2)
1

+ βτ(i1)(ξ
(i1)
2 − ξ(i1)

1 )βτ(i2)(ξ
(i2)
2 − ξ(i2)

1 )]

− E[ξ
(i1)
1 + βτ(i1)(ξ

(i1)
2 − ξ(i1)

1 )]E[ξ
(i2)
1 + βτ(i2)(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )]

= E[ξ
(i1)
1 ξ

(i2)
1 ]︸ ︷︷ ︸

(1)

+E[ξ
(i1)
1 βτ(i2)(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )]︸ ︷︷ ︸
(2)

+ E[ξ
(i2)
1 βτ(i1)(ξ

(i1)
2 − ξ(i1)

1 )]︸ ︷︷ ︸
(3)

+ E[βτ(i1)(ξ
(i1)
2 − ξ(i1)

1 )βτ(i2)(ξ
(i2)
2 − ξ(i2)

1 )]︸ ︷︷ ︸
(4)

− E[ξ
(i1)
1 + βτ(i1)(ξ

(i1)
2 − ξ(i1)

1 )]E[ξ
(i2)
1 + βτ(i2)(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )]︸ ︷︷ ︸
(5)

(3.3.8)

De la ecuación 3.3.8, observe el término (2) del lado derecho de la ecuación:

E[ξ
(i1)
1︸︷︷︸

(2.a)

βτ(i2) (ξ
(i2)
2 − ξ(i2)

1 )︸ ︷︷ ︸
(2.b)

]

Se puede observar que los términos (2.a) y (2.b) se obtienen de los conjuntos de muestras i1 e

i2 respectivamente. Los conjuntos de muestras i1 e i2 son disjuntos, esto implica que los términos

obtenidos de distintos conjuntos de muestras sean independientes. Mencionado lo anterior y bajo

el supuesto que i1 6= i2, se tiene que:

Para el segundo término del lado derecho de la ecuación 3.3.8 se cumple lo siguiente:

E[ξ
(i1)
1 βτ(i2)(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )] = E[ξ
(i1)
1 βτ(i2)]E[(ξ

(i2)
2 − ξ(i2)

1 )] = 0 (3.3.9)

Un argumento equivalente se puede utilizar para el término (3), es decir:

E[ξ
(i2)
1 βτ(i1)(ξ

(i1)
2 − ξ(i1)

1 )] = E[ξ
(i2)
1 βτ(i1)]E[(ξ

(i1)
2 − ξ(i1)

1 )] = 0 (3.3.10)
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Respecto del término (4) del lado derecho de la ecuación 3.3.8. Dado que m ≥ 3, la definición

de τ(·) asegura que una de las siguientes propiedades debe ocurrir: τ(j) 6= γ(i) o τ(i) 6=
γ(j), entonces, por un argumento similar al de la ecuación 3.3.9, se tiene que las cantidades

βτ(i1)(ξ
(i1)
2 −ξ(i1)

1 )βτ(i2) y (ξ
(i2)
2 −ξ(i2)

1 ) son funciones respectivas de dos conjuntos de muestras

disjuntos mutuamente independientes, por lo tanto:

E[βτ(i1)(ξ
(i1)
2 − ξ(i1)

1 )βτ(i2)(ξ
(i2)
2 − ξ(i2)

1 )] = E[βτ(i1)(ξ
(i1)
2 − ξ(i1)

1 )βτ(i2)]E[(ξ
(i2)
2 − ξ(i2)

1 )] = 0

(3.3.11)

Luego aplicando los argumentos anteriores al término (5) del lado derecho de la ecuación

3.3.8, éste resulta E[ξ
(i1)
1 ][ξ

(i2)
1 ].

Por lo tanto, se obtiene que para i1 6= i2:

cov[ξ(i1)
c , ξ(i2)

c ] = E[ξ
(i1)
1 ξ

(i2)
1 ]− E[ξ

(i1)
1 ξ

(i2)
1 ] = 0 (3.3.12)

Explicado lo anterior, se obtiene que la varianza del estimador óptimo combinado se puede

estimar de la siguiente manera:

V[ξ̂c] =
1

N2

N∑
i1=1

V[ξ(i)
c ] =

1

N
V[ξ̂c] (3.3.13)

Finalmente, la varianza del estimador óptimo combinado obtenido se puede estimar de la si-

guiente manera:

V

[
∂p̂F
∂θ

EOC
]

=
1

N(N − 1)

((
N∑
i=1

ξ(i)
c

2

)
−Nξ̂2

c

)
(3.3.14)
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3.3.1. Análisis del Sesgo utilizando la técnica de Avramidis

A continuación, se investiga si al aplicar la técnica de Avramidis, el estimador combinado de la

sensibilidad de la probabilidad posee un sesgo o no. En particular, aplicando la técnica de Avramidis

se tiene que el sesgo es igual a:

Sesgo[ξ̂c] = E

[
ξ̂c −

∂pF
∂θ

EOC
]

= E

[
1

N

(
N∑
i=1

(1− βτ(i))ξ
(i)
1 + βτ(i)ξ

(i)
2

)
− ∂pF

∂θ

EOC
]

= E

[
1

N

N∑
i=1

ξ
(i)
1 +

1

N

N∑
i=1

βτ(i)(ξ
(i)
2 − ξ

(i)
1 )

]
− ∂pF

∂θ

EOC

=
1

N
N
∂pF
∂θ

EOC

+
1

N
NE[βτ(i)(ξ

(i)
2 − ξ

(i)
1 )]− ∂pF

∂θ

EOC

= E[βτ(i)]E[ξ
(i)
2 − ξ

(i)
1 ]

= E[βτ(i)](E[ξ
(i)
2 ]− Eξ(i)

1 ])

(3.3.15)

Se tiene que por definición (E[ξ
(i)
2 ]−E[ξ

(i)
1 ]) = 0, por lo tanto, se tiene que aplicando la técnica

de separación de Avramidis, no existe sesgo en el estimador óptimo combinado para la obtención

de la sensibilidad de la confiabilidad.
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Caṕıtulo 4

APLICACIÓN DEL

ESTIMADOR ÓPTIMO

COMBINADO

4.1. Introducción

En el caṕıtulo 2 se explicó como estimar la probabilidad de falla de un sistema ingenieril apli-

cando la técnica de simulación Line Sampling, y además, se presentan dos énfoques para estimar

la sensibilidad de la probabilidad de falla como étapa de post procesamiento, los cuales se corres-

ponden a los enfoques IFEL e IDF. Con el objetivo de mejorar la estimación de la sensibilidad de

falla, en el caṕıtulo 3 se presenta una técnica para obtener un estimador óptimo combinado de la

sensibilidad a partir de los dos enfoques nombrados anteriormente.

El presente caṕıtulo presenta ejemplos de aplicación, los cuales pretenten válidar la aplicación

de las técnicas presentadas en las secciones 3.2 y 3.3. Se demuestra que al combinar los enfoques

IFEL e IDF se puede tener una mejor estimación de la sensibilidad, principalmente en problemas

que involucran variables aleatorias que siguen una distribución de probabilidad Gaussiana o Log-

Normal.
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4.2. Ejemplo N°1: Caso Anaĺıtico

Considere que el valor de la sensibilidad de la confiabilidad respecto al valor esperado de alguna

variable de interés de un sistema ingenieril se cuantifica mediante los enfoques IFEL e IDF, y que

respectivos estimadores siguen las siguientes funciones de densidad de probabilidad:

∂pF
∂µ

IFEL

∼ N(1, 1),
∂pF
∂µ

IDF

∼ N(1, t) (4.2.1)

Donde t = σIDF/σIFEL

Observe que en este problema, se asume que las funciones de densidad de probabilidad asociadas

a los estimadores de sensibilidad IFEL e IDF se conocen de forma análitica. Claramente, esto es una

simplificación, puesto que lo habitual es que dichos estimadores deben ser calculados a través de

la técnica de simulación Line Sampling. No obstante, esta simplificación se introduce para obtener

expresiones anaĺıticas y luego, comparar con el método propuesto. El objetivo es aplicar el estimador

óptimo combinado para cuantificar la sensibilidad de la confiabilidad, realizando una simulación

mediante valores aleatorios, considerando los siguientes parámetros:

t = 2.

Correlación de ρ = 0.

N = 99 muestras.

4.2.1. Resultados con los estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.1 presenta los valores esperados y las desviaciones estándar de los estimadores IFEL

e IDF para el conjunto de 99 muestras aleatorias. Los resultados del enfoque IFEL se obtienen a

través de las ecuación 2.5.11 para el valor esperado, y mediante la ecuación 2.5.12 se puede estimar

la desviación estándar, mientras que, para el enfoque IDF el valor esperado se estima con la ecuación

2.5.4, y su desviación estándar mediante la ecuación 2.5.5.

Tabla 4.1: Valor Esperado y Varianza Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°1

ρ E
[
∂p̂F
∂µ

IFEL
]

σ ∂p̂F
∂µ

IFEL E
[
∂p̂F
∂µ

IDF
]

σ ∂p̂F
∂µ

IDF

0 1.0383 9.7 · 10−2 0.9093 2.3 · 10−1

Como se puede observar en la tabla 4.1, la estimación de la sensibilidad del enfoque IFEL da

un valor más cercano al valor esperado exacto con una menor desviación estándar del estimador,

comparando el resultado con el obtenido mediante la estimación con el enfoque IDF. El anterior

es un resultado coherente dado que la función de distribución de probabilidad del enfoque IDF

posee un mayor valor de desviación estándar, ocasionando una mayor dispersión en el valor de las
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muestras generadas de manera aleatoria.

4.2.2. Resultados con el Estimador Óptimo Combinado

Para obtener el resultado del estimador óptimo combinado a partir del conjunto de 99 muestras

generadas, se aplica el procedimiento explicado en la sección 3.3 para métodos de simulación, para

un total de m = 3 grupos. La tabla 4.2 presenta la cantidad de muestras por grupo, el grupo de

pertenencia definido por la función γ, el valor de la función de asignación de grupo τ y valor del

parámetro de control óptimo βτ para cada grupo.

Tabla 4.2: Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simulaciones
- Ejemplo N°1

ρ Cantidad de Muestras γ τ βτ

33 1 2 0.2131

0 33 2 3 0.1384

33 3 1 0.1266

Aplicando las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9 se obtiene el siguiente estimador óptimo combinado y su

desviación estándar:

Tabla 4.3: Valores Estimador Óptimo Combinado y Varianza del Estimador - Ejemplo N°1

ρ ∂p̂F
∂µ

EOC
σ ∂p̂F

∂µ

EOC

0 1.0237 9.0 · 10−2

Es posible notar que con la ecuación 3.2.6 se puede obtener el valor anaĺıtico del parámetro de

control óptimo, cuyo valor corresponde a β = 0.2. De la tabla 4.2 se pueden apreciar los valores del

parámetro de control óptimo obtenidos por cada grupo de muestras, notando que en cada grupo po-

see un valor distinto, obteniendo diferencias con el valor anaĺıtico del parámetro de control óptimo,

como en el caso del grupo 2, cuyo valor presenta una diferencia del 63.3 % respecto al valor anaĺıtico.

Comparando los resultados presentados en las tablas 4.1 y 4.3, se observa que el valor de la

sensibilidad de la confiabilidad del estimador óptimo combinado se encuentra entre los valores ob-

tenidos de cada estimador individual, obteniendo una mejora en la estimación de la sensibilidad

con un valor de desviación estándar menor para el estimador óptimo combinado.

Los resultados presentados anteriormente se obtienen de una corrida única para el conjunto de

99 muestras considerado. Para complementar los resultados presentados anteriormente, se realizan

1000 corridas independientes, cada una de 99 muestras. El objetivo de hacer estas 1000 corridas
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independientes es validar la expresión para calcular la varianza del estimador óptimo combinado

de la ecuación 3.3.14. Es decir, se compara la varianza del estimador provista por dicha ecuación

con la varianza muestral asociada a las corridas independientes de la siguiente manera:

V
[
ξ̂S

]
=

1

L− 1

L∑
j=1

(
[ξ̂

(j)
S ]− E[ξ̂S ]

)2

(4.2.2)

Donde:

L es el número de corridas (en este caso L=1000).

ξ̂
(j)
S es el valor esperado de la sensibilidad de la confiabilidad de la j -ésima corrida, que

involucra N simulaciones.

E[ξ̂S ] es el valor esperado promedio de ξ̂
(1)
S , ξ̂

(2)
S , . . . , ξ̂

(L)
S .

A continuación, la tabla 4.4 presenta el resultado obtenido, se puede apreciar que el valor de la

varianza muestral asociada a las corridas independientes posee una leve diferencia con el valor de

la varianza del estimandor óptimo combiando, lo cual permite validar la expresión 3.3.14.

Tabla 4.4: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes

N L V
[
∂p̂F
∂µ

EOC
]

V
[
ξ̂S

]
99 1000 8.15 · 10−3 8.35 · 10−3
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4.3. Ejemplo N°2: Caso Anaĺıtico con Correlación

Para el presente ejemplo se considera el mismo caso presentado en 4.2, pero ahora los estimadores

individuales presentan los siguientes valores de correlación:

Correlación de ρ = −0.95 en un caso y en el otro, ρ = 0.95.

El objetivo es estudiar como varian los resultados presentados del estimador óptimo combiando

con respecto al el ejemplo anterior, al presentar un nivel de correlación entre los estimadores indi-

viduales.

4.3.1. Resultados estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.5 presenta los valores esperados de los estimadores IFEL e IDF para el conjunto de

99 muestras generadas para cada valor de correlación.

Al igual que en el ejemplo N°1, el valor esperado de la estimación con el enfoque IFEL presenta

un valor más cercano al valor exacto, con un menor valor de desviación estándar que los resulta-

dos obtenidos con el enfoque IDF. Este resultado refuerza el hecho de que al poseer una menor

desviación estándar en la función de densidad de probabilidad, es más probable obtener un valor

más cercano al exacto en la simulación, dada la menor dispersión en los valores de las muestras

aleatorias generadas.

Tabla 4.5: Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF - Ejemplo N°2

ρ E
[
∂p̂F
∂µ

IFEL
]

σ ∂p̂F
∂µ

IFEL E
[
∂p̂F
∂µ

IDF
]

σ ∂p̂F
∂µ

IDF

-0.95 1.069 9.73 · 10−2 0.871 1.99 · 10−1

0.95 0.941 1.01 · 10−1 0.866 1.97 · 10−1

4.3.2. Resultados Estimador Óptimo Combinado

La tabla 4.6 presenta la cantidad de muestras por grupo, el grupo perteneciente γ, valor de la

función de asignación de grupo τ y valor del parámetro de control óptimo βτ para cada grupo, para

cada valor de correlación.

Al igual que en ejemplo anterior, con la ecuación 3.2.6 se puede obtener el valor anaĺıtico del

parámetro de control óptimo, cuyo valor corresponde a β = 0.3295 para ρ = −0.95, y β = −0.75

para ρ = 0.95. De la tabla 4.5 se pueden apreciar los valores del parámetro de control óptimo

obtenidos por cada grupo de muestras, notando que el valor y el signo del parámetro de control
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Tabla 4.6: Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simulaciones
- Ejemplo N°2

ρ Cantidad de Muestras γ τ βτ

33 1 2 0.3346

-0.95 33 2 3 0.3098

33 3 1 0.3193

33 1 2 -0.7508

0.95 33 2 3 -0.8096

33 3 1 -0.8097

óptimo vaŕıa dependiendo si la correlación es negativa o positiva. Esto muestra una clara diferencia

respecto a los resultados del ejemplo anterior, donde no exist́ıa correlación entre los estimadores

individuales, por lo que el parámetro de control óptimo era siempre mayor a 0. El presente ejemplo

presenta un caso en que ρt > 1, por lo que se obtiene un valor negativo para el parámetro de control

óptimo.

Aplicando las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9 se tiene que para la simulación, los valores para el esti-

mador óptimo combinado y su desviación estándar son los siguientes:

Tabla 4.7: Valores Estimador Óptimo Combinado y Varianza para Simulación - Ejemplo N°2

ρ ∂p̂F
∂µ

EOC
σ ∂p̂F

∂µ

EOC

-0.95 1.006 2.18 · 10−2

0.95 1.003 5.90 · 10−2

Los resultados presentados en la tabla 4.7, muestran que los valores de la sensibilidad de la

confiabilidad del estimador óptimo combinado obtenida a través de valores muestrales aleatorios es

prácticamente equivalente al valor exacto, obteniendo una mejora en el valor de la estimación de la

sensibilidad para ambos valores de correlación, con un valor de desviación estándar menor para el

estimador óptimo combinado.

Al igual que en el ejemplo anterior, se busca validar la expresión 3.3.14 para calcular la varianza

del estimador óptimo combinado, realizando 1000 corridas independientes, de 99 muestras cada una

para obtener la varianza muestral asociada a las corridas independientes.

La tabla 4.8 presenta el resultado obtenido, donde se puede apreciar que el valor de la varianza

muestral asociada a las corridas independientes no presenta diferencias considerables con el valor

de la varianza del estimandor óptimo combiando, lo cual permite validar la expresión 3.3.14.
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Tabla 4.8: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes

ρ N L V
[
∂p̂F
∂µ

EOC
]

V
[
ξ̂S

]
-0.95 99 1000 4.76 · 10−4 4.49 · 10−4

0.95 99 1000 3.50 · 10−3 3.30 · 10−3

4.4. Ejemplo N°3: Función de Desempeño Expĺıcita

Considere que en un problema ingenieril se conoce la función de desempeño, la cual se define

de la siguiente manera:

gx(x) = b−

(√
2

2
(x1 + x2)− 1

4
κ(x1 − x2)2

)
, Xi ∼ N(0, 1), i = 1, 2 (4.4.1)

Donde b corresponde al valor umbral asociado con el criterio de falla, de manera tal que

pF ≈ 1 · 10−3, X1 y X2 son variables aleatorias independientes de distribución Gaussiana, con

parámetros de distribución θθθi = [µi, σi]
T , i = 1, 2 y κ es un parámetro que controla la no linealidad

de la función de estado ĺımite.

Para este ejemplo se utilizan los siguientes valores de κ:

κ= 0: caso lineal.

κ= 0.1: no linealidad débil.

κ= 1: no linealidad fuerte.

El objetivo de este ejemplo es aplicar las estrategias para estimar la sensibilidad de la con-

fiabilidad respecto a los parámetros de distribución de X2 utilizando Line Sampling mediante los

procedimientos IFEL e IDF explicados en la sección 2.6, y comparar sus resultados con la estrategia

presentada en la sección 3.3 para obtener el estimador óptimo combinado, para los distintos valores

de κ.

4.4.1. Sensibilidad de la Confiabilidad con Estimadores IFEL e IDF

La simulación con Line Sampling se realiza con una totalidad de 99 muestras aleatorias ge-

neradas, donde las tablas 4.9 y 4.10 presentan los resultados obtenidos de la sensibilidad de la

confiabilidad respecto a θθθ2 = [µ2, σ2]T para los distintos valores κ. Los resultados de la sensibilidad

de la confiabilidad se obtienen mediante las ecuaciones 2.5.11 y 2.5.4 para los enfoques IFEL e IDF.

También, se presentan las respectivas desviaciones estándar de cada estimador, obtenidas a través

de las ecuaciones 2.5.12 y 2.5.5 para los enfoques IFEL e IDF, respectivamente.

UNIVERSIDAD TÉCNICA FEDERICO SANTA MARÍA
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De los resultados presentados en las tablas 4.9 y 4.10, se pueden realizán los siguientes comen-

tarios:

Se observa una leve tendencia a diminuir el valor de la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a µ2 y σ2, a medida que aumenta el valor de κ.

En la tabla 4.9 para κ = 0 se obtiene que la sensibilidad mediante el enfoque IFEL entrega

un valor bastante pequeño para la desviación estándar, esto se debe a que el valor de la

sensibilidad obtenido es prácticamente el valor exacto, ya que dabido la linealidad de la

función de desempeño, el valor del parámetro ςl,i de la ecuación 2.5.11 es constante.

Para κ = 0.1 la estimación más precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a µ2 se

obtiene mediante el enfoque IFEL.

Para κ = 1 la estimación más precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a µ2 se

obtiene mediante el enfoque IDF.

De la tabla 4.10 se puede apreciar que existen leves diferencias entre los valores de la sensi-

bilidad obtenidos para los enfoques IFEL e IDF, obteniendo para todos los valores κ que la

estimación más precisa de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a σ2 se obtiene con el

enfoque IFEL.

El valor del estimador de la sensibilidad respecto a µ2 y σ2 resulto ser un valor positivo

para todos los valores de κ, esto indica que la probabilidad de falla aumenta si ocurre una

perturbación positiva en alguno de estos parámetros.

Tabla 4.9: Resultado Estimación de la Sensibilidad Respecto a µ2, Enfoques IFEL e IDF

κ ∂p̂F
∂µ2

IFEL
σ ∂p̂F
∂µ2

IFEL
∂p̂F
∂µ2

IDF
σ ∂p̂F
∂µ2

IDF

0 0.0024 2.92 · 10−19 0.0025 6.42 · 10−5

0.1 0.0024 3.65 · 10−5 0.0025 6.32 · 10−5

1 0.0021 1.85 · 10−4 0.0024 1.69 · 10−4

Tabla 4.10: Resultado Estimación de la Sensibilidad Respecto a σ2, Enfoques IFEL e IDF

κ ∂p̂F
∂σ2

IFEL
σ ∂p̂F
∂σ2

IFEL
∂p̂F
∂σ2

IDF
σ ∂p̂F
∂σ2

IDF

0 0.0054 1.53 · 10−4 0.0056 3.13 · 10−4

0.1 0.0053 1.15 · 10−4 0.0055 2.73 · 10−4

1 0.0041 3.48 · 10−4 0.0049 3.54 · 10−4
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4.4.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador Óptimo Combinado

El estimador óptimo combinado se obtiene a través del procedimiento explicado en la sección

3.3 para un total de m = 3 grupos. A diferencia de los ejemplos anteriores, en el presente ejemplo

no se conoce a priori el valor de la correlación que existe entre los estimadores IFEL e IDF, por

lo que no es posible deducir sus valores anaĺıticos para comparar. A continuación, las tablas 4.11

y 4.12 presentan la cantidad muestras por grupo, y los valores obtenidos para la correlación ρ, el

grupo de pertenencia γ, el valor de la función de asignación de grupo τ y el valor del parámetro

de control óptimo βτ obtenido para cada grupo, para los análisis de sensibilidad de la confiabilidad

respecto a µ2 y σ2, respectivamente.

Tabla 4.11: Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simulaciones
- Sensibilidad Respecto a µ2

κ ρ Cantidad de Muestras γ τ βτ

33 1 2 0

0 -0.0429 33 2 3 −4.93 · 10−15

33 3 1 −7.92 · 10−15

33 1 2 0.3135

0.1 -0.1093 33 2 3 0.2443

33 3 1 0.3084

33 1 2 0.3722

1 0.6117 33 2 3 0.7205

33 3 1 0.7488

Respecto a los resultados presentados en la tabla 4.11, se realizan los siguientes comentarios:

Para κ = 0 se tiene un valor de correlación practicamente nulo, además de los bajos valores

obtenidos para el parámetro de control óptimo βτ , esto es coherente con lo mencionado

respecto a los resultados de la sección 4.4.1, donde se indicó que la estimación IFEL entrega

prácticamente el resultado exacto, por lo que al obtener un valor bajo o nulo del parámetro

de control óptimo βτ , entrega el resultado de la estimación IFEL.

Para κ = 0.1 se tiene un bajo valor en el nivel de correlación entre las estimaciones IFEL e

IDF, la cual posee signo negativo, y se obtiene que el parámetro de control óptimo para cada

grupo posee valor positivo.

Para κ = 1 se tiene un valor medio en el nivel de correlación entre las estimaciones IFEL e

IDF, la cual posee signo positivo, y se obtiene que el parámetro de control óptimo para cada

grupo posee valor positivo.
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Tabla 4.12: Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simulaciones
- Sensibilidad Respecto a σ2

κ ρ Cantidad de Muestras γ τ βτ

33 1 2 -0.8708

0 0.9904 33 2 3 -0.9148

33 3 1 -0.9013

33 1 2 -0.2971

0.1 0.8343 33 2 3 -0.3959

33 3 1 -0.3520

33 1 2 0.3097

1 0.5114 33 2 3 0.5777

33 3 1 0.5660

Respecto a los resultados presentados en la tabla 4.12, se realizan los siguientes comentarios:

Se obtienen valores altos de correlación con signo positivo para κ = 0 y κ = 0.1. Además

para ambos casos se obtienen valores del parámetro de control óptimo βτ negativos para cada

grupo, este resultado refuerza lo obtenido en el ejemplo anterior, donde se mencionó que para

un valor alto de correlación es posible obtener valores de βτ < 0.

Para κ = 1 se tiene un valor medio en el nivel de correlación entre las estimaciones IFEL e

IDF, la cual posee signo positivo, obteniendo que el parámetro de control óptimo para cada

grupo posee valor positivo.

A continuación, mediante las ecuaciones 3.3.6 y 3.3.9, se obtienen los valores del estimador

óptimo combinado de la sensibilidad de la confiabilidad respecto a θθθ2 = [µ2, σ2]T y su desviación

estándar, cuyos resultados se presentan en la tabla 4.13.

Tabla 4.13: Resultado Estimación de la Sensibilidad Estimador Óptimo Combinado

κ ∂p̂F
∂µ2

EOC
σ ∂p̂F
∂µ2

EOC
∂p̂F
∂σ2

EOC
σ ∂p̂F
∂σ2

EOC

0 0.0024 4.99 · 10−19 0.0053 4.08 · 10−5

0.1 0.0024 3.03 · 10−5 0.0052 9.23 · 10−5

1 0.0022 1.63 · 10−4 0.0044 3.11 · 10−4

Comparando los resultados presentados en las tablas 4.9 y 4.10 con los de la tabla 4.13, se

pueden realizar los siguientes comentarios.

Para κ = 0 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a µ2 entrega un resultado equivalente al obtenido por estimador más preciso (IFEL) con
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un mayor valor de desviación estándar. Lo anterior se puede explicar por el hecho de que

la estimación más precisa entrega prácticamente el resultado exacto de la sensibilidad de

la confiabilidad, el cual al combinarse con un estimador menos preciso altera el valor de la

estimación. No obstante, este efecto es prácticamente despreciable, pues los números son muy

pequeños y cercanos a la precisión del computador con el que se realizaron los análisis.

Para κ = 0 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a

σ2 entrega un resultado levemente menor que la estimación más precisa(IFEL), con un valor

de desviación estándar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimación de la

sensibilidad de la confiabilidad.

Para κ = 0.1 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a µ2 entrega un resultado equivalente al obtenido por estimador más preciso (IFEL), con un

valor de desviación estándar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimación de

la sensibilidad de la confiabilidad.

Para κ = 0.1 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto

a σ2 entrega un resultado levemente menor que la estimación más precisa(IFEL), con un

valor de desviación estándar menor, lo cual representa una clara mejora en la estimación de

la sensibilidad de la confiabilidad.

Para κ = 1 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a

µ2 entrega un resultado que se encuentra dentro de los valores obtenidos por los estimadores

IFEL e IDF, con un valor de desviación estándar menor, lo cual representa una clara mejora

en la estimación de la sensibilidad de la confiabilidad.

Para κ = 1 el estimador óptimo combinado para la sensibilidad de la confiabilidad respecto a

σ2 entrega un resultado que se encuentra dentro de los valores obtenidos por los estimadores

IFEL e IDF, con un valor de desviación estándar menor, lo cual representa una clara mejora

en la estimación de la sensibilidad de la confiabilidad.

Al igual que en los ejemplos anteriores, se compara el resultado obtenido con la expresión 3.3.14

para calcular la varianza del estimador óptimo combinado, realizando 1000 corridas independientes

de 99 muestras cada una, para obtener la varianza muestral asociada a las corridas independientes.

Tabla 4.14: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respecto a µ2

κ ρ N L V
[
∂p̂F
∂µ

EOC
]

V
[
ξ̂S

]
0 -0.0429 99 105 2.49 · 10−37 7.89 · 10−37

0.1 -0.1093 99 105 9.16 · 10−10 1.79 · 10−9

1 0.6117 99 105 3.21 · 10−8 3.12 · 10−8
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Tabla 4.15: Resultado Varianza Muestral Asociada a las Corridas Independientes - Sensibilidad
Respecto a σ2

κ ρ N L V
[
∂p̂F
∂µ

EOC
]

V
[
ξ̂S

]
0 0.9904 99 105 1.66 · 10−9 4.78 · 10−9

0.1 0.8343 99 105 8.52 · 10−9 1.49 · 10−8

1 0.5114 99 105 1.10 · 10−7 1.11 · 10−7

Los resultados presentados en las tablas 4.14 y 4.15, muestran que para κ = 1 el valor de la va-

rianza del estimador óptimo combinado posee valores cercanos al de la varianza muestral asociada a

corridas independientes para sensibilidad de la confiabilidad respecto a µ2 y σ2, siendo prácticamen-

te equivalentes. Para κ = 0 y κ = 0.1 se puede apreciar algunas diferencias, pero que no son mayores.

4.5. Ejemplo N°4: Flujo Bajo Una Tablestaca

El presente ejemplo consiste en el estudio del flujo a través de las capas de suelo bajo una

tablestaca. El modelo de análisis se realiza mediante elementos finitos y consiste en una tablestaca

que descansa sobre dos estratos de suelo, uno de arena limosa y el otro de grava limosa. La figura

4.1 presenta un esquema del modelo, donde los parámetros del suelo y la carga hidráulica tienen

las siguientes caracteŕısticas:

La permeabilidad en [m/s] del estrato de suelo de arena limosa sigue la siguiente función de

distribución de probabilidad:

kxx,1 ∼ LN(5 · 10−3, 5 · 10−3), kyy,1 ∼ LN(1 · 10−3, 1 · 10−3) (4.5.1)

La permeabilidad en [m/s] del estrato de suelo de grava limosa sigue la siguiente función de

distribución de probabilidad:

kxx,2 ∼ LN(5 · 10−6, 5 · 10−6), kyy,2 ∼ LN(1 · 10−6, 1 · 10−6) (4.5.2)

La carga hidráulica hD en [m] sigue la siguiente función de distribución de probabilidad:

hD ∼ U(5, 7) (4.5.3)
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Agua

y

x

hD

Tablestaca

8[m]

11[m]

24.75[m]

24.75[m]

50[m]

Grava Limosa

Arena Limosa

0.5[m]

Figura 4.1: Esquema de represa con dos estratos de suelo

El objetivo, es evaluar la sensibilidad de la probabilidad de falla utilizando Line Sampling con los

enfoques IFEL e IDF, respecto al valor esperado µi de las funciones de distribución de probabilidad

que modelan la permeabilidad de cada estrato de suelo en ambas direcciones, y comparar sus

resultados con el estimador óptimo combinado. Para esto, se considera como evento de falla la

probabilidad de que el flujo de agua bajo la represa, en estado estacionario, exceda un umbral

preestablecido b= 30 [L/ hr m].

4.5.1. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimadores IFEL e IDF

La tabla 4.16 presenta los valores esperados de los estimadores IFEL e IDF para el conjunto

de 396 muestras aleatorias independientes generadas. Como se puede apreciar en la tabla 4.16, los

variables de permeabilidad del primer estrato de suelo son más sensibles respecto a una variación del

valor esperado de las distribuciones de probabilidad que las caracterizan, respecto al segundo estrato

de suelo. Respeto a los resultados de la sensibilidad de la confiabilidad obtenidos con la simulación

Line Sampling mediante los enfoques IFEL e IDF, existen diferencias en los resultados obtenidos a

través de cada estimador de la sensibilidad de la confiabilidad, obteniendo que la estimación de la

sensibilidad con el enfoque IFEL es la más precisa para todas las permeabilidades.

Tabla 4.16: Valor Esperado Estimadores IFEL e IDF, Sensibilidad Respecto a µ - Ejemplo N°4

Parámetro E
[
∂p̂F
∂µi

IFEL
]

σ ∂p̂F
∂µi

IFEL E
[
∂p̂F
∂µi

IDF
]

σ ∂p̂F
∂µi

IDF

µkxx,1 1.60 · 10−1 0.008 −1.81 · 101 16.2

µkyy,1 3.08 0.172 7.31 · 101 78.1

µkxx,2 1.11 · 105 1375,4 1.01 · 105 7467.8

µkyy,2 3.98 · 105 6242.8 3.88 · 105 52189.1
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La tabla 4.16 muestra los siguientes resultados:

La estimación más precisa de la sensibilidad de la confiabilidad se obtiene con el enfoque

IFEL.

Los resultados de sensibilidad del primer estrato muestra resultado distintos entre ambos

enfoques, obteniendo incluso que para la permeabilidad kxx, el enfoque IFEL entrega un

valor sensibilidad de la confiabilidad positivo, mientras que, para el enfoque IDF se obtiene

un valor negativo. Pero esta sensibilidad es mucho menor que la sensibilidad respecto de los

otros parámetros.

Los resultados de sensibilidad de la confiabilidad respecto a µi del primer estrato muestran

una gran diferencia en la desviación estándar de ambos enfoques, obteniendo mucha mayor

precisión con el enfoque IFEL.

La sensibilidad de la confiabilidad respecto a µi obtenida para el segundo estrato de sueño

muestra que no existen grandes diferencias entre los resultados obtenidos con ambos enfoques,

obteniendo que el enfoque IFEL posee un mayor grado de precisión que el enfoque IDF.
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4.5.2. Sensibilidad de la Confiabilidad Estimador Óptimo Combinado

El estimador óptimo combinado se obtiene para un total de m = 3 grupos. La tabla 4.17 presenta

la cantidad muestras por grupo, y los valores obtenidos para la correlación ρ, el grupo perteneciente

γ, el valor de la función de asignación de grupo τ y el valor del parámetro de control óptimo βτ

obtenido para cada grupo, para los análisis de sensibilidad de la confiabilidad respecto a µi de las

pemeabilidades de cada estrato de suelo respectivamente.

Tabla 4.17: Valores Parámetros de Aplicación del Estimador Óptimo Combinado para Simulaciones
- Sensibilidad Respecto a µ

Parámetro ρ Cantidad de Muestras γ τ βτ

132 1 2 2.92 · 10−4

mukxx,1 -0.6933 132 2 3 3.58 · 10−4

132 3 1 3.29 · 10−4

132 1 2 0.0020

µkyy,1 -0.9567 132 2 3 0.0022

132 3 1 0.0021

132 1 2 0.1575

µkxx,2 -0.8585 132 2 3 0.1377

132 3 1 0.1356

132 1 2 0.0803

µkyy,2 -0.7942 132 2 3 0.0975

132 3 1 0.0968

La tabla 4.18 presenta los resultados obtenidos del estimador óptimo combinado de la sensibi-

lidad de la confiabilidad, donde se puede apreciar que la sensibilidad de la confiabilidad respecto a

µi mejora en todos los casos.
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A pesar de poseer diferencia entre los estimadores individuales IFEL e IDF, el nivel de correlación

obtenido permite obtener una mejora en la estimación. Los resultados obtenidos indican que al

sufrir una perturbación positiva en el parámetro µi de cada distribución de probabilidad de las

permeabilidades de los estratos de suelo o nivel de la carga hidráulica, la probabilidad de falla a

través de que el flujo de agua bajo la represa exceda el umbral preestablecido aumenta, ya que la

sensibilidad obtenida es positiva para cada uno de los parámetros análizados.

Tabla 4.18: Valor Esperado Estimador Óptimo Combinado, Sensibilidad Respecto a µ - Ejemplo
N°4

Parámetro E
[
∂p̂F
∂µi

EOC
]

σ ∂p̂F
∂µi

EOC

µkxx,1 1.53 · 10−1 5.5 · 10−3

µkyy,1 3.22 5.1 · 10−2

µkxx,2 1.08 · 105 6.2 · 102

µkyy,2 3.97 · 105 3.5 · 102
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CONCLUSIONES

La presente memoria de t́ıtulo ha presentado una estrategia que permite mejorar la estimación de

la sensibilidad de la confiabilidad respecto a los parámetros que caractizan una función de densidad

de probabilidad, en problemas de ingenieŕıa que presentan incertidumbre en alguna variable de

interés, la cual sigue alguna función de densidad de probabilidad. La estrategia planteada es parte

de una étapa de post-procesamiento una vez que se ha cuantificado la sensibilidad de la confiabilidad

utilizando Line Sampling, mediante los enfoques de integración sobre la función de estado ĺımite

(IFEL), y el enfoque de integración sobre el dominio de falla (IDF), obteniendo un estimador óptimo

combinado a partir de los resultados obtenidos de estos dos enfoques. De la estrategia para obtener

el estimador óptimo combinado presentada se pueden realizar los siguientes comentarios:

En base al procedimiento desarrollado en el caṕıtulo 3, el resultado de la sensibilidad de la

confiabilidad obtenido a través del estimador óptimo combinado es insesgado.

En la práctica no se conoce el valor exacto de la sensibilidad de la confiabilidad, por lo que

se recurre a los método de simulación para estimarla. Los métodos de simulación individuales

presentados corresponden a los enfoques IFEL e IDF, el primero no siempre es aplicable ya

que requiere como información de entrada el gradiente de la función de desempeño, el cual no

siempre ésta disponible, mientras que, el enfoque IDF no requiere información adicional para

su aplicación, por lo que su aplicabilidad es más general.

Los resultados obtenidos en los ejemplos desarrollados le dan validez a la figura 3.3, obteniendo

que el resultado del estimador óptimo combinado ésta altamente relacionado con el nivel

de correlación obtenida de los estimadores individuales, siendo altamente recomendable la

utilización del estimador óptimo combinado cuando se tiene valores de correlación en los

siguientes rangos −1 ≤ ρ ≤ −0.6 y ρ ≈ 1.

Los resultados de la varianza del estimador óptimo combinado se validaron comparándolo con

la varianza muestral asociada a las corridas independientes.
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Caṕıtulo 5. CONCLUSIONES 51

Se recomienda en casos donde no se posee el gradiente de la función de desempeño aplicar

el enfoque IDF para estimar la sensibilidad de la confiabilidad. En caso de que si se encuentre

disponible el gradiente de la función de desempeño es recomendable utilizar el enfoque IFEL para

estimar la sensibilidad de la confiabilidad, ya que entrega en general mejores resultados. Finalmente

si se obtiene un nivel de correlación entre los resultados de ambos enfoques en el rango de valores

mencionado anteriormente se recomienda utilizar la estrategia planteada para mejorar la estimación

de la sensibilidad de la confiabilidad utilizando Line Sampling mediante un estimador óptimo

combinado, el cual entrega buenos resultados, cumpliendo con su objetivo. Pudiendo ampliarse su

aplicación a casos que involucren otro tipo de distribución de probabilidad en variables de interés,

o extender su aplicación también a problemas que involucren campos aleatorios.
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