{IN)
E'EXUMBRAH SOLEM L—I

UNIVERSIDAD TECNICA
FEDERICO SANTA MARIA

Problemas Estocasticos Totalmente
Convexos de Tipo Bolza en Tiempo
Discreto

Franco Sebastian Cerda Alfaro

Universidad Teénica Federico Santa Maria
Departamento de Matematica
Valparaiso, Chile
Junio 2019






Problemas Estocasticos Totalmente
Convexos de Tipo Bolza en Tiempo
Discreto

Franco Sebastian Cerda Alfaro

Trabajo presentado como requisito parcial para optar al titulo de:
Ingeniero Civil Matematico

Profesores guia:
Pedro Gajardo Adaro y Cristopher Hermosilla Jiménez

Universidad Técnica Federico Santa Maria
Departamento Matematica
Valparaiso, Chile
Junio 2019






Mientras méas grande sea tu meta, mayor serd el
sabor de la victoria






Agradecimientos

La injusticia producida al realizar los agradecimientos es dificil de minimizar, dado que
es imposible abarcar a todas las personas que de forma explicita o no, ayudan al desarrollo
de un trabajo, por lo que pido disculpas de antemano. Sin embargo, a riesgo de caer en
esta injusticia me gustaria agradecer en primer lugar a los profesores que tuve durante mi
vida universitaria, en particular a los profesores referentes de este trabajo Pedro Gajardo y
Cristopher Hermosilla quienes se han tomado el arduo trabajo de transmitirme sus diversos
conocimientos, brindarme oportunidades, su tiempo y paciencia durante este tiempo al
desarrollar este trabajo, ademas aprovecho estas lineas para felicitarlos tanto por su labor
docente como académica dentro de la comunidad universitaria.

El desarrollo de este trabajo, no puede ser senalada como algo facil de realizar, sin embargo
las experiencias vividas a lo largo del desarrollo son inolvidables por lo que puedo afirmar
categoéricamente que disfrute cada investigacion, proyecto, cualquier proceso en particular y
esto no es simplemente consecuencia de mi disposicion, sino por todos aquellos compaifieros y
amigos que he compartido durante mi aventura universitaria y aportan un pequeno grano de
arena, tanto académica como emocionalmente.

Este trabajo es un logro més que llevo a cabo y sin dudas es en gran medida realizada gracias
a mi familia, no se donde me encontraria si no fuera por su amor, compresién y ayuda. No va
haber manera de devolver todo lo ofrecido por ustedes. jLos amo!.

Finalmente, agradezco el apoyo econémico otorgado por el proyecto FONDECYT N° 1160567
durante el desarrollo de este trabajo.






IX

Resumen

Este trabajo constituye un estudio de funciones valor de problemas de optimizacion es-
tocastico tipo Bolza en tiempo discreto, en donde la informacion disponible caracterizada
por o—algebras, juegan un rol importante y ademas los Lagrangianos y costo final se asumen
convexos. Desarrollando el problema dual, usando la teoria de la conjugada de Fenchel, este
trabajo busca establecer supuestos tales como casi seguramente la condicién de factibilidad
interior y la condicién recursiva, analizando lo que se ha denominado el problema general y
generando condiciones de optimalidad utilizando principalmente resultados conocidos para el
caso determinista, para no obtener salto de dualidad entre las funciones valor del problema
tipo Bolza y su dual.

Palabras clave: Optimizacién Estocastica, Problema tipo Bolza, Funcién valor, LQR,

no anticipativo .

Abstract

This work constitutes a study of value functions of stochastic optimization Bolza problems
in discrete time, in which the available information characterized by o— algebras, play an
important role and where the Lagrangians and final cost are assumed convex. Developing
the Dual problem using Fenchel’s conjugate theory, this work seeks to establish assumptions
such as almost surely the feasible interior conditions and the recursive condition, analyzing
what has been called the general problem and generating optimality conditions using mainly
known results for the deterministic case and so there is no duality gap between the value
functions of the Bolza problem and its Dual

Keywords: Stochastic Optimization, Bolza Problem, Value Function, LQR, no antici-

pative)
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Lista de simbolos y Abreviaciones

Simbolo o Abreviatura Término

R Conjunto de los niimeros reales

R RU{—o00} U{+o0}

N Conjunto de los niimeros naturales
Val Funcion valor

cl Operador clausura

E Operador esperanza

E Esperanza condicional a la sigma algebra considerada hasta el tiempo ¢
P Medida de probabilidad

cs Casi seguramente



1 Introduccion

Un problema de optimizaciéon bajo incertidumbre, es un problema de optimizaciéon cuyo
objetivo es principalmente la obtencién de una solucién “factible”, pero como el azar esta
presente en este tipo de problemas, al momento de la toma de decisiones se debe enfrentar
a lo desconocido. Es por ello que la informacion disponible hasta cierto instante de tiempo
se vuelve imprescindible. De hecho, dependiendo de la informacién que se tiene disponible,
se pueden obtener distintas soluciones, o en peores casos, no tener ninguna solucion. Esta
importancia de la informacion disponible se puede evidenciar en los problemas de optimizacion
estocdsticos presentados en [14] y [2]. Es por ello que en esta memoria se asumird que no
hay pérdida de informacién de un instante a otro y esta informacion serd caracterizada con
filtraciones.

La motivaciéon principal de este trabajo es aprovechar y adaptar herramientas de la optimiza-
cién determinista al caso estocéastico. Este tipo de problemas se aplican a modelos tales como
el manejo de inventarios, el control de polucién, el modelamiento de problemas financieros, etc.

El tipo de problema con incertidumbre que se aborda en este trabajo se denomina Problema
Estocastico de Bolza (PEB). En esta tesis se trabaja con el tiempo de manera discreta y el
objetivo es analizar la funcion valor asociada a un PEB adaptando herramientas del anélisis
convexo clasico como lo es la dualidad. Es por ello que los problemas que se abordan en este
trabajo tienen una estructura convexa especifica y los elementos que definen el problema
(funcién objetivo, dindmica, etc) dependen explicitamente de la incertidumbre. De esta mane-
ra, se busca estudiar la relacién desde el punto de vista de la dualidad entre las funciones
valor del PEB y un problema dual asociado.

En particular este tipo de problemas han sido estudiados en la literatura usando enfoques
similares a los de esta memoria. En [12], se analiza una versién de un Problema de Bolza
(determinista y a tiempo continuo). En este articulo se logran establecer relaciones entre
las funciones valor del problema de optimizaciéon y su “problema dual”. En esta memoria se
busca establecer un resultado similar para el PEB.

Ademas, en [9], se estudia la version determinista y estocéstica de un problema de optimizacién
en donde, difieren del PEB en la dependencia explicita de la incertidumbre del costo final,
ademas que no hay un estudio de las funciones valor.

Cabe destacar que un concepto fundamental para el trabajo que se presentard mas adelante
son los integrandos normales, los cuales permiten asegurar la medibilidad de los elementos que
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definen el problema. La razén principal para considerar el concepto de integrandos normales
es poder manejar las dificultades que genera la dependencia explicita de la incertidumbre.

En la dltima parte de este trabajo, se aplican los resultados obtenidos en dos ejemplos. El
primero de ellos es el problema Lineal Cuadratico (LQ) con restricciones de estado. Este
problema, es un problema de control 6ptimo, es por ello que una de las dificultades es
escribir de forma equivalente el problema L(Q como un PEB. Cabe destacar que para tratar
el problema LQ se usan herramientas similares que en [4] y [10].

En segundo lugar, se construye un problema de optimizacién de portafolios, el que esta
asociado a un mercado especificado por un modelo a n pasos. Junto con esto se revisan
conceptos como el arbitraje y la completitud, lo que permite dar una interpretaciéon financiera
al problema.

1.1. Resultado Principal

Ahora se describira el resultado principal que se demostrard en esta tesis y cuyos detalles
técnicos se veran mas adelante.
La funcién valor a estudiar tiene la estructura

V() = Min {B( 3 L o). () ) + Blolos ar0) | Blanlo) = €}

con Vr(§) = E(g9(w, zr(w))). Ademas, Azy := x4y — x; para cada t € {0,..., 7 — 1}, g
representa el costo final y L; son costos instantaneos.
Se introduce un problema dual asociado cuya estructura sera

W, (1) = Min { (ZL*( B AT B 07() ) + B (5w B3 ) | Bz () = =1},

donde L} (w,-,-),g* (w,+) denotan las conjugadas de Fenchel de L; (w,-,-), g (w, ), respecti-
vamente para cada w fijo.

Las funciones vistas anteriormente estan definidas en espacios apropiados y con una estructura
convexa subyacente.
El resultado principal de esta memoria se puede describir como sigue:

| Teorema 1.1. Bajo hipétesis que se presentardn mds adelante, n — W.(n) es la conjugada
de Fenchel de & — V(&) para todo 7 € {0,...,T} fijo.

La demostracion del Teorema 1.1 se presenta en Seccién 3.3.



1.2 Estructura del Manuscrito 5

Esquema de demostracion Teorema 1.1

A continuacién se describiran los que se usardn para demostrar el Teorema 1.1.

El primer paso es definir el problema de optimizacion estocastico a considerar, luego viene
el estudio de funciones de perturbacién, junto con el calculo de sus conjugadas de Fenchel.
Después, se estudian condiciones de optimalidad. Finalmente, usdndose el hecho que no hay
salto de dualidad entre los problemas asociados a una funcién de permutacién (por definir) y
el problema dual definido, se puede concluir.

1.2. Estructura del Manuscrito

En el Capitulo 2 se presenta el Problema estocastico de Bolza en tiempo discreto y se realizan
los supuestos necesarios a medida que se avanza en el documento, definiendo los conceptos
que se van a utilizar. Se definen las multifunciones medibles, integrandos normales, junto con
propiedades y algunas consecuencias. Al final del Capitulo 2 se recuerda el esquema clasico
de dualidad via funciones de perturbacion.

En el Capitulo 3 se introducen estas funciones de perturbacion asociadas a dos problemas
de optimizacién convenientes para los objetivos del trabajo. Se estudian las condiciones
de optimalidad referente a uno de los problemas. Se muestran los teoremas fundamentales
referente a las funciones valor y se propone un problema dual asociado al PEB.

En el Capitulo 4 se aplican los resultados del capitulo anterior a dos ejemplos, los que
son el problema lineal cuadratico y un problema de optimizacién de portafolios, descritos
anteriormente. En ambos se establece el problema dual asociado.

Finalmente, en el Capitulo 5 se presentan conclusiones y algunos comentarios adicionales.



2 Notacién y Preliminares

En este Capitulo se introduce el tipo de problema que se aborda durante el trabajo y se
definen algunos conceptos y notaciones ttiles para facilitar la comprension del documento.

En primer lugar, sea {2 un conjunto no vacio denominado el espacio muestral o de eventos,
A una o—4algebra de subconjuntos de €. Luego (£2,.4) es un espacio de medida, el cual se
puede asociar a una medida P con P(€2) = 1. El triplete (2,4, P) se denomina un espacio de
probabilidad y a P una medida de probabilidad.

Otro concepto importante es el denominado filtracion, para ello se fija en el trascurso de este
trabajo un horizonte de tiempo a T' € N.

| Definicién 2.1.  Una filtracion es una familia de o-dlgebras {Ait}icqo...my que satisface
las inclusiones

ACA C...CA 1 CAr CA

Una filtracién puede ser interpretada como una representacion histérica que no va conteniendo
informacion futura en cada instante.

Se debe tener en consideracién que la informacion disponible en cada instante, es importante
para problemas estocésticos. Esto es ilustrado con en el contraejemplo de Witsenhausen (para
més detalles puede ver [14] y [2, Section 4.2]). Es por ello que manejar esta informacion es
una de las dificultades, no tan solo en este trabajo, sino que en cualquier tipo de problema
que tenga incertidumbre.

En particular, en este trabajo la informacién disponible ha sido modelada con una filtracion.
Implicitamente se estd asumiendo que no hay pérdida de informaciéon de un instante de
tiempo a otro, lo que no siempre sucede. Por ejemplo, se puede considerar una sub o—algebra
F; tal que Fy C Ay con A,y ¢ F, (la o—éalgebra JF; representa solo la informacién disponible
hasta dicho instante), es decir, se pierde informacion.

Dado t € {0,...,T}, L>(£, A;,P) denota el espacio de funciones z : 2 — R™, A;—medibles
y esencialmente acotadas sobre (2, A, P).

En consecuencia, para t € {0,...T} la c—&lgebra A, representa la informacién disponible
hasta el tiempo ¢, por tanto decir que una funcién z; : Q@ — R" es A;-medible quiere decir
que 271 (A) € A; para cada conjunto de Borel A (donde X! denota la imagen inversa) y se
interpreta como que z;(w) solo depende de la informacién hasta ese tiempo y no de detalles
no observados del pasado o eventos arbitrarios del futuro. En otras palabras, no se pierde
informacion y es no anticipativo.



Dado lo descrito anteriormente, se define el espacio donde estaran definidos los problemas a
tratar en este trabajo,

| Definicién 2.2. Para algin 7 € {0,...,T}, se define el espacio de proceso de toma de
decisiones no anticipativo como

T
X, = H L2, A, P).
t=1
Observacion 2.1. Cuando 7 = 0, por simplicidad se denota Xy = X y los elementos de X
(1 €{0,...,T}) se denominaran trayectorias.
Ahora se esta en condiciones de definir el problema en el cual se enfoca este trabajo.

| Definicién 2.3 (Problema estocastico de Bolza en tiempo discreto (PBE)).
Dado un tiempo inicial T € {0,...,T} y un estado inicial & € R"™, se define el problema
estocastico de Bolza en tiempo discreto

Minimizar 1(x):= E(g Ly (w, z4(w), Amt(w))> + E(g(w, zr(w))) P.(6)
sobre x € X, tal que E(z,(w)) =&

donde Axy; := x4 — x para cadat € {0,..., T — 1}, g: Q x R" - RU{+o0} es el costo
final y Ly : Q@ x R" x R" - RU {400} son costos instantdineos.

Este problema se puede entender como el costo total al empezar en un tiempo 7 hasta el
horizonte de tiempo T', donde cada Lagrangiano para ¢t € {r,...,T — 1} representa el costo
que se incurre en aquel instante de tiempo. Se denota por V;(£) al valor de (P(§)) para un
tiempo inicial 7 € {0,...,T} con Vr(§) = E(g9(w, z7(w)) donde E(zr(w)) = &.

| Definicién 2.4. Sea Y un espacio vectorial normado y f : Y — R una funcién. Se define
el dominio de f denotado por dom(f) y el epigrafo de f denotado por epi(f) mediante

dom(f)={z €Y : f(z) < oo}, epi(f) ={(z,7r) e Y xR : f(z) <r}.

Una funcion f se dice propia si dom(f) # 0 y f(x) > —oo para todo x € Y, convexa si epi(f)
es un conjunto convezro y semicontinua inferior si epi(f) es un conjunto cerrado.
Finalmente, se denota f € To(Y) si la funcion [ es semicontinua inferior, convera y propia.

Observacion 2.2. Se puede mostrar que f es convexa si y solo si

fOy+ (1= Ny2) S Af(y) + (1 =N f(y2) VA€ [0, 1], Yy, 2 €Y
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El primer supuesto a considerar es la convexidad:

(2-1)

i) g(w,-) € I'h(R™) para w € Q.
it) Li(w,-,-) € To(R® x R™) para t € {0,...,T —1},w € Q.

Proposicion 2.1.  Con los supuestos en (2-1), x — I(x) definido en (P.(£)) es una funcién
convexa.

Demostracion. Sea X € [0,1], x,y € X, luego

IOx+ (1 - Ny) =

(ZLt Al <1—A)yt<w>,mxt<w>+<1—A>Ayt<w>>)+E<g<w,AxT<w>+<1—A>yT<w>>>

< AE(; Ly (w, 2 (w), Axt(w))> + AE(g(w, zr(w))) + (1 — )\>E<§: Ly (w, y(w), Ayt(w))>

+ (1 = NE(g(w, yr(w)))
= M)+ (1=NI(y)
lo que concluye la demostracion. |

Otro de los supuestos que se necesita es que exista al menos un x € X tal que I(x) < +o0.
Notar que hay ciertas restricciones implicitas en el supuesto que I(x) no sea idénticamente
+00. Para esto se considera los siguientes conjuntos

Fi(w,z) :={w e R": Li(w, z,w) < +o0} (2-2)
Zy(w) :={z € R": Fy(w, 2) # 0} (2-3)
Cy(w) :={a e R": g(w,a) < +oo}. (2-4)

Luego, cada x € X tal que I(x) < +oo debe cumplir
rr(w) € Cy(w), Ax(w) € F(w,z;) y x(w) € Zy(w). (2-5)

La minimizacién en el problema (P, (£)) puede ser restringida a los x € X que cumplen con
las restricciones (2-5).

Después de ver las restricciones implicitas que posee el problema, se necesita asegurar la
medibilidad de los elementos del PBE. El anélisis para los supuestos necesarios para asegurar
la medibilidad se vera a continuacion.

| Definicién 2.5. Sea A un conjunto, se define la indicatriz de A a la funcién dada por

5a() = { 0 si xeA (2.6)

+00  si no.



Observacion 2.3.  Si A es un conjunto convexo, entonces d4(x) es una funcién convexa y si
A es cerrado, entonces d4 es una funcién semicontinua inferior.

Para determinar la A;-medibilidad de los mapeos w — Li(w, z(w), v(w)) v w — g(w, z(w))
(donde x,v son A;-medibles), se necesita introducir la nocién de multifunciones medibles, ya
que, no es suficiente que L;(w, z,v) sea medible en w y semicontinua inferior en (z,v) como
lo es en el caso cuando se tiene Li(x,v) (no depende explicitamente de w).

Un ejemplo donde se puede apreciar que no es suficiente que (w,z,v) — L;(w,x.v) sea
medible en w y semicontinua inferior en (x,v) para la medibilidad de w — L;(w, z(w), v(w)),
se presenta a continuacion.

FEjemplo 2.1. Dado Q C [0, 1] un conjunto no medible (existen estos conjuntos por ejemplo
los conjuntos de Vitali), se define

Li(w,z,v) =
+00  sino.

{O si x=we

Fijando w se tiene que (z,v) = Li(w,x,v) = d,)(2) es semicontinua inferior ({w} cerrado) y
fijando z, se obtiene que w — Ly(w, z,v) = dz3(w) es medible. Sin embargo, si se considera
r(w) = w, luego w — L;(w, 1(w),v) = do(w) no es medible, ya que, o' ({0}) = Q, el cual no
es medible.

Ahora se presentan algunas definiciones tiles, para tratar las multifunciones, sus caracteristi-
cas y propiedades.

| Definicién 2.6. Dada una multifuncion T' : Q = R", se define el dominio vy el grafo de
I' respectivamente por

Dom (I') ={w e Q:I'(w) # 0}, gph (I') ={(w,z) : z € T(w)}.
Ademas, si € C (), entonces se tiene que
['(Q) = Upea, I'(w)
| Definicién 2.7. La preimagen de una multifuncion I' : Q@ = R", se describe por
IMz)={we:2eT(w)}

| Definicién 2.8. Se dice que una multifuncion T' : Q@ = R"™ es de valores cerrados, si
I'(w) C R™ es un conjunto cerrado para cada w € €.

| Definicién 2.9 (Multifuncién Medible). Sea I' : Q = R" una multifuncién de
valores cerrados, se dice que I' es medible (respecto a A) si para cada conjunto cerrado
C C R, el conjunto T=Y(C) es medible, es decir, T71(C) € A.



10 2 Notaciéon y Preliminares

Con las definiciones anteriores, se puede introducir la propiedad de integrando normal la cual
serd un supuesto sobre las funciones L; y g para asegurar que los mapeos w +— Ly(w, z(w), v(w))
vy w — g(w, r(w)) sean Ai-medibles.

| Definicién 2.10 (Multiepigrafo). Dada una funcion f : Q x R* — R, se define el
multiepigrafo E; : Q = R"*! asociado a f, por

Ei(w)=epi f(w,") ={(z,0) e R" xR : f(w,z) < a}.

| Definicién 2.11 (Integrando Normal). Una funcién f : Q x R* — R, se dice un
integrando normal si su multiepigrafo asociado es medible y de valores cerrados.

Observacion 2.4. Si se considera una funcién f: Q x R — R, con f(w,z) = g(x) y g semi
continua inferior, se tiene que f es un integrando normal dado que su multiepigrafo es de
valores cerrados y constante.

| Definicién 2.12. Una funcion f : Q x R® = R, se dice un integrando semicontinuo
inferior si f(w,-) es semi continua inferior para cada w € §2, un integrando convexo si f(w,-)
es una funcion convezra para cada w € € y un integrando propio si f(w,-) es una funcion
propia para cada w € )

Observacion 2.5.  Si una funcién f : Q x R® — R, es un integrando semicontinuo inferior, se
tiene que su multiepigrafo es de valores cerrados.

Uno de los lemas importantes respecto a los integrandos normales es el siguiente,

Lema 2.1 (|6, Theorem 2A]). Considere f un integrando semicontinuo inferior sobre 2 x R™.
Si f es un integrando normal, entonces f es A @ B- medible (B es la dlgebra de los conjuntos
de Borel). El converso es cierto si (£2,.4) es completo (si A € Acon P(A) =0y sea BC A
entonces B € A).

Proposicion 2.2. Sea x : ) — R" y v : ) — R" funciones medibles. Si las funciones L; y ¢
son integrandos normales, entonces los mapeos w — Ly(w, z(w),v(w)) y w +— g(w, z(w)) son
medibles.

Demostracion. Se definen a1 : w — (w, z(w)) (a; es medible de (€2, .4) en (2 x R", AR B)
yas:w — (w,x(w),v(w)) (az es medible de (©2,A) en (2 x R* x R", AQ B® B)). Por el
Lema 2.1 se tiene que L; y g son AQ B By A& B medibles respectivamente. Por lo tanto
las composiciones L; o ay v g o a; son medibles. |

En consecuencia, en este trabajo se asumird que las funciones L; (¢t € {0,...,T —1}) y g son
integrandos normales.

Adicionalmente, se considera para la funcién L; la condicién que para todo p,o > 0, existe
una funciéon sumable 7, : £ — R, es decir que tiene esperanza finita tal que

Li(w, ze,v¢) > 1(w) ¢s cuando  |z] < p, |v| <o,
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donde cs abrevia casi seguramente.
Para la funcién g, se considera la condicién que para todo p > 0, existe una funciéon sumable
~ tal que

g(w,2) > y(w) ¢s cuando |z < p.

De esta forma, con las hipdtesis antes establecidas, la esperanza en la Definicion 2.3 mayora
una funciéon sumable y asi tenemos que esta esperanza esta bien definida, ya sea finita 6 +oc.
Estos supuestos adicionales permiten enunciar la siguiente proposicion.

Proposicion 2.3. La funcién x — I(x) es una funcién propia, semicontinua inferior.

Demostracion. Al existir x tal que I(x) < +o0, luego dom(I) # 0. Por lo anterior, las
funciones L; y g mayoran a funciones sumables, por lo que los valores que toma /(x) estdn en
R U {+oc}, por lo tanto I(x) es una funcién propia. Finalmente, la semicontinuidad inferior
de I(x) es consecuencia del Lema de Fatou ([1, Theorem A.21]). |

Para finalizar la introduccion a los integrando normales, los siguientes Lemas muestran
algunas propiedades ttiles que cumplen estos y algunas en general para multifunciones
medibles.

Lema 2.2 ([11, Proposition 14.44, Corollary 14.46]). Sea J un conjunto de indices y f; :
O xR" — R un integrando normal para cada j € .J. Entonces las funciones m,n : Q x R" — R
dadas por

= m(w,x) =2 s, fi(w,x), a; € Ry con J finito,
» n(w,z) = a(w)fj(w,x) para algin j € J y a : Q@ — R, medible.
son integrandos normales.

Lema 2.3 (Medibilidad en sistema de restricciones, [11, Theorem 14.36]). Considere una
multifunciéon X : €2 = R” medible e I1, I conjuntos de indices numerables. Ademéds sean
a; : © — R funciones medibles y f; : Q x R® — R integrandos normales para todo i € I U Is.
Si ademads para i € I, se tiene que f;(w,-) es continua para todo w € €2, luego si se define
C(w), dado por

relC(w)<=zreXWw)y filw,x)—a;(w)<0paraiecl, fi(w,z)—aw)=0paraié€l,

entonces C : 2 = R™ es medible.

Lema 2.4 (Integrando indicatriz, [11, Example 14.32]). La indicatriz ¢ : Q x R* — R de
una multifuncion C : = R" definida por

0 siz e Cw

Oc(w, x) = dc(w)(r) = . )

+oo  siz ¢ C(w)

es un integrando normal si y solo si C' es medible y de valores cerrados.
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Los siguientes lemas muestran algunas operaciones adicionales donde se preserva la caracte-
ristica de ser integrando normal. Una de las operaciones fundamentales para el desarrollo de
este trabajo es la conjugada de Fenchel.

| Definicién 2.13. Sea f: Q x R® = R un integrando normal, se define la conjugada de
f por f* al aplicar para cada w € Q) la conjugada de Fenchel, es decir

f*(w7v) = sup{v-x—f(w,x)}, (2_7>

zeR?
donde “7 denota el producto punto de R".

Lema 2.5 ([11, Theorem 14.50]). Para un integrando normal f : Q x R™ — R se tiene que la
conjugada de f es un integrando normal.

Observacion 2.6. Por lo anterior, es facil concluir que f** es un integrando normal.

El préximo lema establece la existencia de una selecciéon medible de una multifuncién. En este
trabajo solo se necesita enunciar este lema para multifuciones a valores en R™. Sin embargo,
tal como se menciona en [6] existen autores que han generalizado este resultado a espacios
metrizables, completos y separables.

Lema 2.6 (Seleccién Medible, [6, Corollary 1CJ). Sea I' : © = R™ una multifuncién medible
y de valores cerrados, entonces existe v : Dom (I') — R™ medible tal que v(w) € I'(w) para
todo w € Dom (I')

Lema 2.7 ([6, Corollary 1P]). Sea I' : =2 R” una multifuncién de valores cerrados y
medible, y F': Q x R™ — R" una funcién tal que F(w,u) es medible en w y continua en u.
Luego la multifuncion H : ) = R" dada por

H(w) = cl (F(w,T'(w))).
es de valores cerrados y medible.

Lema 2.8 ([6, Corollary 1Q]). Sea I' : Q@ == R™ una multifuncién de valores cerrados y
medible, y defina F': 2 x R™ — R" una funcién tal que F'(w,u) sea medible en w y continua
en u. Luego la multifuncion H : = R™ dada por

Hw)={ueR": Flw,u) € I'(w)}
es de valores cerrados y medible.

Lema 2.9 ([6, Corollary 1R]). Sea I' : Q = R" x R¥ x R™ una multifuncién de valores
cerrados y medible. Luego la multifuncién H : 2 = R™ dada por

H(w)=cd {z € R": 3y € Rfcon (z,y,u(w)) € T'(w)}

donde u : 2 — R™ es medible, es de valores cerrados y medible.
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Observacion 2.7. En el Lema 2.9, el operador clausura (cl) es superfluo si I'(w) es acotado.

Lema 2.10 ([6, Corollary 2X]). Sea f: Q x R®™ — R un integrando propio, convexo y normal
y x : {2 — R™ medible, luego
H(w) = 0f(w,z(w))

es de valores cerrados y medible. Donde 0f(w,-) : R* — R" esta definido por
Of(w,z) ={yeR":y- (' —2)+ f(w,z) < f(w,2') V2’ € R"}. (2-8)

| Definicién 2.14. Un espacio X de funciones medibles x : Q — R" es descomponible
respecto a una medida p si para cada funcion en rg € X y para cada elemento A de la
o—dlgebra asociada a 2 con p(A) < 00 se tiene que las funciones x : 8 — R™ definidas por

z(w) =

zo(w) paraw € Q\ A
x1(w) paraw € A

pertenecen a dicho espacio, para todo x1 : 2 — R™ acotada.

El primer ejemplo que se puede pensar es el espacio que contiene todas las funciones medibles
x: Q2 — R™ Otro ejemplo es LP (1 < p < +00) importante en nuestro caso es dado donde
estd definido el PEB (X.,).

Finalmente, el siguiente resultado permite tener condiciones para intercambiar el minimo
y la esperanza en el problema (P,(£)) de la Definicién 2.3, lo que permitira simplificar el
problema.

Lema 2.11 ([11, Theorem 14.60]). Sea X un espacio de funciones medibles de @ a R™
descomponible, respecto a una medida g finita sobre una o—4algebra A. Si f: Q x R" — R
es un integrando normal, entonces

inf/Qf(w,:11,*(<J.z))clu:/Q inf f(w,x)du

zeX rER”™
siempre que la primera integral no sea idénticamente igual a +o00

Observacion 2.8. Tal como se dijo anteriormente, esto permite cambiar una minimizacion
sobre el espacio a una minimizacién punto a punto. Para asegurar que la primera integral no
es idénticamente +o0o, solo basta que exista un elemento del espacio de funciones donde se
tenga que la integral es finita. Dicho supuesto es usual en optimizacion.

Debido a las Proposiciones 2.1 y 2.3, se concluye que el PEB es de la forma

mf{f(x):z e X} (2-9)

donde X = X, es un espacio de Banach, f = I y en consecuencia f € T'g(X).
Cuando un problema de optimizacion tiene la forma descrita en (2-9) se pueden realizar las
siguientes definiciones.
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| Definicién 2.15. Sea Y un espacio vectorial normado, una funcién ¢ € To(X x Y) se
dice una funcion de perturbacion para un problema de la forma (2-9) si ¢(z,0) = f(z) para
todo v € X. Ademds, a la funcion ¢ se le asocia su funcion valor

Vo(y) = inf{op(x,y) : v € X}.

| Definicién 2.16. Sea ¢ € I'o(X X Y) una funcion de perturbacion asociada al problema
(2-9), se define el problema dual (asociado a ¢) por

Ve (0) = inf{¢"(0,y%) : y* € Y™},
donde Y* denota el espacio dual de'Y .

De esta manera, en el siguiente capitulo se busca establecer un problema dual asociada a una
funcién de perturbacion para el PEB. Indistintamente, se declara a este problema como el
problema dual, sin embargo, no se debe olvidar que este problema es consecuencia de una
funcién de perturbacién en particular.

| Definicién 2.17. Dada una funcién de perturbacion ¢ asociada al problema (2-9). Se
dice que no hay salto de dualidad (Duality gap) si

Vs (0) = =V« (0). (2-10)

2.1. Resumen Supuestos

A continuacién se describen nuevamente los supuestos realizados en este capitulo para el
desarrollo de este trabajo

i)
i) g(w,-) € IH(R™) para w € Q.
{m) Li(w,-, ) € To(R" x R") para t € {0,...,T —1},w € Q.
ii) Existencia de al menos un x € X tal que I(x) < 400
iii) L; (t €{0,...,7 —1}) y g son integrandos normales.

iv) Para la funcién L; la condicién que para todo p,o > 0, existe una funcién sumable
(momento finito) v, : @ — R, es decir que tiene esperanza finita tal que

Li(w, ze,v) > 1(w) es cuando  |z] < p, |v] <o.

Para la funcion g, se considera la condicién que para todo p > 0, existe una funcion
sumable v tal que

g(w,z) > v(w) ¢s cuando |z < p.
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En el capitulo anterior se ha definido el Problema estocastico de Bolza en tiempo discreto
(Definicién 2.3) y se han introducido los supuestos con los que se trabajard, los cuales se
encuentran resumidos en Seccién 2.1. Se ha mencionado que el PEB es de la forma del
problema (2-9), es por ello que en este capitulo se busca definir una funcién de perturbacion
para desarrollar el problema dual asociado. Con una funciéon de perturbacion en particular se
busca establecer el valor del problema dual para el PEB y verificar bajo ciertos supuestos
adicionales que no se tiene salto de dualidad, siendo esto ultimo la principal motivacién de
este estudio.

En primer lugar, se incorpora notaciéon adicional para ayudar al entendimiento del tema,
siendo de mayor utilidad principalmente en el calculo de las conjugadas.

| Definicién 3.1. Para 7€ {0,...,T}, se denota

T
L2 =[] £2(Q A,P)

t=1

Observacion 3.1. Es facil ver que X, introducido en la Definicién 2.2 cumple X, C £.2°
dado que si x = (z,,...,27) € X, luego la o—algebra generada por cada componente z;,
estd contenida en A;, ademas como {At}{t:(]’m’T} es una filtraciéon, entonces la o—algebra
generada por x; estd contenida en A, luego sigue siendo acotadas, por lo que permite concluir
que x esta en L2°.

| Definicién 3.2. Para 1 €{0,...,T} se define

T
b= £ A P)

t=1

donde para algin t € {0,...,T}, LY, A,P) denota el espacio de funciones x : Q — R
integrables sobre (2, A, P).

Observacion 3.2. En el caso 7 = 0, se denota Lj = L.

| Definicién 3.3. Para algin 7 € {0,..., T} y funciones x € £.1>* ey € Ll se define el
producto de dualidad (-,-), entre x ey dado por

v =B () o))

t=1
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Observacién 3.3. Dado x € L.1® ey € L1, el producto de dualidad entre ellos es finito.

A continuacion se presenta un problema, al que luego se demostrara que es un problema dual
(asociado a cierta funcién de perturbacion) del problema de (P,(&)) introducido en Definicién
2.3.

| Definicién 3.4. Se define el problema (D, (n))

Minimizar (Z L} ( EFY Az (w )),Et“(xf(w)))) +E (g*(w, —]ET(xi}(w))))
sobre x* € K, tal que E(zi(w)) = —n

(D (n))

donde L} (w,-,-), g* (w, ) son las conjugadas de Fenchel de L; (w, -, -) , g (w, ), respectivamente
para cada w y K, = {x* = (z,...,2%) € Ll : z} es Ay 1-medible cont € {r,...,T —
1}, % es Ap-medible , E°(z}) = E(zf)}.

El objetivo de aqui en adelante es mostrar que efectivamente (D, (7)) es un problema dual de
(P-(£)), junto con estudiar las funciones valor de los problemas (P,(&)) y (D,(n)) y establecer
bajo que condiciones no se tiene salto de dualidad.

Para ello, se define J, J; : X — R y en consecuencia se estudian los siguientes problemas,

Val(P) = iIel)f( J(x) = E(l(w, E(zo(w)), z7(w))) + E <Z Li(w, x(w), Axt(w))> (P)

t=0

Val(Pg) = ig)f( Jo(x) = E(l(w, zo(w), zp(w))) + E (i Li(w, z(w), Aa:t(w))> : (Pg)

t=0

Establecer las condiciones para no tener salto de dualidad entre los problemas anteriores y
un problema dual asociado, permitird concluir que no se tiene salto de dualidad entre las
funciones valor de los problemas (P,(£)) y (D,(n)) al escoger una forma particular para la
funcion [, la cual serd l(w,§, &) = g(w, &) — (&, n).

De manera general, la funcién [ estd definida de 2 x R” x R" a R. Ademés, basta suponer que
[ es un integrando normal, [(w,-,-) € ['H(R™ x R™) y de manera analoga se puede obtener los
resultados sobre medibilidad, convexidad para los problemas (P) y (Pg), vistos anteriormente.
Los problemas (P) y (Pg) constituye una variacién del problema desarrollado en [9], dado
que tal como se presenta no es aplicable para los objetivos de este trabajo.

Por otro lado, se puede apreciar que (Pg) generaliza a (P), dado que se puede definir
xo(w) = E(zg) (determinista) para cada w € ).
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Se definen las siguientes funciones de perturbacion para los problemas (P), (Pg) respectiva-
mente

o(x, ) = E((w, E(zo(w)) + E(yo(w)), 27(0)+
E ( " Luw, s — B (), Aay(w) + By () + Et“yxw»)
¢G(X, y) =1(l w,$0(W) + yo(w),xT(w))—i—

T-1
g
t=

donde x € X,y € 1.*™°.

—~

Lo, 22(e) — Erpe(w), Ay() + Ergens @) + Et“yxw»)

o

Observacion 3.4. El operador Efy (-) = EfF1(.) — EY(-) se puede interpretar como la ganancia
de informacién de un instante a otro.

Con esto las funciones valor de los problemas (P) y (Pg) asociados a las funciones ¢(x,y) y
¢c(x,y) vienen dadas por

Vo(y) = inf E(l(w, E(zo(w)) + E(yo(w)), zr(w))+

E Z Li(w, 2, — BNy (w), Azy(w) 4+ By (w) + EFy (w))
=0

Vaoly) = fnf E(Uw, 20(w) + yo(w), 27(w))+

T-1

E Zo Liy(w, 2(w) — Exye(w), Az (w) + Exye () + EF gy (w))

Notar que V,4(0) = Val (P) y V. (0) = Val (FPg).
Finalmente, se necesita hablar de subdiferenciales de las funciones valor y estos, en base a lo
anterior, son

Wely) ={y* et (y",y' —y), + Vaoly) < Vo(y') Vy eb™}
Wi (y) ={y* € L' (¥, ¥ = ¥), + Ve (y) < Voo () VY € £}



18 3 Dualidad

3.1. EIl Problema Dual

Proposicion 3.1.  Un problema dual para el problema asociado al valor(P) es,

y* ELI

inf E (I"(w,E(y; (@), B (47(@))))) + E (i L:<w,Et*l(Ay;*(w)),Et“(y;l(w)))) ,

t=0
(D)
con las restricciones
E%(y5) = E(yo):
yi  =FE(y; )cont=1,...,T
vr =E (y7).
El problema dual del problema asociado al valor (Pg), es dado por
T-1
nf B (1" (w, E'(55()), ~E (y7(w))))) + E (Z L; (w, B (Ay; (), Et+1<y;;1<w>>>) ,
t=0
(De)

con las restricciones

vo = E° (),
v, =E'(y; )cont=1,...,T

vr =E"(y7)
Demostracion. La idea es obtener las conjugadas de Vy y V,,. Los cdlculos para ambas son

casi idénticas y cambian en algunos pasos. Por este motivo, solo se calcula la conjugada de
Vs detallandose donde difieren ambas. Luego por definicién la conjugada de Vj,(y) es

Vi (y") = sup {{y,¥"), — Vo ()}

e ys;ilgo{bf, y*)* - ig)f({(b(?(xa Y)}}
= e b0}
" yetmex {E (Z vilw) -y <w>) —E(l(w, zo(w) + yo(w), 77 (w))

- (3 Lo~ B (o). o) + Bhpnn) + E 7o) )

t=0
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Para la conjugada de V,, se tiene

yeb> xeX

V)= s (B (Z ) 50) B Blun(e) + Bl or(e)

—-E <TZ:_1 Ly(w, z(w) — EX 'y (w), Azy(w) + By (w) + ]Etﬂyt(w))) }

t=0

Para continuar con el calculo de las conjugadas se necesitan los siguientes cambios de variables:

ag = To + Yo (3-1)
zp1 =2, —Bhy, t=0...T -1 (3-2)
w1 = Axy +Ehy, +Efyy t=0...T—1 (3-3)
Vg1 =y — BNy, t=0...T -1 (3-4)
uw=yr — Elyp (3-5)
So = Eoyo — Yo (3-6)
Notar que 2,41 v wip1 son A, -medible, y Efty, ;= 0, ETu = 0, E%, = 0.
Para la conjugada de V,, los cambios de variables que difieren son
ao = E(zo(w)) + E(yo(w)) (3-7)
so = 2o(w) +E(yo(w)) — E(zo(w)) — E(yo(w))- (3-8)

En este caso ag € R" y sg es Ap-medible.

De los cambios de variables presentados se obtienen algunas relaciones entre ellas aplicables
directamente en el célculo de las conjugadas. En primer lugar, si se aplica Bt cont =1,...,T
en (3-2), se obtiene

t—1
E™ 2 = x4

EtA_lyt—l =K1z — 2.
De (3-3), junto con lo anterior se tiene

Elyy = wy — oy + 241 — EtA_lyt—l

=W — Ty + 2,

parat=1,...,T.
Por lo tanto,

yr = u+E'yr = u+wr — 7 + 27.
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Ademés
Y1 =Y — By +EA vy + By
=V — % + Wt—1 + Zi—1

parat=2,...,T.

Para el caso t = 1, del caso anterior, se deduce

Yo = yo — Elyo + EQyo + E%yo
=1 — 21 +50—|—E021 + Yo
= vy — 21 + So + ag-
Para la conjugada de V,, la técnica es similar y se obtiene lo mismo, es decir,
Yo = yo — Elyo + EQyo + Ey
= v — 21 + E%% + E% + so — 20 + Exo + Eyp
=v; — 21+ S+ ag.
Con este analisis sobre las variables anteriores, el siguiente paso es ver cémo afectan al

producto dualidad. Directamente se obtiene

T T-1
ZY:'Yt:yg'(vl_Zl+30+a0)+y;"(zT+wT_xT+u)+Zg/:'(vt+l_zt+l+zt+wt>
t=0 t=1

=yo - (50 +ao) —yp- (st +ar) + Dy (e +w) + Dyl (v —2) +yp-u
:ZJS‘(50+CL0)_?/;'xT‘i‘Zy:'(Zt+wt)+2y:71'(Ut—Zt)—i-y}'u
T T
=y5-(sot+ao) —yr-ar+ Y Ui v+ Y Ayl -zt y - wtypu
t=1 t=1
lo que permite deducir

T T
B - (50 + a0)) + E(h - (u — 7)) + E (z v, ) ‘E (z Ay, -z wt) _

t=1 t=1

T—1
E (l(w7 agp, .CCT)) - E (Z Lt+1 ((A.), Zt+17 wt+1)>

t=0

T T
— E(y; - a) + E(E°(y; — y3)s0) + E(y - o) + E((y5 + ETy3) - u) + E (z ) iR (z Ayl 2

t=1

T T -
+E (Z yr wt) — E(l(w,ap,z7)) + E (Z v+ Ely v+ wt> Z (w zt+1,wt+1)> )

t=1 t=1

)+
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Esto tltimo es consecuencia de que 2,41 y w1 son A -medible, y Ef o, = 0, ETu = 0,
EOSO =0.

De las observaciones anteriores y el hecho que las funciones son integrandos normales, se
tiene que V; (y*), es equivalente a

Viay) = s (B (L) 50(6)) - Bl o) + o) )

—E <§_:0 Ly(w, 20 — By (w), Ay (w) + Eayera (W) + Et+1yt<w))> } (3-9)

= sup E{ (5 () — E°(y5(w)) - so}+ (3-10)

s {E T @06 ~ i) + BTG i [+ ()

sup {E(yj(w)ao) + E(yi (@)er) — E(l(w.ap, 7))} + (3-12)

E (Z_:O y SUE)), {Ay:(w)zg—kl + y;—l(w)w;—s—l — Li(w, 241, w£+1>}) (3-13)

— B (B0, B ) + B 3 LB (@5 ) B )

. (3-14)

= ¢6(0,y7) (3-15)
con las restricciones

vy = E°(47) (3-16)

v, =E'(y; )cont=1,...,T (3-17)

yi = E" () (3-18)

Por la existencia de al menos un x tal que el funcional asociado al problema Jg(x) < 400,
el supremo de la definicién de la conjugada no es —oo, luego, de los cambios de variables
el supremo de (3-9) se puede descomponer obteniendo (3-10), (3-11), (3-12) y (3-13) donde
estos ultimos dos es consecuencia de Lema 2.11. Finalmente (3-14) y las restricciones son
obtenidas del hecho que los supremos en (3-10) y (3-11) son 400 al menos que se anulen
y eso ocurre con las condiciones (3-16),(3-17) y (3-18). Por otro lado notar que por Lema
2.5, las funciones L} y [* son integrandos normales por lo que no hay problemas sobre la
medibilidad y las esperanzas tomadas. De este modo también se concluye la igualdad (3-15).



22 3 Dualidad

Para V(y*) se concluye

Vi) = _sw_ (B (S ) 5i(e) - B Blan(w) + Em()r(e)

_E <§_(:) Lo(w, 21 — B ' (w), Azu(w) + Ehgiss (@) + Etﬂyt(w))) } (3-19)

= sup E{(E(y;(w)) ~ E*(y())) - so}+ (3-20)

S {32 (8457 )) = 7 (0))twen) + B () = ()} + (3-21)

sup {(E(y3()))ao + E(yi(w)r) — El(w, a0, v7) 1+ (3-22)

E (Z S (B ()21 + s (@)l — L, 2, wzm}) (3-23)
— E(* (w0, B () ~E7(43()) + E (Z Li(w, B Ay <w>>,Et“<y:H<w>>>)

. (3-24)

=0"(0.y") (3-25)

con las restricciones

E°(y5) = E(ys) (3-26)

yi  =E(y; )cont=1,...,T (3-27)

vr = E" (7). (3-28)

La justificacion de lo anterior es similar al caso V.
De esta forma se ha podido determinar el problema dual del problema (Pg), dado por

0, 0500, = B (1 B 050D B 0 0)) + B 3 i B0 ). B0 ()
(3-29)

con las restricciones

o = E2(y5)
v, =E'(y; )eont=1,...,T
yr =E"(y}).

De forma similar para el caso (D). |
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Observacion 3.5. Notar que

Voo (y") = =07(0,y") = nf{Ve (y) = (v, ¥")} < 6(0) = (0,y%) = Val(Fe)

Esto implica que —Val(Dg) < Val(Pg).
Ademas, se tiene
—¢5(0,y") = =Val(Dg) = Val(Pg)

siy solo si infy,{V,,(y) — (y,¥") } es alcanzado en y = 0, lo cual por definiciéon corresponde a
la condicion y* € 0V, (0), es decir, se tiene una condicién para no tener salto de dualidad.
Lo mismo es replicable a Val(D) y Val(P).

3.2. Condiciones de optimalidad

Se ha logrado establecer una condicién para no tener salto de dualidad de los problemas (P) y
(Pg) y sus respectivos duales (D) y (Dg). Ahora se estudiard bajo qué supuestos se tiene tal
condicién y para ello se veran algunos teoremas relativos al problema (Pg). Las condiciones
a exponer en esta parte son equivalente a las necesarias para los problemas (P, (£)) v (D,(n))
dado que se puede representar el primero como un caso particular del problema general (Pg).

Observacion 3.6. Desde ahora, al problema (Pg) se le denominard indistintamente por
problema general.

| Teorema 3.1. Una condicion suficiente y necesaria para la optimalidad de x € X del
Y
problema general es la existencia de algin y* € L tal que

a) bo(w) = E'%;(w), br(w) = ETyk(w) para algin (by(w), —br(w)) € dl(w, xg, 1) c.S.
b) (B Ayr(w), Epi g (w)) € 0Ly (w, 2 (w), Axy(w)) ¢s Vi=0,...T —1.
c) yf es Appi—medible cont =0,...,T — 1.

De hecho, estas relaciones son satisfechas por x € X e y* € L! si y solo si x resuelve el
problema general e y* € 0¢¢(0)

Demostracion.  Por definicién si y* € d¢;(0), se obtiene

¢c(0) +(y",y), < da(y) Vy € £~
$c(0) < —(y",y), + ¢aly) Vy € L~

Si x resuelve el problema general, entonces x alcanza el infimo en ¢¢(0) y esto, por lo anterior,
es equivalente a tener el infimo de
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(z e ) FE((, Tole) + 30(), Tr()))

+E (Z_: Li(w, T (w) — Bl (w), ATy (w) + Eh g (w) + Etﬂyt(w)))

t=0

sobre X € X e y € 1.*° siendo alcanzadoen X =x ey = 0.

En adelante se omitira el término w de las trayectorias. En consecuencia, el teorema puede
ser establecido, al mostrar que lo anterior se mantiene si y solo si se cumple a), b), ¢) del
enunciado. Al usar los cambios de variables (3-1), (3-2), (3-3), (3-4),(3-5), (3-6) utilizados
para obtener el problema (Dg), se concluye que para demostrar el teorema, se debe obtener
que a), b), ¢) se mantienen si y solo el infimo de

By - a0) — BBy} — 18)so) + E(y - 72) + E((ys — ETy (Z v, ) .
T T T
E (Z Ay ) LB (Z g wt) T E(l(w, a0,77) ~ E (sz‘_l CE 4y wt)
t=1 t=1 t=1
T—1
+E (Z Ly(w, Zt+17wt+1)>

t=0

sobre las variables (3-1), (3-2), (3-3), (3-4),(3-5), (3-6), es alcanzado con

ag = xo (3-30)
To = o (3-31)
g1 =axpcont=0,...,7T—1 (3-32)
wip1 = Az, cont=0,...,T—1 (3-33)
Vg =0cont=0,...,7—1 (3-34)
u=0 (3-35)
s0=0., (3-36)

ya que estas relaciones implican que X =x e y = 0.
Efectivamente, con ¢t = 0 se obtiene

To = To + Yo
zo = To — E'yo + E
0 =E%0 — %o
Luego, restando las primeras dos ecuaciones, se concluye que Elyy = 0 e yg = 0. De esta

manera rg = Xg.
Ademas, de (3-32) y (3-33) para t = 0 se deduce



3.2 Condiciones de optimalidad 25

1 =7 — By + E'yy
Tr1 — g = T — To + Elyo — ]Eoy(] + Elyl.

Se concluye que E?y; = 0 e y; = 0. De esta manera T, = ;.

De esta forma, por induccién, se propone como hipétesis inductiva que Ty—1 = 24—1 € y4—1 = 0
) ) )

por demostrar que se cumple para t. Para esto, notar que

Lo anterior junto a la hipdtesis inductiva, permite probar lo deseado (7; = z; y y; = 0)..
Luego, el infimo descrito anteriormente, se puede descomponer en

fnf {E (63— BTy3) -u) + E (Z<y:_1 - Ey>) } n (337)

vt t=1
nf{E(E’y; — y5)s0)}+ (3-38)
Jnf {~E(yo - ao) +Eyr - xr) + E(l(w, a0, Tr)} + (3-39)
T-1

inf {E (Lt (W, 2041, Wiay) — B Ay 2y — Ety:+1w£+1)} (3-40)

/ /
t=0 *t+1Wi41

El infimo en (3-37), no es —oco a menos que y; = Efly* parat =0,...,7 — 1 e y5 = ETy%,
por lo que el valor de este infimo es 0 y es alcanzado para v; = u = 0. Para el infimo en
(3-38), con el mismo razonamiento de antes, se tiene la condicién E%; = yg, cuyo valor es 0
y alcanzado en sy = 0. Junto con esto, es imposible que se alcancen estos infimos a menos
que estos se anulen y sean alcanzados por s = v; = u = 0 y esto es si y solo si ¢) se cumple
y también se tiene by = yj, by = y4 para algin (by,br). Luego, by = E%;, by = ETys v
como [ es integrando normal, se puede tomar puntualmente su infimo y este es alcanzado
por ag = o, Tr = T si y solo si ap(w) = xo(w), Tr(w) = zr(w), pero esta es la propiedad a).
Para terminar, con argumento similar al anterior, dado que las funciones L, son integrandos
normales, los infimos en (3-39) y (3-40) se pueden tomar puntualmente sobre R", luego
Zir1 = Xy, Wy = Az cont =0,...,T — 1 si y solo si para cada w, se alcanza el infimo casi
seguramente z; ; = 2;(w), wy,; = Azy(w) cont =0,...,T — 1, pero esto corresponde a la
propiedad b).
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En esta parte final se buscan condiciones para establecer el hecho que 0V, (0) # 0, muy
parecido a las condiciones en el caso determinista. Para esto se estableceran los supuestos
necesarios y de esta manera concluir con el Teorema 3.4 que es el teorema que cumple y
resume los objetivos de este trabajo. Es por ello que para la siguiente parte se considera la
siguiente notacion

Fi(w,z) == {w € R" : Ly(w, 2z, wy) < 400} (3-41)
Zy(w) ={z eR": Flw,z) # 0} (3-42)
C(w) :=={(ag,ar) € R" x R" : [(w, ap, ar) < +o0}. (3-43)

| Definicién 3.5. El problema general (Pg) se dice que satisface la condicion recursiva

acotada si parat=20,...,T — 1 se tiene

a) ¥p> 0,0 >0 existe B : Q — R una funcion sumable tal que casi sequramente

2 € Zy(w) y |ze| < pywr € Fi(w, 2ze) y |we| <o
= Li(w, z,wy) < f(w) c.s

b) Vp >0 3p >0 tal que casi sequramente
[2t € Zi(w) vy |ze| < p] = [Pws € Fir(w, 2¢) con ze +wy € Zyyy y |20 +wyi| < Pl
con Zpyp = R™

Bajo esta definicién, w — Z;(w) es una multifuncién de valores cerrados y por ser la funciéon
L; un A —integrando normal se concluye que w — Z;(w) es A;.1— medible, dado que se
puede ver a w — Z;(w) como una proyeccién del multiepigrafo de las funciones L, que por
definicion es A; ;1 —medible. Sin embargo, se necesita una suposicién sobre la medibilidad para
més adelante, la cual es que w — Z;(w) es A;—medible y es basicamente por la restriccién
implicita que esta conlleva y es que x;(w) € Z;(w).

| Definicién 3.6. Se dice que el problema general satisface casi sequramente la condicion
de factibilidad interior si para algin X € X, € > 0 y una funcion sumable oy : 2 — R se

satisface
(To(w), Tr(w)) € Cw), ¥
ademas, parat =0,...,T — 1, se tiene,

2 € Zy(w),wy € Fr(w, z¢) y Li(w, 2z, wy) < ay(w) e.s

cuando |z — Ty| < €, |wy — ATy < e.
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| Definicién 3.7.  Una multifuncién de valores compactos D : Q = (R™)T* se dice no
anticipativa si para cada t =0,...,T la proyeccion

DYw) == {(xo, ..., 2)|F@es1,...,27) con (zg,...,27) € D(w)}

es A;- medible.

Lema 3.1 ([9, Proposition 3]). Suponga que el problema general (Pg) satisface la condiciéon
recursiva (3.5) y Z; definido por (3-42) definida en (3-42) es A;—medible parat =0...,7 —1.
Entonces, para p, > 0 arbitrario con t = 0,...,7, existe una constante p; > p, tal que la
multifuncién de valores compactos D : Q = (R™)"*! definida por

DHw) == {x = (z0,...,7) : |2 < pr y Ay € F(w, )
parat=0,..., 7T — 1}

es no anticipativa. Mas aun, existiran funciones sumables a4 : {2 — R tales que
|Li(w, 24, Azy)| < c(w) s, cuando x € D' (w).

Para establecer el siguiente teorema se pide que Jl(w,xg,zr) sea acotado y la funcién
l(w,ap,ar) = fo(w,ae) + fr(w,ar) donde fy es un Ay -integrando normal y fr es un Ar
-integrando normal e integrando convexo. Note que por definicion

al(w7x0’xT) = {(a’ b) : (avb) ’ ((y07yT) - (xvaT)) + l(w7x0’xT) < l(waymyT) v (yanT)}'

Entonces, como [(w, ag, ar) = fo(w,ao) + fr(w,ar), se tiene

8[(&), xO?"ET) :{(CL, b) : (CL, b) : ((y07 yT) - (mibe)) + fO(WVTO) + fT(w7xT) < fO(wa y0)+
fr(w,yr) V(yo,yr)}-

Si yr = a7, entonces a € Jfy(w,xo) v si yo = xo, entonces b € Jfr(w,zr), de esta forma se
concluye

Ol(w, xg, x7) C Ofo(w, x) X Ofr(w,x7).

| Teorema 3.2. Suponga que el problema general satisface la condicion recursiva acotada
y casi sequramente la condicion de factibilidad interior, la multifuncion Z; es A;—medible
parat =0,...,T — 1. Ademds se supone, Ol(w, xg, 1) es acotado y la funcion l(w, ag, ar) =
fo(w,a0) + fr(w,ar) donde fy es un Ay -integrando normal y fr es un Ar -integrando
normal y convexos. Luego, para que x € X sea optimo en el problema general, es necesario y
suficiente, que exista y* € L1 satisfaciendo a),b),c), del Teorema 3.1 visto anteriormente.
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Demostracion. En primer lugar, se define

-1
hw,ap,ar) =  inf Z Ly (w, 2}, Az}) : 2y = ag, 2 = ar}.

(Rn T+1
De esta forma, h es convexa para cada w, consecuencia de la convexidad de las funciones L,
) )
para cada w. Ademads, considere

C'(w) = dom(h(w,+,-)) := {(ag,ar) : h(w, ap,ar) < +o0}.

Este conjunto tiene interior no vacio casi seguramente, dado por la hipotesis de casi segura-
mente factibilidad interior. De hecho, por la hipdtesis de casi seguramente factibilidad interior
se tiene que existe X y una funcién sumable J como la en la propiedad a) de la hipdtesis de
condiciéon recursiva acotada, es decir, para p, o suficientemente grandes se obtiene

Li(w, xy, Az}) < f(w) cuando ||z' — x| <€

y ademds (Tp(w), Tr(w)) € C(w) Nint(C'(w))
Por otro lado,

Val(Fe) = fuf B, 24), 7)) + E (3 Lionsl(o). Avi(w))

T-1
=K ( inf {l(w, x, o) + Y Ly(w, i, Axi)})
=0

z'€(Rn)T+1
= E (inf{(h(w, ag, ar) + l(w, ay, ar)) : (ag,ar) € C(w) N C'(w)})
= E (inf{(h(w, ap, ar) + l(w, ag, ar)) : (ag, ar) € ri(C(w)) Nint(C'(w))})

Esto es debido a que C'(w) Nint(C'(w)) # 0 y eso implica que ri(C'(w)) Nint(C'(w)) # O casi
seguramente para cada w.

Luego, tiene sentido suponer que h(w, ag, ar) > —oo ¥(ag, ar) cs, ya que, si este no fuera
el caso, se obtiene que tendria que ser —co en int(domh) y esto implicaria que el problema
general tendria el valor —oo por lo hecho anteriormente y esto seria una contradiccion con el
hecho que existe una soluciéon x para el problema general. Es asi que se evita el caso co — oo
cuando se suman [ y h.

De esta forma, x resuelve el problema general si y solo si

inf {(h(w,ag,ar) + l(w,ap,ar))}

(ag,ar)ER™ xXR™

es alcanzada en (ag, ar) = (xo(w), zr(w))
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y el infimo en la definicién de h para (ag,ar) = (xo(w),zr(w)) es alcanzado con x(w) =
(xo(w), ..., xpr(w)) cs.

Esto, desde un punto de vista de subdiferenciales es equivalente a que casi seguramente
(0,0) € O((I 4+ h)(w, xo(w), zr(w)) ¥y como C(w) Nint(C'(w)) # 0 se tiene como consecuencia

I+ h)(w,zo(w), xr(w)) = Ol(w, zo(w), zr(w)) + Oh(w, zo(w), z1(w)).

De esta forma existe (by(w), —br(w)) € Ol(w, xo(w), xr(w)) con (—by(w), br(w)) € Oh(w, xo(w), zr(w))
medibles. Efectivamente, ya que, si se define A(w) dado por

A(w) = {(bg, =br) € R" x R" : (=by, by) € Oh(w, xo(w), zr(w)) A (by, —br) € Ol(w, zo(w), x7(W))}.

Por lo anterior se tiene que casi seguramente A(w) # (), y ademés se tiene que w — A(w) es
de valores cerrados y medible, dado que A(w) = (—0h(w, zo(w), zr(w))) N Ol(w, xo(w), 7 (w)).
Asi, al aplicar los lemas 2.9 y 2.7 con F' como la proyeccién sobre x, se obtiene que

F(A(w)) C F(Ol(w, zo(w), zp(w))) C I folw, zo(w))

. Se tiene que 0 fo(w, zo(w)) es Ay -medible lo que implica que F(A(w)) es Ay -medible de
valores cerrados, luego por el Lema 2.6 se concluye (de forma similar resulta para obtener
br(w)). De esta forma el infimo

inf {h(w,ag, ar) + bo(w) - ag — br(w) - ay}

(ap,ar)ER™XR™

es alcanzado en (z¢(w),zr(w)), y en consecuencia,

T-1
e O T 800) 4 o) — by ()}

es alcanzado en ' = x(w)).

Se ha definido un nuevo problema, cuyo objetivo es utilizarlo de manera que se tenga
y* € L! de tal manera que se cumpla el teorema. Este corresponde a un problema convexo
puntualmente, es decir, por cada w si una solucion es local, luego esta es una solucion global.
De esta forma, solo se requiere tomar atenciéon a x' € X que satisfaga ||x'|| < p donde
7> {Ixll, Il

De esta forma, del Lema 3.1, con p, = p parat = 0,...,T, se obtiene la multifuncién D
definido en Lema 3.1 y vectores T € (R™")T*! que satisfacen parte b) del Lema 3.1. Luego sea

T-1
_ ZLt (w, Tp, ATy) + bo(w) - To — br(w) - T st [[2]] <P
f(w,x) = t=0

“+00 si no .
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Luego, de la forma que se ha definido D, se tiene que D(w) = domf(w,-). Ademds, si
X € D(w), luego

T-1

|f(Wai)| = | Z Ly (Wa Ty, Aft) + bo(w) T — bT(w) '5T|
t=0
T—1

S Z |Lt (w,%t,Ait) ‘ + ‘bo(&)) . fo - bT(w) . fT’

<Zat + ar(w)

donde, ar(w) = |by(w)|po + |br(w)|pr > |bo(w) - To — br(w) - Tr|. Por otro lado, dado que la
funciéon L; es A, i-normal entonces es A-normal , luego f es A-normal (por el Lema 2.2).
De esta forma, para ||x'|| < p implica que |[x'(w)| < p; c.s y en consecuencia

fw Z L (w, 2(w), Az (w)) + bo(w) - 2(w) — br(w) - 2 (w)
Dado que x es solucion lo anterior es equivalente a que

inf E(f(w,x'(w)))

x'eX

es alcanzado en x' = x si y solo si

E( inf /
(z,e(}@)m flw,z ))

es alcanzado en ' = x(w), es decir puntualmente. Ademads, se tiene X € D(w) cuando
X —X| < § y también Li(w, 241, wip1) < ap(w) cuando |z — Tyl < 5y |wir — AT <6
cont=0,...,7—1.

Luego, por [8, pagina 182] se puede concluir que existe q = (qo, . .., qr) € L' tal que E'q; =0
y el problema de minimizacion

inf {f(w,2) + q(w)z'}

(Rn T+

tiene solucién en ' = z(w) donde x es solucion del problema anterior. Ademads, como ||x|| < p
implica |x(w)| < p.
Por definicion de f se tiene

fn {thwt ), A} (w)) + bolw) - #h(w) — br(w) - 2 (w) + 3 arw) - 7]

Rn)T«l»l
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se alcanza en 2’ = x(w), es decir,que 2’ = x(w) es solucién del siguiente problema determinista
dependiente de w,

inf {Z LY (zp(w), Axy(w)) + 1€ (xg, 27) } (Pg)

Rn T+1

con LY (z,wy) = Ly (w, 2, wy) — q(w) - 2 y 1% (ag, ar) = bo(w) - ag — (br(w) + gr(w)) - ar.
Luego, para el caso determinista (ver [9, Theorem 1]) se tiene un vector p € (R™)7! tal que

(o, —pr) € Ol°(20(w), 27 (W)) (3-44)
(Apy, py) € OLY (zo(w), z7(w)). (3-45)

Mas atn, se tiene

Z\pt\ <22 i(w) = 5% (z(w))]/9, (3-46)

donde ;¥ Z Ly (z(w), Azy(w)) + ¥ (2o (w), 27 (w))

Ahora, sea I'(w) el conJunto de p descritos por las ecuaciones (3-44) y (3-45). De esta forma
se tiene que este conjunto es distinto de vacio y acotado. Luego, el objetivo es establecer la
existencia de p que sea A-medible de manera que se tenga p(w) € I'(w) cs. Para esto, por el
Teorema 2.6 solo basta mostrar que la multifuncién ' : © = (R™)T*! tal que w — T'(w) es de
valores cerrados y A-medible. Para esto se usa la siguiente representacion

M(w) = AY(Co(w) X ... x Cy(w) x ... x Cp(w))
donde

Co(w) := 0¥ (xo(w), zr(w))
Cii1(w) := 0Ly (2(w), Axy(w)) cont =0,...T — 1,

y A es una funcién tal que p = (po,p1, . ..,pr) = A(P) = (po, p, Po, Apo, - - -, pT—1, ApT—1).
Es facil ver que A es lineal y como cada C; (t =0,...T) es cerrado, se concluye que I'(w) es
cerrado. Ademds como los subdiferenciales preservan medibilidad (Lema 2.10), se concluye
que I'(w) es A-medible.

De esta forma se ha establecido una funcién p que es A-medible, tal que p(w) € I'(w).
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También se tiene

7% |—|ZL°J ri(w), Az (w)) + 1 (2o(w), 21 (w)) |

<2 L7 (we(w), Awy(w)) | + [I2 (2o(w), 2 (W) |
< _0 | L (w, (W), Azy(w)) = qi(w) - i(w)] + |bo(w) - 2o(w) = (br(w) + gr(w)) - 27 (w)]

M=

< lge|pr + cu(w).

-
Il
o

Junto con lo anterior, se tiene

Ol (zo(w), zr(w)) = (bo(w), —br(w) — gr(w))
OLY (x¢(w), Azy(w)) = 0Ly (w, x¢(w), Azy(w)) — (¢(w),0) con t =0,...T — 1.

Esto implica que

(
pr(w) = —br(w) — ¢r(w)
(Api(w) + ¢ (w), pe(w)) € OLy(w, x¢(w), Azy(w) con t =0,...T — 1.

Por (3-46) se concluye que p € L. Para finalizar, se define yf = E"™!(p;—¢q;) con t =0,...T—1
ey = (pr — qr). Luego y es A;11-medible y .

E'yf =E'p, —E'qs =E'p, cont =0,...T
De esta forma,

(E%y5(w), —E y7(w)) = (bo(w), br(w))

y también
E N (Apy(w) + ¢i(w)) = EF (g1 (w) — pelw) + gi(w))
= E* M (pr1 (W) — pe(w) + @(w) + @41 (W) — @1 (w))
=E™ (41 (W) — 4 (W) + g1 (W)
= E™ (Ay; () + g1 (w))
= E" Ay (w)).
Finalmente, la multifuncién w — 0L;(w, x;(w), Azi(w)) es Ay i-medible, parat =0,..., 7 —1

dado que las funciones L;, x; y Ax; son A, 1 —medibles. Ademéas como esta es una multifuncién
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de valores convexos se toma esperanza condicional respecto a A;,; y usando la anterior se
concluye que

EF (Ayf (w)), EF Y (py(w))) € OLy(w, 74(w), Azy(w)) cont =0,...T — 1,

lo cual permite concluir. |

Observacion 3.7. Sil(w,-,-) es continua en (zo(w),zr(w)) para cada w, entonces se tiene
que Ol(w, zo(w), z7r(w)) es acotada y distinto de vacio. En particular [ es llamado un mapeo
de Carathéodory.

El teorema anterior es establecido en [9] para el caso particular en que [ toma valores
deterministas y no depende de w. Los esfuerzos en este caso son establecer supuestos adicionales
para asegurar la medibilidad de by y by dado que en [9] son deterministas y por tanto vista
como funciones, son medibles y de esta manera se utiliza en cierta parte de la demostracion
argumentos similares a los establecidos en [9].

3.3. Teoremas Principales

Recuerde que V;(§) = Val(P,(€)) v se define W,.(n) = Val(D,(n)), luego con lo visto en las
secciones anteriores se pueden enunciar los siguientes teoremas

| Teorema 3.3. Considere para el problema (Pg) el caso l(w,€,&") = g(w, &) — (&) e
y* € 0V,(0), luego n — W.(n) es la conjugada de & — V-(§) para todo 7 € {0,...,T} fijo.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supéngase que 7 = 0. Al usar la notacion del
problema (Pg), si l(w,&, &) = g(w, &) — (&,n), ast I*(w, r, ") = g*(w,r’) cuando r = —n, +00
en otro caso, en consecuencia se obtiene

~Val(P) = s%p{@, m — Vo(§)}

Val(D) = Wo(n)
como y* € 0V,(0) no se tiene salto de dualidad y en consecuencia

s%p{@,n) = Vo(§)} = =Val(P) = Val(D) = Wo(n).

| Teorema 3.4. Considere las hipétesis del Teorema 3.2, luego se obtiene que n — W(n)
es la conjugada de & — V.(§) para todo T € {0,..., T} fijo.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad, supongase que 7 = 0. Del teorema anterior, se
concluye que [ tiene la forma l(w,&,£') = fo(w, &) + fr(w, &) , entonces por teoremas 3.2 y
3.1 se tiene y* € 0V,(0) y esto significa que no se tiene salto de dualidad, por lo tanto

Slgp{(ﬁ,n) —W()} = —Val(P) = Val(D) = Wy(n).

Observacion 3.8. Note que aqui es facil deducir una relacién sobre los subdiferenciales, la
cual es

n € IV(E) <= £€dV.(n) < V() +V.(n) = (£n).
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Tal como se ha explicado, el tipo de problemas que son cubierto en este trabajo tiene un
amplio campo de aplicaciones. En este trabajo, se abordan dos ejemplos, el primero es un
problema denominado Problema lineal cuadratico, el cual es un problema de control a costo
minimo. El segundo ejemplo que se quiere establecer es un problema de portafolios sobre un
mercado a n pasos. Ademas, se discute como afectan estos sobre ciertas caracteristicas de
mercado como lo es el arbitraje y la completitud.

4.1. Problema Lineal Cuadratico

Sean A, Ay, P, ) matrices n X n, B, By matrices n X m, R una matriz m x my ¢ € R" . Se
establece el problema de costo minimo dado por

E (Tz:_l [thPzt + utTRutD +E (z;QzT)

=0
sobre {zo,...,2r} € Xy {ug,...,ur_1} € U; CR™ tales que

{Zt+1 = (Ao + A)z + (Bo + BiB)uy, cste[0,T—1], (LQ)

2o = &o +7C.
Se considera P, () y R matrices definidas positivas, X; C R" y U; € R™ conjuntos no
vacios, cerrados y convexos. Los ruidos v, {ag,...,ar—1} vy {Bo,-..,Br—1} son variables

aleatorias 1-dimensional definidas sobre un espacio de probabilidad (2,.4,P), tales que
E(oy) =E(B;) =E(y) =0parat=0,...,T—1y

0 sino.

E(asa,) = E(8,5,) = {1 =Sy sefo...T—1).

Ciertamente, por definicién z;,1 es una variable aleatoria que depende sobre v, aq,...,a; v
Bo, - - -, Bt, lo que significa que z;,1 debe ser A;-medible, donde

At:U(’y:aﬂw"7at7607"'76t>'

De esto ultimo se desprende inmediatamente que no se pierde informaciéon a medida que
se avanza en el tiempo. A continuacion, se vera que este problema confirma los supuestos



36 4 Aplicaciones

realizados anteriormente, por lo que se debe escribir la forma de Definicién 2.3. Para esto, se
define

Li(w, my,v) = 2] Pz + 6%, () + 1, Ruy + 0u, (uy) + 6¢(w, (24, v;))

§<w7 xT) = Z;QZTv
donde 0¢(w, (x4, v¢)) = dcw) (e, ve)) ¥
C(w) = {(z,v) s wy = (Ag + aq(w)A — 1)z + (Bo + Bi(w)B)uy },

con xy = (24, Y1) y vy = (wy, ).

Por otro lado, dada las suposiciones que se establecieron para las matrices y los conjuntos
X, Uy, implica que las funciones L; vy §, cumple con la suposiciones realizadas en (2-1).
Ademas, dada las propiedades de las matrices P, R, (), se puede apreciar que L, g=>0.
Ademas, al definir U : Q@ = R™ X : Q = R" dado respectivamente por U(w) = Uy,
X(w) = X; (multifunciones constantes), luego por visto en Observacién 2.4 estas son
medibles y por lo tanto, gracias a Lema 2.4, las funciones dx(-) y dy(-) son integrando
normales.

Ademas, (Ag+ ay(w)A — 1)z, + (By + fi(w) B)u; — wy es un integrando normal, dado que cada
término que suma es un integrando normal (la mayoria son integrando normales constantes y
como «; y fB; son ruidos blancos entonces un integrando normal por los ruidos sigue siendo
integrando normal), finalmente la suma finita de integrandos normales es un integrando
normal. De esta forma C': Q = R", dado por C(w) es de valores cerrados y medible, por lo
tanto dc(w, ) es un integrando normal.

Ahora se procede a calcular las conjugadas de las funciones L, y g, para asi determinar el
dual de este problema que serd de la forma dada por el problema (D, (n)).
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Calculo de L;

Por definicién, la conjugada de la funcion L, est4 dada por
E:(w7$:7 vy) = sup{x; - 7 +vp v — Li(w, v, 04) }
Tt,Vt

=sup{z -z +yp Y+ wl o we +oupuy — ZtTPZt —0x(2) — UtTRUt — 0y (uy)
Tt,Vt

- 50(00, (:Chvt))}
=sup{z -z +y -y +w; - (Ao + aw(w)A — 1)z + (Bo + Be(w)B)uyg) + uy - uy

— thPzt —0x(z) — utTRut — oy ()}

=sup{z; - 2 + Y -y +wp - Aoz +wp - (W) Az + wy - —2 4+ wyp - Bow

+ w; - fr(w)Buy + (uy, ug) — thPzt —dx(z) — utTRut — du(ue)}
= sup{(z; + Ajw; + az(w)A"w; — wy) - z¢ + (uy + Byw; + Br(w)A*wy) - up + y;

Tt,Ut

— 2] Pz — 6x(2) — u/} Ru; — 6p(u,)}

Por otro lado,

f1<Zt) = Z¢ PZt (4—1)
luego, f{(z), esta dada por
filz) = supiz -z — fi(z)} (4-2)

como f; es Gateaux-diferenciable, entonces z; - z; — f1(2;) es Gateaux-diferenciable, continua
y convexa, luego este supremo se alcanza en z; = %P‘lz;“, en consecuencia

fi) =5 (5 P7'). (4:3)
Sea fo = 0x(2t), luego f3(z;), estd dada por
Jo () = sup{a; - 2 — falz)} (4-4)
— sup (&1 - 1} (45)
zt€X1
— oxa () (4:6)

ox,(z}) es denominada como funcién soporte.
Como producto de lo anterior, al definir f3(u;) = u; - Ruy v fa(ur) = u, (ut), se concluye que

fi(e) = (i B) (47)
£i() = o). (48)

" Yt
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Entonces al aplicar lo anterior al calculo de L*, se tiene

E*(w,m’;, vf) = sup{(z; + Ajw; + ap(w)A"w; — wy) - z¢ + (u; + Biw; + Br(w) A" wy) - ur +y; - ye }

— 2] Pz — 6x(2) — u/ Ruy — 6p(uy)}
= supq{(z; + Agw; + ay(w)A"w; —w;) - z; — thPzt —0x(z)}

+ sup{(u; + Biw; + S(w)A*w] - uy — utTRut — oy (u)}
Ut

+ sup{y; - i}
Yt

= (fi+ f2)" (2 + Agwy + au(w)A"wy —wp) + (fs + fa)"(u; + Bow, + fiw)A™wy)

con la condiciéon y; = 0, luego como f1, f5 son continuas y se desarrolla el problema en
dimensién finita, se obtiene

L (w,a7,08) = (i + f2)* (5 + Agw; + cuw) A} —w?) + (fa+ f2)7 (uf + Bywf + Bu(w)A™us)
= F{Of5(25 + Agw; + culw) Awf —wp) + F30F5 (u + Byw; + Bu(w)A%u;)

donde O denota la inf-convolucién, es decir, si Y es un espacio de Banach y v,v5: Y — R
funciones propias. Luego

v10vy(z) = yigé{vl (T —y) +va(y)}

De la misma forma que se ha utilizado para obtener (4-3), se puede deducir que g(z}) =
L Q)

De esta forma, el problema dual es caracterizado por

inf E(Z_; fiBox, (B (Az (w)) + ATE™ (w (w) + 0 (W) AE™ (wf (w)) — B (w (w)))

+ f300u, (B (u) + BIE™ (wy) + Bu(w) A'E" (w}))) + E(iET(aﬁ}(w))TQ1ET(351}(w)))

sobre x* € g tal que E(zj(w)) = —n

donde A*, A5, B*, B al estar en dimension finita simplemente corresponde a la transpuesta
de las matrices A, Ay, B, By respectivamente.

Suponga que los conjuntos F'(w,z;), Z(w) y C;(w) definidos en (2-2) son distintos de vacio,
en particular para el caso de Cg(w) = (5, dado que g no depende de w explicitamente y es
distinta de vacio por la continuidad, los otros casos se tendran para cuando se cumpla la
dindmica establecida en el problema y en particular para cuando det(Ag + ap(w)A — 1)) #0
Cs.
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Por otro lado, notar que este problema satisface la condiciéon recursiva acotada, ya que si
para z; € Zy(w) y |z| < pywy € Fi(w, z:) v |wy| < o, luego

Et(w, Ty, vy) = 2, Pz + u/] Ruy (4-9)

lo cual ya es una funcién sumable. Ademads, la parte b) de la definicién se cumple facilmente,
ya que, para x; € Z; v |r;] < p se puede escoger Ax; que debe pertenecer a Fy(w,x;) por
construccion, entonces se tiene x4 € Zy11 v |2 + Axy| = |z11|p" y se puede pedir que Xy
sea compacto para que no se dependa de w (donde p, p’ > 0).

También satisface trivialmente la casi seguramente la condicién de factibilidad interior, dado
que la funcién g es continua y si x; € Z;(w) y vy € Fy(w, ) entonces las funciones L, también
son continuas.

Finalmente se quiere mostrar que Z;(w) es A;—medible, pero esto es obtenido, dado que L,
por lo dicho anteriormente es A;—integrando normal, luego F; sera A;—medible y por tanto
como Z; se puede ver como el dominio de F} implica que Z; es A;—medible. Por tanto, como
g no depende explicitamente de w y g es continua se tiene las condiciones del Teorema 3.4,
por tanto, no se tiene salto de dualidad.
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4.2. Optimizacion de Portafolios

Otro punto de vista interesante en el que se puede aplicar lo desarrollado en este trabajo
es a la matematica financiera, especificamente a la evaluacion de derivados financieros,
optimizacién de portafolios, entre otras. Durante anos el analisis convexo se ha incorporado
de forma integral a la matematica financiera, desarrollando en varios contextos problemas de
optimizacién y por tanto lo desarrollado en este trabajo se complementa de buena manera.
Uno de los elementos que se utilizan en estos temas son procesos de precios de activos, en este
trabajo se entenderd un activo como un derecho econémico o inversiéon para quien entrega un
bien, ademés estos pueden ser entendidos como un mecanismo de financiamiento para quien
los emite, algunos ejemplos comunes son bonos, divisas, pagarés, etc.

De manera fundamental estos tipos de problemas son interesantes dado que cambio en
los activos subyacentes (puede ser de manera aleatoria) implica cambios en los derivados
financieros.

Los procesos de precios de activos que se consideran son los dados por el modelo a un
paso (con T' = 1), es decir se considera los procesos S : Q x I — RT™ con I = [0,T] N N.
Usualmente, se suele omitir el término w en S(w,t), denotando simplemente S(t). Ademaés,
en primer lugar, solo se considera el modelo a un paso. En el instante ¢ = 0, el término S(0)
la mayoria de las veces es conocido. Por otro lado, propio de la estructura del mercado, no
todos los procesos de activo de precios se considera estocasticos, por lo general se asume que
el proceso S°(t) (donde S°(t), denota la primera componente del proceso S en el instante ¢)
es lo que se llama de manera general un proceso de precio de un activo libre de riesgo, donde
en el caso del modelo a un paso se tiene S°(0) =1y S%(1) =1+ rT =1+ r, donde r se
puede entender como una tasa de interés y de esta manera S° se puede entender como un
bono.

Se define h : Q x I — R un vector de portafolios en donde cada componente determina la
proporcion de n activos a obtener en el tiempo t. En caso del modelo a un paso, solo se tiene
un portafolio elegido por algin inversionista en el tiempo ¢ = 0.

| Definicién 4.1. Se define el proceso de valor M"(-) de un portafolio h, dado por

M"(t)=S(t)-h= iSi(t)hi. (4-10)
Parat =0,
M"(0) = S(0)-h=h"+ Ed: St(t)h' (4-11)

i=1

Donde, se puede interpretar en este tiempo el precio del portafolio h y parat =T =1

M"(T)=S(T)-h=hr"(1+71)+ desi(T)hi (4-12)

i=1



4.2 Optimizacion de Portafolios 41

De manera general un supuesto que se realiza es el hecho que el portafolio h es auto-financiable,
es decir, si para la compra de una nueva cartera de un instante de tiempo a otro debe ser
financiado tnicamente por venta de activos ya en el portafolio o en otras palabras, no se
incurre en gastos extras al vender o comprar un portafolio.

| Definicién 4.2.  Una oportunidad de arbitraje es un portafolio auto-financiable h con un
tiempo de maduracion T tal que

M"0)=0 cs (4-13)
P(M™(T) >0) =1 (4-14)
P(M"(T) > 0) >0 (4-15)

Ademds, se dird que el mercado financiero estd libre de arbitraje si este no tiene oportunidades
de arbitraje.

Observacion 4.1.  La definicién anterior puede ser generalizada a un proceso M dependiente
S distinto al modelo a un paso.

De manera mas intuitiva las ecuaciones anteriores describen que no importando que se
comience con 0 valor monetario, en el tiempo final se es capaz de generar dinero, ganancias,
es decir no se esta tomando ningtn tipo de riesgo al invertir en los activos.

Con lo anterior, considérese una funcién u : dom(u) C R — R continua, creciente y
estrictamente céncava (—u estrictamente convexa), la que se denominard funcién de utilidad.
Ahora, sittiiese en la situacién que un inversionista quiere invertir con un presupuesto limitado
en un mercado financiero, v una funcién de utilidad que refleja las preferencias del inversionista.
Entonces de esta manera la eleccién de un portafolio puede estar basada en la utilidad esperada,
con una restriccién de presupuesto, es decir el problema es

{ maxpegn+1 E(u(M"(T))) (4-16)

st M"(0) < B

donde B es el presupuesto disponible.

Por un lado se debe tener que M"(T) debe estar en el domino de la funcién de utilidad, en
caso contrario se considera que el valor de este problema es —oo, por otro lado, en algunos
contextos se puede considerar otra restriccién y es que el valor del portafolio sea mayor a
una cierta cantidad, que refleja lo que el inversionista quiere obtener como ganancia. Sin
embargo, eso hace mas restrictivo el problema por lo que no se considerara por ahora.
Notar que, en este caso, se puede remover la restriccion de presupuesto considerando un
factor de descuento a la ganancia neta, es decir para u portafolio h se tiene

1

o MMT) M (0) = hy (417)
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Con Y= (07y17 '7yd) € yl = il_g_TT) — SZ(O) con i = 1, ',d

Ademés para un portafolio h tal que h-S(0) < B, luego agregando una inversién libre de
riesgo B — h - S(0) > 0, se puede obtener un portafolio mucho mejor (en el sentido de la
utilidad) dado por (h® + B — h - 5(0),h', -, h?), es por esto que se concentra los esfuerzos en
portafolios tal que h - S(0) = B, es decir, M"(0) = B.

De la ecuacion se obtiene que

M"T)=(1+7)(y+ B) (4-18)

De esta forma se puede definir @(y) = u((1+r)(y + B)). La funcién @, cumple es una funcién
de utilidad, dado que es la composicién de una funcién de utilidad con una funcién lineal. De
esta forma se tiene un problema de optimizaciéon sin restricciones.

Este problema es interesante porque bajo ciertas hipétesis en la funcién de ganancia u
se puede establecer una medida de martingala equivalente y esto por el primer teorema
fundamental de valorizacién de activos implica que es libre de arbitraje. Ahora, usando la idea
fundamental de lo expuesto anteriormente, y extendiendo esta idea al contexto de este trabajo,
considere u : 0 X dom(u) C R — R continua, creciente para cada w € € y un integrando
estrictamente concavo, es decir —u integrando estrictamente convexo. Y ademas se considera
un mercado dado por el modelo a n pasos, S : Q2 x [ — Ri“, con I = [0,7T], la diferencia
es que 1" no es necesariamente igual a 1, luego existen tp =0 <t; < ..., t; < ... <t, =T
(particion del intervalo I) en donde de un tiempo ¢; a un tiempo ¢, sigue el modelo a un
paso, nuevamente se tiene que S(0) = s la mayoria de las veces es conocido. Por otro lado,
propio de la estructura del mercado, no todos los procesos de activo de precios se considera
estocésticos, por lo general se asume que S°(t) es lo que se llama de manera general un
proceso de precio de activo libre de riesgo, donde en el caso del modelo a n pasos, se tiene
590) =1, S°(t1) = 1(1 +rL), de forma general

SO(t;) = 1(1 + T'Z;)j. (4-19)

Se define h : Q x I — R%! un vector de portafolios en donde cada componente determina
la proporcién de d + 1 activos a obtener en el tiempo t € {to,t1,...t;,...,t,}, en caso del
modelo a un paso solo se tiene un portafolio elegido por algin inversionista en el tiempo
t = 0, pero en el caso a n pasos, h depende de las decisiones hechas en cada instante
de tiempo, luego dada la interpretacién los portafolios es razonable pensar (usandose la
definicién de espacio de proceso de toma de decisiones no anticipativo) en que h € X, con
Ay, = 0(S(t),0 <t <t;) (la c—algebra generada por los procesos S hasta el tiempo t;), es
facil ver qué Ay es la o—4lgebra trivial si S(0) es determinista (de aqui se deriva el hecho
de porque en el problema anterior la maximizacién simplemente es sobre R*! y ademads es
evidente que Ag C A, C ... C A, C... C Ar.
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Para este contexto, el proceso de valor M?(-) de un portafolio h, es dado por
d . .
M™(t) = S(t)-hy =Y S (t)h; (4-20)
i=0

Anteriormente se ha tomado el supuesto que el portafolio h es autofinanciable, es decir, si
para la compra de una nueva cartera de un instante de tiempo a otro debe ser financiado
unicamente por venta de activos ya en el portafolio.

| Definicién 4.3. Un portafolio es auto-financiable si

S(tj) ’ htjfl = S(tj) ’ htj (4_21)

S(t;) - hy;_, corresponde al capital que se obtiene al término del periodo [t;_1,;[, usdndose
un portafolio A, , “desarrollado ” en el instante ¢;_;. Luego, la igualdad dada en (4-21) dice
que S(t;) - hy,_, debe ser igual al capital que se invertird en el instante ¢; cuando se defina el
nuevo portafolio , que se mantendra durante el siguiente periodo [t;, ¢; 1],

Con esto y lo expuesto respecto al presupuesto B para el caso del modelo a un paso, se
establece en este caso que M®(0) = B.

Con esto se define el problema de maximizacién de utilidad, dada por

suppex E(u(VH(T)))
st S(t) - he,_, = S(t;) - hy, (4-22)
MP(0) = B.

Lo cual es equivalente a

suppex E(u(w, hr))

s.t S(tj) . ht]‘,1 == Stj . ht]. (4—23)
S h() = B.
Luego, con el hecho que
sup E(u(w, hr)) = — inf E(—u(w, hr)). (4-24)
heX heX

Y si se escribe

Lt(w, hta Aht) =

{0 si S(t) - Ahy =0 (4:25)

too siS(t) Ay #£0
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se plantea el siguiente problema, para obtener un problema estocastico de tipo Bolza en
tiempo discreto

Infnex E(Zte{to ..... tiyeestn_1} Li(w, by, Ahy)) + E(u(w, hr)) (4-26)
hO = 507
donde @ = —u y & es tal que s- & = B, luego @ serda un integrando normal, continuo para

cada w € Q) (es decir, es un mapeo de Carathéodory), convexo.
Ademas, sea v la funcién valor asociado al problema anterior, luego v > —oo en consecuencia
de la continuidad de 7 y que L; > 0. Se define C, : Q = R, por

Cilw)={xeX:5(t) -x, =0}

Se puede apreciar que C; por la Proposicién 2.3 es medible y de valores cerrados (se define
fi(w,z) = S(t) -z y dado que A; es la sigma dlgebra generada hasta el tiempo ¢ y la funcién f;
es medible y para cada w la continuidad es directa), y por tanto esto explica que las funciones
L, son integrandos normales. Luego, el dual asociado al problema anterior es dado por

Minimizar ]E( > Ly (w, Et+1(Ah:),Et+1(hf))) +E (ﬂ*(w, —ET(h*T)))
te{to,...,tj,...,tn_1}

sobre h* € Ko tal que h{y = —n
(4-27)

Donde L; corresponde a la funcién soporte de la multifuncién Cy.

Ademas, se tiene que Z;(w) = R dado que L;, no depende explicitamente de h;, luego
se concluye que Z; es A;—medible. De esta forma queda directo que el problema satisface
la condicion recursiva acotada y casi seguramente la condicion de interior factible, por la
continuidad de .

Luego por el Teorema 3.4, no se tiene salto de dualidad entre los problemas (4-26) y (4-27).
En el caso que el mercado sea libre de arbitraje, se debe tener que dos portafolios solucion
deben tener la misma funcién valor en cada instante, si no se tendria oportunidades de
arbitraje, por lo que la eleccion de & no es crucial.

Por otro lado, un instrumento financiero simple, es una variable aleatoria de la forma
X = ¢(S(T)), donde ¢(-) es una funcién que se denomina funcién de contrato. Algunos
ejemplos son

max{S(T") — K,0} (Opcién Europea de Compra) (4-28)
méx{E(exp{—r7} mix{S(r) — K,0})} (Opciéon Americana de Compra) (4-29)
S(T) — K (Contrato a Plazo) (4-30)
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Donde exp{z} denota la funcién exponencial.

Los contratos a plazo, se establecen entre dos partes materializado en un contrato, en el que
en un instante inicial se fija el valor de compra o venta de la proporciéon de un activo, cuya
ejecucion se realiza en t = T. En ambos contratos se obliga a las partes a la ejecuciéon del
contrato, independiente del valor del activo en tal instante.

Ademas, las opciones de compra o venta también se materializan a través de un contrato
entre dos partes. En este, se especifica tanto el tiempo de ejecucion, proporciéon del activo a
transar. La principal diferencia entre las opciones y los contratos a plazo, es en que estos
se otorga un derecho de compra o venta, pero en ninguna circunstancia constituye una
obligaciéon. Existen distintos tipos de opciones, de los que principalmente en este trabajo
se han mencionado dos, opciones europeas y opciones americanas. La principal diferencia
de lo anterior radica en que con un tiempo 7', en la opcién europea, se ejerce el derecho
de compra o venta en dicho instante, sin embargo, para las opciones americanas se puede
ejercer tal derecho en un tiempo 7 (0 < 7 < T'). Notar que 7 es estocastico (tiempo de parada).

| Definicién 4.4. Se dice que un derivado financiero simple con un tiempo de maduracion
T es alcanzable o replicable, si existe un portafolio h auto financiable tal que

MYT)=X cs (4-31)

Ademds, se denomina que un mercado es completo cuando cada derivado financiero es
alcanzable.

Luego el problema (4-26) se puede adaptar, a la valorizacién de derivados, dado que el
mercado al ser completo se reduce a encontrar un portafolio que alcance al derivado.

Se han mencionado dos conceptos importantes como lo son el arbitraje y la completitud
asociado a mercados financieros. Para verificar esto se tiene asociado los teoremas fundamen-
tales que asocian estos conceptos con la existencia y unicidad de una medida de martingala
equivalente (puede ver [3] y [1]). Sin embargo, se ha construido el modelo a n pasos, de
aqui se puede dar mas estructura, donde para los activos que no son libre de riesgo se tenga
en cada instante, dos posibilidades, llamese a, b asociados a una cierta probabilidad, luego
este mercado se denomina modelo multinomial a n pasos. Este mercado es libre de arbitraje
cuando se tiene a < 1 4+ r < b, ademas se puede mostrar que este mercado es completo
usandose induccion (para mas detalles, puede ver [1]).



5 Conclusiones y Comentarios

Las principales contribuciones de este trabajo son dos:

i) Establecer que la conjugada de la funcién valor del PEB es la funcién valor de su
problema dual para una funcién de perturbacion en particular.

ii) Establecer condiciones para que no haya salto de dualidad.

Esto se demuestra en los teoremas 3.3 y 3.4. Se puede decir que estos ultimos resultados
son la versién estocastica discreta del resultado mostrado en [12, Seccién 5. Si bien se usa
la misma estrategia que en [9], analizar lo que se denominé en este trabajo como proble-
ma general, se debié hacer algunas modificaciones, dado que la estructura dada para la
funcién valor asociada al PBE es distinta, porque en [9], [ es una funcién determinista. Es
por ello que se hacen las modificaciones pertinentes tales como el supuesto de condiciéon
casi seguramente de factibilidad inferior. Luego, agregando condiciones sobre [ para ase-
gurar la medibilidad de by y by. Al igual que en [9] se utilizan los resultados de [8] para concluir.

Se ha podido corroborar los supuestos en un problema clésico como lo es el (LQ), estableciendo
el dual de este, aumentando la dimensionalidad del problema y considerando los controles
como la diferencia de un elemento y el cual no aporta mayores inconvenientes en la deduccién
del dual. Se ha podido construir un problema de optimizacién de portafolios, asociando una
funciéon de ganancia en la cual el objetivo es maximizar el valor esperado de esta funcion. Se
obtuvo que este problema es equivalente al PBE, cumpliendo los supuestos establecidos para
no haya salto de dualidad. Cabe mencionar que este problema se podria haber planteado
desde un punto de vista de minimizar la variabilidad de la funcién ganancia, agregando
restricciones asociadas al valor esperando de la ganancia.

Se ha hecho una conexién con la valoracién de derivados financieros, sin embargo, con las
hipétesis relacionadas con el arbitraje, estas coinciden en su valor. Una extension directa
como trabajo a futuro es estudiar esto cuando el tiempo es continuo, donde la teoria de
martingalas se hace imprescindible y asi para hacer una conexion con la existencia y unicidad
de medidas de martingala equivalentes para procesos de difusién (modelando los procesos de
precios) asociadas a movimientos Brownianos.
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