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Resumen
Este trabajo constituye un estudio de funciones valor de problemas de optimización es-
tocástico tipo Bolza en tiempo discreto, en donde la información disponible caracterizada
por σ−álgebras, juegan un rol importante y además los Lagrangianos y costo final se asumen
convexos. Desarrollando el problema dual, usando la teoría de la conjugada de Fenchel, este
trabajo busca establecer supuestos tales como casi seguramente la condición de factibilidad
interior y la condición recursiva, analizando lo que se ha denominado el problema general y
generando condiciones de optimalidad utilizando principalmente resultados conocidos para el
caso determinista, para no obtener salto de dualidad entre las funciones valor del problema
tipo Bolza y su dual.

Palabras clave: Optimización Estocástica, Problema tipo Bolza, Función valor, LQR,
no anticipativo .

Abstract

This work constitutes a study of value functions of stochastic optimization Bolza problems
in discrete time, in which the available information characterized by σ− algebras, play an
important role and where the Lagrangians and final cost are assumed convex. Developing
the Dual problem using Fenchel’s conjugate theory, this work seeks to establish assumptions
such as almost surely the feasible interior conditions and the recursive condition, analyzing
what has been called the general problem and generating optimality conditions using mainly
known results for the deterministic case and so there is no duality gap between the value
functions of the Bolza problem and its Dual

Keywords: Stochastic Optimization, Bolza Problem, Value Function, LQR, no antici-
pative)
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Lista de símbolos y Abreviaciones

Símbolo o Abreviatura Término
R Conjunto de los números reales
R R ∪ {−∞} ∪ {+∞}
N Conjunto de los números naturales
V al Función valor
cl Operador clausura
E Operador esperanza
Et Esperanza condicional a la sigma álgebra considerada hasta el tiempo t
P Medida de probabilidad
cs Casi seguramente



1 Introducción

Un problema de optimización bajo incertidumbre, es un problema de optimización cuyo
objetivo es principalmente la obtención de una solución “factible”, pero como el azar está
presente en este tipo de problemas, al momento de la toma de decisiones se debe enfrentar
a lo desconocido. Es por ello que la información disponible hasta cierto instante de tiempo
se vuelve imprescindible. De hecho, dependiendo de la información que se tiene disponible,
se pueden obtener distintas soluciones, o en peores casos, no tener ninguna solución. Esta
importancia de la información disponible se puede evidenciar en los problemas de optimización
estocásticos presentados en [14] y [2]. Es por ello que en esta memoria se asumirá que no
hay pérdida de información de un instante a otro y esta información será caracterizada con
filtraciones.
La motivación principal de este trabajo es aprovechar y adaptar herramientas de la optimiza-
ción determinista al caso estocástico. Este tipo de problemas se aplican a modelos tales como
el manejo de inventarios, el control de polución, el modelamiento de problemas financieros, etc.

El tipo de problema con incertidumbre que se aborda en este trabajo se denomina Problema
Estocástico de Bolza (PEB). En esta tesis se trabaja con el tiempo de manera discreta y el
objetivo es analizar la función valor asociada a un PEB adaptando herramientas del análisis
convexo clásico como lo es la dualidad. Es por ello que los problemas que se abordan en este
trabajo tienen una estructura convexa específica y los elementos que definen el problema
(función objetivo, dinámica, etc) dependen explícitamente de la incertidumbre. De esta mane-
ra, se busca estudiar la relación desde el punto de vista de la dualidad entre las funciones
valor del PEB y un problema dual asociado.

En particular este tipo de problemas han sido estudiados en la literatura usando enfoques
similares a los de esta memoria. En [12], se analiza una versión de un Problema de Bolza
(determinista y a tiempo continuo). En este artículo se logran establecer relaciones entre
las funciones valor del problema de optimización y su “problema dual”. En esta memoria se
busca establecer un resultado similar para el PEB.
Además, en [9], se estudia la versión determinista y estocástica de un problema de optimización
en donde, difieren del PEB en la dependencia explicita de la incertidumbre del costo final,
además que no hay un estudio de las funciones valor.
Cabe destacar que un concepto fundamental para el trabajo que se presentará más adelante
son los integrandos normales, los cuales permiten asegurar la medibilidad de los elementos que
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definen el problema. La razón principal para considerar el concepto de integrandos normales
es poder manejar las dificultades que genera la dependencia explícita de la incertidumbre.

En la última parte de este trabajo, se aplican los resultados obtenidos en dos ejemplos. El
primero de ellos es el problema Lineal Cuadrático (LQ) con restricciones de estado. Este
problema, es un problema de control óptimo, es por ello que una de las dificultades es
escribir de forma equivalente el problema LQ como un PEB. Cabe destacar que para tratar
el problema LQ se usan herramientas similares que en [4] y [10].
En segundo lugar, se construye un problema de optimización de portafolios, el que está
asociado a un mercado especificado por un modelo a n pasos. Junto con esto se revisan
conceptos como el arbitraje y la completitud, lo que permite dar una interpretación financiera
al problema.

1.1. Resultado Principal
Ahora se describirá el resultado principal que se demostrará en esta tesis y cuyos detalles
técnicos se verán más adelante.
La función valor a estudiar tiene la estructura

Vτ (ξ) = Min
{
E
(
T−1∑
t=τ

Lt (ω, xt(ω),∆xt(ω))
)

+ E(g(ω, xT (ω))) | E(xτ (ω)) = ξ

}
,

con VT (ξ) = E(g(ω, xT (ω))). Además, ∆xt := xt+1 − xt para cada t ∈ {0, . . . , T − 1}, g
representa el costo final y Lt son costos instantáneos.
Se introduce un problema dual asociado cuya estructura será

Wτ (η) = Min
{
E
(
T−1∑
t=τ

L∗t
(
ω,Et+1(∆x∗t (ω)),Et+1(x∗t (ω))

))
+ E

(
g∗(ω,−ET (x∗T (ω)))

)
| E(x∗τ (ω)) = −η

}
,

donde L∗t (ω, ·, ·) , g∗ (ω, ·) denotan las conjugadas de Fenchel de Lt (ω, ·, ·) , g (ω, ·), respecti-
vamente para cada ω fijo.

Las funciones vistas anteriormente están definidas en espacios apropiados y con una estructura
convexa subyacente.
El resultado principal de esta memoria se puede describir como sigue:

Teorema 1.1. Bajo hipótesis que se presentarán más adelante, η → Wτ (η) es la conjugada
de Fenchel de ξ → Vτ (ξ) para todo τ ∈ {0, . . . , T} fijo.

La demostración del Teorema 1.1 se presenta en Sección 3.3.
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Esquema de demostración Teorema 1.1
A continuación se describirán los que se usarán para demostrar el Teorema 1.1.
El primer paso es definir el problema de optimización estocástico a considerar, luego viene
el estudio de funciones de perturbación, junto con el cálculo de sus conjugadas de Fenchel.
Después, se estudian condiciones de optimalidad. Finalmente, usándose el hecho que no hay
salto de dualidad entre los problemas asociados a una función de permutación (por definir) y
el problema dual definido, se puede concluir.

1.2. Estructura del Manuscrito
En el Capítulo 2 se presenta el Problema estocástico de Bolza en tiempo discreto y se realizan
los supuestos necesarios a medida que se avanza en el documento, definiendo los conceptos
que se van a utilizar. Se definen las multifunciones medibles, integrandos normales, junto con
propiedades y algunas consecuencias. Al final del Capítulo 2 se recuerda el esquema clásico
de dualidad vía funciones de perturbación.
En el Capítulo 3 se introducen estas funciones de perturbación asociadas a dos problemas
de optimización convenientes para los objetivos del trabajo. Se estudian las condiciones
de optimalidad referente a uno de los problemas. Se muestran los teoremas fundamentales
referente a las funciones valor y se propone un problema dual asociado al PEB.
En el Capítulo 4 se aplican los resultados del capítulo anterior a dos ejemplos, los que
son el problema lineal cuadrático y un problema de optimización de portafolios, descritos
anteriormente. En ambos se establece el problema dual asociado.
Finalmente, en el Capítulo 5 se presentan conclusiones y algunos comentarios adicionales.



2 Notación y Preliminares

En este Capítulo se introduce el tipo de problema que se aborda durante el trabajo y se
definen algunos conceptos y notaciones útiles para facilitar la comprensión del documento.

En primer lugar, sea Ω un conjunto no vacío denominado el espacio muestral o de eventos,
A una σ−álgebra de subconjuntos de Ω. Luego (Ω,A) es un espacio de medida, el cual se
puede asociar a una medida P con P(Ω) = 1. El triplete (Ω,A,P) se denomina un espacio de
probabilidad y a P una medida de probabilidad.
Otro concepto importante es el denominado filtración, para ello se fija en el trascurso de este
trabajo un horizonte de tiempo a T ∈ N.

Definición 2.1. Una filtración es una familia de σ-álgebras {At}t∈{0,1...,T} que satisface
las inclusiones

A0 ⊆ A1 ⊆ . . . ⊆ AT−1 ⊆ AT ⊆ A.

Una filtración puede ser interpretada como una representación histórica que no va conteniendo
información futura en cada instante.
Se debe tener en consideración que la información disponible en cada instante, es importante
para problemas estocásticos. Esto es ilustrado con en el contraejemplo de Witsenhausen (para
más detalles puede ver [14] y [2, Section 4.2]). Es por ello que manejar esta información es
una de las dificultades, no tan solo en este trabajo, sino que en cualquier tipo de problema
que tenga incertidumbre.
En particular, en este trabajo la información disponible ha sido modelada con una filtración.
Implícitamente se está asumiendo que no hay pérdida de información de un instante de
tiempo a otro, lo que no siempre sucede. Por ejemplo, se puede considerar una sub σ−álgebra
Ft tal que Ft ⊂ At con At−1 6⊂ Ft (la σ−álgebra Ft representa solo la información disponible
hasta dicho instante), es decir, se pierde información.
Dado t ∈ {0, . . . , T}, L∞(Ω,At,P) denota el espacio de funciones x : Ω→ Rn, At−medibles
y esencialmente acotadas sobre (Ω,At,P).
En consecuencia, para t ∈ {0, . . . T} la σ−álgebra At representa la información disponible
hasta el tiempo t, por tanto decir que una función xt : Ω→ Rn es At-medible quiere decir
que x−1(A) ∈ At para cada conjunto de Borel A (donde X−1 denota la imagen inversa) y se
interpreta como que xt(ω) solo depende de la información hasta ese tiempo y no de detalles
no observados del pasado o eventos arbitrarios del futuro. En otras palabras, no se pierde
información y es no anticipativo.
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Dado lo descrito anteriormente, se define el espacio donde estarán definidos los problemas a
tratar en este trabajo,

Definición 2.2. Para algún τ ∈ {0, . . . , T}, se define el espacio de proceso de toma de
decisiones no anticipativo como

Xτ :=
T∏
t=τ
L∞(Ω,At,P).

Observación 2.1. Cuando τ = 0, por simplicidad se denota X0 = X y los elementos de Xτ

(τ ∈ {0, . . . , T}) se denominarán trayectorias.

Ahora se está en condiciones de definir el problema en el cual se enfoca este trabajo.

Definición 2.3 (Problema estocástico de Bolza en tiempo discreto (PBE)).
Dado un tiempo inicial τ ∈ {0, . . . , T} y un estado inicial ξ ∈ Rn, se define el problema
estocástico de Bolza en tiempo discreto


Minimizar I(x) := E

(
T−1∑
t=τ

Lt (ω, xt(ω),∆xt(ω))
)

+ E(g(ω, xT (ω)))

sobre x ∈ Xτ tal que E(xτ (ω)) = ξ

(Pτ (ξ))

donde ∆xt := xt+1 − xt para cada t ∈ {0, . . . , T − 1}, g : Ω× Rn → R ∪ {+∞} es el costo
final y Lt : Ω× Rn × Rn → R ∪ {+∞} son costos instantáneos.

Este problema se puede entender como el costo total al empezar en un tiempo τ hasta el
horizonte de tiempo T , donde cada Lagrangiano para t ∈ {τ, . . . , T − 1} representa el costo
que se incurre en aquel instante de tiempo. Se denota por Vτ (ξ) al valor de (Pτ (ξ)) para un
tiempo inicial τ ∈ {0, . . . , T} con VT (ξ) = E(g(ω, xT (ω)) donde E(xT (ω)) = ξ.

Definición 2.4. Sea Y un espacio vectorial normado y f : Y → R una función. Se define
el dominio de f denotado por dom(f) y el epígrafo de f denotado por epi(f) mediante

dom(f) = {x ∈ Y : f(x) < +∞}, epi(f) = {(x, r) ∈ Y × R : f(x) ≤ r}.

Una función f se dice propia si dom(f) 6= ∅ y f(x) > −∞ para todo x ∈ Y , convexa si epi(f)
es un conjunto convexo y semicontinua inferior si epi(f) es un conjunto cerrado.
Finalmente, se denota f ∈ Γ0(Y ) si la función f es semicontinua inferior, convexa y propia.

Observación 2.2. Se puede mostrar que f es convexa si y solo si

f(λy1 + (1− λ)y2) ≤ λf(y1) + (1− λ)f(y2) ∀λ ∈ [0, 1], ∀y1, y2 ∈ Y
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El primer supuesto a considerar es la convexidad:

i) g(ω, ·) ∈ Γ0(Rn) para ω ∈ Ω.
ii) Lt(ω, ·, ·) ∈ Γ0(Rn × Rn) para t ∈ {0, . . . , T − 1}, ω ∈ Ω.

(2-1)

Proposición 2.1. Con los supuestos en (2-1), x→ I(x) definido en (Pτ (ξ)) es una función
convexa.
Demostración. Sea λ ∈ [0, 1], x,y ∈ Xτ , luego

I(λx + (1− λ)y) =

E
(
T−1∑
t=τ

Lt (ω, λxt(ω) + (1− λ)yt(ω), λ∆xt(ω) + (1− λ)∆yt(ω))
)

+ E(g(ω, λxT (ω) + (1− λ)yT (ω)))

≤ λE
(
T−1∑
t=τ

Lt (ω, xt(ω),∆xt(ω))
)

+ λE(g(ω, xT (ω))) + (1− λ)E
(
T−1∑
t=τ

Lt (ω, yt(ω),∆yt(ω))
)

+ (1− λ)E(g(ω, yT (ω)))
= λI(x) + (1− λ)I(y)

lo que concluye la demostración.
Otro de los supuestos que se necesita es que exista al menos un x ∈ X tal que I(x) < +∞.
Notar que hay ciertas restricciones implícitas en el supuesto que I(x) no sea idénticamente
+∞. Para esto se considera los siguientes conjuntos

Ft(ω, z) := {w ∈ Rn : Lt(ω, z, w) < +∞} (2-2)
Zt(ω) := {z ∈ Rn : Ft(ω, z) 6= ∅} (2-3)
Cg(ω) := {a ∈ Rn : g(ω, a) < +∞}. (2-4)

Luego, cada x ∈ X tal que I(x) < +∞ debe cumplir

xT (ω) ∈ Cg(ω), ∆xt(ω) ∈ F (ω, xt) y xt(ω) ∈ Zt(ω). (2-5)

La minimización en el problema (Pτ (ξ)) puede ser restringida a los x ∈ X que cumplen con
las restricciones (2-5).
Después de ver las restricciones implícitas que posee el problema, se necesita asegurar la
medibilidad de los elementos del PBE. El análisis para los supuestos necesarios para asegurar
la medibilidad se verá a continuación.
Definición 2.5. Sea A un conjunto, se define la indicatriz de A a la función dada por

δA(x) =

 0 si x ∈ A
+∞ si no.

(2-6)
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Observación 2.3. Si A es un conjunto convexo, entonces δA(x) es una función convexa y si
A es cerrado, entonces δA es una función semicontinua inferior.

Para determinar la At-medibilidad de los mapeos ω 7→ Lt(ω, x(ω), v(ω)) y ω 7→ g(ω, x(ω))
(donde x, v son At-medibles), se necesita introducir la noción de multifunciones medibles, ya
que, no es suficiente que Lt(ω, x, v) sea medible en ω y semicontinua inferior en (x, v) como
lo es en el caso cuando se tiene Lt(x, v) (no depende explícitamente de ω).
Un ejemplo donde se puede apreciar que no es suficiente que (ω, x, v) → Lt(ω, x.v) sea
medible en ω y semicontinua inferior en (x, v) para la medibilidad de ω 7→ Lt(ω, x(ω), v(ω)),
se presenta a continuación.

Ejemplo 2.1. Dado Ω ⊂ [0, 1] un conjunto no medible (existen estos conjuntos por ejemplo
los conjuntos de Vitali), se define

Lt(ω, x, v) =

 0 si x = ω ∈ Ω
+∞ si no.

Fijando ω se tiene que (x, v)→ Lt(ω, x, v) = δ{ω}(x) es semicontinua inferior ({ω} cerrado) y
fijando x, se obtiene que ω → Lt(ω, x, v) = δ{x}(ω) es medible. Sin embargo, si se considera
x(ω) = ω, luego ω → Lt(ω, x(ω), v) = δΩ(ω) no es medible, ya que, δ−1

Ω ({0}) = Ω, el cual no
es medible.

Ahora se presentan algunas definiciones útiles, para tratar las multifunciones, sus característi-
cas y propiedades.

Definición 2.6. Dada una multifunción Γ : Ω ⇒ Rn, se define el dominio y el grafo de
Γ respectivamente por

Dom (Γ) = {ω ∈ Ω : Γ(ω) 6= ∅}, gph (Γ) = {(ω, x) : x ∈ Γ(ω)}.

Además, si Ω1 ⊂ Ω, entonces se tiene que

Γ(Ω1) = ∪ω∈Ω1Γ(ω)

Definición 2.7. La preimagen de una multifunción Γ : Ω ⇒ Rn, se describe por

Γ−1(x) = {ω ∈ Ω : x ∈ Γ(ω)}

Definición 2.8. Se dice que una multifunción Γ : Ω ⇒ Rn es de valores cerrados, si
Γ(ω) ⊂ Rn es un conjunto cerrado para cada ω ∈ Ω.

Definición 2.9 (Multifunción Medible). Sea Γ : Ω ⇒ Rn una multifunción de
valores cerrados, se dice que Γ es medible (respecto a A) si para cada conjunto cerrado
C ⊂ Rn, el conjunto Γ−1(C) es medible, es decir, Γ−1(C) ∈ A.
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Con las definiciones anteriores, se puede introducir la propiedad de integrando normal la cual
será un supuesto sobre las funciones Lt y g para asegurar que los mapeos ω 7→ Lt(ω, x(ω), v(ω))
y ω 7→ g(ω, x(ω)) sean At-medibles.
Definición 2.10 (Multiepígrafo). Dada una función f : Ω × Rn → R, se define el

multiepígrafo Ef : Ω ⇒ Rn+1 asociado a f , por

Ef (ω) = epi f(ω, ·) = {(x, α) ∈ Rn × R : f(ω, x) ≤ α}.

Definición 2.11 (Integrando Normal). Una función f : Ω × Rn → R, se dice un
integrando normal si su multiepígrafo asociado es medible y de valores cerrados.

Observación 2.4. Si se considera una función f : Ω× Rn → R, con f(ω, x) = g(x) y g semi
continua inferior, se tiene que f es un integrando normal dado que su multiepígrafo es de
valores cerrados y constante.

Definición 2.12. Una función f : Ω × Rn → R, se dice un integrando semicontinuo
inferior si f(ω, ·) es semi continua inferior para cada ω ∈ Ω, un integrando convexo si f(ω, ·)
es una función convexa para cada ω ∈ Ω y un integrando propio si f(ω, ·) es una función
propia para cada ω ∈ Ω
Observación 2.5. Si una función f : Ω× Rn → R, es un integrando semicontinuo inferior, se
tiene que su multiepígrafo es de valores cerrados.
Uno de los lemas importantes respecto a los integrandos normales es el siguiente,
Lema 2.1 ([6, Theorem 2A]). Considere f un integrando semicontinuo inferior sobre Ω×Rn.
Si f es un integrando normal, entonces f es A⊗B- medible (B es la álgebra de los conjuntos
de Borel). El converso es cierto si (Ω,A) es completo (si A ∈ A con P(A) = 0 y sea B ⊂ A

entonces B ∈ A).

Proposición 2.2. Sea x : Ω→ Rn y v : Ω→ Rn funciones medibles. Si las funciones Lt y g
son integrandos normales, entonces los mapeos ω 7→ Lt(ω, x(ω), v(ω)) y ω 7→ g(ω, x(ω)) son
medibles.
Demostración. Se definen a1 : ω → (ω, x(ω)) (a1 es medible de (Ω,A) en (Ω× Rn,A⊗B)
y a2 : ω → (ω, x(ω), v(ω)) (a2 es medible de (Ω,A) en (Ω × Rn × Rn,A⊗B⊗B)). Por el
Lema 2.1 se tiene que Lt y g son A⊗B⊗B y A⊗B medibles respectivamente. Por lo tanto
las composiciones Lt ◦ a2 y g ◦ a1 son medibles.
En consecuencia, en este trabajo se asumirá que las funciones Lt (t ∈ {0, . . . , T − 1}) y g son
integrandos normales.
Adicionalmente, se considera para la función Lt la condición que para todo ρ, σ > 0, existe
una función sumable γt : Ω→ R, es decir que tiene esperanza finita tal que

Lt(ω, zt, vt) ≥ γt(ω) cs cuando |zt| ≤ ρ, |vt| ≤ σ,
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donde cs abrevia casi seguramente.
Para la función g, se considera la condición que para todo ρ > 0, existe una función sumable
γ tal que

g(ω, zt) ≥ γ(ω) cs cuando |zt| ≤ ρ.

De esta forma, con las hipótesis antes establecidas, la esperanza en la Definición 2.3 mayora
una función sumable y así tenemos que esta esperanza está bien definida, ya sea finita ó +∞.
Estos supuestos adicionales permiten enunciar la siguiente proposición.

Proposición 2.3. La función x→ I(x) es una función propia, semicontinua inferior.

Demostración. Al existir x tal que I(x) < +∞, luego dom(I) 6= ∅. Por lo anterior, las
funciones Lt y g mayoran a funciones sumables, por lo que los valores que toma I(x) están en
R ∪ {+∞}, por lo tanto I(x) es una función propia. Finalmente, la semicontinuidad inferior
de I(x) es consecuencia del Lema de Fatou ([1, Theorem A.21]).

Para finalizar la introducción a los integrando normales, los siguientes Lemas muestran
algunas propiedades útiles que cumplen estos y algunas en general para multifunciones
medibles.

Lema 2.2 ([11, Proposition 14.44, Corollary 14.46]). Sea J un conjunto de índices y fj :
Ω×Rn → R un integrando normal para cada j ∈ J . Entonces las funciones m,n : Ω×Rn → R
dadas por

m(ω, x) = ∑
j∈J αjfj(ω, x), αj ∈ R+ con J finito,

n(ω, x) = α(ω)fj(ω, x) para algún j ∈ J y α : Ω→ R+ medible.

son integrandos normales.

Lema 2.3 (Medibilidad en sistema de restricciones, [11, Theorem 14.36]). Considere una
multifunción X : Ω ⇒ Rn medible e I1, I2 conjuntos de índices numerables. Además sean
αi : Ω→ R funciones medibles y fi : Ω×Rn → R integrandos normales para todo i ∈ I1 ∪ I2.
Si además para i ∈ I2 se tiene que fi(ω, ·) es continua para todo ω ∈ Ω, luego si se define
C(ω), dado por

x ∈ C(ω)⇐⇒ x ∈ X(ω) y fi(ω, x)− αi(ω) ≤ 0 para i ∈ I1 , fi(ω, x)− αi(ω) = 0 para i ∈ I2

entonces C : Ω ⇒ Rn es medible.

Lema 2.4 (Integrando indicatriz, [11, Example 14.32]). La indicatriz δC : Ω× Rn → R de
una multifuncion C : Ω ⇒ Rn definida por

δC(ω, x) = δC(ω)(x) =

0 si x ∈ C(ω)
+∞ si x 6∈ C(ω)

es un integrando normal si y solo si C es medible y de valores cerrados.
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Los siguientes lemas muestran algunas operaciones adicionales donde se preserva la caracte-
rística de ser integrando normal. Una de las operaciones fundamentales para el desarrollo de
este trabajo es la conjugada de Fenchel.

Definición 2.13. Sea f : Ω× Rn → R un integrando normal, se define la conjugada de
f por f ∗ al aplicar para cada ω ∈ Ω la conjugada de Fenchel, es decir

f ∗(ω, v) = sup
x∈Rn
{v · x− f(ω, x)}, (2-7)

donde “·” denota el producto punto de Rn.

Lema 2.5 ([11, Theorem 14.50]). Para un integrando normal f : Ω×Rn → R se tiene que la
conjugada de f es un integrando normal.

Observación 2.6. Por lo anterior, es fácil concluir que f ∗∗ es un integrando normal.

El próximo lema establece la existencia de una selección medible de una multifunción. En este
trabajo solo se necesita enunciar este lema para multifuciones a valores en Rn. Sin embargo,
tal como se menciona en [6] existen autores que han generalizado este resultado a espacios
metrizables, completos y separables.

Lema 2.6 (Selección Medible, [6, Corollary 1C]). Sea Γ : Ω ⇒ Rn una multifunción medible
y de valores cerrados, entonces existe v : Dom (Γ)→ Rn medible tal que v(ω) ∈ Γ(ω) para
todo ω ∈ Dom (Γ)

Lema 2.7 ([6, Corollary 1P]). Sea Γ : Ω ⇒ Rn una multifunción de valores cerrados y
medible, y F : Ω× Rm → Rn una función tal que F (ω, u) es medible en ω y continua en u.
Luego la multifunción H : Ω ⇒ Rn dada por

H(ω) = cl (F (ω,Γ(ω))).

es de valores cerrados y medible.

Lema 2.8 ([6, Corollary 1Q]). Sea Γ : Ω ⇒ Rn una multifunción de valores cerrados y
medible, y defina F : Ω×Rm → Rn una función tal que F (ω, u) sea medible en ω y continua
en u. Luego la multifunción H : Ω ⇒ Rm dada por

H(ω) = {u ∈ Rm : F (ω, u) ∈ Γ(ω)}

es de valores cerrados y medible.

Lema 2.9 ([6, Corollary 1R]). Sea Γ : Ω ⇒ Rn × Rk × Rm una multifunción de valores
cerrados y medible. Luego la multifunción H : Ω ⇒ Rn dada por

H(ω) = cl {x ∈ Rn : ∃y ∈ Rkcon (x, y, u(ω)) ∈ Γ(ω)}

donde u : Ω→ Rm es medible, es de valores cerrados y medible.
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Observación 2.7. En el Lema 2.9, el operador clausura (cl) es superfluo si Γ(ω) es acotado.

Lema 2.10 ([6, Corollary 2X]). Sea f : Ω×Rn → R un integrando propio, convexo y normal
y x : Ω→ Rn medible, luego

H(ω) = ∂f(ω, x(ω))

es de valores cerrados y medible. Donde ∂f(ω, ·) : Rn → Rn está definido por

∂f(ω, x) := {y ∈ Rn : y · (x′ − x) + f(ω, x) ≤ f(ω, x′) ∀ x′ ∈ Rn}. (2-8)

Definición 2.14. Un espacio X de funciones medibles x : Ω → Rn es descomponible
respecto a una medida µ si para cada función en x0 ∈ X y para cada elemento A de la
σ−álgebra asociada a Ω con µ(A) < +∞ se tiene que las funciones x : Ω→ Rn definidas por

x(ω) =

x0(ω) para ω ∈ Ω \ A
x1(ω) para ω ∈ A

pertenecen a dicho espacio, para todo x1 : Ω→ Rn acotada.

El primer ejemplo que se puede pensar es el espacio que contiene todas las funciones medibles
x : Ω→ Rn. Otro ejemplo es Lp (1 ≤ p ≤ +∞) importante en nuestro caso es dado donde
está definido el PEB (Xτ ).
Finalmente, el siguiente resultado permite tener condiciones para intercambiar el mínimo
y la esperanza en el problema (Pτ (ξ)) de la Definición 2.3, lo que permitirá simplificar el
problema.

Lema 2.11 ([11, Theorem 14.60]). Sea X un espacio de funciones medibles de Ω a Rn

descomponible, respecto a una medida µ finita sobre una σ−álgebra A. Si f : Ω× Rn → R
es un integrando normal, entonces

ı́nf
x∈X

∫
Ω
f(ω, x(ω))dµ =

∫
Ω

ı́nf
x∈Rn

f(ω, x)dµ

siempre que la primera integral no sea idénticamente igual a +∞

Observación 2.8. Tal como se dijo anteriormente, esto permite cambiar una minimización
sobre el espacio a una minimización punto a punto. Para asegurar que la primera integral no
es idénticamente +∞, solo basta que exista un elemento del espacio de funciones donde se
tenga que la integral es finita. Dicho supuesto es usual en optimización.

Debido a las Proposiciones 2.1 y 2.3, se concluye que el PEB es de la forma

ı́nf{f(x) : x ∈ X} (2-9)

donde X = Xτ es un espacio de Banach, f = I y en consecuencia f ∈ Γ0(X).
Cuando un problema de optimización tiene la forma descrita en (2-9) se pueden realizar las
siguientes definiciones.
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Definición 2.15. Sea Y un espacio vectorial normado, una función φ ∈ Γ0(X × Y ) se
dice una función de perturbación para un problema de la forma (2-9) si φ(x, 0) = f(x) para
todo x ∈ X. Además, a la función φ se le asocia su función valor

Vφ(y) = ı́nf{φ(x, y) : x ∈ X}.

Definición 2.16. Sea φ ∈ Γ0(X × Y ) una función de perturbación asociada al problema
(2-9), se define el problema dual (asociado a φ) por

Vφ∗(0) = ı́nf{φ∗(0, y∗) : y∗ ∈ Y ∗},

donde Y ∗ denota el espacio dual de Y .

De esta manera, en el siguiente capítulo se busca establecer un problema dual asociada a una
función de perturbación para el PEB. Indistintamente, se declara a este problema como el
problema dual, sin embargo, no se debe olvidar que este problema es consecuencia de una
función de perturbación en particular.
Definición 2.17. Dada una función de perturbación φ asociada al problema (2-9). Se

dice que no hay salto de dualidad (Duality gap) si

Vφ(0) = −Vφ∗(0). (2-10)

2.1. Resumen Supuestos
A continuación se describen nuevamente los supuestos realizados en este capítulo para el
desarrollo de este trabajo

i) i) g(ω, ·) ∈ Γ0(Rn) para ω ∈ Ω.
ii) Lt(ω, ·, ·) ∈ Γ0(Rn × Rn) para t ∈ {0, . . . , T − 1}, ω ∈ Ω.

ii) Existencia de al menos un x ∈ X tal que I(x) < +∞

iii) Lt (t ∈ {0, . . . , T − 1}) y g son integrandos normales.

iv) Para la función Lt la condición que para todo ρ, σ > 0, existe una función sumable
(momento finito) γt : Ω→ R, es decir que tiene esperanza finita tal que

Lt(ω, zt, vt) ≥ γt(ω) cs cuando |zt| ≤ ρ, |vt| ≤ σ.

Para la función g, se considera la condición que para todo ρ > 0, existe una función
sumable γ tal que

g(ω, zt) ≥ γ(ω) cs cuando |zt| ≤ ρ.



3 Dualidad

En el capítulo anterior se ha definido el Problema estocástico de Bolza en tiempo discreto
(Definición 2.3) y se han introducido los supuestos con los que se trabajará, los cuales se
encuentran resumidos en Sección 2.1. Se ha mencionado que el PEB es de la forma del
problema (2-9), es por ello que en este capítulo se busca definir una función de perturbación
para desarrollar el problema dual asociado. Con una función de perturbación en particular se
busca establecer el valor del problema dual para el PEB y verificar bajo ciertos supuestos
adicionales que no se tiene salto de dualidad, siendo esto último la principal motivación de
este estudio.
En primer lugar, se incorpora notación adicional para ayudar al entendimiento del tema,
siendo de mayor utilidad principalmente en el cálculo de las conjugadas.

Definición 3.1. Para τ ∈ {0, . . . , T}, se denota

Ł∞τ :=
T∏
t=τ
L∞(Ω,A,P)

Observación 3.1. Es fácil ver que Xτ introducido en la Definición 2.2 cumple Xτ ⊂ Ł∞τ ,
dado que si x = (xτ , . . . , xT ) ∈ Xτ , luego la σ−álgebra generada por cada componente xt,
está contenida en At, además como {At}{t=0,...,T} es una filtración, entonces la σ−álgebra
generada por xt está contenida en A, luego sigue siendo acotadas, por lo que permite concluir
que x está en Ł∞τ .

Definición 3.2. Para τ ∈ {0, . . . , T} se define

Ł1
τ :=

T∏
t=τ
L1(Ω,A,P)

donde para algún t ∈ {0, . . . , T}, L1(Ω,A,P) denota el espacio de funciones x : Ω → Rn

integrables sobre (Ω,A,P).

Observación 3.2. En el caso τ = 0, se denota Ł1
0 = Ł1.

Definición 3.3. Para algún τ ∈ {0, . . . , T} y funciones x ∈ Ł+∞
τ e y ∈ Ł1

τ se define el
producto de dualidad 〈·, ·〉∗ entre x e y dado por

〈x,y〉∗ = E
(

T∑
t=τ

xt(ω) · yt(ω)
)
.
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Observación 3.3. Dado x ∈ Ł+∞
τ e y ∈ Ł1

τ , el producto de dualidad entre ellos es finito.

A continuación se presenta un problema, al que luego se demostrará que es un problema dual
(asociado a cierta función de perturbación) del problema de (Pτ (ξ)) introducido en Definición
2.3.

Definición 3.4. Se define el problema (Dτ (η))
Minimizar E

(
T−1∑
t=τ

L∗t
(
ω,Et+1(∆x∗t (ω)),Et+1(x∗t (ω))

))
+ E

(
g∗(ω,−ET (x∗T (ω)))

)
sobre x∗ ∈ Kτ tal que E(x∗τ (ω)) = −η

(Dτ (η))

donde L∗t (ω, ·, ·) , g∗ (ω, ·) son las conjugadas de Fenchel de Lt (ω, ·, ·) , g (ω, ·), respectivamente
para cada ω y Kτ = {x∗ = (x∗τ , . . . , x∗T ) ∈ Ł1

τ : x∗t es At+1-medible con t ∈ {τ, . . . , T −
1}, x∗T es AT -medible , E0(x∗0) = E(x∗0)}.

El objetivo de aquí en adelante es mostrar que efectivamente (Dτ (η)) es un problema dual de
(Pτ (ξ)), junto con estudiar las funciones valor de los problemas (Pτ (ξ)) y (Dτ (η)) y establecer
bajo que condiciones no se tiene salto de dualidad.

Para ello, se define J, JG : X→ R y en consecuencia se estudian los siguientes problemas,

Val(P ) = ı́nf
x∈X

J(x) = E(l(ω,E(x0(ω)), xT (ω))) + E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω))
)

(P )

Val(PG) = ı́nf
x∈X

JG(x) = E(l(ω, x0(ω), xT (ω))) + E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω))
)
. (PG)

Establecer las condiciones para no tener salto de dualidad entre los problemas anteriores y
un problema dual asociado, permitirá concluir que no se tiene salto de dualidad entre las
funciones valor de los problemas (Pτ (ξ)) y (Dτ (η)) al escoger una forma particular para la
función l, la cual será l(ω, ξ, ξ′) = g(ω, ξ′)− 〈ξ, η〉.
De manera general, la función l está definida de Ω×Rn×Rn a R. Además, basta suponer que
l es un integrando normal, l(ω, ·, ·) ∈ Γ0(Rn × Rn) y de manera análoga se puede obtener los
resultados sobre medibilidad, convexidad para los problemas (P ) y (PG), vistos anteriormente.
Los problemas (P ) y (PG) constituye una variación del problema desarrollado en [9], dado
que tal como se presenta no es aplicable para los objetivos de este trabajo.
Por otro lado, se puede apreciar que (PG) generaliza a (P ), dado que se puede definir
x0(ω) = E(x0) (determinista) para cada ω ∈ Ω.
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Se definen las siguientes funciones de perturbación para los problemas (P ), (PG) respectiva-
mente

φ(x,y) = E(l(ω,E(x0(ω)) + E(y0(ω)), xT (ω))+

E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt − Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

)
φG(x,y) = E(l(ω, x0(ω) + y0(ω), xT (ω))+

E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω)− Et∆yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))
)

donde x ∈ X,y ∈ Ł∞.

Observación 3.4. El operador Et∆(·) = Et+1(·)− Et(·) se puede interpretar como la ganancia
de información de un instante a otro.

Con esto las funciones valor de los problemas (P ) y (PG) asociados a las funciones φ(x,y) y
φG(x,y) vienen dadas por

Vφ(y) = ı́nf
x∈X

E(l(ω,E(x0(ω)) + E(y0(ω)), xT (ω))+

E
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt − Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

VφG
(y) = ı́nf

x∈X
E(l(ω, x0(ω) + y0(ω), xT (ω))+

E
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω)− Et∆yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

Notar que Vφ(0) = Val (P ) y VφG
(0) = Val (PG).

Finalmente, se necesita hablar de subdiferenciales de las funciones valor y estos, en base a lo
anterior, son

∂Vφ(y) := {y∗ ∈ Ł1 : 〈y∗,y′ − y〉∗ + Vφ(y) ≤ Vφ(y′) ∀y′ ∈ Ł∞}
∂VφG

(y) := {y∗ ∈ Ł1 : 〈y∗,y′ − y〉∗ + VφG
(y) ≤ VφG

(y′) ∀y′ ∈ Ł∞}.
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3.1. El Problema Dual

Proposición 3.1. Un problema dual para el problema asociado al valor(P ) es,

ı́nf
y∗∈Ł1

E
(
l∗(ω,E(y∗0(ω)),−ET (y∗T (ω))))

)
+ E

(
T−1∑
t=0

L∗t (ω,Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(y∗t+1(ω)))
)
,

(D)

con las restricciones

E0(y∗0) = E(y∗0),
y∗t−1 = Et(y∗t−1) con t = 1, . . . , T
y∗T = ET (y∗T ).

El problema dual del problema asociado al valor (PG), es dado por

ı́nf
y∗∈L1

E
(
l∗(ω,E0(y∗0(ω)),−ET (y∗T (ω))))

)
+ E

(
T−1∑
t=0

L∗t (ω,Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(y∗t+1(ω)))
)
,

(DG)

con las restricciones

y∗0 = E0(y∗0),
y∗t−1 = Et(y∗t−1) con t = 1, . . . , T
y∗T = ET (y∗T )

Demostración. La idea es obtener las conjugadas de Vφ y VφG
. Los cálculos para ambas son

casi idénticas y cambian en algunos pasos. Por este motivo, solo se calcula la conjugada de
VφG

detallándose donde difieren ambas. Luego por definición la conjugada de VφG
(y) es

V ∗φG
(y∗) = sup

y∈Ł∞
{〈y,y∗〉∗ − VφG

(y)}

= sup
y∈Ł∞
{〈y,y∗〉∗ − ı́nf

x∈X
{φG(x,y)}}

= sup
y∈Ł∞,x∈X

{〈y,y∗〉∗ − φG(x,y)}

= sup
y∈Ł∞,x∈X

{
E
(

T∑
t=0

yt(ω) · y∗t (ω)
)
− E (l(ω, x0(ω) + y0(ω), xT (ω))

− E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt − Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

)}
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Para la conjugada de Vφ se tiene

V ∗φ (y∗) = sup
y∈Ł∞,x∈X

{
E
(

T∑
t=0

yt(ω) · y∗t (ω)
)
− E (l(ω,E(x0(ω)) + E(y0(ω)), xT (ω))

− E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω)− Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

)}
.

Para continuar con el cálculo de las conjugadas se necesitan los siguientes cambios de variables:

a0 = x0 + y0 (3-1)
zt+1 = xt − Et∆yt t = 0 . . . T − 1 (3-2)
wt+1 = ∆xt + Et∆yt + Et+1yt+1 t = 0 . . . T − 1 (3-3)
vt+1 = yt − Et+1yt t = 0 . . . T − 1 (3-4)
u = yT − ETyT (3-5)
s0 = E0y0 − y0 (3-6)

Notar que zt+1 y wt+1 son At+1-medible, y Et+1vt+1 = 0, ETu = 0, E0s0 = 0.
Para la conjugada de Vφ, los cambios de variables que difieren son

a0 = E(x0(ω)) + E(y0(ω)) (3-7)
s0 = x0(ω) + E0(y0(ω))− E(x0(ω))− E(y0(ω)). (3-8)

En este caso a0 ∈ Rn y s0 es A0-medible.
De los cambios de variables presentados se obtienen algunas relaciones entre ellas aplicables
directamente en el cálculo de las conjugadas. En primer lugar, si se aplica Et−1 con t = 1, . . . , T
en (3-2), se obtiene

Et−1zt = xt−1

Et−1
∆ yt−1 = Et−1zt − zt.

De (3-3), junto con lo anterior se tiene

Etyt = wt − xt + xt−1 − Et−1
∆ yt−1

= wt − xt + zt,

para t = 1, . . . , T .
Por lo tanto,

yT = u+ ETyT = u+ wT − xT + zT .
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Además

yt−1 = yt−1 − Etyt−1 + E∆t−1yt−1 + Et−1yt−1

= vt − zt + wt−1 + zt−1

para t = 2, . . . , T .

Para el caso t = 1, del caso anterior, se deduce

y0 = y0 − E1y0 + E0
∆y0 + E0y0

= v1 − z1 + s0 + E0z1 + y0

= v1 − z1 + s0 + a0.

Para la conjugada de Vφ la técnica es similar y se obtiene lo mismo, es decir,

y0 = y0 − E1y0 + E0
∆y0 + E0y0

= v1 − z1 + E0z1 + E0y0 + s0 − x0 + Ex0 + Ey0

= v1 − z1 + s0 + a0.

Con este análisis sobre las variables anteriores, el siguiente paso es ver cómo afectan al
producto dualidad. Directamente se obtiene
T∑
t=0

y∗t · yt = y∗0 · (v1 − z1 + s0 + a0) + y∗T · (zT + wT − xT + u) +
T−1∑
t=1

y∗t · (vt+1 − zt+1 + zt + wt)

= y∗0 · (s0 + a0)− y∗T · (sT + xT ) +
T−1∑
t=1

y∗t · (zt + wt) +
T−1∑
t=1

y∗t−1 · (vt − zt) + y∗T · u

= y∗0 · (s0 + a0)− y∗T · xT +
T∑
t=1

y∗t · (zt + wt) +
T∑
t=1

y∗t−1 · (vt − zt) + y∗T · u

= y∗0 · (s0 + a0)− y∗T · xT +
T∑
t=1

y∗t−1 · vt +
T∑
t=1

∆y∗t−1 · zt + y∗t · wt + y∗T · u

lo que permite deducir

E(y∗0 · (s0 + a0)) + E(y∗T · (u− xT )) + E
(

T∑
t=1

y∗t−1 · vt
)

+ E
(

T∑
t=1

∆y∗t−1 · zt + y∗t · wt
)
−

E (l(ω, a0, xT ))− E
(
T−1∑
t=0

Lt+1(ω, zt+1, wt+1)
)

= E(y∗0 · a0) + E(E0(y∗0 − y∗0)s0) + E(y∗T · xT ) + E((y∗T + ETy∗T ) · u) + E
(

T∑
t=1

y∗t−1 · vt
)

+ E
(

T∑
t=1

∆y∗t−1 · zt
)

+

+ E
(

T∑
t=1

y∗t · wt
)
− E(l(ω, a0, xT )) + E

(
T∑
t=1

(y∗t−1 + Ety∗t−1)vt + yt · wt
)
− E

(
T−1∑
t=0

Lt(ω, zt+1, wt+1)
)
.
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Esto último es consecuencia de que zt+1 y wt+1 son At+1-medible, y Et+1vt+1 = 0, ETu = 0,
E0s0 = 0.
De las observaciones anteriores y el hecho que las funciones son integrandos normales, se
tiene que V ∗φG

(y∗), es equivalente a

V ∗φG
(y∗) = sup

y∈Ł∞,x∈X

{
E
(

T∑
t=0

yt(ω) · y∗t (ω)
)
− E(l(ω, x0(ω) + y0(ω), xT (ω))

− E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt − Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

)}
(3-9)

= sup
s0

E{
(
y∗0(ω)− E0(y∗0(ω))

)
· s0}+ (3-10)

sup
u,vt+1

{
E
T−1∑
t=0

(Et+1(y∗t (ω))− y∗t (ω))vt+1) + ET ((y∗T (ω)− y∗T (ω))u)
}

+ (3-11)

sup
a0,xT

{E(y∗0(ω)a0) + E(y∗T (ω)xT )− E(l(ω, a0, xT ))}+ (3-12)

E

T−1∑
t=0

sup
z′t+1,w

′
t+1

{
∆y∗t (ω)z′t+1 + y∗t+1(ω)w′t+1 − Lt(ω, zt+1, w

′
t+1)

} (3-13)

= E
(
l∗(ω,E0(y∗0(ω)),−ET (y∗T (ω))))

)
+ E

(
T−1∑
t=0

L∗t (ω,Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(y∗t+1(ω)))
)

(3-14)
= φ∗G(0,y∗) (3-15)

con las restricciones

y∗0 = E0(y∗0) (3-16)
y∗t−1 = Et(y∗t−1) con t = 1, . . . , T (3-17)
y∗T = ET (y∗T ) (3-18)

Por la existencia de al menos un x tal que el funcional asociado al problema JG(x) < +∞,
el supremo de la definición de la conjugada no es −∞, luego, de los cambios de variables
el supremo de (3-9) se puede descomponer obteniendo (3-10), (3-11), (3-12) y (3-13) donde
estos últimos dos es consecuencia de Lema 2.11. Finalmente (3-14) y las restricciones son
obtenidas del hecho que los supremos en (3-10) y (3-11) son +∞ al menos que se anulen
y eso ocurre con las condiciones (3-16),(3-17) y (3-18). Por otro lado notar que por Lema
2.5, las funciones L∗t y l∗ son integrandos normales por lo que no hay problemas sobre la
medibilidad y las esperanzas tomadas. De este modo también se concluye la igualdad (3-15).
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Para V ∗φ (y∗) se concluye

V ∗φ (y∗) = sup
y∈Ł∞,x∈X

{
E
(

T∑
t=0

yt(ω) · y∗t (ω)
)
− E(l(ω,E(x0(ω)) + E(y0(ω)), xT (ω))

− E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt − Et+1
∆ yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))

)}
(3-19)

= sup
s0

E{
(
E(y∗0(ω))− E0(y∗0(ω))

)
· s0}+ (3-20)

sup
u,vt+1

{E
T−1∑
t=0

(Et+1(y∗t (ω))− y∗t (ω))vt+1) + ET ((y∗T (ω)− y∗T (ω))u)}+ (3-21)

sup
a0,xT

{(E(y∗0(ω)))a0 + E(y∗T (ω)xT )− El(ω, a0, xT )}+ (3-22)

E

T−1∑
t=0

sup
z′t+1,w

′
t+1

{∆y∗t (ω)z′t+1 + y∗t+1(ω)w′t+1 − Lt(ω, zt+1, w
′
t+1)}

 (3-23)

= E(l∗(ω,E(y∗0(ω)),−ET (y∗T (ω)))) + E
(
T−1∑
t=0

L∗t (ω,Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(y∗t+1(ω)))
)

(3-24)
= φ∗(0,y∗) (3-25)

con las restricciones

E0(y∗0) = E(y∗0) (3-26)
y∗t−1 = Et(y∗t−1) con t = 1, . . . , T (3-27)
y∗T = ET (y∗T ). (3-28)

La justificación de lo anterior es similar al caso V ∗φG
.

De esta forma se ha podido determinar el problema dual del problema (PG), dado por

ı́nf
y∗∈Ł1

φ∗G(0,y∗) = E
(
l∗(ω,E0(y∗0(ω)),ET (y∗T (ω))))

)
+ E

(
T−1∑
t=0

L∗t (ω,Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(y∗t+1(ω)))
)

(3-29)

con las restricciones

y∗0 = E0(y∗0)
y∗t−1 = Et(y∗t−1) con t = 1, . . . , T
y∗T = ET (y∗T ).

De forma similar para el caso (D).
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Observación 3.5. Notar que

−V ∗φG
(y∗) = −φ∗(0,y∗) = ı́nf

y
{VφG

(y)− 〈y,y∗〉} ≤ φ(0)− 〈0,y∗〉 = V al(PG)

Esto implica que −V al(DG) ≤ V al(PG).
Además, se tiene

−φ∗G(0,y∗) = −V al(DG) = V al(PG)

si y solo si ı́nfy{VφG
(y)− 〈y,y∗〉} es alcanzado en y = 0, lo cual por definición corresponde a

la condición y∗ ∈ ∂VφG
(0), es decir, se tiene una condición para no tener salto de dualidad.

Lo mismo es replicable a V al(D) y V al(P ).

3.2. Condiciones de optimalidad
Se ha logrado establecer una condición para no tener salto de dualidad de los problemas (P ) y
(PG) y sus respectivos duales (D) y (DG). Ahora se estudiará bajo qué supuestos se tiene tal
condición y para ello se verán algunos teoremas relativos al problema (PG). Las condiciones
a exponer en esta parte son equivalente a las necesarias para los problemas (Pτ (ξ)) y (Dτ (η))
dado que se puede representar el primero como un caso particular del problema general (PG).

Observación 3.6. Desde ahora, al problema (PG) se le denominará indistintamente por
problema general.

Teorema 3.1. Una condición suficiente y necesaria para la optimalidad de x ∈ X del
problema general es la existencia de algún y∗ ∈ Ł1 tal que

a) b0(ω) = E0y∗0(ω), bT (ω) = ETy∗T (ω) para algún (b0(ω),−bT (ω)) ∈ ∂l(ω, x0, xT ) c.s.

b) (Et+1∆y∗t (ω),Et+1pt+1(ω)) ∈ ∂Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω)) cs ∀ t = 0, . . . T − 1.

c) y∗t es At+1−medible con t = 0, . . . , T − 1.

De hecho, estas relaciones son satisfechas por x ∈ X e y∗ ∈ Ł1 si y solo si x resuelve el
problema general e y∗ ∈ ∂φG(0)

Demostración. Por definición si y∗ ∈ ∂φG(0), se obtiene

φG(0) + 〈y∗,y〉∗ ≤ φG(y) ∀y ∈ Ł∞

φG(0) ≤ −〈y∗,y〉∗ + φG(y) ∀y ∈ Ł∞

Si x resuelve el problema general, entonces x alcanza el ínfimo en φG(0) y esto, por lo anterior,
es equivalente a tener el ínfimo de
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−E
(

T∑
t=0

yt(ω) · y∗t (ω)
)

+E(l(ω, x0(ω) + y0(ω), xT (ω)))

+ E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, xt(ω)− Et∆yt(ω),∆xt(ω) + Et∆yt+1(ω) + Et+1yt(ω))
)

sobre x ∈ X e y ∈ Ł∞ siendo alcanzado en x = x e y = 0.
En adelante se omitirá el término ω de las trayectorias. En consecuencia, el teorema puede
ser establecido, al mostrar que lo anterior se mantiene si y solo si se cumple a), b), c) del
enunciado. Al usar los cambios de variables (3-1), (3-2), (3-3), (3-4),(3-5), (3-6) utilizados
para obtener el problema (DG), se concluye que para demostrar el teorema, se debe obtener
que a), b), c) se mantienen si y solo el ínfimo de

− E(y∗0 · a0)− E(E0(y∗0 − y∗0)s0) + E(y∗T · xT ) + E((y∗T − ETy∗T ) · u)− E
(

T∑
t=1

y∗t−1 · vt
)
−

E
(

T∑
t=1

∆y∗t−1 · zt
)

+−E
(

T∑
t=1

y∗t · wt
)

+ E(l(ω, a0, xT )− E
(

T∑
t=1

(y∗t−1 − Ety∗t−1)vt + y∗t · wt
)

+ E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, zt+1, wt+1)
)

sobre las variables (3-1), (3-2), (3-3), (3-4),(3-5), (3-6), es alcanzado con

a0 = x0 (3-30)
x0 = x0 (3-31)

zt+1 = xt con t = 0, . . . , T − 1 (3-32)
wt+1 = ∆xt con t = 0, . . . , T − 1 (3-33)
vt+1 = 0 con t = 0, . . . , T − 1 (3-34)
u = 0 (3-35)
s0 = 0., (3-36)

ya que estas relaciones implican que x = x e y = 0.
Efectivamente, con t = 0 se obtiene

x0 = x0 + y0

x0 = x0 − E1y0 + E0y0

0 = E0y0 − y0.

Luego, restando las primeras dos ecuaciones, se concluye que E1y0 = 0 e y0 = 0. De esta
manera x0 = x0.
Además, de (3-32) y (3-33) para t = 0 se deduce
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x1 = x1 − E2y1 + E1y1

x1 − x0 = x1 − x0 + E1y0 − E0y0 + E1y1.

Se concluye que E2y1 = 0 e y1 = 0. De esta manera x1 = x1.
De esta forma, por inducción, se propone como hipótesis inductiva que xt−1 = xt−1 e yt−1 = 0,
por demostrar que se cumple para t. Para esto, notar que

xt = xt − Et+1yt + Ety
xt − xt−1 = xt − xt−1 + Etyt−1 − Et−1yt−1 + Etyt.

Lo anterior junto a la hipótesis inductiva, permite probar lo deseado (xt = xt y yt = 0)..
Luego, el ínfimo descrito anteriormente, se puede descomponer en

ı́nf
vt,u

{
E
(
(y∗T − ETy∗T ) · u

)
+ E

(
T∑
t=1

(y∗t−1 − Ety∗t−1)vt
)}

+ (3-37)

ı́nf
s0
{E(E0y∗0 − y∗0)s0)}+ (3-38)

ı́nf
a0,xT

{−E(y∗0 · a0) + E(y∗T · xT ) + E(l(ω, a0, xT )}+ (3-39)
T−1∑
t=0

ı́nf
z′t+1,w

′
t+1

{
E
(
Lt(ω, z′t+1, w

′
t+1)− Et+1∆y∗t z′t+1 − Ety∗t+1w

′
t+1

)}
(3-40)

El ínfimo en (3-37), no es −∞ a menos que y∗t = Et+1y∗t para t = 0, . . . , T − 1 e y∗T = ETy∗T ,
por lo que el valor de este ínfimo es 0 y es alcanzado para vt = u = 0. Para el ínfimo en
(3-38), con el mismo razonamiento de antes, se tiene la condición E0y∗0 = y∗0, cuyo valor es 0
y alcanzado en s0 = 0. Junto con esto, es imposible que se alcancen estos ínfimos a menos
que estos se anulen y sean alcanzados por s0 = vt = u = 0 y esto es si y solo si c) se cumple
y también se tiene b0 = y∗0, bT = y∗T para algún (b0, bT ). Luego, b0 = E0y∗0, bT = ETy∗T y
como l es integrando normal, se puede tomar puntualmente su ínfimo y este es alcanzado
por a0 = x0, xT = xT si y solo si a0(ω) = x0(ω), xT (ω) = xT (ω), pero esta es la propiedad a).
Para terminar, con argumento similar al anterior, dado que las funciones Lt son integrandos
normales, los ínfimos en (3-39) y (3-40) se pueden tomar puntualmente sobre Rn, luego
zt+1 = xt, wt+1 = ∆xt con t = 0, . . . , T − 1 si y solo si para cada ω, se alcanza el ínfimo casi
seguramente z′t+1 = xt(ω), w′t+1 = ∆xt(ω) con t = 0, . . . , T − 1, pero esto corresponde a la
propiedad b).
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En esta parte final se buscan condiciones para establecer el hecho que ∂VφG
(0) 6= ∅, muy

parecido a las condiciones en el caso determinista. Para esto se establecerán los supuestos
necesarios y de esta manera concluir con el Teorema 3.4 que es el teorema que cumple y
resume los objetivos de este trabajo. Es por ello que para la siguiente parte se considera la
siguiente notación

Ft(ω, zt) := {wt ∈ Rn : Lt(ω, zt, wt) < +∞} (3-41)
Zt(ω) := {zt ∈ Rn : F (ω, zt) 6= ∅} (3-42)
C(ω) := {(a0, aT ) ∈ Rn × Rn : l(ω, a0, aT ) < +∞}. (3-43)

Definición 3.5. El problema general (PG) se dice que satisface la condición recursiva
acotada si para t = 0, . . . , T − 1 se tiene

a) ∀ρ > 0, σ > 0 existe β : Ω→ R una función sumable tal que casi seguramente

zt ∈ Zt(ω) y |zt| ≤ ρ, wt ∈ Ft(ω, zt) y |wt| ≤ σ

⇒ Lt(ω, zt, wt) ≤ β(ω) c.s

b) ∀ρ > 0 ∃ρ′ > 0 tal que casi seguramente

[zt ∈ Zt(ω) y |zt| ≤ ρ]⇒ [∃wt ∈ Ft(ω, zt) con zt + wt ∈ Zt+1 y |zt + wt| ≤ ρ′]

con ZT+1 = Rn.

Bajo esta definición, ω → Zt(ω) es una multifunción de valores cerrados y por ser la función
Lt un At+1−integrando normal se concluye que ω → Zt(ω) es At+1− medible, dado que se
puede ver a ω → Zt(ω) como una proyección del multiepígrafo de las funciones Lt que por
definición es At+1−medible. Sin embargo, se necesita una suposición sobre la medibilidad para
más adelante, la cual es que ω → Zt(ω) es At−medible y es básicamente por la restricción
implícita que esta conlleva y es que xt(ω) ∈ Zt(ω).

Definición 3.6. Se dice que el problema general satisface casi seguramente la condición
de factibilidad interior si para algún x ∈ X, ε > 0 y una función sumable αt : Ω → R se
satisface

(x0(ω), xT (ω)) ∈ C(ω), y

además, para t = 0, . . . , T − 1, se tiene,

zt ∈ Zt(ω), wt ∈ Ft(ω, zt) y Lt(ω, zt, wt) ≤ αt(ω) c.s
cuando |zt − xt| ≤ ε, |wt −∆xt| ≤ ε.
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Definición 3.7. Una multifunción de valores compactos D : Ω ⇒ (Rn)T+1, se dice no
anticipativa si para cada t = 0, . . . , T la proyección

Dt(ω) := {(x0, . . . , xt)|∃(xt+1, . . . , xT ) con (x0, . . . , xT ) ∈ D(ω)}

es At- medible.

Lema 3.1 ([9, Proposition 3]). Suponga que el problema general (PG) satisface la condición
recursiva (3.5) y Zt definido por (3-42) definida en (3-42) es At−medible para t = 0 . . . , T −1.
Entonces, para ρt > 0 arbitrario con t = 0, . . . , T , existe una constante ρt ≥ ρt tal que la
multifunción de valores compactos D : Ω ⇒ (Rn)T+1 definida por

Dt(ω) := {x = (x0, . . . , xt) : |xt| ≤ ρt y ∆xt ∈ F (ω, xt)
para t = 0, . . . , T − 1}

es no anticipativa. Más aún, existirán funciones sumables αt : Ω→ R tales que

|Lt(ω, xt,∆xt)| ≤ αt(ω) cs, cuando x ∈ Dt(ω).

Para establecer el siguiente teorema se pide que ∂l(ω, x0, xT ) sea acotado y la función
l(ω, a0, aT ) = f0(ω, a0) + fT (ω, aT ) donde f0 es un A0 -integrando normal y fT es un AT
-integrando normal e integrando convexo. Note que por definición

∂l(ω, x0, xT ) = {(a, b) : (a, b) · ((y0, yT )− (x0, xT )) + l(ω, x0, xT ) ≤ l(ω, y0, yT ) ∀ (y0, yT )}.

Entonces, como l(ω, a0, aT ) = f0(ω, a0) + fT (ω, aT ), se tiene

∂l(ω, x0, xT ) ={(a, b) : (a, b) · ((y0, yT )− (x0, xT )) + f0(ω, x0) + fT (ω, xT ) ≤ f0(ω, y0)+
fT (ω, yT ) ∀(y0, yT )}.

Si yT = xT , entonces a ∈ ∂f0(ω, x0) y si y0 = x0, entonces b ∈ ∂fT (ω, xT ), de esta forma se
concluye

∂l(ω, x0, xT ) ⊂ ∂f0(ω, x0)× ∂fT (ω, xT ).

Teorema 3.2. Suponga que el problema general satisface la condición recursiva acotada
y casi seguramente la condición de factibilidad interior, la multifunción Zt es At−medible
para t = 0, . . . , T − 1. Además se supone, ∂l(ω, x0, xT ) es acotado y la función l(ω, a0, aT ) =
f0(ω, a0) + fT (ω, aT ) donde f0 es un A0 -integrando normal y fT es un AT -integrando
normal y convexos. Luego, para que x ∈ X sea óptimo en el problema general, es necesario y
suficiente, que exista y∗ ∈ Ł1 satisfaciendo a),b),c), del Teorema 3.1 visto anteriormente.
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Demostración. En primer lugar, se define

h(ω, a0, aT ) = ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{
T−1∑
t=0

Lt (ω, x′t,∆x′t) : x′0 = a0, x
′
T = aT}.

De esta forma, h es convexa para cada ω, consecuencia de la convexidad de las funciones Lt
para cada ω. Además, considere

C ′(ω) = dom(h(ω, ·, ·)) := {(a0, aT ) : h(ω, a0, aT ) < +∞}.

Este conjunto tiene interior no vacío casi seguramente, dado por la hipótesis de casi segura-
mente factibilidad interior. De hecho, por la hipótesis de casi seguramente factibilidad interior
se tiene que existe x y una función sumable β como la en la propiedad a) de la hipótesis de
condición recursiva acotada, es decir, para ρ, σ suficientemente grandes se obtiene

Lt(ω, x′t,∆x′t) ≤ β(ω) cuando ‖x′ − x‖∞ ≤ ε

y además (x0(ω), xT (ω)) ∈ C(ω) ∩ int(C ′(ω))
Por otro lado,

V al(PG) = ı́nf
x∈X

E(l(ω, x′0(ω), x′T (ω))) + E
(
T−1∑
t=0

Lt(ω, x′t(ω),∆x′t(ω))
)

= E
(

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{
l(ω, x′0, x′T ) +

T−1∑
t=0

Lt(ω, x′t,∆x′t)
})

= E (́ınf{(h(ω, a0, aT ) + l(ω, a′0, aT )) : (a0, aT ) ∈ C(ω) ∩ C ′(ω)})
= E (́ınf{(h(ω, a0, aT ) + l(ω, a′0, aT )) : (a0, aT ) ∈ ri(C(ω)) ∩ int(C ′(ω))})

Esto es debido a que C(ω)∩ int(C ′(ω)) 6= ∅ y eso implica que ri(C(ω))∩ int(C ′(ω)) 6= ∅ casi
seguramente para cada ω.
Luego, tiene sentido suponer que h(ω, a0, aT ) > −∞ ∀(a0, aT ) cs, ya que, si este no fuera
el caso, se obtiene que tendría que ser −∞ en int(domh) y esto implicaría que el problema
general tendría el valor −∞ por lo hecho anteriormente y esto seria una contradicción con el
hecho que existe una solución x para el problema general. Es así que se evita el caso ∞−∞
cuando se suman l y h.
De esta forma, x resuelve el problema general si y solo si

ı́nf
(a0,aT )∈Rn×Rn

{(h(ω, a0, aT ) + l(ω, a0, aT ))}

es alcanzada en (a0, aT ) = (x0(ω), xT (ω))
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y el ínfimo en la definición de h para (a0, aT ) = (x0(ω), xT (ω)) es alcanzado con x(ω) =
(x0(ω), . . . , xT (ω)) cs.
Esto, desde un punto de vista de subdiferenciales es equivalente a que casi seguramente
(0, 0) ∈ ∂((l + h)(ω, x0(ω), xT (ω)) y como C(ω) ∩ int(C ′(ω)) 6= ∅ se tiene como consecuencia

∂(l + h)(ω, x0(ω), xT (ω)) = ∂l(ω, x0(ω), xT (ω)) + ∂h(ω, x0(ω), xT (ω)).

De esta forma existe (b0(ω),−bT (ω)) ∈ ∂l(ω, x0(ω), xT (ω)) con (−b0(ω), bT (ω)) ∈ ∂h(ω, x0(ω), xT (ω))
medibles. Efectivamente, ya que, si se define A(ω) dado por

A(ω) = {(b0,−bT ) ∈ Rn × Rn : (−b0, bT ) ∈ ∂h(ω, x0(ω), xT (ω)) ∧ (b0,−bT ) ∈ ∂l(ω, x0(ω), xT (ω))}.

Por lo anterior se tiene que casi seguramente A(ω) 6= ∅, y además se tiene que ω → A(ω) es
de valores cerrados y medible, dado que A(ω) = (−∂h(ω, x0(ω), xT (ω)))∩ ∂l(ω, x0(ω), xT (ω)).
Así, al aplicar los lemas 2.9 y 2.7 con F como la proyección sobre x0, se obtiene que

F (A(ω)) ⊂ F (∂l(ω, x0(ω), xT (ω))) ⊂ ∂f0(ω, x0(ω))

. Se tiene que ∂f0(ω, x0(ω)) es A0 -medible lo que implica que F (A(ω)) es A0 -medible de
valores cerrados, luego por el Lema 2.6 se concluye (de forma similar resulta para obtener
bT (ω)). De esta forma el ínfimo

ı́nf
(a0,aT )∈Rn×Rn

{h(ω, a0, aT ) + b0(ω) · a′0 − bT (ω) · a′T}

es alcanzado en (x0(ω), xT (ω)), y en consecuencia,

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{
T−1∑
t=0

Lt (ω, x′t,∆x′t) + b0(ω)x′0 − bT (ω)x′T}

es alcanzado en x′ = x(ω)).
Se ha definido un nuevo problema, cuyo objetivo es utilizarlo de manera que se tenga
y∗ ∈ Ł1 de tal manera que se cumpla el teorema. Este corresponde a un problema convexo
puntualmente, es decir, por cada ω si una solución es local, luego esta es una solución global.
De esta forma, solo se requiere tomar atención a x′ ∈ X que satisfaga ‖x′‖ ≤ ρ donde
ρ > {‖x‖ , ‖x‖}.
De esta forma, del Lema 3.1, con ρt = ρ para t = 0, . . . , T , se obtiene la multifunción D

definido en Lema 3.1 y vectores x̃ ∈ (Rn)T+1 que satisfacen parte b) del Lema 3.1. Luego sea

f(ω, x̃) =


T−1∑
t=0

Lt (ω, x̃t,∆x̃t) + b0(ω) · x̃0 − bT (ω) · x̃T si ‖x′‖ ≤ ρ

+∞ si no .
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Luego, de la forma que se ha definido D, se tiene que D(ω) = domf(ω, ·). Además, si
x̃ ∈ D(ω), luego

|f(ω, x̃)| = |
T−1∑
t=0

Lt (ω, x̃t,∆x̃t) + b0(ω) · x̃0 − bT (ω) · x̃T |

≤
T−1∑
t=0
|Lt (ω, x̃t,∆x̃t) |+ |b0(ω) · x̃0 − bT (ω) · x̃T |

≤
T−1∑
t=0

αt(ω) + αT (ω)

donde, αT (ω) = |b0(ω)|ρ0 + |bT (ω)|ρT ≥ |b0(ω) · x̃0 − bT (ω) · x̃T |. Por otro lado, dado que la
función Lt es At+1-normal entonces es A-normal , luego f es A-normal (por el Lema 2.2).
De esta forma, para ‖x′‖ ≤ ρ implica que |x′(ω)| ≤ ρt c.s y en consecuencia

f(ω,x′(ω)) =
T−1∑
t=0

Lt (ω, x′t(ω),∆x′t(ω)) + b0(ω) · x′0(ω)− bT (ω) · x′T (ω)

Dado que x es solución lo anterior es equivalente a que

ı́nf
x′∈X

E(f(ω,x′(ω)))

es alcanzado en x′ = x si y solo si

E
(

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

f(ω, x′)
)

es alcanzado en x′ = x(ω), es decir puntualmente. Además, se tiene x̃ ∈ D(ω) cuando
|x̃ − x| ≤ δ y también Lt(ω, zt+1, wt+1) ≤ αt(ω) cuando |zt+1 − xt| ≤ δ y |wt+1 −∆xt| ≤ δ

con t = 0, . . . , T − 1.
Luego, por [8, página 182] se puede concluir que existe q = (q0, . . . , qT ) ∈ Ł1 tal que Etqt = 0
y el problema de minimización

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{f(ω, x′) + q(ω)x′}

tiene solución en x′ = x(ω) donde x es solución del problema anterior. Además, como ‖x‖ ≤ ρ

implica |x(ω)| ≤ ρ.
Por definición de f se tiene

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{
T−1∑
t=0

Lt (ω, x′t(ω),∆x′t(ω)) + b0(ω) · x′0(ω)− bT (ω) · x′T (ω) +
T∑
t=0

qt(ω) · x′t}
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se alcanza en x′ = x(ω), es decir,que x′ = x(ω) es solución del siguiente problema determinista
dependiente de ω,

ı́nf
x′∈(Rn)T +1

{
T−1∑
t=0

Lωt (x′t(ω),∆x′t(ω)) + lω (x′0, x′T )} (P ω
G)

con Lωt (zt, wt) = Lt (ω, zt, wt)− qt(ω) · zt y lω (a0, aT ) = b0(ω) · a0 − (bT (ω) + qT (ω)) · aT .
Luego, para el caso determinista (ver [9, Theorem 1]) se tiene un vector p̃ ∈ (Rn)T+1 tal que

(p̃0,−p̃T ) ∈ ∂lω(x0(ω), xT (ω)) (3-44)
(∆p̃t, p̃t) ∈ ∂Lωt (x0(ω), xT (ω)). (3-45)

Más aún, se tiene
T∑
t=0
|p̃t| ≤ 2[

T∑
t=0

αt(ω)− jω(x(ω))]/δ, (3-46)

donde jω(x(ω)) =
T−1∑
t=0

Lωt (xt(ω),∆xt(ω)) + lω (x0(ω), xT (ω))

Ahora, sea Γ(ω) el conjunto de p̃ descritos por las ecuaciones (3-44) y (3-45). De esta forma
se tiene que este conjunto es distinto de vacío y acotado. Luego, el objetivo es establecer la
existencia de p que sea A-medible de manera que se tenga p(ω) ∈ Γ(ω) cs. Para esto, por el
Teorema 2.6 solo basta mostrar que la multifunción Γ : Ω ⇒ (Rn)T+1 tal que ω → Γ(ω) es de
valores cerrados y A-medible. Para esto se usa la siguiente representación

Γ(ω) = A−1(C0(ω)× . . .× Ct(ω)× . . .× CT (ω))

donde

C0(ω) := ∂lω (x0(ω), xT (ω))
Ct+1(ω) := ∂Lωt (xt(ω),∆xt(ω)) con t = 0, . . . T − 1,

y A es una función tal que p = (p0, p1, . . . , pT )→ A(p) = (p0, pT , p0,∆p0, . . . , pT−1,∆pT−1).
Es fácil ver que A es lineal y como cada Ct (t = 0, . . . T ) es cerrado, se concluye que Γ(ω) es
cerrado. Además como los subdiferenciales preservan medibilidad (Lema 2.10), se concluye
que Γ(ω) es A-medible.
De esta forma se ha establecido una función p que es A-medible, tal que p(ω) ∈ Γ(ω).
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También se tiene

|jω(x(ω))| = |
T−1∑
t=0

Lωt (xt(ω),∆xt(ω)) + lω (x0(ω), xT (ω)) |

≤
T−1∑
t=0
|Lωt (xt(ω),∆xt(ω)) |+ |lω (x0(ω), xT (ω)) |

≤
T−1∑
t=0
|Lt (ω, xt(ω),∆xt(ω))− qt(ω) · xt(ω)|+ |b0(ω) · x0(ω)− (bT (ω) + qT (ω)) · xT (ω)|

≤
T∑
t=0
|qt|ρt + αt(ω).

Junto con lo anterior, se tiene

∂lω (x0(ω), xT (ω)) = (b0(ω),−bT (ω)− qT (ω))
∂Lωt (xt(ω),∆xt(ω)) = ∂Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω))− (qt(ω), 0) con t = 0, . . . T − 1.

Esto implica que

p0(ω) = b0(ω)
pT (ω) = −bT (ω)− qT (ω)

(∆pt(ω) + qt(ω), pt(ω)) ∈ ∂Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω) con t = 0, . . . T − 1.

Por (3-46) se concluye que p ∈ Ł1. Para finalizar, se define y∗t = Et+1(pt−qt) con t = 0, . . . T−1
e y∗T = (pT − qT ). Luego y∗t es At+1-medible y .

Ety∗t = Etpt − Etqt = Etpt con t = 0, . . . T

De esta forma,

(E0y∗0(ω),−ETy∗T (ω)) = (b0(ω), bT (ω))

y también

Et+1(∆pt(ω) + qt(ω)) = Et+1(pt+1(ω)− pt(ω) + qt(ω))
= Et+1(pt+1(ω)− pt(ω) + qt(ω) + qt+1(ω)− qt+1(ω))
= Et+1(y∗t+1(ω)− y∗t (ω) + qt+1(ω))
= Et+1(∆y∗t (ω) + qt+1(ω))
= Et+1(∆y∗t (ω)).

Finalmente, la multifunción ω → ∂Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω)) es At+1-medible, para t = 0, . . . , T −1
dado que las funciones Lt, xt y ∆xt sonAt+1−medibles. Además como esta es una multifunción
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de valores convexos se toma esperanza condicional respecto a At+1 y usando la anterior se
concluye que

Et+1(∆y∗t (ω)),Et+1(pt(ω))) ∈ ∂Lt(ω, xt(ω),∆xt(ω)) con t = 0, . . . T − 1,

lo cual permite concluir.

Observación 3.7. Si l(ω, ·, ·) es continua en (x0(ω), xT (ω)) para cada ω, entonces se tiene
que ∂l(ω, x0(ω), xT (ω)) es acotada y distinto de vacío. En particular l es llamado un mapeo
de Carathéodory.

El teorema anterior es establecido en [9] para el caso particular en que l toma valores
deterministas y no depende de ω. Los esfuerzos en este caso son establecer supuestos adicionales
para asegurar la medibilidad de b0 y bT dado que en [9] son deterministas y por tanto vista
como funciones, son medibles y de esta manera se utiliza en cierta parte de la demostración
argumentos similares a los establecidos en [9].

3.3. Teoremas Principales
Recuerde que Vτ (ξ) = Val(Pτ (ξ)) y se define Wτ (η) = Val(Dτ (η)), luego con lo visto en las
secciones anteriores se pueden enunciar los siguientes teoremas

Teorema 3.3. Considere para el problema (PG) el caso l(ω, ξ, ξ′) = g(ω, ξ′) − 〈ξ, η〉 e
y∗ ∈ ∂Vφ(0), luego η → Wτ (η) es la conjugada de ξ → Vτ (ξ) para todo τ ∈ {0, . . . , T} fijo.

Demostración. Sin pérdida de generalidad, supóngase que τ = 0. Al usar la notación del
problema (PG), si l(ω, ξ, ξ′) = g(ω, ξ′)− 〈ξ, η〉, así l∗(ω, r, r′) = g∗(ω, r′) cuando r = −η, +∞
en otro caso, en consecuencia se obtiene

−V al(P ) = sup
ξ
{〈ξ, η〉 − V0(ξ)}

V al(D) = W0(η)

como y∗ ∈ ∂Vφ(0) no se tiene salto de dualidad y en consecuencia

sup
ξ
{〈ξ, η〉 − V0(ξ)} = −V al(P ) = V al(D) = W0(η).

Teorema 3.4. Considere las hipótesis del Teorema 3.2, luego se obtiene que η → Wτ (η)
es la conjugada de ξ → Vτ (ξ) para todo τ ∈ {0, . . . , T} fijo.
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Demostración. Sin pérdida de generalidad, supóngase que τ = 0. Del teorema anterior, se
concluye que l tiene la forma l(ω, ξ, ξ′) = f0(ω, ξ) + fT (ω, ξ′) , entonces por teoremas 3.2 y
3.1 se tiene y∗ ∈ ∂Vφ(0) y esto significa que no se tiene salto de dualidad, por lo tanto

sup
ξ
{〈ξ, η〉 − V0(ξ)} = −V al(P ) = V al(D) = W0(η).

Observación 3.8. Note que aquí es fácil deducir una relación sobre los subdiferenciales, la
cual es

η ∈ ∂Vτ (ξ)⇐⇒ ξ ∈ ∂V τ (η)⇐⇒ Vτ (ξ) + V τ (η) = 〈ξ, η〉 .
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Tal como se ha explicado, el tipo de problemas que son cubierto en este trabajo tiene un
amplio campo de aplicaciones. En este trabajo, se abordan dos ejemplos, el primero es un
problema denominado Problema lineal cuadrático, el cual es un problema de control a costo
mínimo. El segundo ejemplo que se quiere establecer es un problema de portafolios sobre un
mercado a n pasos. Además, se discute como afectan estos sobre ciertas características de
mercado como lo es el arbitraje y la completitud.

4.1. Problema Lineal Cuadrático
Sean A,A0, P,Q matrices n× n, B,B0 matrices n×m, R una matriz m×m y c ∈ Rn . Se
establece el problema de costo mínimo dado por

E
(
T−1∑
t=0

[
z>t Pzt + u>t Rut

])
+ E

(
z>TQzT

)
sobre {z0, . . . , zT} ⊆ X1 y {u0, . . . , uT−1} ⊆ U1 ⊆ Rm tales quezt+1 = (A0 + αtA)zt + (B0 + βtB)ut, cs t ∈ [0, T − 1],

z0 = ξ0 + γc.
(LQ)

Se considera P , Q y R matrices definidas positivas, X1 ⊆ Rn y U1 ⊆ Rm conjuntos no
vacíos, cerrados y convexos. Los ruidos γ, {α0, . . . , αT−1} y {β0, . . . , βT−1} son variables
aleatorias 1-dimensional definidas sobre un espacio de probabilidad (Ω,A,P), tales que
E(αt) = E(βt) = E(γ) = 0 para t = 0, . . . , T − 1 y

E(αtαs) = E(βtβs) =

1 si t = s

0 si no.
∀t, s ∈ {0, . . . , T − 1}.

Ciertamente, por definición zt+1 es una variable aleatoria que depende sobre γ, α0, . . . , αt y
β0, . . . , βt, lo que significa que zt+1 debe ser At-medible, donde

At = σ(γ, α0, . . . , αt, β0, . . . , βt).

De esto último se desprende inmediatamente que no se pierde información a medida que
se avanza en el tiempo. A continuación, se verá que este problema confirma los supuestos
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realizados anteriormente, por lo que se debe escribir la forma de Definición 2.3. Para esto, se
define

L̃t(ω, xt, vt) = z>t Pzt + δX1(zt) + u>t Rut + δU1(ut) + δC(ω, (xt, vt))
g̃(ω, xT ) = z>TQzT ,

donde δC(ω, (xt, vt)) = δC(ω)((xt, vt)) y

C(ω) = {(xt, vt) : wt = (A0 + αt(ω)A− 1)zt + (B0 + βt(ω)B)ut},

con xt = (zt, yt) y vt = (wt, ut).
Por otro lado, dada las suposiciones que se establecieron para las matrices y los conjuntos
X1,U1, implica que las funciones L̃t y g̃, cumple con la suposiciones realizadas en (2-1).
Además, dada las propiedades de las matrices P,R,Q, se puede apreciar que L̃t, g̃ ≥ 0 .
Además, al definir U : Ω ⇒ Rm, X : Ω ⇒ Rn dado respectivamente por U(ω) = U1,
X(ω) = X1 (multifunciones constantes), luego por visto en Observación 2.4 estas son
medibles y por lo tanto, gracias a Lema 2.4, las funciones δX(·) y δU(·) son integrando
normales.
Además, (A0 +αt(ω)A− 1)zt + (B0 +βt(ω)B)ut−wt es un integrando normal, dado que cada
término que suma es un integrando normal (la mayoría son integrando normales constantes y
como αt y βt son ruidos blancos entonces un integrando normal por los ruidos sigue siendo
integrando normal), finalmente la suma finita de integrandos normales es un integrando
normal. De esta forma C : Ω ⇒ Rn, dado por C(ω) es de valores cerrados y medible, por lo
tanto δC(ω, ·) es un integrando normal.
Ahora se procede a calcular las conjugadas de las funciones L̃t y g̃, para así determinar el
dual de este problema que será de la forma dada por el problema (Dτ (η)).
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Cálculo de L̃∗t

Por definición, la conjugada de la función L̃t está dada por

L̃∗t (ω, x∗t , v∗t ) = sup
xt,vt

{x∗t · xt + v∗t · vt − Lt(ω, xt, vt)}

= sup
xt,vt

{z∗t · zt + y∗t · yt + w∗t · wt + u∗t · ut − z>t Pzt − δX(zt)− u>t Rut − δU(ut)

− δC(ω, (xt, vt))}
= sup

xt,vt

{z∗t · zt + y∗t · yt + w∗t · ((A0 + αt(ω)A− 1)zt + (B0 + βt(ω)B)ut) + u∗t · ut

− z>t Pzt − δX(zt)− u>t Rut − δU(ut)}
= sup

xt,vt

{z∗t · zt + y∗t · yt + w∗t · A0zt + w∗t · αt(ω)Azt + w∗t · −zt + w∗t ·B0ut

+ w∗t · βt(ω)But + 〈u∗t , ut〉 − z>t Pzt − δX(zt)− u>t Rut − δU(ut)}
= sup

xt,vt

{(z∗t + A∗0w
∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) · zt + (u∗t +B∗0w

∗
t + βt(ω)A∗w∗t ) · ut + y∗t · yt

− z>t Pzt − δX(zt)− u>t Rut − δU(ut)}

Por otro lado,

f1(zt) = zt · Pzt (4-1)

luego, f ∗1 (z∗t ), está dada por

f ∗1 (z∗t ) = sup
zt

{z∗t · zt − f1(zt)} (4-2)

como f1 es Gateaux-diferenciable, entonces z∗t · zt − f1(zt) es Gateaux-diferenciable, continua
y convexa, luego este supremo se alcanza en zt = 1

2P
−1z∗t , en consecuencia

f ∗1 (z∗t ) = 1
4
(
z∗t · P−1z∗t

)
. (4-3)

Sea f2 = δX(zt), luego f ∗2 (z∗t ), está dada por

f ∗2 (z∗t ) = sup
zt

{z∗t · zt − f2(zt)} (4-4)

= sup
zt∈X1

{z∗t · zt} (4-5)

= σX1(z∗t ) (4-6)

σX1(z∗t ) es denominada como función soporte.
Como producto de lo anterior, al definir f3(ut) = ut ·Rut y f4(ut) = δU1(ut), se concluye que

f ∗3 (z∗t ) = 1
4
(
u∗t ·R−1u∗t

)
(4-7)

f ∗4 (z∗t ) = σU(u∗t ). (4-8)
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Entonces al aplicar lo anterior al cálculo de L̃∗, se tiene

L̃∗(ω, x∗t , v∗t ) = sup
xt,vt

{(z∗t + A∗0w
∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) · zt + (u∗t +B∗0w

∗
t + βt(ω)A∗w∗t ) · ut + y∗t · yt}

− z>t Pzt − δX(zt)− u>t Rut − δU(ut)}
= sup

zt

{(z∗t + A∗0w
∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) · zt − z>t Pzt − δX(zt)}

+ sup
ut

{(u∗t +B∗0w
∗
t + βt(ω)A∗w∗t · ut − u>t Rut − δU(ut)}

+ sup
yt

{y∗t · yt}

= (f1 + f2)∗(z∗t + A∗0w
∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) + (f3 + f4)∗(u∗t +B∗0w

∗
t + βt(ω)A∗w∗t )

con la condición y∗t = 0, luego como f1, f3 son continuas y se desarrolla el problema en
dimensión finita, se obtiene

L̃∗(ω, x∗t , v∗t ) = (f1 + f2)∗(z∗t + A∗0w
∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) + (f3 + f4)∗(u∗t +B∗0w

∗
t + βt(ω)A∗w∗t )

= f ∗12f
∗
2 (z∗t + A∗0w

∗
t + αt(ω)A∗w∗t − w∗t ) + f ∗32f

∗
4 (u∗t +B∗0w

∗
t + βt(ω)A∗w∗t )

donde 2 denota la inf-convolución, es decir, si Y es un espacio de Banach y v1, v2 : Y → R
funciones propias. Luego

v12v2(x) = ı́nf
y∈Y
{v1 · (x− y) + v2(y)}

De la misma forma que se ha utilizado para obtener (4-3), se puede deducir que g̃(x∗T ) =
1
4 (z∗T ·Q−1z∗T )
De esta forma, el problema dual es caracterizado por

ı́nf E(
T−1∑
t=0

f ∗12σX1(Et+1(∆z∗t (ω)) + A∗0Et+1(w∗t (ω)) + αt(ω)A∗Et+1(w∗t (ω))− Et+1(w∗t (ω)))

+ f ∗32σU1(Et+1(u∗t ) +B∗0Et+1(w∗t ) + βt(ω)A∗Et+1(w∗t ))) + E(1
4E

T (x∗T (ω))>Q−1ET (x∗T (ω)))

sobre x∗ ∈ K0 tal que E(x∗0(ω)) = −η

donde A∗, A∗0, B∗, B∗0 al estar en dimensión finita simplemente corresponde a la transpuesta
de las matrices A,A0, B,B0 respectivamente.
Suponga que los conjuntos F (ω, xt), Z(ω) y Cg̃(ω) definidos en (2-2) son distintos de vacío,
en particular para el caso de Cg̃(ω) = Cg̃, dado que g̃ no depende de ω explícitamente y es
distinta de vacío por la continuidad, los otros casos se tendrán para cuando se cumpla la
dinámica establecida en el problema y en particular para cuando det(A0 + αt(ω)A− 1)) 6= 0
cs.
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Por otro lado, notar que este problema satisface la condición recursiva acotada, ya que si
para zt ∈ Zt(ω) y |zt| ≤ ρ, wt ∈ Ft(ω, zt) y |wt| ≤ σ, luego

L̃t(ω, xt, vt) = z>t Pzt + u>t Rut (4-9)

lo cual ya es una función sumable. Además, la parte b) de la definición se cumple fácilmente,
ya que, para xt ∈ Zt y |xt| ≤ ρ se puede escoger ∆xt que debe pertenecer a Ft(ω, xt) por
construcción, entonces se tiene xt+1 ∈ Zt+1 y |xt + ∆xt| = |xt+1|ρ′ y se puede pedir que X1

sea compacto para que no se dependa de ω (donde ρ, ρ′ > 0).
También satisface trivialmente la casi seguramente la condición de factibilidad interior, dado
que la función g̃ es continua y si xt ∈ Zt(ω) y vt ∈ Ft(ω, xt) entonces las funciones L̃t también
son continuas.
Finalmente se quiere mostrar que Zt(ω) es At−medible, pero esto es obtenido, dado que L̃t
por lo dicho anteriormente es At−integrando normal, luego Ft sera At−medible y por tanto
como Zt se puede ver como el dominio de Ft implica que Zt es At−medible. Por tanto, como
g̃ no depende explícitamente de ω y g̃ es continua se tiene las condiciones del Teorema 3.4,
por tanto, no se tiene salto de dualidad.
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4.2. Optimización de Portafolios
Otro punto de vista interesante en el que se puede aplicar lo desarrollado en este trabajo
es a la matemática financiera, específicamente a la evaluación de derivados financieros,
optimización de portafolios, entre otras. Durante años el análisis convexo se ha incorporado
de forma integral a la matemática financiera, desarrollando en varios contextos problemas de
optimización y por tanto lo desarrollado en este trabajo se complementa de buena manera.
Uno de los elementos que se utilizan en estos temas son procesos de precios de activos, en este
trabajo se entenderá un activo como un derecho económico o inversión para quien entrega un
bien, además estos pueden ser entendidos como un mecanismo de financiamiento para quien
los emite, algunos ejemplos comunes son bonos, divisas, pagarés, etc.
De manera fundamental estos tipos de problemas son interesantes dado que cambio en
los activos subyacentes (puede ser de manera aleatoria) implica cambios en los derivados
financieros.
Los procesos de precios de activos que se consideran son los dados por el modelo a un
paso (con T = 1), es decir se considera los procesos S : Ω × I → Rd+1

+ , con I = [0, T ] ∩ N.
Usualmente, se suele omitir el término ω en S(ω, t), denotando simplemente S(t). Además,
en primer lugar, solo se considera el modelo a un paso. En el instante t = 0, el término S(0)
la mayoría de las veces es conocido. Por otro lado, propio de la estructura del mercado, no
todos los procesos de activo de precios se considera estocásticos, por lo general se asume que
el proceso S0(t) (donde S0(t), denota la primera componente del proceso S en el instante t)
es lo que se llama de manera general un proceso de precio de un activo libre de riesgo, donde
en el caso del modelo a un paso se tiene S0(0) = 1 y S0(1) = 1 + rT = 1 + r, donde r se
puede entender como una tasa de interés y de esta manera S0 se puede entender como un
bono.
Se define h : Ω× I → Rd+1 un vector de portafolios en donde cada componente determina la
proporción de n activos a obtener en el tiempo t. En caso del modelo a un paso, solo se tiene
un portafolio elegido por algún inversionista en el tiempo t = 0.

Definición 4.1. Se define el proceso de valor Mh(·) de un portafolio h, dado por

Mh(t) = S(t) · h =
d∑
i=0

Si(t)hi. (4-10)

Para t = 0,

Mh(0) = S(0) · h = h0 +
d∑
i=1

Si(t)hi (4-11)

Donde, se puede interpretar en este tiempo el precio del portafolio h y para t = T = 1

Mh(T ) = S(T ) · h = h0(1 + r) +
d∑
i=1

Si(T )hi (4-12)
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De manera general un supuesto que se realiza es el hecho que el portafolio h es auto-financiable,
es decir, si para la compra de una nueva cartera de un instante de tiempo a otro debe ser
financiado únicamente por venta de activos ya en el portafolio o en otras palabras, no se
incurre en gastos extras al vender o comprar un portafolio.

Definición 4.2. Una oportunidad de arbitraje es un portafolio auto-financiable h con un
tiempo de maduración T tal que

Mh(0) = 0 c.s (4-13)
P(Mh(T ) ≥ 0) = 1 (4-14)
P(Mh(T ) > 0) > 0 (4-15)

Además, se dirá que el mercado financiero está libre de arbitraje si este no tiene oportunidades
de arbitraje.

Observación 4.1. La definición anterior puede ser generalizada a un proceso M dependiente
S distinto al modelo a un paso.

De manera más intuitiva las ecuaciones anteriores describen que no importando que se
comience con 0 valor monetario, en el tiempo final se es capaz de generar dinero, ganancias,
es decir no se está tomando ningún tipo de riesgo al invertir en los activos.
Con lo anterior, considérese una función u : dom(u) ⊂ R → R continua, creciente y
estrictamente cóncava (−u estrictamente convexa), la que se denominará función de utilidad.
Ahora, sitúese en la situación que un inversionista quiere invertir con un presupuesto limitado
en un mercado financiero, u una función de utilidad que refleja las preferencias del inversionista.
Entonces de esta manera la elección de un portafolio puede estar basada en la utilidad esperada,
con una restricción de presupuesto, es decir el problema es

 máxh∈Rn+1 E(u(Mh(T )))
s.t Mh(0) ≤ B

(4-16)

donde B es el presupuesto disponible.
Por un lado se debe tener que Mh(T ) debe estar en el domino de la función de utilidad, en
caso contrario se considera que el valor de este problema es −∞, por otro lado, en algunos
contextos se puede considerar otra restricción y es que el valor del portafolio sea mayor a
una cierta cantidad, que refleja lo que el inversionista quiere obtener como ganancia. Sin
embargo, eso hace más restrictivo el problema por lo que no se considerará por ahora.
Notar que, en este caso, se puede remover la restricción de presupuesto considerando un
factor de descuento a la ganancia neta, es decir para u portafolio h se tiene

1
1 + r

Mh(T )−Mh(0) = h · y (4-17)
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Con y = (0, y1, ·, yd) e yi = Si(T )
1+r − S

i(0) con i = 1, ·, d

Además para un portafolio h tal que h · S(0) < B, luego agregando una inversión libre de
riesgo B − h · S(0) > 0, se puede obtener un portafolio mucho mejor (en el sentido de la
utilidad) dado por (h0 +B − h · S(0), h1, ·, hd), es por esto que se concentra los esfuerzos en
portafolios tal que h · S(0) = B, es decir, Mh(0) = B.
De la ecuación se obtiene que

Mh(T ) = (1 + r)(y +B) (4-18)

De esta forma se puede definir u(y) = u((1 + r)(y+B)). La función u, cumple es una función
de utilidad, dado que es la composición de una función de utilidad con una función lineal. De
esta forma se tiene un problema de optimización sin restricciones.
Este problema es interesante porque bajo ciertas hipótesis en la función de ganancia u

se puede establecer una medida de martingala equivalente y esto por el primer teorema
fundamental de valorización de activos implica que es libre de arbitraje. Ahora, usando la idea
fundamental de lo expuesto anteriormente, y extendiendo esta idea al contexto de este trabajo,
considere u : Ω × dom(u) ⊂ R → R continua, creciente para cada ω ∈ Ω y un integrando
estrictamente cóncavo, es decir −u integrando estrictamente convexo. Y además se considera
un mercado dado por el modelo a n pasos, S : Ω× I → Rd+1

+ , con I = [0, T ], la diferencia
es que T no es necesariamente igual a 1, luego existen t0 = 0 < t1 < . . . , tj < . . . < tn = T

(partición del intervalo I) en donde de un tiempo tj a un tiempo tj+1 sigue el modelo a un
paso, nuevamente se tiene que S(0) = s la mayoría de las veces es conocido. Por otro lado,
propio de la estructura del mercado, no todos los procesos de activo de precios se considera
estocásticos, por lo general se asume que S0(t) es lo que se llama de manera general un
proceso de precio de activo libre de riesgo, donde en el caso del modelo a n pasos, se tiene
S0(0) = 1, S0(t1) = 1(1 + r T

n
), de forma general

S0(tj) = 1(1 + r
T

n
)j. (4-19)

Se define h : Ω× I → Rd+1 un vector de portafolios en donde cada componente determina
la proporción de d + 1 activos a obtener en el tiempo t ∈ {t0, t1, . . . tj, . . . , tn}, en caso del
modelo a un paso solo se tiene un portafolio elegido por algún inversionista en el tiempo
t = 0, pero en el caso a n pasos, h depende de las decisiones hechas en cada instante
de tiempo, luego dada la interpretación los portafolios es razonable pensar (usándose la
definición de espacio de proceso de toma de decisiones no anticipativo) en que h ∈ X, con
Atj = σ(S(t), 0 ≤ t ≤ tj) (la σ−álgebra generada por los procesos S hasta el tiempo tj), es
fácil ver qué A0 es la σ−álgebra trivial si S(0) es determinista (de aquí se deriva el hecho
de porque en el problema anterior la maximización simplemente es sobre Rd+1 y además es
evidente que A0 ⊂ At1 ⊂ . . . ⊂ Atj ⊂ . . . ⊂ AT .
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Para este contexto, el proceso de valor Mh(·) de un portafolio h, es dado por

Mh(t) = S(t) · ht =
d∑
i=0

Si(t)hit (4-20)

Anteriormente se ha tomado el supuesto que el portafolio h es autofinanciable, es decir, si
para la compra de una nueva cartera de un instante de tiempo a otro debe ser financiado
únicamente por venta de activos ya en el portafolio.

Definición 4.3. Un portafolio es auto-financiable si

S(tj) · htj−1 = S(tj) · htj (4-21)

S(tj) · htj−1 corresponde al capital que se obtiene al término del periodo [tj−1, tj[, usándose
un portafolio htj−1 “desarrollado ” en el instante tj−1. Luego, la igualdad dada en (4-21) dice
que S(tj) · htj−1 debe ser igual al capital que se invertirá en el instante tj cuando se defina el
nuevo portafolio htj que se mantendrá durante el siguiente período [tj, tj+1[.
Con esto y lo expuesto respecto al presupuesto B para el caso del modelo a un paso, se
establece en este caso que Mh(0) = B.
Con esto se define el problema de maximización de utilidad, dada por


suph∈X E(u(V h(T )))
s.t S(tj) · htj−1 = S(tj) · htj
Mh(0) = B.

(4-22)

Lo cual es equivalente a


suph∈X E(u(ω, hT ))
s.t S(tj) · htj−1 = Stj · htj
s · h0 = B.

(4-23)

Luego, con el hecho que

sup
h∈X

E(u(ω, hT )) = − ı́nf
h∈X

E(−u(ω, hT )). (4-24)

Y si se escribe

Lt(ω, ht,∆ht) =

0 si S(t) ·∆ht = 0
+∞ si S(t) ·∆ht 6= 0

(4-25)
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se plantea el siguiente problema, para obtener un problema estocástico de tipo Bolza en
tiempo discreto

 ı́nfh∈X E(∑t∈{t0,...,tj ,...,tn−1} Lt(ω, ht,∆ht)) + E(u(ω, hT ))
h0 = ξ0,

(4-26)

donde u = −u y ξ0 es tal que s · ξ0 = B, luego u será un integrando normal, continuo para
cada ω ∈ Ω (es decir, es un mapeo de Carathéodory), convexo.
Además, sea v la función valor asociado al problema anterior, luego v > −∞ en consecuencia
de la continuidad de u y que Lt ≥ 0. Se define Ct : Ω ⇒ Rd+1, por

Ct(ω) = {x ∈ X : S(t) · xt = 0}

Se puede apreciar que Ct por la Proposición 2.3 es medible y de valores cerrados (se define
ft(ω, x) = S(t) ·x y dado que At es la sigma álgebra generada hasta el tiempo t y la función ft
es medible y para cada ω la continuidad es directa), y por tanto esto explica que las funciones
Lt son integrandos normales. Luego, el dual asociado al problema anterior es dado por


Minimizar E

 ∑
t∈{t0,...,tj ,...,tn−1}

L∗t
(
ω,Et+1(∆h∗t ),Et+1(h∗t )

)+ E
(
u∗(ω,−ET (h∗T ))

)
sobre h∗ ∈ K0 tal que h∗0 = −η

(4-27)

Donde L∗t corresponde a la función soporte de la multifunción Ct.
Además, se tiene que Zt(ω) = Rd+1, dado que Lt, no depende explícitamente de ht, luego
se concluye que Zt es At−medible. De esta forma queda directo que el problema satisface
la condición recursiva acotada y casi seguramente la condición de interior factible, por la
continuidad de u.
Luego por el Teorema 3.4, no se tiene salto de dualidad entre los problemas (4-26) y (4-27).
En el caso que el mercado sea libre de arbitraje, se debe tener que dos portafolios solución
deben tener la misma función valor en cada instante, si no se tendría oportunidades de
arbitraje, por lo que la elección de ξ0 no es crucial.
Por otro lado, un instrumento financiero simple, es una variable aleatoria de la forma
X = φ(S(T )), donde φ(·) es una función que se denomina función de contrato. Algunos
ejemplos son

máx{S(T )−K, 0} (Opción Europea de Compra) (4-28)
máx
τ
{E(exp{−rτ}máx{S(τ)−K, 0})} (Opción Americana de Compra) (4-29)

S(T )−K (Contrato a Plazo) (4-30)
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Donde exp{x} denota la función exponencial.
Los contratos a plazo, se establecen entre dos partes materializado en un contrato, en el que
en un instante inicial se fija el valor de compra o venta de la proporción de un activo, cuya
ejecución se realiza en t = T . En ambos contratos se obliga a las partes a la ejecución del
contrato, independiente del valor del activo en tal instante.
Además, las opciones de compra o venta también se materializan a través de un contrato
entre dos partes. En este, se especifica tanto el tiempo de ejecución, proporción del activo a
transar. La principal diferencia entre las opciones y los contratos a plazo, es en que estos
se otorga un derecho de compra o venta, pero en ninguna circunstancia constituye una
obligación. Existen distintos tipos de opciones, de los que principalmente en este trabajo
se han mencionado dos, opciones europeas y opciones americanas. La principal diferencia
de lo anterior radica en que con un tiempo T , en la opción europea, se ejerce el derecho
de compra o venta en dicho instante, sin embargo, para las opciones americanas se puede
ejercer tal derecho en un tiempo τ (0 ≤ τ ≤ T ). Notar que τ es estocástico (tiempo de parada).

Definición 4.4. Se dice que un derivado financiero simple con un tiempo de maduración
T es alcanzable o replicable, si existe un portafolio h auto financiable tal que

Mh(T ) = X cs (4-31)

Además, se denomina que un mercado es completo cuando cada derivado financiero es
alcanzable.

Luego el problema (4-26) se puede adaptar, a la valorización de derivados, dado que el
mercado al ser completo se reduce a encontrar un portafolio que alcance al derivado.
Se han mencionado dos conceptos importantes como lo son el arbitraje y la completitud
asociado a mercados financieros. Para verificar esto se tiene asociado los teoremas fundamen-
tales que asocian estos conceptos con la existencia y unicidad de una medida de martingala
equivalente (puede ver [3] y [1]). Sin embargo, se ha construido el modelo a n pasos, de
aquí se puede dar más estructura, donde para los activos que no son libre de riesgo se tenga
en cada instante, dos posibilidades, llámese a, b asociados a una cierta probabilidad, luego
este mercado se denomina modelo multinomial a n pasos. Este mercado es libre de arbitraje
cuando se tiene a < 1 + r < b, además se puede mostrar que este mercado es completo
usándose inducción (para más detalles, puede ver [1]).



5 Conclusiones y Comentarios

Las principales contribuciones de este trabajo son dos:

i) Establecer que la conjugada de la función valor del PEB es la función valor de su
problema dual para una función de perturbación en particular.

ii) Establecer condiciones para que no haya salto de dualidad.

Esto se demuestra en los teoremas 3.3 y 3.4. Se puede decir que estos últimos resultados
son la versión estocástica discreta del resultado mostrado en [12, Sección 5]. Si bien se usa
la misma estrategia que en [9], analizar lo que se denominó en este trabajo como proble-
ma general, se debió hacer algunas modificaciones, dado que la estructura dada para la
función valor asociada al PBE es distinta, porque en [9], l es una función determinista. Es
por ello que se hacen las modificaciones pertinentes tales como el supuesto de condición
casi seguramente de factibilidad inferior. Luego, agregando condiciones sobre l para ase-
gurar la medibilidad de b0 y bT . Al igual que en [9] se utilizan los resultados de [8] para concluir.

Se ha podido corroborar los supuestos en un problema clásico como lo es el (LQ), estableciendo
el dual de este, aumentando la dimensionalidad del problema y considerando los controles
como la diferencia de un elemento y el cual no aporta mayores inconvenientes en la deducción
del dual. Se ha podido construir un problema de optimización de portafolios, asociando una
función de ganancia en la cual el objetivo es maximizar el valor esperado de esta función. Se
obtuvo que este problema es equivalente al PBE, cumpliendo los supuestos establecidos para
no haya salto de dualidad. Cabe mencionar que este problema se podría haber planteado
desde un punto de vista de minimizar la variabilidad de la función ganancia, agregando
restricciones asociadas al valor esperando de la ganancia.

Se ha hecho una conexión con la valoración de derivados financieros, sin embargo, con las
hipótesis relacionadas con el arbitraje, estas coinciden en su valor. Una extensión directa
como trabajo a futuro es estudiar esto cuando el tiempo es continuo, donde la teoría de
martingalas se hace imprescindible y así para hacer una conexión con la existencia y unicidad
de medidas de martingala equivalentes para procesos de difusión (modelando los procesos de
precios) asociadas a movimientos Brownianos.
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