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Resumen

El método de elementos de borde es un método de resolucion de ecuaciones diferenciales que tiene
relativamente pocas aplicaciones computaciones comparando con las que utilizan el método de
elementos finitos para resolver distintas problematicas.

Sin embargo, el método de elementos de borde tiene bastantes ventajas comparativas respecto
del método de elementos finitos dependiendo del problema que se quiera resolver. Es muy util
para resolver problemas térmicos o electromagnéticos, en donde los elementos internos de una
geometria estudiada no inciden en demasia en el resultado final. Es en estos casos en donde el
método de elementos de borde o BEM, por sus siglas en inglés Boundary Element Method no
utiliza demasiada capacidad computacional debido a que no considera los elementos internos de
las geometrias.

No obstante, el método no ha sido explotado computacionalmente y existe un amplio campo para
investigar al respecto.

En el presente trabajo se intentard resolver un problema que puede parecer simple: una onda
electromagnetica incidente sobre una nanoesfera. La hipdtesis postulada en el presente trabajo
consiste en que dadas las condiciones quasiestdticas del problema planteado es correcto reducir las
ecuaciones de Maxwell que rigen las situaciones presentadas, pudiendo simular el comportamiento
del campo magnético dispersado dentro de los cuerpos, resolviendolos a través de BEM utilizando
Laplace como funcion de Green, en lugar de Helmholtz, lo que haria que la resolucién sea mas
simple y rapida.

Posteriormente, para entregarle un poco de contexto practico al presente trabajo, se estudiara el
comportamiento de una situacién similar: una onda electromagnética incidente sobre una matriz
con microhilos ferromagnéticos insertos en ella.

Palabras claves: Método de Elementos de Borde, BEM, BEM++, Micro-hilos, Sensor,
Dispersion Multiple, Electroestatica, Laplace.
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Abstract

The boundary element method is a method of solving differential equations that has relatively few
computational applications compared to those that use the finite element method to solve different
problems.

However, the boundary element method or BEM has quite a few comparative advantages over the
finite element method depending on the problem to be solved. It is very useful to solve thermal
or electromagnetic problems, where the internal elements of a studied geometry do not have too
much influence on the final result. It is in these cases where the BEM, does not use as much
computational capacity because it does not consider the internal elements of the geometries.
However, the method has not been exploited computationally and there is a wide field to investigate
it.

In this paper we will try to solve a problem that may seem simple: an incident electromagnetic
wave on a nanosphere. The hypothesis postulated in the present work is that given the quasistatic
conditions of the problem posed, it is correct to reduce the Maxwell equations that govern the
situations presented, being able to simulate the behavior of the magnetic field dispersed within
the bodies by solving them through BEM using Laplace as Green function, instead of Helmholtz,
which would make the resolution simpler and faster.

Later, to give a little practical context to the present work, the behavior of a similar situation will
be studied: an incident electromagnetic wave on a matrix with ferromagnetic micro-wires inserted
in it.

Keywords: Boundary Element Method, BEM, BEM++, Micro-wires, Sensor,
Multiple Scattering, Electrostatic, Laplace.
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Capitulo 1

Introduccion.

Durante los ultimos anos el desarrollo de nuevos métodos de resolucion de ecuaciones diferenciales
ha llamado la atencién de la comunidad cientifica, siendo el método de elementos finitos el mas
conocido, utilizado y estudiado; este método realiza una discretizacién volumétrica completa del
cuerpo de estudio, por lo que es muy util para geometrias complejas. Sin embargo, este método no
es el mas eficiente en todos los casos.

Dentro de la gama de métodos con los que es posible resolver ecuaciones diferenciales parciales,
el método de elementos de borde (conocido también como método de elementos de contorno o de
frontera), BEM por sus siglas en inglés, es un método particularmente eficiente cuando el cuerpo de
estudio posee homogeneidad dentro del su cuerpo, esto usualmente sucede en problemas térmicos,
de acustica, electromagnetismo y en algunos problemas de mecanica de fluidos.

Si comparamos ambos métodos vemos una considerable cantidad de software que utiliza el método
de elementos finitos para la resolucién de problemas, sin embargo, BEM aun se encuentra en etapa
de desarrollo, por lo que los avances en la implementacién del método, mejoras en la velocidad
de resolucién, mayor presiciéon a menor costo computacional, entre otros factores, son objetivos a
lograr dentro del corto y mediano plazo.

En este trabajo intentaremos demostrar una hipotesis que nos permitiria resolver problemas de
electromagnetismo, que cumplan ciertas condiciones, en poco tiempo y con una baja cantidad de
iteraciones.

En el capitulo 2 se veran los fundamentos eléctricos necesarios para comprender a los razonamien-
tos técnicos detrds del trabajo. No se hard una descripcidon en detalle pero se dejan referencias
para poder revisar en caso de necesitar un estudio con mayor profundidad. En el capitulo 3 se
explica y desarrolla el método de elementos de borde, exponiendo sus fundamentos y desarrollando
matematicamente el funcionamiento del método.

El capitulo 4 se centra en la libreria de python utilizada para resolver los problemas con la
metodologia BEM, esta libreria es llamaba bempp, se expone su estructura y los comandos uti-
lizados para resolver el problema propuesto.

En el capitulo 5 se presenta la formulacién matematica del problema. En el capitulo 6 se muestra
el desarrollo realizado, mostrando las propiedades electromagnéticas utilizadas, propiedades de la
malla generada y softwares utilizados. En el capitulo siguiente se exponen los resultados y andlisis
para cada caso estudiado.

El dltimo capitulo corresponde a las conclusiones del trabajo. Posteriormente se anexan los codigos
utilizados para resolver los casos.

Dentro de los objetivos especificos del presente documento se encuentran encontrar expresiones
basadas en la ecuacion de Laplace que modelen correctamente el campo electromagnético en el



limite de longitud de onda infinita; generar un software que resuelva la ecuacion de Laplace de-
scrita anteriormente, utilizando el método de elementos de frontera; comparar simulacidones con
resultados disponibles en la literatura [14] y realizar simulaciones de la dispersién de microhilos
insertos en polimeros de caucho.



Capitulo 2

Fundamentos tedricos eléctricos.

2.1 Campo eléctrico y campo magnético.

2.1.1 Campo eléctrico.

Por definicién, el campo eléctrico es un ’Campo fisico que describe la interaccon entre 2 cuerpos
o sistemas con propiedades de naturaleza eléctrica’. Se representa por la letra E y su unidad de
medida es [V/m] o [N/C]. También se podria definir como la fuerza eléctrica F, por unidad de
carga q o bien:

E=—
q

El campo eléctrico estatico puede representarse esquemadaticamente a través de lineas, conocidas
como lineas de campo.

D

Figura 2.1: Lineas de campo eléctrico. (Fuente: [13])

Las lineas de campo eléctrico poseen las siguientes caracteristicas:



e El vector de campo eléctrico en cualquier punto es tangente a la linea que pasa por dicho
punto.

e Las lineas de campo no se cruzan.

e El ntmero de lineas que salen de una carga positiva o entran en una carga negativa es
proporcional a dicha carga.

e Las lineas de campo no pueden cortarse. De lo contrario en el punto de corte existirian dos
vectores campo eléctrico distintos.

e A grandes distancias de un sistema de cargas, las lineas estan igualmente espaciadas y son
radiales, comportandose el sistema como una carga puntual.

2.1.2 Campo magnético.

El campo méagnetico, al igual que el campo eléctrico, es una magnitud vectorial. Este campo es
generado por cargas en movimiento, estas pueden ser cargas puntuales o un conjunto de cargas o,
en otras palabras, una corriente eléctrica. Su unidad de medida es el tesla [T7].

El movimiento de una carga puntual produce un campo magnético de la forma:

Fp

3

Figura 2.2: Campo magnético producido por una carga puntual. (Fuente: [13])

El campo magnético viene dado por:

_ o gV X
47 r2

Donde g es la carga puntual que crea el campo, v es la velocidad de ¢, r es la distancia desde ¢
hasta P, P es el punto en donde estamos calculando el campo magnético, u, es un vector unitario
que va desde g hasta P, ug es una constante denominada permeabilidad del espacio libre, cuyo
valor en el sistema internacional (SI) es pg = 4710~7[T'm/A].

Por otro lado, una corriente eléctrica también genera un campo magnético, ya que son muchas
cargas puntuales moviendose en conjunto. En este caso el calculo del campo serd con elementos
infinitesimales:

d? _ Mo I ﬁ X 17;
4T r2

4



En donde I es la intensidad de la corriente, dada por la férmula I = gnvg A, con n siendo la
cantidad de cargas, A la seccién del hilo y vg la velocidad del desplazamiento.

Figura 2.3: Campo magnético producido por una corriente eléctrica. (Fuente: [13])

2.1.3 Leyes de Maxwell.

Existen campos eléctricos y campos magnéticos, el conjunto de ambos campos se conoce como
campo electromagnético.

A través de este campo electromagnético, los elementos que interactian entre si por medio de
la electricidad o el magnetismo y se comportan siguiendo ciertas reglas de como los elementos
perturban al campo, o como el campo se perturba a si mismo. Estas reglas son conocidas como las
ecuaciones o leyes de Maxwell.

En un principio eran 8 que luego se condensaron en 4 y se pueden escribir como:

V. E=L (2.1)
€0
V-B= (2.2)
L OB

E=-"" 2.3
V x 5 (2.3)

L . OF
V X B = /J/[)J + /,LOEOE (24)

La ecuacién (2.1) también conocida como la Ley de Gauss indica bésicamente que las cargas
positivas seran fuentes y que las cargas negativas seran sumideros, tal cual como se ve en la imagen
2.1, en otras palabras, cargas del mismo signo repelen y cargas opuestas se atraen, notar que p es
la densidad de carga y g es la permitividad eléctrica en el vacio. Esta ley también indica que el
campo eléctrico decae con la distancia, lo hace a razén de 1/r2.

La ecuacién (2.2), algo asi como la Ley de Gauss del magnetismo, indica que no hay fuentes
o sumideros de campo magnético, lo que no impide que hayan elementos que generen campos



magneticos, como se vio anteriormente. ;Por qué es importante esto? Porque nos indica que el
campo magnético siempre debe cerrarse sobre si mismo. De forma practica esto se ve al cortar un
iman por la mitad: si bien en un inicio solo existe un polo sur y otro norte, al cortar en 2, cada
trozo tiene su polo sur y norte respectivamente. Es decir, los monopolos no existen.

La ecuacién (2.3), también conocida como la Ley de Faraday, indica que si un campo magético
cambia en el tiempo este 'activa’ el campo eléctrico, por lo tanto no solo las cargas e imanes influyen
en los campos sino que estos influyen entre si.

La ecuacién (2.4) o la Ley de Ampére-Maxwell, que indica que si exite un campo eléctrico que
cambia en el tiempo o existen cargas moviendose, es decir, hay una corriente eléctrica (denotada en
la ecuacién como J ), esto generard un campo magnético. Las constantes utilizadas en las ecuaciones
son:

e Permitividad eléctrica en el vacio

02
=885 x 107" | ——
gp = 8.85 x 10 [N-mQ}
e Permeabilidad magnética en el vacio
| N
Mo = 41 x 10 |:A2:|

Combinando estas 4 leyes es véalido decir que todos los fenémenos electromagnéticos que percibi-
mos se pueden explicar.

AV
T

N
Figura 2.4: Lineas de campo magnético. (Fuente: [13])

Las ecuaciones descritas con anterioridad son dadas para el medio vacio. Para el caso en
que los elementos se encuentre en un medio es necesario adaptar las propiedades del mismo. Se
puede encontrar una nueva relacion para E' y B a través de dos pardmetros ya conocidos, como
permitividad eléctrica y permisividad magnética. La relacion es de la forma:

E =

o | Oy

[«



B =puH

En donde D se define como la densidad el flujo eléctrico y H como la intensidad del campo
magnético. Se dice que si la relacién entre E/D y B/H es constante, estamos en presencia de
un medio lineal. Esto permite que € y u se representen de forma matricial. Si esta matriz se puede
diagonalizar, es decir que que solo existan elemento en la diagonal, se habla de un medio is6tropico
y si ademas los elementos no son iguales se habla de un medio anisétropo. Un elemento isétropico es
un elemento en el que sus cualidades fisicas no dependen de la direccién en la que son examinadas,
por el contrario en el anisétropo su direccién varia sus propiedades fisicas.

)

Figura 2.5: Lineas de campo magnético. (Fuente: [13])

Es importante senalar que la onda electromagnética propaga un campo electromagnético, el
cual se compone de un campo eléctrico y un campo magnético. La direccién de propagacién de
la onda (en el caso de la figura 2.6 seria en la direccién x) es perpendicular a la onda del campo
eléctrico y a la del campo magnético, las cuales a su vez son perpendiculares entre si (volviendo a
la figura, serian en la direccién y y z respectivamente).

=1

<
~

=1

Figura 2.6: Propagacién de onda electromagnética. (Fuente: [13])



Capitulo 3

Método de elementos de borde.

El método de elementos de borde o BEM, por sus siglas en inglés Boundary Element Method,
es un método numerico de resolucién de ecuaciones diferenciales, muy utilizado en mecanica de
fluidos, acustica, electromagnética, entre otras areas. Si bien el método clasico de resolucion de ED
es el método de elementos finitos o FEM, ambos presentan diferencias en su formulacién.

Se sabe que las ecuaciones diferenciales rigen una gran cantidad de fenémenos fisicos. Para resolver
estas ecuaciones diferenciales se realiza un proceso llamado discretizacion, el cual nos entrega re-
sultados aproximados y consiste en dividir el elemento en estudio en elementos infinitesimales y
basandose en las expansiones de Taylor, poder encontrar el resultado buscado. La primera gran
diferencia entre ambos métodos se observa en la siguiente imagen:

10

0
5 3 Y (cm)
10 10 5 10 10 Y (cm)
X (cm) X (cm)
(a) Discretizacién utilizada en BEM. (b) Discretizacién utilizada en FEM.

Figura 3.1: Diferencias en la discretizacién en BEM y FEM en 3D (Fuente: [8]).

Como se observa en la imagen 77, el elemento infinitesimal de estudio en FEM es un pequeno
elemento de 3 dimensiones, puede ser un cubo, una piramide, por otro lado, en BEM, el elemento
es bidimensional, es decir, cuadrados o triangulos. Cabe destacar que mientras mas elementos se
utilicen para dividir el objeto de estudio, mas preciso sera el calculo.

El BEM utiliza condiciones de borde o de frontera para ajustar los valores de borde a las ecuaciones
diferenciales. Estas condiciones suelen ser:
Condiciones ’esenciales’ del tipo ©v = @ en I'y

3.1
Condiciones 'naturales’ del tipo ¢ = g en I'y (3:1)

Las condiciones ’escenciales’ usualmente son conocidas como condiciones de Dirichlet, mientras que
las condiciones 'naturales’ son conocidas como condiciones de Neumann. Pueden existir condiciones



de frontera més complejas tal como la combinacién de las dos anteriores.
La ecuacion integral que se usa como punto de inicio para el método es:

Viu =0 (3.2)

Si a esta ecuacidn se le aplica una integral por el volumen €2 y ademas se multiplica por una funcién
w conveniente:

/ﬂ V2u(rw(r — 1) dQ(r') =0 (3.3)

Notar que se estd integrando sobre r’ y r no esté restringido. Utilizando la identidad mostrada en
la ecuacién (A.2) se puede descomponer de la forma :

/w(r—r’)v'(Vu(r/)) dQ(r') = / V-u(r') (Vw(r—r")) dQ(r’)—/ Vu(r\Vw(r—r") dQ(r') (3.4)
Q Q Q
En el primer término del lado derecho de la ecuacién (3.4) se puede utilizar el teorema de Gauss,

indicado en la ecuacién (A.3), mientras que en el segundo término volvemos a utilizar la identidad
(A.2), lo que entrega':

/v2uwdQ=/n-Wwdr—/v-(wvu)da—/vv-vudfz (3.5)
Q r Q Q

Surface [ Boundary curve I,

e
K ;

Boundary surface T' Boundary point i r=a

(a) Hemisfera alrededor de i (b) Semicirulo alrededor de ¢

Figura 3.2: Puntos de frontera para los casos 2D y 3D (Fuente:[5])

Nuevamente se puede utilizar el teorema de Gauss con el segundo término del lado derecho de
la ecuacién. Ademas, se iguala la ecuacién a cero tal como en (3.2):

Oz/n-qudF—/n-qudF—/quwdQ (3.6)
r r Q

Ahora en adelante, llamaremos a la funcién w convenientemente la solucién fundamental de la
ecuacion, la cual tiene por segunda dervada la funcién Delta Dirac, la que si se encuentra bajo el
dominio de la solucién de la funcién tiene por valor 1, como este es el caso se puede afirmar que el
tercer término de la ecuacién tiene por valor u(r). Sin embargo también hay que recordar que la
funcién w estd evaluada en (r — ') por lo que hay una singularidad que ocurre cuando r — 7’ que

!Para facilidad de notacién solo se utilizard u y w



se debe estudiar. Esta singularidad, que esta ilustrada en la figura 3.2, genera un término libre de
valor —1/2 u(r). Finalmente se puede escribir la ecuacién como:

1
Oz/n-qudF—/n-qudF+u (3.7)
r r 2

Tomando como nueva notacién a w = ux. Notar que las divergencias estdn multiplicadas por un
vector normal, por lo que el término afectado por el operador V se transforma en la derivada en la
direccién normal. Reescribiendo se llega a:

1 .
uz—l—/uq* dI‘:/qu*dF (3.8)
2 r r

En donde u es una funcién potencial, g es su derivada con respecto a la normal. u* y ¢* son las
soluciones fundamentales de ambas funciones. El superindice ¢ indica el punto de ’anclaje’ o centro
del circulo o hemiesfera de interés. Estos puntos ¢ seran considerados como 'nodos’. Al momento
de discretizar la ecuacion (3.8), queda de la siguiente forma:

N N
1 . . ‘
2ul+z</ q*dF> ujzz:(/ u*dF) 7’ (3.9)
j=1 \/I j=1 \/Tj
Para simplificar, se renombrarin las integrales mostradas como sigue:
HY = / ¢*dl’ y G = / u* dl (3.10)
Lj Lj
i /Nudes
/
element
(a) Elementos constantes. (b) Elementos lineales.
Nodes
A4

element

(¢) Elementos cuadréticos.

Figura 3.3: Diferentes tipos de elementos de frontera. (Fuente:[5])
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Si i # j entonces HY
1 p=HY
Si i # j entonces HY + 5

Entonces la ecuacién (3.9) puede ser escrita como:

N N
Y HIW =) Gy (3.11)
Jj=1 Jj=1
Esta serie de ecuaciones puede ser expresada en forma de matriz como:

HU = GQ (3.12)

Se puede llevar todos los términos conocidos al lado izquierdo y los valores iniciales conocidos (como
los ejemplificados en la ecuacion (3.1)), reescribiendola como:

AX =F (3.13)

Entonces, si las condiciones iniciales son solo de Dirichlet, el vector X estaria compuesto solo por
'valores desconocidos’ de ¢ y viceversa. Si fuera una mezcla de ambas condiciones, el vector X
seria una mezcla de u's y ¢'s, evidentemente luego deberian reordenarse los valores y dejar un solo
vector de u's y otro distinto para ¢’s. Esto es consecuencia de la formulacién mixta de elementos
de frontera y entrega una importante ventada respecto a elementos finitos.
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(a) Discretizacién utilizada en BEM.

(b) Discretizacién utilizada en FEM.

Figura 3.4: Diferencias en la discretizacién en BEM y FEM en 2D (Fuente:[5]).

Las integrales mostradas en la ecuacién (3.10) son resueltas mediante una cuadratura de Gauss,
la cual es una aproximacién de la integral.
Es importante indicar que BEM es aplicable a problemas que puedan ser modelados por una
funcion de Green, ya sea Laplace, Helmholtz o Helmholtz modificado. Es necesario hacer notar
que las funciones de Green son principalmente utilizadas para modelar ecuaciones diferenciales con
condiciones de contorno dadas, que es justamente como se han definido los problemas de BEM.
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El comportamiento en el interior del cuerpo es homogéneo, por lo tanto es posible hacer una
buena aproximacion o prediccion de como se comportard la funcién potencial estudiada en el cuerpo
en los puntos interiores. En la siguiente imagen, se observan graficamente los puntos interiores:

Figura 3.5: Elementos de borde y puntos internos para el estudio
Para calcular el potencial es necesario utilizar la ecuacién que se muestra a continuacién. Es
necesario hacer notar que los coeficientes HY y G% son recalculados para cada punto interno.
N N
u'=>"Gqg =Y HIu (3.14)
j=1 j=1

El célculo para la derivada en ambas direcciones en los puntos internos también se puede realizar,

pero su formulacién es como sigue:
i N
ou ou* . 6q* .
) = | =— —dr' ) ¢ E —dr | u!
() <3$1> ( r 01, )q ‘ 1</r Oy >u

() = (5“)

I
WE

1

<.
Il

. N - (3.15)
au_ j_ q j
1< ramdr)q Z</1“3$2dr>u

1

I
] =

W.
<
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Capitulo 4

Biblioteca bempp.

Bempp es una plataforma computacional gratuita de elementos de frontera se puede utilizar para
resolver problemas de acustica o electroestatica, entre otros. Utiliza una interfaz de python de facil
uso, en el presente trabajo se utiliza Docker Images' para poder resolver nuestro problema.

Como se vio en la seccién anterior, para resolver problemas con BEM es necesario resolver sistemas
compuestos por matrices de gran tamano, las cuales a su vez contienen elementos que son necesarios
aproximar, es por esto que la existencia de esta libreria abierta facilita la tarea.

4.1 Estructura.

La libreria bempp tiene una estructura basada en la imagen 4.1, la cual tiene 5 grandes ejes y es
explicado con mayor detalle en [14]:

e Grid: Responsable del manejo de la malla, apoyado en la libreria 'Dune-FoamGrid’.

e Fiber (Fast Integration Boundary Element Routine): Es un elemento vital dentro de la
libreria. Encargado de evaluaciones las integrales de elementos de borde en cada elemento,
sin importar su conectividad. Ademads de realizar la integracion como tal. Este modulo es
independiente del resto por lo que podria ser utilizado de manera particular en otros cédigos
de BEM.

e Space: Responsable del espacio de funciones y sus derivadas. También actia como admin-
istrador de grados de libertad, usando los conocimientos de la conectividad entre elementos
y las propiedades de continuidad del espacio de funciones.

!Software que crea contenedores virtuales para que puedan ejecutarse bajo cualquier maquina, independiente del
sistema operativo que tenga.
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Grid Space LinAlg |
Grid GridView Space Solver <]—|
Entity Geometry DefaultlterativeSolver
Assembly Fiber
AbstractBoundaryOperator Basis || Function
DiscreteBoundaryOperator Local AssemblerForOperators
BoundaryOperator TestKernel Triallntegrator
PotentialOperator CollectionOfKernels
Context || GridFunction CollectionOfShapesetTransformations
TestKernel Triallntegral

Figura 4.1: Modulos de bempp (Fuente:[14])

e Assembly: Es el modulo més grande de la libreria. Define los operadores integrales y los espa-
ciones de funciones en la malla. También almacena las matrices de las integrales discretizadas
que son formadas en el médulo Fiber.

e LinAlg: Mddulo que almacena distintos tipos de solver’s lineales.

4.2 Algoritmo y explicacion.

El algoritmo para la resolucién de problemas a través de bempp es més bien simple pero es necesario
tener los conceptos claros o no se podré ejecutar de forma correcta. La forma de resolucién es la
que se muestra en la figura 4.2. Esta resolucion calculard los parametros de borde, para resolver
los elementos internos simplemente se debe realizar una nueva malla con puntos internos y utilizar
el resultado obtenido, tal como se indica en 3.15.
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dulos necesarios

Importar los m

Definir la malla

Establecer las opciones de cuadratura

r los bordes con condiciones
Dirichlet o Neumann

Definir los espacios de funciones

Definir el sistema de ecuaciones
integrales a resolver

Discretizar y resolver las ecuaciones

Extraer la solucién

Combinar las condiciones iniciales con el
resultado

Graficar

Figura 4.2: Algoritmo resolucién bempp

Al observar el esquema se hace evidente definir los conceptos y ademds mostrar como se ejecuta
lo descrito en el cédigo:

1. Importar los médulos necesarios.
Moédulos: También conocidas como bibliotecas o librerias, anaden funciones adicionales a
nuestro lenguaje de programacién de uso: Python. Para resolver el problema se utilizaron 3:
numpy, scipy (para resolver sistemas lineales) y por supuesto, bempp.

2. Definir la malla.
Malla - Grid: El mallado en esta plataforma puede realizarse de manera bastante simple,
siempre y cuando la figura sea corriente (esferas, cubos, etc...). Estas también pueden ser
importadas desde el formato .msh.

3. Establecer las opciones de cuadratura.
Cuadratura - Quadrature: Como se vio en la seccién anterior, es necesario utilizar una
cuadratura Gaussiana para resolver las ecuaciones integrales, en este punto se precisa de
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cuantos puntos se hara esa cuadratura. Para asimilar esta forma de resolucion lo més posible
a la anterior, se utilizardn nuevamente 4 puntos.

4. Definir los espacios de funciones.

Conocido como espacio de funcién o Function spaces. Se sabe que los nodos podian ser
tomados para medios constantes, lineales o polinomiales, dependiendo del medio en que quer-
amos definir los nodos, los espacios de funcién deben ser definidos en el orden deseado, en la
plataforma bempp es importante definir esto correctamente. Como se senala en el algortimo
es necesario haber generado con anterioridad la malla, ya que esto es un input necesario. Los
tipos de ’Function spaces’ que interesan son escalares y son utilizados para resolver problemas
de Laplace y Helmholtz:

e Continuos Polynomial ”P”: Se refiere a que el ’espacio’ entre nodos debe tener
continuidad, a modo de ejemplo se tiene la figura 4.3 la cual muestra una interseccion de
elementos lineales continuos. Este espacio no puede utilizarse con elementos constantes
ya que todos deberian ser la misma constante lo cual carece de sentido, es por esto que
el orden de este espacio va desde 1 (lineal) hasta 10.

e Discontinuos Polynomial ?DP”: Caso contrario al anterior, en donde la interseccién
de los elementos no necesariamente debe tener una continuidad, es por esto que cuando
se desea tener elementos constantes es necesario utilizar este tipo de espacio. El rango
del orden va desde 0 (constante) hasta 10.

1) @

element j+ 2

(2)

Figura 4.3: Interseccién de elementos lineales continuos (Fuente:[5])

5. Definir el sistema de ecuaciones integrales a resolver.
Operadores - Operators: Lo que en la ecuacién (3.10) se describen como matrices H y G, en
esta plataforma son conocidos como operadores (’Single Layer Operator’ y 'Double Layer Op-
erator’ respectivamente) y no son los tnicos que estén disponibles. Se definen de la siguiente
forma:

= / G(z,y)dl’ Single Layer Operator
o
K= / Glz,y) —=dr Double Layer Operator
K' = / 5G (@ y) —=2dl Adjoint Double Layer Operator
r

0 o
H= / Glx,y) ——==dr Hypersingular Boundary Operator

17



Es importante destacar que es necesario precisar el modulo en el que serdan ocupados: Laplace,
Helmholtz o Helmholtz modificado. Existen otros operadores importantes como el operador
de matriz identidad. La funcién g(x,y) es la funcién de Green, la cual se ha definido anteri-
ormente como u.

Funciones de malla - Grid function: Se trata de la funcién dominante, la funcién potencial en
la frontera del elemento de estudio. También se utiliza para definir la condiciones de frontera
del problema. En el problema que se analizard en el presente trabajo, las Grid Function uti-
lizadas fueron las condiciones de Neumann y Dirichlet indicadas en el problema. Generacion
y resolucion del sistema lineal: Una vez que se tiene definido todo lo anterior se procede a
definir el lado izquiero y derecho de la ecuacién del problema, el cual posteriormente serd
resuelto usando gmres.

. Discretizar y resolver las ecuaciones.

Una vez que ya se calcula el potencial y su derivada en los bordes, se puede calcular el
comportamiento en su interior. Para eso se hard una matriz de vectores y se ’anclard’ en
un punto en el eje z para poder mostrar los resultados en un grafico 2D al igual que en el
algoritmo presentado de Brebbia y Dominguez [5] facilitando asi la comparacién de resultados.
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Capitulo 5

Aproximacién cuasiestatica de
dispersion electromagnética.

5.1 Formulacién matematica del problema.

El problema a evaluar corresponde a una onda electromagnética que incide sobre un nanoesfera,
el cual serd detallado en los capitulo 6 y 7. La longitud de onda de la onda incidente es de un
orden de magnitud mayor que las dimensiones del cuerpo de estudio. Esta onda tiene un campo
magnético incidente B; y un campo eléctrico incidente E;. Se denomina al volumen interno de la
esfera como €2y y al volumen externo como 2o tal como se muestra en la siguiente figura:

Q,

Figura 5.1: Problema de estudio
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Las ecuaciones de Maxwell de la situacién expuesta en la figura 5.1 son:

0B
D= VxE=_2
v P % ot

oD
ot

Como se estudiara el comportamiento del campo eléctrico, se reescribe la ecuacién (5.1) en funcién
solode F'y H:

(5.1)
V.-B=0 VxH=J;+"—

H
eV -E=p VXE:—#a—
OE '
uV-H=0 VxH= Jf“l‘{fat

Se puede suponer que una onda incidente en un entorno con propiedades electromagnéticas s y €2
sufrird de una perturbacion si se encuentra con algin objeto con propiedades diferentes, tal como
se plantea en el problema analizado.

§ : § : E’a‘ﬁﬁ

AAAAANAAAAANAA
AAAANAANAANAAANAAAAN
AANANANAANAANAANAA
AAAAANANAAAANAAAA
MAAAA
MVAAAA
MNANAA

Figura 5.2: Onda incidente perturbada.

Si ahora se aplican las ecuaciones de Maxwell a la situacion ilustrada en la figura 5.2, se obtiene:

oH
ot
8E En Ql
wmV-Hy =0 V x H = Jf1+€18_tl
0H-
€2V - Ey = po V x By = —ps2 8752 (5-3)
OE En QQ
eV - Hy =0 V x Hy = Jf2+82 8t2
e1F1 -n=¢e9FEy-n Hy-n=Hy-n} En la frontera I’

Se debe tener en cuenta que las propiedades de la nanoesfera tendran un efecto sobre el campo
incidente. En caso de que las propiedades del volumen {2; sean iguales a los de {29, esto es €1 = &9
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y p1 = p2'. La situacién descrita se puede ilustrar como en la imagen 5.3 y se puede representar
en las ecuaciones de Maxwell de la forma:

H;
EQV'Ei:pI VXE1=—M28
ot
OF. En Ql
u2V - H; =0 Vx H;=Jp + e atz
H;
€2VEz=P2 VXE,L:—M28 (54)
ot En Q
OE; 2
VHZZO VXHZ‘ZJf2+E28t'L

e9F; -n=¢eoE;-n H;-n=H;-n} Enla frontera I

AAAAANAAAAAAANAAANAA~
AAANAAANAAAANAANAAAAA~
AAAAANAAAANAANAAAAA~
ANAAANANAAAAAAANAANAA~
AAANAAANAAANAANAVIVAAAAA~
AAAAANAAAAAAAAAAAA~
AAANANAANAAANAAAANNANAA~
AAAAANAAAANAANAAAAA~

Figura 5.3: Micro-hilo no tiene efecto sobre la onda.

El campo resultante, expuesto en las ecuaciones, se puede descomponer como el campo incidente
mas el campo dispersado producto del encuentro de la onda con la esfera, por lo tanto 'y H pueden
ser representados como:

E=FE;+Ey

(5.5)
H=H,+Hy

Donde E; es el campo eléctrico incidente y H; es la intensidad del campo magnético inducido.
Es correcto asumir que en nuestro sistema no hay corrientes electricas ni densidad de corriente por
lo tanto los terminos de p y J pueden ser eliminados. Por lo tanto podemos reescribir la ecuacién

!Por conveniencia matemética se deja en términos del campo Qs
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(5.3) como:

oOH
e1V - Eig=0 V % Eig =~
OF o, (P
CHyg — oy — g, 2t _ 1d
iV -Hig=0 Vx Hy =e¢; 9 + (61 — €2) T
OH.
€2V - Eoq =0 V X Eag = —p2 82d (5-6)
aE? En QQ
112V - Hog = 0 V x Hag = 465 (%%

(e1F1q — €aFaq) -n=(e2 —e1)E; - n Hyi;-n=Hyy-n} Enla frontera I’

Se puede asumir una onda arménica con frecuencia w para representar el desplazamiento eléctrico
y el campo magnético:
E(z,t) = E(x)e™!

La ecuacién (5.6) queda:

V-Eiq=0 V X Dig = —priwgHiq En O
n
V-Hgy4=0 V x Hld:Jf1+€1iwdE1d+(€1 —Eg)iwz‘Ei !
V-Ey =0 V X Eyq = —p2iwgHag (5.7)
. En QQ
2V - Hag =0 V x Haq = e2iwqFoyg

(e1F1q — eaFaq) -n=(ea —e1)E; - n Hy-n=Hsy-n} En la frontera I’

Al ser la onda incidente de una longitud de onda muy grande con respecto a la esfera es correcto
asumir que \; — 0o. Se sabe que por definicién w = v/\, por lo tanto w; — 0. Se pueden escribir
las cantidades auxiliares:

hs = \/poHs

€s = Ve s (5.8)

r_
xr = i
A partir de esto se puede reescribir la ecuacién (5.7) utiliando las nuevas cantidades auxiliares:
V- €1q = 0 V x €1q = %iﬂhld
2
€1 — €. €1, En &
V- hld =0 V x hld = - Zﬂei + ;Zﬁeld
2 & (5.9)
V- €94 = 0 V x €94 = —Zﬁhgd
. En QQ
V'thZO VXth:ZBegd
(1619 — €2e2q) *n = (g2 —€1)e; (h1g — hog) -mn=0} EnT
Con 8 = wd,/eauz. Se puede expandir e y h, en terminos de 5 como:
(0) (1) 2 (2)
e=e; +pe, + pe; ..
a e 0 (5.10)

h=0" 4 gn) + 8202
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Y ahora considerando los términos de orden cero de la ecuacién (5.9), se reescriben solo los términos
del campo eléctrico:

V-eg(zl):O Vxeg(zl)zo
V- eg[)i) =0 V x eé?i) =0 (5.11)

(1619 — €2e2q) *n = (g2 —€1)e;

Aplicando el operador V a las ecuaciones en 2 se puede concluir que:

e Por la identidad de la divergencia de un rotor:
V- (VxEYD) =0
V- (VxEY) =0

Se puede determinar que los campos E14 y Foq son convervativos con base en que el rotor en
ambos casos es cero, esto quiere decir que hay una funcién potencial que puede describir el
comportamiento del campo.

e Se denominard como % a la funcién escalar potencial que describird nuestros campos:
V.p=Eq4

e Nuevamente se aplica el operador V pero esta vez en los gradientes del campo y utilizando
la nueva notacion con ¢, notar que estas ecuaciones se cumplen para el campo en €21 y (2

respectivamente:
V2 p1a=0

Vg =0

e Se reescriben las ecuaciones en el borde I' y se anade una mas:

<13801d B 15902d> _ <1 B 1> i
p On pp On p2  p1) On

P1d = ¥2d En la frontera I'

Finalmente, se obtiene una ecuacién diferencial con condiciones de borde, justamente lo necesario

para resolver este problema utilizando el método de elementos de borde.

V2 01g=0, V% 0=0 EnQ,Q

0 0 O:
(51 g;d oo gf) = (e2-) % ¢1d = P24  Enla frontera I

(5.12)

De acuerdo a lo senalado en la seccién 3 la ecuacién (5.12) puede representarse por una formulacién

de elementos de borde como:

1 0
so1d+ K -o1g—V | 5—p1a)] =0
2 on

1 0
51d — K- -pig+V <8n902d> =0

En la frontera I'

23

(5.13)



La primera ecuacién presente en el conjunto mostrado en (5.13) es del mismo desarrollo que el
mostrado en la seccién 3. Sin embargo la segunda ecuacién tiene los signos invertidos debido a que
las normales apuntan en sentido contrario, ergo, los signos de los términos en donde las normales
tienen incidencia deben tener distinto signo para que ambas tengan la misma convencion de signos.
Si ademas a lo anterior se aplican las condiciones de borde de (5.12):

1 0
51 +K-p1qg—V <<P1d> =0

on
1 10 0 (5.14)
o P2d Y1d + €1 <€2 g, P1d (e1 —€2) aﬂ%)
En la frontera I
La forma matricial de la ecuacién (5.14) es:
1
kvl (g - leag]
2 _
; L9 = o o (5.15)

Donde I serfa la matriz identidad. Cabe mencionar que en [10] se realiza una derivacién similar.
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Capitulo 6

Desarrollo del problema.

6.1 Creacion de mallas.

Como se menciond en la seccidn 4 es necesario crear una malla superficial para realizar el estudio,
ademads, esta malla debe estar en el formato utilizado por la libreria bempp, el cual corresponde a
”.msh”. La creacién de la malla se hace realizando los siguientes pasos:

1. Primero, se crea la geometria deseada en el Software ANSY'S [3]. Se realiza el mallado de
la geometria creada y luego exporta el archivo en formato ST L, utilizando el médulo FEM,
Finite Element Modeler:

Figura 6.1: Geometrias en ANSYS

2. Luego, el archivo en formato ST'L se abre en el software Meshlab [6], en donde se inspecciona
la malla verificando que no hayan elementos o caras duplicadas, que la geometria esté bien
ubicada o que los vectores normales estén en la direcciéon deseada, entre otros. Se exporta un
archivo nuevamente en formato .ST L.
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Figura 6.2: Malla en programa Meshlab

3. Por ultimo, este archivo en formato STL se abre en el software Gmsh [9], el cual permitird
exportar el archivo en el formato .msh deseado.

Desktop\TESIS\Final C - V642_F12805t!

A Gmsh - C\Users\Us
File Tools Window Help

B Modules
Geometry
[ Mesh

Optimize 3D
Optimize 3D (Netgen)
Set order 1
Set order 2
Set order 3
High order tools
Inspect
Refine by splitting
Partition
Smooth 2D
Recombine 2D
Reclassify 2D
Delete

Save

Solver

Figura 6.3: Malla en programa Gmsh

6.2 Utilizacién de la libreria bempp.

En esta seccién se explicard de manera general algunos de las herramientas utilizadas de la libteria

bempp.
Lo primero que se debe realizar es importar la libreria:
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import bempp.api

Se define la malla, la cual es importada y creada como se explica en la subseccién 6.1. Se
imprime la cantidad de elementos de la malla, lo que nos permitira saber el tamano de la matriz
que resolveremos. Se grafica la malla utilizando el comando plot, el cual grafica en plotly, libreria
de graficas de python.

# Define grid
grid = bempp.api.import_grid("name_file.msh")

# Print out the number of elements
number_of_elements = grid.leaf_view.entity_count(0)
print ("The grid has {0} elements.".format(number_of_elements))

# Plot the grid
grid.plot()

Previo a crear single layer operator y double layer operator se debe definir los function spaces
dominio, recorrido y dual de ambos operadores.

# Create function spaces
neumann_space = bempp.api.function_space(grid, "DP", order_neumann)
dirichlet_space = bempp.api.function_space(grid, "DP", order_dirichlet)
#UOperators
slp = bempp.api.operators.boundary.laplace.single_layer (NS,DS,DS)
dlp = bempp.api.operators.boundary.laplace.double_layer (DS,DS,DS)
id = bempp.api.operators.boundary.sparse.identity(DS,DS,DS)

Se deben generar los operadores que estan presentes en el lado izquierdo de la ecuacién (5.15),
esto es posible a través del comando blocked, el cual genera una matriz capaz de almacenar oper-
adores y que como se menciond, serd el lado izquierdo de la ecuacién a resolver.

#Formation of the left hand side matriz
blocked = bempp.api.BlockedOperator(2, 2)

El lado derecho de la ecuacién (5.15) se puede representar concatenando una funcién definida
con la proyecccién de coeficientes cero en el espacio definido para esa zona.
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#Definttion of functions
def funcion(x, n, domain_index, result):
result[:] = ((1 - er) / 1) * (Amp * n[0])

#Functions in the function space

funcion_fun = bempp.api.GridFunction(Function_space, fun=funcion)

funcion_fun = slp * funcion_fun

# The rhs from the zeros

rhs_fem = np.zeros(n)

# The rhs from the function

rhs_bem = funcion_fun.projections(Function_space)
# The combined Ths

rhs = np.concatenate([rhs_fem, rhs_bem])

Para resolver el sistema de ecuaciones se utilizard el método iterativo GM RES.

#Solving the matriz system
soln,info = gmres(blocked, rhs, tol=le-5,

callback = iteration_counter, maxiter

5000, restart

5000)
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Capitulo 7

Resultados y analisis.

7.1 Caso 1: Problema de verificacion.

7.1.1 Planteamiento matematico del problema.

Primeramente, validaremos el caso de estudio utilizando como referencia el caso resuelto en [7], el
cual consiste en una nanoesfera de 10 [nm| en un campo eléctrico constante, existe una solucién
andlitica que nos permitira comparar numéricamente los resultados de la Eztinction Cross Section,
ademas de permitir hacer un analisis de la malla utilizada. La situacién descrita se observa en la
siguiente figura:

E

&
oS

Figura 7.1: Representacion esquemética del caso 1.

La forma matricial de la ecuaciéon que representa el problema representado en la figura 7.1 es:

T+ K V][ o 0
? M= . 7.1
x 3 () - laste 2

€2 €2 n

Donde I seria la matriz identidad.
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7.1.2 Condiciones de diseno del problema.

Los pardmetros de campo eléctrico utilizados para este caso se presentan en la siguiente tabla:

Table 7.1: Parametros de campo eléctrico.

Parametro Simbolo Valor Unidad
Longitud de onda A 380 nm
Intensidad E —0.0037¢/ (AQEQ) V/m

La nanoesfera tiene una materialidad de plata y se encuentra sumergida bajo agua, en las
condiciones descritas, ambos materiales poseen las siguientes constantes dielectricas:

Table 7.2: Constantes dieléctricas para caso de verificacién.

Material | Constante dieléctrica [-]
Plata —3.3877 + 0.1922¢
Agua 1.7972 + 8.5048 99

El problema modelado tiene una solution andlitica, que nos permitird comparar con calculos
numericos el pardmetro 'Extinction Cross-Section’ (Cezt) obtenido con bempp, con el fin de verificar
el cédigo y estudiar la convergencia de la malla. Concretamente, compararemos lo siguiente:

1. Formula de Mischenko [12] Forma anélitica del calculo del pardmetro Cegt

dra’ Ein/Eout — 1
Cont = Im | k? 7.2
! k " |: Sin/gout + 2:| ( )

2. Célculo con bempp: Resultado obtenido a través de la resolucién del sistema de ecuaciones
presentado en 5.15. Primero se debe calcular el momento dipolar de cada elemento:

n
0
pi = €2 z; [rianjqbzsdf - niqbdf] (7.3)
La férmula de Cey: es:
47 é;
Cemt = ?Im @F(k = k‘o, k()) (74)
A la cual se puede llegar gracias a las siguientes relaciones:
1 eikr . .
Ei = m 2 ” r X p) xXr
ikr

e
Ei(r)r—mo = TF(ka kO)

En el caso estudiado se tiene que Ceyr = 3622[nm2]. Las mallas utilizadas en este caso tienen 80,

320, 1280 y 5,120 elementos.
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Figura 7.2: Malla de 5,120 elementos, utilizada en Caso 1.

7.1.3 Resultados

Convergencia de malla.

La convergencia de la malla se obtiene a través de una comparacién del parametro 'Extinction

Cross Section’. Se utilizaron mallas de 80, 320, 1280, 5,120 y 7,968 elementos:
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Figura 7.3: Convergencia de malla. Caso de verificacién

litica calculada con bempp converge y tiende a

7

7

on ana.

En la figura se observa como la soluci
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acercarse a la solucién andlitica de Mischenko. Ademaés, se verificara que el error relativo sea bajo.

Error relativo.

El error relativo, se calcula de la siguiente manera:

Valoryeq — Valoraproa:imado
Error.e =

7.5
Valor,ea (7.5)

Los resultados obtenidos se presentan en la siguiente tabla:

Table 7.3: Error relativo.

Numero de elementos | Error relativo
80 44.96%
320 25.72%
1,280 10.27%
5,120 2.09%
7,968 0.5%

Ademds, segun el siguiente grafico podemos observar como el valor del error disminuye cuando
se aumenta la cantidad de elementos como es de esperarse:

- Relative Error Cross Extintion Section

35 i .

pLY L] . . . .
20k .

15 | ; l

Relative Error [%]

10 | L |

g |- . L . . .
T — - Lo _
- - g
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0 1000 2000 3000 4000 5000 G000 TOOOQ  BOOO
Number of elements

Figura 7.4: Error relativo de la "Extintion Cross Section’. Caso de verificaciéon

Ademds, se muestra la siguiente figura con el error relativo en escala logaritmica:
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Relative Error Cross Extintion Section
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Figura 7.5: Error relativo de la "Extintion Cross Section’ en escala logaritmica. Caso de verificacién

De lo observado en esta seccién es correcto concluir que el problema de verificacién converge
a su solucion analitica tal como se observa en la figura 7.3. Adicionalmente se analiza el error
relativo, con el cual los resultados quedan validados debido al bajo error relativo obtenido (0.5%,
en su caso mds bajo).
De lo anteriormente senalado, se puede concluir que el planteamento del problema es correcto y
ademads permite realizar otros andlisis con distintas configuraciones de geometria (en lugar de una
esfera pueden ser cilindros, emulando microhilo) o de cantidad de objetos (podria simularse més
de un objeto receptor de ondas EM).

Potencial eléctrico en antena.

FEl siguiente estudio consiste en verificar la variabilidad del potencial eléctrico medido en 3 antenas
ubicadas en distintas posiciones, variando el niimero de elementos. Las antenas son 3 y estin
ubicadas en el eje x a 1 [mm]|, 5[mm]| y 10 [mm] del origen. Los resultados se presentan en la
siguiente tabla:

Table 7.4: Potencial eléctrico calculado en antenas.

n Potencial eléctrico en antena [V]
Antena 1 Antena 2 Antena 3
80 (3.311e-05+41.404e-06j) | (6.674e-06+2.830e-07j) | (3.341e-06+1.417e-07j)
320 | (3.392e-05+1.376e-06j) | (6.836e-06+2.773e-07j) | (3.421e-06+1.388e-07j)
1,280 | (3.398e-05+41.365e-06j) | (6.846e-06+2.749e-07j) | (3.426e-06+1.376e-07j)
5,120 | (3.484e-05+1.396e-06j) | (7.0183e-06+2.812e-07j) | (3.512e-06+1.407e-07j)
7,968 | (3.418e-05+1.369¢-06;) (6.89e-06+2.76e-07j) (3.44e-06+1.38e-07j)

Graficamente se separa la parte real de la imaginaria y se observa de la siguiente manera:

33



Real Part of the Calculated Electric potential in the Antena
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Figura 7.6: Parte real de potencial eléctrico medido en antena. Caso de verificacién

Imaginary Part of the Calculated Electric potential in the Antena
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Figura 7.7: Parte imaginaria de campo eléctrico medido en antena. Caso de verificacién

Posteriormente, se grafican las variaciones de las mediciones en las antenas, también separando
parte imaginaria y real:
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Relative Variation of the real part of the Electric potential in the Antena
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Figura 7.8: Variacion de la parte real de campo eléctrico medido en antena. Caso de verificacién

Relative Variation of the imaginary part of the Electric potential in the Antena
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Figura 7.9: Variacién de la parte imaginaria de campo eléctrico medido en antena. Caso de
verificacion

De los graficos obtenidos se puede verificar que la variabilidad obtenida, tanto para la parte real
como para la parte imaginaria del potencial eléctrico, es bastante baja y no supera un 3.1% para
la parte real y un 2.5% para la parte imaginaria.

Lo anterior, permite indicar que los andlisis se pueden realizar con mallas con una cantidad de

elementos no tan elevada y aun asi obtener un buen resultado, sin la necesidad de recargar la
capacidad computacional disponible.
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7.2 Caso 2: microhilo inserto en una matriz.

7.2.1 Planteamiento matematico del problema.

El segundo caso simulado se trata de un microhilo inserto en una matriz polimérica con propiedades
electromagneticas distintas.

Figura 7.10: Representacién esquematica del caso 2.

En este experimento, se mide la intensidad del campo eléctrico en una antena ubicada en una
posicion determinada. Se evaluarda como cambia la medicién del potencial eléctrico en la antena
disminuyendo y aumentando un 10% la permitividad eléctrica del microhilo. De acuerdo a lo
senialado en [2] la formulacién matricial del problema con dos superficies es como se describe en 7.6:

L — K1 £Vig ) K2 Vi, | | gpprd| _ 0 (7.6)
—Ko1  2Voy I+ Kyn —Vooo $2d 0
0 0 %I — Ko o %VQ_Q 5%9026[ 0

7.2.2 Condiciones de diseno del problema.

En el segundo caso se utilizardn un microhilo de 5 [nm] de radio y 3 [mm)] de largo y una matriz de
0.5 x 3.1 x 1 mm. Las propiedades utilizadas son las indicadas en [11]. Los propiedades eléctricas
de los microhilos son detallados en la siguiente tabla:

Table 7.5: Permitividades eléctricas utilizadas.

Geometria Permitividad Unidad
Microhilo (82629.2677 — 200138.22111) - &9 F/m
Matriz polimérica 16 - g F/m

A continuacidn, se presentan las mallas utilizadas para el calculo:

36



(a) Malla microhilo, 1,056 elementos. (b) Malla matriz polimérica, 992 elementos.

Figura 7.11: Mallas utilizadas en caso 2.

7.2.3 Resultados.

A continuacion, se presentan los resultados para el caso explicado en 7.2. Las mallas utilizadas
para el desarrollo del célculo tienen 1,056 elementos en el hilo y 992 elementos en la matriz.
Al igual que en la seccién anterior, se separard el campo en parte real y parte imaginaria:

Real Part of the Calculated Electric potential in the Antena
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Figura 7.12: Parte real del potencial eléctrico medido en las antenas modificando la permitividad
eléctrica del microhilo.
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Electric potential [pW]

Imaginary Part of the Calculated Electric potential in the Antena
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Figura 7.13: Parte imaginaria del potencial eléctrico medido en las antenas modificando la permi-

tividad eléctrica del microhilo.

Se observa a simple vista que en la parte real del potencial eléctrico medido no existen grandes
cambios. Por otro lado, en la parte imaginaria si se observa un cambio notorio. La variacién
observada en ambos casos se muestra en los siguientes graficos:

Relative Variation [%]
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Figura 7.14: Variacién de la parte real del potencial eléctrico medido en las antenas modificando

la permitividad eléctrica del microhilo.
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Relative Variation of the real part of the Electric potential in the Antena
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Figura 7.15: Variacién de la parte real del potencial eléctrico medido en las antenas modificando

la permitividad eléctrica del microhilo.

Relative Variation of the imaginary part of the Electric potential in the Antena
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Figura 7.16: Variacién de la parte imagniaria del potencial eléctrico medido en las antenas modifi-
cando la permitividad eléctrica del microhilo.
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Relative Variation of the imaginary part of the Electric potential in the Antena
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Figura 7.17: Variacién de la parte imaginaria del potencial eléctrico medido en las antenas modifi-

cando la permitividad eléctrica del microhilo.

De lo obtenido se puede decir que la variabilidad de la parte real del potencial eléctrico es muy
baja (del orden de 0.09%) por lo que se podria decir que no es un pardmetro muy sensible a las
variaciones de las propiedades mecénicas del material. Por otro lado, hay una variacién importante
de la parte imaginaria del potencial eléctrico en las antenas (de entre 10% a 15%).

De lo anterior se puede concluir que la parte imaginaria del campo eléctrico medido es un parametro
sensible a las variaciones mecanicas del material de los microhilos, por lo tanto podria servir como
un parametro de medicién en aplicaciones practicas con este material.
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7.3 Caso 3: 2 microhilos insertos en una matriz.

7.3.1 Planteamiento matematico del problema.

El ultimo caso evaluado seran 2 microhilos insertos en la matriz, se verd como afecta la interaccién

de ambos en la intensidad medida en la antena.

Figura 7.18: Representacién esquematica del caso 3.

La formulaciéon matricial de la situacion que se observa en la figura 7.18 es:

¥1d

[T+ K11 —Vig 0 0 0 0
31— K14 Vi Ki o V1o 0 0
—Ky1 Vo I+ Koo —Voo 0 0
0 0 11— Ko o 2Vao Ko 3 —Va_3
0 0 —K3 o 2Vzo sI+Kzy —Vzg
0 0 0 0 3I1—Kyo 2V33)

7.3.2 Condiciones de diseno del problema.

% Y1d
¥2d
% ¥2d
P3d

)
L5y, P3d.

g2—e1 Opin
on +

€3

e2—e1 Opir
on +

€3

0

0

g2—e3 Opia
ez On
e2—e3 Opia
€3 on

(7.7)

En este caso se utilizaran las mismas geometrias y propiedades que se utilizaron para el caso 2,
ambos cilindros son idénticos. El conjunto de mallas (ambos cilindros y la matriz) se puede ver de

la siguiente manera:
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Figura 7.19: Geometria y malla utilizada en caso 3.

7.3.3 Resultados.

A continuacién, se presentan los resultados para el dltimo caso, el cual corresponde a 2 microhilos
insertos enuna matriz polimérica. Las mallas utilizadas para el desarrollo del célculo tienen 1,056
elementos en ambos hilos y 992 elementos en la matriz y las propiedades electromagnéticas fueron
las mismas utilizadas en el caso anterior.

En este experimento en particular solo se midié el potencial eléctrico en las antenas:

Table 7.6: Medicién de potencial eléctrico en antenas, Caso 3.

Medidor | Potencial eléctrico [©V]
Antena 1 | 0.76989615+0.136392864
Antena 2 | 0.15407255+0.02729511¢
Antena 3 | 0.07704211+0.01364859:

El resultado obtenido nos permite observar como cambia la medicién en las antenas al agregar
microhilos a la matriz. De este punto es correcto afirmar que la medicién baja aproximadamente 1
orden de magnitud en todos los casos.

Es también necesario resaltar que al haber més geometrias, la matriz de resoluciéon es mucho mas
grande. En el caso de 1 microhilo inserto en el polimero la matriz es de 4,096x4, 096, mientras que
en este caso la matriz a resolver tiene un tamano de 6, 208x6, 208, por lo que se debe ser cuidadoso
con la capacidad computacional disponible.

No obstante lo anterior, se debe recordar que si el objetivo es la medicién de potenciales eléctricos,
este trabajo ha demostrado que el resultado obtenido puede ser calculado con mallas con un ntimero
bajo de elementos sin afectar el resultado final. Por lo que, se propone para un trabajo futuro
evaluar configuraciones con mayor cantidad de geometrias (en este caso en particular, insertar una
mayor cantidad de microhilos en la matriz polimérica) y verificar el comportamiento de la medicién
obtenida.
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Capitulo 8

Conclusiones.

Las conclusiones obtenidas del trabajo realizado se detallan a continuacién. Para el caso de veri-
ficacién es posible decir que del grafico 7.3 se observa que entre més elementos tiene la malla de
estudio, el resultado del céalculo de la Eztinction Cross Section tiende a converger y acercarse
al valor de acuerdo a la formula de Mischenko. Al comparar el resultado de la Extinction Cross
Section de acuerdo a la formula de Mischenko y lo obtenido del calculo con bempp, se obtiene un
error relativo de 0.5% con una malla de 7,968 elementos. Este error podria disminuir al aumentar
los elementos de la malla, sin embargo, las capacidades computacionales a las que se tienen acceso
no lo permiten, no obstante el error relativo obtenido permite concluir que el caso de verificacién
cumple el objetivo de validar la modelacién y formulacion del problema.

Por otro lado, de acuerdo a lo obtenido en la mediciéon del potencial eléctrico en las antenas ubi-
cadas en el modelo, se puede decir con una inspecciéon visual preliminar de los graficos 7.6 y 7.7
que existe poca variabilidad en la medicién, tanto de la parte real como de la parte imaginaria. De
acuerdo a los gréaficos 7.8 y 7.9 se obtiene una variacién menor al 3% en la parte real del potencial
eléctrico y menor al 2.5% en la parte imaginaria.

Se puede concluir que el caso estudiado verifica la hipétesis postulada en el presente trabajo, la cual
consistia en que dadas las condiciones quasiestaticas del problema planteado es correcto reducir las
ecuaciones de Maxwell que rigen las situaciones presentadas, pudiendo simular el comportamiento
del campo magnético dispersado dentro de los cuerpos resolviendolos a travé de BEM utilizando
Laplace como funciéon de Green, en lugar de Helmholtz, lo que haria que la resolucién sea mas
simple y rapida.

De la medicién del potencial eléctrico en las antenas se observa una baja variabilidad respecto de
los elementos de la malla de estudio, por lo que no se justificaria refinar aiin més la malla, exigiendo
las capacidades computacionales del equipo por un resultado que no deberia variar en demasia en
la medicién del potencial en antenas.

Para el caso de 2 superficies, al igual que en el caso anterior, se observa en los graficos que la variacién
de la permitividad eléctrica en los microhilos no produce una gran variacién en la medicién del po-
tencial en las antenas. Se obtiene una variacién maxima de 0.09% en la parte real de la antena
mas alejada. Las 3 antenas tienen una variacién distinta. La variacién de la parte imaginaria
del potencial elécrtico en las 3 antenas se comporta de la misma manera. La variacién con una
permitividad eléctrica (+10%) respecto del caso con -10% de la permitividad es de 18.2%.
Finalmente, para el caso de 3 superficies, si bien es posible resolver el caso, con las condiciones
computacionales a las que se tiene acceso no es posible refinar mucho mas la malla utilizada.
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