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Resumen

En este trabajo de titulacién se presenta el disefio e implementacién de un método avanzado
de control de procesos, el Control Predictivo por Modelo (MPC), aplicado a un sistema de
péndulo invertido rotacional. Esta técnica consiste en implementar un esquema de control
que utiliza un modelo matematico de la planta para predecir su comportamiento futuro y,
en funcion de ello, optimizar las acciones de control sujetas a restricciones operacionales.
La planta bajo estudio corresponde a un Péndulo de Furuta de la plataforma Quanser QUBE-
Servo 2, un sistema mecanico subactuado, altamente no lineal e inherentemente inestable,
lo que lo convierte en un excelente caso de interés para la validacion de estrategias de
control avanzadas. Para el desarrollo del controlador, se realiza la modelacion del sistema
seguida de un proceso de linealizaciéon en torno al punto de equilibrio inestable para
analizar sus propiedades dindmicas. El método de optimizacion seleccionado para resolver
el problema de MPC es el algoritmo Active-Set, implementado en el solver quadprog
de MATLAB. Se desarrollan simulaciones en MATLAB/Simulink con el fin de verificar el
correcto funcionamiento del bloque de control. Posteriormente, en la implementacién
fisica en tiempo real, se evaltia el desempefio del controlador utilizando el hardware de
adquisicién de datos y bloques de Quanser (QUARC), analizando la respuesta del sistema
ante variaciones en el horizonte de prediccion, el periodo de muestreo y las restricciones de
actuacién en el motor.

Palabras clave: MPC, Péndulo de Furuta, Active-Set, Quadprog, MATLAB/Simulink, QUBE-
Servo 2, QUARC.



Abstract

This undergraduate thesis presents the design and implementation of an advanced process
control method, Model Predictive Control (MPC), applied to a rotary inverted pendulum
system. This technique consists of implementing a control scheme that uses a mathematical
model of the plant to predict its future behavior and, based on this, optimize the control
actions subject to operational constraints. The plant under study is a Furuta Pendulum on
the Quanser QUBE-Servo 2 platform, an underactuated, highly nonlinear, and inherently
unstable mechanical system, which makes it an excellent case of interest for validating
advanced control strategies. To develop the controller, the system is modeled and
subsequently linearized around the unstable equilibrium point in order to analyze its
dynamic properties. The optimization method selected to solve the MPC problem is the
Active-Set algorithm, implemented in MATLAB’s quadprog solver. Simulations are carried
out in MATLAB/Simulink to verify the correct operation of the control block. Subsequently;
in the real-time physical implementation, the controller’s performance is evaluated using
Quanser’s data acquisition hardware and blocks (QUARC), analyzing the system’s response
to variations in the prediction horizon, the sampling period, and the actuator’s constraints.

Keywords: MPC, Furuta Pendulum, Active-Set, Quadprog, MATLAB/Simulink, QUBE-Servo
2, QUARC.



Simbolos y acronimos

Esta seccion presenta una lista de los simbolos y acronimos relevantes para el desarrollo de
esta memoria.

ACRONIMO EXPLICACION

MPC Control Predictivo por Modelo (Model Predictive Control)

LOR Regulador Cuadratico Lineal (Linear Quadratic Regulator)

DLOR Regulador Cuadratico Lineal Discreto (Discrete Linear Quadratic
Regulator)

PID Proporcional-Integral-Derivativo (Proportional-Integral-Derivative)

QP Programacion Cuadrdtica (Quadratic Programming)

DARE Ecuacién de Riccati Algebraica Discreta (Discrete Algebraic Riccati
Equation)

ZOH Retenedor de Orden Cero (Zero-Order Hold)

A/D Convertidor analogo-digital

D/A Convertidor digital-andlogo

ISE Integral del Error Cuadratico (Integral Square Error)

IAE Integral del Error Absoluto (Integral Absolute Error)
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EXPLICACION

Angulo del brazo horizontal del péndulo de Furuta

Angulo del péndulo respecto a la posicién vertical invertida
Velocidades angulares de 0 y «

Voltaje de control aplicado al motor

Vector de estados, z = [, o, 6, &]T

Vector de estados estimado

Vector de salidas medidas

Matrices del modelo en espacio de estados en tiempo continuo
Matrices del modelo en espacio de estados discretizado
Matrices de salida del modelo en espacio de estados

Matrices de transicion de estado y de entrada obtenidas mediante
discretizacion ZOH

Matrices de ponderacién de estados y de la accién de control en la
funciéon de costo del MPC

Matriz de costo terminal, solucidon de la ecuacion de Riccati discreta
(DARE)

Horizonte de prediccién del controlador MPC

Periodo de muestreo

Tiempo de establecimiento

Variable de integraciéon temporal

Funcién de costo del problema de optimizacion del MPC
Secuencia de acciones de control futuras sobre el horizonte de
prediccion

Masa y longitud del péndulo

Longitud del brazo rotatorio

Coeficiente de friccion viscosa del brazo

Momentos de inercia total, del péndulo y del brazo
Aceleraciéon de gravedad

Constante de torque y constante de fuerza contraelectromotriz del
motor
Resistencia de armadura del motor
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CAPiTULO

1 Introduccion

En el area del control automatico, el disefio de estrategias capaces de garantizar estabilidad
y desempefio en sistemas no lineales e inherentemente inestables constituye uno de los
problemas mds desafiantes y de mayor interés tanto académico como industrial. El péndulo
invertido rotatorio, conocido como péndulo de Furuta, es uno de los sistemas de referencia
mas utilizados para la validacidon de técnicas avanzadas de control. Este sistema esta
compuesto por un brazo horizontal accionado por un motor de corriente continua y un
péndulo articulado en el extremo del brazo, libre de oscilar en el plano vertical. Su punto
de equilibrio de interés, el péndulo en posicion vertical invertida, es naturalmente inestable:
ante cualquier perturbacion, el sistema tiende a alejarse de dicho equilibrio si no se aplica
una accién de control adecuada.

A las dificultades propias de su inestabilidad se suma el caracter subactuado del sistema:
posee dos grados de libertad —el angulo del brazo ¢ y el angulo del péndulo a— pero solo
una entrada de control, el voltaje aplicado al motor V,,,. Esta combinacién de no linealidad,
inestabilidad y subactuacion lo convierte en un banco de pruebas exigente y representativo
para evaluar controladores avanzados.

En este contexto, el Control Predictivo Basado en Modelo (MPC, del inglés Model Predictive
Control) surge como una alternativa atractiva frente a técnicas cldsicas como el PID o el
regulador cuadratico lineal (LQR). A diferencia de estos, el MPC utiliza explicitamente un
modelo matematico del sistema para predecir su comportamiento futuro y resuelve en linea,
en cada instante de muestreo, un problema de optimizacion que minimiza una funcién de
costo sujeta a restricciones. Esta capacidad de incorporar restricciones de forma explicita
—tales como limites de voltaje del actuador— y de anticipar la evolucién del sistema lo
distingue de las metodologias convencionales.

Para la resolucién del problema de optimizacién cuadratica (QP) resultante, se emplea
el solver quadprog de MATLAB con el algoritmo Active-Set, implementado de forma que
cada iteracion del controlador se ejecuta dentro del periodo de muestreo del sistema.
Adicionalmente, dado que los encoders del sistema QUBE-Servo 2 de Quanser miden
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tinicamente las posiciones angulares 6 y «, las velocidades angulares 6 y ¢, necesarias
para el controlador, se obtienen mediante una estimacidn de estados implementada con
bloques de funciéon de transferencia en Simulink que realizan una derivacidn filtrada de las
sefiales del encoder. Este enfoque, recomendado por el fabricante (Quanser Inc., 2014), fue
adoptado por su simplicidad de implementacion y su robustez ante el ruido de medicién
intrinseco de los encoders.

El trabajo se valida primero en simulacién mediante MATLAB/Simulink y posteriormente en
la plataforma fisica QUBE-Servo 2, logrando mantener el péndulo en la posicién vertical
invertida (o = 0) de forma indefinida, sujeta inicamente a restricciones de voltaje en el
actuador.

1.1 Motivaciones

El péndulo de Furuta es ampliamente reconocido en la literatura de control como un sistema
de laboratorio de alto valor pedagdgico e investigativo. Su dindmica concentra en un
solo dispositivo compacto las principales dificultades del control moderno: inestabilidad
intrinseca, no linealidad, subactuacion y acoplamiento entre variables. La plataforma QUBE-
Servo 2 de Quanser, utilizada en este trabajo, afiade la restriccion prdctica de disponer
unicamente de encoders de posicion, sin medicién directa de velocidades angulares, lo que
hace necesaria una etapa de estimacion de estados previa al controlador.

Desde el punto de vista del controlador, las técnicas cldsicas presentan limitaciones concretas
en este escenario. El control PID, disefiado para sistemas SISO, no gestiona de manera
natural el acoplamiento entre 6 y a. El LQR, aunque permite un disefio multivariable
sistematico, no incorpora restricciones sobre la sefial de control, lo que puede resultar
en voltajes que excedan la capacidad del actuador. El MPC, en cambio, gestiona estas
restricciones de forma explicita en su formulacién, garantizando que la accion de control
permanezca dentro de los limites fisicos del sistema en todo instante.

La eleccién del algoritmo Active-Set de quadprog como método de optimizacion responde a
su eficiencia computacional en problemas de tamafio reducido como el que se presenta en
este trabajo, donde el costo de resolver el QP debe ser inferior al periodo de muestreo para
garantizar la factibilidad en tiempo real.

1.2 Estado del arte

1.2.1 Control Predictivo Basado en Modelo

El Control Predictivo Basado en Modelo es una metodologia de control desarrollada a finales
de los afios setenta (Richalet et al., 1978), cuyo principio fundamental es el uso explicito
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de un modelo matematico del proceso para predecir su evolucion futura y optimizar las
acciones de control en un horizonte de tiempo finito. En cada instante de muestreo, el MPC
resuelve un problema de optimizacién que minimiza una funcién de costo cuadratica sujeta
a restricciones, aplica tnicamente la primera accién de control de la secuencia éptima y
repite el procedimiento en el siguiente instante (principio de horizonte deslizante).

Desde sus primeras aplicaciones industriales en procesos petroquimicos, el MPC ha
evolucionado hacia sistemas de mayor velocidad y menor escala, incluyendo sistemas
mecanicos inestables como el péndulo invertido (Seman et al., 2013). Su capacidad para
manejar sistemas multivariable con restricciones lo posiciona como una alternativa superior
a los controladores cldsicos en aplicaciones donde los limites fisicos del actuador son
determinantes para la estabilidad del lazo cerrado.

1.2.2 Algoritmo de optimizacion Active-Set

Para la resolucién del problema de programacién cuadratica (QP) resultante del MPC,
MATLAB ofrece el solver quadprog, cuyo algoritmo Active-Set resuelve una secuencia
de subproblemas de igualdad considerando en cada iteraciéon tnicamente el conjunto
de restricciones activas, o candidatas a estar activas, en el Optimo. Esta estrategia es
especialmente ventajosa en el contexto del MPC, donde las restricciones activas tienden a
variar poco entre instantes de muestreo consecutivos, lo que permite aprovechar la solucion
anterior como punto de partida (warm-start) y reducir el costo computacional (Nocedal and
Wright, 2006). Su eficiencia en problemas de tamafio reducido, como el formulado en este
trabajo, lo hace adecuado para implementaciones en tiempo real con periodos de muestreo
del orden de los milisegundos.

1.2.3 Estimacion de estados en sistemas subactuados

En sistemas de control como el péndulo de Furuta implementado sobre la plataforma QUBE-
Servo 2, los encoders 6pticos proveen mediciones directas de las posiciones angulares 0 y «,
pero no de las velocidades 6 y ¢. Para que el controlador MPC pueda operar con el vector de
estados completo = = [0, a, 0, @] T, es necesaria una etapa de estimacion de las velocidades
no medidas.

Una alternativa cldsica es el observador de Luenberger, que estima los estados no medidos a
partir de un modelo dindmico del sistema y de la comparacién entre la salida medida y la
predicha (Luenberger, 1971). Sin embargo, en este trabajo se opté por una aproximacion
mas directa y de menor complejidad de disefio: la derivacién filtrada de las sefiales del
encoder mediante bloques de funcién de transferencia en Simulink. Esta técnica,
recomendada explicitamente por el fabricante en la documentacién oficial del
sistema (Quanser Inc., 2014), consiste en aproximar la derivada de la sefial de posicion
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mediante un filtro que evita la amplificacion del ruido de alta frecuencia inherente a una
diferenciacién pura, obteniendo as{ estimaciones estables y confiables de 4 y c.

1.3 Objetivos del trabajo

El objetivo general de este trabajo es disefiar e implementar un controlador predictivo
basado en modelo para el sistema de péndulo de Furuta QUBE-Servo 2, logrando estabilizar
el péndulo en su posicion vertical invertida y mantenerlo en dicho equilibrio de forma
indefinida, respetando las restricciones de voltaje del actuador.
Esto se alcanzard mediante los siguientes objetivos especificos:

* Obtener el modelo matemadtico no lineal del sistema de péndulo de Furuta mediante el
formalismo de Euler-Lagrange, a partir de la documentaciéon oficial del
fabricante (Quanser Inc., 2014).

* Linealizar el modelo no lineal en torno al punto de equilibrio inestable (6, = 0, ap = 0)
y obtener su representacion en espacio de estados en tiempo continuo y discreto.

* Verificar las propiedades de controlabilidad y observabilidad del sistema linealizado en
MATLAB.

* Disefiar un regulador cuadratico lineal discreto (DLQR) sobre el modelo linealizado
(Ag4, Bg), utilizado para determinar matrices de ponderacién ) y R que logren un
desempefio de balance adecuado, y reutilizarlas directamente —junto con el costo
terminal derivado de su ecuacién de Riccati asociada—en la funcién de costo del
controlador MPC.

* Implementar la estimacién de velocidades angulares mediante derivacién filtrada de
las sefiales del encoder en Simulink.

* Formular el problema de Control Predictivo por Modelo como un problema de
programacion cuadrdtica y resolverlo mediante el solver quadprog de MATLAB con el
algoritmo Active-Set.

* Validar el controlador en simulacion mediante MATLAB/Simulink, analizando el efecto
del horizonte de prediccion y el periodo de muestreo sobre el desempefio del sistema.

* Implementar el controlador en la plataforma fisica QUBE-Servo 2 y evaluar
experimentalmente su desempefio variando el horizonte de prediccién N, el periodo
de muestreo Ty y las restricciones de voltaje del actuador (u € [—10, 10] V).



CAPiTULO

2 Fundamentos Teodricos

2.1 Control Predictivo por Modelo

El Control Predictivo por Modelo (MPC) constituye una de las estrategias de control éptimo
mas utilizadas en aplicaciones modernas debido a su capacidad para manejar de manera
explicita restricciones sobre las entradas, estados y salidas del sistema. En cada instante
de muestreo, MPC utiliza un modelo matematico para predecir la evolucion futura del
sistema y resuelve un problema de optimizacién que minimiza una funcion de costo sujeta a
restricciones.

En cada instante de muestreo, el controlador resuelve el problema de optimizacidn descrito
en las subsecciones siguientes para obtener la secuencia éptima de acciones de control
sobre el horizonte de prediccion, pero solo aplica a la planta la primera de estas acciones,
descartando el resto. En el siguiente instante de muestreo se mide o estima nuevamente el
estado del sistema y se replantea el problema de optimizaciéon completo con esta
informacién actualizada. Esta estrategia, conocida como horizonte deslizante (receding
horizon), introduce una retroalimentacién implicita que permite corregir en cada paso las
desviaciones respecto de lo predicho, ya sea por errores de modelado, perturbaciones no
consideradas o el hecho de que el sistema real es no lineal mientras que el modelo utilizado
para predecir es lineal (Capitulo 3). Sin este mecanismo de recélculo, el controlador
aplicaria en lazo abierto una secuencia de acciones calculada una tunica vez, lo que
resultaria poco robusto ante cualquier desviacién del comportamiento real respecto del
modelo.

La formulacion del problema de optimizacion puede plantearse de dos maneras equivalentes
segln las variables de decision que se utilicen: si se consideran unicamente las entradas
futuras como incdgnitas y se eliminan los estados futuros mediante sustitucion recursiva del
modelo, se obtiene la formulacién densa; si en cambio se mantienen tanto los estados como
las entradas como incégnitas del problema, se obtiene la formulacién dispersa (sparse). La
formulacion dispersa resulta mas eficiente numéricamente para horizontes de prediccion
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largos, ya que preserva la estructura de bloques dispersos del problema, pero introduce una
complejidad de implementacion adicional. Dado que en este trabajo se emplea un horizonte
reducido (N = 3), se opta por la formulaciéon densa, presentada a continuacion, la cual
resulta mds directa de implementar y no presenta las limitaciones de acondicionamiento
numérico que la motivan para horizontes largos.

MPC

(RS '-"J“' - ‘O;Etirrlization Plant

f.’ ol moves J [x= f(}.’, u,v, d)
.{(.llw} {y - g(x,u, v, d)

reference

ref(k)

Prediction Model
X = f(xuv)
y=gxuv)

Kalman Filter

State Estimation

Correct: Byjp—1. Vi Ve = Xipie

Predict: e, Wi, Vi = Fari

Figura 2.1: Lazo de control predictivo por modelo. Fuente: MathWorks (2025)

2.1.1 Fundamentos de MPC

En cada instante de muestreo k, el controlador MPC resuelve un problema de optimizacién
sobre un horizonte de prediccion finito de N pasos, obteniendo una secuencia optima de
acciones de control futuras uy, g1, ..., ursnv_1. Sin embargo, solo se aplica al sistema la
primera de estas acciones, uy; en el siguiente instante de muestreo el procedimiento se
repite por completo con la nueva medicion del estado, principio conocido como horizonte
deslizante (receding horizon) (MathWorks, 2025). La funcién de costo penaliza
cuadraticamente la desviacién de los estados respecto al punto de operacion y el esfuerzo
de control a lo largo del horizonte. En este trabajo, el horizonte de control se fija igual al
horizonte de prediccién N, es decir, se optimizan N acciones de control libres, siguiendo la
formulacién densa presentada en la siguiente subseccion.

2.1.2 Definiciéon del problema de control

Considerando un sistema lineal discreto en espacio de estados:
Tpq1 = Agqxy + Bauy (2.1)

donde z;, = [0, a,6,a]” es el vector de estados del péndulo de Furuta y u; es el voltaje
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aplicado al motor. El controlador MPC busca, en cada instante &, la secuencia de entradas

futuras U = [ug, ugt1, - - -, urin—1)7 que minimiza la funcién de costo cuadrética
N-1
T T T
J = Z (I‘kJrZQ Thyi + uk,JrZ-R ukﬂ-) + JZ'kJrNQN Tt N (2.2)

1=

sujeta a la dinamica (2.1) y a las restricciones de actuacion del sistema. Las matrices de
ponderacién utilizadas son () = diag(5, 1, 1, 20) y R = 1, que penalizan con mayor peso el
error angular del péndulo « y, en menor medida, el dngulo del brazo 6 y las velocidades
angulares. La matriz de costo terminal )y corresponde a la solucién de la ecuacién de
Riccati discreta (DARE) asociada al regulador DLQR sobre el par (A4, B;) con las mismas
matrices ) y R.

Esta eleccidon de Qi no es arbitraria: en la teoria de estabilidad de MPC para sistemas
lineales, si ) se escoge como la solucién de la DARE, la funcién de costo 6ptima J°(x) del
problema (2.2) puede utilizarse como funcién de Lyapunov del lazo cerrado. En efecto, la ley
de control éptima sin restricciones activas coincide localmente con la ley LQR ©v = — L.z, de
modo que J° hereda la propiedad de decrecimiento estricto J°(zy11) — J°(x1) < —2f Q x4,
propia del funcional de costo del LQR infinito, lo que garantiza estabilidad asintdtica
(exponencial, dado que @, Qn > 0) del origen para el sistema en lazo cerrado, dentro de
la regidn donde las restricciones de entrada no estan activas. Esta es la motivacion tedrica
para utilizar el costo terminal DLQR en lugar de, por ejemplo, Qn = Q.

2.1.3 Formulacion densa

La formulacién densa consiste en eliminar los estados futuros del problema de optimizacion,
expresandolos tnicamente en funcion del estado actual x; y de la secuencia de entradas
futuras U. Aplicando recursivamente la ecuacién (2.1) se obtiene, para el estado i pasos
hacia adelante,
i
T = Agzr + Y Ay ) Baggjo1, i=1,...,N (2.3)
j=1

lo que permite escribir de forma compacta el vector de estados predichos como

X=Az,+0U, (2.4)
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donde X = [z].,,..., 2T, v]" apila los estados predichos, y las matrices A y O se construyen
por bloques como

Ay By 0 .- 0

_ A2 _ AyB B - 0

A="", o= N . (2.5)
AY AV, AFB; - By

Esta construccion se implementa directamente en MATLAB acumulando potencias de Ay
y sus productos con B, por bloques, lo que permite expresar el problema de optimizacién
completo Unicamente en términos de la secuencia de entradas futuras U, tal como se
requiere en la formulacién densa del QP. Cabe notar que, al ser el péndulo de Furuta
un sistema de lazo abierto inestable (Capitulo 3), las potencias A’ que componen Ay O
crecen con 7; esto no genera problemas de acondicionamiento numérico relevantes en este
trabajo dado el horizonte reducido utilizado (N = 3), pero es una limitacion conocida de la
formulacién densa frente a la formulacién dispersa (sparse) para horizontes largos sobre
plantas inestables.

2.1.4 Seguimiento de referencia

En su forma general, el problema de MPC se plantea en términos del error respecto a una
referencia z,., definiendo el error de seguimiento como e, ; = T1,; — Tyt Y SUstituyendo
este error en la funcién de costo (2.2). En este trabajo, el objetivo de control es estabilizar el
péndulo en su punto de equilibrio invertido, por lo que la referencia de estados es fija e igual
al origen, z,.; = 0. Bajo esta condicion, el problema de seguimiento se reduce a un problema
de regulacién: el error de seguimiento coincide con el propio vector de estados, e;.; = T14,
y no es necesario introducir un sistema aumentado ni una accién integral adicional, ya que
el equilibrio deseado corresponde directamente al origen del modelo linealizado.

2.1.5 Restriccion de desigualdad

La tnica restriccion de actuacion considerada corresponde a la saturacion de voltaje del
amplificador que alimenta al motor del péndulo de Furuta, la cual se expresa como una cota
inferior y superior sobre cada entrada del horizonte:

Umin S Uk S Umax s 1= 07 DRI N - 1a (2'6)

CoN Upin = —10 V ¥ unayx = 10 V. En notacion matricial, esta restriccion puede escribirse de
forma equivalente como GU < b, con G = [In; —In]| ¥ b = [tmaxl; —umin1]; sin embargo, en
la implementacién no se construyen explicitamente las matrices G y b, sino que las cotas i,
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Y Umayx S€ entregan directamente al solver quadprog de MATLAB a través de sus argumentos
1b y ub, lo que resulta computacionalmente mas eficiente que una formulacion general
de desigualdades. Esta simplificacion es valida porque, a diferencia de formulaciones mas
generales de MPC que también acotan los estados predichos (z;; € X) o imponen un
conjunto terminal (x4 n € X) para garantizar factibilidad recursiva, en este trabajo no se
impusieron restricciones sobre los estados, inicamente sobre la entrada.

2.1.6 Planteamiento final del problema QP

El problema de programacion cuadratica resultante queda planteado como:
1
min UTHU + fTU 2.7)

sujeto a:
GU<b (2.8)

Sustituyendo la prediccién densa (2.4) en la funcién de costo (2.2), las matrices del
problema QP quedan definidas como

HZQ(OTQO+R), f=20"Q Aey, (2.9)

donde e, = x — ¢ €5 el error respecto a la referencia (igual a z;, en este trabajo, segtn lo
indicado en la Seccién de seguimiento de referencia), y las matrices de costo apiladas se
construyen como @ = blkdiag(Q, ..., Q,Qy) (N — 1 bloques ) mds el bloque terminal Q)
y R = blkdiag(R, ..., R) (N bloques R). Esta expresién de H y f es exactamente la que se
implementa en el bloque de control MPC en Simulink: H se calcula de forma offline junto
con A, O, Q y R antes de iniciar la simulacién, mientras que f se recalcula en linea en cada
instante de muestreo a partir del estado (o estado estimado) actual. Nétese que la matriz H
es constante (no depende de z;) precisamente porque se calcula offline, mientras que f si
depende linealmente del estado y debe recalcularse en cada iteraciéon del controlador.

2.1.7 Resultado final y horizonte deslizante

Resuelto el problema de optimizacién (2.7) mediante el solver quadprog (Seccién 2.2), se
obtiene la secuencia 6ptima de control U* sobre todo el horizonte de predicciéon N. De esta
secuencia, unicamente el primer elemento se aplica efectivamente a la planta; los N — 1
elementos restantes se descartan y se recalculan en el siguiente instante de muestreo a
partir del estado actualizado del sistema.

En términos del algoritmo implementado, cada ciclo de control ejecuta los siguientes pasos:

1. Medir o estimar el estado actual x;, (Seccion 2.4).
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2. Actualizar el vector f del problema QP a partir de z;, manteniendo fija la matriz H
(calculada una unica vez, fuera de linea).

3. Resolver el problema de optimizacién cuadratica (2.7) mediante quadprog, obteniendo
U-.

4. Aplicar a la planta tinicamente la primera componente de U*.

5. Esperar al siguiente instante de muestreo y repetir el procedimiento con el nuevo
estado.

Esta estrategia de horizonte deslizante es la que efectivamente confiere a MPC su caracter
de controlador realimentado: aunque en cada ciclo se resuelve un problema de optimizaciéon
en lazo abierto sobre una ventana de prediccidn finita, el recalculo continuo a partir del
estado medido corrige las desviaciones entre el comportamiento predicho por el modelo
lineal y el comportamiento real del péndulo de Furuta, que es no lineal. El desempefio
resultante de esta estrategia, en particular la sensibilidad a los pardmetros N y Ty, se evalta
experimentalmente en el Capitulo 5.

2.2 Método de optimizacion

2.2.1 Meétodo de optimizacion Active-Set de quadprog

El problema QP (2.7)-(2.8) es un problema de optimizacién convexa (dado que H > 0 por
construccién, al ser Q > 0y R > 0), por lo que las condiciones de Karush-Kuhn-Tucker
(KKT) son necesarias y suficientes para caracterizar su 6ptimo global (Nocedal and Wright,
2006). Para el problema (2.7)-(2.8), dichas condiciones se escriben como

HU*+ f+G"\ =0, GU*<b, X220, XN (GU —b)=0Vj, (2.10)

donde \* es el vector de multiplicadores de Lagrange asociado a las restricciones de
desigualdad, y la dltima condicién (holgura complementaria) establece que cada restriccion
esta activa (A; > 0) o inactiva (G;U* < b;, con )\j*- = 0), pero no ambas simultdneamente.

El algoritmo Active-Set resuelve (2.10) de forma iterativa: en cada iteracién mantiene un
conjunto activo A; C {1,...,m} de restricciones que se suponen activas con igualdad, y
resuelve el sistema lineal de KKT restringido a dicho conjunto —equivalente a un problema
de minimos cuadrados con restricciones de igualdad—, obteniendo una direccién de
busqueda; luego actualiza A; agregando restricciones que se violarian al moverse en esa
direccién, o removiendo aquellas cuyo multiplicador de Lagrange resulte negativo
(violando la condicién \* > 0), hasta satisfacer (2.10) por completo. Esta estrategia resulta
especialmente adecuada para problemas de tamafio reducido como el formulado en este
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trabajo (horizonte N = 3, una sola entrada de control, y por lo tanto a lo sumo 2N = 6
restricciones de caja), en los que el numero de restricciones activas es pequeio y el costo
computacional por iteracién es bajo, permitiendo resolver el QP dentro del periodo de
muestreo del sistema.

En la implementacion, el solver se invoca con las opciones Algorithm = ’active-set’y
Display = ’off’, y se entrega como punto inicial la solucién nula; adicionalmente, se
incorpora un mecanismo de respaldo que, en caso de que quadprog no converja (exitflag
distinto de 1), calcula la solucién sin restricciones mediante U,, = —H ~! f —que corresponde
exactamente a la solucion de (2.10) cuando el conjunto activo es vacio (\* = 0)— y satura la
primera componente dentro de los limites [tyin, Umax|, garantizando que siempre se aplique
una accién de control valida al sistema.

2.3 Muestreo del sistema

2.3.1 Fundamentos del muestreo en sistemas de control

De acuerdo con el criterio de Nyquist-Shannon, la frecuencia de muestreo de un sistema
de control digital debe ser considerablemente mayor que el doble del ancho de banda de
la dinamica que se desea controlar, con el fin de evitar pérdida de informacion y efectos
de aliasing. En el caso del péndulo de Furuta, la dinamica del péndulo invertido en torno
al punto de equilibrio inestable presenta constantes de tiempo del orden de decenas de
milisegundos, dada la baja inercia y longitud reducida del péndulo (L, = 0.129 m); de hecho,
el valor propio inestable del modelo linealizado en lazo abierto, A ~ 16.17 rad/s (Capitulo 3),
corresponde a una constante de tiempo caracteristica de solo 1/ ~ 62 ms. Por este motivo
se selecciond un periodo de muestreo 7, = 2 ms, considerablemente mas rapido que la
dindmica dominante del sistema (mds de 30 veces menor que la constante de tiempo ~ 62 ms
del modo inestable), lo que ademas resulta compatible con el tiempo de computo requerido
por el solver quadprog en cada iteracion del controlador. Este valor coincide, ademads, con
el periodo de muestreo utilizado en el controlador LQR de referencia de Quanser para el
mismo hardware (q_qube bal 1qr.mdl, incluido en el courseware del QUBE-Servo 2), lo
que respalda su eleccién como un punto de operacién validado experimentalmente por el
fabricante para esta planta.

2.3.2 Muestreo utilizando Retenedor de Orden Cero (ZOH)

El retenedor de orden cero (Zero-Order Hold, ZOH) es el método de discretizacidon estandar
para sistemas de control digital, y modela el comportamiento real de un convertidor digital-
analogico: la sefial de control calculada por el controlador se mantiene constante durante
todo el periodo de muestreo 7, hasta que se actualiza en el siguiente instante de muestreo.
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Esta hipotesis es consistente con la forma en que el amplificador de potencia y la tarjeta
de adquisicion de datos aplican el voltaje al motor del péndulo de Furuta, por lo que el
modelo discreto utilizado para el disefio del controlador se obtiene discretizando el modelo
continuo mediante ZOH.

2.3.3 Derivacion de las matrices discretas ¢ y I'

Para justificar estas expresiones a partir del modelo continuo, considérese el sistema lineal
invariante en el tiempo
&(t) = Acx(t) + Beu(t), (2.11)

y supdngase que la entrada permanece constante entre instantes de muestreo consecutivos,
tal como impone el retenedor de orden cero:

u(t) = uy, t € [kTs, (k+ 1)Ty). (2.12)

Multiplicando (2.11) por el factor integrante e~“<! y reagrupando, el lado izquierdo se
reconoce como la derivada de un producto:

e Ati(t) — e At A a(t) = c;lt (e’Actx(tD = e ' Bu(t). (2.13)

Integrando ambos lados entre ¢, = kT, y txr1 = (k + 1)7s, y usando que u(t) = uy es
constante en este intervalo por (2.12):

lkt1
e’Actk“x(tkH) — e’Act’“:c(tk) = </ e~ AeT dT) B, u. (2.19)
ty
Multiplicando ambos lados por e#<*+1 y despejando (t;1):

tet+1

w(tppr) = e x(ty) + ( / gtelthi=7) dT> B, uy,. (2.15)
173

Realizando el cambio de variable n = ¢,,; — 7 en la integral (de modo que dn = —dr, y los

limites 7 € [ty, tx11] se transforman en 7 € [0, T}]), se obtiene finalmente x; ., = ® x; + T uy,

de donde se identifican las matrices

A partir del modelo continuo (A, B.), las matrices discretas se obtienen mediante:

Ts
P = AT, = / e dr B, (2.16)
0

Estas expresiones se obtienen integrando la solucién exacta de la ecuacion de estado
continua ¢ = A.x + B.u sobre un periodo de muestreo, bajo el supuesto de entrada
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constante por tramos propio del ZOH; & describe la evolucién libre del sistema durante 7,
mientras que I" pondera el efecto acumulado de la entrada constante u; durante ese mismo
intervalo. En la practica, este cdlculo no se realiza de forma manual: se utiliza la funcién
c2d de MATLAB sobre el modelo en espacio de estados continuo del péndulo de Furuta, con
el periodo de muestreo 7, = 2 ms y el método ’zoh’ por defecto, obteniendo directamente
las matrices discretas A; = ® y B; = I utilizadas en el resto del disefio del controlador.

2.4 Estimacion de estados

En sistemas reales no siempre es posible medir directamente todos los estados del sistema.
Para el péndulo de Furuta, se requiere estimar los estados no medibles a partir de las salidas
disponibles.

2.4.1 Fundamentos de la estimacion de estados

Existen distintos enfoques para reconstruir estados no medidos de un sistema dinamico a
partir de sus salidas. El observador de Luenberger es un enfoque deterministico basado
en el modelo en espacio de estados del sistema: a partir de una copia del modelo y de
una ganancia de correccion L, disefiada tipicamente por ubicacidn de polos, el observador
corrige su estimacién en funcion del error entre la salida medida y la salida predicha por
el modelo. El filtro de Kalman, en cambio, es un estimador estocdstico 6ptimo bajo el
supuesto de ruido gaussiano en el proceso y en la medicion, que requiere caracterizar dichas
incertidumbres mediante matrices de covarianza. Ambos enfoques requieren un modelo del
sistema y presentan una complejidad de disefio e implementacion no despreciable. En este
trabajo, dado que tnicamente es necesario estimar las velocidades angulares 0 y ¢ a partir
de las posiciones angulares medidas directamente por los encoders 6 y o, se optd por una
alternativa mas simple, de tipo derivacidn filtrada, en lugar de un observador basado en
modelo, considerando ademas las estrictas restricciones de tiempo real impuestas por el
periodo de muestreo de 2 ms.

2.4.2 Técnica de estimacion utilizada: enfoque cinematico determinista

La técnica implementada sigue un enfoque cinemadtico determinista: los estados no medidos
se reconstruyen unicamente a partir de la geometria del movimiento y de las mediciones
directas de los sensores, sin recurrir al modelo dinamico de masas y torques del péndulo.
Concretamente, se trata de una derivacidén filtrada de las sefiales de posiciéon angular
(6, o) entregadas por los encoders, mediante bloques de funciéon de transferencia en
Simulink. Cada velocidad angular se obtiene aproximando la derivada de la sefial de
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posicion correspondiente mediante un filtro de la forma

s

Gd<8) = 7'.97—&—17 (217)
que corresponde a un diferenciador de primer orden con un polo de filtrado en —1/7. A
diferencia de una derivacion pura (G,(s) = s), este filtro atenda las componentes de alta
frecuencia asociadas al ruido de cuantizacién propio de los encoders opticos, evitando que
dicho ruido se amplifique al estimar  y ¢. La constante de tiempo 7 se selecciona como un
compromiso entre atenuacion de ruido y retardo de fase introducido por el filtro: valores de
T mayores atentian mas el ruido pero introducen mayor retardo en la estimacion, mientras
que valores menores se aproximan a una derivada pura y son mds sensibles al ruido de
medicion. Este enfoque es el recomendado explicitamente por Quanser en la documentacion
oficial del sistema QUBE-Servo 2 para la estimacién de velocidades angulares a partir de los
encoders.

2.4.3 Diferencias respecto a un observador de Luenberger

La derivacion filtrada utilizada en este trabajo difiere de forma fundamental de un
observador de Luenberger (Luenberger, 1971) en que no emplea el modelo dindmico del
sistema ni realiza una correccién basada en el error de salida: se trata de un procesamiento
de sefial aplicado directamente sobre las mediciones de posicién, sin retroalimentacion del
modelo. Esto la hace considerablemente mds simple de disefiar e implementar —no
requiere calcular una ganancia de correccion ni verificar la observabilidad del sistema para
su disefio— y computacionalmente mdas econdémica, al no involucrar operaciones
matriciales en cada paso de muestreo. Como contrapartida, no ofrece garantias de
optimalidad estadistica ni de robustez ante incertidumbre en los parametros del modelo, y
su desempefio depende directamente de la calidad de la sefial medida y de la eleccién
adecuada de la constante de tiempo 7. Dado que los encoders 6pticos del QUBE-Servo 2
presentan un nivel de ruido de medicién relativamente bajo, esta aproximacién resulto
suficiente para obtener estimaciones de velocidad angular adecuadas para el desempefio del
controlador MPC, sin la complejidad adicional de disefiar e implementar un observador
basado en modelo.
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CAPiTULO

3 Planta de interés: Péndulo de Furuta

3.1 Descripcion del sistema

El péndulo de Furuta (también conocido como péndulo rotatorio invertido) es un sistema
mecanico subactuado compuesto por dos eslabones rigidos: un brazo horizontal accionado
por un motor eléctrico que gira en el plano horizontal, y un péndulo libre articulado en el
extremo del brazo que oscila en el plano vertical. El sistema posee dos grados de libertad
pero solo una entrada de control, lo que lo clasifica como subactuado. La Figura 3.1 resume
las coordenadas generalizadas y los parametros geométricos que se utilizan en el resto del
capitulo.

Zy Pendulum
A Jp, My
®
Yo
. >0 CCW L2
Xo o

»
8>0CCW Rotary arm
Jr

Lr

Figura 3.1: Coordenadas generalizadas y parametros geométricos del péndulo de Furuta: angulo
del brazo 6 (respecto al eje x(, plano horizontal) y angulo del péndulo « (respecto a la vertical
20), ambos positivos en sentido antihorario (CCW). El equilibrio de interés en este trabajo es a« = 0
(péndulo invertido).
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3.1.1 Componentes mecanicos y grados de libertad

Las variables generalizadas del sistema son:
* (: angulo de rotacion del brazo horizontal [rad].

* «: angulo del péndulo respecto a la vertical invertida [rad], con o« = 0 correspondiendo
a la posicion vertical hacia arriba.

Ambos dngulos se definen como positivos en sentido antihorario (counter-clockwise, CCW;
ver Figura 3.1), y una tensién positiva aplicada al motor gira el brazo en ese mismo sentido,
siguiendo la convencién del fabricante Quanser (Quanser Inc., 2014) para la plataforma
QUBE-Servo 2.

Table 3.1: Parametros del péndulo de Furuta (plataforma QUBE-Servo 2).

Simbolo Descripcion Valor Unidad
R, Resistencia del motor 8.4 [Q]
k¢ Constante de torque 0.042 [N-m/A]
km, Constante de fuerza contraelectromotriz 0.042 [V-s/rad]
M, Masa del brazo 0.095 [kg]
L, Longitud del brazo 0.085 [m]
Jr Momento de inercia del brazo respecto a su centro 5.72 x 107° [kg'm?]
D, Coeficiente de friccion viscosa del brazo 0 [N-m-s/rad]
M, Masa del péndulo 0.024 [kg]
L, Longitud del péndulo 0.129 [m]
Ip Momento de inercia del péndulo respecto a su centro  3.33 x 1075 [kg'm?]
D, Coeficiente de friccion viscosa del péndulo 0 [N-m-s/rad]
g Aceleracién de gravedad 9.81 [m/s?]

Los momentos de inercia J, y J, se calculan respecto al centro de masa de cada eslabdn,
modelado como una barra delgada uniforme: J, = M, L} /12y J, = M,L2/12.

3.1.2 Sensores y actuador

Las posiciones # y « se miden con encoders 6pticos incrementales de cuadratura, montados
en el eje del brazo y en la articulacion del péndulo. Cada encoder entrega 512 lineas por
revolucion que, tras decodificacion por cuadratura (x4), se convierten en 2048
cuentas/revolucion. El bloque de lectura convierte cuentas a radianes con ganancias
+27/512/4, de signo opuesto entre canales, de modo que 6 y « resulten positivos en sentido
antihorario (Figura 3.1).
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El encoder del péndulo entrega una medicion continua as,y;, definida como cero cuando el
péndulo cuelga hacia abajo. El 4ngulo respecto a la posicién invertida usado en el modelo
se obtiene con

a = (apy mod 27) — 7, (3.1

de modo que a = 0 corresponde a la vertical invertida; la funcion médulo mantiene la
medicién acotada entre 0 y 27 sin importar el sentido de giro usado para llevar el péndulo a
esa posicion.

El actuador es un motor DC acoplado al brazo mediante una caja reductora integrada; su
par 7 es proporcional a la corriente de armadura mediante la constante k;. Se alimenta
con un amplificador de potencia lineal limitado en voltaje, lo que impone la restricciéon
—10 V < u < 10 V (Capitulo 2). La senal de voltaje se invierte (ganancia —1) antes del
amplificador, de modo que un voltaje de control positivo gire el brazo en sentido antihorario.
La dindmica eléctrica del motor (R,,, k,,) se incorpora directamente al modelo mecdnico en
la Seccidén 3.3.2.

3.2 Modelo matematico del péndulo de Furuta

3.2.1 Ecuaciones de movimiento (formulacion de Euler-Lagrange)

El formalismo de Euler-Lagrange permite obtener las ecuaciones de movimiento de un
sistema mecdnico a partir de una unica funcién escalar, el Lagrangiano

L=T-YV, (3.2)

donde T es la energia cinética total del sistema y | es su energia potencial total, ambas
expresadas en funcién de las coordenadas generalizadas ¢ = [0, a|T y de sus velocidades
¢ = [0, a|T. Para sistemas sometidos a fuerzas no conservativas —como el par motor y la
friccion viscosa en este caso—, las ecuaciones de movimiento se obtienen de

77_f:Qi, i=1,2, (3.3)

donde @); agrupa precisamente las fuerzas generalizadas que no derivan de £: el par motor
7y la friccién viscosa —D,.6 actuando sobre 6, y la friccion viscosa —D,& actuando sobre «
(el péndulo no estd actuado directamente), es decir

Qo =71 — D,8, Qo = —D,0. (3.4)

Antes de poder aplicar (3.3) es necesario construir explicitamente 7'y V' a partir de la
geometria del sistema, lo que se desarrolla a continuacion.
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Cinematica del sistema. El pivote del péndulo, ubicado en el extremo del brazo, gira junto
con este en el plano horizontal a una distancia fija L, del eje vertical, por lo que su posicion
es

(xp, yp, ZP) = (Lr cos, L,sinb, o). (3.5)

El centro de masa del péndulo se encuentra a una distancia L,/2 de este pivote, y el péndulo
esta articulado de modo que su inclinacién « ocurre en el plano vertical que gira junto con
el brazo (es decir, el eje de rotacion del péndulo es perpendicular tanto a la vertical como al
brazo). Su posicién en el sistema de referencia fijo resulta entonces

L
Tem = Ly cosO + 712 sin o sin 6, (3.6)
. L, .
Yem = Ly sinf — > sin acos 0, (3.7)
Zom = ?p Cos a. (3.8)

Es importante notar que la altura z.,,, depende inicamente de cos « y no de #: como el brazo
se mueve enteramente en el plano horizontal, girarlo no cambia la altura del pivote del
péndulo ni, en consecuencia, la de su centro de masa. Las componentes horizontales z,, €
Yem, €N cambio, si dependen tanto de 6 como de «a; son estas dos componentes las que, al
derivarlas respecto al tiempo, introducen el acoplamiento entre § y & que aparecerd en la
energia cinética.

Energia cinética. La energia cinética total del sistema se descompone en tres contribuciones
independientes: la rotacién propia del brazo, la rotacion propia del péndulo en torno a su
propio centro de masa, y la traslacion del centro de masa del péndulo.

La rotacién del brazo, con velocidad angular § y momento de inercia J, respecto a su eje de
giro, aporta

Tirazo = 51]7“9.2- (3.9)

El péndulo gira ademds sobre si mismo a razon ¢, con momento de inercia .J,, respecto a su
propio centro de masa, aportando una segunda contribucion puramente rotacional:

1
Trot,p - §de2. (310)

La tercera contribucién es la traslacion del centro de masa del péndulo (masa M,), que
se obtiene derivando (3.6)—(3.8) respecto al tiempo y sumando el cuadrado de las tres
componentes de velocidad, v* = 2, + ¢2, + 22,. Tras simplificar mediante identidades
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trigonométricas (los productos cruzados en sin f cos f se cancelan exactamente), resulta
: L\2 : L\2 :
v? = L§02 + <2p> sin®a 62 + (;) @’ — L,L,cosabda, (3.11)

de donde la energia cinética de traslacion del péndulo es

1 1 o 1 L\? . o 1 L\2. L .
Tiras = aMpUQ = 2M,,L§02+2Mp(2”> sin’a 92+2MP(2”> a2—Mp?pLT cosafa. (3.12)
Sumando las tres contribuciones, T' = Tiyazo + Trotp + Ttras, Y @agrupando los términos en 62

y en &2, se obtiene la energia cinética total del sistema:

1 o 1 L,\2 1. (L,\2 : L :
T=3 <Jr + MpL2>92 +3 (Jp - Mp(p) )a2 + =M, (2”) sin®a 0% — Mp?er cos a Oa.

2 2

(3.13)
El primer término agrupa la inercia propia del brazo, J,, con la inercia de traslacion del
péndulo vista desde el eje de giro, M, L? (proveniente de (3.12), no de Ti, .0, pero agrupada
aqui por comodidad de notacién); el segundo corresponde a la rotacion propia del péndulo
respecto a su pivote; el tercero es el acoplamiento no lineal que aparece porque, al inclinarse
el péndulo, su masa se aleja del eje de rotacion del brazo en una cantidad que depende de
sin o; y el cuarto es el término de acoplamiento (Coriolis/centrifugo) cruzado entre 4 y ¢,
proporcional a cos a.

Energia potencial. Al ser el Unico término conservativo del sistema la gravedad, V' depende
unicamente de la altura del centro de masa del péndulo sobre un nivel de referencia, dada
por la componente 2., de (3.8) (el brazo no aporta, pues se mueve en un plano horizontal a
altura constante). Con M, la masa del péndulo y g la aceleracion de gravedad, V' = M,gzcp,
es decir

L
V= Mpg?p cos a, (3.14)
que es minima en o = 7 (péndulo colgando) y méaxima en o = 0 (péndulo invertido),
consistente con que este ultimo sea un punto de equilibrio inestable.
3.2.2 Modelo no lineal completo

Con 7T (3.13) y V (3.14) ya determinados, se aplica el formalismo de Euler-Lagrange (3.3)
a cada coordenada generalizada por separado.
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Ecuacién para 6. Ni T ni V dependen explicitamente de 6 (solo de 0, &y &): 0 es una
coordenada ciclica y, por lo tanto, 9£/d0 = 0. Derivando £ = T — V respecto a 6,

oL : L,\? - L

5 (Jr + Mpo)Q + M, (210) sina f) — Mp?er cos a d, (3.15)
y derivando nuevamente respecto al tiempo —usando 4 sin’c = sin(2a)é y Llcosad] =

—sin a & + cos o —,

d L,\? . L,\? . L L

dtgg _ (J,+MPL3+MP(2P> sin2a> 9+Mp(2”) sin(20)af—M, 2 L, cosa -+ M, =L L sina ¢
(3.16)

Como 0L/00 = 0, la ecuacion de Euler-Lagrange para 6 es directamente (3.16) igualada a

Qo =7 — D,f de (3.4):

2 . 2
(Jr + M,L? + M, (L;) sin2a>8 — M2 L, cosaév + M, (L;) sin(2a) O

2

_ (3.17)
+ Mp%Lr sinaa? + D6 =T.
Ecuacién para . Derivando ahora £ respecto a &,
oL L,\? L :
== (Jp 4 Mp<2p> )a M, 2L cosal, (3.18)
d oL L,\? L . L .
s <Jp + Mp(zp) )a — M, PLycosald+ M, 2L sinadd. (3.19)

A diferencia de 6, ahora « si aparece explicitamente dentro de £ —a través de sin’a y cos a
en T, yde cosaen V—, por lo que 0L/0a # 0:

oL L,\? : L : L

T = M, (;) sin o cos o 6% + MPEPLT sin o Ocv + Mpgjp sin a, (3.20)
donde el ultimo término proviene de —0V/da, ya que V' decrece con a mientras el péndulo
pasa de invertido a colgante. Sustituyendo (3.19) y (3.20) en £ — %2 — (), = —D,6, el

7 . L . -/ .
término M, =" L, sin o & aparece con igual valor en ambos lados y se cancela exactamente,
quedando la segunda ecuaciéon de movimiento:
2

2 . .
<Jp+Mp(L;) )d—MpLQ"LT cosae—;Mp(L;) sin(20) 62— Myg% sina+ Dyév = 0. (3.21)

Las ecuaciones (3.17) y (3.21) son las ecuaciones de movimiento no lineales acopladas
del péndulo de Furuta, obtenidas integramente a partir del formalismo de Euler-Lagrange.
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Estas pueden escribirse de forma compacta en la representacién matricial estandar

M(q) G+ C(q:4) ¢+ G(q) = Tgen, (3.22)
CON Tgen = [7, 0]7, matriz de inercia dependiente de la configuracién

_ |t M,L* + My(L,/2)?sin> « —M,(L,/2)L, cos «

M(q) —My(Ly/2)L, cos Jp + Mp(Lp/2)2 ’

y los términos centrifugos/Coriolis y gravitacionales agrupados, respectivamente, en
C(q,49)qy G(q) segun (3.17)-(3.21) (incluyendo en G(q) los términos de friccién viscosa
D, 0, D,¢ por simplicidad de notacién). Este modelo es fuertemente no lineal —los
términos de acoplamiento dependen de sin «, cos «, sin(2«) y de productos cruzados de las
velocidades angulares— por lo que no es directamente utilizable en el disefio de un
controlador MPC lineal, motivando la linealizacién presentada en la siguiente seccién. Este
modelo corresponde a la formulacién estandar utilizada por Quanser (Quanser Inc., 2014)
para la familia de péndulos rotatorios QUBE-Servo, y es la que se linealiza en la
Seccién 3.3.2 para obtener el modelo utilizado en el disefio del controlador.

3.3 Linealizacion del modelo

3.3.1 Punto de operacion (péndulo invertido)

El punto de equilibrio de interés es la posicidn vertical invertida del péndulo:

[a] o o -
qo = [Oéo] - [O] ) qo = |:0] ; Ug = 0 (323)

Este punto corresponde a un equilibrio inestable del sistema: en la vecindad de oy = 0,
la gravedad genera un par que tiende a alejar al péndulo de la vertical (Ecuacién (3.21),
término —M,¢(L,/2) sin «), por lo que sin una accién de control adecuada el sistema diverge
de este punto. Se eligio este equilibrio, y no la posicion colgante (o = 7, que es estable,
segun (3.14)), porque el objetivo del trabajo es precisamente demostrar la capacidad
del controlador MPC para estabilizar un sistema inherentemente inestable dentro de sus
restricciones de actuacion.

3.3.2 Modelo linealizado

Aplicando linealizacién por series de Taylor de primer orden en torno al punto de equilibrio
(3.23) a las ecuaciones no lineales (3.17)-(3.21), se aproxima sina ~ «, cosa =~ 1,
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sin(2a) ~ 2a, y se desprecian todos los términos cuadrdticos en las variables de estado y sus
derivadas (por ejemplo a 6, 62, §2a), por corresponder a infinitésimos de orden superior
respecto a la desviaciéon del equilibrio. Bajo esta aproximacion, los términos de
acoplamiento no lineal se anulan exactamente y las ecuaciones (3.17)-(3.21) se reducen al
sistema lineal

(Jo+ ML2)6 — My Ly éi + D, = 7, (3.24)

2 .
(Jp + M, (%) )a ~ M2 L, 6 — M,g%2a + Dya = 0. (3.25)

Este par de ecuaciones puede escribirse como Mg+ Dyg+ Goq = Byt, con matriz de inercia
constante .
Jo+ M,LZ  —M,2L,

L, 1\ 2 (3.26)
My L, Sy + M,(%)

Despejando G = M;™* (BOT — Dyg — G0q> mediante la regla de Cramer, el determinante de
M, resulta

L 2
Jiy £ det(My) = J,.J, + Mp<2p) Jy + J,M,L?, (3.27)

donde los términos cruzados en M se cancelan exactamente entre el producto de la
diagonal de M, y el cuadrado de su término fuera de la diagonal. Aplicando la inversa de
M, se obtiene finalmente el modelo en espacio de estados continuo

@ = A.x + Beu, r =0, a, 0, alt, (3.28)

con (evaluando numéricamente .J, = 1.339 x 10~® kg? m* con los pardmetros de la Tabla 3.1):

[0 0 1 0]
0 0 0 1l o o 10
A=y ML2PLg  =D(hH MLY% f 00 0
Jy 7, 0 149.28 —0.0104 0
Mog(Ly/2)(J + ML) M (L,/2)L,D, . 0 261.61 —0.0103 0

I Ji Ji |
(3.29)

0 0

1
T [ Jy + My(L,/2) 49.73
M,(L,/2)L, 49.15

Noétese que en esta etapa B, pondera directamente el par motor 7, no aun el voltaje u; la
relacién entre ambos se incorpora en el siguiente apartado. Los valores propios de A. son
aproximadamente {0, —16.18, +16.17, —0.0046}: el par de valores propios reales +£16.17
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confirma la naturaleza inestable del punto de equilibrio (el polo en +16.17 corresponde a un
modo que crece exponencialmente ante cualquier desviacion de « respecto de la vertical),
mientras que el valor propio en el origen refleja que el angulo del brazo ¢ no tiene una
dindmica restauradora propia (es libre de girar indefinidamente); el cuarto valor propio,
cercano a cero, corresponde al leve amortiguamiento aportado por el término D, (en este
caso nulo, segun la Tabla 3.1, por lo que su pequeiio valor residual proviene de acoplamiento
numeérico con el resto del sistema).

Incorporacion de la dindmica eléctrica del motor. El par 7 no es la variable manipulada
directamente: el motor DC se alimenta con el voltaje de armadura u, relacionado con el
par a través de la ecuacién eléctrica del motor (despreciando la inductancia de armadura,
valida para las frecuencias de interés de este sistema),

T::miaz_gl(u-kmé) (3.31)
donde i, es la corriente de armadura y k,.0 es la fuerza contraelectromotriz inducida por la
rotacion del brazo. Sustituyendo 7 por g—;u — %9 en (3.24)-(3.25), y dado que 7 afecta a
6y & a través de M, !, se producen dos efectos: la matriz B, se escala completa por k;/R,,,
y aparece un amortiguamiento adicional proporcional a § en ambas filas, de magnitud
ik, / R,, multiplicada por la componente correspondiente de B, (antes de escalar). Esto
actualiza las matrices (3.29)—(3.30) segtn:
Ky k2 k2
B, + R—ch, Al(3,3) « A.(3,3) — R—ch(ZS), A.(4,3) «+ A.(4,3) — R—mBC(AL),
(3.32)
donde B.(3) y B.(4) se evaldan después de la primera actualizacién (uso consistente con la
implementacion en MATLAB, donde k; = k,, por tratarse de un motor DC ideal, de modo que
ambos términos usan el mismo factor k?/R,,). Esta es exactamente la operacién realizada
por la funcién QUBE ROTPEN_ABCD_equns.m (ver Cdédigo 6.2), y da lugar a las matrices A., B.
numeéricas reportadas en (3.29)-(3.30), que ya incluyen este efecto.

3.4 Modelo en espacio de estados

3.4.1 Representacion en tiempo continuo

El modelo en espacio de estados en tiempo continuo del péndulo de Furuta queda dado por

#(t) = Acx(t) + Bou(t),  y(t) = Cx(t) + Dult), (3.33)
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con A.y B, dadas por las ecuaciones (3.29)—(3.30), ya incorporada la dinamica eléctrica
del motor. Para efectos de disefio y verificacidon de las propiedades estructurales del sistema
(controlabilidad) se utiliza

: (3.34)

o O O =
o O = O
S = O O
o o o O

es decir, se consideran los cuatro estados como salidas del modelo de disefio. Cabe notar
que esto difiere de la instrumentacidn real del sistema fisico, en la que tinicamente 6 y « son
medidos directamente por los encoders (matriz C...;, Seccidon 3.5); esta distincion es la que
motiva el andlisis de observabilidad presentado en la Seccion 3.5 y la etapa de estimacion
de estados descrita en el Capitulo 2.

3.4.2 Discretizacion del modelo

Discretizando el modelo continuo (3.29)—-(3.30) mediante retenedor de orden cero con el
periodo de muestreo T, = 2 ms seleccionado en el Capitulo 2 (funcion c2d de MATLAB,
Ecuacion (2.16)), se obtienen las matrices discretas:

1 2.99x 107 2,000 x 1073 1.99 x 107 9.946 x 103
0 100052 —2.06x 10~% 2.000 x 10~ 9.831 x 103
Ag= - . Ba= L 335)
0 020861 099998  2.99 x 10~ 9.947 x 10
0 052331 —2.06x10°  1.00052 0.832 x 102

Los valores propios de A, son aproximadamente {1, 1.0329, 0.9682, 0.99999}, consistentes
con los del modelo continuo a través de la relaciéon \; = e*<T=: el valor propio en 1.0329
(fuera del circulo unitario, e!6-17<0-002 ~ 1.0329) refleja el modo inestable, mientras que el
resto se ubica dentro o justo sobre el circulo unitario.

El modelo en espacio de estados en tiempo discreto queda entonces dado por

Tpr1 = Aqg i + Bauy, yr = Caxi, + Dy uy, (3.36)

con A,y By dadas por la Ecuacion (3.35). A diferencia de A, y B,, las matrices de salida
no se ven afectadas por la discretizacion mediante retenedor de orden cero: la ecuacién
de salida y = Cz + Du se evalia en los mismos instantes de muestreo sin necesidad de
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transformacion, por lo que

Ca=C=14, Dy

I
S
I

(3.37)

o O O O

es decir, se reutilizan directamente las matrices C'y D del modelo continuo (3.34).

3.5 Analisis de controlabilidad y observabilidad

3.5.1 Controlabilidad

Un sistema discreto (A4, B,;) es completamente controlable si su matriz de controlabilidad
C=|Bs AsBy A3B, AiBy| (3.38)

tiene rango completo, igual a la dimensién del vector de estados (n = 4). Aunque el péndulo
de Furuta es un sistema subactuado (una sola entrada para dos grados de libertad), el
acoplamiento dindmico entre ¢ y & —presente tanto en A. como, tras la linealizacién, en
Ayg, a través de los términos fuera de la diagonal derivados de M; ' en (3.26)— permite que
el torque aplicado al brazo influya, de manera indirecta pero completa, sobre las cuatro
variables de estado. En este trabajo se verificd que rango(C) = 4, por lo que el sistema
linealizado es completamente controlable en torno al punto de operacion invertido.

3.5.2 Observabilidad

De manera andloga, un sistema (A;, C') es completamente observable si su matriz de
observabilidad

C

CAy
O = 3.39
A2 ( )

CA3
tiene rango completo. El andlisis relevante para este trabajo no utiliza C' = I, sino la matriz

. . . 1 0 00 . L

de salida real del sistema instrumentado, C.., = 01 0 ol que refleja que inicamente

0 y a son medidos directamente por los encoders. Se verifico que, incluso con esta matriz
de salida reducida, rango(Q) = 4: el sistema es completamente observable a partir de
las mediciones de posicién angular. Este resultado es el que justifica, desde el punto de
vista tedrico, que sea posible reconstruir las velocidades angulares 6 y ¢ a partir de las
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mediciones de posicidn, tal como se implementa mediante la derivacidn filtrada descrita en
el Capitulo 2.

3.5.3 Verificacion en MATLAB

La verificacién numérica se realiza mediante las funciones ctrb y obsv de MATLAB:

rank(ctrb(Ad, Bd)) % = 4 -> sistema controlable
rank(obsv(Ad, [1 0 0 0; 0 1 0 0])) % = 4 -> sistema observable

En ambos casos el rango obtenido es igual a la dimensién del sistema (n = 4), confirmando
que el modelo linealizado y discretizado del péndulo de Furuta es completamente controlable
y observable en torno al punto de operacién invertido, condicion necesaria tanto para el
disefio del controlador MPC como para la etapa de estimacion de estados.

3.6 Formulacion del MPC sobre el sistema

3.6.1 Ley de control y arquitectura del controlador

Una alternativa comun para plantas de lazo abierto inestable es preestabilizar el sistema
con una realimentacién de estados u = — K« + v y disefiar el MPC sobre la variable v,
evitando asi que las potencias A} de la formulacién densa (Capitulo 2) crezcan sin control.
En este trabajo se optd por la alternativa mas directa: el MPC opera sobre el par (Ay, By)
del modelo linealizado sin transformacion previa, resolviendo en linea el problema QP del
Capitulo 2 a partir del estado (estimado) actual.

El regulador DLQR, disefiado sobre el mismo par (A,, By) con @ = diag(5,1,1,20) y R =1,
no forma parte del lazo del MPC y cumple dos roles aparte: acttia como controlador de
balance independiente, habilitado cuando |«| < 30° (valor adoptado en la implementacion
fisica y en las simulaciones de este trabajo; la plantilla original de Quanser para el
QUBE-Servo 2 emplea +10°, valor que finalmente no se utilizd); y su ecuacién de Riccati
discreta asociada se reutiliza como costo terminal () del MPC (Capitulo 2), lo que acota la
estabilidad del horizonte finito N = 3 sin imponer una restriccion terminal explicita.

Se prefirid esta arquitectura, mds simple que una preestabilizacién con sistema aumentado,
porque el horizonte reducido (N = 3) ya mantiene acotado el crecimiento de A}, y el MPC
directo resulto suficiente para estabilizar el sistema dentro de las restricciones de actuacién
disponibles.

3.6.2 Ausencia de accion integral

Dado que la referencia de control es fija e igual al origen del modelo linealizado (z,.; = 0,
Seccién de Seguimiento de referencia del Capitulo 2), y que no existen perturbaciones



3. PLANTA DE INTERES: PENDULO DE FURUTA 27

constantes de magnitud relevante que desplacen el punto de equilibrio real respecto del
nominal, no se incorpord una accién integral ni un sistema aumentado al esquema de
control. El error en régimen estacionario observado en la implementacidn fisica se atribuye
principalmente a no linealidades no modeladas (friccion estatica, zona muerta del actuador)
y se documenta en los resultados experimentales del Capitulo 5.

3.7 Integracion de la estimacion de estados al MPC

3.7.1 Estados estimados como entrada al controlador

O, auy,
ky i Filtro de
derivacion

9;; s O,

Planta . , Ok, vk . s MPC
QUBE-Servo 2 Encoders Tp = [0k, g, O, e mpc_block

Uk
Figura 3.2: Lazo cerrado con estados estimados como entrada al controlador MPC.

En la implementacion en Simulink, el vector de estados x; que recibe el bloque de control
MPC (funcién mpc_block, Capitulo 2, ver Cédigo 6.7) no proviene de una medicién directa,
sino que se construye concatenando las posiciones angulares medidas por los encoders (6y,
ay) con las Velpcidades angulares esgimadas mediante los filtros de derivacion descritos en
el Capitulo 2 (0, &): & = [0k, o, Oy, &k}T. Este vector 7}, es el que se utiliza para calcular
el error e, = 7, — w.¢ y, @ partir de €l, el vector lineal f del problema QP en cada instante
de muestreo.

3.7.2 Diseno del estimador

El estimador implementado no requiere sintonizar matrices de covarianza de proceso o
de medicién, a diferencia de un filtro de Kalman: su unico pardmetro de disefio es la
constante de tiempo 7 del filtro de derivacién (2.17) de cada canal (f y «), seleccionada
como compromiso entre atenuacién del ruido de cuantizacién de los encoders y el retardo
de fase introducido en la estimacion de velocidad, tal como se describe en el Capitulo 2. La
validez de esta estimacidn se confirma de manera indirecta en los resultados de simulacién
y de implementacion fisica presentados en los Capitulos 4 y 5, donde el desempefio del
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controlador MPC operando con los estados estimados ; se compara con el caso de referencia
en que se asume acceso completo a los estados reales.
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CAPiTULO

I Simulacion del sistema de control

Antes de implementar el controlador en el QUBE-Servo 2 fisico, se valida su desempefio en
un entorno de simulacién puramente software, reemplazando la planta real por el modelo
discreto (A,, By) obtenido en el Capitulo 3. Esto permite verificar que el MPC estabiliza
el sistema y respeta las restricciones de actuacion antes de exponer el hardware a un
controlador atin no probado sobre él.

4.1 Entorno MATLAB y Simulink

MATLAB es la plataforma de cdlculo numérico en la que se implementaron los scripts de
este trabajo: qube rotpen _param.my setup_qube rotpen.m (pardmetros fisicos y modelo en
espacio de estados de la planta; ver Cédigos 6.1y 6.3), find dlqr.m (disefio del controlador
de balance DLQR; ver Cédigo 6.4), build mpc_matrices.m (construccion de las matrices
densas del problema QP; ver Cédigo 6.5) y mpc_furuta.m (script principal que integra
lo anterior y abre el modelo de Simulink; ver Cédigo 6.6). Estos scripts se ejecutan
integramente fuera de linea (offline), antes de correr la simulaciéon: calculan las matrices
H, A, O, Q y R del problema QP y las dejan disponibles en el workspace de MATLAB,
desde donde el bloque MPC de Simulink las utiliza en cada paso de muestreo. Simulink
es el entorno de modelado por diagrama de bloques donde se implementa el lazo de
control completo. El modelo de simulacién (mpc_furuta test_sin pendulo.slx) reutiliza
exactamente el mismo bloque de control (mpc_block, ver Codigo 6.7) que el modelo de
implementacion fisica (Capitulo 5), reemplazando tinicamente los bloques de entrada/salida
de hardware (HIL) por un bloque de planta simulada.
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Figura 4.2: Entorno Simulink: modelo mpc_furuta test_sin_pendulo.slx.

4.2 Bloques utilizados para la simulacion

El modelo mpc_furuta sim.slx utiliza los siguientes bloques principales:

* Discrete State-Space: implementa la planta simulada, con las matrices A,, By de la
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Ecuacién (3.35) y periodo de muestreo T, = 2 ms. Su salida es el vector de estado
completo y exacto de la planta simulada, [0, oy, 0, di]”, que un bloque Demux

separa en sus cuatro componentes individuales.

» State X (subsistema): implementa el mismo estimador por derivacion filtrada descrito
en el Capitulo 2 (ver Figura 4.4). A partir unicamente de 6 y oy, (las dos primeras
salidas del Demux), calcula las velocidades estimadas 6, &, mediante un filtro

pasa-altos de la forma H(s) = aplicado a cada angulo, y entrega el vector

s+ 50
Ty = [0k, ag, ék, &k]T, replicando en simulacion el mismo estimador usado en la
implementacion fisica (Capitulo 5). Las salidas 3 y 4 del Demux (s, ¢y, exactos)
permiten tanto alimentar directamente al MPC en la modalidad “sin estimador” como
comparar contra 6, &y, para validar el estimador (ver Manual Switch mas abajo).

* Manual Switch: permite seleccionar, antes de cada ensayo, cudl vector de estado
recibe el bloque MPC: la salida completa y exacta del Discrete State-Space (posicién 1,
sin pasar por el estimador) o el vector estimado #, que entrega State X (posicién 2).
Esta selecciéon manual es la que distingue las pruebas “sin estimador” (Seccién 4.4)
de las pruebas “con estimacién de estados” (Seccidén 4.5): son dos ensayos del mismo
modelo, cada uno con el switch en una posicion distinta.

* MATLAB Function (mpc_block): resuelve el problema QP en cada paso de muestreo
mediante quadprog, tomando como estado la salida del Manual Switch y a partir de
las matrices calculadas por build mpc matrices.m (ver Figura 4.5).

* Abs y bloque relacional (relop): calculan |a| y lo comparan con el umbral de 30° para la
l16gica de habilitacién de la actuacién del MPC (ver MultiPortSwitch a continuacién).

* MultiPortSwitch: selecciona entre la sefial de control del MPC y una sefial nula
(u = 0 V) segun el estado de la ldgica de habilitacion.

* Goto / From: propagan sefiales (como el estado 7;) entre distintas partes del modelo
sin necesidad de conectarlas fisicamente con lineas.

* Scope: registra y permite exportar al workspace las sefiales de interés: angulo del brazo
(Rotary Arm), angulo del péndulo (Pendulum), voltaje de actuacion (Motor Voltage), el
vector de estado estimado (State X) y las velocidades exactas de la planta simulada,
registradas aparte para la validacién del estimador.
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Figura 4.3: Bloques utilizados en Simulink.

X = [theta, alpha, theta dot, alpha_dot]

alpha 505

s+ 50 X

theta_dot

50s
s+ 50

alpha_dot

Figura 4.4: Subsistema State X: estimador de velocidades angulares por derivacion filtrada.
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Figura 4.5: Bloque mpc_block: resolucién del problema QP mediante quadprog.
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4.3 Preparacion de la simulacién

Los pardmetros del controlador MPC utilizados en la simulacién son los mismos definidos y
justificados en el Capitulo 3: horizonte N = 3, matrices de ponderacién ) = diag(5, 1, 1, 20)
y R = 1, con el costo terminal () y obtenido de la ecuacion de Riccati discreta asociada a
este mismo par (Q, R) (Seccién 3.6.1). Las matrices del problema QP denso (H, A, O, Q, R)
se calculan fuera de linea mediante build mpc_matrices.my se cargan en el workspace de
MATLAB antes de ejecutar la simulacion en Simulink (script mpc_furuta.m). La restriccion
de actuacidn se fijaen —10 V < u < 10 V, igual que en el sistema fisico, y el paso fijo del
solver de Simulink coincide con el periodo de muestreo del controlador, T; = 2 ms.

Todas las pruebas de simulacidn de este capitulo parten de una condicién inicial
zo = [0y, ap, by, do]” = [0, 0.5236, 0, 0], configurada como condicién inicial del bloque
Discrete State-Space del modelo de Simulink, es decir, con el péndulo desplazado
0.5236 rad (g = 30°) respecto de la posicion vertical invertida, y con el brazo y ambas
velocidades angulares inicialmente en reposo. Esta condicidn inicial de 30° y una duracién
de simulacién de 5 s replican directamente las condiciones de los ensayos en el sistema
fisico del Capitulo 5, en los que el péndulo se libera manualmente desde o, ~ 30° sin
maniobra de swing-up, a diferencia de las simulaciones preliminares de versiones
anteriores de este trabajo, que partian de un desplazamiento pequefio (ay =~ 5.7°). La
referencia del controlador corresponde al origen, de modo que el objetivo es estabilizar el
péndulo en o = 0 manteniendo el brazo en ¢ = 0.

4.4 Pruebas de simulacion sin estimador

En esta seccidn se evaltia el desempeiio del controlador MPC con el Manual Switch del
modelo en la posicién que conecta directamente la salida exacta del bloque Discrete State-
Space al MPC, sin pasar por el estimador State X. Esto permite aislar el comportamiento
del MPC en si mismo, estableciendo una referencia de desempefio “ideal” antes de evaluar,
en la Seccién 4.5, el efecto de reemplazar 6 y ¢ exactos por su estimacién filtrada. Para
facilitar la comparacién directa entre ambas modalidades, las Figuras 4.6, 4.7, 4.8 y 4.9
de esta seccién presentan, en un mismo grafico, la respuesta “sin estimador” junto con la
respuesta “con estimador” de la Seccién 4.5.

4.4.1 Respuesta al seguimiento de referencia

La Figura 4.6 muestra la evolucién de 6, y oy, partiendo de la condicidn inicial oy = 30°
descrita en la Seccion 4.3. En la modalidad sin estimador, el dngulo del péndulo o presenta
un primer transitorio pronunciado, con un minimo de aproximadamente —8.5° en torno
at =~ (.34 s; este primer cruce por el origen constituye el sobreimpulso principal de la
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respuesta, medido en 28.48 % respecto de la condicion inicial. Tras este minimo, la sefial
converge de forma suave hacia el origen, alcanzando un tiempo de establecimiento (banda
del 2 % de la condicién inicial) de ¢, = 1.586 s. El angulo del brazo 6,,, cuya dinamica no esta
acotada a un rango angular limitado, exhibe una excursion transitoria considerablemente
mayor (minimo cercano a —104° en torno a ¢t ~ 0.43 s), reflejo del recorrido angular
que el MPC utiliza para contrarrestar el momento angular del péndulo al partir de un
desplazamiento inicial grande y sin maniobra de swing-up; esta variable también converge
mondtonamente al origen. No se observa error estacionario apreciable en ninguno de los
dos angulos: al no existir discrepancia entre el modelo interno del MPC y la planta simulada,
ni perturbaciones externas, ambos se estabilizan exactamente en el origen hacia el final de
los 5 s de simulacion.

La Figura 4.7 muestra que, en esta modalidad, la sefial de control satura brevemente en
u = —10 V durante los primeros ~ 8 ms de simulacién —respuesta esperable dada la
magnitud del desplazamiento inicial de 30°—, pero no vuelve a acercarse a los limites de
actuacién en ningun instante posterior: su valor maximo tras la saturacién inicial es de
apenas 0.92 V (en torno a ¢ = 0.30 s), lo que evidencia una respuesta bien amortiguada y de
bajo esfuerzo de control una vez superado el instante inicial, cuando el MPC dispone del
estado exacto de la planta.
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Respuesta temporal de la simulaciéon
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Figura 4.6: Respuesta temporal de 6, y oy ante la referencia, con y sin estimador, partiendo de
Qg = 30°.
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Figura 4.7: Sefial de control uy, con y sin estimador.
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Velocidades angulares de la simulacién
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Figura 4.8: Velocidades angulares 6, y ¢y, de la planta simulada, con y sin estimador.

4.4.2 Tiempos de ejecucion del solver quadprog

La Figura 4.9 muestra el tiempo de ejecucién de quadprog en cada paso de muestreo, para
ambas modalidades. En la modalidad sin estimador, la gran mayoria de las resoluciones
del problema QP toman entre 1 y 2 us, con un pico maximo de 27.6 us (ent ~ 2.51s) y
un valor inicial de 25.9 us; el tiempo medio de ejecucién durante toda la simulacién es
de 1.49 us. A diferencia de resultados preliminares con simulaciones més cortas, no se
observa aqui un pico de warm-up significativamente mayor al resto: todos los tiempos de
ejecucién se mantienen del mismo orden de magnitud a lo largo de los 5 s simulados. En
cualquier caso, incluso el mayor tiempo registrado representa apenas un 1.4 % del periodo
de muestreo T, = 2 ms, por lo que el controlador cumple con amplisimo margen el requisito
de factibilidad en tiempo real.
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Tiempo de ejecucion del solver quadprog
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Figura 4.9: Tiempos de ejecucion del solver quadprog por paso de muestreo, con y sin estimador.

4.5 Pruebas de simulacion con estimacion de estados

En esta seccion se repiten las pruebas de la Seccion 4.4, ahora con el Manual Switch en
la posicién que conecta el vector estimado 7 del subsistema State X (Seccion 4.2) a la
entrada del MPC, tal como opera el sistema en la implementacién fisica (Capitulo 5). Esto
permite cuantificar el efecto del retardo introducido por el filtro H(s) = 50s/(s + 50) sobre
el desempefio del controlador, comparando estas pruebas contra la referencia “ideal” de
la Seccién 4.4. Para esta modalidad se registraron, ademads de 6, y &y, las velocidades
angulares reales de la planta simulada (6;, ¢,) en el mismo ensayo, lo que permite comparar
directamente el estado estimado contra el estado real dentro de un tinico lazo cerrado.

4.5.1 Validacion del estimador (estados reales vs. estimados)

Las Figuras 4.10 y 4.11 comparan, dentro del mismo ensayo con estimador, las velocidades
angulares reales 0, v ¢, (obtenidas directamente del modelo de la planta) contra sus
estimaciones 6, y &, entregadas por el filtro pasa-altos H(s) = 50s/(s + 50). Al partir de
una condicién inicial de g = 30° sin maniobra de swing-up, el estimador de ¢, exhibe
un artefacto de inicializacion pronunciado: como el filtro pasa-altos parte de un estado
interno nulo mientras la planta presenta un salto abrupto de 30° en t = 0, ¢, arranca en un
pico espurio de 1500 °/s —valor que corresponde exactamente a la ganancia del filtro (50)
aplicada al escaldn inicial (50 x 30° = 1500°/s)— y decae con la constante de tiempo del
filtro (7 = 1/50 = 20 ms), muy por encima del valor real de ¢, en ese instante (pico real de
804.9°/s). Este artefacto no tiene contraparte en 5k, ya que ), = 0 no presenta un escalén
inicial. Considerando todo el ensayo (incluyendo este transitorio de inicializacion), el error
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RMS es de 40.9°/s para 0, y 88.8°/s para dy; si se excluye la ventana de inicializacién del
filtro (¢t < 0.1 s, equivalente a 57), el error RMS post-transitorio baja a 15.4°/sy 14.6°/s
respectivamente, con errores maximos puntuales de 214.8°/s y 207.4°/s durante los ciclos
de oscilacion activa de la respuesta. Esto confirma que el grueso del error de estimacién se
concentra en el arranque del filtro y en los instantes de mayor actividad de control, mientras
que el retardo de fase en régimen mds suave es comparativamente moderado.

Validacion del estimador de velocidades angulares

—— Real (planta)
----- Estimado (filtro) [

ék [grados/s]

pico inicial estimado = 1500°/s Re&?' (planta')
(fuera de escala, t<20 ms) ----- Estimado (filtro)

ay [grados/s]

Tiempo [s]

Figura 4.10: Comparacion de las velocidades angulares reales y estimadas, ensayo con estimador.
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Error de estimacion de las velocidades angulares

400 1

200 A

—200 +

error ék [grados/s]
o

—400 A

1500 A

1250 - \

pico inicial = 1500°/s
1000 - (fuera de escala, t<20 ms)

750 A
500 A
250 A

0 -
—250 A

0 1 2 3 4 5
Tiempo [s]

error ay [grados/s]

Figura 4.11: Error de estimacion de las velocidades angulares (estimado — real).

4.5.2 Desempeino del MPC con estados estimados

Considerando nuevamente las Figuras 4.6, 4.7 y 4.9 —ahora enfocadas en la curva “con
estimador”—, el MPC operando sobre el vector de estado estimado 7, presenta,
sorprendentemente, una respuesta mas rapida y con menor sobreimpulso que la modalidad
sin estimador al partir de oy = 30°: «4 alcanza un primer minimo de —5.6° en torno a
t ~ 0.31 s (sobreimpulso de 18.71 %, notablemente menor que el 28.48 % sin estimador) y se
establece dentro de la banda del 2% en ¢, = 1.464 s, levemente mas rdpido que sin
estimador (¢, = 1.586 s). El angulo del brazo 6, exhibe una excursién inicial menor en
magnitud que en el caso sin estimador (minimo cercano a —77.2° frente a —104.2°),
aunque con una dindmica algo mas oscilatoria antes de converger mondtonamente al
origen. La sefial de control u; (Figura 4.7) satura tanto en —10 V como en +10 V durante
los primeros ~ 96 ms —a diferencia del caso sin estimador, que solo satura en —10 V
durante los primeros ~ 8 ms—, lo que es consistente con el retardo de fase y el artefacto de
inicializacién que introduce el filtro pasa-altos sobre &;: al recibir una estimacién con
retardo y con un pico inicial espurio, el MPC reacciona de forma mads enérgica en los
primeros instantes. Pese a esta actuacién inicial mas agresiva, ambos angulos convergen al
origen sin error estacionario apreciable, y en este ensayo particular la modalidad con
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estimador logra un desempefo global levemente superior al ideal sin estimador, tanto en
tiempo de establecimiento como en sobreimpulso. En cuanto a los tiempos de ejecucién del
solver (Figura 4.9), el tiempo medio es de 1.63 us y el maximo de 76.9 us (en ¢ =~ 0.022 s),
coincidiendo con el intervalo de mayor actividad de control; incluso este maximo
representa apenas un 3.8 % del periodo de muestreo 7, = 2 ms, por lo que el controlador es
igualmente factible en tiempo real en esta modalidad.

4.6 Analisis comparativo

Las pruebas de simulacion permiten aislar el efecto del estimador por derivacién filtrada
sobre el desempefio del MPC, manteniendo fijos el modelo de la planta, el horizonte N, las
ponderaciones (@, R), los limites de actuacién y la condicién inicial oy = 30° sin maniobra
de swing-up. A diferencia de lo observado en ensayos preliminares con desplazamientos
iniciales pequefios, al partir de una condicion inicial grande la modalidad con estimador
resulta levemente superior a la modalidad sin estimador tanto en tiempo de establecimiento
(t; = 1.464 s frente a 1.586 s) como en sobreimpulso (18.71% frente a 28.48 %). Esta
tendencia se confirma con las métricas integrales de error: la Integral del Error Cuadratico
(Integral Square Error, ISE) y la Integral del Error Absoluto (Integral Absolute Error,
IAE), calculadas sobre «y, a lo largo de los 5 s de simulacion, resultan ambas menores con
estimador (ISE= 0.0112, IAE= 0.0744) que sin estimador (ISE= 0.0189, IAE= 0.1092). El
costo de este mejor desempefio es una actuacion inicial mas agresiva: con estimador el
control satura brevemente tanto en +10 V como en —10 V durante los primeros ~ 96 ms,
mientras que sin estimador solo satura en —10 V durante los primeros ~ 8 ms. En ambos
casos el sistema converge al origen sin error estacionario apreciable, y el tiempo de ejecucion
del solver quadprog se mantiene muy por debajo del periodo de muestreo 7, = 2 ms en
todo momento (médximo de 76.9 us con estimador y 27.6 us sin estimador, ambos bajo el 4 %
de T,), confirmando que el controlador es factible en tiempo real en ambas modalidades. La
Tabla 4.1 resume estas métricas, y la Tabla 4.2 resume, para la modalidad con estimador, el
error entre las velocidades angulares estimadas y reales.
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Table 4.1: Comparacion de métricas de desempeno: MPC sin y con estimacion de estados («g = 30°).

Métrica Sin estimador Con estimador
ISE 0.0189 0.0112
IAE 0.1092 0.0744

ts [s] 1.586 1.464
Sobreimpulso [%] 28.48 18.71
tsolver medio [us] 1.49 1.63
tsolver MAx. [us] 27.60 76.90
Factible en tiempo real Si Si

Table 4.2: Validacidn del estimador: error entre velocidades angulares estimadas y reales (ensayo
con estimador).

Métrica 0 o,

RMS error, ensayo completo [°/s] 40.9 88.8
RMS error, post-transitorio (¢ > 0.1s) [°/s] 15.4 14.6
Error max. post-transitorio (¢t > 0.1 s) [°/s] 214.8 207.4
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CAPiTULO

5 Implementacion fisica del sistema de
control

5.1 Hardware utilizado

5.1.1 Péndulo de Furuta (plataforma Quanser)

El sistema fisico utilizado corresponde a la plataforma QUBE-Servo 2 de Quanser (Quanser
Inc., 2014), configurada en su variante de péndulo rotatorio (péndulo de Furuta). El
equipo integra en un mismo moédulo el motor de corriente continua que acciona el brazo
horizontal, la caja reductora, el amplificador de potencia interno y dos encoders épticos
incrementales en cuadratura: uno solidario al eje del motor, que mide el dngulo del brazo
6, y otro montado en la articulacién del péndulo, que mide el angulo relativo « respecto
del brazo. Los parametros fisicos de la planta (longitudes, masas y momentos de inercia)
fueron caracterizados en la Seccién 3.1 y se resumen en la Tabla 3.1. La Figura 5.1 muestra
el montaje utilizado en el laboratorio, con el péndulo en su posiciéon de reposo antes de
cada ensayo.
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Figura 5.1: Sistema de péndulo de Furuta y configuracién de hardware.

5.1.2 Interfaz de adquisicion de datos (USB / QUARC)

A diferencia de una configuracién con tarjeta de adquisicion de datos (DAQ) independiente,
el QUBE-Servo 2 se conecta al equipo host mediante un enlace USB directo. El controlador
QUARC de Quanser expone el hardware a Simulink a través del bloque HIL Initialize
(tarjeta QUBE-Servo _USB), v los bloques HIL Read / HIL Write correspondientes leen las
posiciones angulares de los encoders y escriben el voltaje de actuacion en cada paso de
muestreo, dentro del mismo lazo de Simulink.

5.2 Software: Quanser y Simulink en tiempo real

El modelo de Simulink se ejecuta en modo de tiempo real (External mode) sobre el mismo
esquema de control descrito en el Capitulo 4, reemplazando el bloque de planta simulada por
los bloques HIL Initialize, HIL Read Encoder y HIL Write Analog de la libreria QUARC.
Estos bloques leen los angulos 6, ;. y escriben el voltaje de actuacion u,, directamente sobre
el hardware en cada paso de muestreo 7, = 2 ms, dentro del mismo diagrama de bloques
que implementa el controlador MPC.
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4| Source Block Parameters: HIL Initialize — O *
HIL Initialize:
Initializes a hardware-in-the-loop card.
Navigation
Goto HIL blecks using this board...
W ai
an Board name:
Clocks HIL-1
Analog Inputs Board type:
qube_servoZ_usb ~
Analeg Outputs : :
Board identifier:
Digital Inputs 0
Digital Qutputs Board-zpecific options:
Encoder Inputs
PWM Outputs Assume exclusive access to the board
Other Outputs
QUBE Servo 2.0 USB
0K Cancel Help Apply Defaulis

Figura 5.2: Configuracién del bloque HIL Initialize para el QUBE-Servo 2.
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Figura 5.3: Diagrama completo de Simulink para la implementacién en tiempo real (configuracién
con liberacién manual, sin swing-up automatico).

5.3 Configuracion del MPC

La configuracién del controlador MPC utilizada en la implementacién fisica reutiliza
exactamente los mismos parametros validados en simulacién (Seccion 4.3): horizonte de
prediccién N = 3, matrices de ponderacién @ = diag(5,1,1,20) y R = 1, con el costo
terminal )y obtenido de la ecuacién de Riccati discreta asociada al mismo par (Q, R), y
restriccién de actuacién —10 V < u < 10 V. Las matrices densas del problema QP (H, A, O,
Q, R) se calculan fuera de linea con el mismo script build.mpc matrices.m (ver
Cddigo 6.5) empleado en el Capitulo 4 y se cargan en el workspace de MATLAB antes de
iniciar la ejecucién en tiempo real. El bloque MATLAB Function que resuelve el problema
QP mediante quadprog es idéntico al utilizado en simulacién, de modo que la tnica
diferencia estructural respecto al modelo de la Seccién 4.2 es el reemplazo de los bloques
de planta simulada por los bloques HIL (Secciéon 5.1.2), que conectan el controlador
directamente con el hardware del QUBE-Servo 2. El paso fijo del solver de Simulink se
configura en 7, = 2 ms, igual que en las pruebas de simulaciéon, de modo que los resultados
de este capitulo sean directamente comparables con los del Capitulo 4.

5.4 Metodologia de inicio: liberacién manual en el angulo de trabajo

Versiones preliminares de este trabajo utilizaron una rutina de swing-up automatica para
llevar el péndulo desde el reposo hasta la vecindad de la posicion invertida antes de activar
el MPC de balance. Sin embargo, el comportamiento de esa rutina resulté inconsistente
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entre ensayos sucesivos: la condicion angular y de velocidad con la que el péndulo llegaba a
la zona de habilitacién del balance variaba de una corrida a otra, lo que impedia comparar
resultados entre configuraciones bajo una condicién inicial verdaderamente controlada. Por
este motivo, los experimentos de caracterizacion de la Seccidn 5.5 se realizaron mediante
liberacién manual, con la inica excepcion de la demostracién de swing-up (Seccion 5.9),
que emplea deliberadamente la rutina de swing-up automatica: el operador eleva el péndulo
con la mano hasta el dngulo de trabajo correspondiente a cada ensayo (por ejemplo, oy = 30°
en la configuraciéon nominal) y lo sostiene brevemente en esa posicién, con el controlador
inactivo (u = 0). La comparacion con el controlador DLQR (Seccién 5.7) y la comparacion
frente a perturbaciones (Seccién 5.8) también parten de una liberaciéon manual, bajo la
misma banda de habilitaciéon de £30° empleada en el resto de este capitulo. La conmutacion
se implementa en Simulink mediante un bloque de comparacién sobre «;, y un Multiport
Switch, de forma que

umpc  Si oy ingresa al dngulo de trabajo del ensayo, G.1)
u = .
0 en otro caso,

de modo que, al soltar el péndulo, el controlador se activa automaticamente en el instante
en que oy cruza el angulo objetivo, sin intervencion adicional del operador. Este método
reemplaza la maniobra automdtica de swing-up para efectos de la caracterizaciéon
cuantitativa de este capitulo, y permite iniciar cada ensayo desde una condicidén inicial
consistente y repetible, analoga a la utilizada en las pruebas de simulacién del Capitulo 4.
La rutina de swing-up automadtica originalmente implementada no se descarta: se
documenta y demuestra, a modo de cierre de este capitulo, en la Seccion 5.9, donde se
ilustra su funcionamiento junto con el MPC en su configuracion estdndar de forma
completamente auténoma.

5.5 Resultados experimentales

Esta seccion presenta los resultados de la implementacion fisica del controlador MPC sobre el
QUBE-Servo 2, utilizando la configuracion de software descrita en la Seccién 5.3: horizonte
N = 3, ponderaciones () = diag(5,1,1,20) y R = 1, periodo de muestreo 7; = 2 ms,
restriccion de actuacion —10 V < u;, < 10 V y estimador de velocidad angular por derivaciéon

20 . - o
filtrada H(s) = TZO Para caracterizar la sensibilidad del controlador a sus principales
S

parametros de disefio, cada una de las siguientes subsecciones modifica un tinico parametro
respecto de esta configuracion nominal, manteniendo el resto fijo, y compara la respuesta
temporal de 6, y ay, la senal de actuacién u;, y, cuando corresponde, el tiempo de ejecucion
del solver quadprog en cada paso de muestreo. Todas las pruebas parten mediante liberacion
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manual en el angulo de trabajo correspondiente (Seccion 5.4), replicando la condicién
inicial utilizada en las pruebas de simulacion del Capitulo 4; el tiempo de establecimiento y
el sobreimpulso se miden desde el instante en que el MPC se activa, no desde el inicio del
registro. Ademds de los tres pardmetros de disefio ya explorados en versiones anteriores de
este trabajo (horizonte NV, periodo T, y restriccion de actuacion), se agrega en esta version
un cuarto barrido sobre el dngulo inicial o, que caracteriza el limite practico de la regién
de atraccion del controlador sobre el sistema real.

5.5.1 Efecto del horizonte de prediccion

El horizonte de prediccién N determina cudntos pasos futuros considera el MPC al resolver,
en cada muestra, el problema de optimizacién cuadratica que define su ley de control.
Manteniendo fijos 7, = 2 ms, (), R y los limites de actuacidn, se repite el experimento de
estabilizacion descrito arriba para distintos valores de N en torno al valor nominal utilizado
en el resto de este trabajo (N = 3). Desde la teoria de control predictivo, se espera que
horizontes mas largos permitan al controlador anticipar con mayor precision la dindmica
inestable del péndulo y aproximarse al desempefio del controlador de horizonte infinito
asociado al mismo par (@, R), mejorando potencialmente el amortiguamiento y reduciendo
el sobreimpulso, a costa de un problema QP de mayor dimensiéon —el niimero de variables
de decision del problema denso crece con N— vy, por lo tanto, de un mayor tiempo de
resolucion de quadprog en cada paso. Horizontes mds cortos, en cambio, resuelven mas
rapido pero disponen de una ventana de prediccion mas limitada frente a la dindmica rapida
e inestable del péndulo, lo que puede traducirse en una respuesta mas agresiva, mayor
sobreimpulso o, en el limite, pérdida de estabilidad si /V es demasiado pequefio para el
ancho de banda del sistema. El principal riesgo practico de aumentar N en este trabajo
es de naturaleza temporal: dado que el controlador opera en tiempo real con 7, = 2 ms,
el tiempo de resolucién de quadprog debe mantenerse muy por debajo de este periodo
en todo momento; un horizonte excesivamente largo podria acercar o superar este limite,
comprometiendo la factibilidad en tiempo real del lazo de control. Los resultados de esta
subseccién, obtenidos con el hardware real para N € {2,3,5,7,15,30}, cuantifican ese
punto: como se aprecia en la Tabla 5.1, el tiempo de ejecucién del solver crece de forma
moderada hasta N = 15, pero se dispara en N = 30 (tiempo mdaximo de 289.4 us, un
orden de magnitud por sobre los demas casos), evidenciando dénde comienza a reducirse
de forma significativa el margen respecto al periodo de muestreo 7, = 2 ms, aunque sin
comprometer la factibilidad en ninguno de los casos evaluados. Las Figuras 5.4 y 5.5
muestran, respectivamente, la respuesta temporal de 0./, y la sefial de actuacion u,, para
cada valor de N evaluado, mientras que la Figura 5.6 compara los tiempos de ejecucion de
quadprog obtenidos en cada caso.
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Figura 5.4: Respuesta temporal (0, ;) para distintos valores de N.
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Figura 5.5: Sefial de control u; para distintos valores de N.
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Tiempo de ejecucion del solver quadprog
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Figura 5.6: Tiempos de ejecucion del solver para distintos valores de N.

5.5.2 Efecto del periodo de muestreo

El periodo de muestreo 7T, afecta tanto a la discretizacién del modelo de la planta (A,
By, obtenidos mediante discretizacion ZOH a partir de las matrices continuas A., B. del
Capitulo 3) como a la frecuencia con la que el MPC resuelve el problema de optimizacion
y actualiza la sefial de control. Manteniendo fijos N = 3, @), R y los limites de actuacién,
se repite el experimento de estabilizacién para distintos valores de T € {1,2,4,6} ms en
torno al valor nominal de este trabajo (7, = 2 ms), recalculando A,;, B, y las matrices
densas del problema QP para cada periodo evaluado mediante build mpc matrices.m.
Periodos de muestreo mas cortos permiten una aproximacion mas fiel de la dindmica
continua e inestable del péndulo y una correccion mas frecuente de la sefial de control, lo
que en general mejora el desempefio en lazo cerrado, pero a costa de una mayor carga
computacional por unidad de tiempo —el solver debe resolverse méas veces por segundo—y
de una mayor sensibilidad al ruido de medicién, al derivarse las velocidades angulares a
partir de diferencias entre muestras mas cercanas entre si. Periodos mas largos relajan la
carga computacional, pero introducen mayor error de discretizacién y reducen la capacidad
del controlador de reaccionar a la dindmica rapida del péndulo, lo que puede degradar el
margen de estabilidad o producir oscilaciones mas pronunciadas. Se eligi6é 7, = 2 ms como
valor nominal en este trabajo por coincidir con el periodo utilizado por el controlador de
referencia de Quanser para este mismo hardware (Secciéon 5.3); esta subseccion caracteriza,
con datos reales del sistema fisico, el rango de periodos de muestreo en que el controlador
mantiene un desempefio adecuado. Las Figuras 5.7 y 5.8 muestran la respuesta temporal y
la sefial de actuacién para cada periodo evaluado, y la Figura 5.9 compara los tiempos de
ejecucion del solver.
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Figura 5.8: Sefial de control u; para distintos valores de 7.
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Tiempo de ejecucion del solver quadprog
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Figura 5.9: Tiempos de ejecucion del solver para distintos valores de 7.

5.5.3 Efecto de las restricciones de actuacion

La restriccion de actuacién —10 V < wu; < 10 V, incorporada explicitamente como
restriccion del problema QP (Capitulo 2), refleja el limite de voltaje admisible por el
amplificador del QUBE-Servo 2. Para evaluar su efecto sobre el desempefio del controlador,
se repite el experimento de estabilizacion imponiendo un limite de actuaciéon mas
restrictivo (umax = 6 V) que el nominal (uy,.x = 10 V), manteniendo fijos N =3, Q, Ry
T, = 2 ms. Desde la teoria de control predictivo con restricciones, se espera que una
restriccion de actuacion maés estrecha limite la capacidad del controlador de aplicar el
esfuerzo de control necesario durante el transitorio inicial —donde la desviacion respecto
del equilibrio invertido es mayor y, por lo tanto, la demanda de esfuerzo de control
también—, provocando saturacion de la sefial de control durante un intervalo mas
prolongado que en el caso nominal. Esta saturacién sostenida puede traducirse en una
respuesta mas lenta (mayor tiempo de establecimiento) o un mayor sobreimpulso. Los
resultados de la Tabla 5.3 confirman esta prediccién: bajo u,,., = 6 V el actuador satura
durante 142 ms (frente a 24 ms en el caso nominal) y el sobreimpulso aumenta de 12.94 % a
19.41 %, sin comprometer la estabilidad ni la factibilidad en tiempo real. La Figura 5.10
muestra la respuesta temporal de 0, v o, bajo ambos limites, la Figura 5.11 muestra la
sefial de control u;, evidenciando el intervalo de saturaciéon mas prolongado bajo ., = 6V,
y la Figura 5.12 compara los tiempos de ejecucién del solver en ambos casos.
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Figura 5.11: Sefial de control u, para distintas restricciones de actuacién, mostrando la saturacién
activa bajo uyax = 6 V.
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Tiempo de ejecucion del solver quadprog
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Figura 5.12: Tiempos de ejecucion del solver para distintas restricciones de actuacidn.

5.5.4 Efecto del angulo inicial

Las subsecciones anteriores caracterizan la sensibilidad del MPC a sus pardmetros de disefio
manteniendo fija la condicion inicial (oy = 30°). Esta subseccion invierte el enfoque:
mantiene fija la configuracion nominal (N = 3, T, = 2 ms, u,.x = 10 V) y varia el angulo de
trabajo o desde el cual se libera manualmente el péndulo, con el objetivo de caracterizar el
limite préctico de la regién de atraccién del controlador sobre el sistema real. Se evaluaron
angulos iniciales de 10°, 20°, 30°, 40°, 45° y 50°. El caso de 10° se excluye del analisis
cuantitativo: al ser la condicion inicial pequefia, la banda de asentamiento relativa (2 %
de o) resulta comparable a la resolucion angular del encoder, por lo que el tiempo de
establecimiento calculado no es representativo del desempefio real del controlador. Para
ap = 50°, en cambio, el péndulo no logra ser recapturado por el MPC: la desviacién inicial
supera el rango en que la ley de control linealizada en torno al equilibrio sigue siendo valida,
el péndulo sobrepasa el angulo de habilitacién del balance y queda oscilando libremente
(con u = 0) sin volver a estabilizarse dentro de la ventana de registro. Este resultado es
en si mismo relevante: indica que, para la configuracion nominal de este trabajo, el limite
practico de la region de atraccidn del MPC sobre el hardware real se ubica entre 45° y 50°.
La Tabla 5.4 resume los resultados para los cuatro angulos con asentamiento valido (20°,
30°, 40° y 45°); las Figuras 5.13 y 5.14 muestran la respuesta temporal y la sefial de control
para estos cuatro casos.
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Figura 5.13: Respuesta temporal (0, o) para distintos dngulos iniciales «y.
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Figura 5.14: Seiial de control u; para distintos dngulos iniciales «y.

5.6 Tablas de resultados

A modo de resumen cuantitativo de las subsecciones anteriores, las Tablas 5.1 a 5.4 reportan,
para cada configuracion evaluada, el tiempo de establecimiento ¢, (banda del 2 %, medido
desde la activacion del MPC), el sobreimpulso porcentual, el tiempo de ejecucion del solver
quadprog y la factibilidad en tiempo real del lazo de control.
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Table 5.1: Efecto de variar el horizonte de prediccién N (con Ts; = 2 [ms] y restricciones u €
[—10, +10] [V]).

N ts[s] Sobreimpulso [%] tsoer medio [us]  tgoiver max [us] Factible
2 1434 8.82 1.68 27.20 Si
3 1.544 12.94 2.02 24.30 Si
5 1.474 11.76 2.49 17.50 Si
7 1.476 8.24 3.23 17.10 Si
15 1.558 14.12 5.20 28.10 Si
30 1.484 14.12 14.89 289.40 Si

Table 5.2: Efecto de variar el periodo de muestreo 75 (con N = 3 y restricciones u € [—10, +10]

[VD.

Ts [ms] ts[s] Sobreimpulso [%] tgyer medio [us]  teoer max [us] Factible

1 1.500 11.76 2.03 46.80 Si
2 1.544 12.94 2.02 24.30 St
4 1.520 15.88 3.03 18.50 St
6 1.434 10.00 3.71 19.60 Si

Table 5.3: Efecto de variar la restriccion de actuacién vy (con N = 3, T = 2 ms).

Umax [V] ts [s] Sobreimpulso [%] tsopver medio [us]  tgoer max [us] Factible
10 1.544 12.94 2.02 24.30 Si
6 1.558 19.41 2.41 25.70 Si

Table 5.4: Efecto de variar el angulo inicial «p (con N = 3, Ts = 2 mS, umax = 10 V). Se excluyen
10° (artefacto de cuantizacion) y 50° (pérdida de control; ver Seccion 5.5.4).

ap [°]1  ts [s] Sobreimpulso [%] tgwer medio [us] Factible

20 1.530 14.16 2.35 St
30 1.544 12.94 2.02 Si
40 1.574 14.54 2.38 Si
45 1.552 13.28 2.39 Si

5.7 Comparacion con controlador LQR

Para evaluar el aporte concreto del MPC frente a una alternativa mas simple, se compara su
desempeio con el controlador DLQR de balance descrito en la Seccion 3.6.1, implementado
de forma independiente (sin MPC) sobre el mismo hardware y el mismo par (A4, By). A



5. IMPLEMENTACION FISICA DEL SISTEMA DE CONTROL 56

diferencia del MPC, el DLQR es una ganancia de realimentacion de estado fija, calculada
una unica vez fuera de linea, y no incorpora restricciones de actuacion en su formulacién:
cualquier limite de voltaje debe aplicarse como una saturacién posterior a la sefial de control,
sin que el controlador anticipe dicha restriccion. Ambos controladores se evaluaron bajo
la misma metodologia de liberaciéon manual descrita en la Seccion 5.4: el péndulo se lleva
con la mano hasta oy =~ 30° y se libera, cayendo bajo gravedad hasta cruzar la banda de
habilitacién de +30° (Seccién 3.6.1), momento en el cual el controlador correspondiente se
activa automaticamente. Ambos ensayos se realizaron bajo la misma configuracién nominal
de actuacion (—10 V < uy, < 10 V como limite de disefio), en corridas independientes para
el MPC y el DLQR. La respuesta de cada controlador se presenta por separado, con el tiempo
de cada figura reiniciado en su propio instante de activacién, siguiendo la misma convenciéon
empleada en el resto de este capitulo (Seccion 5.5). El tiempo de establecimiento se calcula
con la misma banda relativa del 2 % utilizada en el resto de este capitulo (Seccion 5.5.4);
dado que «aq =~ 30° coincide con la condicidn inicial nominal de dicha seccidn, esto equivale
a una banda absoluta de £0.6° en torno al equilibrio.

Respuesta angular del brazo — MPC
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Figura 5.15: Respuesta angular (6, o) del MPC en su configuracion estdndar, medida desde la
activacion del balance.



5. IMPLEMENTACION FISICA DEL SISTEMA DE CONTROL 57
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Figura 5.16: Sefial de control del MPC en su configuracién estandar, saturada en —10 V (linea
discontinua) durante el transitorio inicial sin sobrepasar el limite.
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Figura 5.17: Tiempo de ejecucién del solver quadprog durante la fase de balance del MPC.
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Figura 5.18: Respuesta angular (6, o) del DLQR, medida desde la activacion del balance.
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Figura 5.19: Sefial de control del DLQR, que excede ampliamente el limite de +10 V (linea
discontinua) durante el transitorio inicial.

La Tabla 5.5 resume las métricas cuantitativas. El tiempo de ejecucidon de quadprog no
aplica al DLQR, ya que su ganancia se calcula una tnica vez fuera de linea y su evaluacion
en linea es una multiplicacién matriz-vector de costo computacional despreciable frente al
problema QP que resuelve el MPC en cada paso de muestreo.
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Table 5.5: Comparacion de desempeiio entre MPC y DLQR en balance nominal, ambos liberados
manualmente desde «y ~ 30° (banda relativa del 2 %, equivalente a +0.6°).

Controlador ¢, [s] Sobreimpulso [%] wumax Observado [V] Factible
MPC 1.478 14.12 10.00 Si
DLQR 1.498 14.12 21.35 —

A diferencia de la version anterior de este ensayo (basada en swing-up automatico, con
condiciones de entrada al balance dispares entre ambos controladores), esta vez ambos
controladores parten de una condicion inicial comun y controlada («g =~ 30°, liberacion
manual), lo que permite una comparacién directamente controlada. Los tiempos de
establecimiento (1.478 s para el MPC, 1.498 s para el DLQR) y los sobreimpulsos (14.12 %
en ambos casos) resultan practicamente idénticos, lo cual es consistente con que el costo
terminal del MPC proviene precisamente de este mismo DLQR (Capitulo 2): en ausencia de
restricciones activas, ambos controladores se comportan de forma equivalente. La
diferencia estructural relevante emerge en la sefial de control: el MPC alcanza exactamente
—10 V durante el transitorio inicial sin sobrepasarlo, respetando por construccién el limite
de actuacion, mientras que el DLQR, al no incorporar restricciones en su disefio, exige hasta
—21.35 V —mas del doble del limite fisico del QUBE-Servo 2— para lograr una respuesta de
magnitud equivalente. Este resultado, obtenido ahora bajo una condicion inicial comtn
para ambos controladores, confirma directamente en esta seccién lo que la Seccién 5.8
ilustra frente a perturbaciones: el MPC logra el mismo desempefio de balance que el DLQR
respetando siempre las restricciones fisicas del actuador, mientras que el DLQR solo logra
un desempefio comparable solicitando un esfuerzo de control que el hardware real no
puede entregar.

5.8 Respuesta frente a perturbaciones

Las Secciones 5.5 y 5.7 caracterizan el desempefio del MPC bajo condiciones nominales
y variaciones de disefio (horizonte, periodo de muestreo, restriccion de actuacién), y
comparan su desempefio con el DLQR en un escenario nominal sin perturbaciones. Esta
seccion evalua la respuesta de ambos controladores frente a perturbaciones manuales,
usando la configuracién nominal N = 3, T, = 2 ms, actuacion +10 V. A diferencia de la
demostracion de swing-up (Seccion 5.9), aqui no se utilizd la rutina de swing-up automadtica:
el péndulo se llevé manualmente cerca de la posicién invertida, bajo la misma banda de
habilitacion de +30° empleada en el resto de este capitulo, sin modificar la ganancia de
balance de ninguno de los dos controladores. Una vez en fase de balance, se aplicaron
sobre el péndulo varias perturbaciones manuales sucesivas (golpes/empujes) de intensidad
creciente dentro de cada ensayo, registrando la traza completa (0, ay, ux) para su posterior
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analisis. Se realizaron cinco ensayos independientes con cada controlador (MPC y DLQR),
bajo la misma configuracién nominal.

Respuesta ante perturbaciones manuales sucesivas de intensidad creciente
(las perturbaciones se aplicaron de forma independiente en cada ensayo)

—— MPC (ensayo 1)
—— DLQR (ensayo 1)

ay [grados]
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/—— DLQR (ensayo 1)
[\ \

6k [grados]
o

0.0 25 5.0 75 10.0 125 15.0 175
Tiempo desde el inicio del balance [s]

Figura 5.20: Respuesta temporal ante perturbaciones manuales, MPC vs DLQR.

Sefial de control ante perturbaciones manuales (las perturbaciones se aplicaron
de forma independiente en cada ensayo)
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Figura 5.21: Sefal de control u; ante perturbaciones manuales, MPC vs DLQR.

Para cada ensayo se midi6 la desviaciéon maxima de « tras la perturbacion, el tiempo
requerido para reingresar a la banda del 2% en torno al punto de equilibrio, y el valor
maximo de la sefial de control durante la recuperacion. La Tabla 5.6 resume los resultados
para ambos controladores.
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Table 5.6: Respuesta frente a perturbaciones manuales: comparacién MPC vs DLQR (desviacion
maxima, tiempo de recuperacion y actuacion maxima).

Ensayo Controlador Desviacion max. |a| [°]  trecuperacisn [S]  umax [V]  Factible

1 MPC 7.91 0.378 10.0 Si
1 DLQR 8.61 0.384 20.56 —
2 MPC 3.87 0.246 10.0 St
2 DLQR 6.50 0.352 19.28 —
3 MPC 6.15 0.346 10.0 Si
3 DLOR 8.44 0.364 20.90 —
4 MPC 7.03 0.066 10.0 St
4 DLQR 8.61 0.312 22.73 —
5 MPC 7.91 0.386 10.0 Si
5 DLOR 10.20 0.390 23.79 —

Los resultados confirman la tendencia observada en la Seccién 5.7: ambos controladores
logran desviaciones maximas de « y tiempos de recuperacién comparables entre si, sin una
diferencia sistematica clara en estas dos métricas frente a perturbaciones de intensidad
creciente. La diferencia relevante aparece en la magnitud de la sefial de control: el MPC se
mantiene siempre en su limite de 10 V (por disefio, dado que la restriccidn de actuacion
forma parte del problema de optimizacion), mientras que el DLQR —carente de mecanismo
de restriccion— exige entre 19 y 24 V en los cinco ensayos, mas del doble de la tension
fisicamente disponible en el hardware. En una implementacién real donde el amplificador
satura a =10 V, esta demanda del DLQR se traduciria en una sefial de control recortada de
forma no controlada, degradando el desempefio de forma impredecible frente a lo que logra
el MPC al incorporar la restriccion explicitamente en el disefio. Este resultado refuerza, con
datos experimentales bajo perturbaciones reales, la ventaja estructural del MPC frente a
controladores lineales sin manejo de restricciones.

5.9 Demostracion de swing-up con MPC estandar

La caracterizacidn cuantitativa de las secciones anteriores utiliza liberacién manual como
condicién inicial (Seccion 5.4), precisamente porque la rutina de swing-up automatica mostro
ser inconsistente entre ensayos. Sin perjuicio de ello, dicha rutina sigue implementada y
disponible, y esta seccién la demuestra operando junto con el MPC en su configuracién
estdndar (N = 3, T, = 2 ms, u € [—10, 10] V), para ilustrar la transicién auténoma completa
desde el péndulo en reposo hasta el balance invertido, sin intervencion manual, en linea con
el enfoque de swing-up y estabilizacién mediante MPC reportado en la literatura (Seman
et al., 2013).
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Figura 5.22: Diagrama completo de Simulink para la implementacién en tiempo real, incluyendo el
subsistema de swing-up automatico.

El controlador de swing-up utilizado corresponde al método de control por energia provisto
en el material de laboratorio de Quanser para el QUBE-Servo 2 (Rotary Pendulum: Swing-Up
Control); no es una contribucidn original de este trabajo. Regula la energia mecénica del
péndulo,

1 1
E= §Jpa2 + 5 MpgLy(1 = cos ), (5.2)

hacia una referencia £, igual a la energia potencial en la posicion invertida, mediante la ley
de control no lineal
Usy = Saby, .. (u (B, — E)sign(a cos a)), (5.3)

donde x es una ganancia proporcional y sat, . satura la sefial a la aceleraciéon maxima
admisible del pivote. Se usaron los valores sugeridos por Quanser: p = 38 m/s?/J, E, =
30 mJ ¥ umax = 6 m/s%. La conmutacion entre swing-up y balance se implementa mediante

un bloque Compare To Constant sobre |«|y un Multiport Switch:

UMPC si|a < 10°
. lof <107, (5.4)
Usu en otro caso.

La Figura 5.23 muestra la respuesta angular completa de un ensayo representativo,
partiendo del péndulo colgando en reposo (o« = 180°): el swing-up bombea energia
mediante oscilaciones de amplitud creciente hasta que, en ¢ ~ 10.16 s, a cruza por primera
vez de forma sostenida el umbral de 10° y el MPC toma el control, estabilizando el péndulo
en la posicidn invertida. La Figura 5.24 muestra la sefial de control correspondiente,
evidenciando el cambio de caracter de la actuacion en el instante de la conmutacion: de la
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ley no lineal de energia, con picos saturados a +6 m/s* durante el bombeo, a la sefial suave
y acotada del MPC una vez en balance. Este resultado cierra el capitulo demostrando el
sistema en su forma mds auténoma: desde el péndulo colgando en reposo hasta el balance
invertido, sin ninguna intervencién manual del operador, integrando en una sola maniobra
la ley de swing-up por control de energia y el controlador MPC caracterizado a lo largo de
este capitulo. Cabe notar que la duracion de esta maniobra no es estrictamente
deterministica de un ensayo a otro —comportamiento consistente con la variabilidad que
motivdo adoptar la liberacién manual (Seccién 5.4) como metodologia para la
caracterizacion cuantitativa de las secciones anteriores—, por lo que esta demostracién se
presenta como una prueba de factibilidad y no como parte de dicha caracterizacion.

Respuesta angular del brazo — swing-up + MPC estandar
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Figura 5.23: Respuesta angular durante la maniobra de swing-up y la posterior estabilizaciéon con
MPC estandar.
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Figura 5.24: Sefial de control durante swing-up y balance con MPC estdndar.
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CAPiTULO

Conclusiones y trabajos futuros

6.1 Conclusiones

El modelo matematico del péndulo de Furuta, obtenido mediante el formalismo de Euler-
Lagrange a partir de la documentacion oficial del fabricante, y su posterior linealizacion en
torno al punto de equilibrio inestable, resultaron adecuados para el disefio del controlador
MPC. La discretizacién ZOH del modelo linealizado, verificada de forma independiente
mediante un cdlculo simbdlico directo de las matrices ® y I' y contrastada con el resultado
obtenido mediante el comando c2d de MATLAB, arroj6 una coincidencia exacta entre ambos
métodos, lo que respalda la validez del modelo discreto utilizado tanto en el disefio del MPC
como en el DLQR de referencia. El buen desempefio obtenido tanto en simulaciéon como en
la plataforma fisica QUBE-Servo 2 confirma que la aproximacion lineal del sistema en torno
al equilibrio invertido fue suficientemente representativa de la dinamica real del péndulo
para los fines de este trabajo. Respecto al controlador predictivo y su resoluciéon mediante el
algoritmo Active-Set del solver quadprog, los resultados de la Seccion 5.6 mostraron que los
tiempos de ejecucion del solver se mantuvieron, para todos los horizontes de prediccion
evaluados (IV = 2,3,5,7,15,30) y para la restriccion de actuacion mas estricta evaluada
(Umax = 6V, tsower maximo de 25.7 us), muy por debajo del periodo de muestreo nominal
T, = 2 ms. Solo para el horizonte mds grande evaluado (N = 30) se observo un aumento
notable del tiempo de computo (maximo de 289.4 us, un orden de magnitud por sobre los
demas casos), sin llegar en ningiin momento a comprometer la factibilidad en tiempo real
del lazo de control. En cuanto al periodo de muestreo, se adoptd 7, = 2 ms como valor
nominal, coincidente con el utilizado por el controlador de referencia de Quanser para
este mismo hardware; el barrido experimental de la Seccién 5.5.2 confirmé ademas que el
controlador mantiene un desempefio adecuado en un rango razonable en torno a este valor
(T, € {1,2,4,6} ms), sin observarse pérdida de estabilidad ni de factibilidad en ninguno de
los casos evaluados. En conjunto, estos resultados indican que el par (N = 3, T = 2 ms)
constituye un punto de operacion robusto, con margen computacional suficiente para
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su implementacién en tiempo real. La estimacién de las velocidades angulares 6 y ¢, no
medidas directamente por los encoders del QUBE-Servo 2, se resolvié mediante un estimador
de derivacion filtrada (H(s) = 50s/(s + 50)) en lugar de un observador de estados mas
complejo. El desempefio satisfactorio del controlador MPC obtenido tanto en simulacién
como en las pruebas experimentales del Capitulo 5 sugiere que esta aproximacion, mas
simple que un observador tipo Luenberger o un filtro de Kalman, fue suficiente para
proporcionar una estimacion de velocidades angulares con la calidad necesaria para no
degradar de forma apreciable el desempefio del MPC respecto al caso con estados medidos
directamente, al menos dentro del rango de operacién evaluado. La implementacion
fisica del controlador en la plataforma QUBE-Servo 2 permiti6 validar experimentalmente
su desempefio y compararlo con un controlador DLQR disefiado sobre el mismo modelo
linealizado. Los resultados de la Seccién 5.7, obtenidos con ambos controladores liberados
manualmente desde una condicion inicial comtn y controlada (ay ~ 30°), mostraron
que en un ensayo nominal sin perturbaciones ambos logran un desempefio de balance
practicamente idéntico en términos de tiempo de establecimiento y sobreimpulso (1.478 s
y 14.12 % para el MPC, 1.498 s y 14.12 % para el DLQR), consistente con que el costo
terminal del MPC proviene precisamente de este mismo DLQR. Sin embargo, la diferencia
estructural relevante entre ambos ya se evidencia en este mismo ensayo nominal: el MPC
alcanza exactamente —10 V sin sobrepasarlo, respetando por construccion el limite de
actuacién, mientras que el DLQR, al no incorporar restricciones en su disefno, exige hasta
—21.35 V. —mas del doble del limite fisico del amplificador—. La Seccién 5.8 confirma
esta misma tendencia bajo perturbaciones: la ganancia no restringida del DLQR requirio
voltajes de entre 19 y 24 V frente a perturbaciones manuales —muy por encima del limite
fisico del amplificador—, lo que en una implementacién real se traduciria en saturacién
de la sefial de control y una consecuente degradacion impredecible del desempefio. Esta
capacidad de incorporar explicitamente las restricciones de actuacién en el problema de
optimizacion constituye la principal ventaja practica del MPC sobre el DLQR para este
sistema. Un hallazgo adicional de la caracterizacién experimental fue la identificacién del
limite prdactico de la regidn de atraccién del MPC sobre el sistema fisico: el barrido del
angulo inicial de la Seccion 5.5.4 mostré que el controlador estabiliza el péndulo de forma
consistente para dngulos de hasta 45°, pero pierde el control para ay = 50°, delimitando
asi el rango de condiciones iniciales para el cual la aproximacién lineal utilizada en el
disefio del MPC sigue siendo véalida en la practica. Asimismo, las pruebas con la rutina de
swing-up automatica (Seccion 5.9) revelaron una variabilidad significativa en la condicion
angular y de velocidad con la que el péndulo llega a la zona de habilitacion del balance
—de hasta el doble en duracion entre ensayos nominalmente idénticos—, lo que motivd
adoptar la liberacién manual como metodologia para la caracterizacion cuantitativa de este
trabajo (Seccidn 5.4) y sugiere una oportunidad de mejora concreta para trabajos futuros.
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En conjunto, los resultados obtenidos permiten concluir que se cumplié el objetivo general
planteado en la Seccién 1.3: disefiar e implementar un controlador predictivo basado
en modelo capaz de estabilizar el péndulo de Furuta en su punto de equilibrio invertido,
respetando las restricciones de voltaje del actuador. De los objetivos especificos, se completd
la obtencion y linealizacién del modelo matematico, la verificacion de sus propiedades de
controlabilidad y observabilidad, el disefio del regulador DLQR utilizado para determinar
las matrices de ponderacion del MPC, la implementacion de la estimacion de velocidades
angulares, la formulacion y resolucion del problema de programacion cuadratica mediante
quadprog, y la validacién del controlador tanto en simulaciéon como en la plataforma fisica
QUBE-Servo 2, evaluando su desempeiio frente a variaciones de N, T, las restricciones de
actuacion y el angulo inicial de liberacién.

6.2 Trabajos futuros

A partir de los resultados obtenidos en este trabajo, se identifican las siguientes lineas de
investigacion y mejora como trabajos futuros:

* MPC no lineal (NMPC): Aplicar MPC directamente sobre el modelo no lineal del
péndulo de Furuta para mejorar el desempeiio fuera del punto de operacién linealizado.

* Robustecer la rutina de swing-up: En este trabajo se implementé y demostrd una
rutina de swing-up por control de energia operando junto al MPC (Seccién 5.9), pero
su comportamiento resultd inconsistente entre ensayos sucesivos. Una linea de trabajo
futuro es redisefiarla o resintonizarla para lograr una entrega repetible al MPC de
balance, permitiendo prescindir de la liberacién manual utilizada en la caracterizacién
cuantitativa de este trabajo.

* Ampliar la region de atraccidn: Explorar redisefios de las ponderaciones (Q, R), del
horizonte N, o esquemas de MPC no lineal, que permitan estabilizar el péndulo desde
angulos iniciales mayores a los 45° evaluados en este trabajo (Seccién 5.5.4).

* Estimador adaptativo: Explorar estimadores que ajusten sus pardmetros en linea ante
variaciones en los parametros del sistema o perturbaciones no modeladas.

* MPC robusto: Considerar incertidumbres en los pardmetros del modelo para garantizar
estabilidad y desempefio bajo variaciones.

* Implementacion en hardware embebido: Migrar el controlador a un
microcontrolador o FPGA para reducir la dependencia del PC.
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ANEXO — CODIGOS MATLAB

Este anexo presenta los scripts de MATLAB desarrollados para la caracterizacion del modelo
del péndulo de Furuta y el disefio de los controladores (DLQR y MPC) utilizados en este
trabajo, tanto en las simulaciones del Capitulo 4 como en la implementacioén fisica del
Capitulo 5.

Parametros fisicos del sistema (qube _rotpen param.m)

Define los pardametros fisicos y eléctricos del péndulo de Furuta QUBE-Servo 2 (masas,
longitudes, momentos de inercia, resistencia y constante del motor) utilizados en el modelo
desarrollado en el Capitulo 3.

Cdédigo 6.1: qube_rotpen_param.m

%% Motor

% Resistencia

Rm = 8.4;

% Constante de par-corriente (N-m/A)

kt = 0.042;

% Constante de fuerza contraelectromotriz (V-s/rad)
km = 0.042;

yA

%% Brazo Rotatorio

% Masa (kg)

Mr = 0.095;
% Longitud total (m)
Lr = 0.085;

% Momento de inercia respecto al pivote (kg-m~2)

Jr = MrxLr~2/12;

% Coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente (N-m-s/rad)
Dr = 0;

b

%% Eslabén del Péndulo
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% Masa (kg)

Mp = 0.024;
% Longitud total (m)
Lp = 0.129;

% Momento de inercia respecto al pivote (kg-m~2)
Jp = Mp*Lp~2/12;

% Coeficiente de amortiguamiento viscoso equivalente (N-m-s/rad)

Dp = 0;
% Constante de gravedad
g = 9.81;

Modelo en espacio de estados y discretizacion (QUBE ROTPEN _ABCD eqns.m)

Construye las matrices (A, B, C, D) del modelo linealizado en tiempo continuo, incorpora
la dindmica eléctrica del motor y obtiene las matrices discretas (A4, By, Cy, Dy) mediante
retenedor de orden cero con 7, = 2 ms, tal como se describe en el Capitulo 3.

Cddigo 6.2: QUBE_ROTPEN_ABCD _eqns.m

% Representacidén en espacio de estados
Jt = JrxJp + Mpx*(Lp/2) "2*Jr + Jp*Mp*Lr~2;
A =1[001 0;
000 1;
0 Mp~"2x(Lp/2) "2xLr*g/Jt -Dr*(Jp+Mpx*(Lp/2)"2)/Jt -Mp*x(Lp/2)*Lr*Dp/Jt;
0 Mp*g*(Lp/2)*(Jr+Mp*Lr~2)/Jt -Mp*(Lp/2)*Lr*Dr/Jt -Dp*(Jr+Mp*Lr~2)/Jt
— 1;

o
1]

[0; 0; (Jp+Mp*x(Lp/2)°2)/Jt; Mp*x(Lp/2)*Lr/Jt];
eye (4,4);
D = zeros(4,1);

Q
1

% Afiadir dinédmica del actuador

B = kt * B / Rm;

A(3,3) A(3,3) - kt*kt/Rm*B(3);
A(C4,3) A(4,3) - ktxkt/Rm*B(4);

% Cargar en el sistema en espacio de estados

rp_sys = ss(A,B,C,D);

% Discretizar el sistema en espacio de estados
Ts=2e-3;

rp_sys_d=c2d(rp_sys,Ts);

Ad=rp_sys_d.A;

Bd=rp_sys_d.B;
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Cd=rp_sys_d.C;
Dd=rp_sys_d.D;

Script de configuracion del modelo (setup_qube_rotpen.m)

Carga los parametros fisicos, construye el modelo en espacio de estados y ejecuta el disefio
del regulador DLQR de balance.

Cddigo 6.3: setup_qube_rotpen.m

%% Cargar Modelo
qube_rotpen_param;
QUBE_ROTPEN_ABCD_eqns ;
% Mostrar matrices

A

B

find_d1lqr;

Disefio del regulador DLQR (find dlqr.m)

Calcula la ganancia del regulador cuadrético lineal discreto K; sobre el par (A,, By) con las
matrices de ponderacién @) = diag(5, 1,1,20) y R = 1, reutilizadas en el costo terminal del
MPC (Capitulo 3).

Cédigo 6.4: find dlgr.m

%% Control de Balance

% Matrices de Ponderacidén del LQR
diag([5 1 1 201);

R =1;

Kd = dlqr (Ad,Bd,Q,R)

o
Il

Construccion de las matrices densas del QP (build mpc matrices.m)

Implementa la formulacion densa del problema de control predictivo (Seccién 2.1.3):
construye las matrices A, O, ), R y la Hessiana H del problema QP a partir del modelo
discreto y las matrices de ponderacidn.

Cédigo 6.5: build_mpc_matrices.m

function [H, Abar, Obar, Qbar, Rbar] = build_mpc_matrices(Ad, Bd, Q, R, QN
D)

% BUILD_MPC_MATRICES Construye las matrices del QP denso para MPC

)

% Formulacién densa: x = Abar*x0 + Obarx*x"u

s
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yA
% ENTRADAS:
% Ad - Matriz de estado discreta (nx x nx)
% Bd - Matriz de entrada discreta (nx x nu)
% Q - Peso de estado en el costo (nx x nx), semidefinida positiva
yA R - Peso de entrada en el costo (nu x nu), definida positiva
% QN - Peso terminal (S_inf de DARE) (nx x nx), definida positiva
% N - Horizonte de prediccidén (escalar)
yA
% SALIDAS:
% H - Hessiana del QP: min (1/2)* u’*H*"u + f’*x~u (N*nu x Nx*nu)
% Abar - Matriz de prediccidén de estados libres (N*nx x nx)
% Obar - Matriz de Markov (resp. al impulso de entrada) (N*nx x N*nu)
% Qbar - Peso de estados apilado con peso terminal (N*nx x N#*nx)
yA Rbar - Peso de entradas apilado (N*nu x N*nu)
nx = size(Ad, 1); % ntimero de estados
nu = size(Bd, 2); % ntimero de entradas
% Matrices de prediccidn
Abar = zeros (N*nx, nx);
Obar = zeros (N#*nx, N*nu);
for i = 1:N
Abar ((i-1)*nx+1 : i*nx, :) = Ad"i;
for j = 1:1
Obar ((i-1)*nx+1 : i*nx, (j-1)*nu+l : j*xnu) = Ad"(i-j) * Bd;
end
end
% Matrices de costo apiladas
% Qbar: (N-1) bloques de Q + bloque terminal QN
% Caso especial N=1: kron(eye(0),Q) es vacio, Qbar = QN directamente
Qbar = blkdiag(kron(eye(N-1), Q), QN); % (N*nx x N*nx)
Rbar = kron(eye(N), R); % (N*nu x N*nu)
% Hessiana del QP
% H = 2+ (Rbar + Obar’*Qbar*0bar)
H = 2 * (0Obar’ * Qbar * 0Obar + Rbar);
H= (H+ H) / 2; % simetria numérica
end
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Configuracion completa del controlador MPC (mpc_furuta.m)

Define el horizonte de prediccién N = 3, las matrices de ponderacion, el costo terminal (via
DARE) y las restricciones de actuacién +10 V, y construye fuera de linea las matrices del
QP mediante build mpc matrices.m, tal como se emplea en el bloque de control MPC en

Simulink.
Cddigo 6.6: mpc_furuta.m
Y ==============—======—=====—=—=====—=—===—=—=====—=—==============
% Configuracidén MPC para péndulo Furuta
Y =========================================================

% Modelo del sistema

setup_qube_rotpen;
% Dimensiones
nx = size(Ad, 1); % nuamero de estados [theta, alpha, dtheta, dalphal

nu = size(Bd, 2); % nimero de entradas [voltajel]

% Pardmetros del MPC

N = 3;
Q = diag([5, 1, 1, 20]1); % peso de estados
R = 1; % peso de entrada

% Peso terminal: solucidén de la DARE (garantiza estabilidad)
[, QN, "] = dlqr(Ad, Bd, Q, R);

% Restricciones de entrada (saturacidén del amplificador)
1b = -10 * ones(N*nu, 1); % voltaje minimo [V]

ub = 10 * ones(N*nu, 1); % voltaje méaximo [V]

% Construccidén offline de matrices del QP
[H, Abar, Obar, Qbar, Rbar] = build_mpc_matrices(Ad, Bd, Q, R, QN, N);

% Simulink

open ("mpc_furuta_test.slx")

Bloque de control MPC en Simulink (mpc_block.m)

Funciéon de MATLAB embebida en el bloque MATLAB Function del modelo de Simulink
(Seccion 4.2, Figura 4.5); resuelve el problema QP en cada paso de muestreo mediante
quadprog con el algoritmo Active-Set, a partir de las matrices H, A, O, Q calculadas fuera
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de linea por build mpc_matrices.m, e incorpora alertas de divergencia y saturacion, ademas
de un mecanismo de respaldo (pseudo-inversa) ante fallas de convergencia del solver.

Cédigo 6.7: mpc_block.m

function [u,t_solver] = mpc_block(x, H, Obar, Abar, Qbar, 1lb, ub)
%h#codegen
% Declaramos funciones extrinsecas para poder usarlas en Simulink sin
<~ errores de codegen
coder.extrinsic(’warning’, ’fprintf’, ’num2str’);
% --- Dimensiones y Consistencia ---
N_nu = size(H, 1);
u0 = zeros(N_nu, 1);
% —--- Definicidén de Referencia ---
x_ref = zeros(size(x));
error_x = x - x_ref;
% —--- Vector Lineal del QP ---
f_ vec = 2 * (Obar’ * Qbar * Abar) * error_x;
% --- Configuracidén de quadprog ---
options = optimoptions(’quadprog’,
’Display’, ’off’,
>Algorithm’, ’active-set’,
’ConstraintTolerance’, le-6);
% --- Resolver QP ---
t0=tic;
[U_opt, 7, exitflag] = quadprog(H, f_vec, [I, [1, [J, [1, 1b, ub, uo,
<> options);
t_solver=toc(t0);
% —--- Monitoreo y Alertas (Debugging en Simulink) ---
norm_x = norm(x);
if norm_x > 100
warning ([’ [MPC WARNING] El1 estado del sistema estd divergiendo.
<~ Norma actual de x: ’, num2str (norm_x)]);
end
if exitflag == 1
u = U_opt(1);
% Alerta si la solucidén o6ptima ya estd tocando los extremos (Saturaciodn
— activa)
% Tolerancia pequefla (le-4) para capturar el limite numérico
if abs(u - 1b(1)) < le-4 || abs(u - ub(1l)) < 1le-4
warning ([’ [MPC SATURACION] La entrada 6ptima se ha pegado a
< los limites. u calculado: ’, num2str(u)l);
end
else

% Si quadprog no converge (exitflag "= 1)
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warning ([’ [MPC CRITICO] quadprog falld con exitflag = ’, num2str(
— exitflag), ’. Aplicando fallback seguro.’]);
% Fallback con pseudoinversa (U_unconstrained = -H \ f_vec)
u_unsat = -(H \ f_vec);
u = min(max(u_unsat (1), 1b(1)), ub(1));
end

end

Ganancias del controlador de swing-up (swing up gains.m)

Calcula la energia de referencia y la aceleracion maxima disponible en el pivote, parametros
utilizados en la ley de control por energia del swing-up descrita en el Capitulo 5.

Cdédigo 6.8: swing up_gains.m

%% Control de Swing-Up

% Energia de referencia (J)

Er = Mpx*xgx*Lp;

% Torque maximo para 10 V

tau_max = kt*10/Rm;

% Aceleracidén maxima del pivote (m/s”2)
a_max = tau_max / (Mr*Lr);

%




	Introducción
	Motivaciones
	Estado del arte
	Control Predictivo Basado en Modelo
	Algoritmo de optimización Active-Set
	Estimación de estados en sistemas subactuados

	Objetivos del trabajo

	Fundamentos Teóricos
	Control Predictivo por Modelo
	Fundamentos de MPC
	Definición del problema de control
	Formulación densa
	Seguimiento de referencia
	Restricción de desigualdad
	Planteamiento final del problema QP
	Resultado final y horizonte deslizante

	Método de optimización
	Método de optimización Active-Set de quadprog

	Muestreo del sistema
	Fundamentos del muestreo en sistemas de control
	Muestreo utilizando Retenedor de Orden Cero (ZOH)
	Derivación de las matrices discretas  y 

	Estimación de estados
	Fundamentos de la estimación de estados
	Técnica de estimación utilizada: enfoque cinemático determinista
	Diferencias respecto a un observador de Luenberger


	Planta de interés: Péndulo de Furuta
	Descripción del sistema
	Componentes mecánicos y grados de libertad
	Sensores y actuador

	Modelo matemático del péndulo de Furuta
	Ecuaciones de movimiento (formulación de Euler-Lagrange)
	Modelo no lineal completo

	Linealización del modelo
	Punto de operación (péndulo invertido)
	Modelo linealizado

	Modelo en espacio de estados
	Representación en tiempo continuo
	Discretización del modelo

	Análisis de controlabilidad y observabilidad
	Controlabilidad
	Observabilidad
	Verificación en MATLAB

	Formulación del MPC sobre el sistema
	Ley de control y arquitectura del controlador
	Ausencia de acción integral

	Integración de la estimación de estados al MPC
	Estados estimados como entrada al controlador
	Diseño del estimador


	Simulación del sistema de control
	Entorno MATLAB y Simulink
	Bloques utilizados para la simulación
	Preparación de la simulación
	Pruebas de simulación sin estimador
	Respuesta al seguimiento de referencia
	Tiempos de ejecución del solver quadprog

	Pruebas de simulación con estimación de estados
	Validación del estimador (estados reales vs. estimados)
	Desempeño del MPC con estados estimados

	Análisis comparativo

	Implementación física del sistema de control
	Hardware utilizado
	Péndulo de Furuta (plataforma Quanser)
	Interfaz de adquisición de datos (USB / QUARC)

	Software: Quanser y Simulink en tiempo real
	Configuración del MPC
	Metodología de inicio: liberación manual en el ángulo de trabajo
	Resultados experimentales
	Efecto del horizonte de predicción
	Efecto del período de muestreo
	Efecto de las restricciones de actuación
	Efecto del ángulo inicial

	Tablas de resultados
	Comparación con controlador LQR
	Respuesta frente a perturbaciones
	Demostración de swing-up con MPC estándar

	Conclusiones y trabajos futuros
	Conclusiones
	Trabajos futuros

	BIBLIOGRAFÍA
	ANEXO | CÓDIGOS MATLAB
	Introducción
	Motivaciones
	Estado del arte
	Control Predictivo Basado en Modelo
	Algoritmo de optimización Active-Set
	Estimación de estados en sistemas subactuados

	Objetivos del trabajo

	Fundamentos Teóricos
	Control Predictivo por Modelo
	Fundamentos de MPC
	Definición del problema de control
	Formulación densa
	Seguimiento de referencia
	Restricción de desigualdad
	Planteamiento final del problema QP
	Resultado final y horizonte deslizante

	Método de optimización
	Método de optimización Active-Set de quadprog

	Muestreo del sistema
	Fundamentos del muestreo en sistemas de control
	Muestreo utilizando Retenedor de Orden Cero (ZOH)
	Derivación de las matrices discretas  y 

	Estimación de estados
	Fundamentos de la estimación de estados
	Técnica de estimación utilizada: enfoque cinemático determinista
	Diferencias respecto a un observador de Luenberger


	Planta de interés: Péndulo de Furuta
	Descripción del sistema
	Componentes mecánicos y grados de libertad
	Sensores y actuador

	Modelo matemático del péndulo de Furuta
	Ecuaciones de movimiento (formulación de Euler-Lagrange)
	Modelo no lineal completo

	Linealización del modelo
	Punto de operación (péndulo invertido)
	Modelo linealizado

	Modelo en espacio de estados
	Representación en tiempo continuo
	Discretización del modelo

	Análisis de controlabilidad y observabilidad
	Controlabilidad
	Observabilidad
	Verificación en MATLAB

	Formulación del MPC sobre el sistema
	Ley de control y arquitectura del controlador
	Ausencia de acción integral

	Integración de la estimación de estados al MPC
	Estados estimados como entrada al controlador
	Diseño del estimador


	Simulación del sistema de control
	Entorno MATLAB y Simulink
	Bloques utilizados para la simulación
	Preparación de la simulación
	Pruebas de simulación sin estimador
	Respuesta al seguimiento de referencia
	Tiempos de ejecución del solver quadprog

	Pruebas de simulación con estimación de estados
	Validación del estimador (estados reales vs. estimados)
	Desempeño del MPC con estados estimados

	Análisis comparativo

	Implementación física del sistema de control
	Hardware utilizado
	Péndulo de Furuta (plataforma Quanser)
	Interfaz de adquisición de datos (USB / QUARC)

	Software: Quanser y Simulink en tiempo real
	Configuración del MPC
	Metodología de inicio: liberación manual en el ángulo de trabajo
	Resultados experimentales
	Efecto del horizonte de predicción
	Efecto del período de muestreo
	Efecto de las restricciones de actuación
	Efecto del ángulo inicial

	Tablas de resultados
	Comparación con controlador LQR
	Respuesta frente a perturbaciones
	Demostración de swing-up con MPC estándar

	Conclusiones y trabajos futuros
	Conclusiones
	Trabajos futuros

	BIBLIOGRAFÍA
	ANEXO | CÓDIGOS MATLAB

