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Como requisito para optar al t́ıtulo profesional de Ingenieŕıa Civil
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COMISIÓN DE TESIS:

Integrantes Firma

Dr. Michael Karkulik
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Abstract

En esta memoria aproximaremos numéricamente la ecuación de onda usando un método

de elementos finitos tipo Mı́nimos cuadrados, en el espacio tiempo. Para esto presenta-

remos preliminares matemáticos necesarios para el análisis del problema, mostraremos

resultados existentes para la ecuación de onda escalar, obtendremos nuevos resultados

para su formulación como sistema de primer orden, planteando su existencia y unicidad

en espacios adecuados, aśı como densidad de funciones suaves en esos espacios. Por

último, plantearemos el método numérico y haremos experimentos computacionales.

4



Agradecimientos

Quiero expresar mi agradecimiento a la universidad, aśı como a sus profesores y funcio-
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Acerca de la ecuación de onda

La ecuación de onda en una dimensión fue planteada por primera vez por d’Alembert,

al estudiar el problema de una cuerda vibrante. La analizó en su forma de EDP de

segundo orden, es decir:

utt = uxx en (0, T )× (0, a)

con T el tiempo máximo a considerar y a el largo de la cuerda, complementada además

con condiciones iniciales y de borde adecuadas.

Con el tiempo la ecuación de onda se extendió a dominios más generales Ω ⊂ Rd y con

diferentes tipos de condiciones de borde e iniciales, un caso es:

∂ttu−∆xu = f en (0, T )× Ω,

u(0, ·) = u0 en Ω,

u′(0, ·) = u1 en Ω,

u = 0 en ∂(0, T )× Ω.

Esta ecuación tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, en acústica. En esta memoria,

buscamos resolver numéricamente el siguiente problema equivalente, tomando v = u′ y

σ = ∇u:

Ecuación de onda escalar (formulación de primer orden) Dados un dominio

politopal Lipschitz Ω ⊂ Rd y un intervalo de tiempo J = (0, T ), buscamos funciones

1



Caṕıtulo 1 | Introducción

v : J × Ω → R y σ : J × Ω → Rd que cumplan el siguiente sistema de ecuaciones

diferenciales parciales:

∂tv − divx σ = f en J × Ω, (1.1a)

∂tσ −∇xv = g en J × Ω, (1.1b)

v(0, ·) = v0 in Ω, (1.1c)

σ(0, ·) = σ0 en Ω, (1.1d)

con f , g, v0, σ0 como datos, y con condiciones de borde adecuadas.

Por su importancia y simplicidad, existen una gran variedad de métodos para aproximar

numéricamente esta ecuación. En esta ocasión, lo resolveremos usando un método de

elementos finitos tipo Mı́nimos cuadrados, en el espacio-tiempo.

Para esto procederemos con los siguientes pasos:

Primero presentaremos preliminares matemáticos que son pertinentes para abor-

dar de manera adecuada el problema.

Estudiaremos, como problema auxiliar, la ecuación de onda escalar, en su formu-

lación de segundo orden.

Mostraremos como el problema de primer orden está bien puesto en espacios

convenientes.

Plantearemos el método numérico, presentaremos cotas a posteriori y haremos

experimentos numéricos.

2
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Preliminares

2.1. Caracteŕısticas del dominio

Definición 2.1.1. Sea Ω un subconjunto abierto de Rd. Diremos que su frontera ∂Ω

es Lipschitz (o que es un dominio Lipschitz fuerte), si para cada x ∈ ∂Ω existe una

vecindad V de x y (a1, . . . , ad) ∈ Rd, con aj ̸= 0 para j = 1, . . . , d ,tal que

(a) V es un hipercubo:

V = {(y1, . . . , ym) ∈ Rm | − ai < yi < ai, 1 ≤ i ≤ m}.

(b) Existe una función Lipschitz ϕ : V ′ → R con

V ′ = {(y1, . . . , ym−1) ∈ Rm | − ai < yi < ai, 1 ≤ i ≤ m− 1},

tal que

|ϕ(y′)| ≤ an/2 para todo y′ = (y1, . . . , ym−1) ∈ V ′.

Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn < ϕ(y′)}.

∂Ω ∩ V = {y = (y′, yn) ∈ V | yn = ϕ(y′)}.

3
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Definición 2.1.2. Sea Ω ⊂ Rd un conjunto abierto. Diremos que Ω̄ es una subvariedad

Lipschitz con frontera (o dominio Lipschitz débil) si para cada x ∈ ∂Ω existe una

vecindad V de x ∈ Rd y una función ψ : V → Rd tal que:

ψ es inyectiva.

Tanto ψ como ψ−1 (definida sobre ψ(V )) son Lipschitz.

Ω ∩ V = {y ∈ Ω |ψn(y) < 0} , donde ψn(y) es la n−sima componente de ψ(y).

Del Teorema 1.2.1.5 de Grisvard (2011) obtenemos el siguiente resultado:

Proposición 2.1.1. los dominios Lipschitz fuertes son dominios Lipschitz débiles.

De aqúı en adelante Ω ⊂ Rn es un dominio Lipschitz fuerte poligonal.

2.2. Espacios de Lebesgue

Definimos a Lp(Ω) como el conjunto de funciones medibles tales que
∫
Ω
fpdx < +∞. En-

tre estos espacio, el espacio L2(Ω), en particular, es un espacio de Hilbert, con producto

interno (u, v)Ω =
∫
Ω
uvdx y norma inducida ∥v∥Ω :=

√
(v, v)Ω.

2.3. Espacios de Sobolev

Sean u, v ∈ L1
loc(Ω) y α ∈ Nd

0, diremos que v es la αésima−derivada débil de u, denotada

por Dα = v si se cumple que∫
Ω

uDαϕdx = (−1)|α|
∫
Ω

vϕdx,

para todas las funciones ϕ ∈ C∞
c (Ω), con |α| = α1 + . . .+ αd.

Para m ∈ N0 y p ∈ [1,∞], definimos el espacio Wm,p(Ω) por

Wm,p(Ω) := {v ∈ Lp(Ω) | ∀|α| ≤ m : Dαv ∈ Lp(Ω)},

en particular, Hm(Ω) = Wm,2(Ω). Podemos asociar a este espacio la seminorma

|v|Wm,p(Ω) :=
∑

|α|=m ∥Dαv∥Lp(Ω) y la norma ∥v∥Wm,p(Ω) :=
∑

|α≤m ∥Dαv∥Lp(Ω).

Notemos que Hm es un espacio de Hilbert, con el producto interno (u, v)Hm(Ω) :=∑
|α≤m(D

αu,Dαv)Ω y norma inducida ∥v∥Hm(Ω) =
√

(v, v)Hm(Ω). Además, definimos

H1
0 (Ω) := C∞

0 (Ω)
H1

.
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2.4. Espacio H(div)

Definimos el espacio H(div,Ω) por

H(div,Ω) := {v ∈ L2(Ω)d | div v ∈ L2(Ω)d},

que es un espacio de Hilbert equipado con la norma

∥v∥H(div,Ω) := {∥v∥2L2(Ω) + ∥ div v∥2L2(Ω)}1/2.

2.5. Elementos finitos

Sea d ≥ 1, nsh ≥ 1 y el conjunto N := {1 : nsh}. Un elemento finito corresponde a una

tripleta (K,P,Σ) donde

K es un poliedro en Rn o la imagen de un poliedro por un difeomorfismo suave.

Más generalmente podŕıa ser la cerradura de un dominio Lipschitz en Rd. K es

no trivial, es decir, su interior es no vaćıo.

P es un espacio vectorial, de dimensión finita, de funciones p : K → Rq para

algún entero q ≥ 1. P ̸= 0. Lo miembros de P son funciones polinomiales, tal vez

compuestas por un difeomorfismo suave.

Σ es un conjunto de nsh formas lineales de P a R, Σ := {fi}i∈N , tal que la función

ΦΣ : P → Rnsh definida por ΦΣ(p) := (fi(p))iN es un isomorfismo. Las formas

lineales fi son los grados de libertad.

Sea (K,P,Σ) un elemento finito escalar(q = 1 en la definición anterior). Si existen

puntos {ai}i∈N ∈ K tal que para todo i ∈ N ,

fi(p) := p(ai), ∀p ∈ P,

a la tripleta (K,P,Σ) se le conoce como elemento finito de Lagrange para el caso escalar.

Los puntos {ai}i∈N son nodos, y las funciones {θi}i∈N dadas por

θi(aj) := δij, ∀i, j ∈ N,

forman una base nodal de P asociada a los nodos {ai}i∈⋉.

5
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Notemos que elementos de Lagrange de orden s nos referiremos a aquellos tales que P

son los polinomios de orden s sobre K.

Un ejemplo concreto de elemento finito de Lagrange es el siguiente: SeaK un simplex en

Rd con vertices {zi}i∈{0:d}. Sea k ≥ 1, P igual a los polinomios de grado k de d variables,

y Ak,d := {α ∈ Nd | |α| ≤ k}. Tomamos nsh :=
(
k+d
d

)
y consideramos el conjunto de

nodos {aα}α∈Ak,d
que cumplen aα − z0 :=

∑
i∈{1:d}

αi

k
(zi − z0).Sean Σ := {fα}α∈Ak,d

las

formas lineales en P que obedecen fα(p) := p(aα) para todo α ∈ Ak,d. Luego, (K,P,Σ)

es un elemento finito de Lagrange, la demostración se encuentra en (Ern y Guermond,

2021a, Proposition 7.12).

2.6. Interpoladores

Definición 2.6.1. Una subdivisión de un dominio U es una colección finita de dominios

{Ki} tal que

int Ki ∩ int Kj = ∅ si i ̸= j.

∪Ki = Ω.

Definición 2.6.2. Sea BT la mayor bola contenida en un conjunto T , diremos que una

familia de subdivisiones {T h} es ρ−no degenerada si existe un ρ > 0 tal que para todo

T ∈ {T h} y para todo h ∈ (0, 1] se cumple

diamBT ≥ ρ diamT.

Ahora, sobre mallas ρ−no degeneradas, y un dominio politopal Lipschitz U ⊂ Rd+1,

construyamos el operador de Scott y Zhang (1990). Para esto, a cada nodo ai de La-

grange de {T h} le asignaremos un conjunto σi, por casos:

1. Si ai esta en el interior del dominio del elemento K, luego σi = K.

2. Si ai está al interior de una cara F , luego σi = F .

3. Para otros nodos que estén sobre un (d − 1)− simplex uno puede asignar una

cara σi = F que contenga al nodo ai, salvo si ai está en la frontera y está en la

intersección de múltiples caras, en este caso, uno elige una en la frontera, F ⊂ ∂U .

6
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Vamos a anotar ni el número de nodos de Lagrange sobre σi. Denotaremos los nodos

en σi por {ai,j}ni
j=1, en particular ai,1 = ai, y denotaremos la base nodal asociada a σi

por {ϕi,j}ni
j=1, definimos la base L2−dual {ψi,j} :∫

σi

ψi,j(x)ϕi,k(x)dx = δjk, j, k = 1, . . . , ni ,

por simplicidad, ψi = ψi,1.

Ahora, definiremos el operador interpolación por

Iv =
n∑

i=1

ϕi(x)

∫
σi

ψi(ξ)v(ξ)dξ,

donde ϕi es función de la base nodal global.

Notemos que, siendo γi caras en la frontera de U , dado γ =
⋃

l γl ⊂ ∂U , podemos elegir

los σi de manera adecuada tal que v|γ = 0 ⇒ Iv|γ = 0.

Proposición 2.6.1. Supongamos que se usan elementos de Lagrange de orden m− 1,

que {T h} es ρ−no degenerado y que k y p cumplen que

l ≥ 1 si p = 1, y k > 1/p en otro caso.

Sea v ∈ W k,p(U), con 0 ≤ s ≤ k ≤ m y 1 ≤ p ≤ ∞, luego:(∑
K∈T h

∥v − Ihv∥pW s,p(K)

)1/p

≤ hk−s|v|Wk,p(U).

Demostración. Scott y Zhang (1990).

2.7. Espacio de Sobolev–Bochner

Definición 2.7.1. Sea X un espacio de Hilbert, fijamos un espacio de medida (S,A, µ)

para una función µ−simple
∑M

i=1 1An ⊗ xn, y definimos∫
S

fdµ :=
M∑
n=1

µ(An)xn.

Definición 2.7.2. Una función fuertemente µ−medible f : S → X es Bochner–

integrable con respecto a µ si existe una secuencia de funciones µ−simples fn : S → X

tal que

ĺım
n→∞

∫
S

∥f − fn∥dµ = 0,

7
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y definimos por ∫
S

fdµ := ĺım
n→∞

∫
S

fndµ

a la integral de Bochner de f.

Proposición 2.7.1. Una función fuertemente-medible f : S → X es Bochner–

integrable con respecto a µ, si y solo si
∫
S
∥f∥dµ <∞.

Demostración. (Hytönen et al., 2016, Proposition 1.2.2 )

Definimos el espacio de Lebesgue–Bochner L2(X) como el espacio de las funciones

f : (0, T ) → X que son fuertemente medibles con respecto a la medida de lebesgue ds

en J = (0, t), y que tienen norma

∥f∥2L2(X) :=

∫
J

∥f(s)∥2Xds <∞.

Para una función f ∈ L2(X) definimos f ′ ∈ D′(J ;X) por

f ′(ϕ) = −
∫
J

f(s) · ϕ′(s)ds ∈ X; ∀ϕ ∈ D(J).

Definimos los espacios de Sobolev–Bochner Hk(X) como las funciones en L2(X) tal

que para todo |α| ≤ k las derivadas débiles f (α), pertenecen a L2(X), y dotamos a este

espacio con la norma

∥f∥2Hk(X) :=
∑
|α|≤k

∥f (α)∥2L2(X).

Además, para un espacio de funciones a reales U y un espacio de Banach X, denotamos

el producto tensorial finito por

U ⊗X :=
{ n∑

j=1

φjvj | n ∈ N, φj ∈ U, vj ∈ X
}
.

La siguiente lista de resultados son conocidos, por ejemplo, de (Dautray y Lions, 1992,

Ch. XVIII).

Lema 2.7.1. (i) La inyección H1(X) ↪→ C(J ;X) es continua, y

f(t)− f(s) =

∫ t

s

f ′(r) dr para todo f ∈ H1(X) y s, t ∈ J.

8
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(ii) Sea X ↪→ H ↪→ X ′ una tripleta de Gelfand. Luego, el embedding L2(X) ∩
H1(X ′) ↪→ C(J ;H) es continuo.

(iii) Para f ∈ L2(X) y φ ∈ X ′ se tiene φ(
∫
J
f ds) =

∫
J
φ(f) ds.

(iv) Para X ↪→ H continuo y denso, el espacio C∞(J ;X) es denso en L2(X)∩H1(H).

(v) El espacio D(J)⊗X es denso en L2(X).

(vi) Sea X ↪→ H ↪→ X ′ una tripleta de Gelfand. Para u, v ∈ L2(X) ∩ H1(X ′) la

fórmula de integración por partes∫ T

0

⟨u′ , v⟩X′×X + ⟨v′ , u⟩X′×X ds = (u(T ), v(T ))H − (u(0), v(0))H

se cumple.

Lema 2.7.2. Para X ↪→ H continuo y X̃ denso en X, el espacio C∞(J)⊗ X̃ es denso

en L2(X) ∩H1(H).

Demostración. Por el Lema 2.7.1 (iv), el espacio C∞(J ;X) es denso en L2(X)∩H1(H),

por lo tanto, H1(X) es denso en L2(X)∩H1(H). Seŕıa suficiente probar que C∞(J)⊗X̃
es denso en H1(X). Sea u ∈ H1(X) dado y ε > 0. Como D(J)⊗X es denso en L2(X)

(Lema 2.7.1 (v)) entonces existe n ∈ N, φj ∈ D(J), vj ∈ X, j = 1, . . . , n tal que

∥u′ − ψε∥L2(X) < ε, ψε =
n∑

j=1

φjvj.

Notamos que u(t) = u(0) +
∫ t

0
u′(s) ds y definimos

uε(t) = u(0) +
n∑

j=1

∫ t

0

φj(s) ds vj.

Tomamos ϕj(t) =
∫ t

0
φj(s) ds, ϕn+1(t) = 1, vn+1 = u(0). Luego, uε =

∑n+1
j=1 ϕjvj ∈

C∞(J) ⊗ X. Además, u′ε = ψε y uε(0) = u(0). Lo anterior sumado a aplicar una

estimación de Hölder en el tiempo nos da

∥u− uε∥L2(X) + ∥u′ − u′ε∥L2(X) ≤ Cε,

donde C > 0 es independiente de ε. Concluimos que C∞(J) ⊗ X es denso en H1(X).

Como X̃ es denso en X podemos reemplazar en la demostración, vj ∈ X por vj ∈ X̃

suficientemente cercano.

9
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Lema 2.7.3. Para u ∈ H1(H1
0 (Ω)) y v ∈ H1(H−1(Ω)) la fórmula de integración por

partes

⟨u(T ) , v(T )⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) − ⟨u(0) , v(0)⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω)

=

∫ T

0

⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) + ⟨∂tu, v⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω) ds

se cumple.

Demostración. Ambos lados constituyen una forma bilineal continua en H1(H1
0 (Ω))×

H1(H−1(Ω)). Para u ∈ H1(H1
0 ) y v ∈ H1(L2(Ω)) tenemos

⟨u(T ) , v(T )⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) − ⟨u(0) , v(0)⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω)

−
∫ T

0

⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) + ⟨∂tu, v⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω) ds

= (u(T ), v(T ))L2(Ω) − (u(0), v(0))L2(Ω) −
∫ T

0

(u, ∂tv)L2(Ω) + (∂tu, v)L2(Ω) ds = 0.

La última identidad es consecuencia del Lema 2.7.1 (vi) con X = H = L2(Ω). Del

Lema 2.7.2 con X = H = H−1(Ω) y X̃ = L2(Ω), el espacio H1(L2(Ω)) es denso en

H1(H−1(Ω)), con lo que se concluye el resultado.

Ahora, podemos demostrar el siguiente resultado:

Lema 2.7.4. Sea u ∈ L2(H1
0 (Ω)) ∩H1(L2(Ω)) y v ∈ L2(Q) ∩H1(H−1(Ω)):

(i) si u(0), u(T ) ∈ H1
0 (Ω), luego

⟨u(T ) , v(T )⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) − ⟨u(0) , v(0)⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω)

=

∫ T

0

(∂tu, v)L2(Ω) + ⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) ds.

(ii) Si v(0), v(T ) ∈ L2(Ω), luego

(u(T ), v(T ))Ω − (u(0), v(0))Ω =

∫ T

0

(∂tu, v)L2(Ω) + ⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) ds.

Demostración. Para demostrar (i), notemos que para u ∈ L2(H1
0 (Ω)) ∩H1(L2(Ω)) fijo

con u(0), u(T ) ∈ H1
0 (Ω), ambos lados de la integración por partes son operadores

10
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lineales continuos de v en el espacio L2(Q)∩H1(H−1(Ω)). Para v ∈ H1(L2(Ω)) se tiene

⟨u(T ) , v(T )⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) − ⟨u(0) , v(0)⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω)

−
∫ T

0

(∂tu, v)Q + ⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) ds

= (u(T ), v(T ))L2(Ω) − (u(0), v(0))L2(Ω) −
∫ T

0

(∂tu, v)L2(Ω) + (u, ∂tv)L2(Ω) ds = 0,

donde la última identidad se obtiene del Lema 2.7.1 (vi) con X = H = L2(Ω). Del

Lema 2.7.2 con X = L2(Ω), H = H−1(Ω) y X̃ = L2(Ω), el espacio H1(L2(Ω)) es denso

en L2(Q) ∩H1(H−1(Ω)), con lo que se concluye el resultado.

Para demostrar (ii), notar que para v ∈ L2(Q) ∩ H1(H−1(Ω)) fijo con v(0), v(T ) ∈
L2(Ω), ambos lados de la integración por partes son funcionales lineales continuos de u

en el espacio L2(H1
0 (Ω)) ∩H1(L2(Ω)). Para u ∈ H1(H1

0 (Ω)) tenemos

(u(T ), v(T ))Ω − (u(0), v(0))Ω −
∫ T

0

(∂tu, v)L2(Ω) + ⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) ds

= ⟨u(T ) , v(T )⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) − ⟨u(0) , v(0)⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω)

−
∫ T

0

⟨u, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) + ⟨∂tu, v⟩H1

0 (Ω)×H−1(Ω) ds = 0,

donde la última identidad es consecuencia del Lema 2.7.3. Del Lema 2.7.2 con X =

H1
0 (Ω), H = L2(Ω) y X̃ = H1

0 (Ω), se obtiene que H1(H1
0 (Ω)) es denso en L2(H1

0 (Ω)) ∩
H1(L2(Ω)), con lo que se demuestra lo que se queŕıa.

Lema 2.7.5. La función {f ′ | f ∈ L2(Q)} → D′(Q), f ′ 7→ ∂tf es inyectiva.

Lema 2.7.6. Sea L : X → Y un operador lineal y acotado entre los espacios de Banach

X e Y , y sea u ∈ H1(X). Luego,

(i) (Lu)(t) = L(u(t)) para todo t ∈ J ,

(ii) Lu ∈ H1(Y ) y (Lu)′ = L(u′).

Demostración. La primera afirmación se sigue de la definición y el Lema 2.7.1, (ii). La

segunda afirmación se sigue de (Ern y Guermond, 2021b, Lemma 64.34).

Tenemos el siguiente resultado (ver (Berggren y Hägg, 2021, Theorem 4.5)):

11
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Lema 2.7.7. Sean X, Y, Z espacios de Banach con la inyección continua Z ↪→ Y . Sea

T : X → Y lineal acotado. Luego, W := {x ∈ X | Tx ∈ Z} es un espacio de Banach

con la norma

∥w∥2W := ∥w∥2X + ∥Tw∥2Z .

12
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Ecuación de onda

Mostraremos resultados relacionados con la la ecuación de onda en su forma de segundo

orden, en primer lugar:

Teorema 3.0.1 ((Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Thm. 8.1)). Sean f ∈ L2(L2(Ω)),

g0 ∈ H1
0 (Ω), g1 ∈ L2(Ω) dados. Existe una única función u ∈ L2(H1

0 (Ω))∩H1(L2(Ω))∩
H2(H−1(Ω)) tal que para todo v ∈ L2(H1

0 (Ω)) se tiene∫ T

0

⟨∂ttu(s)−∆xu(s) , v(s)⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds =

∫ T

0

(f(s), v(s))Ω ds

u(0) = g0, ∂tu(0) = g1.

(3.1)

además, u ∈ C(J ;H1
0 (Ω)) ∩ C1(J ;L2(Ω)) y

∥u∥L∞(H1
0 (Ω)) + ∥∂tu∥L∞(L2(Ω)) + ∥∂ttu∥L2(H−1(Ω))

≲ ∥f∥L2(Q) + ∥g0∥H1(Ω) + ∥g1∥L2(Ω).
(3.2)

Ahora tenemos un resultado similar a (Evans, 2010, Section 7.2), pero, en esta ocasión

con Ω un dominio Lipschitz.

Lema 3.0.1. Supón que u ∈ L2(H1
0 (Ω))∩H1(L2(Ω))∩H2(H−1(Ω)) es la única solución

débil a la ecuación de onda (3.1) con f ∈ H1(L2(Ω)) y con condiciones iniciales u(0) =

0, ∂tu(0) = 0. Luego, además de (3.2) tenemos que con g0 = 0, g1 = 0 se tiene

∂tu ∈ L∞(H1
0 (Ω)), ∂ttu ∈ L∞(L2(Ω)) y

∥∇x∂tu∥L∞(L2(Ω)) + ∥∂ttu∥L∞(L2(Ω)) ≲ ∥∂tf∥L2(Q) + ∥f(0)∥L2(Ω).

13
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Demostración. Sea um : [0, T ] → H1
0 (Ω) dado por

um(t) =
m∑
j=1

dmj (t)wj,

donde (wj)j∈N es un sistema ortornormal completo en L2(Ω), es decir, (wj, wk)Ω = δjk

y además es ortogonal en H1
0 (Ω), es decir, (∇xwj,∇xwk)Ω = 0 para j ̸= k.

Los coeficientes dmj están dados por la ec. de onda,

(∂ttum(t), wj)Ω + (∇xum(t),∇xwj)Ω = (f(t), wj)Ω (3.3)

con dmj (0) = 0, (dmj )
′(0) = 0, para j = 1, . . . ,m, ver (Evans, 2010, Section 7.2). En

(Evans, 2010, Section 7.2.2) se demuestra que existe una subsucesión que converge de

manera débil a la solución variacional u de (3.1).

Siguiendo los argumentos de (Evans, 2010, Section 7.2, Theorem 5) tenemos que

∥∂ttum(t)∥2Ω + ∥∇x∂tum(t)∥2Ω ≲ ∥∂tf∥2Q + ∥∇x∂tum(0)∥2Ω + ∥∂ttum(0)∥2Ω.

Queda acotar ∥∇x∂tum(0)∥Ω y ∥∂ttum(0)∥Ω, para el primero notamos que (dmj )
′(0) = 0,

y por lo tanto, ∂tum(0) = 0. Para el segundo, evaluamos (3.3) en t = 0 y obtenemos

que

(∂ttum(0), v)Ω = (f(0), v)Ω − (∇xum(0),∇xv)Ω ∀v ∈ span{wj : j = 1, . . . ,m}.

Como um(0) = 0 concluimos que ∥∂ttum(0)∥Ω = (f(0), ∂ttum(0))Ω, por lo que por

Cauchy-Schwarz ∥∂ttum(0)∥ ≤ ∥f(0)∥. Juntando las estimaciones y pasando el ĺımite

m→ ∞ obtenemos el resultado esperado.

Procediendo de manera similar a (Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Sec. 9), podemos usar

el Teorema 3.0.1 para definir el espacio

X =
{
φ = (∂tt −∆x)

−1g | g ∈ L2(L2(Ω)), φ(T ) = ∂tφ(T ) = 0
}
.

A continuación, a partir de (Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Sec. 9, Thm. 9.3, Thm. 9.4,

Remarks 9.5 y 9.11) tenemos lo siguiente:

Teorema 3.0.2 (Ecuación de la onda Ultradébil). Sea f ∈ L2(H−1(Ω)), g0 ∈ L2(Ω), y

g1 ∈ H−1(Ω). Existe una única función u ∈ L2(L2(Ω)) ∩H1(H−1(Ω)) tal que∫ T

0

(u(s), ∂ttφ(s)−∆xφ(s))Ω ds

=

∫ T

0

⟨f(s) , φ(s)⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds+ ⟨g1 , φ(0)⟩H−1(Ω)×H1

0 (Ω) − (g0, ∂tφ(0))Ω,

14
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para todo φ ∈ X . Se tiene

∥u∥L∞(L2(Ω)) + ∥∂tu∥L∞(H−1(Ω)) ≲ ∥f∥L2(H−1(Ω)) + ∥g0∥L2(Ω) + ∥g1∥H−1(Ω).

Además, u ∈ C(J ;L2(Ω)) ∩ C1(J ;H−1(Ω)) con u(0) = g0, ∂tu(0) = g1.
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Sistema de primer orden

Definimos el siguiente sub-espacio L2(Q)1+d,

Ṽ : =
{
(v,σ) ∈ L2(Q)1+d | A0(v,σ) ∈ L2(Q)1+d

}
= {(v,σ) ∈ L2(Q)1+d | divt,x(v,−σ) ∈ L2(Q), ∂tσ −∇xv ∈ L2(Q)}.

Sea ∥ · ∥Ṽ la norma de grafo asociada a Ṽ , i.e., for (v,σ) ∈ Ṽ ,

∥(v,σ)∥2
Ṽ
:= ∥(v,σ)∥2L2(Q)×L2(Q) + ∥ divt,x(v,−σ)∥2L2(Q) + ∥∂tσ −∇xv∥2L2(Q).

Tenemos directamente:, cf. Jensen (2006).

Lema 4.0.1. El espacio (Ṽ , ∥ · ∥Ṽ ) es un espacio de Hilbert.

Para poder definir condiciones iniciales, necesitamos un operador de traza adecuado

para el espacio, que nos dará el siguiente lema:

Lema 4.0.2. La estimación

∥∂tv∥L2(H−1(Ω)) + ∥∂tσ∥L2(H−1(Ω)) ≲ ∥(v,σ)∥Ṽ

funciona para todo (v,σ) ∈ Ṽ . En particular, el operador de traza:

γ0 :

Ṽ → H−1(Ω)×H−1(Ω),

(v,σ) 7→ (v(0),σ(0))

es un operador lineal acotado bien definido.

16
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Demostración. Seguimos argumentos similares a los de (Antonić et al., 2013, Lemma 2)

resp. (Gantner y Stevenson, 2021, Lemma 2.1). Sean (v,σ) ∈ Ṽ dados. Primero, note-

mos que divx σ ∈ L2(H−1(Ω)) con

∥ divx σ∥L2(H−1(Ω)) ≤ ∥σ∥L2(Q).

Como divt,x(v,−σ) ∈ L2(Q) obtenemos que ∂tv ∈ L2(H−1(Ω)) con

∥∂tv∥L2(H−1(Ω)) ≤ ∥ divt,x(v,−σ)∥L2(H−1(Ω)) + ∥ divx σ∥L2(H−1(Ω))

≤ ∥ divt,x(v,−σ)∥L2(Q) + ∥σ∥L2(Q) ≲ ∥(v,σ)∥Ṽ .

El Lemma 2.7.1 implica que v ∈ C(J ;H−1(Ω)), por lo tanto, v(t) ∈ H−1(Ω) con

∥v(t)∥H−1(Ω) ≲ ∥v∥L2(H−1(Ω)) + ∥∂tv∥L2(H−1(Ω)) ≲ ∥(v,σ)∥Ṽ .

Queda demostrar estimaciones similares para ∂tσ. Siguen argumentos parecidos a los

anteriores.

Para incorporar las condiciones iniciales, definimos el siguiente espacio:

V :=
{
(v,σ) ∈ Ṽ | γ0(v,σ) ∈ L2(Ω)×L2(Ω)

}
con la norma de grafo ∥(v,σ)∥2V = ∥(v,σ)∥2

Ṽ
+ ∥(v(0),σ(0))∥2L2(Ω)×L2(Ω).

Lema 4.0.3. El espacio (V, ∥ · ∥V ) es un espacio de Hilbert.

Ahora, incluiremos las condiciones de borde Dirichlet. Para esto necesitaremos el si-

guiente espacio:

Y =
{
φ ∈ H1(H1

0 (Ω)) ∩H2(L2(Ω)) ∩ L2(H(∆x; Ω)) | φ(T ) = 0, ∂tφ(T ) = 0
}
,

donde L2(H(∆x; Ω)) = {v ∈ L2(Q) | ∆xv ∈ L2(Q)}, equipado con la norma

∥φ∥2Y := ∥∇xφ∥2Q + ∥∇x∂tφ∥2Q + ∥∆xφ∥2Q + ∥∂ttφ∥2Q.

Definimos el operador D : V → Y ′ para (v,σ) ∈ V , φ ∈ Y con

D(v,σ)(φ) = (∂tσ −∇xv,∇xφ)Q + (σ,∇x∂tφ)Q − (v,∆xφ)Q + (σ(0),∇xφ(0))Ω.

Notamos que D es continuo, i.e., ∥D(v,σ)∥Y ′ ≲ ∥(v,σ)∥V para cada (v,σ) ∈ V , por lo

que

V0 := kerD

17
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es un subespacio cerrado de V , en particular, es Hilbert.

Este operador D está asociado a condiciones de borde Dirichlet, como podemos apreciar

del siguiente lema.

Lema 4.0.4. Sea (v,σ) ∈ Ṽ con v ∈ L2(H1(Ω)). Luego, (v,σ) ∈ kerD si y solo si

v ∈ L2(H1
0 (Ω)).

Demostración. Notemos que (v,σ) ∈ Ṽ y v ∈ L2(H1(Ω)) implican que ∂tσ ∈ L2(Q),

por lo que, σ ∈ H1(L2(Ω)). Usando integración por partes, con ∇xφ(T ) = 0 obtenemos

D(v,σ)(φ) =

∫ T

0

(−∇xv,∇xφ)Ω − (v,∆xφ)Ω ds =

∫ T

0

−⟨v ,∇xφ · nx⟩∂Ω ds.

Aqúı,∇xφ·nx corresponde a la derivada normal de φ en la frontera J×∂Ω. Supongamos

que v ∈ L2(H1
0 (Ω)),luego, D(v,σ)(φ) = 0 para todo φ ∈ Y por la última identidad.

Ahora, probemos la otra dirección de la equivalencia , supongamos que D(v,σ)(φ) = 0

para todo φ ∈ Y , es decir:∫ T

0

⟨v ,∇xφ · nx⟩∂Ω ds = 0 ∀φ ∈ Y.

Como Ω es un dominio poligonal existen conjuntos abiertos disjuntos a pares

Γ1, . . . ,Γn ⊆ ∂Ω tal que
⋃n

j=1 Γj = ∂Ω. Fijemos j y sea ϕ ∈ D(Γj). Tenemos que existe

ψ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω) con ∇xψ · nx = ϕ en Γj y ∇xψ · nx = 0 en Γk, k ̸= j. Tomando

un µ ∈ D(J) arbitrario, tenemos que, usando φ = µψ ∈ Y tal que ∇xφ · nx = µϕ,∫ T

0

⟨v , µϕ⟩Γj
ds = 0 ∀µ ∈ D(J), ϕ ∈ D(Γj).

Por la densidad D(J)⊗D(Γj) en L
2(L2(Γj)) concluimos que v|J×Γj

= 0. Esto se cumple

para todo j = 1, . . . , n, con lo que concluimos la demostración.

4.0.1. Resultados principales

El primer resultado principal es:

Teorema 4.0.1. El operador A : V0 → L2(Q)×L2(Q)×L2(Ω)×L2(Ω) es un isomor-

fismo. En particular,

∥(v,σ)∥2L2(Q)×L2(Q) ≲ ∥A(v,σ)∥L2(Q)1+d×L2(Ω)1+d ∀(v,σ) ∈ V0.
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Demostración. El operador A es lineal y continuo. Combinando los Le-

mas 4.0.5, 4.0.6, 4.0.7 y 4.0.8 de abajo se concluye que A es biyectivo. Como con-

secuencia del Open Mapping Theorem de Banach, tenemos que la inversa de A es

continua.

El segundo resultado principal nos señala que las funciones suaves con condiciones

Dirichlet homogéneas son densas en V0. La demostración estará en la sección 4.0.3.

Teorema 4.0.2. El espacio C∞ := {(v,σ) ∈ C∞(Q)1+d | v|J×∂Ω = 0} es denso en V0.

4.0.2. Análisis del operador asociado a la ecuación onda de

primer grado

A través de los siguientes tres lemas demostraremos que el operador A es sobreyectivo.

Lema 4.0.5. Sean f ∈ L2(Q), u0 ∈ H1
0 (Ω), u1 ∈ L2(Ω) dados. Existen (v,σ) ∈ V0 tal

que

A(v,σ) = (f, 0, u1,∇xu0)

y

∥(v,σ)∥V ≲ ∥f∥L2(Q) + ∥∇xu0∥L2(Ω) + ∥u1∥L2(Ω).

Demostración. Primero, sea u ∈ L2(H1
0 (Ω))∩H1(L2(Ω))∩H2(H−1(Ω)) la única solución

a la ecuación de onda (3.1), sean (v,σ) = (∂tu,∇xu) ∈ L2(L2(Ω))×L2(L2(Ω)). Tenemos

que divt,x(v,−σ) ∈ L2(Q) y ∂tσ = ∇xv ∈ L2(H−1(Ω)). A continuación, notamos que

v(0) = ∂tu(0) = u1 ∈ L2(Ω) y por el Lema 2.7.6 (i), σ(0) = (∇xu)(0) = ∇x(u(0)) =

∇xu0 ∈ L2(Ω). Concluimos que (v,σ) ∈ V . Falta demostrar que (v,σ) ∈ kerD. Sea

φ ∈ Y arbitrario. Usando σ = ∇xu, v = ∂tu, ∂tσ −∇xv = 0 obtenemos

D(v,σ)(φ) =

∫ T

0

(∇xu, ∂t∇xφ)Ω − (∂tu,∆xφ)Ω ds+ (σ(0),∇xφ(0))Ω. (4.1)

Tenemos que ∂tφ ∈ L2(H1
0 (Ω)) y ∆xφ ∈ L2(Q). Por lo tanto, ∆x∂tφ = ∂t∆xφ ∈

L2(H−1(Ω)) y ∆xφ(t) ∈ H−1(Ω) para todo t ∈ J . Además, u(0) ∈ H1
0 (Ω) y u(T ) ∈

H1
0 (Ω). Con lo anterior, se tendrá la siguiente integración por partes:∫ T

0

(∂tu,∆xφ)Ω ds =

∫ T

0

(∇xu, ∂t∇xφ)Ω ds+ (∇xu(0),∇xφ(0))Ω. (4.2)

19
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Combinando (4.1) y (4.2) y usando que ∇xu(0) = σ(0) concluimos D(v,σ)(φ) = 0

para todo φ ∈ Y con lo que (v,σ) ∈ V0.

El resultado de estabilidad es consecuencia de la estabilidad de (3.1) con v = ∂tu,

σ = ∇xu.

Lema 4.0.6. Sea g ∈ L2(∇x(H
1
0 (Ω))) dado. Existe (v,σ) ∈ V0 tal que

A(v,σ) = (0,g, 0, 0) y ∥(v,σ)∥V ≲ ∥g∥L2(Q).

Demostración. Sea f = divx g ∈ L2(H−1(Ω)), g0 = 0, g1 = 0 y u ∈ L2(Q) ∩
H1(H−1(Ω)), la solución ultradébil que nos entrega el Teorema 3.0.2. Además, tome-

mos a σ ∈ L2(∇xH
1
0 (Ω)) como el único elemento tal que divx σ = ∂tu. Tenemos

que (v,σ) := (u,σ) ∈ L2(Q)1+d, y también que ∂tv − divx σ = 0 ∈ L2(L2(Ω)). A

continuación, demostremos que ∂tσ − ∇xv = g ∈ L2(L2(Ω)), que por densidad de

D(J)⊗D(Ω)d ⊂ L2(L2(Ω)) y linealidad, se reduce a demostrar que para todo φ ∈ D(J)

y ξ ∈ D(Ω)d se tiene∫
J

(g, ξ)Ωφds =

∫
J

−(σ, ξ)Ω∂tφ+ (v, divx ξ)Ωφds.

Teniendo ξ = Π∇xH1
0 (Ω)ξ+Π∇xH1

0 (Ω)⊥ξ =: ξ0+ξ⊥, y notando que g,σ ∈ L2(∇xH
1
0 (Ω)),

que implica que (g, ξ⊥) = 0 = (σ, ξ⊥) y divx ξ⊥ = 0, nos quedaŕıa demostrar que:∫
J

(g, ξ0)Ωφds =

∫
J

−(σ, ξ0)Ω∂tφ+ (v, divx ξ0)Ωφds. (4.3)

Tomemos χ ∈ H1
0 (Ω) tal que ∇xχ = Π∇xH1

0 (Ω)ξ y notemos que ϕ := φχ cumple

∂ttϕ = ∂ttφχ ∈ L2(L2(Ω)) y ∆xϕ = φ divx Π∇xH1
0 (Ω)ξ = φ divx ξ ∈ L2(L2(Ω)).

Concluimos que φ ∈ X . Como v resuelve la ec. de onda ultradébil:

−
∫ T

0

(v, ∂ttφ−∆xφ)Ω ds = −
∫ T

0

⟨divx g , φ⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds

=

∫ T

0

(g,∇xφ)Ω ds =

∫ T

0

(g, ξ0)Ωϕ ds.

(4.4)
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Por otro lado,

−
∫ T

0

(v, ∂ttφ−∆xφ)Ω ds =

∫ T

0

⟨∂tϕχ, ∂tv⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω) + (v, divx ξ)Ωϕ ds

=

∫ T

0

⟨χ, divx σ⟩H1
0 (Ω)×H−1(Ω)∂tϕ+ (v, divx ξ)Ωϕ ds

=

∫ T

0

−(∇xχ,σ)Ω∂tϕ+ (v, divx ξ)Ωϕ ds

=

∫ T

0

−(σ, ξ0)Ω∂tϕ+ (v, divx ξ0)Ωϕ ds,

(4.5)

donde usamos la integración por partes del Lemma 2.7.4 (ii) en la primera identidad.

Combinando (4.4) y (4.5) probamos que (4.3), y por lo tanto, ∂tσ−∇xv = g ∈ L2(Q).

Ahora, estudiemos las condiciones iniciales. El Teorema 3.0.2 nos da v(0) = 0 ∈ L2(Ω),

y el Lema 4.0.2 nos demuestra adicionalmente que divx σ(0) = ∂tu(0) = 0. Además,

como σ(0) es gradiente de una función H1
0 (Ω), concluimos que σ(0) = 0. Nos queda

demostrar que (v,σ) ∈ V0. Sea φ ∈ Y dado. Por el Lemma 2.7.6 (ii), ∂t∇xφ = ∇x∂tφ,

y por la definición de σ tenemos que∫ T

0

(σ,∇x∂tφ)Ω ds = −
∫ T

0

⟨divx σ , ∂tφ⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds

= −
∫ T

0

⟨∂tv , ∂tφ⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds.

Por el Teorema 3.0.2 se cumple v ∈ L2(Q) ∩H1(H−1(Ω)) con v(0), v(T ) ∈ L2(Ω). Por

la definición del espacio Y obtenemos ∂tφ ∈ L2(H1
0 (Ω)) ∩H1(L2(Ω)). Luego podemos

aplicar el Lema 2.7.4 (ii) y como v(0) = 0 and ∂tφ(T ) = 0 obtenemos que∫ T

0

(σ,∇x∂tφ)Ω ds =

∫ T

0

(v, ∂ttφ)Ω ds. (4.6)

Notamos que Y ⊂ X . Como v cumple la ecuación ultradébil del Teorema 3.0.2, llegamos

a que ∫ T

0

(v, ∂ttφ−∆xφ)Ω ds =

∫ T

0

−(g,∇xφ)Ω ds.

Combinando lo anterior con (4.6), ∂tσ −∇xv = g y σ(0) = 0 podemos concluir que

D(v,σ)(φ) =

∫ T

0

(g,∇xφ)Ω + (σ,∇x∂tφ)Ω − (v,∆xφ)Ω ds

=

∫ T

0

(g,∇xφ)Ω + (v, ∂ttφ−∆xφ)Ω ds = 0.
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Esto demuestra que (v,σ) ∈ V0. Por la estabilidad de la ec. de onda ultradébil y que

∥σ∥L2(Q) ≂ ∥ divx σ∥L2(H−1(Ω)), tenemos

∥v∥L2(Q) + ∥σ∥L2(Q) ≂ ∥u∥L2(Q) + ∥ divx σ∥L2(H−1(Ω))=∥u∥L2(Q)+∥∂tu∥L2(H−1(Ω))

≲ ∥ divx g∥L2(H−1(Ω)) ≂ ∥g∥L2(Q),

con lo que obtenemos ∥(v,σ)∥V ≲ ∥g∥L2(Q), lo que termina la demostración.

Lema 4.0.7. Sea g⊥ ∈ L2(∇xH
1
0 (Ω)

⊥) y σ⊥
0 ∈ ∇xH

1
0 (Ω)

⊥ dados. Existe (v,σ) ∈ V0

tal que

A(v,σ) = (0,g⊥, 0,σ⊥
0 ) y ∥(v,σ)∥V ≲ ∥g⊥∥L2(Q) + ∥σ⊥

0 ∥L2(Ω).

Demostración. Tomemos v := 0 y σ(t) := σ⊥
0 +

∫ t

0
g⊥(s) ds. Luego, como divx σ

⊥
0 = 0

y divx g
⊥ = 0, se tiene ∂tv − divx σ = divx σ = 0. Además, ∂tσ − ∇xv = ∂tσ = g⊥.

También, v(0) = 0 ∈ L2(Ω) y σ(0) = σ⊥
0 ∈ L2(Ω). Faltaŕıa demostrar que (v,σ) ∈ V0.

Sea φ ∈ Y dado. Usando que ∇xφ(T ) = 0 obtenemos por integración por partes que

D(u,σ)(φ) =

∫ T

0

(∂tσ,∇xφ)Ω + (σ, ∂t∇xφ)Ω ds+ (σ(0),∇xφ(0))Ω = 0.

Por lo tanto, (v,σ) ∈ V0. Finalmente, los resultados de estabilidad se obtienen de acotar

la integral de forma conveniente y que v = 0.

A través del siguiente resultado obtenemos que A es también inyectiva.

Lema 4.0.8. Si A(v,σ) = 0 para algún (v,σ) ∈ V0, luego (v,σ) = 0.

Demostración. Sean (v,σ) ∈ V0 dados que cumplen A(v,σ) = 0, i.e.,

∂tv − divx σ = 0,

∂tσ −∇xv = 0,

v(0) = 0,

σ(0) = 0.

A continuación demostraremos que (v,σ) satisface la ec. de onda ultradébil con con-

diciones de borde Dirichlet y que por lo tanto, (v,σ) = 0 por el Teorema 3.0.2. Sea
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φ ∈ X con ∆xφ ∈ L2(Q). tomemos g := ∂ttφ−∆xφ y sean gn ∈ C∞
0 (Q) una secuencia

con gn → g en L2(Q). Tomemos φn ∈ X la única solución de la ec. de onda

∂ttφn −∆xφn = gn en Ω,

φn|(0,T )×∂Ω = 0,

φn(T ) = 0 = ∂tφn(T ).

Por las estimaciones de regularidad, ver Lema 3.0.1, obtenemos que

∂tφn ∈ L∞(H1
0 (Ω)), ∂ttφn ∈ L∞(L2(Ω)). (4.7)

En particular, ∂ttφn ∈ L2(Q), por lo tanto, ∆xφn = ∂ttφn − gn ∈ L2(Q). Tenemos que

φn ∈ Y .

Como (v,σ) ∈ kerD, ∂tσ −∇xv = 0, σ(0) = 0 se cumple que

0 = D(v,σ)(φn) =

∫ T

0

(∇x∂tφn,σ)Ω − (∆xφn, v)Ω ds. (4.8)

Queda por analizar el primer término del lado derecho. Primero, como ∂tv−divx σ = 0,

tenemos que ∫ T

0

(σ,∇x∂tφn)Ω ds = −
∫ T

0

⟨∂tv , ∂tφn⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds. (4.9)

Luego usamos el lemma 2.7.4 (i). Para esto, notamos que v ∈ L2(Q)∩H1(H−1(Ω)) por la

definición de V0 y el Lema 4.0.2, y ∂tφn ∈ L2(H1
0 (Ω))∩H1(L2(Ω)) con ∂tφn(0) ∈ H1

0 (Ω)

por (4.7). Teniendo en cuenta que v(0) = 0 y ∂tφn(T ) = 0, obtenemos

−
∫ T

0

⟨∂tv , ∂tφn⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) ds =

∫ T

0

(v, ∂ttφn)Ω ds. (4.10)

Usando (4.8), (4.9) y (4.10) obtenemos∫ T

0

(v, ∂ttφn −∆xφn)Ω ds =

∫ T

0

(σ,∇x∂tφn)Ω − (v,∆xφn)Ω ds = 0.

Tomando el ĺımite n→ ∞ concluimos que∫ T

0

(v, ∂ttφ−∆xφ)Ω ds = 0 for all φ ∈ X with ∆xφ ∈ L2(Q).

Por el Teorema 3.0.2 tenemos que v = 0. Finalmente, ∂tσ = ∇xv = 0 junto a σ(0) = 0

implican que σ = 0, por lo tanto, (v,σ) = 0 con lo que se obtiene lo que se queŕıa.

23
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4.0.3. Demostración del Teorema 4.0.2

Similarmente a la definición del espacio V podemos usar el Lema 4.0.2 para definir el

operador de traza γT al tiempo final T , y los espacios

VT :=
{
(v,σ) ∈ Ṽ | γT (v,σ) ∈ L2(Ω)×L2(Ω)

}
,

YT :=
{
φ ∈ H1(H1

0 (Ω)) ∩H2(L2(Ω)) ∩ L2(H(∆x; Ω)) | φ(0) = 0, ∂tφ(0) = 0
}
,

con VT y YT equipado con las normas vectoriales respectivas. Luego,definimos el ope-

rador lineal acotado DT : VT → Y ′
T por

DT (v,σ)(φ) = (∂tσ −∇xv,∇xφ)Q + (σ,∇x∂tφ)Q − (v,∆xφ)Q − (σ(T ),∇xφ(T ))Ω

para (v,σ) ∈ VT , φ ∈ VT .

Demostración del Teorema 4.0.2. Vamos a probar un resultado ligeramente distinto:

sea H1
J×∂Ω(Q) el espacio de las funciones H1(Q) que son cero en J × ∂Ω ⊂ ∂Q. Vamos

a demostrar que W := H1
J×∂Ω(Q) × (L2(H(divx; Ω)) ∩ H1(L2(Ω))) es denso en V0.

Notemos que tenemos la inyección continua W ↪→ V0, y las densidades

{v ∈ C∞(Q) | v|J×∂Ω = 0} en H1
J×∂Ω(Q),

C∞(J)⊗ C∞(Ω)d en L2(H(divx; Ω)) ∩H1(L2(Ω)),

donde la segunda densidad surge del Lema 2.7.2 (ii) y la densidad de C∞(Ω)d en

H(divx; Ω). Por lo tanto solo es necesario probar que W es denso en V0.

La densidad de W es equivalente a probar que para cada ℓ ∈ (V0)
′ con ℓ((v,σ)) = 0

para todo (v,σ) ∈ W se cumple que ℓ = 0. Sea ℓ ∈ (V0)
′ dado. Usando la representación

de Riesz y el Teorema 4.0.1 tenemos que existe un único (w,χ) ∈ V0 tal que

ℓ((v,σ)) = (A0(w,χ),A0(v,σ))Q + ((w(0),χ(0)), (v(0),σ(0)))Ω (4.11)

para todo (v,σ) ∈ V0.

Suponemos que ℓ((v,σ)) = 0 para todo (v,σ) ∈ W . Tomemos (v,σ) ∈ D(Q)1+d y

(u, τ ) = A0(w,χ) ∈ L2(Ω)1+d. La definición de derivada débil implica que

0 = ℓ((v,σ)) = ((u, τ ),A0(v,σ))Q = −⟨A0(u, τ ) , (v,σ)⟩D′(Q)×D(Q).

por lo tanto, L2(Q)1+d ∋ A0(u, τ ) = 0. esto significa que (u, τ ) ∈ Ṽ .
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Ahora probemos que (u(T ), τ (T )) = 0. Para eso tomemos (v,σ) ∈ [C∞(J)⊗D(Ω)]1+d ⊂
C∞ ⊂ W con (v(0),σ(0)) = 0 y notemos que (u, τ ) ∈ (L2(Q) × H1(H−1(Ω)))1+d.

Aplicando la integración por partes del Lema 2.7.4(i) obtenemos

⟨γT (u, τ ) , (v(T ),σ(T ))⟩(H−1(Ω)×H1
0 (Ω))1+d

=

∫ T

0

⟨∂t(u, τ ) , (v,σ)⟩(H−1(Ω)×H1
0 (Ω))1+d + ((u, τ ), ∂t(v,σ))Ω ds

= (A0(u, τ ), (v,σ))Q + ((u, τ ),A0(v,σ))Q

+

∫ T

0

⟨divx τ , v⟩H−1(Ω)×H1
0 (Ω) + ⟨∇xu,σ⟩H−1(Ω)×H1

0 (Ω) ds

+ (u, divx σ)Q + (τ ,∇xv)Q

= (A0(u, τ ), (v,σ))Q + ((u, τ ),A0(v,σ))Q = 0 + ℓ(v,σ) = 0,

donde hemos usado la definición de los operadores ∇x(·), divx(·) como distribuciones

y que A0(u, τ ) = 0. Concluimos que γT (u, τ ) = 0 o equivalentemente u(T ) = 0 y

τ (T ) = 0.

Ahora demostremos que (u, τ ) ∈ kerDT . Tomemos φ ∈ YT y notemos que (0,∇xφ) ∈
W . Luego, usando que ((u, τ ),A0(0,∇xφ))Q = ℓ(0,∇xφ) = 0 (por (4.11)) y τ (T ) = 0,

A(u, τ ) = 0 deducimos

DT (u, τ )(φ) = (∂tτ −∇xu,∇xφ)Q + (τ , ∂t∇xφ)Q − (u,∆xφ)Q − (τ (T ),∇xφ(T ))Ω

= 0 + ((u, τ ),A(0,∇xφ))Q + 0 = ℓ(0,∇xφ) = 0.

Esto prueba que DT (u, τ )(∇xφ) = 0 para todo φ ∈ YT .

Para concluir notamos que (u, τ ) ∈ Ṽ con u(T ) = 0, τ (T ) = 0 y (u, τ ) ∈ kerDT .

Argumentando como en 4.0.8 (intercambiando condiciones iniciales y finales) tenemos

(u, τ ) = 0, y, por lo tanto, A0(w,χ) = (u, τ ) = 0. Luego,

0 = ℓ((v,σ)) = (A0(w,χ),A0(v,σ))Q + ((w(0),χ(0)), (v(0),σ(0)))Ω

= ((w(0),χ(0)), (v(0),σ(0)))Ω ∀(v,σ) ∈ [C∞(J)⊗D(Ω)]1+d ⊂ C∞.

Por lo tanto, (w(0),χ(0)) = 0. Esto junto a que A0(w,χ) = 0 y (4.11) prueba que ℓ = 0

lo que termina la demostración.
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Solución numérica

Ahora, formularemos un método de elementos finitos a partir del Teorema 4.0.1. Luego,

discutiremos un algoritmo adaptativo y veremos algunos experimentos numéricos.

5.0.1. Formulación Mı́nimos cuadrados y discretización

dado f ∈ L2(Q), g ∈ L2(Q), v0 ∈ L2(Ω), σ0 ∈ L2(Ω), definiremos el funcional

(cuadrático) G : U → R por

G(v,σ; f,g, v0,σ0) = ∥A(v,σ)− (f,g, v0,σ0)∥2L2(Q)1+d×L2(Ω)1+d

= ∥∂tv − divx σ − f∥2Q + ∥∂tσ −∇xv − g∥2Q
+ ∥v(0)− v0∥2Ω + ∥σ(0)− σ0∥2Ω.

Notemos que la solución de la ecuación de onda de primer grado, i.e, A(v,σ) =

(f,g, v0,σ0) es un minimizador de G. Además, el Teorema 4.0.1 implica la equivalencia

de normas

G(v,σ; 0, 0, 0, 0) ≂ ∥(v,σ)∥2V ∀(v,σ) ∈ V0. (5.1)

Sea Vh ⊆ V0 un sub-espacio cerrado, consideremos el problema de minimización

(vh,σh) = argmin
(w,χ)∈Vh

G(vh,σh; f,g, v0,σ0). (5.2)
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Caṕıtulo 5 | Solución numérica

Introduciendo la forma bilineal a : V0×V0 → R, y el funcional lineal acotado F : V0 → R,

a(v,σ;w,χ) = (∂tv − divx σ, ∂tw − divx χ)Q + (∂tσ −∇xv, ∂tχ−∇xw)Q

+ (v(0), w(0))Ω + (σ(0),χ(0))Ω,

F (v,σ) = (f, ∂tw − divxχ)Q + (g, ∂tχ−∇xw)Q

+ (v0, w(0))Ω + (σ0,χ(0))Ω

para cada (v,σ), (w,χ) ∈ V0, tendremos que la ecuaciones Euler–Lagrange para el

problema (5.2) son: Encontrar (vh,σh) ∈ Vh tal que

a(vh,σh;wh,χh) = F (wh,χh) ∀(wh,χh) ∈ Vh. (5.3)

Teniendo en cuenta la equivalencia de norma (5.1), la teoŕıa de elementos finitos Mı́ni-

mos cuadrados , ver, en particular, (Bochev y Gunzburger, 2009, Chapter 3, Theo-

rem 2.5) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.0.1. Sea f ∈ L2(Q), g ∈ L2(Q), v0 ∈ L2(Ω), σ0 ∈ L2(Ω) dado. Los

problemas (5.2) y (5.3) son equivalentes y admiten una solución única (vh,σh) ∈ Vh.

Sea (v,σ) ∈ V0 la solución única de

A(v,σ) = (f,g, v0,σ0).

Entonces, existe una constante C > 0 solo dependiendo de la constante de equivalencia

de normas, de (5.1) tal que

∥(v,σ)− (vh,σh)∥V ≤ C mı́n
(wh,χh)∈Vh

∥(v,σ)− (wh,χh)∥V .

En esta ocasión usaremos una discretización en el espacio-tiempo con polinomios a

trozos que son globalmente continuos.

Sea T la descomposición de Q = J × Ω en simplices abiertos de R1+d que sea ρ−no

degenerado . Sea hT ∈ L∞(Q) la función dada por hT |T = diam(T ). Sea P p(T ) el

espacio de polinomios de grado ≤ p ∈ N0 en T ∈ T y definamos

P p(T ) = {v ∈ L2(Q) | v|T ∈ P p(T )∀T ∈ T }, Sp(T ) = P p(T ) ∩H1(Q),

Sp
Γ(T ) = Sp(T ) ∩H1

J×∂Ω(Q) y VT ,p = Sp
Γ(T )× [Sp(T )]d.

Por el Lema 4.0.4 tendremos que VT ,p ⊂ V0. El método LSFEM para la ecuación de

onda estará dado por (5.3) con Vh = VT ,p.

Una consecuencia del Teorema 5.0.1 y de la Proposición 2.6.1, es lo siguiente
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Corolario 5.0.1. Sean p ∈ N y Vh = VT ,p. Usando la notación del Teorema 5.0.1,

suponga que la solución exacta cumple (v,σ) ∈ Hp+1(Q)1+d. Luego,

∥(v,σ)− (vh,σh)∥V ≲ ∥hT ∥pL∞(Q)∥(v,σ)∥Hp+1(Q)1+d .

Demostración. Notamos que para cualquier (w,χ) ∈ H1(Q)d+1 usando la desigualdad

triangular y el teorema de la traza en H1(Q), se obtiene

∥(w,χ)∥2V = ∥(w,χ)∥2L2(Q)1+d + ∥A0(w,χ)∥2L2(Q)1+d + ∥γ0(w,χ)∥2L2(Ω)1+d

≲ ∥(w,χ)∥2H1(Q)1+d + ∥γ0(w,χ)∥2L2(Ω)1+d ≲ ∥(w,χ)∥2H1(Q)1+d .

con el Teorema 5.0.1 obtenemos

∥(v,σ)− (vh,σh)∥V ≲ mı́n
(wh,χh)∈Vh

∥(v,σ)− (vh,σh)∥H1(Q)1+d

≤ ∥(v,σ)− IT (v,σ)∥H1(Q)1+d .

con IT (v,σ) el quasi-interpolador Scott–Zhang aplicado sobre cada componente de

(v,σ), notamos que podemos construirlo de tal manera que conserve las condiciones

homogéneas, luego obtenemos el resultado de la Proposición 2.6.1.

5.0.2. Estimador de error a posteriori y algoritmo adaptativo

Sea (vT ,σT ) una solución de (5.3) con Vh = VT ,p. Definimos para cada T ∈ T un

indicador de error dado por

η2T = ∥∂tv − divx σ − f∥2T + ∥∂tσ −∇xv − g∥2T
+ ∥v(0)− v0∥2∂T∩Ω + ∥σ(0)− σ0∥2∂T∩Ω

y un estimador global dado por ηT =
√∑

T∈T η
2
T .

Usando que A(v,σ) = (f,g, v0,σ0) y el Teorema 4.0.1 obtenemos

η2T = ∥A(vT − v,σT − σ)∥2L2(Q)1+d×L2(Ω)1+d ≂ ∥(v,σ)− (vT ,σT )∥2V .

esto siginifica que el estimador ηT es eficiente y confiable.

Consideremos el siguiente loop adaptativo común:

Resolver el problema (5.3),
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Estimar (calcular los indicadores de error ηT ),

Marcar elementos de T para refinamiento,

Refinar por lo menos todos los elementos marcados para obtener una nueva malla

T .

El paso de marcado es realizado a través del siguiente criterio: dado un parámetro

θ ∈ (0, 1), encontrar el (menor) conjunto de elementos marcados M ⊂ T que cumplen

θη2T ≤
∑
T∈M

η2T .

5.1. Ejemplos númericos

A continuación vamos a ver algunos ejemplos para dimensión d = 1 y d = 2. El

método LSFEM fue implementado en NETGEN/NGSOLVE Schöberl (2014). La

implementación se puede encontrar en el siguiente link github.com/tofuuhh/LSQwave.

Para todos los experimentos se usó como dominio el cubo de (1 + d) dimensiones Q =

J × Ω = (0, 1) × (0, 1)d, y se utilizó el parámetro θ = 1
4
para los experimentos del

algoritmo adaptativo.

5.1.1. Solución suave para d = 1

Consideremos u(t, x) = 1
2
t2 sin(πx). Luego, v = ∂tu, σ = ∂xu resuelve la ec. de onda

de primer grado con f = ∂ttu − ∂xxu, g = v0 = σ0 = 0. Para una secuencia de

mallas uniformemente refinadas Q, el Corolario 5.0.1 da predicciones alineadas con los

resultados, ver Figura 5.1.

5.1.2. Pulso gaussiano para d = 1

Consideramos un ejemplo similar al que aparece en (Gopalakrishnan y Sepúlveda, 2019,

Section 6.4). En particular tomamos como datos:

f = 0 = g, v0 = 2κ(x− µ)e−κ(x−µ)2 , σ0 = −v0

con κ = 1000, µ = 0,2.
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Figura 5.1: Superior Izquierda: solución suave y d = 1. La ĺınea punteada corresponde

a O(dim(VT ,p)
−p/2). El resto: pulso para d = 1 con refinamiento uniforme y adaptativo.
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Una solución exacta no es conocida. Comparamos los resultados en una secuencia de

mallas refinadas de manera uniforme y una secuencia de mallas refinadas de manera

adaptativa para p = 1, 2, 3. La Figura 5.1 muestra los resultados. Para p = 1 existe

una fase pre-asintótica larga para ambos métodos. Para p = 2, 3 la convergencia es

más rápida, especialmente usando el algoritmo adaptativo, eso si, es dif́ıcil identificar

el orden de convergencia.

5.1.3. Solución que no cumple con las condiciones de borde

inicialmente, con d = 1

Consideramos f = 0 = g = σ0, v0 = 1. La solución (v,σ) es constante a trozos en los

triángulos

T1 = △(z1, z2, z5), T2 = △(z2, z3, z5), T3 = △(z3, z4, z5), T4 = △(z4, z1, z5),

donde z1 = (0, 0), z2 = (1, 0), z3(1, 1), z4 = (0, 1), y z5 = (1
2
, 1
2
). En particular,

v(t, x) =


−1 (t, x) ∈ T2,

1 (t, x) ∈ T4,

0 en otro caso,

σ(t, x) =


1 (t, x) ∈ T1,

−1 (t, x) ∈ T3,

0 en otro caso.

Debido a los saltos de la solución, uno espera convergencia más lenta. Esto se observa

en la Figura 5.2 para una secuencia de mallas uniformemente refinadas. El método

adaptativo mejora la convergencia después de la fase pre-asintótica, pero no se obtiene

velocidades optimales de convergencia, con respecto al orden de p.

En la Figura 5.2 vemos la componente v de la solución para un malla refinada de

manera adaptativa. Se observa mayor refinamiento a lo largo de las caracteŕısticas

t = x, t = 1− x.

5.1.4. Solución suave para d = 2

Consideramos u(t, x) = 1
2
t2 sin(πx) sin(πy). Luego, v = ∂tu, σ = ∂xu son solución de la

ec. de onda de primer orden con datos f = ∂ttu−∆xu, g = v0 = σ0 = 0.

En una secuencia de mallas con refinamiento uniforme se obtienen resultados que con-

cuerdan con las predicciones del Corolario 5.0.1. Ver la Figura 5.3.
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102 103 104 105 106

10−0,5

100

degrees of freedom

p = 1

p = 1 adap.

α = 1/8

α = 1/6

102 103 104 105 106

10−1

10−0,5

degrees of freedom

p = 2

p = 2 adap.

α = 1/6

α = 1/4

103 104 105 106
10−1,5

10−1

10−0,5

degrees of freedom

p = 3

p = 3 adap.

α = 1/6

α = 5/16

Figura 5.2: Estimadores para el ejemplo de la sección 5.1.3. la ĺınea discontinua indica

O(dim(VT ,p)
−α). El gráfico inferior derecho representa la solución en una malla con

56160 elementos para p = 1. El eje horizontal corresponde al dominio espacial Ω = (0, 1).
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Figura 5.3: Arriba a la izquierda: Solución suave y d = 2. La linea punteada corres-

ponde a O(dim(VT ,p)
−p/3). Otros gráficos: Pulso con d = 2 con refinamiento uniforme

y adaptativo. La ĺınea punteada corresponde a O(dim(VT ,p)
−α).
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Figura 5.4: Estimador para una secuencia de mallas refinadas de manera uniforme y

adaptativa, del ejemplo de la sección 5.1.6. La ĺınea discontinua representa O(#dof−0,1).

5.1.5. pulso gaussiano para d = 2

Consideramos un pulso definido de manera similar a (Gopalakrishnan y Sepúlveda,

2019, Sección 6.6) dado por

v0(x, y) = −e−200
(
(x−0,2)2+(y−0,2)2

)
, σ0(x, y) = −v0(x, y)

(
1

1

)
,

f(t, x, y) = 0, g(t, x, y) = 400e−200
(
(x−0,2−t)2+(y−0,2−t)2

) (
y − 0,2− t

x− 0,2− t

)
.

La Figura 5.3 (gráfico derecho) muestra el error del estimador para mallas con refina-

miento uniforme y adaptativo. Las adaptatividad ayuda a obtener mejores velocidades

de convergencia. Puede ser un fenómeno pre-asintótico.

5.1.6. Solución que no tiene condiciones de borde cero inicial-

mente, con d = 2

Tomamos f = g = σ0 = 0 y v0 = 1. Claramente v0 no cumple con las condiciones de

borde, i.e., v0 /∈ H1
0 (Ω).

La Figura 5.4 muestra el estimador de error en una secuencia de mallas refinadas de

manera uniforme y adaptativa. Obtenemos una convergencia reducida de O(#dof−0,1)
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que no se ve mejorada por el algoritmo adaptativo. La razón de esta menor convergencia

está dada por las condiciones iniciales que no cumple con condiciones de borde cero, y

la elección del espacio de aproximación, resultados similares han sido observados para

LSFEM en problemas parabólicos, ver Führer y Karkulik (2021). En el caso de los

problemas parabólicos, se pudo mejorar la convergencia con nuevos elementos finitos,

en Gantner y Stevenson (2022).
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Conclusión

En esta memoria, hemos podido analizar una formulación de primer orden de la ecuación

de onda, en donde:

Se han introducido preliminares teóricos para el análisis del problema.

Se ha encontrado una traza adecuada para el problema, y se define un espacio

apropiado V0.

Se ha conectado la formulación ultra-débil de la ecuación de onda, con la formu-

lación de primer orden.

Se ha demostrado existencia y unicidad del problema en V0

Se ha demostrado la densidad de las funciones suaves en el espacio V0

Se obtienen cotas a priori para un método de elementos finitos tipo mı́nimos

cuadrados

Se muestran experimentos computacionales, tanto en mallas uniformes como con

mallas adaptativas.

Destacamos también que lo realizado en este trabajo trae nuevas preguntas, por ejemplo:

¿Cuál es un espacio adecuado para el problema Dirichlet no homogéneo?

¿Se pueden fabricar elementos finitos para mejorar la convergencia del método

adaptativo?
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¿Se puede extender el análisis a problemas relacionados, por ejemplo, el de la

elastodinámica?

En resumen, hemos aportado en la comprensión de la ecuación de onda en su formula-

ción de primer orden, y también hemos sentado bases para extender estos análisis para

nuevos problemas.
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Antonić, N., Burazin, K., y Vrdoljak, M. (2013). Heat equation as a Friedrichs system.

J. Math. Anal. Appl., 404(2):537–553.
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