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ABSTRACT

En esta memoria aproximaremos numéricamente la ecuacién de onda usando un método
de elementos finitos tipo Minimos cuadrados, en el espacio tiempo. Para esto presenta-
remos preliminares matematicos necesarios para el analisis del problema, mostraremos
resultados existentes para la ecuacion de onda escalar, obtendremos nuevos resultados
para su formulacién como sistema de primer orden, planteando su existencia y unicidad
en espacios adecuados, asi como densidad de funciones suaves en esos espacios. Por

ultimo, plantearemos el método numérico y haremos experimentos computacionales.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Acerca de la ecuacion de onda

La ecuacién de onda en una dimensién fue planteada por primera vez por d’Alembert,
al estudiar el problema de una cuerda vibrante. La analizé en su forma de EDP de

segundo orden, es decir:
Uy = Uz en (0,7T) x (0,a)

con T el tiempo méaximo a considerar y a el largo de la cuerda, complementada ademas

con condiciones iniciales y de borde adecuadas.

Con el tiempo la ecuacién de onda se extendié a dominios més generales 2 C R? y con

diferentes tipos de condiciones de borde e iniciales, un caso es:

Opu — Agzu = f en (0,T) x Q,
u(0,-) = up en £,
u'(0,+) = uy en Q,

u=0 en d(0,7) x Q.

Esta ecuacion tiene diversas aplicaciones, por ejemplo, en acustica. En esta memoria,
buscamos resolver numéricamente el siguiente problema equivalente, tomando v = v’ y
o= Vu:

Ecuacién de onda escalar (formulacién de primer orden) Dados un dominio

politopal Lipschitz Q C R y un intervalo de tiempo J = (0,T), buscamos funciones
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v:JxQ > Ryo:JxQ = R que cumplan el siquiente sistema de ecuaciones

diferenciales parciales:

ov—diveo=f enJxQ,
oo —Vyv=g enJx,
v(0,-) =vy in Q,

o(0,-) =0y en,

con f, g, vy, o9 como datos, y con condiciones de borde adecuadas.

Por su importancia y simplicidad, existen una gran variedad de métodos para aproximar
numéricamente esta ecuacién. En esta ocasion, lo resolveremos usando un método de

elementos finitos tipo Minimos cuadrados, en el espacio-tiempo.

Para esto procederemos con los siguientes pasos:

= Primero presentaremos preliminares mateméticos que son pertinentes para abor-

dar de manera adecuada el problema.

» Estudiaremos, como problema auxiliar, la ecuacién de onda escalar, en su formu-

lacién de segundo orden.

= Mostraremos como el problema de primer orden esta bien puesto en espacios

convenientes.

= Plantearemos el método numérico, presentaremos cotas a posteriori y haremos

experimentos numéricos.
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Preliminares

2.1. Caracteristicas del dominio

Definicién 2.1.1. Sea Q un subconjunto abierto de R®. Diremos que su frontera OS2
es Lipschitz (o que es un dominio Lipschitz fuerte), si para cada x € 0S) eziste una

vecindad V de z y (a1, ...,aq) € RY, cona; #0 para j =1,...,d ,tal que

(a) V es un hipercubo:

Vi={, -ym) ER"[ —a; <yi <a;,1 <i <m}.

(b) Eziste una funcion Lipschitz ¢ : V' — R con
V/:{<y1,...,ym,1) Gle —a7;<yi <Cli,1 §2§m—1},
tal que

= [0(y)] < an/2 para todo y' = (y1, ..., Yym-1) € V.
= QNV ={y=(,yn) €V |yn < 0(¥)}.
= 0NV ={y=(V,y.) €V |yn = 0(¢)}.
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Definicién 2.1.2. Sea Q C R? un conjunto abierto. Diremos que § es una subvariedad
Lipschitz con frontera (o dominio Lipschitz débil) si para cada x € 02 existe una

vecindad V de © € R? y una funcién ¢ : V — R? tal que:
= ) es inyectiva.
» Tanto ¥ como ¥~' (definida sobre (V') son Lipschitz.

» QNV ={y e Q|¢,(y) <0}, donde ¥, (y) es la n—sima componente de (y).

Del Teorema 1.2.1.5 de Grisvard (2011) obtenemos el siguiente resultado:

Proposicion 2.1.1. los dominios Lipschitz fuertes son dominios Lipschitz débiles.

De aqui en adelante 2 C R™ es un dominio Lipschitz fuerte poligonal.

2.2. Espacios de Lebesgue

Definimos a LP(£2) como el conjunto de funciones medibles tales que [, fPdz < 4o00. En-

tre estos espacio, el espacio L?(§2), en particular, es un espacio de Hilbert, con producto
interno (u,v)q = [, uvdz y norma inducida |[v||q := 1/(v,v)q.

2.3. Espacios de Sobolev

1
loc

&ima__derivada débil de u, denotada

Sean u,v € LL (Q) vy a € Nd, diremos que v es la

por D® = v si se cumple que

/QuDo‘qbdx: (—1)a|/ﬂv¢dx,

para todas las funciones ¢ € C°(Q), con |a| = aq + ... + aq.
Para m € Ny y p € [1, 00|, definimos el espacio W™?(2) por
WmP(Q) :={v e LP(Q) |V]|a]| <m: D% e LP(Q)},
en particular, H™(Q) = W™?(Q). Podemos asociar a este espacio la seminorma
v[wme@) = 3 a=m 1D Lr(0) ¥ 1a norma [[vllwms) == 3 <, [D0]|2o(9)-

Notemos que H™ es un espacio de Hilbert, con el producto interno (u,v)pm(q) =
> la<m (DU, D)o y norma inducida [|v|[gm9) = \/(v,v)gm(@). Ademds, definimos

1

HY(Q) = Cr() .
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2.4. Espacio H(div)

Definimos el espacio H(div, ) por
H(div,Q) := {v e L*(Q)?| divv € L*(Q)%},
que es un espacio de Hilbert equipado con la norma

]| (v, ) := {”U“%?(Q) + |l diVUH%?(Q)}l/Q-

2.5. Elementos finitos

Sea d > 1, ng, > 1y el conjunto N := {1 : ng,}. Un elemento finito corresponde a una

tripleta (K, P,¥.) donde

= K es un poliedro en R" o la imagen de un poliedro por un difeomorfismo suave.
M4és generalmente podria ser la cerradura de un dominio Lipschitz en R?. K es

no trivial, es decir, su interior es no vacio.

= P es un espacio vectorial, de dimension finita, de funciones p : K — RY para
algun entero ¢ > 1. P # 0. Lo miembros de P son funciones polinomiales, tal vez

compuestas por un difeomorfismo suave.

= ¥ es un conjunto de ng, formas lineales de P a R, ¥ := {f; };cn, tal que la funcién
s, : P — R definida por ®x(p) := (fi(p))i\ es un isomorfismo. Las formas

lineales f; son los grados de libertad.

Sea (K, P,Y) un elemento finito escalar(¢ = 1 en la definicién anterior). Si existen

puntos {a;},en € K tal que para todo i € N,

filp) == pla;), Vp € P,

ala tripleta (K, P, X)) se le conoce como elemento finito de Lagrange para el caso escalar.

Los puntos {a;}iear son nodos, y las funciones {6; };cn dadas por
Hi(aj) = 51']', VZ,j S N,
forman una base nodal de P asociada a los nodos {a; }iex-

5
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Notemos que elementos de Lagrange de orden s nos referiremos a aquellos tales que P

son los polinomios de orden s sobre K.

Un ejemplo concreto de elemento finito de Lagrange es el siguiente: Sea K un simplex en
R? con vertices {zi}ie{():d}. Sea k > 1, P igual a los polinomios de grado k de d variables,
v Ara = {a € N¥||a|] < k}. Tomamos ng, := (kgd) y consideramos el conjunto de
n0dos {aq }aca, , que cumplen a, — 2 1= Zie{lzd} (2 — 20)-.Sean ¥ := { fa}aca, , las
formas lineales en P que obedecen f,(p) := p(a,) para todo a € Ay 4. Luego, (K, P, X)
es un elemento finito de Lagrange, la demostracién se encuentra en (Ern y Guermond,

2021a, Proposition 7.12).

2.6. Interpoladores

Definicién 2.6.1. Una subdivision de un dominio U es una coleccion finita de dominios
{K;} tal que

w it K;Nint K =0 sii # 5.

Definicién 2.6.2. Sea Br la mayor bola contenida en un conjunto T', diremos que una
familia de subdivisiones {T"} es p—no degenerada si existe un p > 0 tal que para todo
T € {T"} y para todo h € (0,1] se cumple

diamBr > p diamT.

Ahora, sobre mallas p—no degeneradas, y un dominio politopal Lipschitz U C R+,
construyamos el operador de Scott y Zhang (1990). Para esto, a cada nodo a; de La-

grange de {7"} le asignaremos un conjunto o;, por casos:

1. Si a; esta en el interior del dominio del elemento K, luego o; = K.
2. Si a; esta al interior de una cara F', luego o; = F.

3. Para otros nodos que estén sobre un (d — 1)— simplex uno puede asignar una
cara 0; = I’ que contenga al nodo a;, salvo si a; estd en la frontera y estd en la

interseccién de multiples caras, en este caso, uno elige una en la frontera, F' C oU.
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Vamos a anotar n; el nimero de nodos de Lagrange sobre o;. Denotaremos los nodos

en o; por {ai,j};‘gl, en particular a;; = a;, y denotaremos la base nodal asociada a o;
por {¢;;}7L,, definimos la base L?—dual {1y} :

/ wl,](x)(bz,k(x)dx = 6]]437 j7 k= 17 e Ny,

por simplicidad, ¥; = v, ;.

Ahora, definiremos el operador interpolacién por

To =3 6(o) [ i@l

donde ¢; es funcion de la base nodal global.

Notemos que, siendo ; caras en la frontera de U, dado v = |J, v C U, podemos elegir

los 0; de manera adecuada tal que v|, = 0= Zv|, = 0.

Proposicion 2.6.1. Supongamos que se usan elementos de Lagrange de orden m — 1,

que {T"} es p—no degenerado y que k y p cumplen que
I>1sip=1, yk>1/p en otro caso.

Sea v e WFP(U), con0<s<k<myl<p< oo, luego:

1/p
( Z lv = Ih””?vw(m) < B ol @y

KeTh

Demostracion. Scott y Zhang (1990). O

2.7. Espacio de Sobolev—Bochner

Definicién 2.7.1. Sea X un espacio de Hilbert, fijamos un espacio de medida (S, A, p1)

para una funcion p—simple Zf\il 14, ® 2, y definimos

M
/Sfdu = (A,

Definicién 2.7.2. Una funcion fuertemente pu—medible f : S — X es Bochner—
integrable con respecto a p si existe una secuencia de funciones p—simples f, : S — X

tal que
lim / If = fulldp =0,
n—oo S

7
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y definimos por

/fd,u = lim /fnd,u
S n—oo S
a la integral de Bochner de f.

Proposiciéon 2.7.1. Una funcion fuertemente-medible f : S — X es Bochner—

integrable con respecto a i, iy solo si [o | fl|dp < oo.
Demostracion. (Hytonen et al., 2016, Proposition 1.2.2 ) O]

Definimos el espacio de Lebesgue-Bochner L?(X) como el espacio de las funciones
f:(0,T) — X que son fuertemente medibles con respecto a la medida de lebesgue ds

en J = (0,t), y que tienen norma
e = [ 1706 s < .
Para una funcién f € L?*(X) definimos f' € D'(J; X) por

F()=— /J £(s) - ¢/(s)ds € X; ¥ € D(.J).

Definimos los espacios de Sobolev—Bochner H*(X) como las funciones en L?*(X) tal
que para todo |a| < k las derivadas débiles f(®), pertenecen a L?(X), y dotamos a este

espacio con la norma

Hf”%{k()() = Z Hf(a)”%w()-

lal<k

Ademas, para un espacio de funciones a reales U y un espacio de Banach X, denotamos

el producto tensorial finito por

U®X = {Z%-vj IneN, g, €U,v, eX}.

j=1

La siguiente lista de resultados son conocidos, por ejemplo, de (Dautray y Lions, 1992,
Ch. XVIII).

Lema 2.7.1. (i) La inyeccion H'(X) — C(J; X) es continua, y

f(t)—f(s):/tf’(r)dr para todo f € H'(X) y s,t € J.
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(i) Sea X — H < X' una tripleta de Gelfand. Luego, el embedding L*(X) N
HY(X") — C(J; H) es continuo.

(i) Para f € L*(X) y ¢ € X' se tiene o([, fds) = [,¢(f)ds
(iv) Para X — H continuo y denso, el espacio C*°(J; X) es denso en L*(X)NH*(H).
(v) El espacio D(J) @ X es denso en L?(X).

(vi) Sea X — H — X' una tripleta de Gelfand. Para u,v € L*(X) N HY(X') la

formula de integracion por partes

T
/ (W', v)xex + (Vs u)xrex ds = (u(T), v(T)) i — (w(0),v(0)m
0
se cumple.
Lema 2.7.2. Para X — H continuo y X denso en X, el espacio C>(J) ®X es denso

en L*(X)NH'(H).

Demostracion. Por el Lema 2.7.1 (iv), el espacio C*°(J; X) es denso en L2(X)NH'(H),
por lo tanto, H'(X) es denso en L2(X)NH(H). Serfa suficiente probar que C*(J)® X
es denso en H'(X). Sea u € H'(X) dado y € > 0. Como D(J) ® X es denso en L*(X)
(Lema 2.7.1 (v)) entonces existe n € N, ¢; € D(J), v; € X, j=1,...,n tal que

Ju" — ¢s||L2(X) <eg, Y= Zgojvj.
j=1

Notamos que u(t )+ fo s)ds y definimos
nooat
0) +Z/ ©i(s)dsv;.
j=170
Tomamos ¢;(t) fo ©0;i(s)ds, ¢pnt1(t) = 1, v41 = u(0). Luego, u. = ZnH Pjv; €

C>®(J) ® X. Ademss, u. = 1. y u.(0) = u(0). Lo anterior sumado a aplicar una

estimacion de Holder en el tiempo nos da
= el p2(x) + Ju” — ulll2(x) < Ce,

donde C > 0 es independiente de e. Concluimos que C*(J) ® X es denso en H'(X).
Como X es denso en X podemos reemplazar en la demostracion, v; € X por v; € X

suficientemente cercano. O
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Lema 2.7.3. Para u € H'(H}(Q)) yv € HY(H'(Q)) la férmula de integracién por

partes
((T),v(T)) a1y — (u(0),v(0)) g1 @)xa—1(0)
T
:/o (u, 0v) i) xm-1(9) + (O, V) g1 Q) H-1(2) S
se cumple.

Demostracidn. Ambos lados constituyen una forma bilineal continua en H'(H{(£2)) x
HY(H Q). Parau e H'(Hy) y v e HY(L*(2)) tenemos

(w(T),v(T)) ma@yxa-1@) — (1(0),v(0)) a1 ) xz-1(0)

T
—/ (w, 00) g yxm-1(0) T (O, V) g1 Q)x—1(0) 48
0
T
= (u(T),v(T)) 120 — (u(0),v(0)) 202y — / (u, Ov) 1200y + (Opu, v) [2(0) ds = 0.
0

La tltima identidad es consecuencia del Lema 2.7.1 (vi) con X = H = L?*(2). Del
Lema 2.7.2 con X = H = HY(Q) y X = L*Q), el espacio H'(L2(2)) es denso en
HY(H=1(Q)), con lo que se concluye el resultado. O

Ahora, podemos demostrar el siguiente resultado:

Lema 2.7.4. Sea v € L*(H}(Q)) N HY(L*(Q)) yv € L*(Q) N H'(H1(Q)):
(1) siu(0),u(T) € H}(Q), luego

(u(T), U(T)>H3(Q)xH—1(Q) — (u(0), U(O»Hg(sz)xH—l(Q)

T
= / (@u, ’U)L2(Q) + <U s 8tU)H3(Q)XH71(Q) ds.
0
(11) Siv(0),v(T) € L*(R), luego
T
(@(T),v(T))e = (u(0),v(0))q =/ (Oru, v) 20 + (U, 00} g @) x1-1(s) ds-
0

Demostracién. Para demostrar (i), notemos que para u € L*(H}(Q)) N HY(L*(2)) fijo

con u(0), uw(T) € H}(Q), ambos lados de la integracién por partes son operadores

10
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lineales continuos de v en el espacio L?(Q) N H'(H~(2)). Para v € H'(L*()) se tiene
(w(T), v(T)) ma@yxa-1(@) — (u(0),v(0)) g1 ) xz1(0)
_ /OT(c?tu,v)Q + (U, 0pv) gy (w1 (2) 48
= (u(T),v(T))12(0) — (w(0),v(0)) r2(0) — /OT(atUa V) r2(e) + (4, 0v) r2(q) ds = 0,

donde la tltima identidad se obtiene del Lema 2.7.1 (vi) con X = H = L*(Q). Del
Lema 2.7.2 con X = L2(Q), H = H1(Q) y X = L*(Q), el espacio H'(L*(€2)) es denso
en L*(Q)N H'(H(9)), con lo que se concluye el resultado.

Para demostrar (i), notar que para v € L*(Q) N H'(H*(Q)) fijo con v(0),v(T) €
L*(©), ambos lados de la integracién por partes son funcionales lineales continuos de u
en el espacio L2(H}(2)) N HY(L*(Q)). Para v € H'(H}()) tenemos

T
(u(T),v(T))a — (u(0),v(0))a — / (Oru, v) 2(9) + (U, Opv) g1 (@ywr-1(0) 45
0
= (u(T),v(T)) 3 xz—1() — (w(0),v(0)) g1 @)xr-1(0)
T
- / <UaatU>Hg(Q)xH—1(Q) + <atU,U>H3(Q)xH—1(Q) ds =0,
0

donde la ultima identidad es consecuencia del Lema 2.7.3. Del Lema 2.7.2 con X =
H}(Q),H=L*Q)y X = H}(Q), se obtiene que H'(H}(Q)) es denso en L*(H}(Q)) N

HY(L?*(Q)), con lo que se demuestra lo que se querfa. ]
Lema 2.7.5. La funcién {f" | f € L*(Q)} — D'(Q), [+~ O.f es inyectiva.

Lema 2.7.6. Sea L : X — Y un operador lineal y acotado entre los espacios de Banach
X eY,yseaue HY(X). Luego,

(i) (Lu)(t) = L(u(t)) para todo t € J,

(1) Lu € HY(Y) y (Lu) = L(v).

Demostracion. La primera afirmacion se sigue de la definicién y el Lema 2.7.1, (ii). La

segunda afirmacién se sigue de (Ern y Guermond, 2021b, Lemma 64.34). n

Tenemos el siguiente resultado (ver (Berggren y Hégg, 2021, Theorem 4.5)):

11



Capitulo 2| Preliminares

Lema 2.7.7. Sean X,Y, Z espacios de Banach con la inyeccion continua Z — Y . Sea

T : X — Y lineal acotado. Luego, W = {x € X | Tx € Z} es un espacio de Banach

con la norma

lwllfy = llwllx + 1 Tw]Z-

12



Capitulo 3
Ecuacion de onda

Mostraremos resultados relacionados con la la ecuacién de onda en su forma de segundo

orden, en primer lugar:

Teorema 3.0.1 ((Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Thm. 8.1)). Sean f € L*(L*(f)),
go € H} (), g1 € L*(Q) dados. Eriste una inica funcién v € L*(HE(2))NH(L*(2))N
H?*(HY(Q)) tal que para todo v € L*(HL(Q)) se tiene
T T
| @) = 8 oD scpsanor ds = [ (7). v(s)nds

u(0) = go, Ou(0) = gi.

(3.1)

ademds, u € C(J; H:(Q)) N CH(J; Ly(Q)) y

HUHL“’(H(}(Q)) + [|0ull Lo 120y + Ouull 21 () (3.2)

S llzz) + lgoll ) + lgillze -

Ahora tenemos un resultado similar a (Evans, 2010, Section 7.2), pero, en esta ocasién

con {2 un dominio Lipschitz.

Lema 3.0.1. Supdn que u € L2(HL(Q))NHY(L*(Q))NH*(H~Y()) es la tinica solucidn
débil a la ecuacion de onda (3.1) con f € H(L*(Q)) y con condiciones iniciales u(0) =
0, dyu(0) = 0. Luego, ademds de (3.2) tenemos que con gy = 0, g1 = 0 se tiene
O € L=¥(H(Q)), Oyu € L>=(L*(Q)) v

|V aOiul| oo (L2(0)) + 10wl oo (22 S 110cf 2@y + 1f (0)][ 22

13



Capitulo 3| Ecuacion de onda

Demostracidn. Sea u,,: [0,T] — H () dado por
un(t) = ) df'(twy,
j=1

donde (w;);en es un sistema ortornormal completo en L*(Q2), es decir, (w;, wi)o = 0

y ademds es ortogonal en H; (), es decir, (V w;, Vywg)g = 0 para j # k.

Los coeficientes dj* estdn dados por la ec. de onda,

(Ot (1), wi)a + (Vaum(t), Vaws)a = (f(1), w;)o (3.3)

con d*(0) = 0, (d}*)'(0) = 0, para j = 1,...,m, ver (Evans, 2010, Section 7.2). En
(Evans, 2010, Section 7.2.2) se demuestra que existe una subsucesion que converge de

manera débil a la solucién variacional u de (3.1).

Siguiendo los argumentos de (Evans, 2010, Section 7.2, Theorem 5) tenemos que
1Buttn ()&, + IV Ot (D11 S N0uf11G + IV Ot (01 + (|91t (0) 1

Queda acotar ||Vg0ium(0)|la v [|9ium(0)]|o, para el primero notamos que (dj*)’(0) = 0,
y por lo tanto, dyu,,(0) = 0. Para el segundo, evaluamos (3.3) en ¢ = 0 y obtenemos

que
(Ontm(0),v)0 = (£(0),v)q — (Vaum(0), Vov)o Yu € span{w; : j =1,...,m}.

Como u,,(0) = 0 concluimos que ||Ouun,(0)|lo = (f(0), Ouum(0))q, por lo que por
Cauchy-Schwarz ||Oxu,m(0)|| < ||f(0)]. Juntando las estimaciones y pasando el limite

m — 00 obtenemos el resultado esperado. O

Procediendo de manera similar a (Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Sec. 9), podemos usar

el Teorema 3.0.1 para definir el espacio

X = {90 = (O — Ae) ' | g € LA(L*(Q)), 0(T) = dup(T) = 0} :

A continuacién, a partir de (Lions y Magenes, 1972, Ch. 3, Sec. 9, Thm. 9.3, Thm. 9.4,

Remarks 9.5 y 9.11) tenemos lo siguiente:

Teorema 3.0.2 (Ecuacién de la onda Ultradébil). Sea f € L2(H Y(Q)), g0 € L*(Q), y
g1 € HY(Q). Eziste una tnica funcién v € L*(L*()) N HY(HY(Q)) tal que

/0 (u(s), Oup(s) — Azp(s))ads

T
= /0 (f(8), () m1(@yxmi) ds + (g1, 9(0)) g-1(0)xzi () — (90, Oip(0))a,

14
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para todo ¢ € X. Se tiene

|l oo (z2(0)) + 10| oo 1)y S I f 210 + llgollz2@) + lg1lla—1)-

Ademds, u € C(J; L*(Q)) N CH(J; HY()) con u(0) = go, d;u(0) = g;.

15



Capitulo 4

Sistema de primer orden

Definimos el siguiente sub-espacio L?(Q)*4,

Vi={(v,0) € L*(Q)""| Ao(v,0) € L*(Q)"*"}
= {(v,0) € L*(Q)"™ | div; (v, —a) € L*(Q), 0,0 — Vv € L*(Q)}.
Sea || - ||y la norma de grafo asociada a V, ie., for (v,0) €V,

1w, @)IE = 1I(v, @)lIi2yx L2y + I divea(v, —0) gy + 10:0 — VavlLa(g)-
Tenemos directamente:, cf. Jensen (2006).

Lema 4.0.1. El espacio (V, || - lli7) es un espacio de Hilbert.

Para poder definir condiciones iniciales, necesitamos un operador de traza adecuado

para el espacio, que nos dara el siguiente lema:

Lema 4.0.2. La estimacion
10wl 21 (0) + 100 (| 210 S (v, o)l

funciona para todo (v,o) € V. En particular, el operador de traza:

Vo S HYQ) x HY(Q),
(v,o) = (v(0),0(0))

Yo

es un operador lineal acotado bien definido.
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Demostracion. Seguimos argumentos similares a los de (Antonié¢ et al., 2013, Lemma 2)
resp. (Gantner y Stevenson, 2021, Lemma 2.1). Sean (v,0) € V dados. Primero, note-

mos que divy, o € L*(H*(Q)) con
H diV;c O'HLQ(H—1(Q)) S HO-HLQ(Q)'
Como divy (v, —a) € L*(Q) obtenemos que dyv € L*(H1(Q)) con

10| z2(r-1(0)) < [ diveg(v, —0)|[2(5-1(0)) + || dive o[ L2(m-1())
< [ divea(v, —o)ll2) + llollz2@ < (v, o)l
El Lemma 2.7.1 implica que v € C(J; H~1(R)), por lo tanto, v(t) € H~*() con
lo@)[a-1@) S vllz2-1@) + 100l 210 < [0, 0)l5-

Queda demostrar estimaciones similares para 0;o. Siguen argumentos parecidos a los

anteriores. OJ

Para incorporar las condiciones iniciales, definimos el siguiente espacio:
Vo= {(v,cr) eV | (v,0) € L*(Q) x LQ(Q)}
2

con la norma de grafo [|(v, )|y, = [|(v, &) [IF + (v(0), & ()20 L2

Lema 4.0.3. El espacio (V.|| - |lv) es un espacio de Hilbert.

Ahora, incluiremos las condiciones de borde Dirichlet. Para esto necesitaremos el si-

guiente espacio:
Y ={pe H (Hy(Q)NH(L*(Q)) N L*(H(Az; Q) | o(T) = 0, 8pp(T) = 0} ,
donde L?(H(Az; ) = {v € L*(Q) | Azv € L*(Q)}, equipado con la norma
lelly = IVarlly + IV20lld + 1 Azlll + 10uell-
Definimos el operador D: V — Y’ para (v,0) € V, ¢ € Y con
D(v,a)(¢) = (010 = Vav, Vap)q + (0, Vadip)g — (v, Asp)q + (07(0), Vaip(0))o.

Notamos que D es continuo, i.e., |[D(v,o)|y' < ||(v, 0)|v para cada (v, o) € V, por lo

que

Vo :=ker D

17
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es un subespacio cerrado de V', en particular, es Hilbert.

Este operador D estd asociado a condiciones de borde Dirichlet, como podemos apreciar

del siguiente lema.

Lema 4.0.4. Sea (v,0) € V con v € L*(H(Q)). Luego, (v,0) € ker D si y solo si
ve L*(HLHQ)).

Demostracién. Notemos que (v,0) € V y v € LA(HY()) implican que 9,0 € L2(Q),
por lo que, o € H'(L?(f2)). Usando integracién por partes, con V(1) = 0 obtenemos

T T
D(U7 0-)(90) = / (—VZU, VZQO)Q - (Uv A;CQD)Q ds = / _<U ) vw(p . nw)@ﬂ ds.
0 0

Aqui, Vzp-n, corresponde a la derivada normal de ¢ en la frontera J x 9€). Supongamos
que v € L*(H()),luego, D(v,a)(p) = 0 para todo ¢ € Y por la ultima identidad.
Ahora, probemos la otra direccién de la equivalencia , supongamos que D(v,0)(¢) = 0

para todo ¢ € Y, es decir:

T
/ <U7vm90'nm>8§2d520 VQDGY
0

Como 2 es un dominio poligonal existen conjuntos abiertos disjuntos a pares
Iy,..., T, €00 tal que U;L:1 T'; = 09. Fijemos j y sea ¢ € D(I';). Tenemos que existe
Y e HX Q)N H(Q) con Vytp -ngy =den Ty Vb - my =0 en Iy, k # j. Tomando
un p € D(J) arbitrario, tenemos que, usando ¢ = pup € Y tal que V- ng = uo,

T
/ (v, 1), ds =0 Ve D(J), é € D(T,).
0
Por la densidad D(J) @ D(L;) en L*(L*(T;)) concluimos que v|;xr, = 0. Esto se cumple
para todo 7 =1,...,n, con lo que concluimos la demostracion. O
4.0.1. Resultados principales

El primer resultado principal es:

Teorema 4.0.1. El operador A: Vo — L*(Q) x L*(Q) x L*(2) x L*(Q) es un isomor-

fismo. En particular,

0.0 Bagyez2iar < 1AW, 0)lizpeaxizanea V(. 0) € Vo

18
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Demostracion. E1  operador A es lineal y continuo. Combinando los Le-
mas 4.0.5, 4.0.6, 4.0.7 y 4.0.8 de abajo se concluye que A es biyectivo. Como con-
secuencia del Open Mapping Theorem de Banach, tenemos que la inversa de A es

continua. OJ

El segundo resultado principal nos senala que las funciones suaves con condiciones

Dirichlet homogéneas son densas en Vj. La demostracion estaréd en la seccién 4.0.3.

Teorema 4.0.2. El espacio C™® := {(v,0) € C®(Q)'* | v|sxo0 = 0} es denso en V.

4.0.2. Analisis del operador asociado a la ecuacién onda de

primer grado

A través de los siguientes tres lemas demostraremos que el operador A es sobreyectivo.

Lema 4.0.5. Sean f € L*(Q), up € H}(Q), uy € L*(Q) dados. Ezisten (v,o) € Vj tal

que

A(v,0) = (f,0,uy, Vgup)

I, o)llv < 2@ + 1 Vauollz2@) + [lual 2 (@)

Demostracién. Primero, seau € L*(H}(Q))NH(L*(Q))NH?*(H1(Q)) la tnica solucién
ala ecuacién de onda (3.1), sean (v, a) = (Qyu, Vzu) € L2(L*(Q))x L?(L*(R))). Tenemos
que div, (v, —0) € L*(Q) y 0o = Vv € L*(H(Q)). A continuacién, notamos que
v(0) = du(0) = u; € L*(Q) y por el Lema 2.7.6 (i), a(0) = (Vzu)(0) = V4 (u(0)) =
Veug € L*(Q). Concluimos que (v,o) € V. Falta demostrar que (v,o) € ker D. Sea

¢ € Y arbitrario. Usando o = V,u, v = dyu, 0,0 — Vv = 0 obtenemos

D(v, o)(p) = /0 (Vatr, 0V a0V — (O, Awp)ords + (0(0), Vap(0)).  (41)

Tenemos que Oyp € L2(HY(Q)) y Azp € L*Q). Por lo tanto, Aydyp = OAzp €
L2(HYQ) y Agp(t) € HY(R) para todo t € J. Ademss, u(0) € H(Q) y u(T) €

H(2). Con lo anterior, se tendrd la siguiente integracién por partes:

/0 (Osu, Agp)a ds = /o (Vau, i Vap)a ds + (Vzu(0), Vap(0))q. (4.2)
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Combinando (4.1) y (4.2) y usando que V,u(0) = o(0) concluimos D(v,o)(¢) = 0
para todo ¢ € Y con lo que (v, o) € V.

El resultado de estabilidad es consecuencia de la estabilidad de (3.1) con v = Gu,

o = V,u. O

Lema 4.0.6. Sea g € L*(V,(H}(Q))) dado. Existe (v,a) € Vy tal que
A(v,0) =(0,8,0,0) vy [[(v,0)lv < llglle>@-

Demostracién. Sea f = diveg € L*(H'(Q)), g0 = 0, g1 = 0y u € L*(Q) N
HY(H7(9Q)), la solucién ultradébil que nos entrega el Teorema 3.0.2. Ademds, tome-
mos a ¢ € L*(V,H}(Q)) como el tinico elemento tal que div, o = Ou. Tenemos
que (v,0) = (u,0) € L*Q)', y también que O — div,o = 0 € L?(L*(Q)). A
continuacién, demostremos que ;o — Vv = g € L?(L?*(Q)), que por densidad de
D(J)@D(Q)4 C L*(L*(Q)) y linealidad, se reduce a demostrar que para todo ¢ € D(J)
v & € D(Q)? se tiene

/J(gaﬁ)QSOdS Z/—(0,6)98t90+ (v,divg €)ap ds.

J

Teniendo & = Iy, g1 )€ +1lv,m1()r & =: §o+&1, y notando que g, 0 € LA(V.HL(Q)),

que implica que (g,&,) =0= (0,€1) y div, &€, = 0, nos quedaria demostrar que:
[ @ opds = [~ &adie + (0. dive lag ds (4.9
Tomemos x € H}(Q) tal que Vgx = Iy, mi@§ v notemos que ¢ := px cumple
On¢ = Oupx € L(L*(Q)) y Dot = @ dive Iy, g1o)€ = pdive £ € L*(L(Q)).

Concluimos que ¢ € X. Como v resuelve la ec. de onda ultradébil:

T T
—/ (v, 0o — Agp)a ds = —/ (dive 8, @) m1(@)xmi(Q) 48
0 0 (4.4)

T T
—/ (g,szD)nds—/ (g,&0)ao ds.
0 0

20



Capitulo 4 | Sistema de primer orden

Por otro lado,

T T
—/ (v, 0up — Dzp)ads = | (09X, 00) g yxu—1() + (v, divg §)ad ds
0

~

X divy o H}(Q )xH‘l(Q)at¢+(v7divz€)ﬂ¢ds
(4.5)

zXa Qat¢ + (U dlvz E)Q(bds

( g, SO)QatQ5 + (Ua le:c €O)Q¢ dS,

1
O\..o\)%o\;o

donde usamos la integracién por partes del Lemma 2.7.4 (ii) en la primera identidad.
Combinando (4.4) y (4.5) probamos que (4.3), y por lo tanto, ;0 — Vv = g € L*(Q).

Ahora, estudiemos las condiciones iniciales. El Teorema 3.0.2 nos da v(0) = 0 € L*(Q),
y el Lema 4.0.2 nos demuestra adicionalmente que div, o(0) = d,u(0) = 0. Ademas,
como o (0) es gradiente de una funcién Hj(€2), concluimos que o (0) = 0. Nos queda
demostrar que (v, ) € Vj. Sea ¢ € Y dado. Por el Lemma 2.7.6 (i1), ;Vgp = V0,

y por la definicion de o tenemos que
T T
/ (o, VzOp)ads = —/ (dive o, 0i0) 11 () xHL (@) 48
0 0

T
= —/0 (O, Orp) (w11 () d5-

Por el Teorema 3.0.2 se cumple v € L*(Q) N H'(H(Q)) con v(0),v(T) € L*(2). Por
la definicién del espacio Y obtenemos d;p € L*(HJ(2)) N H'(L?*(2)). Luego podemos
aplicar el Lema 2.7.4 (ii) y como v(0) = 0 and 0,¢(T") = 0 obtenemos que

T T
/ (o, VaOip)ads = / (v, Oup)a ds. (4.6)
0 0

Notamos que Y C X. Como v cumple la ecuacion ultradébil del Teorema 3.0.2, llegamos

a que
T T
| 0w - depads = [ (8. Vaplads
0 0
Combinando lo anterior con (4.6), 0,0 — Vv =g v o(0) = 0 podemos concluir que

T
/ Vap)o + (0, Vadip)a — (0, Ap)a ds
0

T
/ Vzo)a+ (v,0up — Agp)qds = 0.
0
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Esto demuestra que (v,0) € V. Por la estabilidad de la ec. de onda ultradébil y que

lo|lL2@) = || dive o[ L2(a-1(q)), tenemos

vllz2q) + llollz2@) = lullz2@) + | dive o || 21y = |ull 2(@) + 10:ul| L2 (-1(0))

S 1dive gl z2-1(e) =~ 8llz2@);
con lo que obtenemos ||(v,a)|lv < [Igl2(@), lo que termina la demostracion. O

Lema 4.0.7. Sea gt € L*(VoH (1) y o5 € VLH(Q)* dados. Eriste (v,0) € Vj

tal que
Alw,0)=(0,g7,0,0q) y [(v,0)llv Sllg*llze + log @)

Demostracion. Tomemos v := 0y o(t) := o + fg gt (s) ds. Luego, como div, o5 = 0
y divy gt = 0, se tiene O,v — div, o = divy o = 0. Ademés, 0,0 — Vv = 0,0 = g+,
También, v(0) =0 € L*(Q) y (0) = o5 € L*(). Faltarfa demostrar que (v, o) € Vp.
Sea ¢ € Y dado. Usando que V,p(7T) = 0 obtenemos por integracién por partes que

D(u,o)(p) = /O (00, Vapla + (0,0 Vep)ads + (a(0), Vap(0))o = 0.

Por lo tanto, (v, o) € Vp. Finalmente, los resultados de estabilidad se obtienen de acotar

la integral de forma conveniente y que v = 0. O]

A través del siguiente resultado obtenemos que A es también inyectiva.
Lema 4.0.8. Si A(v,0) = 0 para algin (v,o) € Vj, luego (v,0) = 0.
Demostracion. Sean (v, o) € V dados que cumplen A(v, o) =0, i.e.,

O —divgy o =0,

Oy — Vv =0,
v(0) =0,
o(0) =0.

A continuacién demostraremos que (v, o) satisface la ec. de onda ultradébil con con-

diciones de borde Dirichlet y que por lo tanto, (v,6) = 0 por el Teorema 3.0.2. Sea
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© € X con Ay € L*(Q). tomemos g := Jyp — Ay y sean g, € C5°(Q) una secuencia

con g, — g en L?(Q). Tomemos ¢, € X la tnica solucién de la ec. de onda

attgpn - Am@n =0gn €1 Qa

80n|(0,T)xaQ =0,

Por las estimaciones de regularidad, ver Lema 3.0.1, obtenemos que
Orpn € L¥(Hy(Q)),  Oupn € L(L*()). (4.7)

En particular, 9, € L*(Q), por lo tanto, Ay, = Oupn — gn € L*(Q). Tenemos que
on €Y.

Como (v,0) € ker D, 0,0 — Vv =0, o(0) = 0 se cumple que

0= D(”? 0')(9071) = /0 (VmatSOM O')Q - (A:c(:pm U)Q ds. (48)

Queda por analizar el primer término del lado derecho. Primero, como 0;v —div, o = 0,

tenemos que

T T
/ (O', Vwﬁtwn)g ds = — / <8tv s atQOn>H—1(Q)XHé(Q) ds. (49)
0 0

Luego usamos el lemma 2.7.4 (7). Para esto, notamos que v € L*(Q)NH'(H~*()) por la
definicién de Vj y el Lema 4.0.2, y Oy, € L*(HJ(2)) N H(L*(2)) con 0y, (0) € H(Q)
por (4.7). Teniendo en cuenta que v(0) = 0y 0y¢,(T) = 0, obtenemos

T T
— / (3tv s 8t907L>H*1(Q)><Hé(Q) ds = / (?}, attSOn)Q ds. (410)
0 0

Usando (4.8), (4.9) y (4.10) obtenemos

T T
/ (0, Do — Do) ds — / (0, Vadion)o — (1, Aol ds = 0.
0 0

Tomando el limite n — oo concluimos que
T
/ (v, O — Ngp)ads =0 for all p € X with Agp € L*(Q).
0

Por el Teorema 3.0.2 tenemos que v = 0. Finalmente, 0,0 = Vv = 0 junto a (0) =0

implican que o = 0, por lo tanto, (v,0) = 0 con lo que se obtiene lo que se queria.
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4.0.3. Demostracion del Teorema 4.0.2

Similarmente a la definicién del espacio V' podemos usar el Lema 4.0.2 para definir el

operador de traza yr al tiempo final T', y los espacios

Vi = {('U,O') eV | vr(v,0) € L*(Q) x LQ(Q)}7
Yr = {p € H'(Hy(Q)) N H*(L*(Q)) N L*(H(Ag;Q)) | 9(0) = 0, 3ip(0) = 0},

con Vr v Yr equipado con las normas vectoriales respectivas. Luego,definimos el ope-

rador lineal acotado Dr: Vi — Y/ por
Dr(v,0)(¢) = (00 = Vau, Vo) + (0, Vadip)g — (v, Axp)q — (0(T), Voo (T))
para (v,o) € Vi, p € V.

Demostracion del Teorema 4.0.2. Vamos a probar un resultado ligeramente distinto:
sea Hj, 50(Q) el espacio de las funciones H'(Q) que son cero en J x 99 C Q). Vamos
a demostrar que W = HJ} ,0(Q) x (L*(H (div,;Q)) N HY(L*(Q))) es denso en Vj,.

Notemos que tenemos la inyeccién continua W — Vj, v las densidades

{v€C®(Q) | vlwon =0} en  Hj x0(Q),

C®(N) @ C>®(Q)?* en L*(H(divy; Q) N HY(L*(Q)),

donde la segunda densidad surge del Lema 2.7.2 (ii) y la densidad de C*°(Q)¢ en

H (div,; §2). Por lo tanto solo es necesario probar que W es denso en V4.

La densidad de W es equivalente a probar que para cada ¢ € (V;) con £((v,0)) =0
para todo (v, o) € W se cumple que ¢ = 0. Sea ¢ € (V)" dado. Usando la representacién

de Riesz y el Teorema 4.0.1 tenemos que existe un tnico (w,x) € Vj tal que

(v, 0)) = (Ao(w, x), Ao(v,0))q + ((w(0), x(0)), (v(0), &(0)))a (4.11)

para todo (v, o) € Vj.

Suponemos que £((v,o)) = 0 para todo (v,0) € W. Tomemos (v,0) € D(Q)**?

(u, T) = Ao(w, x) € L*(Q)'*% La definicién de derivada débil implica que

y

0= E((Uv U)) = ((uv T)7 AO(U’ 0))@ = _<A0(u7 T) ) (U’ G)>D’(Q)XD(Q)'

por lo tanto, L2(Q)*? 3 Ay(u, T) = 0. esto significa que (u,7) € V.
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Ahora probemos que (u(T'), 7(T')) = 0. Para eso tomemos (v, o) € [C®(J)@D(Q)]'+? C
C> C W con (v(0),0(0)) = 0 y notemos que (u,7) € (L*(Q) x H'(H1(Q)))*.

Aplicando la integracién por partes del Lema 2.7.4(i) obtenemos

(yr(u,7), (v(T), U(T)>>(H*1(Q)><H3(Q))1+d
— /OT<8t(u, 7), (v, J))(H_l(g)xHé(Q))Hd + ((u, 1), 0,(v, 7)) ds
= (Ao(u, 7), (v,0))q + ((u, 7), Ao(v, 7))
+ /0T<din T, V) gy @)xmi@) T (Vall, 0) g1 qyxmi @) ds

+ (u,divy 0)g + (T, Vav)g
= (Ao(u, 7), (v,0))q + ((u, 7), Ao (v,0))q = 0+ £(v,0) = 0,

donde hemos usado la definicién de los operadores V(+), divg(:) como distribuciones
y que Ag(u,7) = 0. Concluimos que yr(u,7) = 0 o equivalentemente u(7) = 0 y
7(T)=0.

Ahora demostremos que (u, ) € ker Dy. Tomemos ¢ € Y7 y notemos que (0, V) €
W. Luego, usando que ((u, 7),Ao(0, Vzp))g = €(0,Vep) =0 (por (4.11)) y 7(T) =0,
A(u, 7) = 0 deducimos

Dr(u, 7)(¢) = (O — Vau, Vop)g + (7.0 Vap)q — (v, Asp)q — (T(T), Voo (T))a
=0+ ((u,7), A0, Vap))g +0=£(0,Vyp) =0.

Esto prueba que Dr(u, T)(Vzy) = 0 para todo ¢ € Yr.

Para concluir notamos que (u,7) € V con w(T) = 0, 7(T) = 0y (u,7) € ker Dr.
Argumentando como en 4.0.8 (intercambiando condiciones iniciales y finales) tenemos

(u,7) =0, y, por lo tanto, Ag(w, x) = (u, T) = 0. Luego,

0=£((v,0)) = (Ao(w; x), Ao (v, 7)) + ((w(0), x(0)), (v(0), 5(0)))e
((w(0),x(0)), (v(0),(0)))o  ¥(v,0) € [C*(]) @ D(Q)]*! C C=.

Por lo tanto, (w(0), x(0)) = 0. Esto junto a que Ay(w, x) = 0y (4.11) prueba que £ = 0

lo que termina la demostracion. O
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Ahora, formularemos un método de elementos finitos a partir del Teorema 4.0.1. Luego,

discutiremos un algoritmo adaptativo y veremos algunos experimentos numéricos.

5.0.1. Formulacion Minimos cuadrados y discretizacion

dado f € L*(Q), g € L*Q), vo € L*(Q), o9 € L*), definiremos el funcional
(cuadratico) G: U — R por

G(U7U; f7g7UO7UO) = ||A(’U,O’) - (f?gvv()a UO)|’%2(Q)1+‘1XL2(Q)1+‘1
= [0 — divgy o — szQ + |0y — Vv — g;HZ2
+1v(0) = voll§, + lo(0) — o[-

Notemos que la solucién de la ecuacién de onda de primer grado, i.e, A(v,o) =
(f,8,v0,00) es un minimizador de G. Ademas, el Teorema 4.0.1 implica la equivalencia

de normas
G(v,0;0,0,0,0) = ||(v,0)|3 V(v,o) € Vp. (5.1)
Sea Vj, C V4 un sub-espacio cerrado, consideremos el problema de minimizacién

(vp, o) = arg min G(vy, op; f, 8, Vo, 00). (5.2)
(wvx)evh
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Introduciendo la forma bilineal a: VxVy — R, y el funcional lineal acotado F': V; — R,

a(v,o;w,x) = (O — divg o, dw — divg X)g + (010 — Vv, 0ix — Vzw)g
+ (v(0),w(0))a + (a(0), x(0))e,
F(v,o) = (f,0w — divy X)q + (8, 0ix — Vaw)g
+ (v, w(0))a + (70, x(0))o
para cada (v,o), (w,x) € Vp, tendremos que la ecuaciones Euler-Lagrange para el
problema (5.2) son: Encontrar (v, o) € V, tal que
a(vy, op; wh, Xn) = Flwn, xn)  Y(wn, Xn) € Vi, (5.3)

Teniendo en cuenta la equivalencia de norma (5.1), la teoria de elementos finitos Mini-
mos cuadrados , ver, en particular, (Bochev y Gunzburger, 2009, Chapter 3, Theo-

rem 2.5) se obtiene el siguiente resultado.

Teorema 5.0.1. Sea f € L*(Q), g € L*Q), vo € L*(Q), oy € L*Q) dado. Los

problemas (5.2) y (5.3) son equivalentes y admiten una solucion unica (v, o) € V.

Sea (v,0) € Vg la solucion unica de

A(”? U) = (f7 g, Vo, 0-0)'

Entonces, existe una constante C' > 0 solo dependiendo de la constante de equivalencia

de normas, de (5.1) tal que

[(v,0) = (vn,on)llvy <C min_|[(v,0) = (wn, xn)llv-
(Wh,XR)EVR

En esta ocasion usaremos una discretizacién en el espacio-tiempo con polinomios a

trozos que son globalmente continuos.
Sea T la descomposiciéon de Q = J x  en simplices abiertos de R*? que sea p—no
degenerado . Sea hy € L*(Q) la funcién dada por hr|r = diam(T"). Sea PP(T) el
espacio de polinomios de grado < p € Ny en T' € T y definamos
P'T) ={ve L*Q) |vlr e PP(T)NT € T},  SY(T)=P(T)NH(Q),
SHT) = SM(T) N Hyon(@) v Vip=SH(T) x [SY(T)]"
Por el Lema 4.0.4 tendremos que Vi, C V4. El método LSFEM para la ecuacién de
onda estarda dado por (5.3) con Vj, = Vi,

Una consecuencia del Teorema 5.0.1 y de la Proposiciéon 2.6.1, es lo siguiente
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Corolario 5.0.1. Sean p € N y V;, = V. Usando la notacion del Teorema 5.0.1,

suponga que la solucion exacta cumple (v,o) € HPTH(Q)*. Luego,
(v, o) = (vn, o) lv S 17l | (0, ) || 1 (14

Demostracion. Notamos que para cualquier (w,x) € H'(Q)%"! usando la desigualdad

triangular y el teorema de la traza en H'(Q), se obtiene

1w, )5 = 11w, X172 (gyra + [Mo(w, X) 172y + 170w, X) 17 2(yrea
N H(wJX)leql(Q)Hd + ||’70(w>X)H%2(Q)1+d S ||(w7X)||?-Il(Q)1+d‘

con el Teorema 5.0.1 obtenemos

[(v,0) = (vh,on)llv S min_ [[(v,0) = (vh, Tn)|| g1 (Q)1+4
(Wh,XK)EVR
< H(U70-> - IT(UJO-)”Hl(Q)lJFd‘

con Zy(v,o) el quasi-interpolador Scott—Zhang aplicado sobre cada componente de
(v, o), notamos que podemos construirlo de tal manera que conserve las condiciones

homogéneas, luego obtenemos el resultado de la Proposicion 2.6.1. O

5.0.2. Estimador de error a posteriori y algoritmo adaptativo

Sea (vr,o7) una solucién de (5.3) con V;, = V. Definimos para cada 7" € T un

indicador de error dado por

np = 0w — dive o — fl[7 + |00 — Vav — g7

+[1v(0) = vollraq + 1(0) = oollrna

y un estimador global dado por n7 = /> ycr 17

Usando que A(v, o) = (f,g,v0,00) y el Teorema 4.0.1 obtenemos

nr = [Avr = v.07 = 0) L2 graxrzpea = [ (,0) = (v, o7)[I7

esto siginifica que el estimador ny es eficiente y confiable.

Consideremos el siguiente loop adaptativo comun:
» Resolver el problema (5.3),
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» Estimar (calcular los indicadores de error ny),
= Marcar elementos de 7 para refinamiento,

= Refinar por lo menos todos los elementos marcados para obtener una nueva malla

T.

El paso de marcado es realizado a través del siguiente criterio: dado un parametro

0 € (0,1), encontrar el (menor) conjunto de elementos marcados M C T que cumplen

Oy < >
TeM

5.1. Ejemplos nimericos

A continuacién vamos a ver algunos ejemplos para dimensién d = 1 y d = 2. El
método LSFEM fue implementado en NETGEN/NGSOLVE Schoberl (2014). La

implementacion se puede encontrar en el siguiente link github.com/tofuuhh/LSQwave.

Para todos los experimentos se usé como dominio el cubo de (1 + d) dimensiones () =
Jx Q= (0,1) x (0,1)% y se utilizé el pardmetro § = }l para los experimentos del
algoritmo adaptativo.

5.1.1. Solucién suave para d =1

Consideremos u(t,z) = 1t*sin(mz). Luego, v = dyu, o = d,u resuelve la ec. de onda
de primer grado con f = Oyu — O,,u, g = vg = o9 = 0. Para una secuencia de
mallas uniformemente refinadas @, el Corolario 5.0.1 da predicciones alineadas con los

resultados, ver Figura 5.1.

5.1.2. Pulso gaussiano para d =1

Consideramos un ejemplo similar al que aparece en (Gopalakrishnan y Septlveda, 2019,

Section 6.4). En particular tomamos como datos:
F=0=g v =2k(z—pe ™ oy=—u
con k = 1000, p = 0,2.
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10° | a 10t | <
- L i ]
SH
S 107 15 w0 -
*g ‘g i ]
Z 1070 1 g 0t E
© v & 1
—-r=2| [—e— p-=1 i
10_9 | | e p = 3 ‘e, | 10—2 H =fil= p = 1 adap. -
[T L LIl L \\\HH‘ L \\\HH‘ L \\\HH‘ Ll 7\ [N [T L \\\HH‘ L \\H\H‘ L \\\HH‘ =
102 10*° 10* 10° 106 102 10* 10* 10° 106
degrees of freedom degrees of freedom
LA IR IR IR IR
10" ¢ o
= I IS i ]
f 100 & E S 10° E
Q - | Q - .|
é i ] g i ]
£ 107 {2 107 E
¢ i 19 i ]
|| =—@= p=2 8 || =@= p=3 8
10—2 E == p = 2 adap. = 10—2 H == p = 3 adap. E
L [N [N Lol Lol - O T L [N L (R L (R .|
102 10*  10* 10° 106 0% 10t 105 10°
degrees of freedom degrees of freedom

Figura 5.1: Superior Izquierda: solucién suave y d = 1. La linea punteada corresponde

a O(dim(V,)7P/2). El resto: pulso para d = 1 con refinamiento uniforme y adaptativo.
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Una solucion exacta no es conocida. Comparamos los resultados en una secuencia de
mallas refinadas de manera uniforme y una secuencia de mallas refinadas de manera
adaptativa para p = 1,2,3. La Figura 5.1 muestra los resultados. Para p = 1 existe
una fase pre-asintotica larga para ambos métodos. Para p = 2,3 la convergencia es
mas rapida, especialmente usando el algoritmo adaptativo, eso si, es dificil identificar

el orden de convergencia.

5.1.3. Solucién que no cumple con las condiciones de borde

inicialmente, con d =1

Consideramos f = 0 =g = o9, vp = 1. La solucién (v, o) es constante a trozos en los

triangulos
Tl = A(’Zla 22, Z5>7 T2 = A(’ZQa 23725)7 T3 = A(Z3J 24725)7 T4 = A('247’217’25)7

donde z = (0,0), zo = (1,0), 23(1,1), 24 = (0,1), y 25 = (3, 3). En particular,

—1 (t, .Z') € Tz, 1 (t, .Z') € T17
v(t,r) =<1  (t,z) €Ty, o(t,r) =19 -1 (t,z)€Ts,
0 en otro caso, 0 en otro caso.

Debido a los saltos de la solucién, uno espera convergencia més lenta. Esto se observa
en la Figura 5.2 para una secuencia de mallas uniformemente refinadas. El método
adaptativo mejora la convergencia después de la fase pre-asintotica, pero no se obtiene

velocidades optimales de convergencia, con respecto al orden de p.

En la Figura 5.2 vemos la componente v de la soluciéon para un malla refinada de
manera adaptativa. Se observa mayor refinamiento a lo largo de las caracteristicas

t=z,t=1-—=x.

5.1.4. Solucion suave para d = 2

Consideramos u(t, z) = 1¢*sin(mz) sin(my). Luego, v = dyu, o = d,u son solucién de la
ec. de onda de primer orden con datos f = Oyu — Azu, g = vg = a9 = 0.
En una secuencia de mallas con refinamiento uniforme se obtienen resultados que con-

cuerdan con las predicciones del Corolario 5.0.1. Ver la Figura 5.3.
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Figura 5.2: Estimadores para el ejemplo de la seccién 5.1.3. la linea discontinua indica

O(dim(Vy,)~®). El gréafico inferior derecho representa la solucién en una malla con

56160 elementos para p = 1. El eje horizontal corresponde al dominio espacial 2 = (0, 1).
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Figura 5.3: Arriba a la izquierda: Solucion suave y d = 2. La linea punteada corres-
ponde a O(dim(Vi,)7/3). Otros gréficos: Pulso con d = 2 con refinamiento uniforme

y adaptativo. La linea punteada corresponde a O(dim(V7r,)~%).
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Figura 5.4: Estimador para una secuencia de mallas refinadas de manera uniforme y

adaptativa, del ejemplo de la seccién 5.1.6. La linea discontinua representa O (#dof ~*1).

5.1.5. pulso gaussiano para d = 2

Consideramos un pulso definido de manera similar a (Gopalakrishnan y Sepilveda,
2019, Seccién 6.6) dado por

1
Uo(l’,y) = _67200((x7072)2+(y7072)2)7 0-0(‘%7 y) = _UO(Ivy) <1> )

> 2) (y—02—t
ftoy) =0, g(t,z,y) = 40020 (@020 +(-02-07°) (y 0 t) .
r—0,2—

La Figura 5.3 (gréfico derecho) muestra el error del estimador para mallas con refina-
miento uniforme y adaptativo. Las adaptatividad ayuda a obtener mejores velocidades

de convergencia. Puede ser un fenémeno pre-asintotico.

5.1.6. Solucién que no tiene condiciones de borde cero inicial-

mente, con d = 2

Tomamos f =g =0y =0y vg = 1. Claramente vy no cumple con las condiciones de
borde, i.e., vg ¢ H} ().

La Figura 5.4 muestra el estimador de error en una secuencia de mallas refinadas de

manera uniforme y adaptativa. Obtenemos una convergencia reducida de O(#dof ")
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que no se ve mejorada por el algoritmo adaptativo. La razén de esta menor convergencia
estda dada por las condiciones iniciales que no cumple con condiciones de borde cero, y
la eleccion del espacio de aproximacion, resultados similares han sido observados para
LSFEM en problemas parabdlicos, ver Fiihrer y Karkulik (2021). En el caso de los
problemas parabdlicos, se pudo mejorar la convergencia con nuevos elementos finitos,

en Gantner y Stevenson (2022).
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Conclusion

En esta memoria, hemos podido analizar una formulacion de primer orden de la ecuacion

de onda, en donde:

Se han introducido preliminares tedéricos para el andlisis del problema.

= Se ha encontrado una traza adecuada para el problema, y se define un espacio

apropiado Vj.

= Se ha conectado la formulacién ultra-débil de la ecuaciéon de onda, con la formu-

laciéon de primer orden.
= Se ha demostrado existencia y unicidad del problema en 1}
= Se ha demostrado la densidad de las funciones suaves en el espacio Vj

= Se obtienen cotas a priori para un método de elementos finitos tipo minimos

cuadrados

= Se muestran experimentos computacionales, tanto en mallas uniformes como con

mallas adaptativas.

Destacamos también que lo realizado en este trabajo trae nuevas preguntas, por ejemplo:

= ;Cudl es un espacio adecuado para el problema Dirichlet no homogéneo?

= ;Se pueden fabricar elementos finitos para mejorar la convergencia del método

adaptativo?
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= ;Se puede extender el andlisis a problemas relacionados, por ejemplo, el de la

elastodindmica?

En resumen, hemos aportado en la comprensiéon de la ecuacién de onda en su formula-
cion de primer orden, y también hemos sentado bases para extender estos analisis para

nuevos problemas.
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