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Resumen

Esta memoria estudia la familia de funciones de pérdida L, en el entrenamiento de redes neuronales
profundas, situdndola dentro del marco de la teoria estadistica de la decision de Wald y Berger,
donde cada valor de p induce un estimador de Bayes distinto: la media (p = 2), la mediana (p = 1)
y la moda (p — 0). A partir de esta caracterizacion teorica, y del analisis de robustez mediante
funciones de influencia y continuidad Lipschitz, se evaliia experimentalmente el desempeno de las
pérdidas L, con p € {2,1,0,5,0,25,0} mediante simulaciones de Monte Carlo (K = 100 réplicas) en
dos escenarios: regresién con contaminaciéon de outliers y clasificaciéon binaria con ruido simétrico
de etiquetas, comparando el desempeno mediante MSE y accuracy, respectivamente, y contrastando
las diferencias con pruebas de Wilcoxon pareadas. Los resultados muestran que, en regresion, Lo es
6ptima en ausencia de contaminacion pero se deteriora mas de cien veces con solo un 10 % de outliers,
mientras que las pérdidas no convexas Los y Lo 25 permanecen practicamente estables, sugiriendo
una region de robustez estadisticamente indistinguible para p € (0,25,0,5). En clasificacion, se
confirma la jerarquia de robustez Lo > Los > L; > Lo para niveles de ruido moderados, pero se
identifica un fen6meno no anticipado en la literatura: dicha jerarquia se invierte cuando el ruido
de etiquetas supera el 50 %, ya que las pérdidas con menor p terminan ajustandose a la senal
mayoritaria, que en ese régimen es la incorrecta. En conjunto, estos resultados confirman que la
eleccion de la funcién de pérdida constituye una decisién estadistica con consecuencias directas
sobre la robustez y la eficiencia de los modelos entrenados bajo datos potencialmente contaminados.

Palabras clave: Funciones de pérdida L,, Robustez estadistica, Redes neuronales profundas, Con-
taminacion con outliers, Ruido de etiquetas, Teoria de decisiones, Monte Carlo.

Abstract

This thesis studies the family of L, loss functions in the training of deep neural networks, situating
it within the framework of statistical decision theory developed by Wald and Berger, where each
value of p induces a different Bayes estimator: the mean (p = 2), the median (p = 1), and the
mode (p — 0). Building on this theoretical characterization, together with a robustness analysis
based on influence functions and Lipschitz continuity, the performance of the L, losses for p €
{2,1,0,5,0,25,0} is evaluated experimentally through Monte Carlo simulations (K = 100 replicas)
under two scenarios: regression with outlier contamination and binary classification with symmetric
label noise, comparing performance via MSE and accuracy, respectively, and assessing the differences
with paired Wilcoxon tests. The results show that, in regression, Lo is optimal in the absence of
contamination but deteriorates by more than a hundredfold with only 10 % outlier contamination,
while the non-convex losses L 5 and Lg 25 remain practically stable, revealing a region of statistically
indistinguishable robustness for p € (0,25,0,5). In classification, the robustness hierarchy Ly >
Los > L1 > Lo is confirmed for moderate noise levels, but a phenomenon not anticipated in the
reviewed literature is identified: this hierarchy reverses once label noise exceeds 50 %, as losses with
smaller p end up fitting the majority signal, which in that regime is the incorrect one. Taken together,
these results confirm that the choice of loss function constitutes a statistical decision with direct
consequences for the robustness and efficiency of models trained on potentially contaminated data.

Keywords: L, loss functions, Statistical robustness, Deep neural networks, Outlier contamination,
Label noise, Decision theory, Monte Carlo simulation.
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Capitulo 1

Introduccion

Las redes neuronales profundas se han consolidado como una de las herramientas mas
importantes del aprendizaje automéatico moderno, demostrando un desempeno sobresaliente
en una amplia variedad de problemas de regresion y clasificacion. El entrenamiento de estos
modelos depende de manera critica de la funcién de pérdida utilizada, ya que esta cuantifica la
discrepancia entre las predicciones generadas por la red y los valores observados, guiando asi
el proceso de ajuste de parametros mediante algoritmos de optimizacién basados en descenso
de gradiente.

A pesar de su relevancia, la eleccion de la funciéon de pérdida suele abordarse como
una decision secundaria, motivada principalmente por consideraciones computacionales o por
convenciones ampliamente aceptadas dentro de la literatura. Sin embargo, esta elecciéon posee
profundas implicancias tanto estadisticas como practicas, pues determina la sensibilidad del
modelo frente a observaciones atipicas, ruido en las etiquetas y desviaciones respecto de los
supuestos probabilisticos subyacentes.

Tradicionalmente, dos funciones de pérdida han dominado gran parte de las aplicaciones
de aprendizaje supervisado: el error cuadratico medio (Mean Squared Error, MSE) y el error
absoluto medio (Mean Absolute Error, MAE). E1 MSE destaca por sus propiedades analiticas
favorables, tales como su diferenciabilidad y su caracter éptimo bajo supuestos gaussianos
para los errores. No obstante, penaliza cuadraticamente las discrepancias grandes entre pre-
diccion y observacion, lo que lo vuelve particularmente sensible a la presencia de valores
atipicos.

Por otro lado, el MAE ofrece una mayor robustez frente a observaciones extremas debido
a su crecimiento lineal. Ademés, posee propiedades de acotamiento que permiten establecer
garantias teoricas de generalizacion [10]. Sin embargo, su falta de diferenciabilidad en el
origen introduce desafios adicionales para la optimizaciéon numérica. Asimismo, desde una
perspectiva estadistica, el MAE resulta 6ptimo cuando los errores siguen distribuciones de
tipo Laplace.

Tanto el MSE como el MAE pueden interpretarse como casos particulares de una familia
més amplia de funciones de pérdida parametrizadas por un exponente p > 0, conocidas como
funciones de pérdida L,,. Esta familia permite transitar gradualmente entre distintos niveles
de robustez y sensibilidad a errores grandes. En particular, valores de p menores que uno
inducen pérdidas no convexas que reducen considerablemente la influencia de observaciones
extremas, lo que ha motivado un creciente interés por su estudio en contextos donde los datos



presentan contaminaciéon o ruido.

Desde una perspectiva mas general, la eleccion de una funciéon de pérdida puede analizar-
se dentro del marco de la teoria estadistica de la decisién, donde las pérdidas determinan la
nocion de riesgo asociada a un procedimiento de estimacion o aprendizaje. Bajo este enfoque,
distintas funciones de pérdida conducen a diferentes reglas 6ptimas y a diferentes compromi-
sos entre eficiencia estadistica y robustez. En consecuencia, comprender el comportamiento
de las funciones L, no solo constituye un problema de interés computacional, sino también
una cuestion fundamental desde el punto de vista tedrico.

El objetivo principal de esta memoria es evaluar la eficacia y la robustez de distintas
funciones de pérdida L, en el entrenamiento de redes neuronales profundas bajo escenarios
de contaminacion de datos. Particularmente, se estudiara el efecto de la contaminacién con
outliers en problemas de regresion y del ruido de etiquetas en problemas de clasificacion,
comparando el desempeno de diversas elecciones del parametro p.

Para alcanzar este objetivo general, se plantean los siguientes objetivos especificos:

» Caracterizar analiticamente las funciones de pérdida L, dentro del marco de la teoria
estadistica de la decision, estudiando sus propiedades mateméticas y estadisticas.

» Analizar las implicancias teoéricas de distintas elecciones del parametro p en términos de
robustez, convexidad, consistencia y comportamiento frente a observaciones atipicas.

» Evaluar experimentalmente el desempeno de distintas funciones L, implementadas en
redes neuronales profundas bajo condiciones controladas de contaminacion, tanto en
tareas de regresion como de clasificacion.

= Comparar cuantitativamente el impacto de cada funcion de pérdida sobre métricas de
rendimiento y estudiar la significancia estadistica de las diferencias observadas.

Cabe precisar el grado de novedad de cada uno de los cuatro objetivos respecto de la
literatura existente. Los dos primeros objetivos, de naturaleza teorica, constituyen principal-
mente una labor de sintesis y articulacion de resultados ya establecidos: la caracterizacion
de L, dentro de la teorfa de la decisiéon se apoya directamente en el marco de Wald (1950)
y Berger (1985), mientras que el analisis de robustez, convexidad y comportamiento frente
a valores atipicos se fundamenta en la teorfa clasica de la funcién de influencia de Hampel
(1974) y en resultados maés recientes sobre pérdidas robustas continuas, como los de Barron
(2019). El aporte de esta memoria en estos dos objetivos consiste en integrar estos marcos,
originalmente desarrollados de forma independiente, en una presentacion unificada centrada
especificamente en la familia L, con p € [0, 2].

Los dos tltimos objetivos, de naturaleza experimental, presentan un caracter mas propio.
Si bien existen antecedentes que evaltian casos particulares de la familia L, bajo condiciones
de contaminacion, como el analisis de Ghosh et al. (2017) sobre el MAE frente al ruido de
etiquetas o el de Robitzsch (2023) sobre la familia completa de exponentes p en modelos de
ecuaciones estructurales, ninguno de estos trabajos evaltua la grilla completa de valores de p
considerados aqui en redes neuronales profundas y de manera simultanea en dos regimenes
de contaminacion distintos, contaminaciéon con outliers en regresion y ruido de etiquetas en
clasificacion, bajo un mismo disenio experimental controlado. Asimismo, la comparaciéon cuan-
titativa mediante pruebas de Wilcoxon pareadas aplicadas sisteméaticamente sobre réplicas



de Monte Carlo para establecer la significancia estadistica de las diferencias entre funciones
de pérdida, en lugar de limitarse a la comparacion de valores promedio, constituye un aporte
metodologico propio de esta memoria dentro de este contexto especifico.

El presente documento se organiza de la siguiente manera. El Capitulo [2] desarrolla el
marco teodrico y la revision del estado del arte, integrando elementos de teoria estadistica
de la decision, aprendizaje estadistico, propiedades matematicas de las funciones L, y los
principales antecedentes sobre funciones de pérdida robustas en aprendizaje profundo. El
Capitulo [3] presenta los experimentos numéricos: el disefio experimental y la justificacion
metodologica, la implementacion computacional de los estudios de simulacion de Monte Carlo
(clasificacion con ruido de etiquetas, regresion sintética con contaminacion con outliers, y una
réplica del experimento de regresion sobre el conjunto de datos real Airfoil Self-Noise), y los
resultados obtenidos. El Capitulo [ sintetiza los principales hallazgos de esta memoria, discute
sus limitaciones y propone lineas de trabajo futuro.



Capitulo 2

Marco Teérico y Estado del Arte

2.1. Redes neuronales profundas

Una red neuronal artificial es un modelo computacional compuesto por capas de unidades
de procesamiento (neuronas) conectadas entre si mediante parametros ajustables. Dada una
entrada x € R? la red aplica una secuencia de transformaciones afines seguidas de funciones
de activacion no lineales para producir una salida fy(x), donde 6 denota el conjunto de
pesos y sesgos de la red. La profundidad de la red (el numero de capas) le otorga capacidad
para aprender representaciones jerarquicas de los datos, lo que explica su éxito en problemas
complejos de percepcion y prediccion [3).

Una red neuronal feedforward de profundidad L es una funcion fy : R™ — R™. definida
como la composicion de L transformaciones sucesivas. Dado un vector de entrada a(® =z €
R™ la salida de la capa [-ésima, para [l =1,..., L, se calcula como

20 = WO L p0 g0 = 5O (,0) (2.1)

donde W® € R™*™-1 es la matriz de pesos, b) € R™ es el vector de sesgos, o) es la funcion
de activacion de la capa (aplicada componente a componente) y n; es el nimero de unidades
de la capa [. El vector de parametros de la red es § = {W® O} 'y la salida de la red es
fo(x) = aP). Las capas [ = 1,..., L — 1 se denominan capas ocultas, y la tltima, | = L, capa
de salida.

Una funcién de activacion es una funciéon o : R — R, generalmente no lineal, que se aplica
componente a componente sobre la salida afin 2 de cada capa. Las funciones de activacion
més utilizadas en la practica son:

1
» Sigmoide: o(z) = 1o ©On recorrido (0, 1), histéricamente asociada al desarrollo
e—Z

del algoritmo de retropropagacion [17] y utilizada en esta memoria como activacion de
salida en el experimento de clasificacion binaria (Seccion [3).

» Tangente hiperbélica: o(z) = tanh(z), con recorrido (—1, 1).

» Unidad lineal rectificada (ReLU): o(z) = max(0, z), propuesta por Nair y Hinton
[19] como alternativa a la sigmoide y la tangente hiperboélica para mitigar el problema
del gradiente evanescente en redes profundas, y empleada como activacion de las capas
ocultas en ambos experimentos de esta memoria.



La no linealidad de o es indispensable para que la profundidad de la red aporte capa-
cidad expresiva adicional: si todas las activaciones fuesen la identidad, la composicién de
L transformaciones afines de la forma serfa a su vez una Unica transformacion afin,
fo(x) = W'z + b para ciertos W', ¥/, independientemente del valor de L [3]. Es la alternancia
entre transformaciones lineales y no linealidades puntuales la que permite a la red aproximar
funciones no lineales de x.

Teorema 2.1.1 (Aproximacion universal, version informal). Sea o una funcion de activacion
continua, acotada y no constante. Entonces, para toda funcion continua g : K — R definida
sobre un subconjunto compacto K C R% y todo € > 0, existe una red neuronal feedforward
con una unica capa oculta de ancho finito ny y activacion o tal que

sup | fo(z) — g(x)] <e. (2.2)

Este resultado clasico garantiza que, en principio, una red suficientemente ancha con una
sola capa oculta puede aproximar cualquier funcién continua sobre un dominio compacto con
precision arbitraria. Sin embargo, el teorema no especifica el ancho n; necesario ni garantiza
que dicha red sea aprendible mediante descenso de gradiente a partir de datos finitos; en
la préactica, aumentar la profundidad L en lugar del ancho suele ser mas eficiente en nu-
mero de pardmetros para representar funciones jerarquicamente estructuradas [3]. Esta es
la motivacion teorica detras del uso de arquitecturas profundas en los experimentos de esta
memoria.

El aprendizaje consiste en ajustar 6 para minimizar una funcién objetivo que mide la
calidad de las predicciones sobre un conjunto de entrenamiento {(z;,v;)}Y ;. Esta funcién
puede escribirse como un promedio sobre el conjunto de entrenamiento:

J(0) = E @ y)mpana [L(f(2:0), )], (2.3)

donde L es la funcién de pérdida, f(x;0) es la salida predicha cuando la entrada es =z,
V Pdata €S la distribucién empirica de los datos. Idealmente se preferiria optimizar sobre
la verdadera distribucion generadora pgaa; Sin embargo, en la practica esta distribucion es
desconocida y solo se dispone de un conjunto finito de muestras. La forma de convertir
esto nuevamente en un problema de optimizaciéon es minimizar la pérdida esperada sobre el
conjunto de entrenamiento, lo que se conoce como minimizaciéon del riesgo empirico:

~

J(0) = E(wy)mpanea [L(f(230),9)] = % Z L(f(z";0), y?). (2.4)

En lugar de optimizar directamente el riesgo verdadero, se minimiza el riesgo empirico y
se espera que el riesgo verdadero disminuya también. Este proceso se realiza tipicamente
mediante el algoritmo de retropropagacion (backpropagation), originalmente formalizado por
Rumelhart, Hinton y Williams [17], que calcula los gradientes de J respecto a 6 aplicando
la regla de la cadena sobre la composicion de capas de la Ecuacion (2.1]), y el descenso de
gradiente estocastico (SGD) o variantes adaptativas como Adam [6], que actualizan iterati-
vamente los parametros en la direccion que reduce la pérdida.

El objetivo final es reducir el error esperado de generalizacion. Si se conociera la verdadera
distribucion pgaea(, y), minimizar el riesgo seria simplemente una tarea de optimizacion. Al
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no conocerla, surge el problema del aprendizaje automatico: generalizar a partir de muestras
finitas.

Dos técnicas adicionales, empleadas en la arquitectura de ambos experimentos de esta
memoria, merecen definicién formal por su rol en la comparacion entre funciones de pérdida.

Definiciéon 2.1.1 (Normalizacion por lotes). Dado un mini-lote de activaciones B = {z1,. ..,z }
correspondientes a una misma unidad de una capa, la normalizacion por lotes (Batch Nor-
malization), propuesta por Ioffe y Szegedy [20)], transforma cada activacion como

A 2 — B

tT Vot

donde s y 0% son la media y varianza empiricas del lote, € > 0 es una constante de estabilidad
numérica, y v, 5 son pardmetros entrenables que permiten a la red recuperar la escala y el
desplazamiento originales si resulta dptimo hacerlo. Como se senala en el Anexo, esta técnica
es particularmente relevante en el diseno experimental de esta memoria porque estabiliza la
escala de las activaciones independientemente de la funcion de pérdida utilizada, evitando
que las comparaciones entre pérdidas L, se vean confundidas por efectos de escala en la
propagacion del gradiente.

Definiciéon 2.1.2 (Dropout). El dropout, propuesto por Srivastava et al. [21], es una técnica
de reqularizacion que, durante el entrenamiento, desactiva aleatoriamente cada unidad de
una capa con probabilidad 1 — q, de forma independiente para cada unidad y cada paso de
entrenamiento, donde q € (0,1] es la probabilidad de retencion. Formalmente, la activacion
reqularizada de la unidad j en la capal es &g-l) = rj-ag-l), con r; ~ Bernoulli(q) independientes.
Esto ewvita la coadaptacion excesiva entre unidades y reduce el sobreajuste, especialmente
relevante en los escenarios de alta contaminacion estudiados en esta memoria, donde el

riesqo de que la red memorice observaciones ruidosas es mayor.

Como se puede apreciar, una parte fundamental del trabajo a la hora de conseguir un buen
rendimiento en aprendizaje automatico gira en torno a la funciéon de pérdida. La eleccion de £
no es trivial: determina qué tipo de errores el modelo penaliza mas, qué distribucién se asume
implicitamente sobre los residuos, y cuan robusto sera el modelo ante irregularidades en los
datos. Como se desarrollaré en las secciones siguientes, esta eleccidon tiene un fundamento
estadistico profundo que conecta el aprendizaje automaético con la teoria de decisiones.

2.2. Fundamentos de la teoria de decisiones estadisticas

La teorfa estadistica de la decision, desarrollada formalmente por Wald [7] y extendida
por Berger [I], proporciona el marco conceptual mas riguroso para entender el rol de las
funciones de pérdida en el aprendizaje estadistico. En este marco, el problema de estimacion
se formula como un juego entre un estadistico que elige una regla de decisiéon y la naturaleza,
que controla el valor del parametro de interés.

Formalmente, sea O el espacio de parametros, A el espacio de acciones y L : © x A —
[0,00) una funcion de pérdida que asigna un costo a cada par (parametro verdadero, acciéon
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tomada). Una regla de decisién §(z) es una funcion desde el espacio muestral X' hacia el
espacio de acciones A: dado el valor observado X = z, la accién tomada es 6(z) [1].

La evaluacion de una regla de decision desde la perspectiva frecuentista se realiza a través
de su funcién de riesgo, definida como la pérdida esperada ante distintas realizaciones de
los datos:

R(8,8) = Ey [L(0,5(X))] = / L(8,8(x)) dPx(z | §). (2.6)

Desde una perspectiva bayesiana, si 7*(#) es la distribucion de probabilidad creida para 6 al
momento de tomar una decision, tipicamente la distribucion posterior luego de observar los
datos, se define la pérdida esperada bayesiana de una accién a como [I]:

p(n*,a) = Ey- [L(6, )] (2.7)

Ambas nociones de riesgo son complementarias: la primera evalia el desempenio promedio de
una regla ante distintas muestras para un 6 fijo, mientras que la segunda promedia sobre la
incertidumbre en 6 dado un conjunto de datos observado.

Una regla de decision §; es R-mejor que s si R(6,0;,) < R(0,02) para todo 6 € ©, con
desigualdad estricta para algin 6. Una regla 0* es admisible si no existe ninguna R-mejor
que ella [1]. Esta nociéon de admisibilidad permite comparar formalmente distintas elecciones
de funciéon de pérdida, ya que cambiar L cambia tanto el riesgo como el conjunto de reglas
admisibles. Notese que en general no existird una tinica regla que domine a todas las demas
para todo 6: las funciones de riesgo suelen cruzarse, siendo distintas reglas preferibles en
distintas regiones del espacio de parametros.

En el contexto del aprendizaje estadistico, cada funciéon de pérdida £, define una regla
de decision ¢, el algoritmo de entrenamiento que minimiza £,, con su propia funciéon de
riesgo R(6,0,). La minimizacion del riesgo empirico es una aproximacion muestral al riesgo
esperado verdadero, y la brecha entre ambos corresponde al error de generalizacion. Esta
conexion tiene implicancias directas: distintas funciones de pérdida no son equivalentes, sino
que codifican distintos supuestos sobre la distribucion de los errores y distintos criterios de
optimalidad.

Un resultado fundamental es que la elecciéon de la funciéon de pérdida determina impli-
citamente el estimador de Bayes bajo una distribucion a priori dada. Bajo pérdida cuadré-
tica L(#,a) = (0 — a)?, el estimador de Bayes es la media posterior; bajo pérdida absoluta
L(0,a) = |6 — al, es la mediana posterior [I]. Esta correspondencia conecta directamente las
pérdidas L, con propiedades distribucionales especificas, como se desarrolla en la siguiente
seccion.

2.3. La familia de funciones de pérdida L,

Antes de introducir la familia general L,, conviene revisar las funciones de pérdida maés
utilizadas en la literatura estadistica y de aprendizaje automético, dado que constituyen casos
particulares de dicha familia.

La pérdida cuadratica L(6,a) = (§ —a)? es la méas ampliamente usada en problemas de
estimacion y regresion. En el contexto de redes neuronales, su uso como funciéon de entrena-
miento es conveniente por su diferenciabilidad y por el hecho de que, bajo supuestos de ruido
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gaussiano en los datos, corresponde al estimador de maxima verosimilitud [2]. Sin embargo,
la penalizacion cuadréatica amplifica los errores grandes de forma desproporcionada, lo que la
hace especialmente sensible a valores atipicos.

La pérdida absoluta L(f, a) = |#—al es un caso particular de la pérdida lineal asimétrica
con Ky = K. A diferencia de la pérdida cuadratica, penaliza los errores de forma propor-
cional a su magnitud, lo que la hace mas robusta ante observaciones extremas. Su principal
desventaja computacional es la no diferenciabilidad en el origen, que requiere tratamiento
especial en métodos basados en gradiente.

La pérdida 0-1, definida como L(f,a;) = I{0 ¢ ©,}, asigna costo cero a las decisiones
correctas y costo unitario a las incorrectas. Su funcién de riesgo corresponde directamente a
la probabilidad de error de clasificacion, lo que la hace el criterio natural en problemas de
clasificacion. Sin embargo, su discontinuidad la hace intratable para optimizaciéon mediante
gradiente.

Estas tres pérdidas pueden verse como casos particulares de la siguiente familia parame-
trizada:

pp(r) =1rl’, p=>0, (2.8)

donde r = 0 — a denota el residuo, y que denominaremos familia de funciones L,. Cada
valor de p define un criterio de optimalidad distinto y, como consecuencia, lleva a distintos
estimadores cuando se minimiza el riesgo esperado R,(t) = E[|Y — ¢|’]. Los tres casos més
relevantes son:

« MSE (p=2):
0 )
El estimador 6ptimo bajo riesgo cuadratico es la media (o la esperanza condicional
E[Y | X]).
« MAE (p=1):
0

&Rl(t) =E[-sgn(Y —¢)] =0 = P(Y <t)=P(Y >t) = t" = Mediana(Y).

El estimador 6ptimo bajo riesgo absoluto es la mediana (o la mediana condicional).
» Pérdida 0-1 (p — 0):

Ry (t)=PY #t)=1-PY =t) = t"= argmfix P(Y =1).

El estimador 6ptimo bajo pérdida 0-1 es la moda, lo que en clasificacion resulta en el
clasificador de Bayes.

Desde el punto de vista computacional, p, no es diferenciable en r = 0 para p < 1. Para
hacerla tratable mediante descenso de gradiente, se utiliza la version suavizada propuesta en

[11]:
ppe(x) = (2% +2)"7, (2.9)
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donde € > 0 es un parametro de suavizado. Robitzsch [11] recomienda e = 107 para p > 0
y € = 1072 para p = 0, valores que equilibran la aproximacién a la funcién original con la
estabilidad numérica del proceso de optimizacion.

En cuanto a sus propiedades analiticas, para p > 1 la funcion p, es convexa, lo que
garantiza la existencia de minimos globales tinicos y la validez de las cotas de error de
estimacion derivadas en la teorfa del aprendizaje estadistico [8]. Para 0 < p < 1, la funcion es
concava, introduciendo multiples minimos locales que dificultan la optimizacion pero otorgan
mayor robustez ante valores atipicos.

El caso limite p — 0 da origen a la pérdida Lg:

0 z=0,
po(ﬂf)z{l 240, (2.10)

Minimizar esta funcién equivale a minimizar el ntiimero de residuos no nulos, lo que la hace
teoricamente deseable bajo supuestos de dispersion (sparsity). Como Ly no es diferenciable en
ningin punto, se utiliza la aproximaciéon diferenciable propuesta por O’Neill y Burke, citada
en [11]:

ZE2

belw) = 2+e
Esta funcion actia como puente entre Ly (cuando € es grande) y Ly (cuando € es pequeno),
lo que facilita su uso en esquemas de optimizacion iterativa con e decreciente.

Cabe destacar que la parametrizacion suavizada p,. empleada en este trabajo coincide,
salvo notacion, con la denominada pérdida de Charbonnier generalizada, utilizada original-
mente en tareas de estimacion de flujo 6ptico y profundidad, y posteriormente incorporada
por Barron [12] como caso particular de una funciéon de pérdida robusta con dos parametros
continuos: uno de forma, analogo a p, y uno de escala, andlogo a €. Dicha funcién unifica,
mediante un inico parametro de forma «, un amplio espectro de pérdidas clasicas: la pérdida
Ly (a = 2), la pérdida de Charbonnier o pseudo-Huber (« = 1, equivalente a L; suavizada),
la pérdida de Cauchy o Lorentziana (o — 0), la pérdida de Geman—McClure (o = —2) y la
pérdida de Welsch o Leclerc (o« — —o0), extendiendo asi el espectro de robustez mas alla de
los valores p € [0, 2] considerados en esta memoria. Barron [12] demuestra que, para a < 1,
la derivada de esta pérdida se vuelve redescendiente: su magnitud decrece a medida que |z|
crece mas alla de la escala ¢, de modo que el gradiente inducido por un residuo suficientemen-
te grande se atenta en lugar de crecer, replicando en un marco continuo y diferenciable en
todo punto el comportamiento de robustez creciente que se observa al disminuir p dentro de
la familia L,,. Interpretando esta pérdida como el negativo del logaritmo de una densidad de
probabilidad, se obtiene ademas una familia de distribuciones que generaliza simultdneamen-
te a la normal (o = 2) y a la Cauchy (a = 0), lo que permite tratar el parametro de forma
como una variable libre, optimizada junto con los pesos de la red, de manera que el grado de
robustez de la pérdida se adapte automaticamente durante el entrenamiento sin necesidad de
fijar p 0o € manualmente [12]. Esta perspectiva adaptativa constituye una extension natural
del enfoque desarrollado en esta memoria, y se retoma como linea de trabajo futuro en el
Capitulo

En la Figura se puede observar el comportamiento de las funciones L, para diferentes
valores de p con £ = 0,001.

(2.11)
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Funcion pp, «(x)

2.5
— |2 (MSE)
—— L1 (MAE)
— 0.5
2.0 10.25
LO (aprox)
1.5 4
1.0 A
0.5 A
0.0
-2.0 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5 2.0
Residuo x

Figura 2.1: Comportamiento de las funciones L, suavizadas para distintos valores de p.

2.4. Robustez estadistica: funcién de influencia y cone-
xi6n distribucional

La robustez de un estimador ante contaminacion en los datos puede cuantificarse for-
malmente mediante la funciéon de influencia, introducida por Hampel [4] como herramienta
fundamental de la estadistica robusta. Dado un estimador 7"y una distribucion F', la funcion
de influencia mide el efecto asintético de una contaminacién puntual en xg:

T(1—¢e)F +¢eby,) —T(F
[F(n; T, F) = Tim L= )F+e0m) = T(F) (2.12)

e—0t £

donde J,, es la masa de Dirac centrada en z,. Un estimador es robusto si su funcién de
influencia es acotada, es decir, si ningin valor extremo puede perturbar arbitrariamente al
estimador.
Para el estimador de minimos cuadrados (asociado a la pérdida L) la funcién de influencia
es
TF(zo; 1, ) = z0 — 1, (2.13)

que es lineal y no acotada. Esto implica que un tnico outlier de magnitud arbitraria puede
desplazar ilimitadamente al estimador. En contraste, para la mediana (asociada a la pérdida
L) la funcién de influencia es:

{zg <m}—1/2
f(m) ’

que es acotada independientemente del valor de zy. Esta propiedad fundamenta teéricamente
la mayor robustez del MAE ante valores atipicos.

Para completar el espectro, analizamos la pérdida 0-1, minimizada por la moda. Asu-
miendo una distribuciéon F' continua, unimodal y con densidad f dos veces diferenciable, la

I F(xo; mediana, F) = (2.14)
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funcion de influencia de la moda se aproxima como:

(o)
f//<00>’

donde 6y es la verdadera moday f”(6y) < 0. A diferencia del MSE (influencia lineal) y el MAE
(influencia acotada y constante por tramos), la funcién de influencia de la pérdida 0-1 posee
una propiedad redescendiente: a medida que x( se aleja hacia las colas de la distribucion,
f'(x9) — 0, de modo que I F(xy) — 0. Los outliers extremos son asintoticamente ignorados,
lo que confiere a la moda el maximo punto de ruptura tedrico, aunque a expensas de la
eficiencia estadistica.

Esta distincion tiene ademéas una interpretacion distribucional directa. La maximizacion
de la verosimilitud bajo una distribucién gaussiana de errores es matematicamente equiva-
lente a minimizar el MSE, mientras que bajo una distribuciéon de Laplace es equivalente a
minimizar el MAE [10]. La distribucion de Laplace posee colas més pesadas que la gaus-
siana, asignando mayor probabilidad a errores grandes y, en consecuencia, penalizandolos
menos durante la optimizaciéon. De manera analoga, optimizar la pérdida 0-1 es equivalente
a realizar MLE asumiendo que los residuos siguen una distribucién insensible a la magnitud
espacial del error, tipicamente modelada como una mezcla de masa de Dirac concentrada
en cero y un fondo probabilistico constante. En esta formulaciéon, un error de magnitud e
es igualmente penalizado que uno de magnitud 10e, justificando que el modelo se concentre
exclusivamente en maximizar la densidad de aciertos exactos [5]. Mas en general, la familia
L, puede interpretarse como el espacio de pérdidas inducido por distribuciones de error con
colas progresivamente mas pesadas a medida que p decrece, lo que explica la graduacion
continua de robustez observada al variar p.

Las tres expresiones anteriores no son féormulas aisladas, sino instancias particulares de
un mismo marco tedrico: la teoria de M-estimadores. Si un funcional T" queda definido im-
plicitamente como la solucién § = T'(F') de una ecuacion de estimacion de la forma

IF(x¢; moda, F) = — (2.15)

/Qﬂ y,0)dF(y) =0, (2.16)

donde 1 es una funcién de puntuacion (score function) asociada a la pérdida considerada,
entonces, bajo condiciones de regularidad, la funciéon de influencia de T admite la expresion
general [4]:

¢($0,9>
- [ et dr)

El numerador captura el efecto directo de la observaciéon contaminante x, sobre la ecuacion
de estimacion, mientras que el denominador (la derivada esperada de 1, cambiada de signo)
normaliza dicho efecto por la curvatura de la funciéon objetivo en torno al valor verdadero.
Para p = 2, la condicién de primer orden de la pérdida cuadratica da ¥ (y,0) = y — 6, con
derivada constante 0v/00 = —1; sustituyendo en se recupera exactamente la ,

IF(xg; pu, F') = 2y — p. La ausencia de curvatura en 1 es precisamente lo que impide que el

[F(2;T, F) = (2.17)

0=T(F)
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denominador de “amortigiie” observaciones extremas, de modo que la influencia crece
linealmente y sin cota con x.

Para p = 1, la funcién de puntuacion es ¢ (y, 0) = sign(y — ), cuya derivada generalizada
es OY/00 = —25(y — 0), con § la delta de Dirac; evaluando en = m = Mediana(F')

se obtiene .
sign(xg — m)

2f(m)
expresion equivalente, salvo el signo de la convencion adoptada para ¢, a la (2.14). A di-

ferencia del caso p = 2, aqui ¥ es acotada por construccion, lo que acota directamente la
influencia,

I F(x9; mediana, F') = (2.18)

|IF(x¢; mediana, F)| < 1/(2f(m)),

para todo xp; sin embargo, esta cota no decae con la distancia a m, sino que permanece
constante en magnitud, £1/(2f(m)), para cualquier z, suficientemente alejado del centro de
la distribucién. La mediana es, en la terminologia de Hampel, un estimador de influencia
acotada pero no redescendiente.

El caso p — 0, correspondiente a la moda, no admite una derivaciéon directa a partir de
(2.17]), porque el funcional moda no esté definido por una ecuacion de puntuaciéon suave sobre
y, sino como el maximizador de la densidad, T'(F') = arg max, fr(t), sujeto a la condicién de
primer orden f’(6) = 0. Bajo el modelo de contaminacion de Hampel F. = (1 — €)F + € d,,,
la masa puntual d,, no posee densidad en el sentido usual; la derivacion rigurosa aproxima
0., mediante una sucesion de densidades suaves concentradas en z y toma el limite cuando
su ancho de banda tiende a cero [4]. Bajo el supuesto de que f es dos veces diferenciable y
que 6y es la verdadera moda (f'(6y) =0, f”(6y) < 0), este procedimiento conduce a

IF(z; moda, F) = _ (@) (2.19)

f"(0o)"

que recupera . Intuitivamente, la expresion indica que una masa puntual en zy desplaza
la moda en una direcciéon y magnitud proporcionales a la pendiente local de la densidad en
xo: si xp se ubica en una zona donde f crece hacia la moda, la contaminacion “atrae” la
moda hacia xg; si f es aproximadamente plana (como ocurre en las colas de una distribucion
unimodal, donde f’(z9) — 0), la influencia se anula. A diferencia de la mediana, aqui la
influencia no solo esta acotada, sino que decae a cero en las colas: es este comportamiento
redescendiente el que le confiere a la moda el méximo punto de ruptura tedrico mencionado
en el texto.

El comportamiento redescendiente de la moda, sin embargo, no es exclusivo de la pérdida
0-1: una propiedad relacionada, aunque de naturaleza distinta, puede establecerse formal-
mente para el MAE a través de su continuidad Lipschitz.

La propiedad de continuidad Lipschitz del MAE, demostrada formalmente por Qi et al.
[10], refuerza esta robustez desde la perspectiva de la generalizacion. Si el MAE es 1-Lipschitz,
entonces la diferencia de objetivos ante ruido aditivo 7 en la entrada satisface |h(z + n) —
h(z)| < Al|nl|2, donde A es la constante de Lipschitz de la red. Esta cota superior formal no
existe para el MSE, que no es Lipschitz continuo [10]. Esta distincion resulta directamente
pertinente para el diseno experimental de esta memoria: en el experimento de regresion
(Capitulo , la contaminacion con outliers introduce precisamente el tipo de perturbacion
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puntual y de gran magnitud frente a la cual la cota Lipschitz del MAE garantiza un control
formal de la degradacion del riesgo, mientras que el MSE carece de dicha garantia, lo cual es
consistente con la fragilidad empirica observada para L, ante outliers en la Seccion [3.3]

Esta nociéon de control formal del gradiente admite ademas una generalizaciéon continua
més alla del caso particular p = 1.

Barron [12] formaliza la propiedad redescendiente descrita anteriormente para un continuo
de valores del parametro de forma. Acotando la magnitud del gradiente de su pérdida general,
muestra que dicha magnitud nunca supera 1/¢ cuando el pardmetro de forma es menor o igual
a uno, y que a medida que dicho parametro tiende a —oo el gradiente asociado a un residuo
cuya magnitud supera 3c se anula casi por completo. Este resultado formaliza, para toda la
familia continua de pérdidas robustas (de la cual L, constituye un caso particular relevante)
la intuicién desarrollada a partir de la funcién de influencia: cuanto menor es el pardmetro
que controla la forma de la pérdida, mayor es el grado en que el proceso de optimizacion
ignora las observaciones extremas durante el entrenamiento. Trasladado a la grilla discreta
pe€{2,1,0,5, 0,25 0} empleada en los experimentos de esta memoria, este resultado sugiere
que la ganancia de robustez observada al disminuir p no es un artefacto particular de las
funciones L, construidas en la Seccion [2.3], sino la manifestacion de un fenémeno més general
propio de las pérdidas con gradiente acotado y decreciente. Esto respalda la interpretacion,
retomada en el Capitulo[d], de que el parametro de forma p podria en principio tratarse como
una cantidad continua y adaptable en lugar de un hiperpardmetro discreto fijo.

Los fundamentos matematicos y estadisticos expuestos en las secciones anteriores permi-
ten situar la familia L, dentro de un panorama méas amplio de investigacién sobre robustez
en aprendizaje profundo. La siguiente seccion revisa los antecedentes que, desde la teoria
del aprendizaje estadistico, el aprendizaje profundo bajo ruido de etiquetas y la estadisti-
ca robusta aplicada a modelos multivariados, resultan mas directamente relevantes para los
objetivos de esta memoria.

2.5. Estado del arte sobre funciones de pérdida robustas

El analisis comparativo de funciones de pérdida en aprendizaje automatico ha avanza-
do desde perspectivas complementarias: la teoria estadistica del aprendizaje, el aprendizaje
profundo bajo condiciones adversariales, y la estadistica robusta aplicada a modelos mul-
tivariados. Los trabajos que se revisan a continuacion representan las contribuciones més
directamente relevantes para los objetivos de esta memoria.

Rosasco et al. [§] estudian el impacto de la eleccion de la funcién de pérdida desde la
teoria del aprendizaje estadistico. Formalmente, para una funciéon de pérdida convexa V' y
un espacio de hipotesis H g, descomponen el error de generalizacion del minimizador empirico
fp respecto del minimizador verdadero fo = argming I[f], con I[f] = [V (f(z),y) dP(z,y),
como

I(fp] = I[fo] = (I[fp] = ILfa]) + (ILfa] — I[fo]), (2.20)

donde fr es el minimizador del riesgo empirico sobre Hg. El primer término, el error de
estimacion, se acota mediante numeros de cobertura de Hpg, y la velocidad de dicha cota de-
pende explicitamente de propiedades de V' (su modulo de continuidad y su comportamiento
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cerca del origen). Bajo una hipotesis de convexidad, satisfecha por todas las pérdidas co-
munmente usadas, demuestran que distintas funciones de pérdida generan distintas tasas de
convergencia del error de estimacion, siendo la hinge loss la de mejor tasa entre las pérdidas
convexas analizadas, mientras que la pérdida cuadratica converge significativamente mas len-
to. Ademas, prueban el siguiente resultado de consistencia: si V(w,y) = V(wy) es convexa y
decreciente en un entorno de 0, entonces el signo del minimizador del riesgo esperado coincide
con la solucién de Bayes,

[+ sl p-1] ),
Sg“(fO("’”))‘{—l siplL | ) < p(-1]2), 220

lo que constituye una propiedad de consistencia compartida por toda la familia de pérdidas
convexas. Este trabajo establece el marco dentro del cual pueden compararse las pérdidas L,
con p > 1, y delimita también el limite de ese marco: las pérdidas con p < 1 no son convexas
y quedan fuera de sus garantias tedricas, ya que la Ecuacién exige convexidad.

Ghosh et al. [9] abordan el problema de robustez ante ruido de etiquetas en redes neuro-
nales profundas. Bajo el modelo de ruido no uniforme, denotan por 7, la probabilidad de que
la etiqueta de x sea corrompida y por 7jx; la probabilidad de que sea reasignada a la clase j,
de modo que el riesgo-L bajo datos ruidosos se escribe como

Ri(f) = Ep | (1= ne) LUF (<) 3:) + D e LU (), 5) | - (2.22)

J#Yx

Definen formalmente la tolerancia al ruido como la propiedad de que el minimizador de R}
coincida con el minimizador de R;, bajo etiquetas limpias, y demuestran que esta propiedad
se satisface para ruido simétrico o uniforme (7, = 1 constante) si L satisface la condicion de
simetria

Y L(f(x),i)=C,  VxeX, VS, (2.23)

para alguna constante C', siempre que la tasa de ruido satisfaga n < %, donde k es el nimero
de clases (Teorema 1 de [9]). Demuestran que el MAE satisface la Ecuacion (2.23)), mientras
que el MSE y la entropia cruzada no lo hacen. Los experimentos en MNIST, CIFAR-10 y
cuatro datasets de texto muestran que el MAE mantiene precisiones estables bajo tasas de
ruido de etiquetas de hasta el 80 %, mientras que la entropia cruzada colapsa con apenas un
40 % de ruido.

Qi et al. [10] complementan el trabajo anterior desde la perspectiva de la regresion vector-
a-vector con DNNs. Recuerdan que una funcién f es S-Lipschitz continua si || f(x) — f(y)], <
Bllx — y||, para todo x,y, y demuestran que, para las pérdidas

Laap(S,S7) Z i —yill,  Lase(S,57) Z i — yill3, (2.24)

el MAE es exactamente 1-Lipschitz continuo (por la desigualdad triangular sobre || - [|1),
mientras que el MSE no admite tal cota. Esta propiedad es la que permite acotar el error
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de estimacion T = supy, cp ‘E( fo) — ﬁ( fv)‘ mediante la complejidad de Rademacher empirica
)

Rg(H) = E, [supheH % SV oih(x; } de la clase de funciones aprendidas, obteniendo

T < Rs(L) < Rs(F), (2.25)

cota que no tiene equivalente para el MSE. De esta propiedad se sigue que la diferencia de
objetivos ante ruido aditivo esta formalmente acotada para redes entrenadas con MAE, lo que
constituye una garantia de robustez ante perturbaciones adversariales. A nivel experimental,
una DNN entrenada con MAE supera consistentemente a una entrenada con MSE en las
métricas PESQ (2,93 vs. 2,85) y STOI (0,8509 vs. 0,8317) en el corpus Edinburgh Noisy
Speech.

Robitzsch [11] analiza la familia completa de funciones L, con 0 < p < 1y una aproxima-
cion diferenciable de Lo en modelos de ecuaciones estructurales, evaluando cada estimador 0
mediante el sesgo y la raiz del error cuadratico medio sobre réplicas de simulacién,

Bias(f) = E[f] — 6p,  RMSE() = \/E[(d — 6,)?], (2.26)

con 6y el valor poblacional verdadero. A diferencia de los trabajos anteriores, la robustez
aqui se mide ante errores de especificacion del modelo (model misspecification) mas que
ante contaminacion con outliers o ruido de etiquetas. Sus hallazgos mas relevantes para esta
memoria son tres: el parametro de suavizado ¢, definido para esta memoria en la Ecuacion
(2.13), tiene un impacto significativo sobre Bias(d) y RMSE(0), con ¢ = 10~ 6ptimo para
p < 0,5y e = 1072 necesario para estabilidad de Lg; la funcién Ly supera a las demas en
sesgo y RMSE cuando la muestra es suficientemente grande (N > 1000), pero para N = 250
la funcién Lo es preferible; y los errores estandar derivados por el método delta exhiben
coberturas estadisticas aceptables para todos los estimadores considerados. Como se retoma
en la discusion del Capitulo |3 esta sensibilidad del desempeno de Ly al tamano muestral y
al valor de ¢ resulta relevante para interpretar los resultados experimentales de regresion de
esta memoria.

Mas alla de la caracterizacion original de Ghosh et al. [9], una linea reciente de investiga-
cion en clasificacion profunda ha buscado generalizar y sistematizar el diseno de funciones de
pérdida robustas al ruido de etiquetas, aportando perspectivas complementarias a la familia
L, estudiada en esta memoria.

Zhou et al. [I3] demuestran que, més alla de la condicion de simetria de la Ecuacion ([2.23)),
cualquier funcion de pérdida puede volverse tolerante al ruido de etiquetas si se restringe el
espacio de hipotesis de modo que la salida de la red se aproxime a un vector one-hot. Dado
que imponer esta restriccion de forma exacta produce gradientes nulos en casi todo punto,
los autores proponen una reqularizacion dispersa que resuelve, en su lugar, el problema de
minimizaciéon de riesgo restringido

min R (f) sa. |Ifll,<y, 0<g¢s<1, (2.27)

que en la practica se entrena como el problema penalizado S~ | L(f(x;), %) + Allf (x) 2.
Este resultado es relevante para la presente memoria porque desplaza el rol de la familia
L,: en lugar de emplearse directamente como funcién de pérdida sobre los residuos, aparece
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aqui como regularizador que induce dispersion (sparsity) en las predicciones, reforzando la
interpretacion de Lo como preferencia por soluciones dispersas discutida en la Seccion [2.3]
Feng et al. [14] abordan el mismo problema desde una perspectiva distinta, expandiendo la

entropia cruzada categorica Loop(f(x),y) = —log f,(x) como una serie de Taylor centrada
en f,(x) =1, '
= (1= f,(x)
LC’CE(f(X)v y) = Z %7 (228)
i=1
y truncando dicha serie en el orden ¢ para definir la Taylor Cross Entropy (TCE),
Lecp(f(x) ):iw t e Nt (2.29)
t-CE Y a— i ) : :

Los autores demuestran que, cuando t = 1, Li.cp = 1 — f,(x) = %L MAE, es decir, el MAE es
exactamente la aproximacion de primer orden de esta serie; cuando ¢t — oo, L;cg recupera
la entropia cruzada exacta. Esta reformulacion provee una justificacion adicional, comple-
mentaria a la condicion de simetria de Ghosh et al. [9], de por qué el MAE resulta més
robusto que la entropia cruzada frente al ruido de etiquetas: al truncar la serie en un orden
bajo, se limita explicitamente la penalizacién que la pérdida asigna a las observaciones cuya
prediccion f,(x) estd muy alejada de 1.

Liu y Guo [I5] proponen una familia alternativa de pérdidas, las funciones de peer loss,
que logran tolerancia al ruido de etiquetas sin requerir conocimiento previo de la tasa de
ruido. Dada una muestra (x,, ¥,) con etiqueta potencialmente ruidosa, y dos muestras “par”
(Xnyy Uny )y (Xny, Uny) elegidas al azar del conjunto de entrenamiento (con ny # ng # n), la
peer loss se define como

Cpeer (f(%n), ) = €(f (Xn), Gin) — (f (Xn), na) (2.30)

donde el primer término evalta la prediccion del clasificador sobre su propia etiqueta ruidosa,
y el segundo término, construido deliberadamente a partir de instancias no correspondientes,
penaliza a la red por ajustarse en exceso al patron de ruido, sin requerir estimar e_q, e (las
tasas de error de las etiquetas). A diferencia de las pérdidas L, y de la condicién de simetria
de la Ecuacion , la robustez de fpeer en la Ecuacion (2.30) no depende de la forma
funcional de la pérdida base ¢, sino de esta correccién relativa entre observaciones, lo que
sugiere que la familia L, estudiada en esta memoria constituye una entre varias estrategias
posibles para lograr tolerancia al ruido de etiquetas, y no la tnica via disponible.

Ma et al. [16] generalizan atn maés la condicion de simetria, demostrando que cualquier
funciéon de pérdida L puede normalizarse como

_L((x),)
S L))

de modo que Ly, satisface automéaticamente la condicion de simetria (Ecuacion , con
C' = 1) y es, por tanto, tolerante al ruido si n < % Sin embargo, identifican que las pérdidas
robustas asi obtenidas, incluyendo el propio MAE, sufren de un problema de underfitting en
conjuntos de datos complejos. Para resolverlo, proponen el marco de Active Passive Loss

Luorm(f (%), ) (2.31)
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(APL), que combina una componente “activa” Laqive (que maximiza la probabilidad de la
clase etiquetada) con una componente “pasiva’ Lpgssive (que minimiza la probabilidad de las
clases restantes),

LAPL =a- LActive + B : LP(sziU67 «, ﬂ > 07 (232)

logrando robustez sin sacrificar completamente la capacidad de ajuste. Este hallazgo resulta
particularmente relevante para interpretar los resultados de la presente memoria: el com-
promiso entre robustez y capacidad de ajuste, observado en el Capitulo [3| en el desempeno
ligeramente inferior de L5 y Lg respecto de Ly en ausencia de contaminacion, es documen-
tado de forma independiente por Ma et al. para el caso de clasificacién con entropia cruzada,
lo que sugiere que se trata de una tension general entre robustez y eficiencia estadistica, y
no de una particularidad del disefio experimental de este trabajo.

Finalmente, desde una perspectiva distinta, orientada al aprendizaje profundo general y
la vision computacional, Barron [12] propone una funcién de pérdida robusta con dos pa-
rametros continuos (de forma y de escala) que generaliza simultaneamente las pérdidas de
Cauchy /Lorentziana, Geman-McClure, Welsch /Leclerc, la Charbonnier generalizada (equiva-
lente, salvo notacion, a la suavizacion p, . de la Ecuacion (2.12), empleada en esta memoria)
y Ly. Su principal contribucién, discutida con la notacién completa en la Seccion es
mostrar que, al interpretar dicha pérdida como el negativo del logaritmo de una densidad
de probabilidad, el parametro de forma puede tratarse como una variable libre optimizada
junto con los pesos de la red, permitiendo que el grado de robustez de la funcion de pérdida
se adapte automaticamente durante el entrenamiento sin ajuste manual. Barron demuestra
experimentalmente que esta adaptatividad mejora el desempeno en tareas de sintesis de imé-
genes, estimacion de profundidad, registro y clustering, lo que constituye evidencia adicional,
en dominios distintos al de esta memoria, de que el parametro que controla la robustez de
la pérdida, andlogo al p de la familia L,, no admite en general un valor 6ptimo tnico y fijo,
sino que su valor preferible depende del nivel de contaminaciéon de los datos, en linea con los
resultados experimentales presentados en el Capitulo [3]

Con este panorama tedrico y de antecedentes como base, el capitulo siguiente traduce estas
consideraciones en un diseno experimental concreto, orientado a contrastar empiricamente
el comportamiento de la familia L, bajo contaminacién con outliers en regresion y ruido de
etiquetas en clasificacion.
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Capitulo 3

Experimentos Numéricos

3.1. Diseno experimental

Este capitulo describe el diseno experimental, la implementaciéon computacional y los
resultados del estudio. El objetivo central es evaluar de manera controlada cémo varia la
robustez del entrenamiento de redes neuronales profundas al modificar el pardmetro p de
la funciéon de pérdida L, tanto ante contaminacion con outliers en la variable respuesta
como ante ruido de etiquetas en problemas de clasificacion. La estrategia general consiste
en contaminar exclusivamente los conjuntos de entrenamiento manteniendo los conjuntos de
prueba completamente limpios, de modo que las métricas de evaluacion reflejen tinicamente
la calidad de generalizacion del modelo y no el efecto directo de las perturbaciones.

Se consideran tres experimentos principales: dos de regresion, donde la contaminacion
con outliers afecta directamente a la variable respuesta y, y uno de clasificaciéon, donde
el ruido corrompe las etiquetas de clase. En ambos casos se comparan funciones L, para
p € {2, 1, 0,5, 0,25, 0} y se analizan las diferencias en desempeno a medida que la tasa de
contaminacién aumenta.

La funcién Ly no es diferenciable, por lo que se utiliza la aproximacion diferenciable

7,2

r24¢’

Ge(r) =

con € = 0,01. Para p > 0 se emplea la suavizaciéon

Pp,s(r) = (7”2 + 5)p/2

Y

con £ = 0,001. Ambas formulaciones son diferenciables en todo R y convergen puntualmente
a sus respectivas formas no suavizadas cuando ¢ — 0. Los valores de ¢ adoptados siguen la
recomendacion de Robitzsch [11], quien muestra que e = 1073 ofrece un buen equilibrio entre
aproximacion y estabilidad numérica para p < 0,5, mientras que Ly requiere un suavizado
mayor (¢ = 1072) para evitar gradientes degenerados cerca del origen.

Para contrastar el desempeno de las distintas funciones de pérdida bajo cada condicién
experimental se empled, en todos los experimentos, el test de rangos con signo de Wilco-
xon aplicado de forma pareada entre cada par de pérdidas. Esta eleccion responde a tres
caracteristicas del diseno experimental. En primer lugar, dentro de cada réplica Monte Carlo
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todas las funciones de pérdida se entrenan y evaltian sobre el mismo conjunto de datos y
la misma particion entrenamiento/validacion/prueba, de modo que las observaciones com-
paradas (Acc,, y Accy,, 0 MSE,, y MSE,,) estdan naturalmente pareadas por réplica y no
son independientes entre si; el test de Wilcoxon esta disenado precisamente para este tipo
de comparacion pareada, a diferencia de pruebas para muestras independientes. En segundo
lugar, no existe garantia de que la distribucion del accuracy o del MSE a través de las réplicas
sea aproximadamente normal (de hecho, los boxplots presentados en la Seccion muestran
asimetrias y colas pesadas, particularmente bajo niveles altos de contaminacion), lo que hace
inapropiado un test paramétrico como el ¢t pareado, cuya validez depende de dicho supuesto.
El test de Wilcoxon, al basarse en los rangos de las diferencias pareadas y no en sus mag-
nitudes, no requiere normalidad y resulta mas apropiado en este contexto. En tercer lugar,
el test de Wilcoxon presenta una menor sensibilidad a observaciones extremas que el test t
pareado, al basarse en los rangos de las diferencias en lugar de sus magnitudes.

Todos los estudios de simulacion se basan en K = 100 réplicas Monte Carlo por condicién
experimental (combinacion de funcion de pérdida y nivel de contaminacion).

3.2. Experimentos de Monte Carlo

3.2.1. Clasificaciéon con ruido de etiquetas

El primer experimento replica la metodologia de Ghosh et al. [9] en un problema de
clasificacion binaria bajo ruido simétrico de etiquetas. Se utiliza el dataset load_digits de
scikit-learn, que contiene imégenes de digitos escritos a mano de 8 x 8 pixeles (64 variables).
Se considera el subconjunto de los digitos 0 y 1, obteniendo aproximadamente 360 muestras
balanceadas.

El ruido de etiquetas se introduce de forma simétrica, reemplazando, con probabilidad
rate, cada etiqueta del conjunto de entrenamiento por una etiqueta de la clase contraria.
Se consideran cuatro tasas de ruido de etiquetas: {0%, 20 %, 40 %, 60 %}. El conjunto de
prueba se mantiene con etiquetas correctas. La red tiene arquitectura [64, 256, 128, 64, 1]
con dropout = 0,3, y se comparan funciones L, para p € {2, 1, 0,5, 0,25, 0}. El desempeno se
mide mediante accuracy sobre el conjunto de prueba limpio, definida de la siguiente manera.

Sea {(x;,y;) }it=st el conjunto de prueba, con etiquetas y; € {0,1} no contaminadas, y sea
Ui = I{ fo(x;) > 0,5} la clase predicha a partir de la salida sigmoide de la red fy. La exactitud
(accuracy) sobre el conjunto de prueba se define como

1 Ntest A
Ace = > 15 = wi). (3)
St i=1

En ambos experimentos principales el entrenamiento se realizé con el optimizador Adam
[6]. En clasificacion se utilizo6 una tasa de aprendizaje n = 5 x 10™* y regularizacion Lo
con penalizaciéon A = 107*, un tamafo de mini-lote de 32 y un maximo de 300 épocas con
parada temprana de paciencia 30 (criterio: pérdida de validacion). La division de datos fue
64 %/16 %/20 % (entrenamiento/validacion/prueba), con estratificacion por clase. Al igual
que en el experimento de regresion, la particion del conjunto de datos se realizd antes de
introducir el ruido de etiquetas y previamente a cualquier procesamiento adicional, de modo
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que no existe fuga de informacion entre los distintos subconjuntos: el ruido se inyecta tnica-
mente sobre las etiquetas del conjunto de entrenamiento ya separado, y el conjunto de prueba
permanece completamente libre de contaminacion en todos los escenarios. Dado que los va-
lores de pixel del conjunto load_digits se encuentran naturalmente acotados en el rango
[0, 16], no fue necesario aplicar una estandarizacion adicional a las variables predictoras.

3.2.2. Regresion con contaminacién con outliers

En el segundo experimento se estudia el impacto de la funciéon de pérdida en un problema
de regresion afectado por contaminaciéon con outliers. Se utiliza un dataset sintético generado
mediante make_regression de la librerfa scikit-learn, compuesto por N = 2000 muestras
con 15 variables numéricas, 10 de ellas realmente informativas, y ruido gaussiano de des-
viacion estandar 0,5 (la semilla se fija para garantizar la reproducibilidad; véase el Anexo,
Seccion . Este diseno del experimento permite controlar exactamente la estructura del
problema y ajustar la cantidad de contaminacién de forma precisa.

La contaminacién con outliers se inserta tnicamente en el conjunto de entrenamiento,
reemplazando una fraccion de las respuestas y; por valores desplazados segin

yi =y, £ 100,

donde el signo se elige de forma aleatoria con igual probabilidad, y 7, es la desviacion estan-
dar de las respuestas en el conjunto de entrenamiento original, previo a la contaminacion.
Se consideran las siguientes tasas de contaminacion con outliers: {0 %, 10 %, 20 %, 30 %}.
El conjunto de prueba se mantiene limpio en todos los casos y la red utilizada tiene ar-
quitectura [15, 128, 64, 32, 1] con dropout = 0,2, y se entrena con cada funcién L, con
p€{2, 1,05, 0,25, 0}.

La eleccion de una magnitud de 105, para desplazar las observaciones contaminadas no
es arbitraria, sino que responde a las siguientes consideraciones metodologicas.

En primer lugar, esta magnitud es consistente con el modelo de contaminacién de error
grueso (gross-error model) de Hampel [4], subyacente al analisis de robustez desarrollado en
la Seccion 2.3} dicho marco concibe la contaminaciéon como una masa puntual ubicada en
una region de probabilidad esencialmente nula bajo la distribuciéon generadora de los datos
limpios, y no como una realizaciéon extrema pero plausible de dicha distribuciéon. Bajo el
supuesto aproximadamente gaussiano de la variable respuesta, razonable en este experimento
dado que y = X 3+n con n ~ N(0,0,5%) y variables predictoras gaussianas, la probabilidad de
observar un valor a méas de 10 desviaciones estandar de la media es del orden de 10723, es decir,
practicamente nula bajo el proceso generador limpio. Esto garantiza que cada observacion
contaminada sea inequivocamente atribuible al mecanismo de contaminacién introducido y
no a la variabilidad natural del ruido gaussiano de desviacion estandar 0,5 ya presente en el
modelo.

En segundo lugar, al tratarse de un desplazamiento determinista y de magnitud fija, se
evita que la severidad de la contaminacion varie de forma incidental entre réplicas Monte
Carlo, lo que permite aislar el efecto de la tasa de contaminacion, el factor experimental de
interés, del efecto de su magnitud, que se mantiene constante en todos los escenarios.

La métrica de evaluacion es el error cuadratico medio (MSE) calculado sobre el conjunto
de prueba limpio. El optimizador utilizado fue Adam con n = 1072 y A = 10~%. El tamaiio
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de mini-lote fue de 64, con un maximo de 300 épocas y parada temprana de paciencia 25.
La division fue aproximadamente 72 % /13 % /15 % (entrenamiento/validacion/prueba). Tan-
to las variables predictoras como la variable respuesta y fueron estandarizadas a media cero
y varianza unitaria; siguiendo la practica estandar para evitar fugas de informacion (data
leakage), los parametros de estandarizacion se calcularon exclusivamente a partir del conjun-
to de entrenamiento, una vez separado de validaciéon y prueba, y ya con la contaminacion
insertada, y la misma transformaciéon, con esos pardmetros fijos, se aplic6 posteriormente a
los conjuntos de validacion y de prueba. De este modo, ninguna estadistica calculada sobre
los datos de validacion o prueba influye en la transformacion aplicada a dichos conjuntos.

3.3. Resultados

3.3.1. Clasificaciéon: ruido de etiquetas

El objetivo de este experimento fue estudiar la robustez de diferentes funciones de pérdida
ante la presencia de ruido de etiquetas en el conjunto de entrenamiento, siguiendo la meto-
dologia propuesta por Ghosh et al. [9]. El ruido de etiquetas constituye uno de los problemas
més relevantes en el aprendizaje supervisado, dado que en la préctica las clases observadas
suelen presentar errores de anotacion, medicion o clasificacion humana. Desde un punto de
vista estadistico, este fenémeno puede interpretarse como una forma de contaminaciéon del
mecanismo generador de datos, donde la variable observada deja de coincidir con la verdade-
ra clase latente. Con esa finalidad, se consideraron funciones de pérdida dentro de la familia
L, conp € {0,0.25, 0,5, 1, 2} bajo los niveles de ruido de etiquetas {0 %, 20 %, 40 %, 60 %},
midiendo el desempeno mediante el accuracy sobre un conjunto de prueba limpio.
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Figura 3.1: Distribucion del Accuracy en test.

La Figura [3.1 muestra la distribucion completa de las 100 réplicas Monte Carlo para cada
combinaciéon de pérdida y nivel de ruido de etiquetas, permitiendo evaluar simultaneamente
precision y estabilidad. Cuando no existe ruido de etiquetas (0 %), todas las pérdidas al-
canzan practicamente un desempeno perfecto, con promedios de Lo, = 0,9985, L; = 0,9983,
Los = 0,9988, Loos = 0,9992 y Ly = 0,9997. En este caso, los boxplots muestran cajas ex-
tremadamente comprimidas cerca del valor maximo posible, indicando que el problema es
facilmente separable y que todas las funciones de pérdida son capaces de aprender adecua-
damente la frontera de decision; las diferencias observadas son tan pequenas que carecen de
relevancia practica.

Cuando un quinto de las etiquetas son incorrectas (20 % de ruido), en cambio, comienza
a observarse una separacion entre los métodos: los promedios pasan a ser Ly = 0,9775,
Ly = 0,9785, Los = 0,9842, Lpos = 0,9892 y Ly = 0,9944. Aunque todas las pérdidas
siguen mostrando un accuracy elevado, empieza a emerger una leve jerarquia dominada por
aquellas pérdidas con un menor valor de p, es decir Ly > Los > L; > Lo. Estas pérdidas con
menor p presentan ademés una menor dispersion respecto a las clasicas, lo que indica mayor
estabilidad entre réplicas. A medida que la proporcién de etiquetas incorrectas se aproxima a
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la mitad (ruido del 40 %), se obtienen desempenos promedio de 0,8276, 0,8846, 0,9196, 0,9429
y 0,9728 para Lo, Ly, Los, Loos ¥ Lo, respectivamente. La brecha entre las funciones deja
de ser marginal y la diferencia en robustez se torna mas notoria: Ly conserva una exactitud
cercana al 97 %, lo que implica que incluso cuando casi la mitad de las etiquetas son erréneas,
el clasificador sigue recuperando adecuadamente la estructura verdadera del problema.

Finalmente, el escenario de 60 % de ruido de etiquetas constituye un caso extremo en el que
mas de la mitad de las observaciones poseen etiquetas incorrectas. En estas condiciones, todos
los métodos sufren un deterioro importante, registrando accuracies promedio de Ly = 0,3406,
Ly = 0,3282, Lys = 0,3333, Loos = 0,3328 y Ly = 0,3072, todos por debajo de la linea
de referencia del clasificador aleatorio (50 %). Notese que en este régimen la jerarquia de
robustez se invierte respecto a niveles de ruido menores: las pérdidas con menor p exhiben
los desempenos promedio més bajos. Este comportamiento es consistente con la teoria: cuando
la mayoria de las etiquetas son incorrectas, la senial correcta es minoritaria y los modelos que
descartan agresivamente observaciones discrepantes terminan aprendiendo més de la senal
erronea. En este régimen, la informacion estadistica util practicamente desaparece y ningtun
método puede recuperar la frontera de decision de manera confiable.

Accuracy promedio en test vs Tasa de Ruido de Etiquetas
(100 réplicas, barras = +1 std)
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Figura 3.2: Accuracy promedio en prueba en funcion de la tasa de ruido de etiquetas.

La Figura|3.2] sintetiza esta evolucion del accuracy promedio en funcién del nivel de ruido
de etiquetas de manera continua, complementando los niveles discretos examinados en los
bozxplots y permitiendo distinguir tres fases del proceso. Durante una primera fase de ruido
bajo (entre 0% y 20 %), todas las curvas permanecen cercanas a uno y la degradacion es
minima, lo que indica que los clasificadores poseen una capacidad natural para absorber pe-
quenas cantidades de ruido de etiquetas sin deteriorar significativamente su desempeno. En
una segunda fase, de ruido moderado (entre 20 % y 40 %), las curvas comienzan a separarse
progresivamente entre si, en la misma direccion de la jerarquia ya identificada en los boxplots,
lo que constituye evidencia visual adicional de la robustez diferencial entre pérdidas. Por
ultimo, al entrar en una fase de ruido extremo (alcanzando el 60 %), todas las curvas experi-
mentan una caida abrupta, que puede interpretarse como una transiciéon de fase estadistica:
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hasta cierto nivel de contaminacion existe suficiente informaciéon correcta para identificar la
estructura del problema, pero una vez superado un umbral critico la mayoria de las etiquetas
inducen informaciéon errénea y el aprendizaje se vuelve practicamente imposible para todos
los métodos.
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Figura 3.3: P-valores Test de Wilcox Pareado.

Para determinar si estas diferencias observadas son estadisticamente significativas o pro-
ducto de la variabilidad Monte Carlo, se aplico el test de rangos con signo de Wilcoxon
pareado descrito en la Seccion [3, cuyos resultados se ilustran en la Figura [3.3] La hipotesis
nula evaluada es la igualdad de las distribuciones de accuracy para cada par de pérdidas,
Hy : la distribucion de Ace,, coincide con la de Acc,,. Al analizar el escenario sin ruido de
etiquetas, a excepcion de p(Lo, Lo 2s) = 0,029, todos los p-valores restantes resultan superio-
res a 0,05 (por ejemplo, p(La, Ly) = 0,7815, p(La, Los) = 0,6171 y p(Los, Lo) = 0,3971), de
modo que no existe evidencia estadistica suficiente para afirmar diferencias entre los distin-
tos métodos, lo cual es esperable dado que el desempeno es practicamente perfecto para las
funciones en ausencia de contaminacion.

Al incrementar el ruido de etiquetas al 20 %, en cambio, comienzan a aparecer mas dife-
rencias estadisticamente significativas: p(La, Lo 25) = 0,0003 y p(Ls, Lo) < 0,0001, lo que per-
mite concluir que L5 v Lo superan significativamente a Lo; asimismo, p(Lg.as, Lo) < 0,0001
constituye evidencia estadistica de la superioridad de Ly sobre L5 a este nivel de ruido.
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Finalmente, bajo un ruido de etiquetas del 40 %, los p-valores son extremadamente pequenos,
indicando que las diferencias en accuracy no son atribuibles al azar, y los resultados permiten
ordenar estrictamente las funciones de pérdida por su desempeno como Ly > Los > Ly > Ls.
Esto evidencia empiricamente la teoria expuesta en el Capitulo [2| y sugiere de forma contun-
dente que, dentro del rango de contaminacién moderada estudiado, a mayor valor de p menor
es la robustez ante el ruido de etiquetas.

3.3.2. Regresion: contaminacion con outliers

El objetivo de este experimento fue evaluar el comportamiento de distintas funciones de
pérdida L, frente a la contaminacion con outliers en problemas de regresién supervisada.
Para ello se compararon las pérdidas Ly (MSE), L; (MAE), Los, Lo2s v Lo, mediante las
aproximaciones diferenciables descritas en la Seccion [3], utilizando redes neuronales profundas
entrenadas sobre conjuntos de datos sintéticos contaminados con diferentes proporciones de
outliers. La evaluacion se realiz6 mediante un esquema de Monte Carlo con 100 réplicas
independientes por condiciéon experimental: en cada réplica se generé un nuevo conjunto de
datos, se insert6 contaminacion con outliers en el conjunto de entrenamiento y posteriormente
se evaluo6 el desempeno sobre un conjunto de prueba libre de contaminaciéon, empleando como
criterio de comparacion el error cuadratico medio (MSE) en prueba.
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Figura 3.4: Distribucion MSE en test.

El analisis del desempeno, visualizado en la Figura revela comportamientos contras-
tantes dependiendo del nivel de contaminacién con outliers. En ausencia de contaminacion, la
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funciéon de pérdida Lo obtiene el mejor desempeno promedio, alcanzando un MSE medio de
0,00224, resultado consistente con la teoria clasica de regresion, ya que la pérdida cuadratica
es O6ptima cuando los errores siguen distribuciones aproximadamente gaussianas y no existen
observaciones extremas. Bajo este mismo escenario limpio, la pérdida L, presenta un desem-
penio practicamente equivalente (0,00221), mientras que las pérdidas no convexas Los y Lo 25
muestran un resultado ligeramente inferior (errores cercanos a 0,0027). La aproximacion a
Lo presenta, en este escenario limpio, el peor desempeno de toda la familia, con un MSE que
duplica aproximadamente al de Ls.

Este resultado contrasta de manera notoria con lo observado en el experimento de clasifi-
cacion, donde Ly resulto ser, en promedio, una de las pérdidas con mejor desempeno incluso
en ausencia de contaminacion. Esta discrepancia no cuenta con una explicacion definitiva a
partir de los resultados obtenidos en esta memoria, por lo que a continuaciéon se plantean
dos hipoétesis plausibles y complementarias entre si, que deben entenderse como posibles vias
explicativas y no como conclusiones demostradas.

Una primera hipotesis considera la forma del gradiente de la aproximaciéon suavizada
¢:(r) = r?/(r* + €) empleada para L. A diferencia de p,. con p > 0, cuyo gradiente crece
de forma monotona (aunque saturada) con la magnitud del residuo, el gradiente de ¢. es no
monoétono: se anula tanto cuando el residuo r es muy pequeno como cuando es muy grande,
alcanzando su magnitud méaxima tnicamente en una vecindad intermedia de orden /z. En el
escenario de regresion sin contaminacion, donde el objetivo del entrenamiento es precisamente
reducir los residuos hacia valores cercanos a cero a medida que el modelo converge, esta forma
funcional podria resultar desfavorable: conforme los residuos se acercan al régimen de alta
precision, el gradiente de ¢. se atentia fuertemente, lo que dificultaria el ajuste fino del modelo
y podria dejar a la red estancada en una regién subdptima del espacio de parametros. En
el experimento de clasificacion, en cambio, el residuo relevante (la diferencia entre la salida
sigmoide de la red y la etiqueta binaria) estd naturalmente acotado en un rango reducido,
més compatible con la escala fija utilizada para ¢., lo que podria evitar en mayor medida
este problema de gradiente evanescente.

Una segunda hipotesis, no necesariamente excluyente de la anterior, es que el valor € =
0,01 empleado para Ly en ambos experimentos (seleccionado siguiendo la recomendacion
general de Robitzsch [I1]) no constituya el valor 6ptimo para el contexto particular de esta
regresion. Robitzsch [I1] reporta precisamente que la estabilidad de Lg depende criticamente
de la eleccién de € y del tamano muestral disponible, documentando escenarios en los que Lg 5
resulta preferible a Ly para tamanos muestrales moderados. Dado que la escala de los residuos
de regresion en este experimento, tras la estandarizacion de la variable respuesta, difiere de
la escala de los residuos binarios del experimento de clasificacion, es plausible que un valor
de ¢ distinto al aqui utilizado hubiese producido un comportamiento diferente para Ly en
regresion. En conjunto, ambas hipétesis sugieren que el desempeno de la aproximacion a Ly
no depende tnicamente de sus propiedades de robustez estadistica frente a la contaminacion,
sino también, de forma no trivial, de la interaccion entre la escala de los residuos del problema
y el pardmetro de suavizado € utilizado durante la optimizacion.

Al incorporar un 10 % de contaminacion con outliers, la dindmica cambia drasticamen-
te: el MSE promedio de la pérdida L, se dispara desde 0,00224 hasta 0,21725, un aumento
superior a cien veces, ya que los errores grandes se elevan al cuadrado y unos pocos outliers
contribuyen de forma desproporcionada a la funcién objetivo, desviando el ajuste del mode-
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lo. Las pérdidas robustas, por el contrario, mantienen errores muy cercanos a los del esce-
nario limpio: L; = 0,00403, Los = 0,00268 y Lg25 = 0,00322, Lo = 0,00467 y los boxplots
evidencian ademés una dispersion considerablemente menor para estas pérdidas, indicando
un comportamiento robusto consistente entre réplicas. A medida que la contaminaciéon con
outliers aumenta al 20 % y 30 %, el rendimiento de L, contintia disminuyendo de forma sos-
tenida (MSE;, = 0,34079 y 0,42081, respectivamente), creciendo aproximadamente en un
orden de magnitud por cada 10% de contaminacién anadida. En contraparte, las pérdidas
Los y Lo2s permanecen notablemente estables, pasando de 0,00308 a 0,00326 y de 0,00354
a 0,00370, respectivamente, y sus cajas mantienen una amplitud reducida incluso bajo estos
altos niveles de contaminacion, lo que subraya no solo un mejor desempeno promedio, sino
una acotada variabilidad experimental.

Al alcanzar niveles de contaminacion con outliers del 40 % y 50 %, el desempeno de Lo
continta deteriorandose, llegando a valores promedio de 0,48161 y 0,54108, respectivamente.
Le sigue en desempeno la funciéon L, con un valor promedio de 0,05458 bajo un 50 % de
contaminacion, mientras que las tres pérdidas restantes (Los, Lo2s ¥ Lo) presentan valores
inferiores a 0,01 en todos los casos.

Curvas de Riesgo Empirico por Funcion de Pérdida
R(6,6,) = MSE promedio en test (100 réplicas)
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Figura 3.5: Curvas de riesgo empirico estimado mediante MSE en prueba en funciéon de la
tasa de contaminacion con outliers.

La Figura presenta las curvas de riesgo de generalizacion estimado mediante MSE
sobre datos limpios, formalmente

~

Ruc(p) = = Y MSEx(p),

donde M SEj(p) corresponde al error obtenido por la pérdida L, en la réplica k. Este grafico
refuerza lo discutido anteriormente: conforme aumenta el nivel de contaminacion con outliers,
el riesgo de generalizacion para la pérdida L, crece de forma acelerada, evidenciando su
extrema sensibilidad ante dicha contaminaciéon, mientras que las curvas correspondientes a las
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pérdidas robustas se mantienen practicamente horizontales, confirmando la escasa influencia
que ejerce la contaminacion con outliers sobre su desempeno predictivo.
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Figura 3.6: P-valores Test de Wilcoxon Pareado.

La Figura [3.0] resume los resultados del test de Wilcoxon pareado aplicado a cada par de
funciones de pérdida, evaluando la hipotesis nula de igualdad funcional, Hy : la distribucion
de MSE,, coincide con la de MSE, , frente a la alternativa de que difieren. En ausencia de
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contaminacion, las comparaciones entre Lo v Ly arrojan un p-valor de 0,5202, por lo que no
existe evidencia estadistica suficiente para afirmar diferencias significativas entre estos pares,
confirmando empiricamente que Lo y L; ofrecen desempenos equivalentes sin contaminacion.

En presencia de contaminacién con outliers, en cambio, todas las comparaciones presentan
p < 0,001, lo que indica diferencias significativas entre todas las funciones, a excepcion
de los casos con 40% y 50% de contaminacion, donde la comparacion entre las pérdidas
Los vy Loas arroja p-valores superiores al umbral de significancia habitual (0,6425 y 0,4331,
respectivamente). En conclusion, no hay evidencia para afirmar que una de estas dos pérdidas
supere a la otra, lo que sugiere la existencia de una region robusta p € (0,25, 0,5) dentro
de la cual el comportamiento predictivo frente a la contaminaciéon con outliers se vuelve
esencialmente idéntico.

3.3.3. Regresiéon con datos reales: el conjunto Airfoil Self-Noise

Los dos experimentos anteriores emplearon conjuntos de datos sintéticos y semisintéticos,
lo que permitié controlar con precisiéon el mecanismo de contaminaciéon pero deja abierta la
pregunta, retomada como limitacion en el Capitulo[d] de si la jerarquia de robustez observada
se mantiene sobre datos reales. Para explorar esta cuestion se replico el diseno experimental
de la Seccion [3] sobre el conjunto de datos real Airfoil Self-Noise de la libreria ucimlrepo de
Python, empleando el mismo esquema de contaminacion con outliers en la variable respuesta,
las mismas cinco funciones de pérdida L, con p € {2, 1, 0,5, 0,25, 0}, las tasas de contamina-
cion {0 %, 10 %, 20 %, 30 %, 40 %, 50 %} y el mismo esquema de evaluacion mediante MSE
en prueba y test de Wilcoxon pareado sobre 100 réplicas Monte Carlo por condicién.
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Figura 3.7: Distribucion del MSE en test Airfoil Self-Noise.

La Figura [3.7 presenta la distribucion del MSE en prueba obtenida en este experimen-
to. En ausencia de contaminacion, Ly vuelve a presentar el mejor desempeno, con un MSE
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promedio de 0,1394, seguido por Ly, Los, Lo2s ¥ Lo, con valores de 0,1571, 0,1860, 0,2117
y 0,4217, respectivamente; todas las diferencias entre pares resultan estadisticamente signi-
ficativas (p < 0,001). Este resultado replica sobre datos reales el patréon ya observado en el
experimento sintético de la Seccion anterior: sin contaminacion, L (utilizada ademés como
métrica de evaluacion) logra el menor error, y Lo presenta el desempeno mas pobre de la
familia, aqui con un MSE aproximadamente tres veces mayor que el de Lo, de modo que en
condiciones ideales no se observa ventaja alguna en reducir p.

Al introducir un 10% de contaminacion, el MSE de L, aumenta de 0,1394 a 0,4000,
mientras que L; apenas se mueve hasta 0,1644, y Ly 5 v Lo 25 permanecen igualmente estables
en 0,1881 y 0,2168. El test de Wilcoxon confirma diferencias significativas entre L, Los y
Ly 95, pero no entre Ly y Ly (p = 0,6599) pese a la diferencia observada entre sus medias,
lo que subraya nuevamente que las medias por si solas no bastan para establecer diferencias
entre métodos y justifica el uso de comparaciones pareadas sobre las réplicas. Con un 20 %
de contaminacién la ventaja de las funciones robustas se acentia: Lo alcanza 0,5112 frente
a 0,1732, 0,1943 y 0,2143 para Li, Los y Lo2s, mientras que Lo se sitta en 0,4519, sin
resultar competitiva; todas las comparaciones son significativas (p < 0,001), de modo que
Ly constituye la alternativa con mejor desempeno a este nivel. El patréon se mantiene con
un 30 % de contaminacion, donde L, contintia deteriordndose hasta 0,5914 y L; obtiene el
menor error (0,1885), seguida por Los (0,1972) y Loos (0,2198); todas las diferencias resultan
significativas, aunque la que separa a L; de Ly5 es comparativamente pequena en magnitud
(p = 0,0009).

A partir de un 40% de contaminacién se observa un cambio en la funciéon con menor
MSE: Ly ;5 pasa a liderar con 0,2069, muy cerca de Ly (0,2103), diferencia que aqui deja de
ser significativa (p = 0,0968), mientras que las diferencias respecto de Lo, Loas v Lo si lo
son. Este nivel puede interpretarse como una zona de transicién en la que las pérdidas no
convexas comienzan a mostrar una ventaja méas clara frente a L;. Finalmente, bajo un 50 %
de contaminacion Lj; mantiene el menor MSE promedio (0,2172), seguida por L, (0,2412)
y Log2s (0,2502), mientras que Ly (0,5234) y en particular Ly (0,6840) presentan los peores
desempenos; en este escenario todas las comparaciones por pares resultan estadisticamente
significativas.
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Curvas de Riesgo Empirico por Funcién de Pérdida
Ii’(e,ép) = MSE promedio en test — Airfoil Self-Noise (100 réplicas)
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Figura 3.8: Curvas de riesgo empirico estimado mediante MSE en prueba en funcion de la
tasa de contaminacion con outliers, conjunto Airfoil Self-Noise.

La Figura (3.8 resume esta evolucion mediante las curvas de riesgo empirico. En términos
de variabilidad, L, exhibe un aumento progresivo de su desviacion estandar, desde 0,0218
sin contaminacion hasta 0,1399 con un 50 % de contaminacion, y L presenta una dispersion
igualmente elevada en todos los escenarios, alcanzando 0,1785 en el nivel maximo; en con-
traste, Ly, Los v Lo2s mantienen desviaciones estandar considerablemente menores, lo que
se traduce en cajas mas compactas y una menor influencia de valores extremos en todos los
niveles de contaminacion.
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Figura 3.9: P-valores del test de Wilcoxon pareado Airfoil Self-Noise.

La Figura[3.9] presenta los p-valores del test de Wilcoxon pareado para cada nivel de con-
taminacion. El comportamiento global puede resumirse a través del cambio en la funcién con
menor MSE a medida que aumenta la contaminacion: Lo resulta 6ptima sin contaminacion,
L, domina entre el 10% y el 30%, y Los se convierte en la alternativa preferible a partir
del 40 %. A diferencia del experimento sintético, donde la region de indistinguibilidad esta-
distica se ubico entre Lgs y Loos, en el conjunto Airfoil Self-Noise dicha region se desplaza
hacia el par Li-Los en los niveles intermedios y altos de contaminacion, y Ly 25 no logra en
ningn escenario superar a L; ni a Lgs. En conjunto, este tercer experimento confirma sobre
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datos reales el compromiso general entre desempeno bajo datos limpios y robustez frente a la
contaminacion ya documentado en el experimento sintético: Ly es preferible sin outliers pero
se deteriora rapidamente en su presencia, mientras que L; y Ly s ofrecen el mejor equilibrio
entre precision y robustez a medida que la contaminacion aumenta, sin que la reducciéon del
parametro p produzca una mejora monédtona del desempeno.
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Capitulo 4

Conclusiones y Trabajo Futuro

Esta memoria abordé el estudio de la familia de funciones de pérdida L, en redes neu-
ronales profundas desde una doble perspectiva: teérica, a través de la teoria estadistica de
la decision y la estadistica robusta, y experimental, mediante simulaciones de Monte Carlo
en problemas de regresion y clasificacion bajo contaminaciéon controlada de los datos. Los
resultados obtenidos permiten dar respuesta a los objetivos planteados en el Capitulo 2] La
caracterizacion analitica de la familia L, dentro del marco de Wald [7] y Berger [I] mostro6 que
cada valor de p induce un estimador de Bayes distinto (la media para p = 2, la mediana para
p =1y lamoda para p — 0) y que estas diferencias no son meramente formales, sino que se
traducen en funciones de influencia con propiedades marcadamente distintas: no acotada y
lineal para Lo, acotada para Ly, y redescendiente para la aproximacion a L. Esta jerarquia
teorica, reforzada por el resultado de Barron [12] sobre pérdidas de forma continua, anticip6
de manera consistente el comportamiento observado experimentalmente.

Los experimentos de regresiéon con contaminaciéon con outliers confirmaron de manera
contundente la fragilidad de Ly ante este tipo de contaminacion: su error de generalizacion se
multiplico por méas de cien veces al introducir un 10 % de outliers, mientras que las pérdidas
no convexas Los y Lo 25 permanecieron practicamente estables incluso bajo un 30 % de con-
taminacion. Las pruebas de Wilcoxon pareadas mostraron ademas evidencia de una regiéon de
robustez estadisticamente indistinguible para p € (0,25, 0,5), sugiriendo que, dentro de cierto
rango, el valor exacto del exponente resulta menos relevante que el hecho de que la pérdida
sea no convexa. En ausencia de contaminacion, sin embargo, Ly y L; resultaron 6ptimas, y
las pérdidas no convexas exhibieron una ligera pérdida de eficiencia estadistica; en particular,
la aproximacion a Ly mostro en ese escenario limpio el peor desempeno de toda la familia, un
resultado que, segin se discuti6 en el Capitulo [3] podria atribuirse al caracter no monétono
del gradiente de su aproximacion suavizada ¢. y a su interaccion con la escala de los residuos
de regresion. Este compromiso entre robustez y eficiencia replica, en el dominio de la regre-
sion, el fenémeno documentado por Ma et al. [16] para clasificacién con entropia cruzada.
El experimento adicional sobre el conjunto real Airfoil Self-Noise (Secciéon mostré que
este mismo compromiso persiste sobre datos reales, aunque con matices: alli L;, y no Lgs
0 Lg 5, domina en el rango intermedio de contaminacién, y la regiéon de indistinguibilidad
estadistica se desplaza hacia el par Li-Ly 5.

El experimento de clasificacion con ruido de etiquetas, por su parte, replico y extendio la
metodologia de Ghosh et al. [9], confirmando que la jerarquia de robustez Lo > Los > Ly > Lo
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se mantiene de forma estadisticamente significativa para niveles de ruido moderados (20 % y
40 %). No obstante, se identifico un fenémeno no anticipado explicitamente en la literatura
revisada: cuando el ruido de etiquetas supera el 50 %, la jerarquia de robustez se invierte, y
las pérdidas con menor p, que descartan més agresivamente las observaciones discrepantes,
terminan aprendiendo preferentemente de la senal mayoritaria, que en ese régimen es la
senal incorrecta. Este resultado matiza la recomendacion general de preferir siempre valores
pequenos de p ante la sospecha de contaminacion, y sugiere que la robustez de las pérdidas L,
con p pequeno es beneficiosa inicamente mientras la senal correcta permanece mayoritaria en
los datos de entrenamiento. En conjunto, la evidencia teérica y experimental reunida en esta
memoria confirma que la eleccién de la funcién de pérdida no es una decision secundaria del
proceso de entrenamiento, sino una decisién estadistica con consecuencias directas sobre la
robustez, la eficiencia y la validez de las conclusiones que se extraen de un modelo entrenado
sobre datos potencialmente contaminados.

Estos hallazgos deben interpretarse, sin embargo, a la luz de las limitaciones del diseno
experimental empleado. En primer lugar, los experimentos principales se basaron en conjun-
tos de datos sintéticos y en el conjunto load_digits, lo que permiti6é controlar con precision
el mecanismo de contaminacion. El experimento adicional sobre el conjunto real Airfoil Self-
Noise (Seccion ofrece una primera evidencia de que el compromiso entre desempeno
bajo datos limpios y robustez frente a outliers se replica en datos reales de regresion, aunque
queda abierta la pregunta de si la jerarquia de robustez observada se mantiene también en
clasificacion con ruido de etiquetas real, y en conjuntos de datos de mayor escala y com-
plejidad, donde tanto el ruido de etiquetas como la contaminacién con outliers surgen de
procesos de recoleccion y anotacion imperfectos en lugar de ser inducidos experimentalmen-
te. En segundo lugar, el parametro p se traté6 en todo momento como un hiperpardmetro
fijo, seleccionado mediante una busqueda sobre una grilla discreta; Barron [12] muestra que
tratar el parametro de forma como una variable libre, optimizada junto con los pesos de la
red mediante la maximizacion de la verosimilitud, permite que la robustez de la pérdida se
adapte automéaticamente al nivel de contaminacién presente en los datos, y esta perspectiva
adaptativa no fue explorada en la presente memoria. Asimismo, el marco de Active Passive
Loss propuesto por Ma et al. [16], que combina una pérdida robusta con una componente
complementaria que preserva la capacidad de ajuste, sugiere una via concreta para mitigar
la pérdida de eficiencia observada en esta memoria para Los y Lo en ausencia de contami-
nacion, tanto en clasificacion como en regresion, mientras que la estrategia de regularizacion
¢, sobre la salida de la red propuesta por Zhou et al. [I3] ofrece una via alternativa para
incorporar la nocién de dispersion asociada a L sin necesidad de emplearla directamente
como funciéon de pérdida sobre los residuos. Finalmente, esta memoria se restringié a dos
formas de contaminacion (outliers en la variable respuesta y ruido de etiquetas), dejando
fuera otros regimenes relevantes, como los errores de especificacion del modelo estudiados
por Robitzsch [I1], y se apoy6 en las cotas de convergencia de Rosasco et al. [8], que solo
cubren formalmente el caso convexo (p > 1) y dejan sin garantias tedricas explicitas a las
pérdidas L, con p < 1 utilizadas en gran parte de los experimentos; el desarrollo de cotas de
generalizacion especificas para esta region no convexa constituye un problema teérico abierto
de relevancia directa para justificar con mayor rigor los resultados empiricos aqui presentados.
Abordar estas limitaciones, mediante un mayor ntmero de réplicas, conjuntos de datos reales
de clasificacion, robustez adaptativa, esquemas de tipo Active Passive Loss o regularizacion
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dispersa, escenarios de mala especificacion del modelo, y fundamentos teéricos para pérdidas
no convexas, constituye el conjunto de lineas de trabajo futuro mas directamente motivadas
por los resultados de esta memoria.
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Capitulo 5

Anexo

5.1. Implementacién computacional

La implementacion se realizo en Python 3.11 usando PyTorch como framework de apren-
dizaje profundo. Las librerias auxiliares son scikit-learn para generaciéon de datos y pre-
procesamiento, y matplotlib para visualizacion.

Las funciones de pérdida se implementan como subclases de nn.Module, lo que permi-
te que PyTorch calcule automaticamente los gradientes mediante diferenciaciéon automatica
(autograd), sin necesidad de derivar manualmente las expresiones del gradiente de cada p,..

class LpLoss(nn.Module):

def __init__(self, p: float, eps: float = None):

super () . __init__Q)
self.p =p
self .eps = le-2 if p == 0.0 else 1le-3

def forward(self, y_pred, y_true):
r = y_pred - y_true
if self.p == 0.0:
return torch.mean(r*x*2 / (r**x2 + self.eps))
else:
return torch.mean ((r**2 + self.eps) *x*x (self.p / 2))

Listing 5.1: Implementacion de la familia L, en PyTorch

La arquitectura de red utilizada en ambos experimentos es un perceptréon multicapa pro-
fundo (Deep MLP) con capas ocultas ReLU, normalizacion por lotes (BatchNormid) y regu-
larizacion por dropout. La normalizacién por lotes es especialmente importante aqui porque
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distintas funciones de pérdida producen distribuciones de activaciones distintas durante el en-
trenamiento; sin normalizacién, la comparacion entre funciones estaria confundida con efectos

de escala. La salida es lineal para regresion y sigmoide para clasificacion binaria.

class DeepMLP (nn.Module) :

def __init__(self, layer_sizes, task= s
dropout=0.2):
super () . __init__()

self.task = task
layers = []
for i in range(len(layer_sizes) - 1):
layers.append(nn.Linear (layer_sizes[i],
layer_sizes[i+1]))
is_last = (i == len(layer_sizes) - 2)
if not is_last:
layers.append (nn.BatchNormld(layer_sizes[i+1]))
layers.append (nn.ReLU())
if dropout > O:
layers.append (nn.Dropout (dropout))
self .network = nn.Sequential (*layers)

def forward(self, x):

out = self.network(x)
if self.task ==
out = torch.sigmoid (out)

return out

Listing 5.2: Arquitectura del MLP profundo

En la implementacion real, cada tarea instancia su propia arquitectura con los hiperpa-
rametros que le corresponden: el experimento de regresiéon usa dropout=0.2, mientras que
el de clasificacion usa dropout=0.3, dada la mayor tendencia al sobreajuste observada en el
conjunto de menor tamano (digits 0 vs. 1). El listado anterior omite el parametro task por
simplicidad expositiva; en el codigo, esta bifurcacion (salida lineal vs. sigmoide) esta resuelta
mediante dos clases separadas, una por experimento.

El entrenamiento utiliza el optimizador Adam con decaimiento de pesos y early stopping
basado en la pérdida de validacion. El early stopping es necesario porque distintas funciones
de pérdida tienen velocidades de convergencia distintas; un nimero fijo de épocas favoreceria
artificialmente a algunas funciones sobre otras.

class Trainer:
def __init__(self, model, loss_fn, lr=1e-3, patience=20):
self .model = model
self.loss_fn = loss_fn
self .optimizer optim.Adam(model.parameters (),
lr=1r, weight_decay=1le-4)

Il

self .patience patience

def fit(self, train_loader, val_loader, epochs=300):
best_val, best_state, wait = float( ), None, O
for epoch in range(l, epochs + 1):
self .model.train ()
for X_b, y_b in train_loader:
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self .optimizer.zero_grad ()

loss = self.loss_fn(self.model(X_b), y_b)
loss.backward ()

self .optimizer.step ()

val_loss = self._eval(val_loader)
if val_loss < best_val - le-6:
best_val = val_loss

best_state {k: v.clone() for k, v in
self .model.state_dict().items ()}
wait = O
else:
wait += 1
if wait >= self.patience:
break

self .model.load_state_dict(best_state)

Listing 5.3: Bucle de entrenamiento con early stopping

El fragmento anterior sintetiza, con fines expositivos, el bucle de entrenamiento que en la
implementacion real esta escrito de forma inline (no como clase reutilizable) en cada script de
experimento. Los valores de learning rate y paciencia utilizados efectivamente difieren entre
tareas:

Experimento Learning rate  Paciencia (épocas)
Regresion sintética 1073 25
Clasificacion (digitos) 5x 1074 30

5.2. Reproducibilidad y semillas

Todos los experimentos de esta memoria son completamente reproducibles a partir de una
semilla maestra asociada a cada réplica Monte Carlo. Paralaréplica k (conk =0,1,..., K—1,
K =100), la semilla utilizada se calcula como

seed, = 17k + 3.

Esta expresion se aplica de manera idéntica en los tres experimentos (regresion sintética,
clasificacion y regresion sobre Airfoil Self-Noise), y su tinico proposito es generar semillas bien
separadas entre réplicas consecutivas, evitando solapamientos accidentales en los generadores
pseudoaleatorios de numpy y scikit-learn.

La semilla seed; controla dos etapas independientes del proceso de generacion de datos
de cada réplica:

= Generacién y particion de los datos limpios. En regresion, seed, se pasa como
random_state tanto a make_regression (que genera X e y) como a las dos llamadas
sucesivas de train_test_split que producen las particiones de entrenamiento, vali-
dacion y prueba. En clasificacion, dado que los datos de load_digits se cargan una
Unica vez para todas las réplicas, seed; se emplea tinicamente en las dos llamadas de
train_test_split estratificado que generan las particiones. En ambos casos, reutilizar
el mismo seed; en las dos llamadas de train_test_split garantiza que la particion
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completa (entrenamiento/validacion/prueba) sea idéntica cada vez que se ejecuta la
réplica k.

Insercion de la contaminacion. La contaminacion (outliers en regresion, ruido de
etiquetas en clasificacion) se controla mediante un generador numpy . random. RandomState
independiente, inicializado con un desplazamiento fijo sobre seedy: seed;, + 1000 para
los outliers en regresion, y seed;, 4+ 2000 para el ruido de etiquetas en clasificacion. Este
generador determina tanto los indices de las observaciones contaminadas como, en el
caso de los outliers, el signo del desplazamiento aplicado a cada una. El uso de un des-
plazamiento distinto para cada mecanismo de contaminacién asegura que la particiéon
de los datos y la contaminaciéon introducida sean estadisticamente independientes entre
si, evitando que un mismo valor de semilla determine simultdneamente ambos procesos.
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