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Resumen

La estabilidad de cuerda es una propiedad fundamental para la seguridad en la navegacion
de pelotones de vehiculos auténomos. En la practica, la presencia de fenémenos aleatorios,
tales como pérdida temporal de comunicacién entre vehiculos y ruidos en los canales de
comunicacién, entre otros, puede afectar la navegacion de los vehiculos. Sin embargo, el
estudio del efecto de estos fendmenos aleatorios en el desempefio de los sistemas de
pelotones es escasa en la literatura actual. La presente tesis busca complementar el
incipiente andlisis de pelotones de vehiculos auténomos afectados por fendmenos
estocasticos, especificamente, estudiando el efecto de canales con ruido aditivo en
pelotones con topologia seguidor a predecesor y a lider. Para ello, se analiza un pelotén de
vehiculos modelados como sistemas lineales de tiempo discreto, con comunicacién entre
cada vehiculo y su predecesor, y también con el vehiculo lider del pelotén, y donde las
comunicaciones tanto del predecesor como del lider estan afectas por ruido blanco aditivo.
Para el presente andlisis se utilizan definiciones de estabilidad de cuerda adecuadas para la
inclusion de sefiales estocdsticas ya presentes en la literatura, y se adaptan al entorno de
seguimiento a predecesor y a lider estudiado en este trabajo. De esta forma, la principal
contribucién de esta tesis yace en la obtencion de condiciones necesarias y suficientes para
estabilidad de cuerdas con comunicacion sujeta a ruido aditivo para la topologia de
seguimiento a predecesor y a lider. Discusién y ejemplos numéricos complementan los
resultados analiticos obtenidos.

Palabras clave: estabilidad en cuerda, sistemas multi-agente, estabilidad en sentido
cuadratico medio, pelotén de vehiculos, ruido aditivo, topologia seguidor a predecesor y a
lider.
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CAPITULO

Introduccion

Los recientes avances en tecnologias de conducciéon auténoma abren nuevas oportunidades
y desafios que deben ser considerados para la correcta y eficiente implementacién de estas
tecnologias. Entre estas tecnologias, el estudio de sistemas de pelotén, también conocido
como Platooning en inglés, es considerado un tema relevante que promete revolucionar el
transporte terrestre en las proximas décadas [1, 2, 3, 4, 5, 6]. Estos sistemas corresponden
a un pelotén de vehiculos autonomos que navegan de forma coordinada, comunicandose
entre ellos de forma inaldmbrica para compartir informacién relevante para esta tarea. El
estudio de sistemas de peloton, desde la perspectiva de la disciplina de Control Automatico,
busca disefiar sistemas de control que permita que los vehiculos naveguen de forma fluida
y segura mientras mantienen un espaciamiento entre vehiculos deseado, usualmente tan
pequeilo como sea posible [7, 8, 6]. Los vehiculos deben compartir informacién para
realizar esta tarea, lo que requiere de la definiciéon de una topologia de comunicacién entre
vehiculo. De esta forma, el estudio de pelotones puede entenderse como el estudio de
sistemas multiagentes controlados sobre redes de comunicacién con estructura definida [9].
Este tipo de sistemas se caracterizan porque estdn conformados por multiples subsistemas
que intercambian informacién para realizar una tarea especifica.

La correcta implementacién de un peloton de vehiculos auténomos permitird mejorar la
seguridad vial, la eficiencia energética y optimizar el uso de las rutas [10, 11, 12, 13, 14,
15, 16, 7, 17, 8, 18, 19]. Las ventajas respecto a la eficiencia energética estan basadas
principalmente en la reduccién de la resistencia aerodindmica de los vehiculos [20] al
acercarlos entre si [21, 22, 23], como se representa en la Figura 1.1. En este caso, se utiliza
el término energia de forma genérica, puesto que puede representar alimentacion desde una
bateria, consumo de combustible fésil o ambas en un pelotén. Esta optimizacién es capaz



2 CAPITULO 1. INTRODUCCION

————— =
P

Resistencia Consumo de Consumo de Consumo de
aerodinamica energia reducido. energia reducido. energia reducido.

Figura 1.1: Resistencia aerodindmica.

de representar una revolucién en el transporte por carretera en general y en la conduccion
auténoma en particular.

Asimismo, ya se han logrado implementaciones a escala real con resultados que proponen
una reduccién en la resistencia aerodindamica en los seguidores [24, 25], lo que se traduce
en una menor energia requerida en el transporte. El estudio y eventual implementacion de
esquemas de peloton esta siendo un foco a nivel estatal en las mayores potencias globales,
como el proyecto KONVOI en Alemania, el proyecto Chauffeur en la Unidn Europea, el
programa PATH en Estados Unidos y el proyecto Energy ITS en Japon [26, 27, 7, 28, 29],
mientras que los principales actores privados han puesto sus miras en implementar sistemas
de pelotén en sus productos, como Volvo o Scania [30, 31]. Estas implementaciones van
de la mano de las recientes innovaciones en la implementacién de sistemas auténomos de
conduccidn y la incorporacién de sensores a bordo, como GPS, LiDAR, sensores ultrasénicos
e infrarrojos, llegando a incluso cdmaras con deteccion de elementos en el ambiente [32, 33];
que permiten al vehiculo conocer su ambiente; posicion, velocidad, aceleracion, distancias
relativas y eventuales obstdculos. Esta informacidn puede ser transmitida mediante canales
inaldmbricos a un servidor central o, mas relevante en el caso de sistemas de pelotén,
otros vehiculos. El indudable avance en el poder de computo permiten que los sistemas de
conduccion auténoma a bordo sean cada vez mas eficaces e independientes de la accién
humana; ademas de permitir procesar los datos recibidos por los sistemas de sensado de
forma eficiente y veloz.

Esta coordinacién a través de compartir informacion entre miembros del pelotén le hace
formar un ecosistema, en donde se pueden tomar decisiones de forma cooperativa y asi
lograr un desempefio correcto tanto individualmente como en el conjunto. Incluso, es
posible traducir estos beneficios para el conjunto en forma de un retorno monetario para los
vehiculos que aporten a un pelotén [31].

Los desafios a superar por un esquema de control para un sistema de pelotén son mas
complejos a medida que se consideran mas factores, tanto ambientales como respecto a la
comunicacion y modelado matematico de cada vehiculo. En particular, el desafio de peloton
a resolver en el presente trabajo es en una tnica dimension espacial, existiendo trabajos que



1.1. Motivacion 3

también consideran dos dimensiones [34, 35], donde se estudian las dindmicas del peloton
en curvas o eventuales cambios de carril. De esta manera, la distancia longitudinal entre
dos vehiculos debe ser la deseada mientras se conserva una velocidad constante.

El rechazo de eventuales perturbaciones, como cambios de velocidad producto de un
obstaculo a lo largo del pelotén es parte de una nocion de estabilidad conocida como
estabilidad de cuerda [5, 6, 36, 37]. En un sistema estable en cuerda, los errores transientes
producto de perturbaciones se propagan hacia los vehiculos de mas atras, pero reduciendo su
amplitud. Por el contrario, los errores en un sistema inestable en cuerda van amplificAndose
mientras se propagan a lo largo del pelotén de vehiculos. La estabilidad de cuerda es
fundamental para evitar eventuales colisiones producto del sistema de control en si, por lo
que se utiliza como medida de seguridad. La estabilidad de cuerdas no debe ser confundida
con la estabilidad interna o la estabilidad entrada acotada-salida acotada (BIBO) en el
tiempo. Un sistema de peloton estable internamente asegura que el error se disipe en el
tiempo, y un sistema estable en cuerdas asegura que los errores se disipen también cuando
el nimero de vehiculos crece, a la vez que se mantienen acotadas usando ciertas métricas.
Matematicamente hablando, la nocién de estabilidad de cuerda se ha definido de variadas
formas, existiendo definiciones tanto en el tiempo como en la frecuencia, y para sistemas
lineales y no lineales [5]. La estabilidad de cuerdas estd ampliamente estudiada en
entornos deterministas [5, 6, 36, 37], es decir, cudndo es posible conocer a priori las sefiales
involucradas con completa certeza. Definiciones ttiles para entornos estocasticos, es decir,
cuando las sefales involucradas se ven afectadas por uno o mas fenémenos aleatorios, son
escasas. Una definicidn reciente y suficientemente general ha sido propuesta en [38].

1.1 Estado del arte

El estudio de sistemas de pelotén es un tépico ya asentado, siendo estudiado desde mediados
del siglo pasado [39, 37, 40] y ha surgido una alta variedad de estudios, lo que conlleva a
la natural necesidad de clasificarlos.

Los esquemas de pelotdn son clasificados, principalmente, por su topologia de comunicacion,
tipo de modelo para los vehiculos, dominio temporal y topologia de comunicacién [5, 6, 41],
entre otros criterios.

Por topologia de comunicaciéon (o topologia de flujo de informacién) se entiende a la
disponibilidad de informacion relacionada a otros vehiculos, siendo la topologia Seguidor a
predecesor, Predecessor Follower (PF), en la cudl se comparte informacion al vehiculo seguidor
inmediato, la mas comun y una de las mads simples [42, 5, 43]. Otras topologias relevantes
son Bidireccional, Bidirectional (BD), en donde se comparte informacion al vehiculo seguidor
inmediato y al predecesor inmediato [44, 45], Seguidor a lider Leader Follower (LF) [46] y
Seguidor a predecesor y a lider, Leader Predecessor Follower (o Predecessor-Leader Following)
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(LPF) [47, 48, 49, 39, 50]. La topologia de comunicacién también permite clasificar sistemas
por los datos transmitidos, que corresponden a la variable fisica, por ejemplo, velocidad y
posicion transmitida por cada vehiculo y utilizada en la eleccién de una accién de control.
Hay trabajos que incluyen la interconexién de mds de una topologia de flujo de informacion,
que se denominan pelotones mixtos [51].

Los modelos de los vehiculos (o dinamica de nodos) se clasifican en lineales [42] y
no-lineales [52, 20], en funcién del cumplimiento de propiedades de superposicion y
homogeneidad en sus modelos; y si éstos son iguales en todos los agentes se habla de un
pelotén homogéneo y de no ser iguales, de un pelotén heterogéneo.

Los sistemas involucrados pueden ser descritos en el dominio temporal [53, 44] o de la
frecuencia [54], ya sea de tiempo continuo [55, 44] o discreto [53]. La eleccion de cierto
dominio establece los criterios que debe satisfacer el sistema de control para cada situacion.
Las clasificaciones, y trabajos notables asociados a cada tipo, son comunes en trabajos del
tipo estudio (survey), como [5, 56, 6, 41], que se encargan de catalogar el estado del arte
en sistemas de pelotdn.

En particular, este trabajo puede ser clasificado como un esquema seguidor a predecesor y a
lider (Leader Predecessor Follower) lineal de tiempo discreto y, debido a como se modela su
comunicacién, estocastico, ya que se busca estudiar el efecto que posee un ruido aditivo
en las comunicaciones entre el lider y el predecesor sobre un vehiculo dado. El estudio
considerando ruido aditivo es relativamente nuevo, y sdlo existen resultados para esquemas
bajo topologia seguidor a predecesor (Predecessor Follower), en dénde se demuestra que las
condiciones para estabilidad de cuerdas son iguales en entornos deterministas y afectos a
ruido aditivo, ya sea blanco [38] o coloreado [57].

La eleccion del marco de trabajo en tiempo discreto esta basada en la abundancia de
controladores digitales, que pertenecen al tiempo discreto en la actualidad y la simpleza
del manejo de sefiales aleatorias de tiempo discreto. Sin embargo, la revision bibliografica
apunta que no existen trabajos publicados en relacién a implementaciones del tipo Seguidor
a predecesor y a lider en tiempo discreto en el dominio de la frecuencia, pero si se ha
abordado este tipo de problemas usando control predictivo (MPC) [58, 34, 59, 50], en
entornos deterministas.

Dentro de la implementacién de esquemas de peloton estd el efecto de los canales de
comunicacién, puesto que estan afectos a fenémenos aleatorios. Estos pueden modelar
la incertidumbre producto del canal de comunicacién como una retardo aleatorio en la
transmision [60, 61, 62, 63, 43], como pérdida de datos [64, 65, 66, 53, 67, 68, 19] 0 como
el ya mencionado ruido aditivo [69, 38, 57, 59]. Pese a existir bastantes trabajos basados
en fendmenos aleatorios, atin no existe consenso de cémo definir y asegurar estabilidad
de cuerdas en este tipo de entornos; existiendo trabajos parciales respecto a este tdpico
o sélo resultados numéricos [70, 65, 61, 71, 72]. Algunos trabajos que buscan establecer
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éstos criterios son [62, 38], basados en los segundos momentos de las sefiales de interés,
asociadas al error de seguimiento. En particular, se busca trabajar a partir los resultados de
[73, 381, que propone el concepto de estabilidad de cuerdas en el sentido cuadrético medio
(Mean square string stability).

De esta forma la presente tesis busca proponer un esquema de control para una situacién de
un esquema de pelotén con comunicacion de seguimiento al predecesor y al lider, bajo la
condicion de que cada transmision de datos se encuentra afectada por ruidos aditivos y por
lo tanto, se deben proponer criterios que aseguren que es posible satisfacer condiciones de
estabilidad de cuerdas en el sentido cuadratico medio.

Adicionalmente, se proponen estudios relacionados a las métricas de desempefio que
permitan comprender el como manipular el lazo de control para obtener un comportamiento
deseable. Estos estudios contemplan la eleccidn de controlar por una u otra variable fisica,
y el cémo estas son transmitidas para conseguir el mejor desempefio.

1.2 Principales contribuciones

En este trabajo se estudia la estabilidad de cuerda en pelotones en presencia de ruido aditivo.
Las principales contribuciones de esta tesis son:

* Se obtienen condiciones necesarias y suficientes para estabilidad de cuerda en
pelotones con topologia de seguidor a predecesor y a lider, considerando canales de
comunicacién afectados por ruido blanco aditivo. Para ello se utiliza el concepto de
estabilidad de cuerda propuesto en [38]. Dichas condiciones se obtienen para dos
escenarios: cuando se considera control basado en posicién, y cuando se considera
control basado en velocidad.

* Para el caso de control de posicidn, se obtienen expresiones analiticas para la maxima
varianza estacionaria de los errores de seguimiento del peloton. Esta varianza limita la
varianza de los errores de estimacion de todos los vehiculos en el pelotén. Por lo tanto,
esta expresion abre el camino para disefiar controladores de minima varianza, lo que
estd propuesto como trabajo futuro.

* Se proponen y discuten consideraciones adicionales para el disefio del lazo de control,
con el objetivo de mejorar el desempefio del pelotén de vehiculos, manteniendo la
propiedad de estabilidad de cuerda.

1.3 Publicaciones asociadas

Los trabajos realizados asociados a esta tesis son:
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1. Titulo del articulo: Convergence Analysis for Platooning Over Coloured Additive
Noise Channels

Autores: Fernando Sanhueza, Marco Gordon, Alejandro I. Maass , Andrés Peters,
Francisco Vargas.

Publicado en: Conferencia IEEE 2024: 2024 European Control Conference (ECC).

1.4 Otras publicaciones desarrolladas
Los trabajos realizados durante los estudios de postgrado, no asociados a esta tesis son:
1. Titulo del articulo: Micro-Channel Level Estimation Utilizing Non-Linear Filtering

Methods

Autores: Luis Severino, Fernando Sanhueza, Ignacio Acosta, Francisco Vargas, Marco
Gordon, Angel Cedefio

Publicado en: Conferencia IEEE 2024: XXVI Congress of the Chilean Association of
Automatic Control.

2. Titulo del articulo: Exploring LQI Control in Sampled-Data Systems: A Numerical
Study for First-Order Systems
Autores: Luis Severino, Fernando Sanhueza, Andrés Peters, Francisco Vargas.
Publicado en: Conferencia IEEE 2024: ANDESCON 2024.

3. Titulo del articulo: LQI Control of a Self Balancing Robot: A Numerical Study of the
Impact of the Integral Approximation.
Autores: Luis Severino, Fernando Sanhueza, Andrés Peters, Francisco Vargas.
Publicado en: Conferencia IEEE 2023: 2023 IEEE CHILEAN Conference on Electrical,
Electronics Engineering, Information and Communication Technologies.

4. Titulo del articulo: Port Hamiltonian based model for platooning applications
including air drag effects
Autores: Fernando Sanhueza, Francisco Vargas, Héctor Ramirez, Andrés Peters.

Publicado en: Conferencia IFAC 2023: 22nd IFAC World Congress.

1.5 Organizacidon de la tesis

Este trabajo se estructura en capitulos, cada uno enfocado en cumplir los siguientes objetivos:
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* FEl capitulo 2 presenta las herramientas fundamentales utilizadas a lo largo de la tesis,
incluyendo la notacién adoptada, las definiciones de estabilidad de cuerdas en entornos
deterministas y estocasticos, y un ejemplo ilustrativo que abarca tanto estabilidad
como inestabilidad de cuerdas en un sistema determinista.

* El capitulo 3 plantea los esquemas principales que se abordan en esta tesis, junto con
las suposiciones consideradas en su desarrollo.

* El capitulo 4 propone condiciones de convergencia y enuncia las condiciones de
estabilidad de cuerda para el sistema propuesto en el capitulo 3 con control por
posiciones. Estas condiciones de convergencia son probadas mediante simulaciones.

* El capitulo 5 extiende el andlisis realizado en el capitulo 4 para una modificaciéon del
lazo de control: en vez de controlar respecto a la posicidn del lider se controla con
respecto a su velocidad, utilizando el esquema propuesto en el capitulo 3 con control
por velocidad-

* El capitulo 6 aporta herramientas que permiten mejorar el desempefio de los sistemas
expuestos en el capitulo 4 y 5 a partir de distintas consideraciones, tales como la
minimizacion de la varianza asociada a los errores de seguimiento o la obtencién con
menor varianza de la velocidad del lider.

* El capitulo 7 concluye en relacién al trabajo expuesto y propone trabajos futuros
relacionados.



CAPITULO

Herramientas y conceptos preliminares

En este capitulo se introducen las principales herramientas utilizadas en esta tesis,
incluyendo la notacién adoptada, antecedentes de pelotones de vehiculos en entornos
deterministas, y resultados previos sobre estabilidad de cuerdas.

Ademas, se desarrolla un ejemplo que ilustra un sistema con estabilidad e inestabilidad
de cuerdas, con el propdsito de validar las definiciones propuestas y facilitar al lector la
comprension empirica de este concepto.

2.1 Notacion

2.1.1 Notacion matricial

Sea M € C""y L e C™™ matrices complejas, de dimensiones n y m arbitrarias.

Se define a la operacién radio espectral como p(o). El i-ésimo valor singular de una matriz
se denota como ¢;(L) y su mayor valor singular se denota como o,,,,,.(L).

Se denota a la matriz transpuesta de M como M. El par hermitiano de M es expresado
como M*#, esta operacién en el dominio de la frecuencia corresponde a M (z)7 = M (z=H)T

La operacion de vectorizacion es definida sobre una matriz L € R™*™. Con L, 4, € R el
(d,,dp) elemento de L.

T
VeC(L) = |:L1,17 e Lm71, LLQ, e Lm’g, Ll,n; e Lm,n}

Sea v = vec(L) € R™*™. Suponiendo que se conocen las dimensiones originales de L, es
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posible reconstruir L con la operacién inversa vec—!:

vec H(¥) = (vec(I,,)" @ I,)(I, ® ¥) = L
Con [,, como la matriz identidad de tamafio n y ® representando al producto de Kronecker,

que se define a continuacion.

Producto de Kronecker

Sean las matrices A € R™*"y B € RP*4, Su producto de Kronecker A ® B R"™*" se

define como:
CLLlB Ce al,nB

AR B2

am1B ... Gpmn B

Cona,, € Rel(m,n)elementode A.Las propiedades mds relevantes del producto de
Kronecker son:

* Sean A, B, C, D matrices de dimensiones apropiadas, de manera que sea posible definir
los productos BD y AC'; entonces se cumple:

(A® B)(C ® D) = (AC) ® (BD) (2.1)

* Sean A, X, B matrices de dimensiones apropiadas, tales que exista el producto AX B.
Entonces:
vec(AXB) = (B ® A)vec(X) (2.2)

* Sea A un a matriz cuadrada, entonces p(A ® A) = p(A)p(A)

2.1.2 Propiedades de interés

Se explotan las siguientes propiedades demostradas en [74].

* Sea M una matriz simétrica positiva semi definida y = un vector columna. Se cumple:

vT Mz < p(M)a"z (2.3)

* Sea M una matriz simétrica positiva semi definida:

Omaz(M) = p(M) (2.4)
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2.1.3 Normas

Se definen las siguientes normas a utilizar:

* Sea z R™ un vector, donde el i-ésimo elemento de = se denota como z(). Su norma
||z||p, con p € Ny sunorma ||z||~ se definen como:

1
n P
el 2 (2100 ) s el 2 me )
=1

* Sea z(k) € R™ una sefial en tiempo discreto, donde z(k) denota a un vector x al
instante £ € Ny. Sunorma ||z||.,, con p € Ny sunorma ||z||.,. se definen como

1
lzllz, < <Z|Il’ ||p>, ||x||cmésgpllw(k‘)|loo

* Sea X € R™ " una matriz constante, simétrica y positiva semi-definida, se definen la
norma Schatten [74] || X||,, con p € Nylanorma ||.X||, como

1

n P

X1, = (Z Uz-(X)p) v X oo 2 Oman(X)

i+l

* Sea X (k) una matriz variante en el tiempo, con k € Ny, sunorma || X||.,, conp € Ny
su norma || X||.. se definen como:

11, & (S IX0E) e, 2 X

Se denomina espacio normado V a un espacio vectorial en el que se ha definido una norma,
la cual permite calcular magnitudes asociadas a los vectores que lo componen, siguiendo
las propiedades establecidas para dichas normas. Como propiedad mds relevante para este
trabajo, asociada a los espacios nombrados, se enuncia la desigualdad triangular.

Teorema 1 (Desigualdad triangular). [75]
Sean u,v € V. Por lo tanto, se cumple:

lu+ ol < Jjull + vl (2.5)

Esta desigualdad se convierte en una igualdad si y solo si u y v son mtltiplos no negativos

entre si.
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2.1.4 Sistemas lineales de tiempo discreto.

En este trabajo las sefiales estan definidas en un entorno de tiempo discreto, definidos
en los instantes k& € N Si las sefiales se definen en el dominio temporal, éstas van
acompafiadas del argumento [k], si estas se describen en el dominio de la frecuencia
usando la transformada Z, estas sefiales se representan con mayusculas y acompafadas del
argumento (z).

Las variables aleatorias se escriben en negrita en el dominio del tiempo. También se utiliza
el superindice tilde ¢ para identificar variables aleatorias.

La letra ¢ corresponde al operador de adelanto, es decir, que representa ¢ - s(k) = s(k + 1).
Se define a un sistema estrictamente propio como aquél con un grado de adelanto superior
en las salidas respecto a las entradas en la ecuacion recursiva del sistema (ERS) y como un
sistema bipropio a aquel que tanto las entradas como las salidas poseen el mismo grado de
adelanto. En el dominio de la frecuencia, se puede apreciar esta diferencia como el grado
relativo de la funcion de trasferencia de dicho sistema. Un sistema impropio no cumple
ninguna de las condiciones descritas y no es fisicamente realizable.

Los sistemas estudiados en este trabajo se asumen lineales e invariantes en el tiempo
(LTD), lo que implica que cumplen las propiedades de homogeneidad y superposicién. La
homogeneidad indica que si un sistema genera una salida dada ante una entrada especifica,
entonces, al escalar dicha entrada, la salida también se escala en la misma proporcién.
Por otro lado, la superposicion establece que la salida total de un sistema ante multiples
estimulos puede expresarse como la suma de las salidas individuales correspondientes a
cada estimulo.

Si este tipo de sistemas posee una respuesta impulso denotada por h(k) y funcién de
transferencia H(z), su entrada u(k) pudiendo ser un proceso estocdstico (o no), la salida
y(k) producto de dicho estimulo estd definida como y(k) = h(k) x u(k), con * como la
convolucién. Una variante simplificada de dicha notacion a utilizar en la presente tesis, la
salida es planteada como y = Hu.

Al ser multiplicado un sistema H(z) con su par hermitiano H(z)" se obtiene la magnitud de
este sistema al cuadrado H(z)H (2) = |H(2)|?.

La representacion en espacio de estados de un sistema es expresada a partir de la notacién
G(z) = (A, B,C, D).

Se define como una funcidén de clase K como una funcién matemadtica v que en el dominio
R = [0,00), cumple v : R5y — R, siendo v continua, estrictamente creciente y con raiz
en cero.
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Teorema 2. Propuesto en [76]. Considere un sistema G(z) = (A, B,C,D) € RH, es
una realizacion minima y v > ||G(z)||... Entonces existe una matriz de transferencia
M(z) € RHo tal que cumple MM = v — GEGy M~ € RH.. Una realizacién

particular de M estd dada por:

Donde:

Con X = X7, solucién estabilizante a la ecuacién de Ricatti de tiempo discreto (DARE):

M = (A, B,—RY?F, RY?)

Rp=~*I-DT'D
R=Rp+B"XB
F=—(Rp+B"XB)'(B"XA - DTC)

(A+ BR;'D'C)'X(A+ BRy'D'C) - X — (I + DRy'D")C
—(A+ BRp'DTCY'XB(Rp + B XB) 'B"X(A + BR;'DTC) =0

2.1.5 Sistemas y procesos estocasticos.

Sean x(k) e y(k), dos procesos aleatorios en tiempo discreto, es decir, son sefiales

conformadas por variables aleatorias con una funcion de densidad de probabilidad bien

definida. Esta sefial puede caracterizarse por las siguientes métricas:

La media de x(k) es expresada por p,(k) estd definida como . (k) = € {x(k)}, con
& {o} como el operador esperanza.

La matriz de varianza de (k) es expresada como P,(k), que representa a Py (k) £

& {(ac(k) — pz (k) (x(k) — um(k))T}. Esta matriz es simétrica y semi-definida positiva.

La matriz de segundo momento de x(k), expresada como (k) se define como
Qu(k) =& {:c(k:)w(k)T} El segundo momento se relaciona a la media y a la varianza
a partir de Q. (k) = Pu(k) + po(k)ue.(k)”. Naturalmente, si la media del proceso
estudiado es cero, el segundo momento y la varianza son numéricamente iguales.

La funcién de covarianza de x(k) es expresada como R,(k + 7,k), considerando
V7 Ny, definida como R,(k +7) £ & {(:z:(k: +7) — p(k + 7)) (x(k) — um(k:))T}. Se
cumple R, (k, k) = Py (k).

La funcién de covarianza cruzada entre las dos sefiales (k) e y(k) es expresada como
Ray (1, ko) 2 € {(x(k1) — pra(kr)) (y(k2) = 1y (k)" }



2.1. Notacion 13

Los procesos aleatorios pueden ser clasificados a partir de los siguientes criterios.

* Sidos procesos aleatorios z(k) e y(k) cumplen R, (ki,k2) =0 Vky, ks € Ny, se dice
que no estan correlacionados.

* Un proceso estocdstico (k) se dice independiente e idénticamente distribuido (i.i.d)
s y sblo si es una secuencia de variables aleatorias independientes e idénticamente
distribuidas. Esta relacién puede ser extendida a un conjunto se sefiales aleatorias,
pasando a referirse a un conjunto i.i.d.

* Un proceso estocdstico (k) se define como uno de segundo orden si su media p, (k) y
su matriz de segundo momento (), (k) estdn definidos y son finitos en todo £ € N.

Un proceso de segundo orden z(k) se clasifica como estacionario en sentido amplio
(wss) siy solo si su media yu,(k) es constante Vk € Z y su funcién de covarianza
R, (k + 7, k) es una funcién de 7 solamente, Yk, 7 € Z. Un proceso es asintéticamente
estacionario (a-wss) si posee media y varianza estacionaria pasado un intervalo
considerable de muestras; es decir, son aquellos procesos que cumplen:
e = lim g, (k) P, £ lim P,(k) R.(7) £ lim R,(k+ 7, k)
k—o0 k—o0 k—o0
» Un proceso estocdstico (k) se dice una secuencia estacionaria de ruido blanco si es

una secuencia de variables aleatorias no correlacionadas, que poseen la misma media
y matriz de varianza. Es decir R,.(k + 7,k) =0 V7 #0,k € Ny.

Es posible aplicar conceptos de andlisis de sistemas lineales sobre procesos aleatorios de
segundo orden. Entre estos conceptos, destaca la obtencién de la Densidad espectral de
potencia y la factorizacién espectral.

Para un proceso (k) de segundo orden y a-wss, definido completamente en k£ € Ny , su
densidad espectral de potencia es ¢,(z), definida a partir de:

Ry(7) si T>0
¢z(2) = Y Ru(r)z7, Donde R,(1) =
= Ry(—7) si 7<0

La expresién de ¢, (z) estd bien definida en el circulo unitario. La densidad espectral de
potencia también puede ser expresada como:

O(2) = [il Rz(T)Z_T] + il R (7)27" + R(0)

La densidad espectral de potencia posee las siguientes propiedades:
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e P, = i f:r D (€79 dw.

» Six(k) es de tipo wss con densidad espectral de potencia racional y de rango normal
completo, se cumple ¢, (z) = Q,(2)Q(2)", con Q,(z) como el factor espectral del
proceso x (k).

2.1.6 Estabilidad en el sentido cuadratico medio
Sea un sistema lineal e invariante en el tiempo discreto, representado en espacio de estados:

x(k+1) = Az(k) + Bu(k), VEk € Ny, con z(0) = x

(2.6)
y(k) = Cx(k) + Du(k)

Con A, B,C, D como las matrices de la representacidon de espacio de estados, que cumplen
H(z) = C(2I — A)"'B + D, con H(z) la funcién de transferencia de un sistema dado. De
esta forma, x € R" es el estado del sistema, x, es el estado inicial del sistema, u € R" un
vector de entradas exdgenas al sistema e y € R como la salida del sistema.

Suposicion 1. Respecto a la representacion genérica de (2.6):

1. El estado inicial x, es una variable aleatoria de segundo orden con media ., y matriz de
varianza P,,.

2. La entrada u(k) es un proceso blanco de segundo orden cuyas media y varianza son u, y
P,, respectivamente.

3. El estado inicial x no estd correlacionado con la entrada u(k).

Definicidn 1. En relacion al sistema de (2.6), es posible clasificarlo como un sistema
estable en el sentido cuadratico medio si, al cumplirse la suposicion 1, existen u, € R
y P, e Rw=x"= P> 0, ambos finitos e independientes de los momentos de la condicion
inicial, tales que:

lim E{z(k)} =pa  lim E{(@(k) - po(k))(@(k) = po(k))"} = Po  (2.7)

El cumplimento de (2.7) estd condicionado a que u sea de segundo orden y que la matriz
A de un sistema representado como (2.6) posea todos sus autovalores dentro del circulo
unitario.

La estabilidad en sentido cuadratico medio de la definicidon 1 es un homdlogo a la estabilidad
exponencial en el sentido de Lyapunov en sistemas deterministas; y por ende garantiza
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que los estados (Y por lo tanto, la salida) del sistema converjan a variables aleatorias con
momentos definidos y finitos.

2.2 Sistema seguidor a predecesor y a lider deterministico con control
por posiciones.

Un esquema de seguidor a predecesor y a lider puede ser descrito a partir de la Figura 2.1,
esto permite realizar control por posicién; considerando que los vehiculos se mueven a
una velocidad constante y las flechas coloreadas en la figura representan transmisiéon de
informacion.

< Desplazamiento |

Seguidores
Figura 2.1: Esquema seguidor a predecesor y a lider determinista.
Para este trabajo, se asume que los vehiculos seguidores poseen el mismo modelo interno;

por lo que internamente poseen el mismo lazo de control, expresado en la Figura 2.2, con la
misma planta G, mismo controlador K y misma constante de ponderacion 7.

)+ X eilh) [
A— +
) —— k P e
y1(k) +g_ +
1—n
eli(k:)

Figura 2.2: Lazo de control interno para un seguidor en una topologia con seguimiento a predecesor
y a lider.

Dentro del lazo presentado, las sefiales y parametros de interés se definen como:

* y;(k) representa a la posicién del vehiculo ¢ en un instante & dado.
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epi(k) = yi—1(k) — yi(k) — r(k) y eu(k) = ya(k) — vi(k) — i - r(k) corresponden al error
de seguimiento local respecto a predecesor y a lider, respectivamente, a ser regulados
producto de la accién de control.

n corresponde a una constante de ponderacién estdtica n € (0, 1), siendo el caso
n = 0 correspondiente a otra topologia, el seguimiento a predecesor y n = 1 el
seguimiento a lider. Esta constante permite que el controlador priorice controlar el
error de seguimiento respecto a predecesor o el error de seguimiento respecto a lider.

r(k) corresponde a la referencia a ser seguida por el lazo de control. Esto corresponde
a la distancia deseada entre vehiculos. A diferencia de esquemas de seguimiento a
predecesor no debe ser proporcional a la velocidad [73, 38], pero al momento de

implementar, si deberia considerarse la inercia y dindmicas de frenado del vehiculo
dado.

Los sistemas GG y K corresponden a la planta y al controlador respectivamente; La
planta resume las dindmicas de los vehiculos, como su motor, inercia, etc. El
controlador es disefiado a voluntad.

Adicionalmente, se propone la observacion 1.

Observacion 1. Como 7 es una constante y los errores de seguimiento son sumados, este
es un problema con control de una entrada y una salida (SISO). Sin embargo, es posible
disefiar el controlador como un controlador de multiples entradas y multiples salidas (MISO),

al incorporar los factores n y 1 — n dentro del controlador.

Para este esquema de pelotén, y dentro de cada lazo de control, se toman las suposiciones
de 2.

Suposicion 2. Para el andlisis de pelotones con seguimiento a predecesor y a lider se toman las

siguientes suposiciones:

* El producto de los sistemas G - K posee doble integracion; es decir, posee dos polos en

z = 1. Esta doble integracion es necesaria debido a que se espera cumplir que la velocidad
de los vehiculos converja a una constante, por lo que la posicion de cada vehiculo debe
tender a una sefial rampa de tiempo discreto.

* Al poseer doble integracion, el sistema de control es capaz de asegurar seguimiento perfecto

también a referencias escalon. Esto significa que el lazo también posee rechazo perfecto a
perturbaciones constantes.

* La planta G es estrictamente propia. Es decir, que transcurre al menos una muestra

temporal para que el efecto de una entrada dada sea visible en la salida.
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* La longitud de los vehiculos no es considerada para conservar la linealidad de los sistemas
involucrados.

* r(k), la distancia deseada entre vehiculos es una sefial constante en estado estacionario;
por lo que no se espera que cambie durante la operacion del peloton.

* Cada vehiculo conoce su propia posicion i dentro del peloton. Pese a que pueden existir
fendmenos aleatorios, esta posicion se conoce con completa exactitud y precision.

Es posible obtener la funcién de transferencia en el dominio de la transformada Zeta que
relaciona la posiciéon de un vehiculo i-ésimo con la posicion de su predecesor y el lider. Para
ello, se define la funcién 7'(z), la funcién de transferencia de un lazo de control estdndar en

(2.8):
K(2)G(z)

&) = T ka0

Usando la expresion de (2.8), la posicién del vehiculo i-ésimo esta dada como una funcion

(2.8)

de los errores de seguimiento:
Yi(2) = T(2)[nEpi(2) + (1 — n) Eii(2)] (2.9)

El analisis del lazo puede ser separado en tres casos: El lider, el primer seguidor y los otros
seguidores:

1. El lider:

Se asume que el lider posee la misma dindmica que el resto de vehiculos G(z) y
K(z) y que éste sigue a un “Lider virtual”. Este lider virtual otorga una posiciéon
ro(k) = ve - k Vk € N° con v, como una constante proporcional a la velocidad
propuesta para el pelotén!. No debe confundirse la implementacién del lider virtual
como un lider fisico, sino que es una forma de emular ese efecto localmente dentro del
lider y de esta forma permitir el movimiento del pelotén.

2. El primer seguidor:

El primer seguidor posee redundancia en la transmision de la posicion del lider, ya que
recibe esta informacién por dos canales; el canal de la posicién del predecesor y el
canal de la posicidn del lider, y es en la practica un miembro del pelotén con topologia
de seguimiento a predecesor. Su lazo de control puede ser simplificado a un lazo de
control estdndar con referencia y; (k) — r(k) a partir de la cancelacién de las ramas
asociadas al lider y al predecesor.

IDebido a la naturaleza discreta del sistema, no es directamente la velocidad. La observacién 5 explica esta diferencia
en profundidad.
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3. Los otros seguidores:

Los otros seguidores requieren ambas transmisiones y son ponderadas. Su lazo de
control es el de la Figura 2.2.

2.3 Nociones de estabilidad en cuerda.

2.3.1 Seiales auxiliares de interés.

El desempefio del sistema de pelotén en un instante dado k € N° puede ser determinado
por el estudio de tres sefiales; (;(k),&;(k) y v;(k). La sefial (;(k) corresponde al desempefio
del vehiculo: en el caso de un esquema seguidor a predecesor corresponde al error de
seguimiento, pero en este caso corresponde tinicamente al error de seguimiento en relaciéon
al predecesor, dado que el efecto de la transmision del lider puede ser entendida como
una prealimentacién de perturbaciones. La sefial {;(k) representa a un estado compuesto
de cada vehiculo y estd ampliamente relacionado a la evolucién de (;(k). La sefial v;(k)
representa a las sefiales exdgenas que afectan la evolucién de los estados en cada vehiculo.
Naturalmente, como se desea estudiar el pelotén como un sistema emulgente, resulta
conveniente concatenar las sefales de todo el pelotdn, formando vectores generales a partir
de:

1(k) G(k) v (k)
ST e BT ol RO 210
En (k) (v (k) vn (k)

De esta forma, el desempefio del pelotdn estd afecto a la propagacion de errores a través
de la cadena. El error de un vehiculo i-ésimo es propagado a lo largo de la cadena y es
deber del sistema de pelotén estable en cuerda asegurar que estos errores son disipados
correctamente, mientras se acotan dichos errores.

2.3.2 Andlisis de estabilidad de cuerda en el esquema seguidor a predecesor y a lider
con control por posiciones determinista.

Muiltiples trabajos ya existen compilando las definiciones de estabilidad de cuerda en
entornos deterministas, destacando [5, 56]. Estas definiciones estan orientadas a cada
topologia de comunicacion, modelo y representacion de cada vehiculo; pero grosso modo se
relacionan a si los errores de seguimiento son amplificados o no y cémo lo hacen. De forma
general, se afirma que un pelotén estable en cuerda es incapaz de amplificar los efectos de
las entradas externas a medida que se avanza a lo largo del pelotdn.

En la presente seccion se presentan resultados acordes a sistemas de tiempo discreto bajo
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topologia seguidor a predecesor y a lider, con un lazo de control interno similar al de
la Figura 3.1. Estas definiciones corresponden a pelotones estables en cuerda, pero no
necesariamente en el sentido cuadratico medio. De [73] se propone la definicién 2.

Definicion 2. Una cadena de vehiculos es estable, con una estructura de control
de realimentacion si, para cualquier conjunto de perturbaciones iniciales que sean
acotadas, las fluctuaciones de posicion de todos los vehiculos permanecen acotados
y estas fluctuaciones se aproximan a cero cuando el tiempo tiende a infinito.

La definicion 2 propone que las sefiales deben estar acotadas tanto en el tiempo como
cuando el numero de vehiculos crece indefinidamente. La definiciéon 2 también propone
guias generales para considerar un pelotén estable en cuerda, sin importar ningin aspecto
adicional de su implementacion.

A continuacién, se presentan definiciones de sistemas de pelotén con seguimiento al
predecesor y al lider de tiempo discreto obtenidas a partir de discretizar los resultados de
[77, 78]. 2 Estos resultados utilizan el mismo lazo de control presente en la Figura 2.2, de
forma que su manipulacién permite obtener los resultados de la definicién 3. Estos
esquemas de control de seguidor a predecesor y a lider corresponden entonces a sistemas
de control por posicion.

Definicion 3. [77, 78] Un peloton se dice estable en cuerda, al aplicar control por
posicion, si el producto entre la funcion de transferencia formada por el lazo de control
estandar de cada vehiculo y la constante de proporcionalidad 7 satisface:

INT(2)]|ec <1, Con: [|T(2)][ec = D 7)), ne(01) (21D
eIv w e [0,2m
Con T'(z) obtenida a partir de (2.8). T'(z) debe poseer todos los polos dentro del circulo
unitario, para asegurar también estabilidad temporal.
El caso en que se cumple ||nT(z)||.c = 1 se denomina marginalmente estable en cuerda.

A continuacion se procede a estudiar el comportamiento estable e inestable de un pelotén
deterministico. Para ello, se define 7T'(z) como la funcién de transferencia del lazo de
control, y;(k), la posicién del vehiculo i-esimo, quedando la interconexién de los sistemas
presentada en la Figura 2.3, con RY(z) = nR(z) + (1 — n)(i)R(z) como la referencia a
seguir por cada vehiculo, que es planteada junto con un factor ponderado por el namero de

2Al momento de escribir esta tesis, los resultados de [78] se encuentran como trabajo en curso.
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V= &

() 7(2) @ T(:) @ ——————————— > T()

Lider Primer Seguidor Segundo Seguidor N-ésimo seguidor.

Figura 2.3: Concatenacién de un pelotén deterministico con topologia seguidor a predecesor y a
lider.

vehiculo asociado a la referencia del lider.

Con la existencia de la sefial R?(z) se puede manipular directamente la referencia para
conseguir que la distancia entre vehiculos sea una constante. A diferencia de los sistemas de
pelotén de seguimiento a predecesor, no es necesario que esta referencia sea proporcional a
la velocidad [79, 73] y la estabilidad en cuerda s6lo depende del valor de 7.

Asimismo, como 7 es una constante para el caso del control por posicidn es posible notar
que puede salir de la norma infinito de la Definicién 3. Como este valor puede salir de la
norma infinito, se enuncia la observacién 2.

Observacion 2. Es posible obtener a partir de los resultados de la definicion 3 una cota superior
para n, correspondiendo a:

n < (IT(2)]ee) ™" (2.12)

Por lo que es posible disefiar en primera instancia T'(z) y luego plantear un n que permita que el
peloton sea estable en cuerda. Esta observacion es sélo vdlida si se realiza control por posicion,
con un valor de n constante.

2.3.3 Analisis de estabilidad de cuerda en el esquema seguidor a predecesor y a lider
con control por velocidades determinista.

Adicionalmente, se han estudiado variantes al esquema seguidor y predecesor al lider, en
las cuales, en lugar de utilizar la sefial de posicién del lider, se emplea la tasa de cambio de
la posicidn del lider junto con la posicion del predecesor [78]. Utilizar dicha tasa de cambio
de la posicion del lider presenta una ventaja fundamental sobre el uso de su posicién: cada
vehiculo no necesita conocer su indice dentro del pelotén, ya que i no se emplea en la
referencia. Ademads, se espera que la velocidad relativa entre los vehiculos sea 0, dado que
para asegurar la formacién deseada todos los vehiculos deben mantener la misma tasa de
cambio, y por ende, la misma velocidad. Esta tasa de cambio de la posicién es proporcional
a la velocidad y por simpleza del lenguaje, se define como tal.
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Para esto, se define y;(k) = v;(k) — vi(k — 1), una sefial proporcional al cambio de posicion
del vehiculo i-ésimo. De esta forma, se plantea una actuacién que sigue la ley de control:

Ui(2) = Cp(2) (Yima(2) = Yi(2) — R(2)) + Cu(2) (Yi(2) = Yi(2)) (2.13)

Con C),(z) y Cy(z) de (2.13) como funciones de transferencia estabilizantes y propias que
satisfacen C,(z)|.—1 + C(2)].21 = 1y C(2) = Cy(2) + =2C,(2), siendo =+ un factor que

z

permite usar velocidades en control por posicidn, al funcionar como un factor de diferencia
temporal. El requerimiento de doble integracién estd entre el producto C(z)G(z). En [78],

se concluye que al plantear una funcién de transferencia auxiliar A(z) = %’((ZZ)), el lazo de

control puede ser descrito a partir de (2.14).

A()T(2) = Gp(2)G(2) (2.14)
1+ G(2) (Cpl2) + 51Cu(2))
A partir de (2.14), el requisito para estabilidad de cuerda estd presente por 2.15.
|[A(z)T(2)]oc <1 (2.15)

Como se puede apreciar, el requerimiento de (2.15) es similar al de la definicion 3, pero
tomando A(z) el lugar de la constante de proporcionalidad, entendiéndose el caso de
seguimiento a velocidad del lider como una iteraciéon con un valor de n dindmico fusionado
con el controlador en si. Sin embargo, este esquema es menos flexible que hacer control por
posicion con 7 estdticos, ya que no es posible separar este sistema A(z) de T'(z).

2.3.4 Definicion de estabilidad de cuerda utilizando funciones de clase K

Es también posible proponer estabilidad de cuerda determinista a partir de la bisqueda de
funciones que acoten tanto a las entradas exdgenas como de la condicién inicial. Sin
embargo, estos resultados estdn Unicamente propuestos para esquemas seguidor a
predecesor [73, 80] en tiempo continuo, donde se propone la estabilidad de cuerda basada
en la norma L,, donde se busca justamente acotar las normas de los errores entre las
condiciones iniciales del sistema de peloton y dichas sefiales exdgenas.

En esquemas seguidor a predecesor, se propone que los seguidores son sistemas
estrictamente propios cuyas dindmicas estan descritas por:

(1) = Awi(t) + Buy(t)

(2.16)

Considerando a y; como la posicion del vehiculo i-ésimo y v; como su entrada exégena.
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Definicién 4. [73, 80] El sistema definido en (2.16) con un punto de equilibrio constante
x ante entrada cero es estable en cuerda basado en norma L, si existen funciones de clase
K, o, 3, tales que, para cualquier condicién inicial de estado x(0) y v se cumple que:

yi(t) = CiZl|c, < a(|[v(®)llz.) + B(|2(0) = Zl[), 1<i<N

2.4 Ejemplo de estabilidad de cuerda determinista.

Se propone para ilustrar tanto estabilidad en cuerda como inestabilidad en cuerda al sistema
conformado por los pardmetros de la ecuacidn 2.17. Este sistema corresponde a un esquema
seguidor a predecesor y a lider con control por posiciones determinista como el presentado
en la subseccion 2.3.2. Se ha disefiado un controlador con integracién del tipo dead beat
[81]. Se propone que los vehiculos sigan una referencia constante de r(k) = 5. Las
simulaciones comienzan en estado estacionario.

2z —1

T(Z) = HT(Z)HOO =3 7 Estable = 0.2 7 Inestable = 0.35 (2.17)
Bajo los pardmetros del sistema de (2.17), se obtienen los resultados de simulaciéon de la
Figura 2.4, considerando como error de seguimiento a la diferencia entre posiciones de
un vehiculo y su predecesor. Esta eleccion del concepto de error de seguimiento como la
diferencia entre posiciones en dos vehiculos sucesivos esta justificada en que este error no
debe ser escalado por el indice de vehiculo y que al ser el pelotén unidimensional, con una
longitud de vehiculo despreciable, el error entre un i-ésimo vehiculo al lider es igual a la
suma de todos los errores de sus predecesores.

La estabilidad de cuerda es puesta a prueba con una perturbacién en el lider en la muestra
k = 100. Esta perturbacion corresponde a una perturbacién de entrada en el sistema G del
primer vehiculo, lo que emula, bajo el contexto dado, un frenado brusco.

La Figura 2.4 presenta el fenémeno de inestabilidad de cuerda a partir de la definicién
2, puesto que en el caso inestable en cuerda es evidente que el error de seguimiento es
amplificado a lo largo del pelotén, situacidn que no ocurre en el caso estable en cuerda,
donde las perturbaciones decrecen a medida que se avanza a lo largo del pelotén. El que
decrezcan en el tiempo es una propiedad diferente, que se sefiala en la Observacion 3.

La perturbacion es mas visible en los primeros dos vehiculos, en el caso estable en cuerda.

Observacion 3. Si bien un lazo de control de un agente es capaz de mitigar errores de
seguimiento en el tiempo, y este comportamiento se espera producto del disefio de controladores,
esto corresponde a estabilidad interna.



2.4. Ejemplo de estabilidad de cuerda determinista.

23

Comparativa del desempefio de sistemas de peloton

Lider Ultimo Seguidor
y;(k) (Estable en cuerda) yi(k) (Inestable en cuerda)
800 T T " T 800 T T T T
700 1 700
600 r 1 600
500 r 1 500
400 1 400
300 ¢ 1 300 ¢
200 1 200
E
o 100 : - : : - - 100 : - : : : -
S 80 90 100 110 120 130 140 150 80 90 100 110 120 130 140 150
S Error de seguimiento (Estable en cuerda) Error de seguimiento (Inestable en cuerda)
N : : . , : 10 — : : : : :
7]
2
4+t
5
2 +
0
0
-5
2f
4 L i L i L 10 & i i i i i
80 100 120 140 160 180 200 80 100 120 140 160 180 200
Muestra (k)

Figura 2.4: Comparativa entre un pelotdn estable en cuerda y un pelotén inestable en cuerda.



24 CAPITULO 2. HERRAMIENTAS Y CONCEPTOS PRELIMINARES

La estabilidad de cuerda es una propiedad distinta y del sistema de peloton en general, por
lo que si el sistema es internamente estable, no implica que el peloton es estable en cuerda
[73, 82, 83, 84].

Para que un peloton con seguimiento a predecesor y a lider con control por posiciones, sin
considerar fenomenos aleatorios, sea estable en cuerda debe cumplir las condiciones de la
Definicion 3 y ser estable internamente.

A diferencia de un caso seguidor a predecesor, como el presentado en [73], el error de
seguimiento en esquemas seguidor a predecesor y a lider puede ser tanto positivo como
negativo. Esto se justifica por el uso de la sefial de la posicién del lider como una perturbaciéon
adicional y la pre-actuacién para solventar esta perturbacién antes de que llegue al vehiculo
i-ésimo y una posible sobreactuacién producto de la eleccién de 7'(z).

Las sefiales de posicion también presentan estos fendémenos, visible como una oscilacion
amplificada a lo largo del pelotdn en el caso inestable en cuerda.

2.5 Estabilidad en cuerda para pelotones estocasticos.

En la seccién 2.3 se proponen resultados previos para sistemas sin fendmenos aleatorios,
sin embargo, cuando se considera un canal de comunicacion a fenémenos aleatorios, estos
resultados pierden su validez, puesto que se refieren a cotas de las sefiales en si y no de
sus momentos. Este problema se hace evidente al considerar que, si existen fendmenos
aleatorios, cada sefial en si es una realizacidn y no es posible asegurar que sea conocida a
priori. Ademads, se necesitan resultados que sean capaces de proponer estabilidad de cuerda
en esquemas seguidor a predecesor y a lider, por lo que al usar la representacién de las
sefiales auxiliares propuestas en la seccién 2.3.1 se vuelve una necesidad imperante. Estas
seflales entonces son definidas como procesos aleatorios, cuya media y varianza pueden
ser caracterizadas, pero conservando su significado. De esta forma, se propone conservar
la notacién de (;(k), & (k) y vi(k), pero dentro de un entorno estocdstico definidas como
Gi(k), &(k) y vi(k).

A diferencia de los resultados en entornos deterministas, que son ad hoc a la topologia
de comunicacién, la definicion matematica de estabilidad de cuerda a utilizar se basa
unicamente en las sefiales auxiliares, estando la topologia de comunicacion embebida
dentro de su disefio, correspondiendo a una ventaja de su planteamiento. La definicion
5 [73] se basa en proponer cotas para los segundos momentos del error de seguimiento,
mientras que la definicidn 6 [73] establece el concepto de estabilidad en cuerda en sentido
cuadratico medio. Estas definiciones pueden considerarse una extension a mas topologias y
entornos estocasticos de tiempo discreto de la definicion 4.
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Definicidon 5. [38] Sea G el conjunto de especificaciones requeridas para la condicién
inicial del estado auxiliar £(0) y las entradas exdgenas v.

Un peloton de vehiculos se afirma estable en cuerda en base a la media con norma L, y
a la varianza con norma L,, donde p,q € N U (+00), si existen las siguientes funciones
clase IC, a1, e, 81 y [Bo, tales que, para cualquier (£(0),v) € G, se cumple:

e (R)lle, < anlllpn (F)lle,) + Bull1e(0)]5)
1P, (K)lle, < ao(llB(R)lle,) + Ba(l| Pe(0)1o)

Vk € No,Vi € [1,..., N]yVN € N.

Definicidn 6. [73] Un peloton que satisface la Definicion 5 se dice estable en cuerda en
sentido cuadrdtico medio si y solo si, para cualquier (£(0),v) € G, existen constantes
finitas M, y M, tales que:

lim lim g, (k) = M, lim lim P, (k) = M,

1—00 k—00 1—00 k—00

Observacion 4. La definicion 5 exige tinicamente que los momentos de la sefial definida como
error de seguimiento estén acotados entre las condiciones iniciales y las entradas exégenas.
Estas cotas se expresan como normas L que no son necesariamente las mismas normas al
momento de acotar la media y la varianza, lo que aporta flexibilidad al momento de demostrar
estabilidad de cuerda en sentido cuadrdtico medio.

Junto con lo propuesto en la observacion 4, es posible notar que las limitantes son
independientes del numero de agentes, lo que no afecta a la escalabilidad de un pelotén
como un sistema interconectado y puede tornarse eventualmente infinito. Esta escalabilidad
en el nimero de vehiculos es fundamental para cualquier esquema de pelotdn.

La definicién 6 puede considerarse una extension a la definiciéon 5 y permite asegurar la
convergencia de los momentos. Esta definicion proviene de combinar la ya cldsica notaciéon
de estabilidad en sentido cuadratico medio con la definicién 5 de manera de enunciar el
concepto de estabilidad en cuerda en sentido cuadrdtico medio.

2.6 Estabilidad de cuerda en el sentido cuadratico medio para sistemas
con seguimiento a predecesor con ruido coloreado
Esta seccién estd explicada con mayor profundidad en [57].

Para ilustrar la estabilidad de cuerdas en el sentido cuadratico medio se propone un
pelotén homogéneo de N vehiculos interconectados con topologia seguidor-predecesor (PF).
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En este caso, cada vehiculo estd disefiado con funcién de transferencia G;(z) = G(z) =
[4,B,C,D] Vie{0,1,...,N}.

Cada vehiculo i-ésimo esta determinado por el lazo de control de la Figura 2.5, considerando
a v;(k) como un ruido coloreado. Las funciones de transferencia correspondientes al
controlador, al vehiculo y a la funcién H(z), que se definird mds adelante, son K(z), G(2)y
H(z), respectivamente. Cabe destacar la diferencia entre 3; (k) e y;_1(k), siendo la primera
sefial la version con ruido aditivo. La sefial ruidosa es la que realiza el control y la que
realmente conoce cada vehiculo.

di) |
Q,(2)
v;(k e e e e e e e e e e e e = === - -
N : ci(k) u;(k) yi(k) :
HO— K —+ G -
yi-1(k) Gi-1(k) : B :
o !
|
! H(z) el
|

Figura 2.5: Lazo de control del vehiculo i—ésimo

El objetivo del controlador del pelotén es mantener la distancia entre vehiculos L; =
yi—1(k) — y;(k) igual a un valor deseado r;(k) = L*(k) en cada vehiculo. Este valor de
distancia deseada corresponde a la politica de espaciado y estd definido por (2.18), donde J;
representa el espaciado minimo entre vehiculos (que, en un entorno realista, debe ser mayor
que la longitud del vehiculo), mds un término proporcional a la velocidad del vehiculo,
determinado por h, una constante de tiempo positiva (time headway). Esta politica de
espaciado, que depende de la velocidad de cada vehiculo, que se establece por motivos
de seguridad. De esta manera, se garantiza una distancia adecuada para el frenado de
vehiculos reales, absorbiendo el riesgo inducido por la inercia, entre otros factores. La
eleccién del valor de h puede influir en el cumplimiento de la estabilidad de cuerdas, como
se analiza en [38].

ri(k) = 6; + h{yi(k) — yi(k — 1)] (2.18)

Si se asume ¢; = 0Vi € N, (2.18) pasa a ser una ecuacion recursiva que define a un sistema
lineal e invariante en el tiempo [85], y por lo tanto es posible caracterizar la referencia r;(k)
como la salida de un sistema cuya entrada es la propia posicion del vehiculo, de manera que
se cumpla (2.19). De no realizarse esta suposicidn, es también posible linealizar el sistema
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afin resultante, generando un error fijo, por lo que no existe pérdida de generalidad.

_hz—h

z

-Yi(2) (2.19)

Las métricas de interés, en linea con lo expuesto en la seccién 2.3.1, para cada miembro del
esquema de pelotdn estdn representadas por (;(k), & (k) y v;(k).

La sefial &;(k) determina la evolucién del error de seguimiento, siendo una funcién tanto del
estado del vehiculo i-ésimo, como en el caso de la topologia PF propuesta, de su predecesor,
actuando como un estado alternativo. La sefial v;(k) corresponde a todas las entradas
externas del vehiculo i-ésimo, tales como la trayectoria del predecesor y los ruidos, mientras
que la sefial ¢;(k) representa el error de seguimiento efectivo (sin considerar los ruidos) y
puede expresarse como sigue:

Gi(k) = yi—1(k) — yi(k) — ri(k) = yi—1(k) — yi(k) — h[yi(k) — vi(k — 1)] (2.20)

Ya planteadas las sefiales de interés, es posible deducirlas a partir del lazo de control. Para
ello, la funcién H(z) junto con §;_;(k) generan el error de seguimiento e;(k) (No debe
confundirse con la de sefial de desempefio planteada en (2.20), pues éste no considera el
efecto del ruido coloreado). Para ello, es posible definir el error de seguimiento a partir de
su transformada Z, E;(z):

Bi2) = Via(2) = ¥ile) = Ril2) o Fia(2) = Yile) = ()
Y - (v sy Ao Wilz) b+ —h 221
~Fiate) - (1) + 2] = a1 = P -

Estando caracterizado H(z), es posible determinar el lazo interno del sistema 7'(z), esto es,

Yi(2) K(2)G(2)

"=y 6 T T KE00 AR

— S(z) == —1-H()T(2). (2.22)

Para esta seccion, se proponen las siguientes suposiciones:
* T'(z) es estrictamente propio.
* ((z)K(z) posee al menos doble integracidn.
Mientras tanto, con respecto al ruido coloreado permite las siguientes suposiciones:

1. El ruido coloreado es WSS (Wide-Sense Stationary), y sus momentos SOn [i,, V P, .
Estos momentos son estacionarios en estado estacionario y corresponden a procesos
estocasticos de segundo orden.
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2. El espectro del ruido S, (z) = Q,.(2)Q,, ()" es conocido, asi como la funcién €, (z).
Este espectro puede considerarse un sistema estable en el sentido cuadratico medio, y
su espectro estacionario es ,, (e/“?).

3. El ruido v;(k) no esta correlacionado con ningun estado inicial.

4. El ruido v;(k) es de media cero.

De esta forma, el ruido coloreado se puede plantear como un sistema
Oy, (2) = [Ayi, Bui, Cui, Dy;) estimulado por un ruido blanco d;(k); este sistema es estable en
el sentido cuadratico medio. Para evitar el efecto de un paso directo, se asume D,; = 0. En
caso que no cumpla esto, puede resolverse usando superposicién [85], dado que los
sistemas estudiados son lineales y se puede modelar el efecto de un ruido coloreado
bipropio con paso directo como la suma de un ruido blanco y un ruido coloreado
estrictamente propio. La representacion en espacio de estados de (2, se puede escribir
como un sistema estimulado por un ruido blanco d;(k) de media pg, = Q,, (1) 'y v
varianza identidad.

vi(k) = Cyd;i(k),

Para que la salida del sistema (2.23) sea v;(k) sea la misma que la resultante de este sistema
auxiliar, las condiciones iniciales del sistema deben satisfacer (2.24).

Y1z, (0) = (I — Ay) ™' Bypia

(2.24)
P, .(0)= vec M1 — Ay ® Avi)_lvec(BviB;Fi).

De esta forma, cualquier sistema i-esimo, con i > 1, posee un 7'(z) estrictamente propio que
puede determinarse a partir de una representacion de espacio de estados genérica de la
forma

zi(k+1) = Az;(k) + By;—1(k) + Bv;(k)

(2.25)

Combinando (2.25) con (2.23) es posible obtener un modelo ampliado, como el propuesto
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Vi > 1:
.I'MU{? + ].) 0 Am‘ l’m(k}) Bv 0 0 l’m‘_l(l{?)
—_—— — N —
Agi=Aq wai(k) B, Bpi:Bp mai—l(k) (2.26)
xi(k)

ai

En cambio, el lider (i = 0) posee un funcionamiento interno similar, solo que se asume
como entrada una posicién de un lider virtual, conocida y manipulada de antemano, y,(k),
resultando la siguiente representacion en espacio de estados de (2.27). Esta posicién del
lider virtual es necesaria para fijar una velocidad base en el pelotén, proporcional a la tasa
de cambio de dicha posicion.

k+1 A BC, k 0 B 0 k
zo(k+1) | _ of | zo(k) n do(k) + Yo(k)
J]vo(k? + 1) O Avo Ivo(k’) BU O 0 va—l(k)
- ~—— —_—— —— ———
AaOZAa Zl‘ao(k) B BpO I(Lq}_l(k) (2.27)
r o (k)
k)=1C 0 )
?Jo( ) \‘,—l iEvo(k‘)]

ai

Se busca obtener un modelo alternativo, para que las sefiales de interés estén acotadas,
pasando de ser funciones con media similar a una funcién rampa a funciones con media
constante y convergente. Para ello, se plantea la siguiente ecuacién de diferencia de estados,
usando la misma notacion propuesta en [38],

&:(k) = 2ai_1 (k) — i (k) — hlwai(k) — 2k — 1)]. (2.28)

La principal ventaja de esta notacidn es que si el controlador seleccionado estd correctamente
disefiado, &; es estable en sentido cuadratico medio, lo que asegura que sus momentos
convergen a un valor en estado estacionario, ademas de, evidentemente, asegurar que
éstos sean de segundo orden. Ya sea si se considera el ruido aditivo por transmisién o por
medicidn, es valido asumir que el lider carece de ruido (dy(k) = 0, P,;, = 0), por lo que es
posible asignar (y(k)) = ro(k) — yo(k) — h[yo(k) — yo(k — 1)]. Estas condiciones son necesarias
para resolver (2.28) de forma iterativa.

Por simplicidad, se supone que Q;(z) = Q(z) = [A,, By, C,, 0] en todos los seguidores; esto
significa que el espectro de cada ruido coloreado es igual en todos los seguidores. De no
realizarse esta suposicion, no es posible agrupar las matrices con formas genéricas para
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i-seguidores. Esto ademas tiene sentido dado que el canal de comunicacion deberia ser el
mismo en todo el peloton.

Al resolver (2.28) considerando todo el pelotén y su descripcion interna de estados
ampliados de (2.26), es posible obtener una representaciéon de &;(k) para cualquier
miembro del pelotdn, esto es

ik +1) = A&i(k) + Bo€ir (k) — (1 — h)Bodi(k) + Badi_1(k) + hBodi(k — 1), (2.29)

De esta manera, (2.29) se puede escribir la siguiente forma vectorial para todos los
seguidores

(2.30)
C(k) = C,&(k),
donde
A, (h—1)B,
B, A, B, h—1)B,
4, - |7 B, - ( )
B, A, B, (h—1)B,
hB, Cq
hB, Cq
ng = . Cg =
hB, Ca

Notar que al considerar ruido blanco, es decir, [A,, B,, C,, D,] = [0,1, 1, 0] se obtienen los
mismos resultados que en [38]. La matriz By estd definida de la misma forma que en [38],
pero considerando la matriz B, en vez de B; puesto que el error de seguimiento del lider
no incluye ruido, es decir, se cumple B, = {B;O 00 ... O}T.

Es posible determinar que la expresidn del error de seguimiento (; toma la forma

TCO — HTQZdl Para: =1
G = (2.31)
TCi—l -+ TQi—ldi—l — [’]T‘QldZ Para: > 1.

Es posible notar que (2.31) estd definida para cualquier caso de espectro genérico, sin
embargo, para ser consistente con (2.30), se considera que todos los espectros son iguales,
puesto que el pelotédn es homogéneo.

A partir del sistema planteado en (2.30) es posible calcular la media del estado y del error
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de seguimiento, o sefial de interés, satisfacen a la siguiente ecuacién recursiva:

pe(k +1) = Ague(k) + Bopig, (k) + Bgapta(k) + Bgypa(k — 1), 1e(0) = pue,

(2.32)
pie(k) = Cype (k).
Ademas, las matrices de covarianza satisfacen, para todo tiempo & > 0,
Pe(k+1) = AgPe(k)A] + BogB., + ByBj, + AgBogBJ, + By B, AL (2.33)

El pelotdn es estable, y convergente en el tiempo si se cumple (2.34). Esto equivale a afirmar
que 7T'(z) es estable en el sentido cuadratico medio.

p(Ay) < 1. (2.34)

De cumplirse (2.34), la solucién a (2.32) y a (2.33) no tan solo existe, sino que converge a
un valor finito cuando k£ — oco. Esto también asegura estabilidad en el sentido cuadratico
medio, por lo que también permite asegurar que el sistema es estable de forma determinista,
por lo que las sefiales convergen en ese caso, y poseen media y varianza convergente en el
caso estocastico.

El cumplimiento de p(A) < 1 garantiza la existencia de un espectro estacionario para el
sistema completo. Esto sigue siendo valido para el sistema con ruido coloreado, dado que
las suposiciones sobre dicho ruido obligan a afiadir polos estables a A,. De esta forma, si
bien se requiere que se cumpla 2.34, no se pierde generalidad con p(A) < 1.

Estas métricas son independientes de la cantidad de vehiculos en el pelotén y de las
condiciones iniciales, por lo que constituyen requisitos minimos para cualquier sistema de
pelotén considerado (es decir, con ruido aditivo, topologia PF, entre otros).

Una vez cumplida (2.34), es posible suponer que el sistema posee un espectro conocido e
igual en todos los vehiculos, es decir €2; = ), Vi € N. De esta forma, el sistema generador
de errores de seguimiento (2.31) posee medias y densidad espectral estacionaria. De esta
forma la media p,(e’*) y la densidad espectral de potencia del error ¢, (') de todos los
seguidores estan determinadas por

,UCi(ejw) = T<€jw):uCi71(6jw>
Oc, () =|T(e™) ¢,y (€7) + [T ()] S (e7) [*[Q () (2.35)
+ (1= [T(7) )1 = S(e™) [ (e?)

donde g, () = |H (e7*)T(e*)[* €2 (7).
Noétese que la expresion (2.35) presenta una recursividad en los términos |T'(e/*)|?, los
cuales estan relacionados con los espectros de los vehiculos previos. De este modo, el
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espectro permanece acotado en el numero de vehiculos si el efecto del predecesor en cada
miembro del pelotén es inferior al efecto actual. Asimismo, puede observarse que si se
satisface la condicién propuesta en [38], es decir, se cumple

T ()| < 1, Vw > 0, (2.36)

también se garantiza que |1 — S(e/*)| < 1, lo que asegura que los momentos enunciados
en (2.35) permanezcan acotados. Esta condicién se explica con mayor detalle en [38]; sin
embargo, resulta mds practico demostrar que dichas condiciones se satisfacen directamente
en este caso, como una version particular de [38], en lugar de derivarlas desde el principio.
De esta forma, se establecen las condiciones generales para que un pelotén afectado por
ruido coloreado sea estable en cuerdas, derivadas del cumplimiento de (2.34) y (2.36).
Como puede observarse, estas condiciones justifican la extensién de los planteamientos
presentados en [38] al caso de ruido coloreado. La pérdida de generalidad se encuentra,
entonces, en las propias caracteristicas del ruido coloreado, que, no obstante, son
suficientemente amplias para abarcar diversos escenarios practicos.
Estos resultados son ilustrados con el ejemplo al considerar el pelotén descrito en la presente
seccion, donde cada vehiculo tiene su funcién de transferencia 7'(z) (ver Figura 2.5) dada a
partir de:

Glz) = L’ K(z) = 0.2282% — 0.1824% 7

z—1 23 —0.9522 — 0.732 + 0.68
H(z)=(1+h)—h/z.

Para analizar la estabilidad de cuerda, se seleccionaron dos valores diferentes de la constante
de tiempo h: h = 3.8 y h = 2.2. Estos valores fueron elegidos con el propdsito de ilustrar un
caso estable en cuerda y otro caso inestable en cuerda.

El ruido coloreado se modela usando una entrada de ruido blanco d;(k) que distribuye
de forma gaussiana y estd determinado por su media ugq,(k) = 0, Vk € N° y su varianza
Py.(k) =1, Vi € N,Vk € N°. Dicho ruido blanco pasa por un filtro (z) dado por

~0.0212% 4 0.0712° + 0.689z + 0.28
B 22 —0.7552 4 0.28 ’

Q(2)

cuya salida v; corresponde a un ruido de color rosado. Para la generacion del ruido coloreado
ademas se asegura que v; tenga media cero, de manera de cumplir con las suposiciones.
En la Figura 2.6 se muestra el comportamiento de la media de la posicidn, la media del
error de seguimiento y la varianza del error de seguimiento de un pelotén de 20 vehiculos
que siguen una referencia rampa y parten desde el reposo con condiciones iniciales cero.
Los resultados mostrados se obtuvieron mediante una simulacién de tipo Monte Carlo de
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1 x 108 iteraciones.
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Figura 2.6: Estadisticas: (a) Caso estable en cuerda (primera fila). (b) Caso inestable en cuerda
(segunda fila).

Para el caso estable en cuerda (h = 3.8) mostrado en la Figura 2.6(a) se observa un buen
seguimiento de la referencia en la media de la posicién. La media del error de seguimiento
converge a cero y ademas, los valores punta van disminuyendo conforme aumenta el
numero de vehiculos. Se observa ademds que la varianza del error de seguimiento de cada
vehiculo converge a un valor estacionario diferente de cero. Adicionalmente dichos valores
estacionarios muestran una convergencia a un valor maximo. Es decir, la diferencia entre los
valores estacionarios de dos vehiculos consecutivos, A; = P, — P, ,, tiende a cero cuando ¢
se incrementa.

Por el contrario, en el caso inestable en cuerda (h = 2.2) mostrado en la Figura 2.6(b);
si bien las varianzas individuales también convergen a valores estacionarios, vemos que
al incrementarse el numero de vehiculos la diferencia A;, eventualmente crece cuando
i se incrementa. Ademads, en el caso inestable en cuerda, es claro que pueden existir
colisiones, pues el comportamiento del error presenta oscilaciones (reflejadas en la media de
la posicién) cuyos peaks maximos crecen al aumentar vehiculos en la cadena. Note ademads
que, debido a la presencia del doble integrador, la media del error llega a cero, sin embargo
el comportamiento inestable en cuerda de la media se refleja en el transiente.
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CAPITULO

Definicion del marco de trabajo.

En este capitulo se proponen los esquemas del pelotén con topologia seguidor a predecesor
y a lider considerando la influencia de fenémenos estocésticos producto de la comunicacion,
los cual serdn resueltos en el transcurso de esta tesis, utilizando dos enfoques de control:
por posicién y por velocidad. Se definen los lazos de control internos dentro de estos
agentes y se presentan expresiones utiles para su analisis. Este capitulo amplia las nociones
introducidas en el capitulo 2 a un entorno estocastico.

3.1 Esquema seguidor a predecesor y a lider con ruido aditivo para
control por posicidn.

Este esquema, representado en la Figura 3.1, dispone que los vehiculos seguidores i € N
posean informacién ruidosa de sus predecesores i — 1 y del lider ¢ = 0. Este esquema
estd ampliamente basado en el propuesto en la seccién 2.2 y también cumple con las
Suposiciones 2. Su andlisis es complementario al realizado en dicha seccién, haciendo
énfasis en los fendmenos estocdsticos.

Como se puede observar en la Figura 3.1, el primer seguidor (i = 1) solo dispone de
informacién del lider transmitida a través de dos canales, por lo que es razonable suponer
que su lazo de control se comporta de manera diferente, esta redundancia es utilizada
como la Suposicion 3. Para comprender estas diferencias, se describe inicialmente el lazo
de control genérico de los demas seguidores y, posteriormente, se explican las diferencias
respecto al primer seguidor. En cuanto a la referencia a seguir, se establece la suposicion 4.

Suposicion 3. El primer seguidor (i = 1) recibe dos veces la posicion del lider, una como la
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Figura 3.1: Esquema seguidor a predecesor y a lider.
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Ruido
aditivo

posicion de su predecesor; y otra, como la posicion del lider en si. Esto se justifica al suponer
que existe un canal dedicado a cada transmision, siendo la transmision de la posicion del lider
una difusion a todo el peloton.

Esta suposicion permite disefiar el primer seguidor de una forma similar a sus pares, debido a
que incluye dos ruidos y no forma un caso especial de un tinico ruido.

Suposicion 4. La referencia r(k) no estd asociada a un ruido aditivo. Esto se debe a que
dicha sefial puede interpretarse como una constante interna en cada vehiculo, o incluso como
un pardmetro fijo. Por lo tanto, no es necesario transmitirla de forma inaldmbrica, y si se
transmite, su naturaleza constante garantiza que su media no se vea afectada por los ruidos
aditivos como los propuestos.

En consecuencia, r(k) se considera una sefial constante y puede entenderse como un pardmetro,
segun convenga.

3.1.1 Lazo de control del primer seguidor i = 1.

El lazo de control del primer seguidor puede escribirse de manera diferente, ya que utiliza
unicamente la informacién del lider para su control. Su estructura se obtiene al reemplazar
en la Figura 3.4 al usar el valor i = 1.

El lazo de control de la Figura 3.2 corresponde directamente al de la Figura 3.4, pero con
los reemplazos necesarios con i = 1. Este lazo puede ser reescrito para mover la constante
de ponderacién directamente a los ruidos, resultando el lazo de la Figura 3.3.

Esta reescritura proviene de caracterizar la sefial e; (k):

e1(k) = n(yo[k] + wp, (k) — rlk] — y1(k)) + (1 — n)(yo(k) + wp, (k) — r(k) — y1(k))
= nyo(k) + nwy, (k) — nr(k) — ny (k)
+ (1 =n)yo(k) + (L — n)wy, (k) — (L —n)r(k) — (1 —n)yi(k)
= yolk] + nwy, (k) — r(k) + (1 — n)wp, (k) — y1 (k)

3.1
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Figura 3.3: Lazo de control reescrito para el primer seguidor.

La ventaja del lazo de la Figura 3.3 radica en que corresponde directamente a un lazo de
control estandar, lo que permite aislar visualmente el efecto de los pesos directamente sobre
los ruidos. En una implementacion fisica, es razonable suponer que el primer seguidor
posee informacion mds precisa sobre y,(k), dado que este dato es recibido con redundancia,
aunque provenga de canales con ruido.

3.1.2 Lazo de control de los seguidores i € 2, N]|.

Ellazo de control de los seguidores sigue el esquema de la Figura 3.4, con y;|k] representando
la posicion del i-ésimo vehiculo, y w,, [k] y w;,[k] como los ruidos aditivos asociados a la
transmision de datos desde el predecesor y el lider, respectivamente.

Estos ruidos son blancos, estacionarios, de media cero y varianza F,, y P, respectivamente.
Para este trabajo, se asume que los segundos momentos de los ruidos son iguales a lo largo
del pelotdn, es decir P,, = P,Vi € [2,N]y P, = P,Vi € [2,N].
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Figura 3.4: Lazo de control para un agente dentro de un pelotén LPF con control por posiciones.

La accion de control se basa en el efecto ponderado del error de seguimiento local respecto
al predecesor ¢, [k] y al lider ¢, [k]. Este error de seguimiento local no debe confundirse con
el error de seguimiento, entendido como una sefial de desempefio, ya que el lazo de control
sigue como referencia una sefial afectada por ruido. Sin embargo, esto no altera la posicion
efectiva de cada vehiculo dentro del pelotdn.

Se define a GG(z) como la planta, el modelo dindmico de cada vehiculo, que se asume igual
en todos los vehiculos que conforman el pelotdn; esta planta se asume estrictamente propia.
K (z) corresponde al controlador a ser disefiado; este controlador también se asume igual a
lo largo del pelotén y debe ser propio. Debido a que se espera que los vehiculos posean una
velocidad diferente a cero, sus posiciones y;[k| deberian tomar una forma similar a la de
una funcién rampa de tiempo discreto; por lo tanto se espera que el producto G(z) - K(z)
posea al menos dos polos en z = 1 para asegurar la ausencia de overshoot y el seguimiento
perfecto a este tipo de referencias. Tanto el controlador como la planta son sistemas lineales,
por lo que cumplen homogeneidad y superposicidn. Se asume que los sistemas involucrados
son de una entrada y una salida (SISO).

La sefial r(k) corresponde a la distancia constante deseada entre los vehiculos. Para este
trabajo, se considera un pardmetro fijo. A diferencia de los sistemas con seguimiento a
predecesor [38, 73], no es necesario que la distancia entre los vehiculos sea proporcional a la
velocidad bajo topologias de seguimiento a predecesor y a lider. Esto representa una ventaja
del esquema seguidor a predecesor y a lider respecto a seguir inicamente al predecesor,
ya que permite proponer una distancia constante entre vehiculos [79, 82, 47]. En una
implementacién real, esta constante debe estar asociada a la capacidad de actuacion en
forma de frenado de los vehiculos.

Debido a la existencia del factor i, se asume que cada agente conoce su propia posicion
dentro del pelotén o indice, sin que esta informacién se vea afectada por ruidos ni por
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ningun otro tipo de fendémeno aleatorio. Esta suposicién es razonable, ya que el niumero de
vehiculo debe ser un nimero natural, y el ruido asociado tendria una varianza de un orden
de magnitud inferior.

3.1.3 Lazo de control del lider.

Para el lider se propone la suposicién 5.

Suposicidn 5. El lider; al no recibir mensajes de otros vehiculos, no se ve afectado por fendmenos
aleatorios, por lo que su modelo determinista también es vdlido en ambientes con fenomenos
aleatorios.

3.1.4 Representacion de los lazos de control.

Al manipular el lazo de control de la Figura 3.4 definiendo una sefial que corresponde al
error de seguimiento asociado al lazo respecto al predecesor e,;(k) y al error de seguimiento
asociado al lazo del lider ¢;;(k), definidos a partir de:

epi(k) = Gi-a (k) —r(k)

(3.2)
Gli(l{?) = goi ]{?) — ZT(IC)

A partir de la definicidn de (3.2) en el lazo de la Figura 3.4 es posible notar que, al aplicar
superposicion para aislar el efecto de cada sefial auxiliar se forma un lazo de control estandar
cuya funcion de transferencia es conocida y equivalente a:

_ GK
1+ GK

3.3)

La expresion de 3.3 corresponde a la funcidn de sensibilidad complementaria 7'. Para futuros
desarrollos también se propone la funcién de sensibilidad y ciertas relaciones de utilidad:

T+S=15S=1-T& S= (3.9

1+GK

Obsérvese que la expresion en (3.3) es una generalizacidn de la expresion en (2.8), pero
sin considerar el dominio de la frecuencia, ya que las sefiales involucradas pertenecen a un
entorno estocastico, por lo que se refiere inicamente a la interconexion.

Asi, es posible caracterizar la posiciéon de cada vehiculo a partir de estas sefiales auxiliares y
la funcién de transferencia del lazo de (3.3).

yl(k)
Yo (k)

T (nepi(k) + (1 —n)eu(k)) Vi € [2, N]
T(yi(k) —r(k) + (1 = nwy (k) + (Mwy, (k) i=1 (3.5)
T(ro—r(k)) i=0
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A partir de la definicion de (3.5) es posible plantear definiciones de espacio de estado
genéricas para el lider y los seguidores, a partir de la relacion entre funcion de transferencia
y variables de estado T'(q) = C(qf — A)"'B, ya que n es una constante y no altera la
dinamica del sistema, por lo que se incluye dentro de las sefiales, no del sistema:

zilk + 1] = Az;y(k) + Bnw,, (k) + Bnyi-1(k) + B (1 — n) wy, (k) + B (1 —n) yo(k)
— Br(k) (n+ (1 —n)(2))

yilk] = Cz;[k] Vi € [2, N] (Seguidores)
z1[k 4+ 1] = Az (k) + Bnw,, (k) + Byo(k) + B (1 — n) wy, (k) (3.6)
— Br(k)
y1[k] = Czq[K] (Primer seguidor)
xolk + 1] = Axolk] + Brolk] — Br(k)
Yolk] = Cxo(k) (Lider)

La expresion en (3.6) describe a cada vehiculo, pero su andlisis no es directo, ya que el lazo
de control tiene como objetivo que las posiciones converjan a la del vehiculo anterior con
una diferencia equivalente a (k). Si esta funcién se cumple y la velocidad es distinta de
cero, es razonable esperar que ni las posiciones ni los estados converjan a un valor acotado
y constante. En cambio, estas seguiran una funcién rampa con una pendiente proporcional
a la velocidad'® deseada para el pelotdn, la cual es determinada por el lider.

Obsérvese que la expresiéon asociada al lider en (3.6) incluye un factor (k) que puede
considerarse parte de la referencia virtual. Este factor se plantea de manera explicita para
enfatizar que la dindmica del lider es exactamente igual a la del resto de los vehiculos.

3.2 Esquema seguidor a predecesor y a lider con ruido aditivo para
control por velocidad.

En el presente trabajo, se denomina control por posicién a las leyes de control y andlisis
a proponer en el capitulo 4, es decir, aquellas en las que el control se basa en el error de
seguimiento respecto a la distancia con el lider y el predecesor.

En contraste, se denomina control por velocidad a los sistemas de control que acttian en
funcion de la velocidad relativa con respecto al lider y la distancia respecto al predecesor, a
ser analizados en el capitulo 5.

La principal ventaja de un controlador por velocidad en comparacién con un controlador
por posicion es que, para el control por velocidades, no es necesario que cada vehiculo
conozca su posicién relativa ¢ dentro del pelotdn, lo cual facilita la implementacion.

'En la observacién 5 se profundiza esta diferencia.
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Observacion 5. Se propone la notacién punto (o) para obtener la tasa de cambio de una
sefial en el tiempo, de esta forma, se define a j;(k) = vyi(k) — y;(k — 1), siendo y;(k) una sefial
proporcional a la velocidad de un vehiculo i-ésimo, pero no la velocidad en si, ya que ésto
depende del tiempo de muestreo. Sin embargo, por simpleza del lenguaje, se define a y;(k) como
la velocidad del vehiculo i-ésimo en lo que resta de la presente tesis.

El esquema externo, es decir, que informacion es compartida es igual al caso de control por
posiciones, presentado en la Figura 3.1, sélo que en vez de transmitirse la posicion del lider
yo(k), se transmite su velocidad (k). Estas transmisiones estdn afectas a ruidos aditivos
wyi(k) y wyoi(k), de media cero y varianza P, y P, respectivamente.

Bajo las modificaciones propuestas, se propone el lazo de control interno de la Figura 3.5.

wyi(k)

\L Ji1(k) —|—\J§ epi(k) %
W@ ’

- w;(k (K
" } (k) G yi(k)

1o (k +
ol¥) T () K,

Yoi(k) —/T ev, (k)
wv()i(k) d

Figura 3.5: Lazo de control para un agente dentro de un pelotén LPF con control por velocidades.

Yi—1

Es posible proponer variantes del lazo de control mostrado en la Figura 3.5, dado que existen
multiples formas de transmitir la informacién de la velocidad del lider. Algunas de estas
variantes incluyen la transmisién directa de la velocidad del lider, el envio de la posicién
del lider con dos muestras de tiempo diferentes desde el lider para reconstruir la velocidad
en cada seguidor, o la transmision de la posicién del lider, que luego es almacenada por
cada seguidor para formar la velocidad. En este capitulo se estudia inicamente el caso
propuesto, principalmente por su simplicidad en la implementacién y su similitud con el
lazo de control por posicion de la Figura 3.4. Otras estrategias disponibles se analizan en
detalle en la seccién 6.3, donde se concluye que este método de obtencion de la velocidad
del lider es el mas eficiente en términos de uso de memoria y varianza de la sefal recibida.
Del lazo de control de la Figura 3.5 se presentan las siguientes diferencias respecto al lazo
de control ya estudiado de la Figura 3.4:

* La constante de ponderacién n no estd presente, ya que se ha fusionado el controlador
con su propia ponderacién, lo que da lugar a una ponderacién dinamica. Esta fusién



3. 3.2. ESQUEMA SEGUIDOR A PREDECESOR Y A LIDER CON RUIDO ADITIVO PARA CONTROL
POR VELOCIDAD. 41

permite disefiar un controlador para la posiciéon y para la velocidad de manera
independiente.

* El bloque K, corresponde al controlador de posiciéon. Este controlador se asume con
integracion.

* El bloque K, corresponde al controlador de velocidad. Este controlador se asume con
integracion.

* El bloque d corresponde a un retraso de tiempo discreto, es decir:

z—1
2

d(z) =

De esta forma, permite convertir la posicién del vehiculo i-ésimo y;(k) en su velocidad
y;(k). Por lo que es posible usarlo metaféricamente como un derivdador de tiempo
discreto, pero no siéndolo, dadas las dimensiones del tiempo de muestreo.

* La sefial 1;(k) corresponde a la sefial de velocidad del lider 5,(k) que es recibida por
el vehiculo i-ésimo.

De esta forma, ahora la distincion entre un controlador respecto al lider y al predecesor
es dindmica, no estdtica como en el control por posiciones. Para simplificar el andlisis se
propone el bloque de control equivalente K (z) que satisface:

K(z) = Ky(2) + d(2)K,(2) 3.7)

La implementacion de este bloque permite recontextualizar las expresiones de 7'(z) dada en
(3.3) y (3.4) al utilizar propiamente el algebra de bloques.

Asimismo, (3.7) permite volver a usar las suposiciones 2, pero, como se comentd
previamente, ya no es necesario que cada vehiculo conozca su posiciéon dentro del pelotén.

Suposicién 6. Los controladores K,(z)y K,(z) satisfacen:
Kp(2)|o=1 + Ko(2)]:=1 = 1 (3.8)

De esta forma, queda propuesto el esquema seguidor a predecesor y a lider con ruido aditivo
para control por velocidad.
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CAPITULO

Estabilidad de cuerda en sistemas con
seguimiento a predecesor y a lider con
control por posicion.

En el presente capitulo se aplican las nociones descritas en el capitulo 2 al sistema estudiado
en la seccion 3.1. En primer lugar, se introducen las variables auxiliares propuestas para
este sistema, y posteriormente, se analiza su eventual convergencia.

Finalmente, se analizan las condiciones de convergencia y se establecen los requisitos
para la estabilidad de cuerda en el sentido cuadratico medio. Ademads, se presenta una
implementacion por simulacion para ilustrar los fenémenos deducidos.

4.1 Descripcion del sistema en variables auxiliares.

La convergencia de las posiciones hacia sefiales rampa, inducida por la velocidad constante,
hace imprescindible la eleccién de un conjunto de variables que sean convergentes. Las
definiciones de estabilidad en cuerda se plantean a partir de las variables auxiliares &(k),
¢(k) y v(k), que representan el estado alternativo, una métrica de desempefio y las entradas
exdgenas, respectivamente.

En [38, 73], la estabilidad de cuerda en el sentido cuadrdtico medio resultante asocia {(k)
al error de seguimiento. En este trabajo, dicha asociacién se extiende hacia una definicion
mas general como métrica de desempefio. Esto se debe a que, al existir dos controladores,
uno asociado al predecesor y otro al lider, la definicién tradicional de error de seguimiento
podria resultar ambigua.

De este modo, dado que cada vehiculo se modela a partir de (3.6), es fundamental establecer
una equivalencia entre las sefiales auxiliares y los estados fisicos definidos en (3.6).

&i(k)=xi1(k) — xi(k) Ci(k) =yi1(k) —yi(k) — r(k) Vi e [1,N] “4.1)
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Observacidn 6. La expresion de (;(k) en (4.1) no corresponde ni a la entrada del controlador
ni al error de seguimiento local; en su lugar, representa una sefial de desemperio del controlador.
Esto se debe a que el esquema seguidor a predecesor y a lider introduce, en realidad, dos errores
de seguimiento locales: uno asociado a la diferencia con el predecesor, y;_1(k) — y;(k), y otro
relacionado con el lider, y;(k) — yo(k). El error de seguimiento utilizado como entrada al
controlador es la suma ponderada de ambos.

Esta eleccidn se fundamenta en la naturaleza de ¢;(k) como una sefial de desempefio disefiada
para demostrar la estabilidad en cuerda. Ademds, el error de seguimiento respecto al lider,
que no forma parte de ¢;(k), también converge si {;(k) es convergente. Esto se debe a que, al
tratarse de un peloton unidimensional, se satisface la relacion planteada en (4.2).

Yi(k) — vo(k) = yi(k) — yi—1(k) + yi1(k) — yo(k)
= yi(k) — yic1(k) + yi1(k) — via(k) + yi2(k) — yo(k)
= yi(k) — yi—1(k) + i1 (k) — yi—a(k) + yi—2(k) — yi—s(k) + ... + y1(k) — yo(k)

(k) — oK) = 3" G(k)

4.2)

A partir de (4.2), se puede observar que, si (;(k) converge para todo i € [1, N|, cualquier error
de seguimiento respecto al lider, yo(k) — y;(k), también serd convergente.

La expresion de (4.1) estd definida para todos los seguidores, pero no para el lider (i = 0).
En lugar de ello, para el lider, se propone el uso de un lider virtual, cuya definiciéon detallada
se presenta en la seccién 2.2. El uso de este lider virtual permite formular el estado
alternativo y la sefial de desempefio del lider como se expresa en (4.3).

§o(k) = (k) — mo(k) Go(k) = ro(k) — yo(k) —r(k) (4.3)

Suposicidn 7. Se asume que el lazo de control del lider regula {,(k). Para ello, al cumplirse
la suposicion 2, el lider posee doble integracion, lo que le permite asegurar un seguimiento
perfecto de referencias rampa en estado estacionario. Por lo tanto, {y(k) serd cero como una
condicion de operacion regular.

Ademds, por simplicidad, se proponen los vectores de ruido w,(k) y w;(k), definidos a partir
de (4.4).
w1 (k) wii (k)

w, (k) = wpf<k) w(k) = w’i(k) (4.4)

wyn (k) wyn (k)
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Al usar los estados alternativos de (4.1), el pelotén descrito en la seccién 3.1 puede ser
definido a partir de la representacion propuesta en el Lema 1.

Lema 1. Utilizando la eleccion del sistema alternativo dada por (4.1) y (4.3), junto con
la definicion del espacio de estados del peloton en (3.6), es posible describir las dindmicas
de los sistemas en funcion de las variables auxiliares:

E(k+1) = AE(k) + Boo(k) + Byw,(k) + Byw, (k) + B,r(k)
C(k) = C&(k) — 1r(k)

Con 5(]6) ]RnN, A € RannN, B0 c RnN, Bp c RannN’ Bl c RannNJ Br c RnN,
C(k) € RN, C € RN*"N e 1 € R™, descritas a partir de:

(4.5)

[&1(k) A B B
ST Rt IR S - T i =Y

£ BiC 4 0 B(1-1)
[—Bn C

B, Bn —.Bn ca| © |
i | By —Bry C 1
—B(1-n)

B 2 B(1—n) —B(.l—'rz)
I B(l—n) —B(1-n)

Los elementos vacios en las matrices correspondientes a la representacion de estados
alternativa son matrices de ceros, de dimensiones adecuadas para que las matrices de

representacion estén completamente definidas.

Demostracién otorgada en el apéndice A.

Observacion 7. La expresion del Lema 1 es notablemente similar a su contraparte en la
topologia de seguidor a predecesor, tal como se propone en [73, 38]. Esta similitud se debe a
la eleccion de la sefial de desempefio como la distancia entre vehiculos, lo que esencialmente
representa el mismo fendmeno. A pesar de esta semejanza, es importante destacar que el origen
de las matrices A, By C' del sistema es distinto, ya que, en el lazo de control propuesto en la
Figura 3.1, no se introduce una constante de tiempo h.
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El Lema 1 describe la concatenacién de vehiculos mediante la topologia, la ley de control
seleccionada y la eleccidn de la sefial de desempefio. De este modo, se posibilita la operacion
del pelotén como un conjunto integrado, considerando inicamente variables acotadas.
Adicionalmente a esta representacion, es necesario obtener una expresién recursiva en
relacién a los errores de seguimiento en los vehiculos, lo que permitira habilitar el analisis
de la convergencia de las sefiales a medida que el namero de vehiculos crece. Para ello, se
debe plantear una sefial asociada al error de seguimiento local respecto al predecesor e,; (k)
descrito como:

epi(k) = yim1(k) — yi(k) — r(k) + wyi(k) = §i(k) + wyi(k)  Vie [1,N] (4.6)

Utilizando (4.6), es posible obtener para cualquier vehiculo que la sefial de desempefio (;
puede ser descrita por transferencias como:

T [n€i—1 + nwpi—1 — nwy; + (L —n)wy—y — (1 —n)wy] — Sr parai € [2, N|

G = 4.7)

T [n€i—1 — nwp; — (1 — n)wy] — Sr parai =1

Proof. Demostracion presente en el apéndice B.

Observacion 8. La expresion de (4.7) incluye un término Sr, que podria inducir a la creencia
de que el error no puede ser cero, dado que r(k) estd supuesto como una sefial constante. Sin
embargo, dado que (4.7) representa en realidad convoluciones y S(z)|.—1 = 0 como resultado
del cumplimiento de la suposicion 2, este factor Sr se vuelve nulo en estado estacionario.

Este término también permite observar con facilidad que la sefial de desempefio depende
directamente de la referencia dada. Si esta referencia llegara a cambiar, se produciria una
evolucidn instantdnea en la sefial de desempefio.
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4.2 Analisis de convergencia temporal.

En el Lema 2 se definen los dos primeros momentos del sistema descrito en el Lema 1, asi
como la condicién que debe cumplirse para garantizar que dichos momentos converjan a un
valor especifico.

Lema 2. Para el peloton descrito en variables auxiliares, en el Lema 1, las medias del
estado auxiliar y de la sefial de desempefio satisfacen las ecuaciones recursivas:

pe(k +1) = Ape(k) + BoCo(k) + B, (k)

(4.8)
pe(k) = Cpe(k) = 1r(k)
Mientras que las varianzas satisfacen las ecuaciones recursivas:
Pe(k+1) = AP¢(k)A" + B,P,B; + BiP,B/ o

Pe(k) = CP(k)C"

Con Pg((]) = Py > 0, Pp e RoNxnN _— diag(Py, Py, ..., Py) ¥ Pl e RoNxnN _—
diag(P,, P, ..., P,). De cumplirse los requisitos de estabilidad en sentido cuadrdtico medio,

es decir, en este caso (4.10).
p(A) <1 (4.10)

pe(k)y Pe(k) convergen a:

pe = 0;
1 1 = T — T T (4.11)
Pe = Cvec (I - A® A) vec(B,F,B, + BIPB;))C
Proof. Demostracién presente en el apéndice C. O]

Es posible considerar las necesidades del Lema 2 como cumplidas por defecto, ya que se
disefia K (z) dentro de 7'(z) de tal manera que 7'(z) tenga efectivamente los polos dentro
del circulo unitario, y por ende, que A tenga todos sus autovalores dentro del mismo. Al
considerar que 7(z) es estable, en el sentido determinista, también se consigue estabilidad
en el sentido cuadratico medio del sistema, y por ende se asegura convergencia de los
momentos de segundo orden [86], media y varianza, tal como se sefiala en (4.11). Como
existen los momentos de segundo orden estacionarios, también existen las densidades
espectrales de potencia estacionarias.

Ademas, el cumplimiento de la Suposicion 2 es fundamental para asegurar que tanto los
errores de seguimiento como la sefial de desempefio tienden a algtin valor finito en estado
estacionario en general y tendiendo a cero en particular, dado el disefio del lazo de control.
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Por su parte, la varianza no tiende a cero; esto es producto de la naturaleza aditiva de los
ruidos respecto al predecesor y al lider. Esto estd asociada al efecto de la intervencién de
tanto la varianza del ruido respecto al predecesor como al lider en (4.9) como entradas
constantes. Sin embargo, el cumplimiento de (4.10) si asegura la convergencia de cada
varianza a un valor finito.

Es importante destacar que el Lema 2 estd formulado de manera que es independiente del
tamafio del pelotén (lo cual afecta principalmente al tamafio de las matrices involucradas
en la representacion alternativa, pero no su estructura). Ademas, al cumplirse (4.10), los
valores que toma (4.11) no dependen de las condiciones iniciales del sistema.
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4.3 Andlisis de convergencia en el namero de vehiculos.

Es necesario también analizar la convergencia asociada al nimero de vehiculos, en particular
cuando N — oo. Este andlisis proporciona las condiciones necesarias para enunciar las
condiciones de estabilidad en cuerda, al examinar cémo los errores de seguimiento se
distribuyen a lo largo del pelotén a medida que aumenta el nimero de vehiculos. Esta
propiedad es conocida como escalabilidad del pelotén [73].

Al cumplirse las condiciones de (4.10), es posible asumir que el sistema es efectivamente
convergente en el tiempo, y que, por lo tanto, existe una media y densidad espectral de
potencia estacionarias. De existir, requisito intrinseco para la estabilidad en cuerda en el
sentido cuadratico medio, la expresién que relaciona los segundos momentos de la sefial de
desempefio de un vehiculo i-ésimo con la de su predecesor en el dominio de la frecuencia
estd expresada en el Teorema 3.

Teorema 3. Considere el sistema descrito en el Lema 1y que satisface (4.10), es decir; un
sistema que converge en el tiempo al tener todos los autovalores de A dentro del circulo
unitario. La media y la densidad espectral de potencia de la sefial de desempefio del
vehiculo i-ésimo seguidor i € [1, N],VN € N, cumplen:

,uCi(ejw) = nT/LCifl(ejw)
InT(e7) b, () + e, (€7) sii€[2,N] (4.12)

¢Cz‘(€jw) = 9 N2 ; N 12 ..
| T ) F + (1 —n)*|T(e) PR sii=1

Con:

¢ (€7) = (2 = ) PulnT (™) * = n|T(e™)]* PulnT ()]
+n[S(e7)[* PulnT (e™)[* (4.13)
P, = (P, + F)+n~'[(1—-2n) Pln~"
La expresion de (4.12) permite establecer que la media ji, y la densidad espectral de

potencia ¢, (e’*) permanecen acotadas independientemente del niimero de vehiculos, en
particular cuando N — oo, Vw, siy solo si:

n|T(e™)| < 1, Yw >0 (4.14)

Proof. La demostracidn estd presente en el apéndice D. O

Observacion 9. Debido a que el factor n es menor a 1, y que el lazo de control busca seguimiento
perfecto a referencias rampa, T'(1) = 1, la definicién de (4.14) puede ser extendida a condiciones
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basadas en norma infinito, sin sacrificar generalidad.

[nT(2)|l <1 (4.15)

De esta forma el Teorema 3 no tan solo permite caracterizar la media y la densidad espectral
de potencia de las sefiales de desempefio, si no, que mas relevante aun, proporciona
métricas que debe satisfacer el lazo de control propuesto de manera que dichas expresiones
estacionarias permanezcan acotadas a medida que aumenta el niumero de vehiculos. La
expresion de (4.12) comienza de la premisa de que estos valores estacionarios existen al
cumplirse (4.10).

Observacion 10. El Teorema 3 permite enunciar que |nT'(z)||, < 1 es una condicién necesaria
para que los momentos de la sefial de desempefio permanezcan acotados. A diferencia del caso
de seguimiento a predecesor, esta condicion es necesaria y suficiente, dada la naturaleza de 7
que permite que se cumpla (4.15) mientras que se satisface T'(1) = 1. Esto corresponde a una
ventaja del esquema propuesto, puesto que se aporta flexibilidad al disefio de T'(z).

También, de cumplirse ||nT(z)||,, = 1 no es posible asegurar convergencia en el niimero
de vehiculos, por lo que tampoco serd posible conseguir estabilidad en cuerda en el sentido
cuadrdtico medio.

Observacion 11. La varianza P, enunciada en (4.13) puede interpretarse como una varianza
ponderada, la cual regula la transferencia de la varianza de la sefial de desempefio entre los
vehiculos. Ademds, permite unificar el andlisis en una tinica varianza. Debido a su funcion
de control sobre la transferencia, se le denomina varianza de paso o varianza ponderada. La
seccion 6.2.2 ofrece una explicacion mds detallada sobre la interpretacion de esta varianza.

Para completar el andlisis de escalabilidad y permitir una verificacién directa de las
expresiones presentadas, es necesario investigar si el valor estacionario de la varianza en
cada vehiculo aumenta o disminuye conforme se afiaden mds vehiculos al pelotén, asi como
caracterizar dicho valor estacionario. Con este objetivo, se propone una expresion
alternativa para la densidad espectral de potencia en (4.12).

¢, () = 6,y () + (1= ) PulnT () > = n|T(e) (T (/) 1) [* Py

: o , (4.16)
+lS(e™) (T () )P P + |(nT)'[* P

Proof. Demostracion presente en el apéndice E. O
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Corolario 1. Al considerar el peloton descrito en (4.5), que satisface las condiciones
(4.10) y (4.15). Entonces, para i € {2,..., N}, VN € N, las varianzas estacionarias P,
satisfacen
j i—1|2 jw jw\ \i— 2
L. Py =Py, + (1= m)Py |(nT(7)) || = 0Py [ T(e7) (T ()"
. . . 2 . 112
+ 0Py |S(e2) T (€))7 + Po | (T (™))
Q.Pci > PCFl Vi € [2,N]

Vi € [2, N]

2

2 2 2
smax P, = Py = (=) [Eal, = | + [ Pec], + [ o], ) 2o

. _ T T2 || SE@HTE) |
4 gm Pey = ((2‘”)HM(Z> 2‘"“ M) |, T Me |,)
Con P, descrito en (4.13) y donde:
|M()]? = 1= |nT ()
Fao=[0 ) ()2 ... (yT)N7]
Fp. =0 T(T) T(MT)? ... T(nT)"~]
Fo.=[0 SMT) S@IT)? ... SGT)V
Fp. = [(iT) (iT)> (T ... (nT)¥]
Proof. Presente en el Apéndice F. O

Observacion 12. El Teorema 2 exige condiciones que debe satisfacer nT'(z). Estas condiciones
son cumplidas por defecto, pues si se cumplen las ecuaciones (4.10) y (4.15) junto con la
suposicidn 2 se asegura que el sistema si pertenece a RH, y que 1 > ||nT(2)|| .. Esto permite
que M (e’*) pueda ser calculado utilizando el Teorema 2.

El Corolario 1 establece que, al cumplirse las condiciones de convergencia temporal y en
el namero de vehiculos de (4.10) y (4.15), respectivamente, las varianzas estacionarias
aumentan a lo largo del pelotdn conforme crece el indice i. Mas relevante aun es que los
valores estacionarios de la varianza de cada vehiculo estan acotados por un valor constante
que no depende de N, es decir, limy_,., P,. Es importante sefialar que este andlisis se
realiza en estado estacionario, por lo que no se descarta la posibilidad de que, dadas ciertas
condiciones iniciales, se produzca un transitorio que pueda superar dicho valor estacionario.
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4.4 Analisis de estabilidad en cuerda.

Una vez establecidas las condiciones que debe cumplir el pelotén descrito en (4.5) para
garantizar la convergencia tanto en el tiempo como en el nimero de vehiculos (es decir,
la convergencia a medida que el niumero de vehiculos crece a lo largo del pelotén), es
necesario analizar las condiciones de estabilidad en cuerda para dicho pelotén.

De una forma similar a la propuesta en [73], es necesario analizar las condiciones que
aseguran la estabilidad en cuerda basado en la norma £, y la varianza basada en norma
L,, en orden de satisfacer las condiciones de la definicién 5. Una vez probada la definicién
5, se buscan las condiciones para asegurar estabilidad de cuerda en el sentido cuadratico
medio a partir de la definicion 6. Como la configuracién bajo analisis esta basada en la
propuesta en [73, 38], se busca asegurar estabilidad en cuerda basada en las normas £,
para la media, y £, para la varianza. Esto no significa que la definicién 5 sea exclusiva
para estas normas, sino que es vdlida para cualquier eleccién de p, ¢ € NU (+00) siempre y
cuando estas normas sean existentes.

Sea G el conjunto de condiciones iniciales £(0) R™ que son de segundo orden, cuya matriz
de varianza es definida positiva y el vector de entradas exdgenas v ¢ R, definido de
manera que puede ser escrito como v = (y(k)¢p1 + w,(k) + wy(k), con ¢ = [1 0 ... 0
De esta forma, asumiendo que se cumple la suposicion 2, la media y varianza de v estan
definidas como:

v(k) = k

i (k) Qilfo( _) | 4.17)
P,(k) = P,+ P, = diag(P,+ P,P,+ P,...,P,+ P)

Para poder demostrar estabilidad en cuerda, también se asume que las correspondientes

normas L, y L., de v existen. Son tales que se cumpla:

e (Rl = NICo ()l

|po+ B, - 2ae -

Observacion 13. La sefial r(k) no aparece en v(k), a pesar de ser definida como una sefial
externa. Sin embargo, dado su comportamiento como una sefial constante, puede considerarse
como un pardmetro fijo de antemano, lo que permite linealizar y trabajar con una sefial de
referencia cero. Ademds, la eleccion de r(k) no afecta el desempeiio del sistema del pelotdn,
siempre que sea una sefial constante, por lo que no entra en la definicién estricta de v(k), tal
como se describe en la seccion 2.3.1.
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Teorema 4. Considérese el sistema descrito en el Lema 1, que cumple con las condiciones
de convergencia en el tiempo de (4.10) y las condiciones de convergencia en el niimero de
vehiculos de (4.15), bajo las suposiciones enunciadas en 2. El cumplimiento de (4.10) y
(4.15) constituye una condicion necesaria y suficiente para lograr estabilidad en cuerda
Ly - L, basada en la acotacion de la media mediante la norma L2 y de la varianza
mediante la norma L. Esta estabilidad en cuerda cumple con la definicién 6, lo que
implica que el sistema es estable en cuerda en el sentido cuadrdtico medio. De esa forma,
la media y la varianza tienden a los valores limite de:

lim lim pey (k) =0

1—00 k—00
2 2 2
- 1T (z) T (z)* S(z)nT(2)
lim lim Pr (k) = P, [ (2 — _ 22Nt (z)
s e en (K) (( ) H M(z) ||, L H M(z) ||, M(z) ||,
Con P, definido en (4.13).
Proof. La demostracion estd presente en el apéndice G. O

En el Teorema 4, se proponen condiciones para la estabilidad en cuerda utilizando normas
L, para la media y £, para la varianza, de manera similar a lo planteado en [73]. Estas
condiciones son independientes del tamafo del pelotdn, de las condiciones iniciales del
sistema y de la referencia utilizada. Son tanto necesarias como suficientes para garantizar
la estabilidad de cuerda en el sentido cuadratico medio. Las condiciones presentadas en
(4.10) y (4.15) aseguran la convergencia en cuerda de la media y la varianza, tanto en el
tiempo como en el niumero de vehiculos, constituyendo los requerimientos necesarios para
garantizar la estabilidad en cuerda en el Teorema 4.

4.5 Resultados de simulacion.

Para validar los resultados obtenidos en el presente capitulo, se propone una simulacién
del pelotén disefiado con el fin de ilustrar la estabilidad de cuerda en el sentido cuadratico
medio. Se considera un pelotén homogéneo de 40 vehiculos, donde cada lazo de control
interno posee funciones de transferencia G(z), K(z) y T'(z) enunciadas en (4.19).

1 ~ 0.62—-0.51 0.6z — 0.51

G(z) = K(z) — T(z) = 142 5049 (4.19)

z—1

La funcién de transferencia del lazo 7'(z), enunciada en (4.19) propone como limitante de

disefio ||T'(z)]|,, = 1.2365, por lo que, para satisfacer (4.15) se requiere que 1 < 555z ~
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0.8087, mientras que las condiciones de (4.10) son satisfechas ya que todos los polos de
T(z) estdn ubicados en z = 0.7, por lo que p(A) = 0.7.

De esta forma, se propone 7. = 0.5 y 7, = 0.82, para ilustrar un caso estable e inestable en
cuerda en el sentido cuadratico medio, respectivamente. Por simpleza, se asume un tiempo
de muestreo T, = 1, de forma que una muestra corresponde a un segundo. De esta forma,
la simulaciéon propone una situacién donde los vehiculos aceleran durante los primeros 40
segundos hasta alcanzar una velocidad de crucero de 287, unos 100 ’“Tm aproximadamente,
mientras conservan una distancia entre vehiculos de r(k) = 10 Vk € NY metros. Todos los
vehiculos comienzan en reposo, es decir, velocidad cero.

Al igual que en [73] se proponen dos situaciones: Condiciones iniciales cero y condiciones
iniciales distintas de cero. Cuando se habla de condiciones iniciales cero, se quiere decir
que todos los vehiculos parten desde el mismo punto en el espacio (y;(0) =0 Vi € [1, N]),
mientras que se habla de condiciones iniciales distintas de cero, quiere decir que los vehiculos
empiezan en el orden propuesto, pero no necesariamente con la distancia entre vehiculos
propuesta. En este caso, si bien la posicidn inicial de los vehiculos es una variable aleatoria,
para las simulaciones se propone que la condicién inicial es conocida con certeza, puesto
que el fenémeno aleatorio esta enfocado en la transmision de datos.

Los ruidos propuestos poseen varianzas constantes P, = 2y P, = 4.4. Se proponen 1 x 10°
iteraciones de tipo Monte Carlo, para obtener las estadisticas de la media y varianza de
la sefial de desempefio y de la posicion. El sistema posee una perturbacion en el lider de
—15u(k — 70), para estudiar también la reaccion del sistema ante perturbaciones; en el
contexto real que se busca emular esta perturbacién representa un frenado brusco.

El codigo de colores a utilizar permite distinguir groso modo la posicién de cada elemento
del pelotdn, siendo el lider denotado por un color azul oscuro y el ultimo seguidor por
un color rojo oscuro. Los grdficos poseen también denotado el valor de (k) y —r(k) en
la representacion de la media de la sefial de desempefio, esto permite estudiar con mayor
facilidad el funcionamiento del sistema propuesto.

4.5.1 Con condiciones iniciales cero.

En primer lugar, se propone el caso con condiciones iniciales iguales a cero. Este es un
caso hipotético, puesto que es fisicamente imposible que todos los vehiculos se ubiquen en
exactamente la misma posiciéon. Sin embargo, como bien se comenta en [73], es necesario
estudiar este caso puesto que es un ejemplo didactico de como evoluciona el transiente del
sistema de pelotdn. Luego, en la observacidn 14 se comenta en profundidad el significado
de este fendmeno.

Caso estable en cuerda

Al simular el sistema estable en cuerda se obtiene la Figura 4.1.
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Figura 4.1: Sefnales de interés de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider con
transmision con ruido aditivo. Simulacion realizada con condiciones iniciales iguales a cero y estable
en cuerda.

La Figura 4.1 muestra que la sefial de desempefio tiende a cero en estado estacionario, pero
presenta dos intervalos en los que no es nula: durante la aceleracién inicial y al aplicarse la
perturbacion. Durante la aceleracion, el error de seguimiento permanece constante debido
a que la aceleracion puede interpretarse como un cambio constante en la referencia. Por lo
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tanto, es esperado que la seiial de desempefio tenga una media diferente de cero mientras
la referencia sigue cambiando. En cuanto a la perturbacién, se observa que ésta se disipa
conforme al disefio, tanto en el tiempo como cuando el nimero de vehiculos aumenta.
Ademas, se nota que la amplitud de la media de la sefial de desempefio disminuye a medida
que se avanza a lo largo del pelotén hasta volver a ser cero, un fenémeno conocido como
convergencia en el numero de vehiculos.

En cuanto a las varianzas, se observa el fenomeno descrito en el corolario 1, ya que
éstas efectivamente alcanzan un valor estacionario correspondiente a P, ~ ]\}1_{1100 P, . Cabe
destacar que la perturbacion no afecta las varianzas, lo cual se debe a que dicha perturbaciéon
es de naturaleza deterministica.

Caso inestable en cuerda

Al simular el sistema inestable en cuerda se obtiene la Figura 4.2.

La Figura 4.2 muestra un comportamiento completamente opuesto al observado en la
Figura 4.1. En primer lugar, la media de la sefial de desempefio se amplifica
progresivamente a lo largo del pelotén, exhibiendo comportamientos altamente oscilatorios.
Estos comportamientos son producto de la no convergencia en el niumero de vehiculos,
dado que el sistema es temporalmente estable (Ya que sus polos, son los mismos que en el
caso estable en cuerda en el sentido cuadratico medio). Esto provoca que la perturbacion
en la sefial de desempeifio, originada por las condiciones iniciales, se superponga con la
perturbacion de entrada al sistema, situacidon que no ocurre en el experimento presentado
en la Figura 4.1, donde los errores de seguimiento producto del transiente se disipan antes
de la intervencidn de la perturbacién. Tal comportamiento representa un riesgo significativo
para la seguridad durante la implementacién. Por otro lado, aunque la varianza converge
dentro del intervalo analizado, sus valores son notablemente mayores en comparacion con
los observados en el sistema estable en cuerda.

La perturbacién se disipa en el tiempo, pero no es posible afirmar que ocurre el mismo
fenémeno en el numero de vehiculos.

4.5.2 Con condiciones iniciales distintas a cero.

Ahora, se propone analizar el caso en el que las condiciones iniciales son distintas de cero.
En este escenario, los vehiculos comienzan separados y en el orden establecido inicialmente,
pero no respetan la distancia deseada entre ellos (Es decir, la sefial de desempefio no parte
desde cero).

Dado que se asume que existe certidumbre en la condicién inicial, puesto que atin no se
realiza comunicacién inaldmbrica, P, (0) = FP¢(0) = 0.

Caso estable en cuerda

En el caso estable en cuerda, con condiciones iniciales distintas a cero, las simulaciones
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LIDER CON CONTROL POR POSICION.
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Figura 4.2: Sefiales de interés de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider con
transmision con ruido aditivo. Simulacién realizada con condiciones iniciales iguales a cero e
inestable en cuerda.

corresponden a las presentadas en la Figura 4.3.

Los resultados mostrados en la Figura 4.3 son bastante similares a los de la Figura 4.1,
ya que también presentan una media estacionaria de la sefial de desempefio igual a cero.
Asimismo, el comportamiento de la varianza de la sefial de desempefio es idéntico en ambos
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Figura 4.3: Sefiales de interés de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider con
transmision con ruido aditivo. Simulacion realizada con condiciones iniciales distintas a cero y
estable en cuerda.

casos.
El efecto de las condiciones iniciales se manifiesta como un alto valor en la media de la
seflal de desempefio al inicio de la simulaciéon. Sin embargo, posteriormente, el pelotén
alcanza la formacién deseada. Este comportamiento evidencia la estabilidad en cuerda, ya
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que la amplitud de la media de la sefial de desempefio disminuye a medida que se avanza a
lo largo del peloton.

Caso inestable en cuerda

Para un caso inestable en cuerda con condiciones iniciales distintas a cero, se obtienen las
simulaciones de la Figura 4.4.
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Figura 4.4: Sefnales de interés de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider con
transmision con ruido aditivo. Simulacidn realizada con condiciones iniciales distintas a cero e
inestable en cuerda.

Al estudiar la Figura 4.4 se hace presente la amplificacion de los errores de seguimiento,
en particular, de la media de la sefial de desempeiio a lo largo del pelotén. Este fendmeno
se hace mds presente al notar el impacto que poseen las condiciones iniciales del pelotén
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a medida que el numero de vehiculo aumenta. Al igual que en el caso de la Figura 4.2, la
varianza toma valores mucho mas altos, permitiendo concluir a partir de las simulaciones
que los sistemas inestables en cuerda son mucho mds ruidosos.

Producto de la perturbaciéon, se produce una amplificacién de la magnitud del error de
seguimiento, que se disipa en el tiempo. Esta disipacion del error de seguimiento es producto
del cumplimiento del Lema 2, que asegura que el sistema al menos disipa perturbaciones en
el tiempo.

4.5.3 Consideraciones generales de las simulaciones.

Las simulaciones realizadas permiten observar que la estabilidad en cuerda facilita la
disipacién de los errores de seguimiento a lo largo del pelotén, fendmeno claramente visible
en las medias de la sefial de desempefio. Ademas, en los sistemas estables en cuerda, se
evidencia una menor varianza en dicha sefial, lo que refuerza el impacto positivo de la
estabilidad de cuerda en el desempefio del sistema.

El efecto de las condiciones iniciales no es observable en el estado estacionario para el
sistema estable en cuerda, ya que, de acuerdo con el corolario 1, las varianzas se estabilizan
en un valor constante. Ademads, las medias de la sefial de desempefio tienden a cero,
independientemente de las condiciones iniciales del sistema.

Las condiciones iniciales con valores distintos a los que permitan error de seguimiento cero
provocan un error significativo al inicio de la simulacién, visible como un aumento abrupto
de la media del error de seguimiento. Este error puede minimizarse generando una curva de
aceleracién menos pronunciada, lo que implica que el sistema alcance la velocidad crucero
de manera mas gradual. Este fendmeno se debe a la inercia inherente al sistema.

Observacion 14. El que exista una sefial de desempefio con magnitud superior a r(k) o la
coincidencia de posiciones entre dos vehiculos sugiere la posibilidad de colisiones. Es importante
destacar que la estabilidad de cuerda no garantiza que todos los vehiculos eviten colisiones,
ya que este es un fenomeno distinto. Por lo tanto, bajo ciertas condiciones, como curvas de
aceleracion pronunciadas o perturbaciones drdsticas, un sistema que sea estable en cuerda
podria experimentar colisiones de todas formas.

4.6 Discusion respecto al estado del arte.

Es posible comparar el desempefio de un sistema de pelotén disefiado con topologia de
comunicacién que emplea seguimiento a predecesor y a lider basadas en control por
posicién con las soluciones actuales propuestas,basadas en topologia de comunicacién con
seguimiento a predecesor, documentadas en [73, 38].
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Una ventaja comparativa al momento de implementar el esquema con Seguimiento a
Predecesor y a Lider (LPF) respecto a los esquemas con Seguimiento a Predecesor (PF) es
que los sistemas LPF son capaces de moverse de forma coordinada. Esto se debe al canal

de comunicacién con el lider, que permite que el dltimo seguidor comience su movimiento
al mismo tiempo que el lider acelera, lo que hace que sea una soluciéon mas rapida. Esta
diferencia puede observarse en las simulaciones, donde los ultimos vehiculos retroceden
para lograr la formacion deseada con la distancia entre vehiculos propuesta, mientras que
en los sistemas PF, los vehiculos deben esperar a que se mueva su predecesor para poder
moverse.

Una desventaja al momento de implementar el esquema LPF es que requiere un canal
adicional de comunicacion, lo que afiade varianza a la sefial de desempefio. Cabe resaltar
que la solucién propuesta se basa en una premisa ideal en la practica: que la varianza de
la comunicacién asociada al lider es la misma para todos los vehiculos que conforman el
pelotdn.

Sin embargo, las mayores ventajas comparativas asociadas al disefio de un sistema LPF
como es propuesto en el presente capitulo estdn asociadas al proceso de su disefio, pues:

* Es posible disefiar 7'(z) de una forma tradicional y ampliamente documentada, ya que
sigue las ecuaciones del lazo de control estandar, sin tener requerimientos adicionales
asociados a su norma infinito. Esto aporta flexibilidad en comparacién con los sistemas
PF, en los cuales el lazo de control incluye las condiciones de estabilidad de cuerda.
Posteriormente, el disefio de 1 estd condicionado a este sistema resultante.

* Es posible disefiar n de tal manera que no solo garantice la estabilidad de cuerda,
sino que también permita manipular métricas del sistema, como la evolucién de los
momentos entre vehiculos.

* Es posible fijar de antemano la distancia entre vehiculos deseada, sin necesidad de
un time headway, como en los sistemas PF [36]. Esto facilita la interpretacion de los
sistemas con seguimiento a predecesor y a lider.

En el capitulo 6 se exponen discusiones, condiciones y herramientas que permiten disefiar
el sistema LPF para seguir un comportamiento deseado.

La eleccion de una distancia fija entre vehiculos, aunque representa una ventaja durante
el disefio, puede ser contraproducente en una implementacién real, tal como se expuso en
la observaciéon 14. Por lo tanto, esta distancia debe estar condicionada a factores como la
velocidad de operacion del sistema, la inercia de los vehiculos, la capacidad de frenado, asi
como al cumplimiento de las normativas de seguridad.
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CAPITULO

Estabilidad de cuerda en sistemas con
seguimiento a predecesor y a lider con
control por velocidad.

En este capitulo se pretende ampliar las definiciones presentadas en el capitulo 4,
aplicandolas a sistemas de control de pelotén con topologia de seguimiento a predecesor y
a lider, donde se considera la velocidad del lider como variable de control.

Este capitulo explora las diferencias entre ambos sistemas de control, sin profundizar con la
misma formalidad que en el caso del control por seguimiento a distancia. Por lo tanto, se
considera que los resultados presentados aqui son un complemento de los expuestos en el
capitulo 4, y no un resultado en si mismos.

5.1 Deduccion del sistema de control por velocidad.

Es posible notar, mediante dlgebra de bloques sobre el sistema descrito en la seccién 3.2,
que el sistema sigue la siguiente ley de control:

ui:Kp'(gifl_yi_T)‘FKv'(:&01‘_91‘)

(5.1
yi = Gu;
Las expresiones de (5.1) pueden fusionarse al considerar (3.7):
b= — S (K — 1) + Koo (5.2
7 1+ GK p\Yi— v %

Es posible determinar que K, - (§;_1 — r) + K, - (J0;) es la salida de un sistema auxiliar,
formado por los controladores K, y K,. Este sistema se denomina sistema <. El sistema ¢
posee como entradas §;_; — Y ; y como salida O, = K,(§i_1 — 1) + K,(Yo;)-
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Si los controladores poseen dindmicas en espacio de estados K, = Ag,, Bk,,Ck,, Dk, ¥
K, = Ag,, Bk,,Ck,, Dk,, la representacion en espacio de estados del sistema ¢ estd dado
por:

Te (k"{‘ 1) AK 0 T (k)_ BK 0 3 .
at — P at P - k‘ _ kj k:
Labi(k—i_l) 0 Ag,| |2, (k) " 0 Bk, {yz 1(k) = (k) Yoil )}
wei(k+1) A zei(k) B. (5.3)
Dk, 0 ¢ )
Oulk) = [C, O Jzask) + |77 ) | [fa(k) = (k) s ()
- - K,
Ce —_—
D.

La primera columna de B, se denomina B,, y la segunda columna B,,, es decir:

Bk 0
B., = r B., = 5.4
P 0 By (5.4)
Asimismo, sea:
G
= (A, B, C},0
1+ GK ( 1, Pl, Y, )
De manera que el sistema que representa la dindmica de y;(k) estd dado por:
i(k+1) = Ay (k) + BiOgi(k) (5.5)

Y = Cll"lz'(k)

Fusionando ambos sistemas de (5.5) y (5.3) se obtiene el sistema que define a cada seguidor
en su totalidad:

x(k+1) A BC.| |xu(k) Dx. Dy | 1. .
— P v i k‘ . k : k
[Ig,(k‘ + 1) 0 Aa $8Z(k) Bap Bav {y 1< ) T< ) Yo ( )}
i (k+1) A w4 (k) B, (56)
yi(k) = [Cr 0] zui(k)
C

La primera columna de B; se denomina B, y la segunda columna se denomina B,, es decir:

Dg,
B,

D,
B.,

B, =

v

(5.7)

Se puede discutir si la representaciéon propuesta en (5.6) es minima. Esta representacion
claramente no es minima, ya que incluye mds estados de los necesarios, debido a la doble
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inclusién de la dinamica de los controladores, tanto en el sistema ¢ como en el sistema

G
1+GK*

(5.6) podria presentar polos adicionales correspondientes a los polos del controlador. En
consecuencia, bajo las suposiciones de 2, el sistema resultante tendrd al menos dos polos en
z = 1, lo que rechaza su estabilidad a menos que se considere que la forma propuesta no es
minima.

Esto implica que, aunque exista una realimentacién estable en 7'(z), el sistema de

En resumen, el sistema en lazo cerrado esta planteado como:

wii(k + 1) = Ayi(k) + By(fia (k) — r(k)) + Bugio(k)

(5.8)
yi(k) = Cyry(k)

El sistema (5.8) puede ser reemplazado por su representacién minima, lo que permitira
obtener matrices A;, B,, B, y C; de dimensiones reducidas, asegurando que los autovalores
de A, coincidan con los polos de T'(z).

5.2 Descripcion del sistema en variables auxiliares.

De manera similar al caso de control por posiciones, se propone el uso de un conjunto
de variables auxiliares &(k), {(k) y v(k). Dado que la topologia de comunicacién es la
misma, se opta por utilizar las variables auxiliares definidas en (4.1), junto con una version
homologada de los vectores 4.4:

wy1 (k) W01 (k)
w ) = | = | (5.9)
wPN(k) vaN(k)

En cuanto a las definiciones del lider, son las mismas que las de (4.3), con la adicion de la
sefial de desempefio de velocidades, (,o(k), definida como:

Coo(k) = To(k) — 9o(k) (5.10)

Suposicion 8. Se asume que el lazo de control del lider asegura regulacion para (,o(k). Para
ello, al cumplir la suposicion 2, el lider tiene doble integracion, lo que le permite garantizar
seguimiento perfecto de referencias tipo escalon en estado estacionario. Esta suposicion
complementa la 7, ya que enfatiza la naturaleza integrativa del controlador, asegurando que la
referencia virtual tendrd aceleracion nula en algtin instante, lo cual es un requisito intrinseco
para lograr que (,o(k) = 0.
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Lema 3. Utilizando la eleccion del sistema alternativo de (4.1), (4.3) y (5.10), junto con
la definicion de espacio de estados del peloton de (5.6), es posible describir las dindmicas
de los sistemas en funcion de las variables auxiliares:

§(k+ 1) = As&(k) + BospCo(k) + BosoGuo(k) + Bprwy(k) + Bipwi(k) + Bogpr (k)
C(k) = Cpé(k) — 1r(k)
(5.11)

Con é(k’) RnN’ Af c ]RannN, BOfp c RnN’ BOf'u c RnN, Bpf c R”anN, Blf c
RPV*N C(k) € RY, Cp € RN e 1 € R™, descritas a partir de:

_61(/{:) A, B, B,
& (k) B,Cy A 0 0
Ek) = |7, AR By, = Bopy = |
[En(F) B,C, A 0 0
B, ‘ c, 1
B —B C 1
B,=| " 7 C; = L 1=,
i B, —B,] C 1
_Bv ]
Blfé B, -B,
L Bv _Bv_

Los elementos vacios en las matrices de la representacion de estados alternativa
corresponden a matrices de ceros, cuya dimension estd definida de manera que estas
matrices de representacion queden completamente determinadas.

Proof. La demostracién estd presente en el anexo H.

Observacion 15. La forma del Lema 3 es bastante similar a la del Lema 1, siendo prdcticamente
igual al caso de control por posicidn si se realiza la eleccion de K, = nK y K, = (1 —n)K,
cambiando tinicamente la presencia de la referencia en el sistema ampliado.

Andlogamente es posible expresar la sefial de desempefio de forma recursiva, de manera
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similar a la propuesta en el capitulo 4, de esta forma, se obtiene la recursién:

G
Ci :1 n OK (KpCifl + Kp<wm;1 — wpi) + K’U(w’l}oifl - vai))
K
+(1 ”gK—l)r Siie (2, N]
] T (5.12)
¢ T1+GK (KpCo — Kpwy — Kywyor + Kuuo)
+(1fpgK_1)r Sti=1

De (5.12) la expresién que acompafia a r no es evidente que permita que la sefial de
desempeiio sea cero. Para demostrar que la sefial de desempefio en estado estacionario es
cero, se consigue:

KpG 4 -1 -GK,d
1+ GK - 1+GK
1-1
d(z) = 1 =0 (5.13)
z=1
Kp(Z)G(Z> -1
1 + G(2)K(2) 221 1+ G(2)K(2) =1 (=) 2=1

Por lo que se cumple la misma relacién que en el caso de control por posiciones. En
particular, la observacién 8 es igualmente valida en control por velocidades.
Para simplificar (5.12) se propone la siguiente notacién resumida:

_ GK, _— GK, T G
P 14GK Y14 GK " 14+GK

(5.14)

Andlogamente estas funciones de transferencia poseen las siguientes funciones
complementarias:
S,=1-1T, S,=1-T, (5.15)

Estas funciones de transferencia pueden relacionarse al sistema propuesto en (5.8) con
la siguiente relacion, siempre y cudndo se asegure que el sistema es una representacioén
minima;

Tp(z) = (At7 Bp’ Ci, 0)

(5.16)
Tv(2> = (At7 Bv> Ct7 0)
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De esta forma, la sefial de desempeifio se simplifica a :

Ci = TpCi—l + Tp(wp,-_l — ’lUpi) + Tv(wwi_l — ’LUUQi) + (Tp — 1)’/’ Sii € [2, N]

. (5.17)
¢ = Tplo — Tp(wpr) — To(weor) + Tooo + (T, — L)r  Sii=1

5.3 Analisis de convergencia.

5.3.1 Analisis de convergencia temporal

Andlogamente, en el Lema 4 es posible enunciar condiciones para el sistema de pelotén a
partir de las especificaciones requeridas para la convergencia de la media y la varianza en el
tiempo.

Lema 4. Para el peloton descrito en variables auxiliares, en el Lema 3, las medias del
estado auxiliar y del error de seguimiento satisfacen las ecuaciones recursivas:

pe(k +1) = Appe(k) + BogpCo(k) + BoguCoo(k) + Bogpr (k)

(5.18)
pie(k) = Crug(k) — 1r(k)
Mientras que las varianzas satisfacen las ecuaciones recursivas:
Pe(k+1) = Ay Pe(k)A} + B,;P,B.; + B;; B} e

Pe(k) = CrPe(k)CF

Con P:(0) = Py > 0, P, € RPM"N = diag(P,,B,,...,P,) y B € RN*"N =
diag(P;, P, ..., P). En este caso los requisitos de estabilidad en sentido cuadrdtico medio
estdn dados por (5.20).

p(A) <1 (5.20)

Al cumplirse (5.20), ¢ (k) y Pe(k) convergen a:

e -1 =il D T D T T (5.21)
Pr=Cyrvec (I — Ay @ Ay) vec(Bprpof + BlfPlBlf))Cf
Proof. La demostracion estd presente en el anexo; seccién 1. O

Observacion 16. Obsérvese que la ecuacion (5.20) puede no cumplirse directamente, y atin
ast el sistema puede converger en el tiempo. Esto se debe a que la representacion propuesta no
es minima y presenta todos los polos. En particular, para evitar este fendmeno, se establece que
(5.20) implica que todos los polos de T'(z) deben estar dentro del circulo unitario, ya que T'(z)
y la representacion minima del sistema comparten los mismos polos.
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Al igual que con el caso de control por posiciones, es posible asumir que las condiciones
del Lema 4 son cumplidas por defecto, bajo el mismo principio de que se disefia 7'(z) de
antemano de manera que sea estable. Todos los comentarios en relacion al Lema 2 son
también comentarios validos del Lema 4.

5.3.2 Anadlisis de convergencia en el numero de vehiculos.

Se busca demostrar las condiciones que debe cumplir un sistema de pelotén con seguimiento
a la velocidad del lider para que sea escalable. Para ello, se asume que se cumplen las
condiciones de (5.20), considerando la representaciéon minima del sistema. De este modo,
el sistema se considera convergente en el tiempo, con la existencia de una media y una
densidad espectral de potencia estacionaria. Esta suposicion es razonable, ya que, de no
cumplirse (5.20), el sistema no seria estable en el sentido cuadratico medio.

Teorema 5. Considere el sistema descrito en el Lema 3 y que satisface (5.20), es decir, un
sistema que converge en el tiempo al tener todos los autovalores de A; en forma minima
dentro del circulo unitario. La media y la densidad espectral de potencia de la sefial de
desempefio del vehiculo i-ésimo seguidor i € [1, N|,VN € N, cumplen:

j Tp(ejw)MCi—1 <€jw) sii € [27 N]
NCi(ejw) = ; ; j j 5 9
T (e)Co(e™) + Ty(e™)Co () sii =1
(5.22)
¢ (ejw) — |Tp(6jw>|2¢<i_1(€jw) + fo(Pp, 1) sii € 2, N]
" T (e7)[2P, + [Ty(e™)[2P sii=1
Con:
Fo(Py, P) = =P, (IT2(e") — | T,(7) S, (7))
— PPE ()T ) - Su(e)SH(E) + 1) Ty (e
‘z’w(@w)

+[Tp(e™) P, + 2/ To(e™)[* Py
(5.23)

La expresion de (4.12) permite establecer que la media ., y la densidad espectral de
potencia ¢, (e?*) permanecen acotadas independientemente del nimero de vehiculos, en
particular cuando N — oo, Vw, sty solo si:

T, ()] < 1, Vw >0 (5.24)
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Proof. La demostracién estd presente en la seccion J. O

La condicién propuesta en (5.24) implica a (5.25) al considerar las suposiciones 2, puesto
que al buscar seguimiento perfecto a referencias escalén, es necesario que se cumpla
IT,01)] = 1.

1T5(2) ]l < 1 (5.25)

El Teorema 5 puede homologarse al Teorema 3; sin embargo, es menos general, ya que no
presenta una definicién explicita de la densidad espectral de potencia estacionaria ¢, (e’*).
No obstante, el Teorema 5 cumple su funcién al demostrar las condiciones necesarias para
que el sistema converja en el numero de vehiculos, aunque sin garantizar a qué valor
especifico converge.

El resultado del Teorema 5 es el mismo que el propuesto en [78], correspondiente a la
misma topologia, con la misma informacién transmitida, pero en un sistema determinista,
puesto que la expresion de A(z)7T'(z) de (2.14) corresponde a la expresién de 7,(z) de
(5.14).

Corolario 2. Sea una funcion de proporcionalidad entre controladores ¢,(e’*) capaz de
satisfacer:

$o(2) = (2)Patp(2)? (5.26)

Con p, € Ry ¢(z) propia. Entonces, la definicién de f,(F,, F;) de (5.23) se torna a:

Fo(Py, P) = =P, (IT2(e")? = | T,(7)S, (7))
— Pipa (IT(€%)20(e)[* — |S,(e™) Tu(e7) ()2 + |Tu(e?)p(e7)[2) Ty ()
+ |To(e™) P, + 2|T, () * P,
(5.27)

Proof. Ver Apéndice K. O

Observacion 17. El caso particular de una funcion de proporcionalidad que pueda satisfacer
(5.26) no es general, por lo que sélo ciertos controladores satisfacen (5.26), por ejemplo, el
controlador estdtico propuesto en el capitulo 4.

Al igual que en el caso de control por posicién, expuesto en el capitulo 4, es posible
reescribir de forma alternativa (5.22), resultando en (5.28), obtenida siguiendo los mismos
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procedimientos que los expuestos en el caso de control por posicidn, visibles en el anexo L.

G, (€)= d¢,_ (1) = BT, ()2 + B,|T, () 715, ()2
— P (7)) T () (T () (T ()T (7)) To ()"
= (&) (T ()T, (7)) Sy (&)™ + )Ty (e) ! + [T, (7)1 T, () 2Py
+ Ty () 2P, + [Ty () T, ()P

(5.28)

Observacion 18. La expresion de (5.28) puede ser expresada como una combinatoria de
amplitudes al cuadrado si se cumplen las condiciones del Corolario 2.

La existencia de una expresion recursiva del espectro estacionario para el control por
velocidades sugiere que es posible obtener una equivalencia con relacion al Corolario 1, pero
para el caso de control por velocidades, esta equivalencia se propone como la suposicion 9.

Suposicidon 9. Se asume, que para control por velocidades se cumple:
M Pci > Pci_l —— PCN ZPQVZ c [1,N]

* lim P, existe como un valor finito.
N—o0

Siempre y cuando se cumplan las condiciones propuestas en el Teorema 5.

5.4 Analisis de estabilidad en cuerda.

En este capitulo, se han propuesto las condiciones necesarias para garantizar la convergencia
en el tiempo y en el numero de vehiculos en un pelotén con seguimiento al predecesor y al
lider. Utilizando un control basado en la velocidad del lider, al cumplirse dichas condiciones,
es posible discutir sobre la estabilidad en cuerda en el sentido cuadratico medio.

Teorema 6. Sea el conjunto G, que permite las condiciones iniciales £(0) € R™ de
segundo orden con una matriz de varianza definida positiva y el vector de entradas
exégenas v € RY, definido como v = ((o(k) + Cpo(k))d1 +w, (k) +w;(k), que interactian
sobre el sistema de peloton con seguimiento a predecesor y a lider del Lema 3.

Si el sistema cumple con los requisitos de convergencia en el tiempo establecidos en el Lema
4 y de convergencia en el numero de vehiculos del Teorema 5, y se cumple la suposicion 9,
entonces el sistema es estable en cuerda en el sentido cuadrdtico medio. Esto se debe
a que satisface las condiciones de estabilidad de cuerda con media L, y varianza L., de
la definicion 5, asi como las condiciones de estabilidad de cuerda en el sentido cuadrdtico
medio de la definicion 6.

Proof. Mutatis mutandis a la demostracién propuesta en la secciéon G. O
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5.5 Método de diseinno de controladores PI estables en cuerda.

Es posible notar que dada la naturaleza dindmica de los controladores y sus requerimientos
para estabilidad en el nimero de vehiculos, su disefio no es tan sencillo como manipular un
n € (0,1) a partir de la eleccién un controlador estabilizante disefiado de antemano, como
en el caso propuesto en el capitulo 4.

En esta seccion, se presenta un método de disefio que serd expuesto en [78] en el caso
determinista. Dado que las condiciones de convergencia en el tiempo y en el nimero de
vehiculos también se cumplen en el contexto estocdstico, este método permite disefiar
controladores estables en cuerda en el sentido cuadratico medio.

Corolario 3. Sea K (z) un controlador PI que sea capaz de asegurar el cumplimiento de
(5.20), es decir, de mantener el lazo estable con integracion. Por lo tanto, existe un factor
de peso wy > 1 que permita disefiar los controladores K, y K, de la forma:

K(z)-z K,(2) = wy- K(2) -z (5.29)

K
(wf+1) - 2 — wy (wf +1) - 2 — wy

p(2) =

Los controladores presentes en (5.29) permiten obtener T,(z) a partir de la eleccién de
algin wy que permita el cumplimiento de (5.24).

Proof. Ver Apéndice M. N

Noétese que el controlador resultante satisface 5.24, y por ende permite realizar la suposicion
9, por lo que el controlador disefiado utilizando este método permite la estabilidad de
cuerda en el sentido cuadratico medio.

Observacion 19. El controlador disefiado a partir del Corolario 3 es un controlador que es
capaz de asegurar estabilidad en cuerda en el sentido cuadrdtico medio, pero no es el tinico
controlador capaz de satisfacer dichas condiciones.

Este controlador, ademds, cumple con las condiciones del Corolario 2, pues cumple con
(5.26) con ¢(z) =1y p, = -

wy*

5.6 Resultados de simulacion.

Para comprobar los resultados expuestos en (5.20) y (5.24), se propone un ejemplo que
incluye dos sistemas: uno que satisface los requerimientos y otro que no, con el objetivo de
ilustrar un pelotdén estable en cuerda y otro inestable en cuerda. Se emplean las condiciones
presentadas en la seccion 4.5, pero debido a la complejidad numérica de este tipo de
controladores, se utilizan menos simulaciones de Monte Carlo, especificamente 5 x 10* y 20
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vehiculos. Bajo estas condiciones, es posible observar que el controlador propuesto cumple
con los requisitos del Corolario 3. Se consideran dos valores de w;:

wp, = 1334wy, =0.01 (5.30)

Siendo wy, un valor que permite asegurar convergencia en el tiempo y en el numero de
vehiculos, y por ende, al cumplirse la suposicion 9, estabilidad en cuerda y wy,, uno que no
permite estabilidad en cuerda. A diferencia de lo propuesto en la seccion 4.5, sdlo se hacen
pruebas considerando condiciones iniciales cero, puesto que el fenémeno de la respuesta a
distintas condiciones iniciales ya estd ilustrado en dicha seccidn.

Para el sistema estable en cuerda se obtienen los resultados de la Figura 5.1.

Observacion 20. Las simulaciones presentadas en la figura 5.1 permiten comprobar que, bajo
las condiciones propuestas, el sistema cumple con la suposicion 9, por lo que, efectivamente, es
estable en cuerda.

De la Figura 5.1, se puede observar que el sistema converge tanto en el tiempo como en
el namero de vehiculos, aunque de manera relativamente lenta. Esto se debe a la eleccion
de un valor de ||7,(z)|| , muy cercano a 1. Durante el disefio, a partir del Corolario 3, se
obtuvieron constantes muy altas para lograr valores de ||7,,(z)|| . mds bajos, lo que gener6
errores numéricos. Esta convergencia lenta es consecuencia del doble requerimiento de
seguimiento de posicion y velocidad, lo que limita la capacidad de los vehiculos para realizar
cambios bruscos de velocidad, garantizando una convergencia mas suave a lo largo de
varias muestras. Ademas, la varianza se estabiliza en un valor, siguiendo un patrén de
convergencia similar al observado en el control estatico por posiciones. Durante el estado
transitorio, se puede observar que los vehiculos predecesores se mueven muy lentamente
mientras el lider acelera.

Existen diferencias clave del desempefio respecto a este tipo de controladores basados en
control de velocidades con los basados en control de posiciones propuestos durante la
seccion 4.5, puesto que si bien las condiciones de disefio y lazos de control son lo mas
similares posibles, la media de la sefial de desempefio converge de manera mas uniforme y
es incapaz de superar el valor de r(k) a costa de aumentar la varianza de forma significativa,
por lo que se compromete la seguridad del pelotén en un entorno real.

Al contrario, para el sistema inestable en cuerda se obtienen los resultados de la Figura 5.2.
La Figura 5.2 presenta un comportamiento de esperar; la sefial de desempefio es amplificada
a lo largo del pelotén y, si bien la varianza se estaciona, sus valores estacionarios son
significativamente mayores a los resultantes en el caso expuesto en la Figura 5.1, haciendo
a este tipo de esquemas doblemente inviables al momento de implementar.
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Sefniales de interés usando ||Tp|[~ = 0.98
Lider Ultimo Seguidor
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Figura 5.1: Comportamiento de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider afecto
a ruido aditivo por transmision, con control por velocidad. Simulacién realizada con condiciones
iniciales iguales a cero, con un pelotén estable en cuerda.
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Figura 5.2: Comportamiento de un pelotén con topologia seguidor a predecesor y a lider afecto
a ruido aditivo por transmision, con control por velocidad. Simulacién realizada con condiciones
iniciales iguales a cero, con un pelotén inestable en cuerda.
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CAPITULO

Discusion del diseno del lazo de control de
pelotones con seguimiento a predecesor y
al lider.

En este capitulo, tras comprobar las condiciones de estabilidad de cuerda para un sistema
de pelotdn con seguimiento al predecesor y al lider basado en control por posicién, junto
con enunciar preliminarmente la condiciones de biconvergencia en sistemas de pelotén
con seguimiento al predecesor y al lider basado en control por velocidad, se exploran
métodos para afinar sus métricas de funcionamiento, como por ejemplo, la minimizacién
de la varianza de la sefial de desempefio. Ademads, se presentan observaciones adicionales
relacionadas con la seguridad en la eventual implementacion de estos sistemas de pelotdn.
Gran parte de estas consideraciones adicionales se derivan de los beneficios asociados a
fendmenos estocasticos causados por ruidos aditivos, lo que hace que su aplicacién en
entornos deterministas sea poco recomendable.

6.1 Consideraciones de disefio de 7'(z) en control por posiciones.

Al considerar la relacién del lazo de control estdndar 7(z) + S(z) = 1 es posible analizar
criterios de sensibilidad para disefiar 7'(z) y por consiguiente disefiar S(z). En particular,
se busca minimizar el efecto de los errores de seguimiento (proporcionales a la sefial de
desempeiio) dentro de cada vehiculo, asi como, a partir de la ecuacion (4.7), reducir la
brusquedad en la respuesta del sistema ante cambios de referencia, como en el caso de la
aceleracion constante expuesta en la seccion 4.5.

Es deseable para que se cumplan ambos fenémenos, que el valor de |S(e’*)| sea el minimo
posible en el mayor rango de frecuencias. Producto de las integrales de sensibilidad de
Bode en tiempo discreto, es recomendable minimizar la cantidad de ceros de fase no
minima en la funcién de transferencia K(z)G(z) [87], para minimizar la magnitud de



6.2. Disefio de 7 para controlar la varianza de la sefial de desempefio en control por posiciones. 75

S(e™) VYw € [—m, 7.
Por lo tanto, el disefio de 7'(z) entonces debe estar enfocado en:

* Minimizar la magnitud de S(e’*) para reducir la reaccién de cada sistema a cambios
de referencia, o en otras palabras, minimizar los errores de seguimiento locales.
Esta minimizacion de errores de seguimiento locales estd asociada con medidas de
seguridad, ya que, como se seflala en la observacién 14, la estabilidad de cuerda
no esta relacionada con la disipacién de errores de seguimiento dentro del pelotén.
Una minimizacién de S(e¢’*) permite que el pelotén sea mucho mds robusto ante
perturbaciones del ambiente, debido a que cada vehiculo miembro respondera de
mejor manera ante éstas.

* Disminuir los ceros de fase no minima en K(z)G(z), de manera de evitar esa
amplificacion de los errores de seguimiento mencionadas. Esto plantea un
compromiso entre la rapidez del control y el sobrepaso que se obtiene en la respuesta
escalon del sistema. Este compromiso es el origen de la necesidad de un time headway
en pelotones con seguimiento Unicamente al predecesor [38, 73, 36].

* Aligual que en los casos de seguimiento a predecesor, es deseable que ||T(z)||,, — 1,
para poseer mayor capacidad de disefio en el valor de n y minimizar estas
sobrerreacciones no deseadas en la respuesta escalén de cada vehiculo, pues, si bien
no comprometen la estabilidad de cuerda, si presentan al momento de implementar
un comportamiento menos seguro. Una mayor capacidad de disefio de 7 es capaz de,
potencialmente, inducir una menor varianza en la seflal de desempefio de cada
vehiculo, como es expuesto en la seccién 6.2.1.

6.2 Diseio de 7 para controlar la varianza de la sefial de desempeiio
en control por posiciones.

6.2.1 Diseiio de 1 para minimizar la varianza del ultimo vehiculo Py

El Corolario 1 propone que, dado un lazo de control ya disefiado, es decir, un valor de
T(z)y S(z) fijos, la varianza en estado estacionario es proporcional a P,. La expresién
de P, y de la varianza en el vehiculo N-ésimo, propuestas en (4.13) y en el Corolario 1,
respectivamente, propone que estas varianzas dependen de tres factores, n, P, y P,. Es
logico suponer que para disefiar el sistema de control P, y F, son valores inalterables, debido
a que son propios del canal de transmisién y 7 es una constante a manipular que permite
estabilizar el lazo en cuerda y manipular el valor de ]\}I_I}Cl)o P, . De esta forma, se utiliza n

como una variable de afinacién que permite no tan solo la estabilidad de cuerda, sino que
manipular la varianza de la sefial de desempefio.
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2
2) (6.1)

Luego, la expresion de (6.1) puede ser compactada al notar que las normas—2 al cuadrado

Para ello, se fusiona la expresion de A}im P, conla P,, obteniendo:
— 00

e G = R

x ((Py+ P) +n72(1 = 2n)R)

? H S(2)T(2)
M(z)

2

son constantes siempre positivas, ya que son normas, que dependen de 77.2Por simpleza
sz T(z T(z)? S(z)T(z
en la notacidn, se propone que H M((z)) , = na(n), M((i) , = ny(n) y H% , = ne(n), que

satisfacen n,(n), ny(n), n.(n) > 0Vz € C. De esta forma, trabajando sobre (6.2) se obtiene:

Jim Py =n* ((2 = m)na(n) = mu(n) + ne(m) (P + B) +n72(1 = 20) )
= (2= n)na(n) = mu(n) + ne(m) (P(P, + P) + (1= 2)P)
=1°(P, + F)(2 = m)na(n) — 1° (P, + Fi)ny(n) + n*(By + P)ne(n)
+ (1 =2n) P2 = n)na(n) — (1 = 2n) Pinrs(n) + ne(n)(1 — 2n) B

(6.2)

De la expresion de (6.2), es posible escribir como un funcional de costo los objetivos de
minimizacion de varianza:

Minimizar, lim P¢, = (n*(P, + Fi)(2 = n)na(n) — n° (P, + P)ns(n) +n* (P, + P)ne(n)

+ (1 =2n)P(2 — n)na(n) — (1 = 2n) Bmny(n) + ne(n)(1 — 2n)7)
Syjeto a: n>0

n<|IT(2)
6.3)

Dado que en (6.3) intervienen normas, es decir operaciones no lineales, y que, ademads, para
optimizar se requiere obtener M (z) que depende de la variable de decision 7, la obtencion
del valor 6ptimo de 7 al reducir el funcional de costo de (6.3) de manera analitica no es
sencilla. Por esta razén, se recomienda resolver (6.3) utilizando un solver numérico con
el resto de parametros ya conocidos. El algoritmo de punto interior [88] es, entre otros,
adecuado para proporcionar una solucion 7 que minimice el funcional de costo de (6.3).

Observacion 21. La capacidad de optimizar n para minimizar la varianza del tiltimo vehiculo
sugiere que un valor de n es el dptimo para el disefio de un lazo de control de pelotones con
seguimiento a predecesor y a lider, sin embargo, producto del Teorema 3 es posible notar que si
bien n no influye en la media de la sefial de desempefio en estado estacionario, si es relevante en
como la sefial de desempefio se propaga a lo largo del peloton, por lo que existe un compromiso
en la minimizacion de la varianza y de la capacidad de la disipacion de la sefial de desempefio
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a lo largo del peloton.

Observacion 22. Si bien la presente seccion estd orientada a minimizar la varianza en el
ultimo vehiculo, este valor de n también permite minimizar la varianza de la sefial de desempefio

en cada vehiculo seguidor, debido a que se cumple A}im Py > P, Vi € [1, N] por el Corolario
—00
1.

Cabe resaltar que la eleccién de un valor de n que minimice la varianza no implica que la
varianza obtenida en cada vehiculo sea la minima posible. Mas bien, significa que es la
minima varianza que se puede lograr sin alterar la topologia del lazo de control propuesto.
Es decir, la varianza podria reducirse ain mas si se incluyeran sistemas de filtrado en cada
lazo de control o si se emplearan otros lazos de control internos.

6.2.2 Minimizacion de P,

Si bien la secciéon 6.2.1 propone un método para disminuir la varianza de la sefial de
desempefio en cada vehiculo, es posible que se busque no disminuir el valor en si, sino el
como disminuye, es decir, controlar qué tan pronunciado es el cambio de varianza de la
seflal de desempefio respecto al predecesor. También, como el método propuesto requiere
de un solver numérico, por lo que se vuelve complejo el disefio a priori. En la presente
seccion se sefiala cémo diseflar 1 de tal manera que el paso P, es disminuido. Un menor
P,, implica un mayor niumero de vehiculos para llegar a ]&1_1}100 P\, por lo que puede ser una
opcion atractiva para disminuir la varianza de la sefial de desempefio en un pelotén de
pocos vehiculos.

Teorema 7. Considere el sistema descrito en el lema 1, que satisface las condiciones de
estabilidad en cuerda. La varianza auxiliar P, serd minima P, cuando se cumpla:

n=T()lx —e (6.4)

Con e un valor positivo muy pequenio.
A medida que n — 0, P, aumenta de forma mondtona, por lo que P,, es inversamente
proporcional a 7.

Proof. La demostracion estd presente en el apéndice N. O

El Teorema 7 propone un compromiso directo entre el valor de P, y la estabilidad de cuerda
(O propiamente dicho, la holgura de la estabilidad de cuerda), asi como qué tan rapido se
disipa la media de la sefial de desempefio, que requiere de un valor de n mds pequefio a lo
largo del pelotén, a partir del Teorema 3, que propone que 7 tiene una alta importancia en
la transmision de la sefial de desempefio.
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De forma gréfica, este compromiso es resumido en la Figura 6.1. Notase que a menor sea el
valor de ||T'(z)

es mas amplio el rango de disefio de 7 estable en cuerda.

||oo’

1

0 1T 1
n K TS,
0! QREREREERERERELIRELIIRERLRLLS
$RN Z5RORREIRERELIRRLIIRRLKIIKLS
XY Estable en cuerda  RRKRRLRLIKRLLKS
& L3RRS
K¢ Se disipa mds rapido a lo largo del pelotdn. P, Es mas bajo.

Figura 6.1: Compromiso al momento de seleccionar n

Con la Figura 6.1 se otorga una guia visual que permite disefiar un 7 estable en cuerda que
permita también controlar los momentos de la sefial de desempeiio, otorgando un criterio
adicional al propuesto en la seccién 6.2.1.

6.2.3 Ejemplo numérico por simulaciones.

Para ilustrar los fendmenos mencionados, se retoman las condiciones de la simulacion
propuesta en la seccion 4.5, con condiciones iniciales cero y 20 vehiculos, pero considerando
un valor de 7 variable. La codificacién de colores es la misma que en dicha seccién.

En la Figura 6.2 se ilustra el cdmo evoluciona J\}L{noo P, (Py en la figura, por simpleza) a
medida que cambia 7, asi como simulaciones de Monte Carlo para comprobar el
comportamiento propuesto.

En la Figura 6.2 se observa que es posible disefiar  de manera que la varianza de la sefial
de desempefio se reduzca en todos los vehiculos, aplicando la solucién presentada en la
seccion 6.2.1 (es decir, un n = np, ~ 0.6020). Asimismo, se evidencia el impacto de la
minimizacion de la varianza de paso P,: con un valor de n = 0.2, son necesarios 2 vehiculos
para alcanzar el maximo tedrico, mientras que para n = 0.7, se requieren 5 vehiculos, segin
los criterios empleados en estas simulaciones.

Ademas, el grafico que relaciona a Py con 7 es una herramienta util al momento de disefiar
un lazo de control para un esquema de pelotén con seguimiento a predecesor y al lider,
puesto que otorga una guia visual de qué valores de 1 permiten una minimizacién efectiva
de ]&gnoo P¢, y permiten ponderar en relacién al paso P,,.

6.2.4 Estrategia de n dindmico

Hasta el momento, en la presente tesis solo se han explorado situaciones de control por
posicién basadas en un valor de 7 estatico, sin embargo, es posible agudizar el desempefio
del sistema de pelotdn si se considera un valor de n variable en el tiempo, digase n(k).
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Figura 6.2: Evolucién de las varianzas en funcién de 7. Varianzas con 7 que minimiza A}im Pey-
—00

De esta forma, el valor de 7(k) puede manipularse para conseguir, por ejemplo, una
minimizacion de la media de la sefial de desempefio a medida que el pelotén acelera y al
momento de alcanzar el estado estacionario, modificar 7 para conseguir minimizacién de
la varianza de la sefial de desempefio. En base a lo expuesto en la presente seccién, esto
se implementa como la evolucion desde un valor de n minimo a 7} . Incluso, de no ser
posible conocer a priori la situacién en la que se encuentra el pelotdn, es posible disefiar un
controlador ajeno al sistema de control de pelotdn, que, mientras se mantenga dentro del
cumplimiento de (4.15), permitird asegurar estabilidad en cuerda. Esto permite que este
valor sea manipulado, por ejemplo, por un controlador del tipo Model Predictive Control
(MPQ).

Como consideracion adicional, cabe resaltar que el Corolario 1 estd planteado con un valor
de 7 estatico, pero si el valor de n cambia mientras el pelotén estd en funcionamiento,
cambian las cotas de P, en tiempo real, siendo posible que las nuevas cotas sean inferiores,
por lo que es posible, al cambiar 7, que se cumpla P, (k) < P, (k — 1), pero permaneciendo
acotado por P,. Esto no arriesga la percepcion de estabilidad de cuerda en el sentido
cuadrdtico medio, puesto que la varianza sigue estando acotada por el peor valor de 7
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posible que satisfaga (4.15).
Para ilustrar el comportamiento del sistema de pelotén con 7n dinamico, se repite la

simulacion estable en cuerda en el sentido cuadratico medio con condiciones iniciales cero,
con los parametros de la seccidn 4.5, pero con 20 vehiculos, resultando la Figura 6.3.

Senales de interés usando 7 dindmico
Lider Ultimo Seguidor

2000

1000

fy, (k) (m)

Oz T | | | | | | |

10 20 30 40 50 60 70 80 90 100
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0.2

0 ! ! ! ! ! ! ! ! I
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Muestra (k)

Figura 6.3: Sistema de pelotén con seguimiento a predecesor y a lider con control por posiciones y 7
dindmico

En la Figura 6.3 se ilustran los fendmenos descritos. Al comparar la métrica de la media de
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la sefial de desempefio con la presentada en la Figura 4.1, se observa una clara disminucién
de la sefial de desempeiio en los seguidores, atribuida a la eleccién de un n menor.
Posteriormente, en estado estacionario, al aplicar el valor 6ptimo de 7, se evidencia una
amplificacion del efecto de la perturbacién en comparacién con la Figura 6.3; sin embargo,
la varianza de la sefial de desempefio se reduce de manera significativa.

6.3 Estrategias de obtencion de la velocidad del lider.

En el capitulo 5, se propone un sistema de control de pelotones basado en la transmisién
directa de la velocidad del lider. Sin embargo, esta no es la inica opcion de comunicacion
posible, ya que dicha informacion puede obtenerse mediante otros métodos, los cuales se
presentan en la presente seccidn.

Nétese que, para el sistema de control, la sefial 7y;(k) poseerd una media independiente del
sistema de transmision, pero la varianza P, si se vera afectada, dependiendo de cémo es
transmitida la informacidn.

Al momento de implementar la eleccién de estas topologias determina cuantos canales de
comunicacion son necesarios y dénde se almacena la informacién dindmica, si en el lider o
en los predecesores.

Transmision la posicion del lider en dos instantes usando dos canales afectos a ruido
aditivo

Es posible obtener la velocidad al recibir dos transmisiones desde el lider; una asociada a
la posicién del lider en el momento k—ésimo y otra asociada a la posicién del lider en su
momento inmediatamente precedente. Como ocurren dos transmisiones, es natural pensar
que existen dos ruidos aditivos asociados, w4 (k) ¥ w.;z(k) asociados a la transmisién
del momento k-ésimo y del momento k£ — 1-ésimo, respectivamente, formando la topologia
de comunicacion de la Figura 6.4. Estos son ruidos blancos de varianza P, y P.

Bajo la topologia de comunicacion propuesta, la sefial recibida de velocidad esté dada por:

Yoi(k) = yo(k) — yo(k — 1) + wy0ia(k) — weoin(k) (6.5)

De la topologia propuesta en (6.5), es posible notar que la varianza de la sefial resultante es
B = B+ Py,

Observacion 23. Bajo esta topologia, la medicion de velocidad podria transformarse en un
componente determinista si se cumple que wyp;4(k) = wyo;(k) Vi, k € N. Sin embargo, esta
condicion no es realista, ya que es imposible garantizar una transmision con exactamente el
mismo ruido aditivo. Ademds, forzar esta condicion no seria factible en la prdctica, ya que
requeriria conocer el ruido presente en cada transmision.
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Woy0i4 k]

Voi[k]

yo[k — l]

w0i8k]

Figura 6.4: Transmisién de dos momentos de posicion del lider usando dos canales afectos a ruido
aditivo.

Transmision de un dato de posicion del lider y obtencion de velocidad desde el
predecesor

De manera similar, la velocidad del lider puede deducirse a partir de los datos de posicién
transmitidos en un instante dado. Esto se logra almacenando dichos datos y comparando su

evolucion en cada vehiculo seguidor, utilizando la topologia mostrada en la Figura 6.5.

Wa0im [k]

Yo K]

Yoi[k]

-1

Figura 6.5: Transmision de la posicidn del lider y su posterior almacenamiento para la obtencién de
la velocidad.

El ruido de esta comunicacién w,;, (k) es un ruido blanco de media cero y varianza P,,.
La sefial recibida de velocidad esta dada por:

Yoi(k) = yo(k) — yo(k — 1) + Wygim (k) — Wegim(k — 1) (6.6)

La sefial definida en (6.6) posee una varianza I, = 2P,,,.
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Comparativa de las estrategias estudiadas.
En resumen, las estrategias para la obtencién de la velocidad del lider estudiadas tanto en
este capitulo como en el capitulo 5 se sintetizan en la tabla 6.1.

Informacién transmitida | Dénde se almacena yo[k —1] | P,
Velocidad de lider En el lider P,
Posicion del lideren ky k& — 1 En el lider P, + Py
Posicion del lider en & En cada seguidor 2P,

Table 6.1: Comparativa entre métodos de transmision de la velocidad del lider

De la tabla 6.1, se concluye que el método de transmision directa de la velocidad del lider
presenta menor varianza, siempre que el canal de comunicacién tenga la misma varianza
para toda la informacion. Ademas, este enfoque simplifica la implementacion, ya que
unicamente requiere que el lider almacene en memoria su posicidon anterior, lo que reduce
la complejidad de los vehiculos seguidores.
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CAPITULO

Conclusiones y trabajo futuro

En el presente trabajo se han analizado en profundidad las condiciones necesarias para
que un esquema de pelotén homogéneo con seguimiento al predecesor y al lider, basado
en el seguimiento de posiciones, garantice estabilidad en cuerda en el sentido cuadratico
medio. Ademads, se han presentado simulaciones que ilustran este concepto. Las condiciones
derivadas se fundamentan en la determinacién de cotas para las sefiales de desempeiio
asociadas a los errores de seguimiento entre vehiculos, causados por la comunicacién entre
al menos dos de ellos. Asimismo, se realizaron comparativas con esquemas existentes
basados unicamente en el seguimiento al predecesor. Los resultados obtenidos demuestran
que los requerimientos para un lazo de control bajo estas condiciones son equivalentes a los
necesarios en un lazo de control determinista, en consonancia con resultados previos en
sistemas con seguimiento al predecesor.

Los resultados que permiten demostrar la estabilidad de cuerda también abren la posibilidad
de optimizar el desempefio del lazo de control sin necesidad de alterar su estructura,
modificando tnicamente el parametro 7. Esta optimizacion se traduce en una menor
varianza en la sefial de desempefio, una convergencia mds rdpida de la media en con un
menor numero de vehiculos o una convergencia acelerada de la varianza de la sefial de
desempeio. Estos resultados son inherentes a la representacion estocdstica utilizada. En
trabajos futuros se podria considerar la posibilidad de que este valor de 7 sea dinamico,
posibilitando la optimizacién mds fina del sistema de control.

Por su parte, adicionalmente se realizé un estudio general y preliminar del disefio de
controladores por velocidad, permitiendo establecer condiciones de convergencia que van
en la misma linea que las condiciones de control por posiciéon. Esto permite un trabajo
futuro focalizado en formalizar dichos resultados respecto a control por velocidades, en
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particular, formalizar los resultados que permitan pasar de biconvergencia a estabilidad en
cuerda en el sentido cuadratico medio.

La capacidad de imponer seguimiento a predecesor y a lider propone un amplio conjunto de
trabajos futuros, por ejemplo, aun es posible proponer este tipo de esquemas controlando en
base a aceleracién utilizando controladores dindmicos, ruidos o esquemas no homogéneos.
Ademas, este trabajo es un precedente de ruido aditivo en otra topologia, demostrando que
es posible no tan solo demostrar estabilidad en cuerda, sino que optimizar los momentos de
las sefales de desempeiio. De esta forma, se motiva al estudiar el efecto de mas topologias
de comunicacién, como el seguimiento a mas de un predecesor o comunicacion bidireccional,
por dar un ejemplo.

La inclusion de retrasos de transmision constituye un factor adicional que enriqueceria
el analisis realizado. Dichos retrasos podrian ser deterministicos o modelar un fenémeno
aleatorio, ampliando asi la perspectiva del estudio.

Ademas, la validacion experimental de los resultados obtenidos en la presente tesis es parte
del trabajo futuro propuesto, para comprobar si las suposiciones tomadas son validas en un
entorno mds realista.
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A Demostracion del Lema 1

La representacién alternativa puede ser justificada al considerar los modelos de (3.6) y la
representacion de estados alternativos de (4.1). Para simplificar el andlisis, se realiza por
separado, considerando el primer seguidor, y luego los otros seguidores.

Primer seguidor i = 1. Adelantando temporalmente la definicidn del estado alternativo de
4.1):

&i(k+1)=xzo(k+1) —zi(k+1)
= Axo(k) + Bro(k) — Br(k) — Az1(k) — Bnwy (k)
— Byo(k) — B(1 = n)wn (k) + Br(k)
= A& (k) — Bywy (k) — B(1 — n)wn (k) + B(ro(k) — yo(k))

(A1)

La expresién de (A.1) puede ser refinada al recordar las definiciones de (4.3), resultando,
en efecto:

€1(k + 1) = A& (k) — Bywpy (k) — B(1 — n)wp (k) + B(ro(k) — yo(k) — r(k) + r(k)) A2
E1(k +1) = A& (k) — Bnwy (k) — B(1 — n)wy (k) + Bl + Br(k) '

Considerando (A.2) como la ecuacién que dicta la evolucion del estado auxiliar en el primer
seguidor. Luego, es posible plantear la variable de desempefio de (4.1), de esta forma y
retomando las expresiones de (3.6) es posible plantear la sefial de desempefio en el primer
seguidor:

Ci(k) = yo(k) — yr(k) — r(k)

(A.3)
= Clao(k) — 1(k)) — r(k) = C&(k) - r(k)

Asi, las expresiones de (4.1) y (A.3) corresponden a las ecuaciones de estado y de salida en
el entorno auxiliar propuesto.

Seguidor i € [2, N]. De forma andloga a la representacion del primer seguidor, es posible
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adelantar temporalmente la definicién del estado alternativo de (4.1):

E(k+1) =z, 1(k+1) —x;(k+ 1)
=(Az;_1(k) + Bnwp;—1(k) + BnCz;_s(k) + B(1 — n)wy—1(k) + B(1 — n)yo(k)
— Br(k)(n+ (1 —n)(i — 1)) — (Az;(k) + Bnwy,(k) + BnCx;_1 (k)
+ B(1 — n)wi(k) + B(1 — n)yo(k) — Br(k)(n+ (1 —n)i))
=A(zi-1(k) — zi(k)) + BnC(wi—2(k) — ;—1(k)) + B(1 — n)wi—1 (k)
+ Bnwyi-1(k) — Bnwy(k) — B(1 — n)wy(k) + B(1 — n)r(k)
=A&;(k) + BnC¢&;—1(k) + B(1 — n)wi—1(k) + Bnwyi—1(k) — Bnwy(k)
— B(1 = n)wy(k) + B(1 —n)r(k)
(A.4)

La sefial de desempefio puede ser obtenida a partir de la ecuacién de salida de los seguidores
genéricos de (3.6), pues se cumple:

(k) = yia(k) = 4i(k) = r(k) = Criy (k) = Cai(k) — (k)

(A.5)
= C (@i (k) = 2i(k)) — (k) = C&(k) —r(k)

Luego, combinando las expresiones de (A.2), (A.3), (A.4) y (A.5), de forma matricial a lo
largo del pelotdn, se obtiene la estructura general del sistema propuesto en el lema 1.

B Demostracion de (4.7)

Es posible analizar la figura 3.1 y notar que la posicion de un vehiculo esta dada por:

= GK(ney + (1 —n)ew) (A.6)

Aplicando (A.6) sobre la definicion del estado alternativo se consigue:

G=Yim1—Yi—T
(A.7)
G = GK(nepi1 + (1 —=n)eii—1) — GK(ney + (1 —n)ey) —r

De la expresién de (A.7) es necesario obtener una forma de pasar desde los errores de
seguimiento locales a expresiones de sefiales de desempefio. La relacién planteada en (4.6)
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ermite relacionar e,; con (;, mientras que e; puede ser asociado a (; como:
¥4

ey = Yo — Yi — i + wy
=Yo — Yi — Yi—1 T Yim1 — 1T +wy; (A.8)

= el—1 — W1 + G +wy

Luego, es posible aplicar (A.8) en (A.7) para obtener:

= GK(nepi—1 + (1 —n)eyi—1) — GK(nep + (1 —n)ey) —
= GK(nepi—1 + (1 = neii-1) — GK(nep; + (1 = n)(eii-1 — wym1 + G +wy)) —
= GK(nepi1) — GK(nepi + (1 = n)(—wii—1 + G + wi)) —
= GE(n(Gi—1 + wpi—1) — (Cz +wyi) + (L= n)(wi1 — G — wlz’)) -
)+

(
= GK(n(Gi-1 + wpi-1) — G — n(wpi) + (1 —n) (w1 —wy)) —r
G(1 +GK) GK Gy +wpi 1) — ('wm) + (1 =) (wy_y — wy)) —r
= T(n(Ci—1 + wpi—1) — n(wyi) + (1 = n) (w1 — wy)) — Sr

(A.9)

Con (A.9) queda demostrado el origen de (4.7) a partir de la ley de control seleccionada.

C Demostracion del Lema 2

La expresion de la media de (4.8) puede ser obtenida directamente al aplicar el operador
esperanza sobre (4.5), recordando que tanto r(k) como (y(k) son deterministicos, y que las
medias de los ruidos w,;(k) y wy; (k) son cero Vi € [1, N].

E{&(k+ 1)} = E{AL(F) + Bolo(k) + Bywy(k) + Biwi(k) + Byr(k)}
= Ape(k) + BoGo + B,r(k) (A.10)
E{C(k)} = E{CE&(k) — 1r(k)} = Cue(k) — 1r(k)

La expresion recursiva de la varianza de (4.8) puede ser obtenida por definicién, utilizando
el hecho de que tanto (k) como (y(k) son deterministicos y que los ruidos, ademds de con
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media cero, son blancos:

Pe(k+1) = E{(£(k + 1) — peern)(E(k + 1) — peern)” |

= & { (A (&(k) — ne(k)) +Byw,(k) + Burwy(k))(A (€(k) — pe(k)) +Byw, (k) + Brwy (k)"
Pe (k) Pe (k)
= AP¢(k)A" + B,P,B] + BB/
(A.1D)

Quedando demostrada también la expresidn recursiva utilizada para calcular la varianza
utilizando el estado auxiliar. La varianza de la sefial de desempefio es calculada como:

Pe(k) = € {(¢(k) — (k) (C(k) — pe(k))"}
= £{(C&(k) — 1r(k) — Cpe(k) + 1r(k))(CE(k) — 1r(k) — Cpe(k) + 1r(k))"}
= £{(CE(k) — Cue(k))(CE(k) — Cue(k))" } = CPe(k)C"

Se desea asegurar la convergencia en el tiempo de los segundos momentos de la sefial de
desempefio, que es equivalente a demostrar que el sistema planteado en (4.5) es estable en
sentido cuadratico medio. Para ello, se hace uso de la suposicién 7, puesto que, en realidad
se propone limy_,, (o(k) = (o = 0.

Las condiciones de convergencia y eventual estabilidad en el sentido cuadratico medio
pueden ser demostradas al seguir los pasos propuestos por [73, 38], ya que la estructura
del sistema y las suposiciones son similares. Al ser cumplidas, es posible notar que:

lim pig(k +1) = lim pg(k) = pe
lim pe(k) = pe
e . (A.12)
klgg@ Pe(k+1) = klgn Pe(k) = Pe
Jim Fe(k) = Fe

Aplicando (A.12) sobre (4.5) junto con la suposicidon 7 se obtiene para las ecuaciones de
media, ante una referencia que cumple limy,_,, r(k) = 7.

(A.13)
pe=C({I —A)"'Byr —1r

La expresién de (A.13) puede ser trabajada, al considerar que, al cumplirse la suposicion 2
se cumple también, en variables de estado C'(I — A)B = 1. Luego, es posible, por simpleza,
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volver a operar en relacién a cada elemento de £(k) por separado de (A.4) y aplicar operador
esperanza en estado estacionario. De esta forma, se nota una cancelacién de los pesos al
utilizar también el vehiculo predecesor, que aporta el factor (1 — n) faltante, consiguiendo

e = 0.
En relacién a la obtencion de la expresion de la varianza, se aplica (A.13) sobre (A.11), de
manera de obtener:

Pe = APgAT + BpPpBg + B,PB/

(A.14)
= CPC"

La expresién de P, no requiere mayor manipulacién en (A.14), sin embargo, la expresion
de P sigue siendo recursiva, por lo que se le es aplicada la operacion de vectorizacion:

vec(Pg) = (A ® A)vec(Pe) + vec(B,P,B] + B,P,B]")
(I — (A® A))vec(Pe) = vec(B,P,Bl + B,P.B/")
vec(Pe) = (I — (A® A)) 'wec(B,P,B} + B,P,B])
P =vec™ ((I - (A® A)) 'vec(B,P,BY + B/P,B/))

(A.15)

Combinando (A.15) con (A.14) se obtienen las expresiones de varianza propuestas en el
lema 2.

Para futuras demostraciones, se reescribe (A.10) de forma recursiva:
pe(k+1) = Ape(k) + BOCO + B, r(k)

pe (k) = ) + ZA ' (BoGo(j — 1) + B,r(j — 1)) (A.16)

= pe(k)=C (Ak/Lg(O) + Y AT (Bolo(j — 1) + B,r(j — 1))) — 1r(k)

Jj=1

D Demostracion del Teorema 3

Es posible notar, a partir de (4.8), que las medias del primer vehiculo seguidor (i = 1)
satisface:

pe, (k + 1) = Apg, (k) + Bnpg, (k) + Br(k)

(A.17)
pie, (k) = Cg, (k) — (k)
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Al hacer al analisis en frecuencia se obtiene:

e, (2) = C(2I — A) "By, (=) + C(=1 — A)'BR(z) - R(2)

(A.18)
pe: (2) = T (2)pg (2) + T(2)R(z) — R(2)

La expresién de (A.18) es concluida a posteriori en (A.20), ya que la expresién a partir de
este punto es igual entre todos los seguidores Vi € [1, N].

Es posible notar, a partir de (4.8), que las medias de cada vehiculo seguidor (Vi € [2, N]|)
satisface:

pre,(k +1) = Apg, (k) + BnCug,_, (k) + B(1 —n)r(k)
= Ape, (k) + Bn(pe,, (k) +r(k)) + B(1 —n)r(k)
= Ape, (k) + Bn(pg,_, (k) + r(k)) + B(1 — n)r(k) (A.19)
= Ape, (k) + Bnpe,_, (k) + Br(k)
pi¢, (k) = Cug, (k) — (k)

Considerando que se cumple s, (k) = (o(k), debido a que (y(k) es una sefial deterministica.
Usando herramientas del andlisis en el dominio de la frecuencia, es posible notar que se
cumple:

pe () = C(=I — A) ™' Bupg, () + C(21 — A)7'BR(2) — R(2)

(A.20)
pe,(2) = T(2)npe,, (2) + T(2)R(z) — R(2)

Mientas que las expresiones relacionadas a la transformada de la referencia R(z) pueden
ser manipuladas como:

MQ(Z) = T(Z)n:uCz‘—1 (2)
pe(2) = T(2)npe,, (2) + T(2)R(z) — (T'(2) + S(2)) R(z) (A.21)
pe(2) = T(2)npe,, (2) — S(2)R(z)

Al pasar a estado estacionario y usando las suposiciones 2 se obtiene:
:uCi(ejw) = T(ejw>77ﬂc7;—1(€jw> (A.22)

Para obtener el espectro estacionario se utilizan las funciones de transferencia de la sefial
de desempefio, asumiendo que son estables en el sentido cuadratico medio, y de la funciéon
de covarianza. De forma analoga a la demostracion propuesta en [73], la demostracién se
divide en dos partes, para el primer seguidor y para el resto.

Primer seguidor i = 1. A partir de (4.7) y de que (, es deterministico, junto con r, la
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densidad espectral de potencia queda como:

e, (€7) =(T (™)) @) (T (™))™ + (T(e’) (1 — ))& (T (™) (L — )"

A.23
— [T(e PP, + |T(e)(1 - n)2P, (A.23)

Dado que se cumple n € (0,1) = n*T(e"*)|?P, 4+ (1 — n)*|T(e"*)|?P,.
Nétese que se hace uso de que al ser w,; y w;; ruidos blancos, su densidad espectral de
potencia es P, y P}, respectivamente.

Otros seguidores i € [2, N|. De manera andloga al primer seguidor, la transferencia del sefial
de interés estd dada a partir de 7" [n¢;—1 + nwpi—1 — nw,; + (1 —n)wy—1 — (1 — n)wy| — Sr,
entonces, al considerar también que r es determinista la densidad espectral de potencia
satisface:

. (2) =(0T(2)) ¢, (2) (T (2))"
+ (0T (2)) P,y 1 ()T ()™ + (1T (2)b¢, i (2) (L =) T ()" (A24)
+2(17(2)) P, (nT(2))" +2((1 = )T () (1 — )T ()"

La expresion de (A.24) posee dos términos aun no definidos; ¢¢,  w,,_,(2) ¥ ¢, yw,_ (2)-
Estos términos, correspondientes a la densidad espectral de potencia de la sefial de
desempefio del vehiculo predecesor y cada ruido, son producto de que la sefial de
desempefio efectivamente estd correlacionada con los ruidos del predecesor. Estas
expresiones son caracterizadas individualmente a partir de su funcién de covarianza:
Caso ¢¢,_,w,, ,(2)

La covarianza R, ,u,.,(k +7,7) = £ {(G-1(k + 7) = pi¢,_, (k + 7)) (w1 (k)" } puede ser
expandida como se propone:

RCi—l'wpi—l (k +, T) =& {(Cz—l(k + T) = ¢ (k +7 wpz 1 k )H}
= E{C(&ialk+7) — pe_, (k+ T))(wm 1(k)™Y (A.25)
:Cgﬂ&4%+TW#%4%+WD@W4“WH}

Como es relevante inicamente la covarianza estacionaria, y que ya es posible asumir que
ésta existe, la expresién de (A.25) es analizada en estado estacionario, recordando que los

ruidos son blancos:
0 Sit=0

R¢, w1 (T) =4 —CBnP, Sit=1 (A.26)
—CA™'BnP, Sit>1

La expresion de Ry, ., , habilita la obtencién de la densidad espectral de potencia
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estacionaria por definicion:

¢Ci71wpi71(z)é Z RCiflwpifl(T)Z_T

T=—00

oo H (o]
= lz RCz‘ﬂvpil(T)ZT] + [Z RCi1wpi1(T)ZT] + RCifleifl(O)
=1 T=1

o0 H oo (A.27)
= [Z —C’ATanszT] + [Z —CATanszT]

T=1 T=1

= P, BT (2] — A)HCT — nC(2I — A) BB,
= — pfr]T(z)H —T(z)nP, =—PFn (T(Z)H + T(Z))

La expresion de (A.27) hace uso de la equivalencia 3°°° | A7 1277 = (21 — A)~L.

Caso (bCiflwlifl (Z)

De forma analoga al caso anterior, la covarianza es expandida como:

Ry (b +7,7) = E{(Gima (b +7) — pie, (K + 7)) (wi 1 (k)" ]
= E{C(& 1k +7) = pe, (k+ 7)) (wi_1 (k)" } (A.28)
= CE{(&ia(k+7) = g, (k + 7)) (wii—1 (k)" }

Asimismo, los valores estacionarios de (A.28) son:

0 Sit=0
R¢, i, (T) = { —CB(1 —n)P, Sir=1 (A.29)
—CA™'B(1-n)P, SitT>1

Es posible notar que la estructura de (A.29) es similar a la de (A.26), por lo que es posible
realizar la misma expansién de (A.27), resultando:

O s (2) = =B =T = T()1 = )P = —P(1— ) (T()" +T(2))  (A30)

Las expresiones de (A.27) y (A.30) poseen el término comun 7'(z)” + T(z). Para
simplificarlos, se propone la siguiente relacion al explotar (3.4) y al hecho de que se estdn
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manipulando sistemas SISO.
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La expresion de (A.32) puede ser simplificada al considerar que
(P, + PB) + n'[(1—2n) B]n~' corresponde a una constante, denominada P,. De esta
forma; reordenando (A.32) se obtiene, utilizando la relacién (A.31):

d¢,(2) = (NT(2)) b, ()T ()™ + (2 = 0T(2)) (T (2)) P (T (2))"
=(T(2))¢¢,_, (2) (T ()" + (2 =0T ()T(2)" +nS(2)S(2)" = n) (nT(2)) P (T (2))"
=(nT(2))9¢,_, ()T ()™ + (2 =) = 1T ()T ()" +05(2)S(2)") (T (2)) Py (1T (2))"

e, (e7) = InT () o, (/) + (2 —m) — 0l T ()" + nlS(e™)[*) Pu|nT () |*
=[nT (&) e, () + (2 = m) PulnT(e")[* — n|T(e™) [ P[0T (e7)?

+nlS(e7) P PulnT ()

(A.33)

Las expresiones de (A.33) y (A.22) permiten establecer recursiones de la densidad espectral
de potencia y la media, respectivamente, de la sefial de desempefio, de manera de relacionar
estos momentos en cada vehiculo i-ésimo con los de su predecesor inmediato. Esta influencia
en vez de definirse en el tiempo, se definen en el dominio de la transformada Z vy, al
asegurarse convergencia en el tiempo al cumplirse las condiciones del lema 2, en el dominio
de la transformada de Fourier de tiempo discreto. Esto permite desligarse de la convergencia
temporal y enfocarse en estudiar el efecto de afiadir mds agentes en la cadena de vehiculos,
y, de esta forma estudiar la convergencia espacial.

Es posible notar que si se cumple |n7T(e’)] < 1 Vw € (0,27), las expresiones de (A.22)
y (A.33) dan pie a una sucesién convergente a un valor finito, sin importar el efecto
de la cantidad de vehiculos, llegando a cumplirse la convergencia incluso con N — oc.
Ante sefnales constantes, en estado estacionario, con w — 0, tanto la media como la
densidad espectral de potencia provocan una secuencia acotada debido al cumplimiento de
la suposicion 2 y de la condicién propuesta 7 € (0, 1), que permite flexibilizar el disefio de
T(z) al disefiar 7 a posteriori.

En todo el espectro de frecuencias, la condicion suficiente para asegurar escalabilidad es
|T(e’*)| < 1. A diferencia de [73, 38], en este caso se cumple T(e/“) + S(e?*) =1 VYw €
[0, 27], por lo que incluso de existir un w* que permita |T'(e?“")| = 1, el factor |S(e#”)|
serd 0. El pardametro adicional n permite desplazar la magnitud de |T'(¢’*)| para asegurar
convergencia. De esta forma, se concluye que |7 (e/*)| < 1 es una condicién necesaria y
suficiente para asegurar la escalabilidad del pelotén.

A diferencia del caso de seguimiento a predecesor, esta condicidon puede ser extendida a
norma infinito, puesto que no contradice el seguimiento perfecto a referencias estacionarias,
sin embargo, ésta norma debe ser estrictamente menor, puesto que se busca que la magnitud
de la densidad espectral de potencia decrezca, mds no se mantenga igual.
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E Demostracion de (4.16)

De la expresion que caracteriza a la densidad espectral de potencia de cada vehiculo seguidor
i €[2,N]

P () =|77T(€jw)| b, (€7) + (2 = ) Py|nT(e7) | — 0| T(e7) > Py nT (7))

+n|S(e) P PulnT () [?

06, (€7) = T ()P 6g,_, () = (2= m) PulnT (") = T () 2Py T ()
+nlS(e) P PunT ()

0c, (™) + (1= [T (™) )e,_, (%) = b, , (%) + (2 = n) PulnT ()
— [T ()|* Pyl T ()2 + 1| S ()2 Pu|nT ()

bc (™) + (1= [T (™) P, () = de._, () + (1 n) PulnT () ?
= AT ()P PulnT ()] + 1S PulnT ()] + PulnT ()

Es posible sumar y restar el término |n7T(e/*)|?P,|nT(¢’*)|? a la derecha de la expresion,
para construir un factor (1 — |nT'(e’*)|?) P, |nT (e’¥)|?:

G, () + (1= [nT(") P, (") = b, (") + (1 = ) PulnT ()}
= [T(&) 2 PulnT (") + nlS(e7) 2Py 0T (") + PulnT (")
+ [nT (™) P Py|nT ()P — [nT(e’)|* PulnT (e’)[?
bc, () + (1= InT () ), , (%) = ¢, (%) + (1= n) PulnT ()
= 0T ()P PalifT () + nlS(e)EPulnT ()] + (1= T (")) PolnT ()]
+ T (™) 2Py |InT (e7*))?
Oc () + (1= [T () )., () = by () + [T () P[(1 = n) P
= | T() PPy + IS ()P + [T ()P Pu] 4+ (1 = [T (7)) PulnT ()P
(A.34)

Luego, es posible reemplazar iterativamente sobre los factores de ¢, (e’“) en (A.34),

recordando que ¢, (¢) = |nT(e/*)|*P,, por lo que este término es cancelado al terminar la
sucesion.

F Demostracion del Corolario 1

Es posible caracterizar la varianza estacionaria a partir de la densidad espectral de potencia
de la sefial de desempeiio, planteada en su forma alternativa a partir de (4.16), utilizando
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la definicién de norma—2 estandar para sistemas:

i / ¢Cz ejw

[ebcz () + (T ()1 = ) Pu((nT ()"

27T
T P T )Y + () Pul T ()
+(S <eﬂw><nT<eﬂw>>Z YPu(S() (T (7))o

=P, +(1—n) P, |7 () | = nPy |T(e) (T ()]

+ 1P, stw(eﬂw YL+ P r @)y
=P, +(1—=n)P,
(@), = T @), + = SE) o))

h
(A.35)

La expresién de (A.35) permite conocer a priori la naturaleza creciente de P, (e’*), es decir
P, > P, ,. Para ello, se supone que % es siempre positivo.

De esta forma, si & > 0, se cumple P, > P, ,, por lo que es esperable que I, sea la
varianza maxima de cualquier vehiculo del pelotén.

Es posible explotar la expresion final de (A.35) de forma recursiva, factorizando y utilizando
propiedades de norma—2 de manera de obtener (A.36).

mas P = Pey = (0= m |y =l e ol [Fol) P case
Con:
Fy, = :o (nT) (mT)* ... (T )N‘l]
Fp, = :O T(nT) T(T)* ... T(UT)NA]
Fo,=[0 SOT) SGT)? ... ST)N]
Fp, = |0T) T)* (T ... (nT)"]

El valor de varianza en estado estacionario, de un hipotético ultimo vehiculo, cuando
N — oo, se obtiene retornando a (4.12), utilizando de forma auxiliar un factor espectral
M (e?*) que satisface |M (/)| = 1 — [nT(e’*)|?, y que puede ser calculado utilizando el
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teorema 2:

be.. (€)= T () *pe. + (2 — 1) PulnT(e?))? — n|T(e?) > Py|nT (e?)|?
+0S(e) PPy T ()
G () (1= InT(e)[*) = (2 = ) PulnT(e*)[* = n|T(e’) [ PuluT ()|
+ 1| S (%) > Py|nT (e7*) 2
M) () T ()

de. (€)= (2 —n) Pwm —nP, M (i) + NPy

|1S(e™) [ InT (™)
| M (e7)[?

(A.37)

La expresion de (A.37) puede ser resuelta usando limy_,o, P, = i ffﬁ be.. (€79)dw, por
lo tanto, factorizando (A.37) de manera de formar, por definicion, a la estructura de la
norma—2 se obtiene:

? nT(z)?

‘”H M(z)

5

N M(2)

2 2 2

2
lim P, =P, ((2 — ) H”T(z) ) (A.38)

G Demostracion del Teorema 4

El presente teorema es demostrado en dos partes: una referente a la media de la sefial de
desempeiio y a su varianza.

Media de la senal de desempeiio

Al utilizar la expresion recursiva de (A.16), de esta forma, para separar cada vehiculo de la
expresion que representa a todo el pelotdn, se utiliza el vector ¢;, de forma que la media
de un vehiculo i-ésimo se propone ., (k) = ¢;u¢, con ¢; como un vector de ceros, excepto
con el elemento en la posicién ¢ que es igual a uno. Por lo tanto, la media de la sefial de
desempefio corresponde a:

J=1

e, (k) = 6,C (A%(O) + 3 A (ByGolj — 1) + Bor(j - 1>>) —rk) (A39)

Con p¢(0) es la media de la condicién inicial del estado ampliado £(0). Usando la desigualdad
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triangular del teorema 1 se obtiene:

lne ()l < [0:CA O], + |6 le CAM (BoGo(j — 1) + Byr(j — 1)) — (k)
e, (Rl < d)iCA’“ue(O)H -
n @ZCA (Buoli— 1)+ [0 > CAI By — 1) — (k)
- ” LQ(A.4O)

Para el término asociado a la condicién inicial, la norma £, puede ser calculada utilizando
la propiedad (2.3):

(szAkMﬁ(

Z@CA heO)e(0)7 A CT6! < 3 [[ue(0)]2 p(A¥ CT 6 6,0 A4Y)

k=0

= [l (0)]13 Z [(A¥ CT o] :C AV

Por lo tanto, se cumple:

2
$;C AF11¢(0); B

< el (3 o4 e ot ocan]) (A41)

k=0

El cumplimiento de (A.41) permite acotar la un término de la media de la sefial de
desempeiio por una funcién asociada a la condicion inicial del estado auxiliar.

Luego, el término asociado a la sefial de desempeiio del primer elemento de (A.40) puede
ser acotado. Esto se consigue al notar que (,(k) es una sefial meramente deterministica.
Como (, converge a cero, su norma L, esta definida. También el término de la sumatoria,
¢ b1 CA¥7 (By(o(j — 1)) representa a la respuesta de (n7')" al estimulo (, por lo que se
cumple: |

Se conoce de antemano que ||(o(k)|| -, existe, ya que (y(k) converge a cero. Ademads, de
cumplirse ||nT'(z)||,, < 1, se permite concluir que (A.42) también permanece acotada,
independientemente de los valores que toma (,(k). Luego, como (y(k) es determinista, y
asumiendo que se cumple ||n7'(z)||,, < 1, es posible conseguir la cota asociada a la sefial de

k
¢y CA"7 (ByG(j — 1))

=1

(B, (A.42)

= [y
Lo
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desempefio del primer vehiculo:

El tercer término de (A.40) esta asociado al efecto de la sefial de referencia, que no esta
estrictamente definida como parte de v, pero que también es parte de la cota. Para ello, es
posible notar que el tercer término corresponde a la convolucion entre el sistema S y la
sefial r(k). Dadas las condiciones propuestas en la suposicion 2, es posible notar que S(z)

¢ CA" 7 (By(o(j — 1))

Jj=1

< InT(2) | oo 1o (Rl 2, (A.43)
Lo

posee al menos dos ceros en z = 1, por lo que la convoluciéon Sr converge a cero en estado
estacionario (Porque la respuesta Sr estd formada inicamente por modos naturales, que
al cumplirse (4.10), permiten asegurar que éstos se disipan). De esta forma, sea la sefial
7i(k) = Sr. 7;(k) es una sefal acotada, por lo que ||7:(k)]|,, existe y es un valor finito.
Ademas, el que ||7;(k)|| ., sea parte de la cota permite notar un comportamiento asociado al
efecto de cambiar la referencia, puesto que implica un aumento de la norma £, hasta que
7;(k) vuelva a estado estacionario, es decir, hasta que 7;(k) sea 0. Esto también significa que
es necesario que S(z) posea dos ceros en z = 1 y que la referencia sea constante, dado que si
no se cumple esta propiedad, 7;(k) deja de estar acotado y por ende la sefial de desempefio
también deja de estarlo. De esta forma, los resultados obtenidos son vélidos si y solo si r(k)
es constante.

De esta forma, es posible afirmar, groso modo, que se cumple (A.44) en todo instante, debido
a que [|7¢(k)|| -, es no negativo.

e (B) 2, < FCllpw (R) L, 5 e O) ) < Sl (R 2, s g (O)ly) + (R, (A44)

Con el lado izquierdo de (A.44) es posible acotar la media de la sefial de desempefio con
funciones de clase— K, es decir:

e (R 2, < FUllp (R) I, 5 e (O)1) = ca(llpan (B)l 2,) + Ba(llie(0)) (A.45)

Con «; y 31 como funciones de clase—/C, definidas en (A.41) y (A.43), respectivamente.
Varianza de la sefial de desempeiio

Es posible trabajar con el ruido unificado de varianza P, + P,. Esto permite poseer una
estructura similar a la propuesta en [73]; pues de (A.35), se plantea que la expresién
recursiva de la varianza de la sefial de desempefio sigue la estructura:

Fe.(k) = i (Pe(0), k) + 9:(Bp + F1, k)

Con P:(0) como la varianza de la condicién inicial del estado £(0) y g;(P, + P;,1) como una
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funcién lineal de P, + P,. De esta forma, utilizando la desigualdad triangular (Teorema 1)
se obtiene:

1P (Rl < Wil Pe0), R)lI . +

Usando (4.9) es posible obtener una expresion recursiva con respecto a la condicién inicial:

g:(Py+ PR, (A.46)

fi(Pe(0), k) = ¢;C A" P:(0)(AMTCT ¢ Para k > 1 (A.47)
Luego, utilizando la propiedad (2.3) se obtiene:

| £:(Pe(0), k)l = max (6,0 A" Pe(0)(A) C"g])

A.48

> max p (A*P(0)(A)7T) [6:Cll, A
La expresion de (A.48) permite acotar la varianza, puesto que el radio espectral de
p (AkPg(O)(A’“)T) logra su maximo con k = 0, debido a que se asume el cumplimiento de
la condicién de convergencia temporal de (4.10). Luego, C es diagonal por bloques, por lo
que se cumple $;CCT¢T = CCT y, por lo tanto, ||¢;C||> = ||C||2, por lo que se concluye,
utilizando (2.4):

1/i(Pe(0), k)l = p(Pe(0) [6:Clly = omaz(Fe(0)) [Tl (A.49)

Para acotar a

g:;(P, + P, k)Hﬁ con una funciéon mediante se busca demostrar que el valor
méximo de la funcién g;(P, + P;, k) ocurre en estado estacionario, es decir, cuando k — oo.
Para ello, se nota que g;(P, + P, k) = P;,(k) cuando P¢(0) = 0. De esta forma, es necesario
demostrar que la varianza P es también creciente. La demostracion se torna semejante a la
propuesta en [73]. De esta forma, asumiendo F(0) = 0, al reemplazar en (4.9), se obtiene:

Pe(1) — P¢(0) = B,B,B, + BiIRB] >0
Las sucesiva diferencia en el tiempo también es semi-definida positiva, ya que:
Pe(2)— Pe(1) = AP;(1)A" + B,P,B} + B.P,B - B,P,B] — B,P,B]' = AP;(1)A" (A.50)

De (4.9), con un espiritu similar al propuesto en (A.50), se obtiene que Pg(k + 1) — Pe(k) =
A (Pg(k) — P¢(k—1)) A. De esta forma, se concluye que P (k + 1) — P¢(k) > 0,Vk > 0,
luego, como P (k+1)— Pe(k) = C (Pe(k + 1) — P¢(k)) C*, por lo que la diferencia temporal
Pe(k + 1) — P¢(k) es también una matriz positiva definida. Esto también implica que
P¢(k + 1) — P¢(k) es un escalar positivo, dado que cada sub-matriz de una matriz positiva
definida también lo es [74, 73]. Por lo tanto, cuando P(0) = 0, P, (k) es también una
funcién creciente en k y su maximo valor se alcanza en estado estacionario.



102 APENDICES

En el teorema 3 se propone que al cumplirse ||n7(z)||,, < 1 las varianzas estacionarias
existen para cualquier N € N. Esta nocién es extendida en el corolario 1, dénde se

caracteriza esta varianza estacionaria y es acotada por F, ; por lo que se cumple:
gi(Pp + B, k)sz = HgN(Pp + £, k)Hc
= ||[Pex(K)||,., Considerando F(0) =0

_pr (2 ‘nT(Z) C HUT(Z)2 i H ST
B M(z) M(z) M(z) |,
Con P, definido a partir de (4.13), donde se puede determinar que,al cumplirse que
P, = P,+ P, + ¥, es también una cota superior, ya que es posible entender este proceso de

acotacién como un sistema auxiliar de varianzas P, y P, y n nulo, calculado de tal forma
que sea equivalente a la del sistema real y completo a acotar, en un proceso de mapeo del

oo

(A.51)

2 2

valor de n incluyéndolo dentro las varianzas; este proceso siempre tiene solucién, dado que
existe una ecuacién y dos incégnitas, por lo que es un sistema de ecuaciones consistente, al
asignar a alguna varianza un valor arbitrario no negativo. De esta forma, al darse la relacién
HPP + HHEOO = P; + P, y utilizando desigualdad triangular, es posible acotar utilizando

términos de P,,, dado que acota también de forma superior a HPP + I%Hﬁ .

Siendo también utilizado que [Pl = P, y que el valor méximo de la varianza de
cualquier sefial de desempefio, corresponde a P, en estado estacionario, obtenido al
utilizar el corolario 1. Por lo tanto, es posible concluir que la varianza de cualquier sefial de
desempeiio satisface la relacion:

1P (), < o (|B+ B, ) + AP0 (A52)

Donde las funciones de clase—/, a; y [, estdn definidas en (A.51) y (A.49),
respectivamente.

H Demostracion del Lema 3

La demostracion es similar a la propuesta para el lema 1. Puesto que esta basada en la
definicion del sistema en (5.8) y la definicidn de estado alternativo de (4.1). Al igual que
en el caso de control por posicion, se propone esta demostraciéon por separado.

Primer seguidor i = 1. Adelantando la definicién de estado alternativo de (4.1), usando el
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sistema (5.8):

E(k+1)=xpk+1) —zn(k+1)
= Awzio(k) + Bp(ro(k) — r(k)) + By(ro(k)) — Arze (k)
— By(y1(k) + wpi (k) — r(k)) — By(9o(k) + w01 (K)) (A.53)
= A& (k) + Bp(ro(k) — y1(k) — r(k)) + Bpr(k) + By(fo(k) — o(k))
— Bywy (k) — Bywyo (k)

Usando (A.53) junto con las definiciones de (4.3) y (5.10) se obtiene:

& (k+1) = A& (k) + By(Co(k)) + Bpr(k) + ByGo(k) — Bywyi (k) — Bywyor (k) (A.54)

Luego, la sefial de desempefio del primer seguidor estd dada por:

Cl(k) = yO(k) - yl(k) - T(k) (A.55)
= Cy(n(k) — zu (k) — r(k) = Ci&a(k) — r(k) '

Seguidor ; € [2, N] Adelantando la expresion del estado alternativo de (4.1), con el sistema
(5.8):

E(k+1)=ay1(k+1) —ayu(k+1)
= Ay 1 (k) + By(Cryio(k) + wpi—1 (k) — r(k)) + By(9o(k) + wyoi—1(k))
— Awii(k) — Bp(Ciyia (k) + wyi(k) — r(k)) — Bu(go(k) + weoi(k))
= Ay (xri—1(k) — 2i(k)) + BpCi (24i—2(k) — z4i—1(k)) + Bpwpi—1(k) (A.56)
+ Bywyoi—1(k) — Bywyi(k) — Bywyoi(k)
= A&i(k) + BpCi&i1(k) + Bpwy;—1(k)
+ Bywyi—1(k) — Bywyi(k) — Byw,oi(k)

Mientras que la expresion de la sefial de desempefio puede ser obtenida de la misma forma
que en (A.55), es decir:

Gi(k) = yi(k) — yi1(k) — (k) (A.57)
= Ci(v4i1(k) — (k) — r(k) = Ci&i(k) — (k)

Combinando los resultados de (A.54), (A.55), (A.56) y (A.57) de forma matricial, se
obtienen las expresiones que conforman al lema 3.
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I Demostracion del Lema 4

Es posible calcular la expresion de la media al aplicar directamente el operador de esperanza
sobre (5.11), recordando que r(k), (o ¥ (wo(k) son deterministicos y que los ruidos tienen
media cero:

E{Ek+1)}=¢€ {Afﬁ(k) + Bofpgo(k) + BOf’UCUO(k) + Bppr(k) + Blfwl(k) + Bofpr(k)}
= Aype(k) + BogpCo(k) + BosoCuo(k) + Bogpr(k)

E{C(k)} = E{CsE(k) — 1r(k)} = Crue(k) — 1r(k)
(A.58)

La expresién de (A.58) permite calcular la varianza por definicién, pues se cumple (A.59)
al usar el hecho de que el ruido no esta correlacionado.

Pe(k+1) = E{(£(k + 1) — preren) (E(k + 1) = preren)”

_ _ (A.59)
= A;P¢(k)A} + B,;P,B]; + Bi;P,B}}

Quedando demostrada también la expresién recursiva utilizada para calcular la varianza
utilizando el estado auxiliar. La varianza de la sefial de desempefio es calculada como:

E{(C(k) — pe(k)(C(R) — pe (k)™
E{(Cy&(k) — 1r(k) — Cyue(k) + 1r(k))(Cs&(k) — 1r(k) — Cpug(k) + 1r(k))" }
= £{(Cy&(k) — Cypue(k))(C&(k) — Crpe(k))" } = Cy Pe(k)C

P (k)

Nétese que la expresidon de la varianza de la sefial de desempefio es igual a la del caso de
control por posiciones, por lo que lo que resta de demostraciéon de ecuaciones asociadas
a la varianza de sefial de desempefio es igual a la ya presentada en la seccién C. Esto es
producto de que la eleccién del estado alternativo y la sefial de desempefio es conveniente
para retornar a expresiones ya conocidas.

De la misma forma, se debe asegurar convergencia en el tiempo de los segundos momentos
de la sefial de desempefio. Se hace uso de la suposiciéon 7 y de la suposicion 8, exclusiva
de sistemas de control basado en velocidades, de forma de poder asumir que se cumple
limy, o0 Co(k) =Co =0y limg Cvo(k‘) = Guo = 0.

Las condiciones de convergencia y eventual estabilidad en el sentido cuadratico medio
pueden ser demostradas al seguir los pasos enunciados en la seccién C ya que la estructura
del sistema y las suposiciones son similares. Al ser cumplidas, es posible notar que en este
caso también es posible aplicar (A.12).
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Aplicando (A.12) sobre (A.58) se obtiene:

pe = Agpig + Bogpr = (I — Af) ™' Bogyr

" (A.60)
pe = Cp(I = Ap)™ Bogpr — 11

La expresion de la sefial de desempefio (A.60) en estado estacionario se torna cero al
considerar el efecto de la realimentacién producto de Ay y el cumplimiento de las
suposiciones 2, puesto que se asegura que C;(I — A;)"'B, = 1.

J Demostracion del Teorema 5

Es posible notar a partir de (5.11) que las medias del primer vehiculo seguidor i = 0
satisfacen:

pey (k4 1) = Agpug, (k) + Byplo(k) + BuGuo (k) + Bpr(k)
tie, (k) = Cypig, (k) — (k)

Por lo que el anadlisis en el dominio de la transformada zeta pasa a ser:

(A.61)

pey (2) = Cy(2I — A) " Bylo(2) + Co(2I — A) "' ByCuo(2) + Co(2I — Ay) "' B,R(2) — R(z)
pie, (2) = TpGo(2) + Ti(2)Guo(2) + T,(2) R(z) — R(2)

(A.62)
Luego, la media del resto de seguidores a partir de (5.11) esta dada por:
(k+1) = Aue, (k) + Bp(pe,_, (k) +r(k
pe (b + 1) = Avgig (k) + By(pg., () + (k) A3)
pi¢; (k) = Cipg, (k) — (k)
De modo que, en frecuencia, se obtiene:
pe.(2) = Cull = 4) By (g, () + (=) = R() Ao

pe; (k) = Tp(2)pe,_, (2) + (T(2) — 1) R(2)

Luego, la expresion de (A.64) puede ser simplificada al considerar operacién en estado
estacionario al aplicar las suposiciones 2 y la propiedad presente en (5.13) es posible
caracterizar la media de la sefial de desempeiio en el dominio de la transformada de Fourier
de tiempo discreto como:

pie, (€7°) = Tp(2)pe,_, () Vi€ [2,N] (A.65)

Bajo la misma légica, en el primer seguidor se cumple a partir (A.62), asumiendo que,
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Co(e7) y Coo(e’™) estan definidos, pese a que, dada la suposicion 7, estas sefiales son cero en
estado estacionario, como:

11¢, (2) = TpGo(2) + T (2)Goo(2) (A.66)

La expresion de (A.65) permite demostrar la expresion genérica de la media de la sefial de
desempeiio en el dominio de la frecuencia.

El espectro estacionario se utilizan las funciones de transferencia de la sefial de desempeiio,
asumiendo que éstas son estables en el sentido cuadratico medio y de la funcién de
covarianza.

Primer seguidor i = 1. A partir de (5.17) y que tanto (y(k), como (,o(k) y r(k) son sefiales
deterministas la densidad espectral de potencia de la sefial de desempefio queda como:

Ber (€)= (T () Ty (M) + (L) () (Tule) "

, . (A.67)
= |T,(*)]* B, + |Ti(e™) "

Al igual que en el caso de control por posiciones, para obtener (A.67) se aprovecha que
tanto el ruido asociado a la informacion del predecesor y de la velocidad es blanco.

Otros seguidores i € [2, N|. De (5.17) se obtiene que la funcién de transferencia de la
seflal de desempefio es T,,¢;—1 + Tp(wpi—1 — wy;) + Ty (wWyoi—1 — wyoi) + (T, — 1)r, entonces,
al ser r una sefial determinista, la densidad espectral de potencia esta dada por:

6¢,(2) = Tp(2)d¢,, (2)Tp(2)" + Tp(2) b, ru0yus (2) T, + Tp(2) by, (2)T(2)"

A.68
+ 21,(2) P, T, (2) + 2T,(2) P, T, (2)" (A.68)

La expresion de (A.68) hace uso de la blancura de los ruidos involucrados y posee dos
términos ain no definidos; ¢¢, ,w,, ,(2) ¥ ¢¢,_ w0, (2). Estos términos corresponden a la
densidad espectral de potencia de la sefial de desempefio del vehiculo predecesor y cada
ruido. Estas expresiones se caracterizan de forma individual a partir de su funcién de
covarianza:

Caso ¢, w,,_,(2).

La covarianza Re¢, ,,,_,(k+7,7) =& {(Cz_1(/€ +7) — pe o (k+ T))(wpi_l(k;))H} puede ser
expandida como:

RCz‘—1wpi—1(k + T, T) =£ {(Cl—l(k + T) - :U’Ci—l(k + T))<wm—1(k))H}

(A.69)
— G {(Eia(k +7) — pie_, (e + 7)) (i ()" )

Al igual que en el caso de control por posiciones es posible trabajar inicamente con la
covarianza estacionaria, debido a que al satisfacer condiciones de convergencia temporal, la
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expresion de (A.69) puede ser analizada en estado estacionario:

0 Sit=0
RCz’—l’wpi—l(T) =4 -CB,P, Sit=1 (A.70)
—Cy+A['B,P, SiT>1

La expresion de Re¢,  w,, ,
estacionaria por definicion:

habilita la obtenciéon de la densidad espectral de potencia

(ﬁCiflwpi—l(Z) = Z RCiﬂ'wpz‘A <T>Z7T

S H S
- [Z RCi—lwpi—l (T)Z_T‘| =+ [Z RCz‘—1’wpi—1 (7—)2_7] + RCi—lwpi—l(())
=1 =1

o H oo (A.71)
- lz —ctA;—prsz—T] - [Z —CtAtT‘prsz‘T}

=1 =1

= —P,Bl (2] — A)"C" — Cy(2I — A]) ' B, P,
=-b (TP(Z>H + Tp(z>)

La expresion de (A.71) hace uso de la equivalencia 3°° | A7 1277 = (21 — A)~L.

Caso ¢Ci71wv0i71 (Z)

De manera analoga al caso anterior, la covarianza estacionaria presenta una estructura
similar, correspondiente a lo descrito en (A.72)

0 Sit=0
quflw’uo'i—l (7_) =3 OB, P Sit=1 (A.72)
—CyA™'B,P SiT>1

Por lo tanto, al expandir de manera analoga a lo propuesto en (A.71), se obtiene:

¢Ci—1wv0i—1(2> =-D (Tv(Z)H + Tv(z)) (A.73)

Por lo tanto, pasando las expresiones de (A.68), (A.71) y (A.73) a espectros estacionarios,
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se obtiene:

be (7)) = Tp(e) e, ()T () + Ty(e7) (=P, (Tp(e™)" + T,()) ) Ty
+Tp(e) (=P (Tu(7) " + Ty (7)) T ()"
+ 2T, (e7) P, T, (e?)" + 2T, (e’*) P T, (e’)"

bc, () = | Ty () Poe,_ (7)) + Tp(e7) (= B, (T (7)™ + T (e)) ) T ()"
+Tp(e) (=P (Tu(7) " + T, (7)) T (&)
+ 2|T, () 2P, + 2| T, (") Py

(A.74)

La expresién de (A.74) permite enunciar el teorema 5, ya que, al existir recursividad en
P, (€7*) respecto a su predecesor ponderado por |7,(e/)|?,
para garantizar la convergencia en el espacio. Ademas, la expresiéon que acomparia a este
factor recursivo estd determinada por una funcién que depende exclusivamente de las
varianzas P, y P, y de cada lazo interno de control, pero sin importar el nimero de agentes
de los que esta conformado el pelotdn.

este factor se vuelve fundamental

Por lo tanto, es posible notar que al reemplazar recursivamente sobre (A.74) éste factor
escala de manera potencial, por lo que, si se busca acotar a ¢, (¢’*), independientemente
de los valores de ¢, , (¢7), es necesario que se cumpla:

IT,(e’) <1 VYw>0 (A.75)

La expresion de A.75 puede ser extendida a nociones de norma infinito. Sin embargo,
en este caso, dado que la ponderacion no es dindmica, no es posible desplazar todo el
comportamiento en frecuencia, como en el caso de seguimiento a posicion con ponderacion
estdtica, por lo que, es necesario que se cumpla 7,(1) = 1 para asegurar el seguimiento
perfecto a referencias rampa. De esta forma, la condicién de (A.76) es necesaria, pero
no suficiente para asegurar estabilidad en cuerdas, puesto que es posible que exista una
frecuencia w* tal que T, (e’*") = 1, que cumpla (A.76), pero no (A.75) por lo que el sistema
no converge en el espacio.

172l < 1 (A.76)

Luego, utilizando las funciones de sensibilidad S,(¢?) y S,(e’*), de una manera similar a la
planteada en (A.31) se propone la siguiente igualdad:

T,(e™) + T} (/)
T,(e™) + Tf(ejw)

DT, () = 5,(e)5, (%) +1 (A.77)
T, (™)) () = Sy(e?) Sy (™) + 1

v

Luego, es posible explotar la relaciones (A.77) y (5.14) sobre (A.74) para simplificar formas
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cuadraticas.

Ge, () = [T () Poe,_,(¢7) + Tp(e7) (= B, (Tp(7) + T(e)) ) T ()"
+ Tp(e) (=P (To(7) " + Ty (7)) T ()"
+ 2|, (") P, + 2|T0 ()P Py
= [T,(7) e, (€7) = PyTo(e7) (T (™) Ty (€)= Sp(e7)SH (€7%) + 1) T ()
— PIT,(e7) (To(e™) T (€7) — Su(7)SH (e7) + 1) Ty(e?)"
+ 2|T, (") PP, + 2|T0 (™) P,
= [T,(7) e, o (€7) = P, (|T2(e7) 2 = [T, () Sy (e)* + [T, (™) %)
= P, ()T, (e7) (To( )T (%) = Su(7)SH(7) + 1) Ty () T (e7) "
+ 2|T, (") PP, + 2|T0 () Py
= [T,(7) e, o (€7) = P, (|T2(e7) 2 = | T, () S, (7))
— P, ()T, (e7) (To( )T (%) = Su(7) S (7) + 1) Ty () T (7))
+ |T, () 2P, + 2| T, ()PP
= [T,(7) e, o (€7) = P, (|T2(e7) 2 = | T, () S, (7))
~ PG (DT E) = $,()SE () + 1) T ()T, ()"

\W.—/
Py (edv)

+ [T ()P, + 2| T (™) Py
(A.78)

Con ¢,(e’*) un factor de proporcionalidad de las dindmicas de los controladores.
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K Demostracion del Corolario 2

Sea la relaciéon entre espectros de (A.78) y la funcién de proporcionalidad entre
controladores de (5.26), por lo que se cumple:

be, () = T () Poc, ,(¢7) = By (T3 () = T, ()5, (7))
— Pipatp(e™) (&™) (T, ()T (7) — S, (e7) S (e7%) + 1) T, ()T, ()"
+ [Ty (e™) By + 2| T ()PP,
= [Ty(e™) ¢, () = P, (T2 (e)]” = [T, (™) Sy(e7) )
— Pipa (9(e™)T(e)p() T () = 0(e7%) S, () p(e7*) " ST (7) + p(e7)p () ) T, (¢7*)
X T,(¢"*)" + |T,(/*) "B, + 2| (") Py
(A.79)

Por lo tanto, se cumple:

6, (€)= [Tp(e") P, (¢7) = P, (IT2(e7) P = | T,(7) S, (7))
— P (|To(e7)20(e™)]? = |Su(e™) T, (") 0 ()7 + |Tu(e?)p(e?)?) T(e™)  (A.80)
+ [T, (&™) B, + 2|T, (™) 2P,

L. Demostracion de (5.28)

Sea el espectro estacionario de la sefial de desempefio ¢, (¢/*) definido en (A.78):

be, (%) = |Ty(e) e, () = By (T3 (™) = [T (™) Sp(e7) )
— Pig () (T (™) T (7)) — S,y(e7) S (%) + 1) T, ()T, ()
+ | To(7) PP, + 2|To(¢7) PP
Ge (7)) = T () Poe, (7)) = =B, (T3P = |To(e7) S, (™))
— Pig () (T (™) T (7)) = Sy(e7) S (%) + 1) T, ()T, ()
+ | To(e?) PP, + 2|To(¢7) PP
B (7)) + (1= [T, (7)), 1 (¢7) = b, (¢7) = By (T3 () = |T,(7)S, (7))
— Pig () (T (™) T (7)) = Sy(e7) S (%) + 1) T, ()T, ()
+ | To(7) PP, + 2|To(¢7) PP
(A.81)

Luego, es posible notar que es posible construir la expresion del espectro estacionario del
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primer seguidor propuesto en (A.67), resultando de esta forma:

b, () + (1= [Ty(™)P) e, (7°) = be,_(7°) = P, (T3 ()] = [T, (/) S, (7))
— Pigo(7°) (TP )T () = S, ()51 (7) + 1) Tu(e?) T ()"
+ |Ty(") By + 2|To(e") PPy + T, (") ” (1T (&™) P, + |To ()P P)

bey (e79)

— [T () (T, () 2P, + |To ()2 7))
=g, (") = By (IT3(e™)* = |T,(e™)S,(e™)?)
= Pip () (T ()T (€7) = S, (e7)SH (%) + 1) To(7) T, ()"
+ (1= 1T(7)P) (1T ()P B, + [ To() P P) + | To(e™)]* Py
+ T, () (T, (™) 2P, + To(e™)]* )
(A.82)

De esta forma, al igual que en la forma propuesta en (A.34), es posible reemplazar de forma
iterativa sobre (A.82), para de esta forma obtener (5.28).

M Demostracion del Corolario 3

Considere un controlador PI genérico K (z) con pardmetros (), y );, constantes de posicién
y velocidad, respectivamente, de manera que:

Qulz =)+ Qiz _ Qez— Qs

C(Z): -1 -1 QCZQp+Qz
Reemplazando esta forma en (5.29).
Ko (Qe)z — Q; z Ko (Qe)z — Q; wy -2
= ) = )
z—1 (wg+ 1)z —wy z—1 (wg+ 1)z — wy

Con el disefio de K, y K, fijo, es posible retornar a K (z) usando (3.7), para comprobar el
cumplimiento de dicha relacién.

z—1 _ch—Qi' z QCZ—QZ'. w2z z—1
Ko + o= z—1  (wp+1)z—wy z—1  (wp+1lz—wy =z
oz 1 (wp+Dz—ws  (wp+1)z—wy; (wg+1)z —wy)(z—1)
- (Qez — Qi) ((wy + 1)z — wy) C Qpz—1)+Qiz  Quz—Q;
 ((wp+ D)z —wyp)(z—1) — K(2) = z—1 21
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Esto permite disefiar cualquier controlador PI estabilizante a priori siempre y cuando este
exista. Ademds como se cumple w; > 0, la estabilidad interna del lazo de control no se ve

comprometida, puesto que la cancelacién de (wy + 1)z — wy es estable, dado que % es

siempre real y menor a uno.

N Demostracion del Teorema 7
Para minimizar P, es posible escribir dicha varianza como una funcién de costo a minimizar:

Minimizar, P,, = (P, + P) + 1 *[(1 — 2n) P]
Sujeto a: n>0 (A.83)
n<|T()]%

El funcional de costo de (A.83) no es convexo, por lo que se dificulta su analisis. Sin
embargo, al plantear la variable auxiliar ¥ = 5!, la funcién pasa a ser convexa en 4.
Reescribiendo (A.83) se obtiene (A.84) que si es convexa.

Minimizary P,, = (P, + P) + 9*P, — 20P,

_ (A.84)
Sujeto a: 0> ||T(2)]

Como el funcional de costo de (A.84) es convexo, es necesario calcular sus puntos criticos
derivando; de esta forma:

dP,

S 2R 2P =0 — ¥ =1

2p (A.85)
d192w =2P, >0VY € R = 9" Es minimo global

Sin embargo, por [36], es posible notar que es imposible que se alcance ¥* = % =1, yaque
n esta disefiado de forma estricta inferior a 1, y auin ignorando este requisito de disefio, seria
necesario que ||7'(z)||,, = 1. Ademas, la funcién de costo es creciente en todos los reales.
De esta forma, el valor de ¢ 6ptimo estd en la restriccidn, es decir, el menor valor de P, se

obtiene con ¢ — ||T(z)|.., o expresado en términos de 7, n — ||T(2)| ..

[
Dado que las restricciones de estabilidad de cuerda exigen que < || T(2)||-., el éptimo,
estable en cuerda es = ||T(2)||.} — ¢, con € — 0.

Ademas, como el minimo global esta fuera de las restricciones y la funcién es estrictamente
creciente en ambos intervalos, es posible notar que P,, es inversamente proporcional a 7 en
todo el intervalo en que 7 asegura estabilidad de cuerda, dado que su derivada es siempre
positiva en el intervalo en que ¥ es mayor a 1. Esto puede apreciarse de forma grafica, al

notar que la funcién de costo de (A.84) es una funcion cuadratica convexa, cuyo punto de
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corte estd siempre en 1 = 1, siendo el efecto de cambiar las varianzas visible en la forma de
dicha funcién.
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