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RESUMEN

En el presente trabajo se presenta un método avanzado de control de procesos, conocido como Control Predictivo
por Modelo (MPC), que consiste en implementar un control que utiliza un modelo del proceso para predecir la salida de

la planta en un momento futuro, y con base en esto, optimizar las acciones de control futuras.

La planta a utilizar es de tipo hidraulica, compuesta por dos estanques acoplados. La variable a controlar es la

altura de los dos estanques. Esta planta es no lineal, multivariable e inestable.

El método de optimizacién a utilizar es el Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagrange con

Direcciones Alternadas (ADMM). Esta técnica de optimizacién se ha utilizado recientemente en control predictivo.

Esta técnica de control se va a probar utilizando simulaciones mediante MATLAB/Simulink.

Palabras Clave: MPC, Estanques Acoplados, ADMM, MATLAB/Simulink.
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ABSTRACT

In this work, an advanced process control method is presented, known as Model Predictive Control (MPC),
which consists of implementing a control that uses a process model to predict the output of the plant at a future time,

and with based on this, optimize future control actions.

The plant to be used is of the hydraulic type, composed of two coupled tanks. The variable to control is the

height of the two tanks. This plant is not linear, multivariable and unstable.

The optimization method to be used is the Alternating Direction Method of Multipliers (ADMM) algorithm.

This technique for optimization has recently been used in predictive control.

This control technique will be tested using MATLAB/Simulink simulations.

Keywords: MPC, Coupled Tanks, ADMM, MATLAB/Simulink.
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GLOSARIO

MPC: Model Predictive Control o Control Predictivo por Modelo.

ADMM: Alternating Direction Method of Multipliers o Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagran-

ge con Direcciones Alternadas.

PID: proportional-integral-derivative o proporcional-integral-derivativo.

LQR: Linear—Quadratic Regulator o Regulador Lineal-Cuadrético.

QP: Quadratic Programming o Programacion Cuadratica.

SISO: Single-Input and Single-Output o una entrada y una salida.

MIMO: Multiple Input and Multiple Output o Miltiples Entradas y Multiples Salidas.
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

1 Introduccion

Hoy en dia, los procesos en varios campos no solo requieren ajustarse a la resolucion actual y el desarrollo
de tareas que se hacen en el momento, sino que también a la previsibilidad para cumplir especificaciones técnicas
especificas de acuerdo con las necesidades cambiantes. Por lo tanto, en la actualidad se dice que el objetivo del sistema
de control es operar sobre las variables a manipular, de modo que se puedan satisfacer muchos criterios de desempeio,

dada la presencia de cambios en las caracteristicas especificas del proceso.

Una herramienta poderosa para abordar este desafio es la aplicacion de un Control Predictivo por Modelo (MPC),
que consiste en implementar un enfoque que utiliza un modelo de proceso para predecir la salida de la planta en un
momento futuro, y con base en esto, optimizar las acciones de control futuras. En particular, se busca la eficiencia a
partir de la implementacion del Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagrange con Direcciones Alternadas
(ADMM). La combinacion de estas técnicas representan una solucidn versatil, ya que se desarrolla en diferentes tipos de
modelos, funciones de costo o restricciones, convirtiéndose en una metodologia que puede ser mucho més reflexiva de

los criterios de desempeiio, relevantes en la industria de procesos.

1.1. Estado del Arte

El Control Predictivo por Modelo es un método de control avanzado de procesos, caracterizaindose por tratar
de predecir el comportamiento del sistema dindmico a través de un modelo interno y un algoritmo de prediccion,

diferenciandolo de otros métodos de control como lo son el cldsico PID o LQR.

En la industria ha sido utilizado mayormente en plantas quimicas y refinerias de petréleo desde la década de

1980. M4s recientemente ha sido usado en modelos de estabilidad para sistemas de potencia [1].

La principal ventaja de MPC es la optimizacion de la ventana de tiempo inmediata, teniendo en cuenta las
ventanas de tiempo futuras. Esto se consigue optimizando un horizonte de tiempo finito, pero implementando inicamente
la ventana de tiempo actual. MPC tiene la capacidad de anticiparse a acontecimientos futuros y tomar acciones de control
respecto a esto. Esta es una gran diferencia con los controladores PID y LQR, los cuales no poseen esta caracteristica de

prediccion.
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MPC puede trabajar de varias maneras, la mas comun es el modelo que tiene una funcién de costo cuadratico y
restricciones lineales, con el que se puede hacer un algoritmo de Programacién Cuadrética (QP), el que minimiza la

funcién de costo por iteracion.

Dentro de los distintos métodos de Programacion Cuadrética (QP) que se pueden aplicar para MPC, el que se va
a trabajar en esta memoria es el Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagrange con Direcciones Alternadas
(ADMM).

El Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagrange con Direcciones Alternadas (ADMM) es un
algoritmo de optimizacién que resuelve problemas convexos dividiéndolos en partes mas pequefias, donde cada una
es mas facil de manejar. Este toma la forma de descomposicion-coordinacion, donde las soluciones a sub problemas
locales se coordinan para encontrar una solucidn a un gran problema global. Un paso clave es la division de variables y

diferentes esquemas de division conducen a diferentes algoritmos.

Este algoritmo es muy adecuado para la optimizacidon convexa distribuida y en particular, para problemas de
gran escala que surgen en estadistica, aprendizaje automatico y otras dreas relacionadas. Este algoritmo se desarrollé en
la década de 1970, con raices en la década de 1950, y estd estrechamente relacionado con muchos otros algoritmos,
tales como: descomposicion dual, método de los multiplicadores, division de Douglas-Rachford, método de inversas
parciales de Spingarn, proyecciones alternas de Dykstra, algoritmos iterativos de Bregman para problemas ¢;, métodos

proximales, entre otros.

1.2. Objetivos Especificos

Se esperan los siguientes objetivos principales:

= Construir un modelo matematico de un sistema de estanques acoplados en su representacion en variables de

estado.
» Linealizar el modelo matematico y decidir donde linealizar.
= Plantear el problema QP en la Formulacidn Sparse para la resolucion del problema de control con MPC.
» Programar y utilizar ADMM en c6digo MATLAB formulado para la resoluciéon de MPC.
= Disenar diagrama decontrol MPC en Simulink.

= Agregar accion integral en el lazo de control para lograr referencia perfecta en estado estacionario utilizando la

técnica de los observadores.
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2 Control Predictivo por Modelo

El Control Predictivo por Modelo es un método de control avanzado que ha tenido gran éxito durante las tltimas
décadas para resolver problemas de procesos industriales mas complejos. Se utiliza mucho en procesos que requieran un
rendimiento bastante alto. No tiene una estrategia de control determinada, lo que hace es agrupar una serie de algoritmos

que se desarrollan bajo una misma idea central.

MPC resuelve un problema de control 6ptimo con un horizonte de tiempo finito en cada instante de muestreo
en lazo abierto, luego aplica la primera entrada resultante hasta el siguiente instante de muestreo, para luego volver a
resolver el problema de control éptimo en el siguiente instante de muestreo y asi el sistema pueda seguir una referencia
deseada. A pesar de que el problema de optimizacion es en lazo abierto, la estrategia no lo es, porque al tomar nuevas

medidas antes de resolver el problema de optimizacién produce un control realimentado.

Las principales caracteristicas de MPC:

Utiliza un modelo matematico del sistema, mediante su representacion en variables de estado de tiempo discreto.

La idea es bastante simple e intuitiva y no requiere matematicas complejas.

Resuelve un problema de optimizacion, generalmente minimizar una funcion de costo cuadratica.

A diferencia de otros tipos de control, la ventaja que tiene es que se pueden incluir las restricciones que tiene el

Pproceso.

Pasar del caso SISO al caso MIMO es relativamente simple.

2.1. Funcionamiento Basico de MPC

MPC funciona en base a 4 elementos principales:

Modelo matemadtico a controlar en su representacion en variables de estado de tiempo discreto.

Horizonte de control de tiempo finito de N muestras.

Conjunto de restricciones: estados internos, entradas y salidas.

Funcién de costo cuadritica a minimizar que penaliza las desviaciones de las entradas y estados de sus valores

deseados.
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El diagrama general de MPC es el siguiente:

Past inputs o Reference
redicte
and outputs outputs trajectory
— i +
Model C
Future
inputs
Optimizer <
Future errors
(’O.St Constraints
function

Figura 2.1: Estructura Bésica de MPC [2]

En cada instante de muestreo, lo primero que hace MPC es usar el modelo matemaético del sistema mas la
medicién u observacion del estado, para poder predecir el futuro comportamiento del sistema a lo largo del horizonte de
tiempo N de prediccion. Estas predicciones las usa para encontrar una secuencia de acciones de control que minimicen
la funcién de costo cuadrético, respetando las restricciones afiadidas. Luego de calcular la secuencia de entradas 6ptimas,
solo aplica la primera entrada hasta el siguiente instante de muestreo de control, para asi medir o estimar los estados
nuevos, repitiendo este proceso de optimizacién con un horizonte de prediccién mévil (conocido en inglés como receding
horizon) [3].

g v A

T —

0 1 2 3 1 5

Figura 2.2: Funcionamiento del Horizonte Mévil

En la Figura 2.2 se muestra el vector 6ptimo para un horizonte ¢t = 6. Solo se va a ejemplificar su funcionamiento

para dos pasos. Inicialmente nos encontramos en el instante k = 0, en este momento el controlador calcula el vector de
. . . . . t 2~ 2

acciones de acuerdo a los requerimientos del sistema y solo aplica ugp , representado por el drea sombreada. Las demds

acciones también se calculan y se obtienen, pero no son utilizadas.

A continuacidn, se avanza al paso 1, por lo que ahora nos encontramos en k = 1, con lo que el proceso vuelve

. . . t . ey . .
a repetirse y del vector de acciones nuevamente se aplica solo ugp , sin utilizar las demas acciones calculadas. Cabe
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destacar que cada vez que se repite el proceso, por cada paso se calcula un vector de acciones diferente, por esta razon

no se aplican todos los valores de un solo vector.

MPC es capaz de resolver sistemas lineales y no lineales. Si el sistema a controlar es lineal (o aproximadamente
lineal en un rango de operacion acotado), se define una funcién de costo cuadrética. Si las restricciones de las entradas y
los estados son lineales, entonces se dice que el problema MPC es lineal. La ventaja de que el problema MPC sea de
tipo lineal, es que el problema de optimizacion a resolver en cada instante de muestreo puede ser representado como la
formulacidn canonica de un problema de Programacion Cuadrética (QP) con restricciones de igualdad y desigualdad, la

cual tiene la siguiente forma:

1
min J(x) = ExTHx +hlx (2.1)
sujeto a las siguientes restricciones:
Ax=D> (2.2)
Cx<d (2.3)

donde H tiene que ser definida semipositiva para que el problema sea convexo y sea posible encontrar un minimo global

[4].

2.2. Definicion del Problema de Control

Se considera el siguiente sistema en variables de estado, el cual tiene las siguientes caracteristicas:
= Es lineal.
= Es de tiempo discreto.
= Es invariante en el tiempo.
Xiy1 = Agxk + Baug (2.4)
yi = Cxi (2.5)

en donde x; € R” representa el valor de los n estados del sistema en el instante de muestreo k, y, € R? y u; € R”
corresponden a los vectores de p salidas y m entradas de control respectivamente. A; € R™", B; € Ry C € R
representan las dindmicas del sistema. A, describe la influencia del estado actual en el estado siguiente, B, describe la
influencia de la entrada actual en el estado siguiente y C describe como es que el estado afecta a la salida. Inicialmente

se asume que todos los estados del sistema son medibles en el instante k.

Se necesita disefiar un controlador que logre que la salida del sistema siga una referencia deseada. Para esto se

define el vector de error ¢; € R” como la diferencia entre la referencia r, € R? y la salida yy:

e =TIk — Yk (2.6)

Al considerar r; = 0, es decir, se busca llevar la salida del sistema al origen, entonces e¢; = —yy. Para penalizar las
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desviaciones del punto de equilibrio, es conveniente definir una funcién de costo asociada al cuadrado del error:

Je = vk 2.7)
Sustituyendo 2.5 en 2.7, se obtiene:
_ T T _ T
Jir =x, C C xp = x;, Qxy, (2.8)
Q

donde Q) € R” es una matriz de pesos que refleja la importancia relativa de cada estado en la determinacién de la salida
del sistema. Ademads, al considerar aspectos practicos como el desgaste de los actuadores, restricciones fisicas de las
componentes del sistema, etc. conviene agregar un término cuadritico que penalice cambios drdsticos en las entradas de

control u;, quedando la siguiente funcién de costo:
= x,Zka + uzfuk (2.9)
donde la matriz I' € R™" representa factores de penalizacion definidas a tiempo de disefio.
Como el control predictivo necesita calcular el costo obtenido para las entradas futuras dentro del horizonte de

prediccion, se generaliza la funcion de costo como la suma de los costos individuales dentro del horizonte de prediccién

como:

=

J(xp, uy) = (x,{ka + u,{l"uk) + xI{,QNxN (2.10)
0

>~
Il

donde xIY\}QNxN representa un estado terminal con su correspondiente matriz de penalizacion Qy € R™" el que se
introduce para aproximar el comportamiento de un lazo MPC con horizonte infinito (lo cual no es posible implementar
en la practica) mediante un lazo con horizonte finito. En general, la expresion terminal influencia la calidad del control
logrado, la estabilidad del sistema, y la complejidad numérica del problema. La correcta seleccion de esta expresion no

es un problema trivial, el cual se resuelve mediante heuristicas.

Para determinar la accién de control 6ptima a lo largo del horizonte, es necesario encontrar la secuencia de

T
entradas " = [u(’;T uTT .. u;‘VT_l] € RN que minimiza la funcién de costo a lo largo del horizonte de prediccion.
Suponiendo que se dispone de una medicion o estimacion del vector de estados actual x;, se describe el problema QP de

la siguiente manera:

i =arg mﬁin J(xx, ug) (2.11)
sujeto a:
X0 =X (2.12)
Xkl = AgXg + Bauy (2.13)
W <y <yt (2.14)
X< Xy < A (2.15)
X< xy < o (2.16)
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donde x es el estado inicial cuyo valor al instante k puede ser medido o estimado mediante un observador, ™" y
u"* € R™ son los limites de los valores minimos y maximos que puede tomar cada entrada, x™" y x™* € R”" son los
limites de los valores minimos y maximos que puede tomar cada estado, x%i” y xy** € R" son los limites para los valores

minimo y maximo del estado terminal N.

La formulacién anterior plantea un problema de control en lazo abierto, ya que la secuencia de entradas 6ptimas
calculadas en el instante k no considera alteraciones o perturbaciones que puedan ocurrir al momento de ejecutar las
acciones futuras. En el caso de ocurrir perturbaciones, la aplicacion de las entradas precalculadas no generarén la tra-

yectoria Optima en los estados y salidas, generando una degradacion en el desempefio o incluso inestabilidad en el sistema.

Usando el enfoque de receding horizon, se resuelve el problema de optimizacién de horizonte finito en cada
tiempo de muestreo. Una vez que se determina la secuencia de entradas i, se aplica solo el primer elemento u, al
sistema, sin tomar en cuenta el resto de los valores de la secuencia 6ptima. Luego, en el intervalo de muestreo siguiente
se determinan los nuevos estados obtenidos a partir de la entrada aplicada y se define un nuevo problema de optimizacién
con un nuevo valor inicial, lo cual introduce una realimentacion indirecta, cerrando el lazo de control, evitando que las

diferencias entre el estado medido y el predicho se propaguen a instantes futuros.

Resumen de los pasos a aplicar en cada instante de muestreo para MPC:
= Se mide o estima el estado de la planta x; en el instante de muestreo k.
= Se plantea el problema QP.

= Se calcula la nueva funcidon de costo y se resuelve para determinar la secuencia 6ptima de entradas que lo

minimizan, i".
= Se aplica el primer elemento de la entrada de la secuencia de control 6ptimo, u.
= Se repiten los pasos para el siguiente instante de muestreo, k + 1.

Una forma de resolver el problema QP es eligiendo como variables de decision la entrada u; y el estado xg,

obteniendo la forma denominada Formulacion Sparse.

2.3. Formulacion Sparse

Esta formulacion se llama asi porque las matrices que se usan para plantear el problema de optimizacién en
la funcién de costo y las restricciones se denominan sparse. L.a matriz sparse es una matriz en la que la mayoria de
sus elementos tienen valor cero [5]. No existe una definicidén exacta de la proporcién de elementos con valor cero para
que una matriz califique como sparse, pero un criterio bastante utilizado para denominar a una matriz sparse es que el

numero de elementos distintos a cero sea aproximadamente igual al nimero de filas o columnas de la matriz.

Esta forma de plantear el problema ocupa las entradas y los estados como variables de decision. El problema de

optimizacién planteado en 2.112 se puede reescribir como:

op

U

" = arg min Jy(xy, ug) (2.17)
U
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Sujeto a las siguientes restricciones:

X0 =X (2.18)

Xe+1 = AgXyx + Bauy, (2.19)
Ix+Eu, <d (2.20)
Inxn < dy 2.21)

La restriccion 2.20 se construye con las restricciones 2.15 y 2.14.

La restriccion 2.15 se puede escribir como una sola desigualdad escribiéndola de forma matricial. Para eso hay

que separarla en dos inecuaciones:

XM < e < xR (2.22)
xmin < X X < Kmax (223)
—xp < —xMm xp < XX (2.24)

Se agrupan las restricciones de desigualdad de 2.24 en una sola:

xmax
X < [ min} (2.25)

La restriccion 2.14 se puede escribir como una sola desigualdad escribiéndola de forma matricial. Para eso hay

que separarla en dos inecuaciones:

U< gy < U™ (2.26)
W <y u, < um (2.27)
—up < =M u < ™ (2.28)

umax
. } (2.29)

[ 1 0 [ e
P P (2.30)
X up, < .
0 k I k umax
L 0 L_I_ _umln
~—— —— ———
J & d

De la misma manera, la restriccién 2.21 se construye con la restriccion 2.16. Esta restriccion se puede escribir
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como una sola desigualdad escribiéndola de forma matricial, para eso hay que separarla en dos inecuaciones:

Xt < xy < a0 (2.31)
X< xy xy < X0 (2.32)
—xy < =X xy < ™ (2.33)

Se agrupan las restricciones de desigualdad de 2.33 en una sola:

I X
s |V (2.34)
-1 i
~—— ~——

IN dy

Para que las matrices queden en la forma sparse, se define el siguiente vector que considera los estados y las

entradas:

T
9=[xg ul X ul . AL ul x] (2.35)

Con el vector 6 ya definido, la funcién de costo se formula de la siguiente forma:

Ll 0 o0 o 0]
Xi Xi
“11lo T 0o o 0
U Uo
X 0 0 Q 0 X
U 0O 0 0 T ... ... ... :llwm

Iv@) =| S ' | =6"r0 (2.36)

AN-1 : : : : A ©o[[Av-1
un—if oo | {un-

| Xy . . . . . . . . | Xy |

0 ... ... .. ... Oy

Al reescribir las restricciones de igualdad 2.18 y 2.19 en términos de 6 en forma matricial, se obtiene:

X0

-1 0 0 0 0 O© 0| uo X
X1 0
A; By -1 0 0 0 0
uj
0 0 Ad Bd -1 0 . : = : (237)
XN-1
0 Ad By ~Il{yy 0
P | ——
——— f

0

Al reescribir las restricciones de desigualdad 2.20 y 2.21 en términos de 6 en forma matricial, se obtiene:
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]
g & 0 0 ... ... O]f (4]
o0 F & ... ... ™ d
Ui )
< (2.38)
J & Xyt
d
0 IN| Un_| AN |
G | XN | g
N———

0

Con la funcidn de costo y las restricciones ya definidas, el problema de optimizacién QP queda de la siguiente

forma:
goPt = mgl’n Jn(0) (2.39)
Sujeto a
F0 = (2.40)
90 <g (2.41)

Estas restricciones de igualdad 2.40 y desigualdad 2.41, se pueden escribir como una sola restricciéon de

desigualdad en caso de ser necesario:
M0 < c, (2.42)

Para escribir la restriccion de igualdad 2.40 como restriccién de desigualdad se escribe de la siguiente for-

< ZF0<{ (2.43)

—h

Ahora se separa en dos ecuaciones de desigualdad:

f<Z6 FO<T (2.44)
- 70 < - FO<T (2.45)
Con esto, se pueden formar las matrices M, y ¢, de la restricciéon de desigualdad 2.42:
g g
M,=|7 cx=|f (2.46)
- F —f

2.4. Seguimiento a Referencia

Para que la salida siga una referencia distinta a cero (r # 0), se necesita que y — r, cuando el valor de la salida

estd en estado estacionario y.. Para obtener el valor de las entradas y estados que logren llevar el valor de la salida hasta

10
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el valor de referencia, se reescribe el sistema en variables de estado 2.4 y 2.5 en estado estacionario:
Xoo = AgXoo + Bylleo (2.47)
Voo = CXoo (2.48)
Se reordena la ecuacion 2.47 quedando de la siguiente forma:

Yoo = (I — Ay) "' Byt (2.49)

La ecuacion 2.49 se reemplaza en 2.48:

Yoo = C(I = Ag) ' Bytteo (2.50)

Despejando u., se obtiene el valor de la actuacién (entrada) en estado estacionario:

Ueo = [C(l - Ad)‘le] r (2.51)
Al calcular u, es posible calcular x., con la ecuacién 2.49.

Con esto, ahora la funcién de costo a minimizar es la siguiente:

min J = [(xk — %) Qxx — Xoo) + (g — o) Tty — uoo)] + (xy — Xeo) T QN (N = Xoo) (2.52)
0

4

=~
Il

Sujeto a las restricciones:

Xo = X (2.53)
X1 = Agxy + Bauy (254)
W <y < U™ (2.55)
KM <y < KMAE (2.56)
X< xy < (2.57)
Se hace el siguiente cambio de variables:
)~Ck = Xk — Xoo (258)
ftk = Ui — U (259)

Con este cambio de variables, la funcién de costo a minimizar y sus restricciones quedan de esta forma:

b4

min J (&, i) = (x,fmk + a,{rak) + X Qy iy (2.60)
0

=
Il

11
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sujeto a las restricciones:

0=X

Xir] + Xoo = Ad(fék + Xoo) + Bd(ﬁk + I/loo)
Wy < g < U™ — g
XM xeo < K < XM = xg

X" = Xoo < X < XY — Xeo

Con esto, el problema de optimizacion hay que llevarlo a su Formulacion Sparse.

~0pt
MP

o = argmin Jy (X, i)
ity

Sujeto a las siguientes restricciones:
X0 = X
X1 = AgXy + Byliy

jfck+817tkﬁd~

Iniy < dy

Reordenando las restricciones 2.63, 2.64 para dejarlas como la restriccion 2.69, queda:

I 0 [ X9 — xo
—I| _ 01 _ M4 X
X + U, <
0 1 U™ — Yy
0 -1 | — 1" + U |
S~—— S~ —
J & d

(2.61)
(2.62)
(2.63)
(2.64)

(2.65)

(2.66)

(2.67)
(2.68)
(2.69)

(2.70)

(2.71)

(2.72)

12
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Y la funcién de costo a minimizar 2.60 queda reescrita de la siguiente forma:

T Q 0 0 0 0 |
X X
1o r 0o o 0
Uo uo
% 0O 0 Q O 7
. o 0 0 T ... oo B
ING) =] o . | =0"70 (2.73)
XN-1 XN-1
Ile_l aN—l
Xy Xn
0 Qy |
Por lo que el problema de optimizacién queda:
6°P" = min Jy(6) (2.74)
Z
Sujeto a
Fo=F (2.75)
96<3 (2.76)
donde .% y ¢ son las mismas matrices de 2.37 y 2.38 y:
B 4]
_ |0 |4d
f= g= (2.77)
[ 0 ] dy |

Con esto, del vector 6 se elige solo la primera entrada que corresponde a la desviacién éptima de la entrada que

permite seguir la referencia deseada, por lo que la entrada 6ptima a aplicar es:
~opt
U’ = itg” + Uoo (2.78)
Al usar seguimiento a referencia no asegura obtener error cero en estado estacionario. Para arreglar esto, es

necesario utilizar observadores y estimar las perturbaciones, esto permite realizar una accién integral en el controlador y

se podrda minimizar el error a cero.

13
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2.5. Observadores y Perturbaciones

2.5.1. Observadores

Muchas veces no es posible medir directamente todos los estados del sistema, ya sea porque estos no son
accesibles o no es econdmicamente viable. Por esto, una opcion es obtener una estimacion de los estados a través de un

observador de estados.

El observador de estados es un sistema dindmico en el que sus estados convergen a los estados del sistema
observado [6]. Dependiendo del niimero de estados observados, el observador puede ser de orden completo o de orden

reducido. A continuacion se muestra el diagrama del observador.

_* Planta ] Ok

v

2,
Observador

J

Figura 2.3: Diagrama de Bloques del Observador de Estados

Considerando que se quieren estimar los estados x; del sistema:

Xir1 = AgXy + Bauy (2.79)
v = Cxt (2.80)

Para esto se considera la aproximacion del estado como x; del modelo:

)AC](JF] = Ad)ACk + Byuy (281)

Esta reconstruccion del estado, es posible hacerla utilizando las mediciones de la salida y;. Esto puede realizarse

introduciendo la realimentacion de la diferencia ente la medicion y la salida estimada, y, — C Xy, obteniendo:
Xir1 = AaXr + Bauy + Lg (v — CXy) (2.82)

donde L; es una matriz de ganancia.

El término L;(y; — CX;) no afecta en la ecuacion 2.82 si la salida medida es igual a la estimacion de la salida

generada por la estimacion del estado. Se define el error entre el estado real y el estado estimado como:

)\ék = X — )Ek (283)

14
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Reescribiendo la ecuacidn 2.82 con la expresion del error 2.83 se obtiene:

Xir1 = AgXy — La(yr — CXy) = (Ag — LyC) Xy (2.84)

Como las matrices A; y C son constantes, la matriz L, se tiene que escoger de manera que los autovalores del
observador que vienen dados por (A; — L;C) tienen que ser asintoticamente estables. Esto hara que el error X, — 0,

logrando que X; =~ x;, pudiendo reconstruir el estado del sistema con la estimacién Xy.

2.5.2. Observador Extendido

Muchas veces el observador mostrado anteriormente no sirve para reconstruir los estados, esto debido a las
perturbaciones que pueden sufrir los sistemas y estas afectan la estimacion de los estados. Al generalizar este problema,

se puede describir un modelo con perturbaciones de la siguiente forma:

Xkl = Adxk + Byuy + dek (285)
Yk = Cx; + e (286)

donde d;, es la perturbacion de entrada y ey es la perturbacion de salida.

La perturbacion d; se considera como constante en el tiempo, por lo que cumple con lo siguiente:

div1 = di (2.87)

Al considerar esta perturbacion, se aumenta el grado del sistema, por lo que se define un nuevo vector de

estados:

= | (2.88)
k= dk .

Con esto, el sistema aumentado viene dado por:

AR BE "
dy+1 0 I [|d 0
—_——
A B,
w-lc o [dk] (2.90)
C;

Siguiendo los mismos pasos vistos anteriormente para el observador bésico, se tiene el siguiente observador para
el sistema aumentado:
Zkv1 = A2k + Bag + L(yi — C2) (2.91)

con los autovalores del observador dados por (A, — L,C,).

15
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Su diagrama es el siguiente:

uy, Yk
> Planta

h ¥

X

Fkﬂ]:[/ld Bd] ‘k
dic+1 U N

+ [%1] U + L [yy — C,2]

-~

Figura 2.4: Diagrama del Observador

Teniendo la ganancia del observador del sistema aumentado, esta estimacion es posible representarla en la forma

de variables de estado. Reagrupando la ecuacion 2.91 se obtiene:

Xir1 = AopsXk + Bopslt

yk = Cobsik
donde
Aobs = Az - LzCz; Bobs = [Bz Lz] 5 Cobs =1
y
_ 7 L X
entrada : u = [ ] salida : 'y, = [A ]
Yk dy

2.5.3. Seguimiento a Referencia con Estimacion de la Perturbacion
Usando el observador extendido, se tiene la siguiente representacion:
Xir1 = Agxy + Byuy + dek

vk = Cxi

(2.92)

(2.93)

(2.94)

(2.95)

(2.96)

(2.97)

Como se vio anteriormente para el seguimiento a referencia, se sabe que en estado estacionario y,, — ry la

perturbacion d; se considera constante y como una estimacion, por lo que d; = d. Por lo tanto, en estado estacionario se

tiene:

Xoo = Adxoo + Byue + de

Voo = CXoo

(2.98)

(2.99)

16
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Reordenando la ecuacion 2.98 para despejar x, se tiene:

Xeo — AgXeo = By (uoo + c?)
(I = A))Xeo = By (1o + d)
X = (I = Ay ' By (uoo + ci)

Reemplazando 2.102 en 2.99:
Yoo = CU = A" By (oo + d)

Se despeja u,, de la ecuacion 2.103:

[CU —A)) ' Byl oo = tteo +d
o = [CU = Ag) "Byl 'y — d
oo = [C(I—Ag) "By 'r —d

(2.100)
(2.101)
(2.102)

(2.103)

(2.104)
(2.105)
(2.106)

Con esto, se logra conseguir accion integral y seguimiento a referencia cuando hay perturbaciones constantes

utilizando la técnica de los observadores.

2.6. Pre Estabilizacion de la Planta

Adicionalmente, ahora se agrega una caracteristica mas a la planta: la inestabilidad. Esto se debe a que la planta

en tiempo discreto tiene sus polos H{A; > 1}. Por este problema que se presenta, hay que pre estabilizar el sistema, una

forma de hacerlo es usando la siguiente ley de control:

u, = —Lx; + u;

La ecuacién anterior se reemplaza en la ecuacion 2.4 por lo que queda:

Xk+1 = (Ag — BaL)xi + Bauy

con A = A; — ByL donde A{A} < 1. Con esto ahora se tiene un sistema estable.

Con esto se reescribe el nuevo sistema:
Xk+1 = Axk + Bdﬁk
vk = Cxi

Sujeto a la siguiente restriccion:

umm S ﬁk _ ka S umax

(2.107)

(2.108)

(2.109)

(2.110)

(2.111)
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Con estos cambios, el problema QP se describe de la sigueinte manera:

i =arg mjl’n J(xx, ug)
u

sujeto a:

umin < ﬁk _ ka < ymax
Xo =X
Xpe1 = Axg + Byity
xmin <x < x/nax

min max

Xy S XN S Xy

El diagrama del nuevo sistema de control es el siguiente:

ﬂk U * Vi

MPC Planta

Xk

Figura 2.5: Diagrama de Bloques MPC

2.6.1. Formulacion Sparse

opt

u, = arg min Jy(x, ug)
ity

Sujeto a:

Xop =X

Xir1 = Axg + Bauy

[ 1 [ 0 [ xmax
-] O _ —xmin
7 X + / up < max
L L ] L_I_ »_umin_
~—— —— ~——
R) & d
I max
-1 —Xy
—— ~——
IN dy

(2.112)

(2.113)
(2.114)
(2.115)
(2.116)
(2.117)

(2.118)

(2.119)

(2.120)

(2.121)

(2.122)
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Funcion de costo matricial:

] Q@ 0 0 0 0 | ) )
Xi Xi
“1lo r o o 0
Uy Uo
x| O 0 Q 0 X1
u 0 0 0 T u
In(O) = = 6" 70
XN-1 XN-1
uy-1| | | un-1
| AN ] : : | AN
[0 Qy |
Restricciones matriciales:
] |
-1 0 0 0 0 O 0]| —x
X1 0
Ay B, -I 0 0 O _ 0
Ui
O 0 A; B; -1 O =
. ... . XN-1
| 0 Ad Ba —I|gy_, 0
pe o | ——
~—— f
)
]
3 & 0 0 0 ]| o vl
X
00 I & - d
up
<
: S & |l :
— d
»O jNA UN—1 L N |
G | XN | 9
N——

2.6.2. Seguimiento a Referencia

Sistema en variables de estado en estado estacionario:

Xoo = AXeo + Byt

Voo = CXoo

(2.123)

(2.124)

(2.125)

(2.126)

(2.127)
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Expresiones en estado estacionario:
—\—1 .
Yoo = (I = A) " Byt

Voo = C(I=A) Byt
oo = [C (1-73)" Bd] r
Uso = Uoo — LXoo
Cambio de variables:
X = X — Xoo

Uy = U — Ueo

Formulacion Sparse.

~0pt P ~ ~
" =arg min In (X, itx)
k
Restricciones:
Xo = X
Xk+1 = AgXy + Byl
1 [0 | [ XM — X
-1 _ 0f . — X" 4+ X
X + u, < _
-L 1 U+ [ Xoo — Uoo
| L | | -1 | — 1" — LXoo + Uoo |
S~ S~
3 & d

—— ~———
IN dy
La funcion de costo matricial:
T Q 0 0 0 0 |
X X
1o r 0o o -
U Uo
% 0 0 Q O 7
3 iy 0O 0 0 T ... ... ... :llm; o
InG) =| .| =6"r8
XN—1 XN-1
UN-1 | [
)?N : )~CN
0 .. Q|

(2.128)
(2.129)

(2.130)

(2.131)

(2.132)
(2.133)

(2.134)

(2.135)

(2.136)

(2.137)

(2.138)

(2.139)
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Problema de optimizacion:

Sujeto a:

6°P" = min Jy ()
g

Del vector 6 se elige solo la primera entrada:

Su diagrama es el siguiente:

| —

Seguimiento a
referencia

2.6.3. Observadores

FO=1i
GO<3{
uP = 0" U
Ueo > Uy, Up
MPC
Xoo

Planta

Xk

Figura 2.6: Diagrama de Bloques MPC Referencia

Estimacion de los estados x; del sistema estabilizado:

Xir1 = Axg + Bauy,

Vi = Cxi

Aproximacion del estado xy:

Xir1 = AXx + Bauy,

Reconstruccion del estado utilizando la salida yy:

Res1 = ARy + By + Ly(yx — CRy)

Error entre el estado real y el estado estimado como:

Xk = x5 — X

(2.140)

(2.141)
(2.142)

(2.143)

(2.144)
(2.145)

(2.146)

(2.147)

(2.148)
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Reescribiendo la ecuacion 2.147 con la expresion del error 2.148 se obtiene:

Xes1 = A¥y — Ly — C%y) = (Z - LdC) X

2.6.4. Observador Extendido

Modelo con perturbaciones:

Xkl = ka + Byuy + dek

Vi = Cxi + e

Se aumenta el grado del sistema y se define un nuevo vector de estado:

<[
ol el 5]

Sistema aumentado:

Observador para el sistema aumentado:

2k+1 = Azék + Bzﬁk + Lz(yk - Czék)

Representacion en la forma de variables de estado:

Xir1 = AopsXk + Bopslt

yk = Cobs}k
donde
Aobs = Az - LzCz; Bobs = [Bz Lz] 5 C()bs =1
y
= ﬁk . — )ek
entrada : u; = [ ] salida @y, = [A ]
Yk d

(2.149)

(2.150)
(2.151)

(2.152)

(2.153)

(2.154)

(2.155)

(2.156)

(2.157)

(2.158)

(2.159)
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2.6.5. Seguimiento a Referencia con Estimacion de la Perturbacion
Representacion en estado estacionario:
Xeo = AXeo + Bju, + Bdc?
Voo = Cxeo
Expresiones en estado estacionario:
xoo = (1=A) " By (i +4)
Voo = C(I1=A)" By (tie +d)
o = [C(1-A) B 'r—d

Uy = Uoo — LXoo

El diagrama completo del sistema de control es el siguiente:

Y

L J

dy,

oo, U, U

MPC "+ Planta
Xeo
-~
Xk

Xi

r— SEQILL?’HIQHI:G @ Observador
referencia |e p
d

Figura 2.7: Diagrama de Bloques Completo del Sistema

(2.160)

(2.161)

(2.162)

(2.163)

(2.164)

(2.165)
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3 Método de Optimizacion

La teoria clasica de la optimizacion consiste en un conjunto de métodos y resultados analiticos y numéricos que
se enfocan en encontrar e identificar el mejor candidato en un conjunto de alternativas, sin necesariamente enumerar y

evaluar todas estas alternativas. En general, un problema de optimizacion es un problema de toma de decisiones [7].

Los problemas de MPC se resuelven con métodos de optimizacién no lineal, generalmente programacion
cuadrdtica, que en la funcién objetivo contiene términos cuadraticos y el conjunto de factibilidad puede ser especificado

con ecuaciones e inecuaciones lineales.

A continuacion se presenta el método de optimizacion a utilizar, el Algoritmo del Método de los Multiplicadores

de Lagrange con Direcciones Alternadas (ADMM).

3.1. Algoritmo del Método de los Multiplicadores de Lagrange con Direccio-
nes Alternadas (ADMM)

ADMM empez06 a desarrollarse en la década de 1960, hasta tener su nombre propio a principio de 1970. Este
algoritmo estéd estrechamente relacionado con diversos otros, como lo son: la Descomposicion Dual, 1os Métodos

Proximales, 1a division de Douglas-Rachford, entre muchos otros [8].

ADMM en particular nace de la combinacién de dos métodos. El primero es el principio de la Descomposicion
Dual, el que permite dividir el problema de optimizacion en dos funciones de costo, las que se resuelven paralelamente
y transforma un problema grande en dos més pequefios. El segundo es el Método de los Multiplicadores Aumentados
de Lagrange, el que se basa en el método de los lagrangianos, pero que agrega un término adicional conocido como
“aumentado”, obteniendo de este método la estructura y propiedades favorables para poder conseguir la convergencia

que se desea.

3.1.1. Descomposicion Dual

Se considera el siguiente problema:
min f(x) 3.1)
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sujeto a:
Ax=b>b

con f(x) estrictamente convexa y cerrada. Se define el lagrangiano:

L(x,u) = f(x) + u’ (Ax — b)

El gradiente de la descomposicion dual se repite parak = 1,2,3, ...
x® = argmin L (x, u(k_l))
X

u® =&Y 4 g (Ax(k) — b)

3.1.2. Método de los Multiplicadores Aumentados de Lagrange
Acd se modifica el problema, para p > 0:

min f(x) + glle — bl

Se modifica el lagrangiano:
Ly(xu) = () + u” (Ax = b) + SllAx = bI5

y se repite parak =1,2,3,...

(k) _ 2 (k=1)
x =argminL, (x,u

40 = k=D +p(Ax(k) _ b)

3.1.3. Método de los Multiplicadores de Lagrange con Direcciones Alternadas
ADMM lo que hace es combinar lo mejor de ambos métodos. Se tiene el siguiente problema:
min f(x) + g(2)
X,Z

sujeto a:

Ax+Bz=c

Se define el lagrangiano aumentado para p > O:

Lyx,zu)= f()+g7) + u'(Ax+Bz—c) + S|lAx+Bz—c|P
— 2

Funcion de Costo  Multiplicadores de Lagrange

Término Proximal Aumentado

se repite parak =1,2,3,...

x® = argmin L, (x, &b, u(k_l))
X

(3.2)

(3.3)

(3.4)

(3.5)

(3.6)

(3.7)

(3.8)

(3.9)

(3.10)

(3.11)

(3.12)

(3.13)
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2 = argmin L, (x*D, 20 441 (3.14)
X
u® = u*V 4 p (AxY + B9 - ) (3.15)
Para f'y g, las iteraciones de ADMM satisfacen para cualquier p > 0, lo siguiente:
» Convergencia Residual: r® = Ax® + Bz®¥ — ¢ — 0 cuando k — .
= Convergencia Objetiva: f(x¥) + g(z¥) — f* + g*, donde f* + g* es el valor objetivo primal éptimo.

» Convergencia Dual: u® — u*, donde u* es una solucién dual.

Si se sigue desarrollando el lagrangiano aumentado 3.12:

L(x,z,u) = f(x) + g(2) + " (Ax + Bz — ¢) + g(Ax + Bz— o) (Ax + Bz - ©) (3.16)

Se factoriza con el término g:

Ly(x,z,u) = f(x) + g(2) + g

2
(Ax+ Bz—¢)'(Ax+ Bz—¢) + =u’ (Ax + Bz - c)] (3.17)
P

Se expanden los términos cuadréticos:

Ly(x.z,u) = f(x) + g(2) + g

2 2
TATAx + 2x"AT Bz =)+ ||Bz = | + =xTATu+ Zu” (Bz - c)] (3.18)
p p

Se reordenan los términos:

2 2 2
Lp(x,z,u):f(x)+g(z)+g ‘Ax+Bz—c+z Bz—clP + Zu'(Bz—c)— ||Bz—c+ & ] (3.19)
p p p
Para finalmente reordenar la ecuacion de la siguiente forma:
p ull>  p||ulf
L,(x,z,u) = f(x) +g(x) + 5 ||[Ax+Bz—c+ —|| —%||— (3.20)
2 Jol 2 1lp

El siguiente paso a seguir es hacer un cambio de variables w = %, con esto, el lagrangiano aumentado queda de
la siguiente forma:
P p
Ly(x,z,w) = f(x) + 8(2) + SllAx + Bz = ¢ + wll; = SIwll (3.21)

y ADMM se actualiza de acuerdo a [9]:

*® = argmin f(x) + g | Ax + BED — ¢ 4 w12 (3.22)
X
7P = arg min g(z) + g ||Ax(k) +Bz—c+ w(k_l)Hi (3.23)
Z
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Notar que la iteracion k-ésima de w(k) es una suma de los residuos:

k
w® = O 4 Z (AxD + B2 - ) (3.25)
i=1

3.2. Algoritmo ADMM para la Formulacion Sparse

En esta seccidn, se va a ver la formulacion de ADMM para Programacion Cuadrética para usarse en la Formula-
cién Sparse. Esta se basa en el paper Embedded ADMM-based QP Solver for MPC with polytopic constraints [10].

El problema QP que se plantea para MPC es el siguiente:

1
min ExTHx +h"x (3.26)
sujeto a las restricciones:
Gx<g (3.27)
Fx=f (3.28)

donde H tiene que ser definida semi positiva. ADMM esta definido solo para restricciones de igualdad y la restriccion
3.27 es de desigualdad. Para solucionar esto, la restriccion de desigualdad hay que transformarla en una restriccion de
igualdad, esto es posible mediante la utilizacién de una variable de holgura z, por lo que la nueva restricciéon queda
asi:

Gx+z=¢g (3.29)

Con esto se genera una nueva restriccion:
z>20 (3.30)

Pero esta nueva restriccion es posible definirla en la funcion objetivo como una funcién indicatriz, la cual puede
tomar dos valores {0, 1}. Esta funcién toma el valor de 1 si es que z pertenece al conjunto definido, en caso contrario,

esta funcion toma el valor de 0. Con esto, el problema QP se puede representar de la siguiente manera:

1
min —x" Hx + h' x + I(z) (3.31)
X,Z ——
f@) 8@
sujeto a:
Ax+ Bz=c¢ (3.32)
con
G Il g
A= B = c= (3.33)
F 0 f
I7(z) :  funcion indicatriz. (3.34)
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De esta manera, el algoritmo de ADMM para un problema general del tipo QP viene dado por:

x%D = gremin f(x) + g ||Ax +BZP —c+ w(k)H2 (3.35)
X
2%V = argmin g(z) + g |[Ax*D + Bz — ¢ + w(k)H2 (3.36)
Z
w&D — 0 L Ayt D gD (3.37)

Los sub problemas descritos en las ecuaciones 3.35, 3.36 y 3.37 tienen una tnica solucion por si solas las cuales
se obtienen encontrando su punto critico. Esto se hace derivando la expresion e igualdndola a cero. A continuacion, se

van a encontrar los 6ptimos de las ecuaciones mencionadas anteriormente.

La ecuacién 3.35 en funcidn de la variable x que corresponde al primer paso del algoritmo de ADMM para un

problema QP se describe:

1
x%D = grg min ExTHx +h'x + g |Ax + BZY —c + w(k)H2 (3.38)

Trabajando la expresion cuadrética y haciendo las simplificaciones correspondiente queda:
1 T
0 —argmin 2 (- A7) x - (B - o axs BB —conf 039

Al derivar la ecuacién 3.39 e igualarla a cero, se obtiene la expresién que minimiza la variable x**1:

x4 = (H o+ pATA) " [=h - pAT (B2 — ¢+ w)] (3.40)

El segundo paso a seguir de ADMM es el de la ecuacidn 3.36 que estd en funcion de la variable z, el cual para un
problema QP esta dado por:
2V = argmin I(z) + g |Ax®*D 4 Bz — c + w|| (3.41)
Z

Buscando la expresién que minimiza ¥t es posible notar que se puede plantear como un problema de

optimizacién que viene dado por:
Ve 2
25D = arg mlng HAx(k“) +Bz—c+ w(k)” (3.42)
Z

sujeto a:
220 (3.43)

donde la funcién g(z) que corresponde a la funcién indicatriz, se puede plantear como una restriccién de desigualdad.

El término Bz es equivalente a la siguiente matriz:

-
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Al reemplazar la matriz obtenida en 3.44 en la ecuacion 3.42 se obtiene:

2 (k)

25D = gromin PlAx®D L5 Z e v (3.45)
Z

sujeto a:

Dado que se estd optimizando en funcidn de z, no se tomard en cuenta la segunda fila de las matrices ya que no

poseen esta variable. De este andlisis, la funcién a optimizar se reduce a:
(k+1) _ P (k+1) ®)]|2
Z —argmln2 HGx +z—-g+w H (3.47)
Z

sujeto a
220 (3.48)

Para el andlisis que sigue, se va a hacer un cambio de notacién, esto para facilitar la descripcién del método que

se usa para encontrar el 6ptimo de z*¥D.

Esta funcién de costo, 3.47 se puede reescribir agrupando términos, para lo que se define que z; > d — a;, donde
T
se usa la variable auxiliar a; = Gx**1 — g + w(lk) donde w® = [w(lk) w(zk)] . De esta forma, la funcion de costo se puede

expresar Como:

2"V = argmin gllzi —ajll® (3.49)
Zj

sujeto a
z;=>0 (3.50)

La solucién de este problema de optimizacion es igual a méx(0, a;) donde el 6ptimo de esta funcién de costo es
a;, en el caso de que este valor sea negativo por la restriccion de no negatividad, la solucién seria cero. Volviendo a las

expresiones originales, la solucion de este paso de ADMM corresponde a:

Z(k+1) — max {O, g- Gx(k+1) _ W(k)} (351)

Finalmente, el algoritmo de ADMM para un problema QP viene dado por:

-1

x(k+1) — (H +pATA) [_h —pAT (BZ(k) —c+ W(k))] (3.52)
75D = max {O, g—Gx*D - w(k)} (3.53)
wkD = @ AR D kD (3.54)
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4 Muestreo del Sistema

El control digital, que es a través de un computador, cada vez se ha vuelto mas comin en reemplazo del control

andlogo. Para hacer control digital es necesario que exista una comunicacion coordinada entre el controlador y la planta.

Para esto, es necesario convertir las sefiales andlogas continuas en sefiales de tipo discretas para que entren al
controlador digital y este pueda leerlas e interpretarlas. Esto se logra utilizando la técnica de muestreo. Luego, estas

sefiales de tipo discretas hay que volver a convertirlas en sefiales andlogas continuas para que actden sobre la planta.

Esto se hace mediante Conversores Analogo Digital, que convierten sefiales andlogas continuas en sefiales de
tipo discretas (A-D). Para hacer el proceso inverso estdn los Conversores Digital Andlogo, que convierten las sefales de
tipo discretas en sefales andlogas continuas. El proceso de reconstruccién de la sefial viene dado por un Retenedor de

Orden Cero (ZOH, por sus siglas en inglés, Zero Order Hold).

4.1. Muestreo con Retenedor de Orden Cero (ZOH)

En la Figura 4.1 se presenta el diagrama de bloques de un sistema de control digital.

C
(.)n'trolador Actuador Planta
Digital

Figura 4.1: Diagrama de Bloques Sistema de Control Digital

Una senal andloga entra al Conversor Anédlogo Digital, este la muestrea en periodos iguales mediante impulsos
para obtener los datos de la sefial andloga y transformarla en una sefial digital, la cual entra al controlador digital para
ser leida e interpretada para la accion de control. A continuacidn se muestra una sefial andloga de entrada y cémo queda

una vez que es muestreada por el Conversor Andlogo Digital.
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=)

T 2T 3T 4T 5T ... T 2T 3T 4T 3T ..

Figura 4.2: Conversion de Sefial Andloga a Digital

Luego, esta sefial digital tiene que volver a convertirse en continua, por lo que entra al Convertidor Digital
Andlogo. Aca se aproxima la sefial mediante un retenedor de orden cero, donde la primera muestra se retiene hasta
la siguiente muestra por lo que queda constante, hasta obtener el siguiente dato el cual nuevamente se retiene y asi
sucesivamente. De esta forma se aproxima una sefal continua teniendo una sefial discreta. A continuacion se muestra

como queda la sefial una vez que pasa por el Conversor Digital Andlogo.

=)

T 2T 3T 4T 5T .. T 2T 3T 4T 5T ...

L J
L J

Figura 4.3: Conversién de Sefial Digital a Andloga

Ahora esta misma idea se va a explicar para un sistema en tiempo continuo que estd expresado en su forma de

variables de estado.

Se tiene el sistema de tiempo continuo en variables de estado:

X(t) = Aqx(t) + B.u(t) 4.1)

y(t) = Cx(t) + Du(r) 4.2)

Se quiere llegar a la siguiente representacion de variables de estado del sistema en tiempo discreto:

Xir1 = AgXy + Byuy (4.3)

Vi = Cxi + Duy (4.4)

Donde u(t) se mantiene constante en todo un intervalo de muestreo k7 < t < (k + 1)T. Como y(¢) solo depende
de los valores presentes y no de la dindmica del sistema, la ecuacion discreta 4.4 es directa de la ecuacién 4.2, por lo que

las matrices C y D no cambian.

A continuacidn se presenta la solucion de la ecuacion de estados [11] y la discretizacion invariante al escalon

para obtener el modelo discretizado del sistema.
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4.1.1. Solucion de la Ecuacion de Estados

La ecuaciéon homogénea de 4.1 es:
x(t) = Ac.x(t)

Cuya solucioén es:

Ac(1—to)

x(t) =e x(ty)

con x(ty) el vector de condiciones iniciales.

Ac

La matriz e”<’ se puede obtener desarrollando la serie de Taylor como:

A2t2 A3l3
TRREY

AT =T+ A+

Definiendo una nueva matriz como:
D(f) = !

la ecuacion 4.6 se puede reescribir asi:
x(1) = O(t — 19)x(to)

con esto, la solucién de la ecuacion 4.1 no homogénea tendra la siguiente forma:

x(1) = O — to)a (1)

Derivando la ecuacién 4.10 respecto a ¢, se obtiene:

J d
Zx(t) = A.D(t — to)a (f) + D(t — fo)aa’l(t)

d
=A.x(t) + O(t — to)zal(t)

Al comparar la ecuacion 4.11 con la ecuacién 4.1, se observa que:

d
(1 = to) a1 (1) = Beulr)

Resolviendo se obtiene:

a;(f) = f O (1 - to)B.u(t)dt +

Iy

con esto, la solucién de la ecuacidn de estados es la siguiente:

x(1) = O(r — to)a1(t) = Dt — 1) [ f O~ (1 = t0)B.u(t)dt + z

Iy

= Ot — to)ay + Dt — 1) f O (1 - 1p)B.u(t)dt

4.5)

(4.6)

4.7)

(4.8)

4.9)

(4.10)

4.11)

(4.12)

(4.13)

(4.14)
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dado que

Ot — 1) (1 — 1) = M7V ATT) = AMTD = @t — 1)

la ecuacion 4.14 se puede escribir de la siguiente forma:

4.1.2.

x(t) = O(t — ty)an + f O(t — 7)B.u(t)dr

fo
Para calcular el vector constante «,, la ecuacion 4.16 se evalta en t = ¢:

x(tp) = ®0)az = a2

La solucion de la ecuacion de estado queda:

x(t) = Ot — ty)x(ty) + f O(t — ty)B.u(t)dr

fo

La matriz ®(r) es conocida como matriz de transicién o matriz fundamental.

Solucién de la Ecuacién de Estados con la Transformada de Laplace

Otra forma es aplicar la transformada de Laplace a la ecuacion 4.1.

sX(s) — x(0) = A X(s) + B.U(s)

Se reordena:
[s] —A:]X(s) = x(0) + B.U(s)

Se multiplica por la inversa de [sI — A.] por la izquierda:

X(s) = [sI — A 'x(0) + [sI = A, 'B.U(s)

Al aplicar la transformada de Laplace inversa:

x(t) = L7sI = A"} x(0) + L7 {[s] = A Bou(n)]

Al comparar la ecuacion 4.22 con la ecuacion 4.18 se observa lo siguiente:

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)

(4.20)

(4.21)

(4.22)

= El primer término de la ecuacion 4.22 corresponde a la solucidn de la ecuacion homogénea cuando u(f) = 0.

= El segundo término de la ecuacion 4.22 corresponde a la solucién particular de la ecuacién no homogénea para

una entrada u(r) # 0.

= Para obtener la matriz de transicién ®(¢) se iguala el primer término de las ecuaciones 4.22 y 4.18, con lo que

queda:

x(1) = (Dx(0) = L7 {[sI = AT} x(0)

(4.23)
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esto implica que:
o0 = L7 {[sT - A
4.1.3. Discretizacion Invariante al Escalon
Para hallar A; y By, hay que trabajar la ecuacion 4.1. Primero se reordena la ecuacion.

x(t) — Acx(t) = Bou(t)

Se multiplica a ambos lados por la izquierda por la matriz exponencial e=A</,

e (1) — Aex (D)) = e A Bou(r)

El lado izquierdo se puede expresar de la siguiente forma:

d (e"AC’ACx(t))
dt

= ¢ ' B.u(r)

Se aplica la integral desde 0 a r a ambos lados de la ecuacion:
t
e x(t) — x(0) = f e A" Bu(t)dr
0

Se despeja x(7):
t
e A x(f) = x(0) + f e " B.u(t)dr
0

f
x(t) = e*' x(0) + f e~ B.u(t)dt
0

En la ecuacién 4.30 se consideran dos instantes de tiempo, uno para t = kT y otro para t = (k+ 1)T:

kT
x(kT) = 2T x(0) + AT f e AT B.u(t)dr
0

(k+DT
x((k + DT) = DT x(0) + AEDT f e " B.u(t)dt
0

La ecuacién 4.31 se multiplica por e :

kT
AT x(kT) = AFDT x(0) 4 A KFDT f e T B.u(t)dr
0

Luego se restan la ecuacion 4.32 con la ecuacion 4.33:

(k+1D)T
x((k+ DT) — e*  x(kT) = +*+DT f e *"Bu(t)dt
kT

(4.24)

(4.25)

(4.26)

(4.27)

(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)

(4.33)

(4.34)
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Se despeja x((k + 1)T) y como u(t) es constante en todo el intervalo de integracion, se puede sacar de la

integral:
(k+1)T

x((k+ DT) = T x(kT) + A<*k+DT f e AT drB.u(kT)

kT

Se realiza el siguiente cambio de variables: v =17 — kT — dv = dr.

T
x((k + DT) = T x(kT) + A<*k+DT f e VD gy B u(kT)
0

—AkT

El término constante e se puede sacar de la integral:

T
x((k + DT) = T x(kT) + AT f e Y dvB.u(kT)
0

Se realiza otro cambio de variables: z =T — v — dz = —dv.

0
x((k + DT) = e*T x(kT) — AT f e AT dzB.u(kT)
-T

Se saca de la integral el término e 4

T
x((k+ DT) = T x(kT)+ f e*“dzB, u(kT)
—_— S~~~ —— 0 ——
Xkt 1 Ad Xk ﬁf_/ U
d

(4.35)

(4.36)

(4.37)

(4.38)

(4.39)

T : : .
Con esto se llega a que Ay = e*T y By = fo e“dzB.. Por lo tanto, el sistema en variables de estado en tiempo

discreto queda:

Xk+1 = AaXi + Bauy

vk = Cxi

(4.40)

(4.41)
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5 Modelado del Sistema

5.1. Planta de Interés

La planta a trabajar es de tipo hidrdulica y corresponde a unos Estanques Acoplados. Estd compuesta por dos
estanques de acrilico de base cuadrada y comparten una pared en comun. En la pared que tienen en comin se encuentra
un orificio, el cual permite el flujo de agua entre un estanque y otro. Al primer estanque, por su parte superior se le
suministra agua mediante una bomba conectada a un reservorio en el fondo. Al segundo estanque, se le extrae el agua
por la parte inferior mediante una segunda bomba, la que se encuentra conectada al reservorio de la base. En la Figura

5.1 se muestra el sistema real de Estanques Acoplados y su esquema con las variables de interés.

(a) Estanques Acoplados (b) Diagrama Estanques Acoplados

Figura 5.1: Sistema de Estanques Acoplados

Al poder medir el nivel de ambos estanques 4 (f) y h,(¢), y actuar mediante las bombas sobre los caudales de
entrada y salida q;(¢) y g2(t), se tiene dos variables de actuacion que afectan a dos variables de salida. Por esto se puede
clasificar el sistema como de Muiltiples Entradas y Multiples Salidas (MIMO).

5.2. Modelo Matematico de los Estanques Acoplados

Para obtener el modelo matemaético del sistema de Estanques Acoplados hay que hacer el balance de volumen de

agua para cada uno de los estanques.
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Partiendo con el balance del estanque 1 se tiene:

Vi(®) = Vi(0) + Viin(®) = View (1) GRY

Esta ecuacién dice que el volumen de agua, en [cm?], que hay en el estanque 1 en el instante ¢ (V;(£)), es igual al
volumen de agua en el instante inicial (V;(0)), mas el volumen de agua que entra (V};,(¢)), menos el volumen de agua

que sale (Vipu(1)).

Como el sistema es dindmico, la ecuacion 5.1 se puede expresar en forma diferencial, derivdndola respecto al

tiempo.

dVi) _ dViin®) _ dView(®)

2
dt dt dt (52)

Esta ecuacion dice que la tasa de cambio del volumen de agua es igual a la velocidad del volumen de agua que
entra al estanque 1, también conocido como caudal, en [cm? /5], menos la velocidad del volumen de agua que sale del
estanque 1. Dado que el volumen del estanque tiene un rea constante A; y lo que varia es la altura, en [cm], h (), se

puede volver a reescribir esta ecuacién como:

dhy (1)

A
ldr

= Q1in(t) - q1()ut(t) (53)

De manera andloga se llega a la siguiente ecuacién del estanque 2:

dhy (1)

A
2dt

= QZin(t) - QZout(t) (54)

Como se aprecia en la Figura 5.1b, el caudal que sale del estanque 1 (g1,.(?)), €s el mismo caudal que entra
al estanque 2 (g2;,(1)), por lo que g12(f) = giou(t) = qoin(?). El drea basal de ambos estanques es la misma, por lo que
A = A; = A,. El caudal de agua que entra al estanque 1 se va a renombrar como ¢, (?) y el caudal que sale del estanque 2

se va a renombrar como ¢g,(t). Por lo que el sistema queda escrito de la siguiente manera:

dh
C}f” = 41(D) - q12(1)
(5.5
dh
A ;f” = 412(t) — g2(1)

Para calcular el caudal de traspaso del estanque 1 al estanque 2 (q»(¢)), hay que utilizar la ecuacién de

Bernoull.

1 1
Py + Epv% + pghy = P + E'OV% + pghy (5.6)

Acé se asume que la presion P; = P, y que la velocidad v; es mucho menor que v,, por lo que v; = 0. Por lo que

la ecuacién queda asi:
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|
pgh = 5pv; + pghy (5.7)

Despejando para encontrar v;:

vy = y28(h1 = hy) (5.8)

Se sabe que el caudal es drea por velocidad, nombrando como aj; el drea del orificio entre ambos estanques, el

caudal g;,(¢) queda de la siguiente manera:

q12(t) = aiavy = an \2g(hi (1) — hy(1)) (5.9)

Si la parte constante, que es el coeficiente de traspaso en [cm??/s], lo llamamos «, k = aj» @
q12(t) = k1 (1) — ha(2) (5.10)

Por lo que el sistema queda finalmente:

dh
A ;I@ = 1(0) — qua(0)
AL20 ~ gait) — aatt) G-1D
t
q12(t) = k Vhi(t) — ha(t)  si hi(t) > ha(2)

5.3. Modelo Linealizado de los Estanques Acoplados

Para trabajar el sistema, primero hay que linealizar este modelo no lineal en torno a un punto de trabajo de

interés, para luego analizarlo de mejor manera.

Para esto se toma la primera ecuacion del sistema 5.11:

dh
A0 q1(t) = k i (1) = ha (1) (5.12)

dt

De la ecuacién 5.12 se define el siguiente cambio de variables:

a dh A = =
A L}t(l) DXy = Q1(f) ;X3 = ]’l](t) > X4 = h2(t)

Ahora se puede reescribir como f,(x;) = fp(x2, X3, X4) con:

fa(x1) = Ax; (5.13)

So(x2,X3,X4) = X2 — K VX3 — X4 (5.14)
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Utilizando la aproximacion de la serie de Taylor en torno al punto de operacion Q, tiene la forma:

Of,(x O fp(x2, x3, x
Ja(x10) + ];( ) (x1 = x10) = fp(x20, X30, Xa0) + Jolx2, x3, %4) (x2 — X20)
X1 0 aXZ 0
0fp(x2, x3, X 0 fp(x2, X3, x
AL ; 3, X4) (s — x30) + fo (X2, X3, X4) (s = Xap)
X3 0 aX4 0

(5.15)

En el punto de operacion Q = {xig, x20, X390, X409}, se cumple que f,(x19) = fo(x20,X30,X40) y se define

Axy = x1 — X109, Axp = X2 — X209, Ax3 = X3 — X309 Y Axs = x4 — x4¢. Por lo que la aproximacion queda asi:

of, Afp(x2, X3, O fp(x2, x3, Ofp(x2, X3,
];(Xl) Ax, = fb(x; X3, X4) Ay + fb(x; X3, X4) Axs + fb(x; X3, X4) Axs
X1 0 X2 0 X3 0 X4 0
Luego se calculan las derivadas parciales:
afa(xl) —A
éxl 0
Ofp(x2, X3, %4) | _ |
6)62 0
0fp(x2, X3, X4) _ K _ K
6X3 0 2 VX3 — X4 0 2 \/X3Q — X490
afb(xz’ X3,X4) — K — K
8x4 0 2 VX3 — X4 0 2 \/)C3Q - X4Q
Con esto el sistema linealizado queda asi:
AAx; = A L An+———A
X1 = Axg — ————=Axz3 + ———=Ax
: 2 2 VX3 — X4 . 2 VX3 — X4 !
Y volviendo a las variables originales:
dAh, (1) K K
A = Aqi(t) — Ah(t) + Ahy(t)
a 2 —Tng 2l g

Ahora se toma la segunda ecuacion del sistema 5.11, para hacer lo mismo que se hizo anteriormente:

dh
A ;f’) — D =T — ga(6)

De la ecuacién 5.23 se define el siguiente cambio de variables:

s dh A s =
xp 2 D 2 () s x3 2 ha(h) ; x4 2 ga(d)

(5.16)

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)

(5.21)

(5.22)

(5.23)
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Ahora se puede reescribir como g,(x;) = gp(x2, X3, X4) con:

8a(x1) = Ax (5.24)
gr(X2, X3, X4) = K VX2 — X3 — X4 (5.25)

Utilizando la aproximacion de la serie de Taylor en torno al punto de operacion Q, tiene la forma:

0g,(x 02p(x>, X3, X
8a(x10) + 8alx1) (x1 = x10) = gv(x20, X390, X40) + 8b(%2. X3, X4) (x2 — x20)
X1 0 (9)62 0
(5.26)
a N 5 a ’ s
N gb(x; X3, X4) (3 — x30) + gp(x2, X3, X4) Gt — xa0)
X3 0 6)64 0

En el punto de operacion Q = {x;g, X209, X390, X490}, s cumple que g,(x19) = gn(x20, X390, X40) y se define

Axy = x1 — X109, Axy = X2 — X209, Ax3 = X3 — X309 Y Axs = X4 — x40. Por lo que la aproximacioén queda asi:

08, 0 , X3, 0 , X3, 0 ) X3,
88()61) Ax; = 81;()6; X3, X4) Axs + gb(x; X3, X4) Axs + gb(X; X3, X4) Axs (5.27)
Luego se calculan las derivadas parciales:
08a
_%%{Q = A (5.28)
X1 0
Ogp(x2, X3, X4) | _ K _ K (5.29)
o |, 2Vm-xmly 2yBo- o |
0fp(x2, X3, X4) _ K _ K (5.30)
6)63 0 2 VX2 — X3 0 2 \/XQQ - X3Q ’
a b 2
fb(x; X3, X80 (5.31)
X4 0
Con esto el sistema linealizado queda asi:
AA A L An-A (5.32)
x| = ————=Axp) - —————=Ax3 — Ax :
: X2 — X3 2 2 VX2 — X3 . !
Y volviendo a las variables originales:
dAh)(t
2980 _  Am@) - Ahy (1) — Aga() (5.33)

K
" ahg g 2\lg T
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Para poder encontrar el punto de equilibrio Q, hay que usar las ecuaciones 5.12 y 5.23, igular sus derivadas a 0 y
reemplazar las demds variables en el punto Q. Con esto nos queda el siguiente sistema de ecuaciones

q1o — k\hig —hyp =0 (5.34)
K\/th - th - q2Q =0 (535)

Resolviendo este sistema, queda que el sistema tiene su punto de equilibro cuando g1 = ¢2¢, €s decir, cuando el
caudal de entrada es igual al caudal de salida, lo cual tiene perfecto sentido fisico

Para reducir la expresion, se define:

K
(5.36)
2 Jhig — hag

Por lo que finalmente, el sistema de estanques acoplados linealizado queda asi

’y:

AdAZ; O AR (@) + yAR ) + Agi (1) (5.37)
dAh
AR ()~ Yo () ~ Ags(t) (5.38)

Su representacion matricial es la siguiente:

_r 2 1
_ [ Poi ] [Ahl(o} . [A 0 ] [Aql(t)] 5.39)
% _% AhZ(t) 0 Y qu(t)

Luego de tener el sistema linealizado, la representacion en variables de estado de los estanques acoplados queda

Ahy (1)
Ahy(t)

de la siguiente forma:

Xx(1) A, x(1) B, u(r)

—_—— Y
Am®| _|=% % ||Am®)], = Ag (1)
A ()| | % Ay ()] 10 % Aqx (1)

_Y
A
[Ayl(t)] [ ] [Ahl(n] (5.41)
Ay (1) Ahy(f) '

y(t)

A

(5.40)

x(t)

Al tener la representacion en variables de estado del sistema en tiempo continuo, el siguiente paso es discretizar

el sistema con un tiempo de muestreo 7', para obtener la representacion del sistema en variables de estado de tiempo
discreto.
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5.4. Representacion en Variables de Estado de los Estanques Acoplados en

Tiempo Discreto
La representacion en variables de estado de un sistema de tiempo discreto es la siguiente:
Xir1 = Agxy + Byuy (542)

Vi = ka (543)

Para obtener la representacion en variables de estado en tiempo discreto para un periodo de muestro 7', primero

hay que obtener la matriz A,.

Ag= T = L7 (sT - A7) | (5.44)

=T

Primero se calcula:

ol [z 2 LY Y
sI—Ac=[S }—[;‘ Ay}= A TR (5.45)
O s] Lz -zl L-x st3x
Luego se calcula el determinante y la adjunta:
YV (7YY Y
det(sI — A,) = (s ; —) _ (—) - s(s ; 2—) (5.46)
A A A
s++ X
Adj(sI -A)=| A A ) (5.47)
A Stx
Teniendo el determinante y la adjunta, se puede calcular la matriz inversa:
s+1 X
(SI _A )—1 _ Ad](SI _Ac) _ s(s+;%) s(s-fZ%) (5 48)
¢ det(sl — A,) A St ‘
s(s+2%)  s(s+21)
Ahora se puede calcular la transformada inversa de Laplace.
_ -l Ay
A= L7 s1-A07)| (5.49)
. s+ 2
Ry (s + 2%) =T
Primero se calculan las fracciones parciales.
s+ X
A _% 6112 (5.50)
s (s + 2%) S s+
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i . 2
Se multiplica a ambos lados de la ecuacion por s (s + %)

s+%:ao(s+%%)+als (5.51)

Evaluando en s = 0: .
ap =3 (5.52)

Evaluando en s = —2A—y: |
ar =3 (5.53)

Con los valores de ag y a; encontrados, asi quedan las fracciones parciales:

o+ 2 1 1
—A4 =242 (5.54)
s (s + 2%) S s+
Ahora se puede aplicar la transformada inversa de Laplace:
1 1 1 27
L2 2ot = (1) (5.55)
S S + X,y =T 2
A
] _[:_1
S (S + 2%) t=T
Primero se calculan las fracciones parciales.
X a a
A== (5.56)
s (s + 2%) S s+
Se multiplica a ambos lados de la ecuacion por s (s + 277)
2
% = ag (s+ %)+a1s (5.57)
Evaluando en s = 0: .
ap =5 (5.58)
Evaluando en s = —QA—V:
|
ar= -3 (5.59)
Con los valores de ag y a; encontrados, asi quedan las fracciones parciales:
Y 1 1
A 2 2
== - (5.60)
s (s + 2%) s s+ 2
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Ahora se puede aplicar la transformada inversa de Laplace:

1 1

-1 2 2
L ;— 2y
S+

=T

Con esto, la matriz A; queda asi:

Teniendo A,, ahora es posible obtener B;.
T
Bd = f Ad(T)dT . BC
0

Remplazando:

Se multiplica A4(7)B.:

Se procede a resolver las integrales:
T -2
L] L 34 (1 + e AT) dr

Se separa la integral:

| 1
f —dt + —e i ]t
o 24 0 24

La segunda integral se multiplica por un 1 conveniente para luego poder integrar:

24 J, 24 2y A€
Se integra:
T T
i _ _6—2%7
24|, 4y 0
Se evaluan los limites de integracion:
T 1 ) Y T 1
2A 4y 4y

Se factoriza:

(5.61)

(5.62)

(5.63)

(5.64)

(5.65)

(5.66)

(5.67)

(5.68)

(5.69)

(5.70)
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T 1 27Xt
= (1=
Se separa la integral:

T 1
——d —e “A'd 5.71
fo A T+ , 2Ae T ( )

La segunda integral se multiplica por un 1 conveniente para luego poder integrar:

1 [T 1A (T 2y
—— | dr—-—=— | -=fe*d 5.72
2A072A2yf0 A e (5-72)
Se integra:
7 T
_2Yr
——| ——e A (5.73)
24|, 4y 0
Se evaldan los limites de integracion:
T 1 _2ZT 1
e %aT 4 5.74
24~ 3¢ 4y (.74)
Se factoriza: . 4 A
T+ =T - = (5.75)
2A 2y 2y
T -2Xr
= [y (1-e77)
Se separa la integral:
1 1
—dt — —e “4'd 5.76
fo 24977 ), 24 7T (5.76)
La segunda integral se multiplica por un 1 conveniente para luego poder integrar:
1 (T 1A (T 2y
— | dr+—— | -ZLe*ia 5.77
24 ), T2y ), A Y .77
Se integra:
7 T
2Yr
—| +—e 1 (5.78)
24|, 4y 0
Se evaluan los limites de integracion:
T 1 y 1
— 4+ —e 2l . — (5.79)
2A 4y 4y
Se factoriza: . A A
— T + =257 - — 5.80
2A( 2y 27) 50
r 27
u J(; _ﬂ(l +e “A )
Se separa la integral:
1 1
— —dt — —e “A'd 5.81
fo 24977 ), 24¢ T T (5-81)
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La segunda integral se multiplica por un 1 conveniente para luego poder integrar:

—% OT dr + %;—y OT —i‘—ye_z%TdT (5.82)

Se integra:

s 1 22 ' (5.83)

241, 4y 0

Se evaldan los limites de integracion:

_% N %e—Z%T _ % (5.84)
Se factoriza: { A o A

S (T - ety 5) (5.85)

A (T Ap=23T L A) _L A 21T _ A
B, = |24 (T -5t 4 5) = (T+ 5e78 = 57) (5.86)
d= 1L (T 4 A 23T A) _ 1 (T A 21T A) '
2A 2y 2y 2A 2y 2y

5.5. Pre Estabilizacion de la Planta

Luego de obtener el modelo del sistema en en variables de estado de tiempo discreto, se puede analizar

mateméaticamente la estabilidad/inestabilidad de la planta. Para esto, se muestra un grafico del plano z

1 Im{z}
z=j
..........
z=-1i z=1
¢ P >
: : Re{z}
abs(z)
. A
z=—j

Figura 5.2: Plano z

Del gréfico de la Figura 5.2 se desprende que los polos van a ser estables si estdn dentro del circulo unitario
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y van a ser inestables si estan en el borde o fuera del circulo unitario. Si la planta tiene al menos un polo inestable,

entonces es inestable.

Para encontrar los polos de la planta, primero hay que calcular la funcién de transferencia discreta de la
planta:
H(z) = Czl = Ay By (5.87)

Al resolver la ecuacion 5.87, se encuentran los siguientes polos de la planta:
polos = (z—1) (z - e_Z%T) (5.88)

De la ecuacién 5.88 se ve que la planta tiene un polo inestable en z = 1 y un polo estable en z = ¢ 217, por lo
que la planta es inestable.

La planta al ser un sistema inestable, es decir, que sus polos 1{A;} > 1, hay que pre estabilizarla, una forma de
hacer esto es mediante la siguiente ley de control:

u, = —Lx; + u; (589)

Siendo este su diagrama:

Planta

X

Figura 5.3: Diagrama de la Ley de Control

Si nos centramos por un momento solo en que:
Up = —ka (590)

se necesita calcular la matriz de ganancia éptima L de manera que esta ley de control minimice la siguiente funcién de

COStosS:

(o]

J) = ) (xf Qi + uf Ruy) (5.91)

k=1
con la condicion de que R > 0y Q > 0. Para el modelo en variables de estado en tiempo discreto que se ha estado

trabajando:
Xkl = Adxk + Byuy (592)

Para encontrar el valor de L, primero hay que encontrar la solucion de horizonte infinito, P, de la ecuacion de
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Riccati de tiempo discreto:

-1
ATPA-P—ATPB (BTPB + R) B'PA+0Q=0

Teniendo P, se puede calcular la matriz L:

L= (BTPB + R)_l BT PA

Todos estos célculos se pueden obtener de manera facil en MATLAB con el comando dlgr [12]:

[L, P, polos] = dlgr(As, Ba, Q, R)

(5.93)

(5.94)

(5.95)

que entrega la matriz L, la matriz P y la nueva ubicacion de los polos estabilizados. En este caso, 1a matriz L va a ser de

2 X 2:
L =

61 O
{3 {4

Reemplazando la ecuacion 5.89 en 5.92 se llega al nuevo sistema:
Xk+1 = (Ag — BaL)xy + Bauy

con A = Ay — B4L donde los nuevos polos /l{Z} < 1.

Con lo que el nuevo sistema de la planta estabilizada se representa asi:

Xir1 = Axg + Bauy,

vk = Cxi

(5.96)

(5.97)

(5.98)

(5.99)
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6 Implementacion del Sistema de Control

En este capitulo se procede a describir el proceso de implementaciéon de MPC con ADMM para el sistema de
Estanques Acoplados, el cual se hard mediante el software matematico MATLAB, junto con su entorno de programacion
visual Simulink. Se va a explicar en qué consiste este software, qué herramientas ofrece y como interactuar con esta

plataforma.

6.1. MATLAB

Es una plataforma de programacion y calculo numérico. Se usa para analizar datos, generar graficos, desarrollar
algoritmos y crear modelos y aplicaciones. Integra el andlisis numérico, cdlculo matricial, proceso de sefales y visuali-
zacion gréfica en un entorno completo. Combina un entorno de escritorio perfeccionado para el andlisis iterativo y los
procesos de disefio con un lenguaje de programacion que expresa las matemaéticas de matrices y arreglos directamente
[13].

La plataforma de MATLAB estd optimizada para resolver problemas cientificos y de ingenieria. El lenguaje
de MATLAB, basado en matrices, es la forma mas natural del mundo para expresar las mateméaticas computacionales.
Las graficas integradas facilitan la visualizacion de los datos y la obtencidén de informacion a partir de ellos. Una
vasta biblioteca de herramientas (Toolboxes) integradas le permite empezar a trabajar inmediatamente con algoritmos
esenciales para su dominio. El entorno de escritorio invita a experimentar, explorar y descubrir. Todas estas herramientas
y funciones de MATLAB estin probadas rigurosamente y disefiadas para trabajar juntas [14]. Estos toolboxes cubren en

la actualidad practicamente casi todas las dreas principales en el mundo de la ingenieria y la simulacién.

Se utiliza en una gran variedad de areas de aplicacion, como lo son los sistemas de control, machine learning,

deep learning, procesamiento de sefiales, mantenimiento predictivo, entre otros.

Dentro de sus caracteristicas principales se encuentran:
= [enguaje de alto nivel para célculos cientificos y de ingenieria.
= Entorno de escritorio optimizado para la exploracién iterativa, el disefio y la solucién de problemas.

» QGrificas para visualizar datos y herramientas para crear diagramas personalizados.
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Aplicaciones para ajustar curvas, clasificar datos, analizar sefales, ajustar sistemas de control y muchas otras

tareas.

Toolboxes complementarias para una amplia variedad de aplicaciones cientificas y de ingenieria.

Herramientas para crear aplicaciones con interfaces de usuario personalizadas.

Interfaces para C/C++, Java®, .NET, Python, SQL, Hadoop y Microsoft® Excel®.

Opciones de implementacion libres de derechos para compartir programas de MATLAB con los usuarios finales.
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Figura 6.1: Entorno de MATLAB

En la Figura 6.1 se aprecian las siguientes secciones del software:

Meni Principal: Se encuentra en todo el borde superior. Desde aca se pueden abrir archivos editores de texto, etc.

Ubicacion en Carpeta: Se encuentra en la esquina superior izquierda, debajo del menu. Aca podemos ver la

carpeta donde se ha guardado el archivo.

Workspace: Se encuentra en la parte derecha. Aqui se muestran todas las variables compiladas.

Ventana de Comandos: Se encuentra en la parte central inferior. Aca se escriben los comandos para trabajar

directamente.

Script: Se encuentra arriba de la ventana de comandos. Funciona similar a un bloc de notas, esto para no trabajar

directamente en la ventana de comandos.

6.2. Simulink

Es un entorno de programacion visual, un toolbox especial, que funciona sobre el entorno de programacion

Matlab para el modelado, simulacidn y andlisis de sistemas dindmicos. Puede simular sistemas lineales y sistemas
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no lineales, modelos en tiempo continuo y modelos en tiempo discreto, y sistemas hibridos de los anteriormente
mencionados [15].

El interfaz principal es una herramienta gréfica para la descripcion del sistema mediante diagramas de bloques.
Permite el disefio basado en modelos, el cual se emplea para la simulacién multidominio, la generacion automaética de

codigo y la comprobacién y verificacion continuas de sistemas embebidos.

&5 Simulink Library Browser — O X
[ Enter search term ~ ‘%‘« vk -3 - @ + 2

Simulink/Commonly Used Blocks

~  Simulink
Commonly Used Blocks } %
Continuous Bus Bus
2 Dashboard Creator Selector
Discontinuities
Discrete 1 ) convert b
Logic and Bit Operations Constant Data Type Conversion
Lookup Tables
Math Operations yz1l b t
Matrix Operations
Messages & Events Delay Demux
Model Verification 3 KTs 3 D>
Model-Wide Utilities z-1
Ports & Subsystems Discrete-Time Gain
Signal Attributes Integrator
Signal Routing
Sinks = >
Sources Ground In1
String ; y
User-Defined Functions 3 5 AND |y
> Additional Math & Discrete .
> Quick Insert Integrator Logical
Operator
> Control System Toolbox
Fixed-Point Designer }
> Fixed-Point Designer HDL Support A .y

Figura 6.2: Biblioteca de Simulink

Realizando un esquema en Simulink, este se puede conectar con la informacién que se tiene en MATLAB.

P untitled * - Simulink academic use - o X
SIMULATION DEBUG MODELING FORMAT APPS MULTIPLE o ceB- 9 ©
JL (Jopen ~ G Stop Time -mo = 1
e =} ] 7- 4 @ b A RE
New @52 ¥ Library signal viloma v g R s Data Simulation T
~ B Print ~ Browser Table =@ Fast Restart Back ~ > Forward Inspector Manager
FILE LIBRARY PREPARE SIMULATE REVIEW RESULTS
g | Ubrary Browser ® x untitled =]
]
§ Enter search term v Ry~ EE28 | © |Faluntitied » b §
e — &
£ ubrary  search Results :
= & §
» Simulink g
o]
=)
» Control System Toolbox
= Demux
(&) um
¥ Fixed-Point Designer
Mux
» Fixed-Point Designer HDL Support D
P HDL Coder > 1
Scope
» Model Predictive Control Toolbox Gain Constant
» Simulink 3D Animation
» simulink Coder
Xpt1 = Ax, + Bu
P Simulink Extras ) u ‘ y > n+1 n B
f Yo = Cx,+ Duy,
@ cn
b stateflow -
-5} MATLAB Function Discrete State-Space
»
Ready 227% VariableStepAuto

Figura 6.3: Entorno de Simulink
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En la Figura 6.3 se aprecia el entorno de trabajo de Simulink y algunos de los bloques que se usan para la

implementaciéon de MPC.

» MATLAB Function: Este bloque permite crear una funcién en cédigo de la misma forma que se haria en el

entorno de MATLAB. Es util porque desde MATLAB no se pueden llamar funciones a Simulink.

= Discrete State-Space: Este bloque permite crear un sistema en variables de estado en tiempo discreto, por lo que
no es necesario tener que crear el sistema con otro tipo de bloques. A este bloque hay que entregarle las matrices

A, B, C, D, las condiciones iniciales y el tiempo de muestreo.

= Mux y Demux: El mux junta sefiales escalares o vectoriales en un solo vector. El demux separa sefiales que estan

en un solo vector en senales escalares o vectoriales.
» Gain: Es una ganancia que se multiplica con el vector de datos con el que se conecta.
= Constant: Es para especificar constantes, ya sean escalares, vectores o matrices.
= Sum: Suma o resta entradas.

= Scope: Muestra de manera gréfica las sefiales medidas temporalmente.

6.3. Estanques Acoplados

Con todo lo explicado anteriormente, se procede a implementar la planta de Estanques Acoplados para aplicarle

control MPC usando el método de optimizacion ADMM.

Al ser un sistema real, primero se considera el sistema en tiempo continuo:
x(t) = Acx(t) + Bou(t) (6.1)
y(t) = Cx(t) + Du(t) (6.2)

El modelo al ser linealizado, la matriz A. depende del punto de operacion que se escoja, para este caso se elije

hip =Ty hyp = 5. Las matrices quedan con los siguientes valores:

~0,0428 0,0428 001 0
A, = B, = (6.3)
0,0428 —0,0428 0 -001
1 0 0 0
C= D= (6.4)
0 1 0 0

Para este problema se da el caso particular en que la matriz C es igual a la identidad y D es nula, por lo que la

salida va a ser igual al estado.

Como MPC utiliza sistemas de tiempo discreto, hay que discretizar el sistema de tiempo continuo, esto se puede

hacer como se mostré en el capitulo 5, pero también se pueden usar las distintas funciones que ofrece MATLAB para
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esto. En este caso se usaron las funciones ss, c2d y ssdata.

Para el sistema en tiempo discreto:

X1 = AagXy + Bauy

Yk = Cxi + Duy,

Las matrices quedaron con los siguientes valores, usando un tiempo de muestreo 7' = 1[s]:

1 _|0959 0041 L _[0.0098 0,002
‘710,041 0,959 ‘10,0002 —0,0098

(6.5)

(6.6)

(6.7)

Recordar que las matrices C y D quedan iguales para sistemas de tiempo continuo y sistemas de tiempo discreto.

Al calcular los autovalores 1{A;}, se encuentran los siguientes polos de la planta:

polos = (z—1)(z—0,9179)

(6.8)

Como este sistema en tiempo discreto es inestable porque tiene un polo en z = 1, primero se le hace una ley

de control para asegurar que el sistema sea estable, usando u; = —Lx; + uy, se calcula la matriz L con la funcién

digr:
,_[ 05253 04697
~-0,4697 -0,5253

con esto el sistema cambia a:

Xir1 = AgXi + Bquy,
Yk = Cxi + Duy,

y la matriz A tiene los siguientes valores:

i 0,9537 0,0457
0,0457 0,9537

Ahora se calculan los autovalores A{A} para encontrar los nuevos polos.

polos = (z —0,99)(z — 0,9174)

De la ecuacion 6.13 se ve que los dos polos son estables, por lo que ahora el sistema es estable.

Con esto, la funcién de costo a minimizar es la siguiente:

=

J(xp, uy) = (xZka + uzrﬁk) + x;,QNxN
0

»
Il

(6.9)

(6.10)

6.11)

(6.12)

(6.13)

(6.14)

Esta funcién de costo a minimizar tiene un horizonte N sujeto a las restricciones, que se han visto en el capitulo
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2y 3, a las que se encuentra sometida la planta. A continuacién se mencionan los valores escogidos de algunos de los

parametros:

1. Horizonte

N =10 (6.15)
2. Estado inicial
h 7
x=| "¢|= (6.16)
hao 5
3. Limitaciones en la sefial de entrada o
max u}inax 10
u"t = = (6.17)
uy ™| 10
. min | 0
Wi = |1 = (6.18)
w10
4. Limitaciones de los estados )
hmax 30
xmax = |l = (6.19)
130
K= = (6.20)
10
5. Restricciones en el estado final
gt =X (6.21)
X = xmin (6.22)

Luego hay que llevarlo a la Formulacién Sparse, como se vio en el capitulo 2, para luego implementar el método

de optimizacion ADMM como se vio en el capitulo 4.

Para el valor de p, se escogen valores y se simula para ver que sea un valor adecuado, en este caso se elige el
siguiente:
p=15 (6.23)

En el siguiente capitulo se presentan la simulaciones con su respectivo andlisis.
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7 Resultados de las Simulaciones

7.1. Simulaciones en Estado Cero

—_—1

y2

0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.1: Gréfico de las salidas y;

Como se aprecia en el grafico de la Figura 7.1, las salidas llegan a cero después de pasado un tiempo co-
mo se esperaba. La caida a cero no es de forma exponencial como se esperaria, en una gran parte se ve lineal, esto

se debe a las restricciones de la entrada u;, que se satura por no poder llegar al valor necesario para actuar de forma dptima.
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0 50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.2: Gréfico de los estados x;

Como se aprecia en el grafico de la Figura 7.2, los estados llegan a cero después de pasado un tiempo como se

esperaba. Los gréficos de las Figuras 7.1 y 7.2 son iguales porque para este caso particular que se estd analizando, y; = xi.

me— ]

u?2

(1] 50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.3: Grafico de las entradas u;

Como se puede ver en el gréfico de la Figura 7.3, u, se satura en 10, esto debido a que por la restricciéon impuesta,
u; no puede ser superior a 10. Como se ve, transcurrido un tiempo u; llega a cero y una vez que cae de 10 tiene una

forma exponencial, mientras u; es cero todo el tiempo.
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=————ubarra 1
———ubarra2

i} 50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.4: Gréfico de u;

Como se ve en la Figura 7.4 u; y u; llegan a cero después de pasado un tiempo. También se aprecia que u,
parte aumentando para luego empezar a descender, esto se entiende revisando los graficos de las Figuras 7.3y 7.2 y

recordando que u; = u; + Lx, donde L fue definida en 5.96.

u 6 ¢
31 _ ui + 1 21 [*1 (7.1)
uy un 53 54 X2
El que interesa analizar es u;:
U = Uy + €3x1 + f4X2 (72)

Como se aprecia en el grafico de la Figura 7.3, u; se satura en 10 durante un tiempo que va de 0 a 76,8 segundos,
momento en el que empieza disminuir, ahora interesa analizar cuando u, es 10 que es cuando u, aumenta. {3 y €4 son

negativos, segun lo calculado en 6.9, y x; y x; disminuyen, por lo que:

ﬁz = 10—{73)61 - 54)C2 (73)
~— ——

disminuye
Si a algo negativo que disminuye con el tiempo se le suma 10, ese resultado va a ir aumentando, por esta razon,
up primero aumenta y luego cuando u; deja de estar saturado empieza a disminuir hasta llegar a cero.
= Tiempo de Asentamiento

El tiempo de asentamiento es el tiempo en que un sistema dindmico se demora en estabilizarse para que la salida
del sistema alcance la referencia deseada. Generalmente el criterio que se usa para que se considere que la salida ha

llegado a la referencia es cuando se ha cargado o descargado un 98 % segun corresponda.

Para calcular el tiempo de asentamiento se va a usar la ayuda de los cursores del gréfico.
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1. Tiempo de Asentamiento para y;

T * ¥ Trace Selection 2 X
| * ¥ Cursor Measurements a X
7 » Settings
| ¥ Measurements
Time Value
i 1] 0.000e+00 7 000e+00
2| 208.556 1.405e-01

AT 208556s AY  6.85%9+00

1/AT 4 795 mHz
AY [ AT 32.890 (/ks)
(a) Grafico de y; (b) Datos Cursores de y;

Figura 7.5: Tiempo de Asentamiento de y,

Como se ve en el grafico y los datos del cursor de la Figura 7.5, y; parte descargandose desde el valor 7 hasta
llegar a 0. Como se tiene que descargar un 98 %, y; tiene que llegar al valor 0,14, para asi calcular el tiempo de

asentamiento, el cual se calcula usando la ayuda de los cursores, el cual da que es aproximadamente 208 segundos.

2. Tiempo de Asentamiento para y,

= * ¥ Trace Selection ax

I v| [—]
i ¥ ¥ Cursor Measurements ax
. » Settings

¥ Measurements

Time Value

. 1] 0.000e+00 5.000e+00

2| 189.037 1.000e-01

AT 189.037s AY  4.900e+00

1/ AT 5.290 mHz
AY [ AT 25.921 (/ks)
(a) Gréfico de yi (b) Datos Cursores de y»

Figura 7.6: Tiempo de Asentamiento de y,

Como se ve en el grafico y los datos del cursor de la Figura 7.6, y, parte descargandose desde el valor 5 hasta
llegar a 0. Como se tiene que descargar un 98 %, y, tiene que llegar al valor 0,1, para asi calcular el tiempo de

asentamiento, el cual se calcula usando la ayuda de los cursores, el cual da que es aproximadamente 189 segundos.
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7.1.1. Cambios en las Restricciones

Se hacen cambios en las restricciones para ver como responde el sistema a distintos valores de restricciones.

max min

En primera instancia se le hacen cambios a las restricciones de las entradas ug, en u”** y u
m 14X = 7 y min _ 1
7 |

]

u2

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7.7: Gréfico de las entradas u;

max

Como se ve en el grafico de la Figura 7.7, la restriccion u™** es mds pequefia que antes, por esta razén la actuacion

max

(entrada) u, se queda mds tiempo saturada en u™** y se demora mds tiempo en llegar al estado deseado, mientras

que u; todo el tiempo mantiene el mismo valor. Como u™" es 1, no es posible que u;, llegue a cero, por lo que se
queda en 1 respetando la restriccion impuesta, por esta razén u; siempre es 1 en vez de 0 y u, cae hasta 1 en vez

de llegar a 0.
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sy barra 1
u barra 2

Z/

50 100

Figura 7.8: Gréfico de u;

250

300

350

400

Como u; no llega a cero por la restriccién impuesta, u; no es posible que llegue a cero al depender de u; y xi, por

lo que en estado estacionario queda con otros valores como muestra el grafico de la Figura 7.8.

em—t ]

x2

AN

x\k

50 100

Figura 7.9: Gréfico de los estados x;

300

350

400
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—

y2

50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7.10: Grafico de las salidas yy

Como se aprecia en los graficos de las Figuras 7.9 y 7.10, los estados y las salidas se aproximan a cero pero

no logran llegar a cero, esto se debe a la restriccion impuesta en la actuacioén (entrada) ™", que impide que la

actuacion (entrada) llegue a cero, haciendo que los estados y las salidas no logren llegar exactamente a cero.

En segunda instancia se le hacen cambios a las restricciones de los estados xi, en x™".

e— ]

x2

Offset=0

50 100 150 200 250

Figura 7.11: Grafico de los estados x;
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En el grifico de la Figura 7.11 se ve que los estados llegan al valor 1, esto debido a que cumple con la restriccion

impuesta por x™" del valor minimo que pueden tomar los estados.

—_—1

y2

a 50 100 150 200 250
Offset=0

Figura 7.12: Grafico de las salidas yy

Como se ve en el grifico de la Figura 7.12, las salidas llegan al valor 1, esto debido a la restricciéon impuesta en

xX™* y como y; = Xi, y; también tiene que cumplir con la restriccién impuesta a los estados.

]

uz

50 100 150 200 250
Offset=0

Figura 7.13: Gréfico de las entradas uy

Como se puede ver en el grafico de la Figura 7.13, la actuacion u; si llega a cero en estado estacionario, esto es

debido a que cuando ambos estados llegan al valor 1 llegan a un punto de equilibrio, por lo tanto, no se necesita
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actuacion (entrada) para ninguno de los dos estados.

100

160

Figura 7.14: Gréfico de u;

200

250

Como se puede ver en el grafico de la Figura 7.14 u; no llega a cero en estado estacionario, esto porque depende

de u; y Lxi, y aunque u; si llega a cero, x; no llega a cero por la restriccién impuesta.

7.2. Simulaciones con Seguimiento a Referencia

Para esta simulacion se escoge como valor de referencia:

8
o ==
Y 6,5

Con este valor de r da el siguiente valor para u:

El valor de x, es el siguiente:

Con U Y X se calcula el valor de uc,:

_[13,6779
~0,7498

|

(7.4)

(7.5)

(7.6)

(7.7)
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—_—1
¥y2
r

r2

6.5

Figura 7.15: Gréfico de las salidas yy

Del gréfico de la Figura 7.15 se aprecia que ambas salidas y; e y, llegan a sus referencias r; y r; respectivamente.

= barra 1
ubarra 2
u barra infinito 1

ﬂ e

Figura 7.16: Gréfico de u;

Del grifico de la Figura 7.16 se aprecia que u; y u llegan a su valor estacionarios U Y Uy respectivamente.
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x1

— 0

x infinito 1
x infinito 2

©

8.

=

0 50 100 150

o

=

o

Figura 7.17: Grafico de los estados x;

Del grafico de la Figura 7.17 se aprecia que ambos estados x; y x, llegan a su valor estacionario Xe; Y Xco2

respectivamente.

i
uz
u infinito 1
u infinito 2 ||

m——— %
;/

100 150

o
il
=

Figura 7.18: Grafico de las entradas u;

Del grafico de la Figura 7.18 se aprecia que las entradas u; y u, llegan a su valor estacionario us; y U, quUe €n
este caso U] = Usy. También se aprecia que u; se satura durante un tiempo en 10, esto ya que la entrada deberia ser

mayor pero por la restricciéon impuesta no puede ser mayor a 10.
= Tiempo de Asentamiento

Para calcular el tiempo de asentamiento se va a usar la ayuda de los cursores del grafico.
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1. Tiempo de Asentamiento para y;

AT 99024 s AY  9.798e-01

] — ¥ ¥ Trace Selection "X
&N i # ¥ Cursor Measurements ax
| » Settings
¥ Measurements
o ! Time Value
5 1]  0.000e+00 7.000e+00
o 7 2| 99.024 7.980e+00

1/7AT 10.099 mHz
AY /AT 9. 894 (/ks)
o
(a) Grafico de yy (b) Datos Cursores de y;

Figura 7.19: Tiempo de Asentamiento de y,

Como se ve en el grafico y los datos del cursor de la Figura 7.19, y; parte cargdndose desde el valor 7 hasta llegar a
8. Como se tiene que cargar un 98 %, y; tiene que llegar al valor 7,98, para asi calcular el tiempo de asentamiento,

el cual se calcula usando la ayuda de los cursores, el cual da que es aproximadamente 99 segundos.

2. Tiempo de Asentamiento para y,

AT 90.009 s AY  1.470e+00

] = ¥ ¥ Trace Selection 2 x
T 1 ¥ ¥ Cursor Measurements X
7 | » Settings

¥ Measurements
. : Time Value

i 1] 0.000e+00 5.000e+00
L i N 2| 90.009 6.470e+00

1/7AT 11.110 mHz
AY AT 16.336 (/ks)
(a) Gréfico de yi (b) Datos Cursores de y,

Figura 7.20: Tiempo de Asentamiento de y,

Como se ve en el grafico y los datos del cursor de la Figura 7.20, y, parte cargindose desde el valor 5 hasta
llegar a 6,5. Como se tiene que cargar un 98 %, y, tiene que llegar al valor 6,47, para asi calcular el tiempo de

asentamiento, el cual se calcula usando la ayuda de los cursores, el cual da que es aproximadamente 90 segundos.
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7.2.1. Cambios en la Referencia

Ahora se simula cambiando las dos referencias al mismo tiempo en dos ocasiones, dando los siguientes

graficos:

—_—1

y2

yau

0 100 200 300 400 500 600

Figura 7.21: Gréfico de las salidas yy

Como se aprecia en la Figura 7.21, la salida y; si logra seguir la referencia r cuando hay cambios de » como se

aprecia en el gréfico, en este caso se cambio la referencia dos veces.

b

4
El valor de r primero est4 en [3] hasta los 200 segundos cuando cambia a [ ] hasta los 400 segundos cuando

! [ 2 ]
cambia a )

b

9
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u barra 1
u barra 2
u barra infinito 1 | —{

‘\ u barra infinito 2
12

/—
RN NT
e T~

. el

Wil

Figura 7.22: Gréfico de u;

Con el cambio en la referencia r, u; también va a cambiar en esos instantes, para luego volver al nuevo u., en

estado estacionario como se muestra en el grafico de la Figura 7.22.

—— 1.

x2

xinfinite 1
7 X infinite 2 | |

Figura 7.23: Grafico de los estados x;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.23, los estados cambian al mismo tiempo que las salidas, esto porque

Yk = Xg.
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— ) q
u2
u infinite 1
u infinite 2

[} 100 200 300 400 500 600

Figura 7.24: Grafico de las entradas u;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.24, la entrada u; también se ve afectada por el cambio de referencia. Como
se ve, la actuacion (entrada) a la que se tiene que llegar cuando se hace el primer cambio de referencia, es al mismo valor
en el que se encontraba, esto debido a que la diferencia de altura entre y; e y, se mantiene. Como en el primer instante de
tiempo se estd disminuyendo el nivel de los estanques, u#; es mucho mayor que u; hasta que se equilibran, mientras que en

el segundo instante como se esta aumentando el nivel de los estanques, u; es mucho mayor que u; hasta que se equilibran.

Ahora se hacen cambios en cada referencia en momentos distintos, para ver como responde el sistema frente a

estos cambios, y el dltimo cambio en ambas referencias se hace al mismo tiempo:

JR—
y2
r1
r2| |

25

] 100 200 300 400 500 600

Figura 7.25: Grafico de las salidas yy
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Como se aprecia en el grifico de la Figura 7.25, la referencia r parte en r; = 4,5y r, = 3, alos 170 segundos r;
cambia a 4, esto genera una pequeia perturbacién en y; lo que provoca que y; baje un poco su nivel, logrando volver
a su referencia r; con el paso del tiempo. Luego, a los 300 segundos r; cambia a 5,5 lo que provoca una pequefa
perturbacién en y, que luego de un tiempo vuelve a su referencia r,. Finalmente, a los 450 segundos r; y r, cambian a

6,5 y 6 respectivamente, para que luego de un tiempo las salidas y; vuelvan a llegar a sus referencias r.

15— u barra 1 —

u barra 2

u barra infinito 1
u barra infinito 2

(1] 100 200 300 400 500 600

Figura 7.26: Grafico de u;

Como se ve en el grifico de la Figura 7.26, u., cambia en todos los instantes en que cambia la referencia r. ue
no cambia solo cuando cambia r;, también cambia cuando cambia r,, y 1o mismo pasa con ;. Por lo que u; cambia

para seguir a Ue.
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c
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Figura 7.27: Gréfico de las entradas uy

Como se ve en el grafico de la Figura 7.27, u,, cambia en todos los momentos en que cambia alguna de las

referencias al igual que pasa con u.,. Por lo que en cada cambio de u,, u; cambia para seguir a u..

=

2
GGl

2
i
S

1\

Figura 7.28: Grafico de los estados x;

Del grafico de la Figura 7.28 no hay mucho mds que agregar ya que viene siendo el mismo anélisis que en el

gréafico de la Figura 7.25, ya que y; = xy.
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7.2.2. Cambios en las Restricciones

max ,,min min

Anteriormente se hizo cambios en las restricciones de »™**, u™" y x™", ahora se va a hacer un cambio en la

restriccion de x™*,

e 3. 1
x2
x infinito 1
x infinito 2 |—

o
@
=

100 150

Figura 7.29: Gréfico de los estados x;

Como se ve en el grifico de la Figura 7.29, x| no puede llegar a su valor en estado estacionario x.; esto por la
restriccion impuesta en x"**, ya que x.; €s mayor que el valor méximo que puede alcanzar x; por la restriccion
impuesta. Al no poder llegar x; a su valor en estado estacionario, provoca que x; tampoco logre llegar a su valor

en estado estacionario aunque x.,» sea menor que la restricciéon x™*.
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—_—
y2
r1

[} 50 100 150

Figura 7.30: Grafico de las salidas y;

En el grafico de la Figura 7.30 se ve que la salida y; no sigue a la referencia r. Como y; = x; y se quiere que y;
siga una referencia mayor permitida a la que puede llegar el estado x;, no es posible que y; llegue a la referencia ry,
porque se estd respetando la restriccion impuesta por x™**. 'Y como se explico anteriormente para x,, y, tampoco

logra seguir su referencia r;.

| ——ubara 1
G ubarra 2
——— ubarra infinito 1

1 u barra infinito 2

a 50 100 150

Figura 7.31: Grafico de u;

En el grafico de la Figura 7.31, se ve que u; no logra seguir su valor en estado estacionario u.,, €sto ya que por
lo explicado anteriormente x; no sigue a X, y como u; de uno de los parametros que depende es de xi, no es

posible que llegue a su valor de referencia.
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Figura 7.32: Grafico de las entradas u;

En el grafico de la Figura 7.32 se ve que u; no sigue a u.,, esto porque como x; no puede seguir a xj«, ¥ NO va a
poder seguir a u;.. Como u; converge al mismo valor que u, y u; al no poder llegar a u,., u, tampoco va a llegar
a Uy, POr esta razon x; no logra seguir a xp. € y2 no logra seguir a r, a pesar de que x,., si cumple con estar por

debajo de la restriccién impuesta por x"*.

Simulaciones en Estado Cero utilizando Observadores

Cuando se usan observadores para controlar, también se parte llevando todo al estado cero como se hizo

anteriormente.

—_—1

y2

Offset=0

50 100 150 200 250 300 350

Figura 7.33: Grafico de las salidas y;,
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x observado 1
x observado 2

RN
.
AN

\\\\

Offsel=0

Figura 7.34: Gréfico de los estados X

Como se ve en los graficos de las Figuras 7.33 y 7.34 las salidas y; y los estados observados X llegan al estado

cero transcurrido un tiempo.

—

u2

z R

Offset=0

Figura 7.35: Grafico de las entradas u;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.35, u; llega al estado cero después de pasado un tiempo, durante un

tiempo u; se encuentra saturado.
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u barra 1
u barra 2

0 50 100 150 200 250 300 350
Offset=0

Figura 7.36: Grafico de u;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.36, después de un tiempo u;, llega al estado cero.

— ]

d2

0 100 200 300 400 500 600

Figura 7.37: Gréfico de las perturbaciones d;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.37, la perturbacién observada d; llega a cero después de pasado un
tiempo, otra cosa que se observa es que a diferencia de yy, X, u; y ug, la perturbacién observada hatd; se demora

bastante mds tiempo en llegar al estado cero.
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7.3.1. Cambios en las Restricciones

En esta instancia se hacen cambios en las restricciones de la entrada u; para u™" y **, también se cambia la

restriccion del estado xi, x™.

—y 1

y2

a 50 100 150 200 250 300
Offset=0

Figura 7.38: Grafico de las salidas yy

x observado 1
x observado 2

0 50 100 150 200 250 300
Offset=0

Figura 7.39: Gréfico de los estados x;

Como se ve en los graficos de las Figuras 7.38 y 7.39, y, y x; llegan al valor 2 después de un tiempo, esto
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forzado por la restriccion x™". Se observa que y; y x; no llegan al valor 2 pero estdn muy cercanos, esto se debe a que la

actuacion (entrada) uy.

— ]

u?2

a 50 100 150 200 250 300
Offset=0

Figura 7.40: Grafico de las entradas u;

Como se observa en el grafico de la Figura 7.40, u, se satura en 6 respetando la restriccion impuesta por u"**,

mientras que #; no baja de 1 siendo siempre constante y luego de un tiempo u, llega al valor 1. Como u; no llega al

min

valor cero, a x; le falta un poco para llegar al valor 2 de x

u barra 1
u barra 2

2= —
a 50 100 150 200 250 300
Offset=0

Figura 7.41: Grafico de u;

Como se ve en el griafico de la figura 7.41, u; no llega a cero, esto porque depende de x; y u; los cuales estan
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restringidos para que no lleguen a cero.

Para la perturbacién observada, el grafico es el mismo que en la Figura 7.37.

7.4. Simulaciones con Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con

Perturbaciones

Para esta simulacion se escoge como valor de referencia:

17 %)
0 = .
Yo s

Con este valor de r da el siguiente valor para u una vez que la perturbacion estimada d logra estimar correcta-

mente el valor de la perturbacion d:

23,5389
U = (7.9)
-8,8015
El valor de x, es el siguiente:
17 (7.10)
Xoo = :
15
Con U Y X se calcula el valor de u,:
7,5631
Uoo = (7.11)
7,0631
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y1

r1
F2

(1] 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7.42: Gréfico de las salidas yj

Como se ve en el grifico de la Figura 7.42, las salidas yy si logran seguir la referencia r después de pasado un
tiempo. El seguimiento a la referencia r no es de forma exponencial como se esperaria, mucho tiempo se ve una salida
lineal, esto se debe a las restricciones de la entrada u; que se satura por no poder llegar al valor necesario para actuar de

forma Optima.

x observado 1
18— ——xobservado 2 |
xinfinile 1
x infinito 2

[} 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7.43: Gréfico de los estados x;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.43, los estados estimados X; si logran seguir a x., después de pasado

un tiempo. Como se ve en ambos graficos, y; y X se demora bastante en llegar a r y x,, respectivamente, esto se debe a uy.
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e ] |
uz
u infinito 1
u infinito 2

[} 50 100 150 200 250 300 350 400
Offset=0

Figura 7.44: Grafico de las entradas u;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.44, la entrada u; si llega a u., después de un tiempo. Se ve que i estd
saturado un gran tiempo antes de que converja a u., esto debido a las restricciones en la entrada, por esta razén es que
Vi Y X se demoran en llegar a r y x., respectivamente. También se aprecia que u., va cambiando con el tiempo, esto se
debe a que depende de x, y U los cuales para ser calculados necesitan la estimacién de la perturbacion d, 1a cual va

cambiando con el tiempo hasta que la estimacién de la perturbacién d logra estimar correctamente a la perturbacion d.

W= = = = r = —
u barra 1
=——ubara2

u barra infinito 1

u barra infinito 2

25— A |

20— —

0 50 100 150 200 250 300 350 400

Figura 7.45: Grafico de u;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.45, u; si converge a u,, después de un tiempo. Se ve que u,, también
cambia su valor porque para calcularse depende de la estimacion de la perturbacion d, 1a cual cambia hasta que estima

correctamente la perturbacion d.
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deslimado1| |
d estimado 2
da1
d2

06

Offset=0

Figura 7.46: Gréfico de las perturbaciones d;

Como se ve en el grifico de la Figura 7.46, se consigue estimar la perturbacién observada d, después de pasado

un tiempo.

7.4.1. Cambios en la Referencia

Ahora se simula cambiando las referencias, primero en tiempos distintos y luego al mismo tiempo.

y2
r1

Offset=0

Figura 7.47: Grafico de las salidas y;

Como se ve en el grafico de la Figura 7.47, en primera instancia y; no logra seguir a la referencia r; cuando
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esta tiene un valor de 9. En segunda instancia cuando r; cambia su valor a 6, y; tampoco logra seguir a r; hasta que
ry cambia, con lo que también cambia y,, con lo que y; si logra seguir a r;. En tercera instancia cuando r; cambia su
valor a 6,5, y; si sigue la referencia. En primera instancia y, no logra seguir a la referencia r; cuando esta tiene un valor
de 3, y cuando r; cambia su referencia con lo que también cambia y;, y, se acerca mas a su referencia pero sin lograr
alcanzarla todavia. En segunda instancia cuando r, cambia su valor a 4,5, y; si alcanza su referencia sin problemas. En

tercera instancia cuando r, cambia su valor a 5,5, y, no tiene problema en seguir su referencia.

x observado 1
x observado 2
x infinito 1
x infinite 2

| P f

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Offset=0

Figura 7.48: Grafico de los estados observados X

Como y; = X, se debe hacer el mismo andlisis de antes. Como se ve en el gréfico de la Figura 7.48, en primera
instancia X; no logra seguir a x;., cuando este tiene un valor de 9. En segunda instancia cuando x;., cambia su valor a 6,
X1 tampoco logra seguir a x| hasta que x,., cambia, con lo que también cambia X,. En tercera instancia cuando x,
cambia su valor a 6,5, X; si sigue a x|. En primera instancia %, no logra seguir a x|, cuando este tiene un valor de 3,
y cuando x;. cambia su referencia con lo que también cambia X, X, se acerca mds a x,, pero sin lograr alcanzarlo
todavia. En segunda instancia cuando x,., cambia su valor a 4,5, X, si alcanza a x,., sin problemas. En tercera instancia

cuando x;. cambia su valor a 5,5, X; no tiene problema en seguir a xpq.

Que el sistema de control no logre que y; siga la referencia r, no implica que el sistema de control no funcione o
este malo. Esto se explica en las limitaciones y restricciones que se le han impuesto al sistema, en este caso particular en

la restriccion de la entrada uy, correspondiente a 1.
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em— ]
u2
u infinite 1

u infinite 2
25— - —

20— | i | |

[} 100 200 300 400 500 600 700 800 900
Offset=0

Figura 7.49: Grifico de las entradas u;

Como se ve en el grifico de la Figura 7.49, hasta los 350 segundos no va a ser posible que las salidas y; sigan a las

referencias r, esto porque por las restricciones impuestas por u**

, U no va a poder superar el valor de 10 quedando satu-
rado en ese valor, y como se ve en el grafico, para que y; siga a la referencia r, i, tiene que ser mucho mayor a 10 como lo
muestra U,. Por esta razon es que las salidas y; no logran alcanzar a las referencias r, por lo que este no es un problema en

el sistema de control, sino que el problema viene porque la entrada no logra ser la necesaria para alcanzar las referencias r.

A continuacién se muestra la parte del gréafico de la Figura 7.49 que va entre los segundos 350 y 700 para apreciar

de mejor forma las sefiales que se ven tan juntas.

ey
u2
u infinite 1
u infinite 2

45
350 400 450 500 B850 800 B850 700

Figura 7.50: Gréfico de las Entradas u; entre los 350 y 700 segundos
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En el grafico de la Figura 7.50 se ve cOmo u; intenta seguir a 1, y U, intenta seguir a up- que cambian con el
paso del tiempo debido a la estimacion de la perturbacién d. Como se ve, u; no alcanza a seguir a u., en ese intervalo
de tiempo debido a que en los 700 segundos hay un cambio en la referencia r con lo que hay un brusco cambio en

Uy

u barra 1
u barra 2
u barra infinito 1
u barra infinito 2

25— | . | |

|
/

|| ——

(1] 100 200 300 400 500 800 700 800 900
Offset=0

Figura 7.51: Grafico de u;

Como se ve en el gréfico de la Figura 7.51, u; no logra seguir a U, esto debido a que depende de u; y X, hasta
los 350 segundos donde se ve que u; si va a empezar a seguir a U,. Como se ve en el grifico, hay unos pequefios

cambios, estos se deben a las perturbaciones dy, las que influyen en el calculo de u; y Uc,.

d estimado 1
d eslimade 2
d1
d2

0 100 200 300 400 500 600 700 800 900

Figura 7.52: Gréfico de las perturbaciones dj.
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Como se ve en el grifico de la Figura 7.52, la perturbacion observada d; logra seguir a la perturbacion original
después de pasado un tiempo. Se hacen cambios en la perturbacidn d en distintos instantes de tiempo y se ve que la estima-

cion de la perturbacion observada dj, si logra seguir a la perturbacion original d nuevamente después de pasado un tiempo.
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S Conclusiones

En este capitulo se presentan las conclusiones de este trabajo de memoria y también se proponen algunas

recomendaciones y posibles direcciones a tomar en cuenta para trabajos futuros.

8.1. Conclusion

En este trabajo se ha presentado la parte tedrica y de simulaciones de un sistema de Estanques Acoplados
utilizando el método avanzado de control de procesos MPC. Este sistema se linealizé y se simul6 para cuatro casos, se

parti6 de lo mas basico a lo mas complejo.

El primer caso es llevar todo al estado cero con el sistema de control. El segundo caso es realizar un seguimiento
a referencia, lo que significa mover el punto de operacién del sistema de control. El tercer caso es llevar todo al estado
cero pero ahora estimando los estados mediante observadores. El cuarto caso es realizar un seguimiento a referencia
moviendo el punto de operacion del sistema de control, estimando los estados y las perturbaciones de entrada mediante
observadores, y con esto implementar accién integral, logrando corregir el error entre la referencia y la salida, obteniendo

error cero en estado estacionario.

Antes de hacer el control, se pre estabiliza la planta para asi cumplir con los requerimientos de un sistema de

control estable y aplicar toda la teoria de sistemas de control.

Respecto a ADMM, se estudi6 y valid6 que este algoritmo de optimizacion funcionase correctamente para MPC

en un entorno de simulaciones.

Respecto a MPC, se utiliz6 la formulacién sparse para la formulacién del problema de control. Se valid6 que el

sistema de control respetase las restricciones impuestas en el problema de control.

8.2. Trabajos Futuros

Respecto a trabajos futuros se propone lo siguiente:
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= Probar que el sistema de control hecho en este trabajo con simulaciones funcione con los Estanques Acoplados,

utilizando Quarc, DSpace u otra tecnologia que esté a disposicion.

= Validar hasta qué punto el modelo lineal hecho en este trabajo se comporta de buena manera con la planta que es

de tipo no lineal.
= Implementar MPC no lineal para este mismo sistema y compararlos.
= Implementar estos algoritmos en otras plataformas que sean libres para obtener mayor versatilidad.

= Para este mismo sistema, agregar accion integral en el lazo para lograr referencia perfecta en estado estacionario

utilizando deltas de entrada en vez de observadores.
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ANEXO A. CODIGOS MATLAB

A Codigos MATLAB

A.1. Estado Cero

1 cle

2 clear all

3 close all

4 %Estanques Acoplados

5 9%Valores necesarios

6 Ar = 100;

7 kappa = 12.11;
8 hlq = 7;

9 h2q = 5;

10 gamm = kappa/(2xsqrt(hlq-h2q));

12 %Variables de Estado en Tiempo Continuo
13 Ac = [—-gamm/Ar gamm/Ar;gamm/Ar —gamm/Ar];
4 Bc = [1/Ar 0;0 -1/Ar];

5 C = eye(2);

6 D =110 0;0 0];

17 x0 = [hlq;h2q];

18 Gp=ss (Ac,Bc,C,D);

0 %Variables de Estado en Tiempo Discreto
1 T = 1;

2 Gpzl=c2d (Gp,T);

23 [Ad,Bd,C,D]=ssdata (Gpzl);

4+ [L,P,pol]=dlqr(Ad,Bd,eye(2) ,eye(2));

s A = Ad;

s B = Bd;

7 AX = A-BxL

28

9 %Constantes

5o N = 10;

51 umin = [0;0];
2 umax = [10;10];
i3 xmin = [0;0];
e xmax = [30;30];
s Xx_Nmax = xmax;
i X_Nmin = xmin;

37 Gamma=0.1xeye(size (B,2));

38 Omega=C’*C;
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9 [Linf ,OmegaN,~]=dlqr (A,B,Omega,Gamma) ;

m

Ut %Determinando las dimenciones del sistema
4w n = size(Ax,1); 9m=2 para A de 2x2

size (B,2); %n=2 para B de 2x2

size (C,1); 9%p=2 para C de 2x2

43 m

us p
us

e %Construccion de matrices

w J=[eye(n);-eye(n);-L;L];

us JN=[eye(n);—eye(n)];

4w E=[zeros(n,m);zeros(n,m);eye(m);—eye(m)];

50

51 %Matrices funcion de costo

s> H = blkdiag (kron(eye(N) ,blkdiag (Omega,Gamma) ) ,OmegaN) ;
s3 H=(H+H’) /2;

sa h = zeros(size(H,1) ,1);

55

sc J%oMatrices restriccion igualdad

57 In = eye(n);

ss f = [Ax,B,—-In];

o F = [1;

60 col_F = (N+1)%n+Nxm;

61 for i=1:1:N

62 if i ==

63 F = [-In,zeros(n,col_F-n) |;
64 end

65 M = [zeros(n,(i—-1)*(n+m)),f,zeros(n,col_F —((i—-1)*(n+m)+(2xn+m))) |;
66 F = [F:M];

67 end

s f=[-x0;zeros(size(F,1)-n,1)];

0o sl=size(F,1)-n;

70 zer=zeros(sl,1);

71

72 %Matrices restriccion desigualdad
73 G = blkdiag (kron(eye(N) ,[J,E]) ,IN);
74 dx=[xmax;—xmin ];

75 du=[umax;—umin ];

76 dN=[x_Nmax;—x_Nmin ];

77 g=[kron(ones(N,1) ,[dx;du]) ;dN];

A.2. Seguimiento a Referencia

1 cle

2> clear all

3 close all

4 Estanques Acoplados

5 9%Valores necesarios

6 Ar = 100;

7 kappa = 12.11;
8 hlq = 7;

9 h2q = 5;

10 gamm = kappa/(2=sqrt(hlq-h2q));
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20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41

42

43

44

45

46

7

48

49

50

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

YD%Variables de Estado en Tiempo Continuo
Ac = [—gamm/Ar gamm/Ar;gamm/Ar —gamm/Ar ];
Bc = [1/Ar 0;0 -1/Ar];

C = eye(2);

D= [0 0;0 OF;

x0 = [hlq;h2q];

Gp=ss (Ac,Bc,C,D);

Y9Variables de Estado en Tiempo Discreto
T = 1;

Gpzl=c2d (Gp,T);

[Ad,Bd,C,D]=ssdata (Gpzl);
[L,P,pol]=dlqr(Ad,Bd,eye(2) ,eye(2));

A = Ad;

B = Bd;

Ax = A-BxL
Y%Constantes

N = 10;

umin = [0;0];
umax = [10;10];
xmin = [0;0];
xmax = [30:;30];

x_Nmax = xmax;

Xx_Nmin = xmin;

Gamma=0.1xeye(size (B,2));

Omega=C’ % C;

[Linf ,OmegaN,~]=dlqr (A,B,Omega,Gamma) ;

Joseguimiento a referencia
r = [8;6.5];
invl = inv(eye(size (Ax,1))-Ax);

inv2 = inv(Cxinvl«B);
u_barra_inf = inv2sr;
x_inf = invl«Bsxu_barra_inf;
u_inf = u_barra_inf-Lxx_inf;

YDeterminando las dimenciones del sistema
n = size (Ax,1); Y9m=2 para A de 2x2
size (B,2); Y%n=2 para B de 2x2
p = size(C,1); 9%p=2 para C de 2x2

m

Y%Construccion de matrices
J=[eye(n);-eye(n);-L;L];
JN=[eye(n);—eye(n)];
E=[zeros(n,m);zeros(n,m);eye(m);—eye(m) ];

Y9Matrices funcion de costo

H = blkdiag (kron(eye(N) ,blkdiag (Omega,Gamma) ) ,OmegaN) ;
H=MH+H") /2;

h = zeros(size(H,1) ,1);

Y9Matrices restriccion igualdad

In = eye(n);
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o« f = [Ax,B,—In];

o F = [];

68 col_F = (N+1)%n+Nxm;

69 for i=1:1:N

70 if 1 == 1

71 F = [-In,zeros(n,col_F-n)];

72 end

73 M = [zeros(n,(i—-1)x(n+m)) ,f,zeros(n,col_F —((i—-1)%(n+m)+(2«n+m))) ];
74 F = [F:M];

75 end

76 f=[-x0;zeros(size(F,1)-n,1)];
77 sl=size(F,1)-n;

78 zer=zeros (sl ,1);

80 %Matrices restriccion desigualdad

g1 G = blkdiag (kron(eye(N) ,[J,E]) ,IN);

82 dx=[xmax—x_inf;—xmin+x_inf];

83 du=[umax+L#x_inf—u_barra_inf;—umin-L«x_inf+u_barra_inf ];
g¢ dN=[x_Nmax—x_inf;—x_Nmin+x_inf];

g5 g=[kron(ones(N,1) ,[dx;du]);dN];

A.3. Estado Cero utilizando Observadores

1 cle

> clear all

3 close all

4 WEstanques Acoplados

5 %Valores necesarios

¢ Ar = 100;

7 kappa = 12.11;
8 hlq = 7;

9 h2q = 5;

10 gamm = kappa/(2=sqrt(hlq-h2q));

2 %Variables de Estado en Tiempo Continuo
13 Ac = [—gamm/Ar gamm/Ar;gamm/Ar —gamm/Ar];
14 Bc = [1/Ar 0;0 —-1/Ar];

5 C = eye(2);

s D= 1[0 0;0 0];

17 x0 = [hlq:;h2q];

18 Gp=ss (Ac,Bc,C,D);

0 %Variables de Estado en Tiempo Discreto
o1 T = 1;

2 Gpzl=c2d(Gp,T);

3 [Ad,Bd,C,D]=ssdata (Gpzl);

4 [L,P,pol]=dlqr(Ad,Bd,eye(2) ,eye(2));

s A = Ad;

c B = Bd;

7 Ax = A-BxL

28

v %Constantes
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30

31

32

33

34

35

36

37

38

39

40

41
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45

46

47

48

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

N = 10;

umin = [0;0];
umax = [10;10];
xmin = [0;0];

xmax = [30:;30];

x_Nmax = xmax;

Xx_Nmin = xmin;

Gamma=0.1xeye(size (B,2));

Omega=C’ xC;

[Linf ,OmegaN,~]=dlqr (A,B,Omega,Gamma) ;

Yobservador para perturbacion

Az = [Ax B;zeros(size(B,2) ,size(Ax,1)) eye(size(B,2))];
Bz = [B;zeros(size(B,2))];

Cz = [C zeros(size(C,1),size(B,2))];

do = [0.6;0.4];

R1 = eye(size(Az,1));

R2 = eye(size(Bz,2));
[F1,~,~] = dlqr(Az’,Cz’ ,R1,R2);

Lz = F1’;

A_obs = Az-Lz«Cz;

B_obs = [Bz Lz];

C_obs = eye(size(Cz,2));
D_obs = zeros(size (C_obs));

YDeterminando las dimenciones del sistema
n = size (Ax,1); Y9m=2 para A de 2x2
size (B,2); Y%n=2 para B de 2x2
size (C,1); 9%p=2 para C de 2x2

m

p

Y%Construccion de matrices
J=[eye(n);—-eye(n);-L;L];
JN=[eye(n);—eye(n)];
E=[zeros(n,m);zeros(n,m);eye(m);—eye(m) ];

YMatrices funcion de costo

H = blkdiag (kron(eye(N) ,blkdiag (Omega,Gamma) ) ,OmegaN) ;
H=MH+H") /2;

h = zeros(size(H,1) ,1);

Y9Matrices restriccion igualdad

In = eye(n);
f = [Ax,B,-In];
F= [l
col_F = (N+1)%n+Nxm;
for i=1:1:N
if i == 1
F = [-In,zeros(n,col_F-n)];
end
M = [zeros(n,(i—-1)x(n+m)) ,f,zeros(n,col_F —((i—1)%(n+m)+(2«n+m))) ];
F = [F:M];
end

f=[-x0;zeros(size(F,1)-n,1)];
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85

86

87

88

90

01

92

93

sl=size (F,1)-n;

zer=zeros (sl ,1);

YMatrices restriccion desigualdad
G = blkdiag(kron(eye(N) ,[J,E]) ,JN);
dx=[xmax;—xmin ] ;

du=[umax;—umin ];

dN=[x_Nmax;—x_Nmin ];
g=[kron(ones(N,1) ,[dx;du]);dN];

A.4. Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con Perturbacio-

nes

20

21

22

23

24

25

26

27

28

29

30

31

32

33

34

35

36

37

38

cle

clear all

close all
PEstanques Acoplados

Y%Valores necesarios

Ar = 100;
kappa = 12.11;
hlqg = 7;
h2q = 5;

gamm = kappa/(2xsqrt(hlq-h2q));

YD%Variables de Estado en Tiempo Continuo
Ac = [—-gamm/Ar gamm/Ar;gamm/Ar —gamm/Ar ];
Bc = [1/Ar 0;0 -1/Ar];

C = eye(2);

D= [0 0;0 OF;

x0 = [hlq;h2q];

Gp=ss (Ac,Bc,C,D);

Y9Variables de Estado en Tiempo Discreto
T = 1;

Gpzl=c2d (Gp,T);

[Ad,Bd,C,D]=ssdata (Gpzl);
[L,P,pol]=dIqr(Ad,Bd, eye(2) ,eye(2));

A = Ad;

B = Bd;

Ax = A-BxL
Y%Constantes

N = 10;

umin = [0;0];
umax = [10;10];
xmin = [0;0];
xmax = [30;30];
x_Nmax = xmax;
Xx_Nmin = xmin;

Gamma=0.1xeye(size (B,2));
Omega=C’ = C;
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39

40

41

U2

43

44

45

6

47

s

49

50

51

52

53

54

55

56

57

58

59

60

61

62

63

64

65

66

67

68

69

70

71

72

73

74

75

76

77

78

79

80

81

82

83

84

85

86

87

88

89

90

01

02

[Linf ,OmegaN,~]=dlqr (A,B,Omega,Gamma) ;

Yobservador para perturbacion

Az = [Ax B;zeros(size(B,2),size (Ax,1)) eye(size(B,2))];
Bz = [B;zeros(size(B,2))];

Cz = [C zeros(size(C,1),size(B,2))];

d0 = [0.6;0.4];

R1 = eye(size(Az,1));
R2 = eye(size(Bz,2));
[F1,~,~] = dlqr(Az’,Cz’ ,R1,R2);

Lz = F1’;

A_obs = Az-Lz«Cz;

B_obs = [Bz Lz];

C_obs = eye(size(Cz,2));
D_obs = zeros(size (C_obs));

YD%Seguimiento a referencia con perturbacion
r = [4.5;3];

d = 1[1;1.5];

invl = inv(eye(size (Ax,1))-Ax);

inv2 = inv(Cxinvlx«B);
u_barra_inf = inv2sxr—-d);

x_inf = invl«Bx(u_barra_inf+d);
u_inf = u_barra_inf-Lxx_inf;

YDeterminando las dimenciones del sistema
n = size (Ax,1); Y9m=2 para A de 2x2
size (B,2); Y%n=2 para B de 2x2
size (C,1); 9%p=2 para C de 2x2

m

p

Y%Construccion de matrices
J=[eye(n);—-eye(n);-L;L];
JN=[eye(n);—eye(n)];
E=[zeros(n,m);zeros(n,m);eye(m);—eye(m) ];

YMatrices funcion de costo

H = blkdiag (kron(eye(N) ,blkdiag (Omega,Gamma) ) ,OmegaN) ;
H=MH+H") /2;

h = zeros(size(H,1) ,1);

Y9Matrices restriccion igualdad

In = eye(n);
f = [Ax,B,-In];
F= [l
col_F = (N+1)%n+Nxm;
for i=1:1:N
if i == 1
F = [-In,zeros(n,col_F-n)];
end
M = [zeros(n,(i—-1)x(n+m)) ,f,zeros(n,col_F —((i—1)%(n+m)+(2«n+m))) ];
F = [F:M];
end

f=[-x0;zeros(size(F,1)-n,1)];
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oa sl=size(F,1)-n;

os zer=zeros (sl ,1);

06

07 %Matrices restriccion desigualdad

s G = blkdiag (kron(eye(N) ,[J,E]).,IJN);

99 dx=[xmax—x_inf;—xmin+x_inf ];

foo du=[umax+Lxx_inf—u_barra_inf;—umin-Lxx_inf+u_barra_inf];
for dN=[x_Nmax—x_inf;—x_Nmin+x_inf ];

2 g=[kron(ones(N,1) ,[dx;du]);dN];

A.5. ADMM del Diagrama Simulink

oy

1 7=

2% Quadratic programing (QP) problem solution:

3 % min 0.5 x’ «=Hxx + h’xx

4 % 5.t Fsx = f

5 % Gsx <= g

6% X : Optimal solution of qp problem
7 Y%=

9 n=size (H,1) ;
10 q:size(G,l);
1 p=size (F,1);

13 x=1xones(n,1);
14 z=0.5xo0nes(q,1);
15 tau=0.5%xones (q+p, 1) ;

17 A=[G; F];

18 B=[eye(q);zeros(p,q)]:
19 c=[g;f];

20 ep=1le-9; ed=le-9;

21

22 rho=1.5;%Se tiene que escoger este valor
03 rk=Axx+Bxz—c;

R4 sk=rho*A’x*Bx(z); k=0;

25 while norm(rk)>=ep || norm(sk)>=ed

6 k=k+1;

27 x=—(H+rho %A’ *A) \(h+rho A’ x(Bxz+tau—c) ) ;
28 z=max(0,-Gsx—-tau(1l:q)+g);

29 tau=tau+Axx+Bxz—c;

30 if k==5000; break; end %Se tiene que escoger este valor
31 end

32 u_barra = x(3:4);

33 end

Para seguimiento a referencia, hay que cambiar la linea 32 por:

1 u_barra = x(3:4)+u_barra_inf;
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B Diagramas Simulink

B.1. Diagrama Estado Cero

-

H
—‘—D H
» (] » ]
h
—\—P h
G
—\—P G
Xn41 = Ax, + Buy,
‘ u_barra "(-::\ > "
g ¥n = Cxn+ Dup
> admm
g
" —\—>
F L*u
A
—»{x_01 f
x02 4 f

Figura B.1: Diagrama Simulink Estado Cero

B.1.1. MATLAB Function mat_f

1 function f = mat_f(x_01,x_02,zer)
2

3 x0 = [x_01;x_027;

f=[-x0;zer];

w

¢ end
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B.2. Diagrama Seguimiento a Referencia

xmin

2]
.

xmin
xmax

xmax

x_inf

umin

umin

gl

mat_g
u_barra_inf

Nmax

i

Zng1 = Axy + Buy,
Y= Cxy+ Duy

x_Nmax

in

3
z
E]

x_Nmin

]
. ]

T

L

y—:!_ ([
ﬂ o

i
% inf mat_f

P zer
u_barra_inf
z

Figura B.2: Diagrama Simulink Seguimiento a Referencia

B.2.1. MATLAB Function mat_f

1 function f = mat_f(x_01,x_02,x_inf,6 zer)

3 x0 = [x_01;x_02]-x_inf;

5 f=[-x0;zer];

¢ end

B.2.2. MATLAB Function mat_g

1 function g = mat_g(xmin,xmax,x_inf ,umin,umax, u_barra_inf ,x_Nmax,x_Nmin,L)
2

3 dx=[xmax—x_inf;—xmin+x_inf ];

4 du=[umax+L#xx_inf—u_barra_inf;—umin-Lxx_inf+u_barra_inf];

5 dN=[x_Nmax—x_inf;—x_Nmin+x_inf ];

6 g=[kron(ones(10,1) ,[dx;du]);dN];

7 end

B.2.3. Subsystem

e o e

x_inf

> 2)

u_barra_inf

» 3 )

r

Hﬁ ]

Figura B.3: Subsystem, outputs:x_inf, u_barra_inf, r
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B.3. Diagrama Estado Cero utilizando Observadores

e ¥n=Cxy+ Duy,
H
H
h A — C]
o I g
G >
- > Xnt1 = Axn + Bun
o .‘ ubarra + .J—P Yo = Ca + Dty
NP admm
F »
e )
F N
P x_01 f
ploz 4 f A
zer P zer mat_f » D

Figura B.4: Diagrama Simulink Estado Cero utilizando Observadores con Perturbaciones

B.3.1. MATLAB Function mat_f

1 function f = mat_f(x_01,x_02,zer)

3 x0 = [x_01;x_027;

s f=[-x0;zer];

6 end

B.4. Diagrama Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con Per-

turbaciones

S o % L
|_.=H1( D
umax max.‘ d d wwwwwww
N 1 = —
r’ o 01 —#u_barra_in
; [  E=h - & =
_

Figura B.5: Diagrama Simulink Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con Perturbaciones
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B.4.1. MATLAB Function mat_f

1 function f = mat_f(x_01,x_02,x_inf, zer)

3 x0 = [x_01;x_02]-x_inf;

5 f=[-x0;zer];

6 end

B.4.2. MATLAB Function mat_g

1 function g = mat_g(x_inf ,x_Nmax,d,x_Nmin)

3 dN=[x_Nmax—x_inf;—x_Nmin+x_inf];
4 g=[kron(ones(10,1),d);dN];
s end

B.4.3. MATLAB Function fcn

1 function d = fcn(xmax, x_inf ,xmin ,umax,umin,u_barra_inf L)
> d=ones(8,1);

3 dx=[xmax—x_inf;—xmin+x_inf];

4 du=[umax+Lxx_inf—-u_barra_inf;—umin-Lxx_inf+u_barra_inf];
s d=[dx;du];

6 end

B.4.4. Subsystem

8 BHE

Figura B.6: Diagrama Simulink Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con Perturbaciones
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B.4.5. Subsystem 1

u_barra_inf

d_est

Figura B.7: Diagrama Simulink Seguimiento a Referencia utilizando Observadores con Perturbaciones
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