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siempre han sido de los lazos de amistad más importantes en mi vida. Principalmente Andrés
y Francisco, mi paso por la universidad no habŕıa sido el mismo sin haber coincidido con
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ÍNDICE DE FIGURAS vi

RESUMEN ix

ABSTRACT x

1. INTRODUCCIÓN 1
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RESUMEN

La identificación paramétrica de sistemas dinámicos Multi-Agente es un área que ha ge-
nerado interés creciente en el último tiempo. Esta suele realizarse bajo la suposición de que
los sistemas a identificar son estables, o aplicando lazos de control para estabilizarlos, debido
a que gran parte de las herramientas convencionales de identificación requieren estabilidad
en los sistemas. Sin embargo, la integración, una dinámica no estable, es una caracteŕıstica
común en varios sistemas, en particular sistemas que poseen masa, y el considerarla dentro
del problema de identificación de un sistema puede ser de interés debido a las propieda-
des estad́ısticas que esta conlleva. Motivado por el problema de un pelotón de veh́ıculos, el
trabajo de esta tesis considera un sistema compuesto de dos agentes, y estudia el uso de
distintos esquemas colaborativos que buscan lograr que cada agente identifique sus paráme-
tros correctamente. Los esquemas utilizados toman en cuenta la integración de los sistemas
para estimar los parámetros, y son contrastados con un esquema en el cual la integración es
cancelada antes de realizar la estimación.

En el presente trabajo se realiza la identificación de distintas estructuras de agentes,
bajo los distintos esquemas propuestos en cada caso, utilizando el método de predicción
de error (PEM). Para cada caso se analizan propiedades estad́ısticas de los estimadores
obtenidos, tales como el sesgo y la razón de decaimiento de la varianza de la estimación.
En algunas estructuras, en las cuales la estimación a realizar es lineal sobre el vector de
parámetros y es posible obtener expresiones cerradas de los estimadores, estas propiedades
son caracterizadas anaĺıticamente y complementadas con simulaciones, mientras que para
otras estructuras, en las que la estimación no es lineal en los parámetros, estas propiedades
son obtenidas numéricamente a través de simulaciones. Los resultados obtenidos muestran
que es posible estimar los parámetros de sistemas con integración correctamente bajo un
esquema colaborativo, y que para algunas estructuras, el identificar el sistema sin estabili-
zarlo logra una razón de decaimiento en la varianza más rápida que la obtenida al identificar
sistemas estables. La contribución principal de la tesis es ilustrar como las dinámicas in-
tegrales de un sistema marginalmente estable pueden ayudar en la identificación de este,
logrando que se requiera una cantidad menor de muestras para obtener estimaciones confia-
bles, además de definir un marco de trabajo para la identificación Multi-Agente de sistemas
bajo presencia de integración.

Los resultados son complementados con un estudio que relaciona la cantidad de integra-
dores necesarios para identificar una cantidad determinada de parámetros con la razón de
decaimiento deseada, y otras caracteŕısticas de la identificación bajo efecto integral.
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ABSTRACT

System parameter identification has been a topic of increasing interest in recent years.
Generally, it is performed either under the assumption that the systems to identify are
stable, or applying a stabilizing control loop, since most conventional system identification
tools require that the systems to identify are stable. However, integration, which is a non-
stable dynamic, is a common characteristic in many systems, particularly in systems with
mass, and it may be of interest to consider it in the identification problem due to the
statistic properties inherent to it. Motivated by a vehicular platoon problem, this thesis
work considers a system made of two agents, and studies the use of different collaborative
schemes where the goal is for each agent to correctly identify its own parameters. These
schemes take the integral dynamics of the systems into account to perform the estimation of
the parameters, and they are compared to a scheme where we cancel the integration before
performing the estimation.

This present works performs the identification of various structures of agents, under
the different proposed schemes in each case, using the prediction error method (PEM). For
each case, we analyze different statistical properties of the resulting estimators, such as
the estimation bias and the decay rate of the variance of the estimation. In some of these
structures, where the estimation is lineal in the parameters vector and it is possible to obtain
closed-form expression of the estimators, these properties are characterized analytically and
complemented with simulations, while for other structures, in which the estimation is not
linear over the parameters vector, these properties are obtained over numerical simulations.
The results of this work show that it is possible to correctly estimate the parameters of a
system with integration under a cooperative setting, and that for some of these structures,
identifying the system without prior stabilization allows a quicker decay decay rate in the
variance of the estimation than the one obtained when identifying stable systems. The main
contribution of this thesis is to illustrate how using the integral dynamics of a marginally
stable system can help its identification, allowing a much lower number of samples to obtain
a reliable estimation, and to define a framework for the identification of multi-agent systems
with integration.

These results are complemented with a study that relates the amount of needed integra-
tors to estimate a given quantity of parameters with a desired decay rate in its variance, as
well as other characteristics of system identification under integral action.
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Caṕıtulo 1

INTRODUCCIÓN

En este caṕıtulo se pone en contexto el trabajo realizado en esta tesis, presentando la
motivación detrás de este, y explicando sus objetivos. En primer lugar se contextualiza acerca
de los sistemas Multi-Agente y la identificación de ellos, explorando distintas estrategias
colaborativas que se han realizado a través de los años para la estimación entre agentes.
Luego, se presenta el trabajo existente sobre el área de identificación en sistemas no estables,
exponiendo las dificultades que esto conlleva y el interés en problemas de identificación
que esta puede significar. Los puntos anteriores son complementados con un ejemplo de
sistema Multi-Agente marginalmente estable correspondiente a un pelotón de veh́ıculos, cuya
identificación es considerada como la aplicación principal que motiva el problema planteado
en esta tesis. Finalmente, se plantean los objetivos a realizar en la tesis y las contribuciones
del trabajo realizado, concluyendo el caṕıtulo con una breve descripción de los caṕıtulos
posteriores.

1.1. Sistemas Multi-Agente

Los sistemas Multi-Agente corresponden a sistemas compuestos por varios sub-sistemas
inteligentes, denominados agentes, los cuales poseen cierto grado de autonomı́a para efectuar
las acciones que le permitan llegar a su objetivo, y son capaces de interactuar y transferir
información con los otros sub-sistemas. Este proceso de interacción, en general, corresponde
a realizar acciones análogas a comportamientos sociales, tales como comunicación o cola-
boración entre ellos [1]. Los sistemas Multi-Agente son capaces de modelar problemas más
complejos que sistemas de un solo agente, comúnmente dividiendo el problema general del
sistema en distintas tareas individuales para cada agente espećıfico [2]. En el caso del control
de un sistema Multi-Agente, cada agente toma sus propias acciones de control basándose
en la información otorgada por los otros agentes, tales como entradas, salidas o acciones de
control, y análogamente, debe comunicar su propia información para que los otros agentes
puedan realizar sus acciones.

Los sistemas Multi-Agente corresponden a paradigmas de modelado presentes en muchas
aplicaciones actuales y futuras del mundo real, y el análisis de ellos presenta muchos desaf́ıos
en la actualidad. La mayoŕıa de estos desaf́ıos están relacionados a la complejidad que
aparece cuando el número de agentes aumenta [3] y a fenómenos propios de la comunicación
entre estos. En particular, la comunicación entre sistemas Multi-Agente es comúnmente
realizada a través de redes inalámbricas, donde los fenómenos estocásticos inherentes a
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2 CAṔıTULO 1. INTRODUCCIÓN

redes de estas caracteŕısticas juegan un rol significante en la estabilidad, la escalabilidad [4]
y en la identificabilidad [5], [6], [7] de la red de sistemas Multi-Agente.

En particular, en esta tesis, se trabajará con sistemas cuyos agentes se describen a partir
de modelos dinámicos, comúnmente utilizados para explicar fenómenos f́ısicos, donde la
salida depende de la entrada y de cantidades inerciales propias del sistema. Los modelos
dinámicos utilizados se presentan con mayor detalle en el caṕıtulo 2.

1.2. Identificación de Sistemas Multi-Agente

El uso de métodos paramétricos para la identificación de sistemas es un tema de gran
relevancia en aplicaciones del mundo real. Esto se debe a que algunos sistemas, en los cuales
se conoce cierto modelo o estructura matemática, pueden cambiar sus propiedades dinámicas
a través del tiempo, requiriendo un ajuste en la caracterización de sus parámetros dentro de
esa misma estructura. Esto puede ocurrir a largo plazo debido a caracteŕısticas propias del
funcionamiento normal del sistema, como el desgaste de sus materiales (wear and tear), o de
forma espontánea debido a la presencia de perturbaciones, como por ejemplo falla de sensores
o de actuadores, cambios en las condiciones externas al sistema o accidentes. Los cambios
dinámicos pueden ser particularmente importantes si se consideran múltiples agentes que
interactúan entre ellos f́ısicamente o a cierta proximidad [8]. Al considerar sistemas con varios
agentes, el implementar algoritmos de identificación de manera on-line sobre el sistema
puede resultar aún más complejo, debido a que surgen distintos aspectos prácticos respecto
a los cuales se deben tomar decisiones, tales como el proceso de sincronización entre agentes,
el sensado o la topoloǵıa necesaria para la comunicación, cuya complejidad puede aumentar
si el número de sub-sistemas aumenta [9].

La identificación de sistemas dinámicos Multi-Agente interconectados a través de distin-
tas topoloǵıas de redes, en donde los agentes suelen ser modelados como módulos dentro de
la red de comunicación del sistema, ha sido un área de investigación que ha recibido bastante
atención en los últimos años [4]. Un punto en el que se han enfocado algunos trabajos, y
que será de particular interés en el desarrollo a realizar en esta tesis, corresponde al análisis
de los aspectos estad́ısticos de los sistemas a identificar, tales como la consistencia de los
estimadores utilizados y la razón de convergencia de propiedades relacionadas a la varianza
y el error cuadrático medio de la estimación [6]. Otro punto de interés en los trabajos recien-
tes corresponde al análisis de propiedades fundamentales de la configuración del proceso de
identificación, tales como la información disponible y la identificabilidad del sistema. En el
trabajo realizado en [10] se formalizan conceptos sobre el nivel de información otorgada por
la base de datos sobre la que se realiza la identificación, y se definen condiciones basadas
en estos conceptos para que la identificación de un módulo dentro de la red sea consistente.
Respecto a la identificabilidad de los sistemas, los autores de [11] desarrollan un análisis
generalizado sobre la identificabilidad de un módulo dentro de un sistema Multi-Agente y
el trabajo de [5] introduce nociones sobre la identificabilidad de la red completa.

Para ilustrar un caso más espećıfico, un ejemplo de sistemas dinámicos Multi-Agente
cercano al tema de interés de esta tesis, sobre cuya identificación existe bastante trabajo,
son los sistemas en cascada. En el trabajo realizado en [12], los autores concluyen que no
es posible mejorar los resultados asintóticos de la estimación de un sub-sistema en cascada
utilizando la salida de su sucesor si las dinámicas del segundo sub-sistema son un factor del
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primero. Estos resultados son extendidos para el caso de sistemas en cascada paralelo-serial
en [13]. Mas recientemente, los autores de [14] utilizan técnicas de estimación paramétrica
para sistemas en cascada no lineales, el trabajo en [15] describe un método asintóticamen-
te eficiente para estimar simultáneamente todos los parámetros en una estructura serial
de sistemas interconectados en cascada, y en [16] se describe la aplicación de métodos de
identificación de muestras finitas para un red en cascada con mediciones ruidosas.

En general, para realizar la identificación de sistemas Multi-Agente, se suponen condicio-
nes de estabilidad dentro de los sistemas a identificar en los nodos. Es común entonces, que
en los casos en que los sistemas a identificar no sean necesariamente estables, la estimación
de los parámetros se realice utilizando métodos en lazo cerrado. Un ejemplo de esto es [17],
donde este tipo de métodos es generalizado para el caso de la identificación local de agentes
dentro de un sistema Multi-Agente.

1.2.1. Estimación colaborativa

En general, cuando se realiza la identificación de sistemas distribuidos, estos se modelan
a través de una red compuesta de varios nodos, correspondientes a los sub-sistemas (agentes
en el caso de sistemas Multi-Agente). La colaboración entre nodos de una red ha sido una
herramienta altamente explorada para explorar las dificultades que aparecen al aumentar la
complejdad del sistema y poder llevar a cabo distintas técnicas de identificación. A conti-
nuación se exponen brevemente algunas estrategias de colaboración comúnmente utilizadas.

El estudio de identificación de sistemas distribuidos interconectados ha sido de interés
desde hace bastante tiempo, algunos trabajos tempranos al respecto son presentados en
[18] [19] y [20], donde el enfoque principal corresponde a desarrollar esquemas y técnicas
descentralizados para simplificar la identificación de sub-sistemas de la red. Desde ese en-
tonces, se han desarrollado y estudiado distintas herramientas colaborativas para abordar
la identificación de esta clase de sistemas. El estudio general de la estimación realizada de
forma distribuida y descentralizada se ha abordado más recientemente en [21] [22] [23] y
[24]. En el trabajo realizado en [25] se plantea el uso de estimación distribuida para el caso
espećıfico de sistemas Multi-Agente bajo una configuración de ĺıder-seguidores, la cual, como
será observado más adelante, es relevante dada la configuración de sistemas propuesta en
este tesis y la motivación de esta.

Recientemente, se han explorado diversas técnicas colaborativas más especificas para
identificar sistemas distribuidos, en general enfocándose en las dificultades que pueden sur-
gir respecto al proceso de comunicación entre los nodos de la red. Un ejemplo de eso es [26],
donde para el caso de comunicación de redes cuya comunicación no es confiable, se utilizan
algoritmos de transmisión por protocolos Gossip entre una red de sensores, los cuales per-
miten que distintos nodos puedan unirse or abandonar la red de manera libre, para llegar
a la identificación correcta de un parámetro. Otra herramienta utilizada para la estimación
cooperativa de sistemas en redes corresponde a algoritmos de consenso, los cuales buscan
que distintos nodos lleguen a un acuerdo a partir de conjuntos de datos transmitidos de ma-
nera distribuida [27]. Ciertos trabajos relevantes al respecto se llevan a cabo en [22], donde
estas herramientas son aplicadas a sistemas Multi-Agente trabajando con métodos de lazo
cerrado, y en [28], donde se generalizan condiciones de persistencia de excitación necesaria
para la identificabilidad del problema y se aplican algoritmos de consenso de un estimador
tipo PI.
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La identificación de sistemas en redes también se ha estudiado a través de técnicas de
difusión. El interés del uso de este tipo de técnicas es evidenciado en [29], donde se muestra
que las estrategias de difusión pueden otorgar mejoras en el error cuadrático medio de la
estimación y en las condiciones necesarias para la estabilidad de la red en relación con
otras estrategias como las de consenso. Otros trabajos relevantes se han llevado a cabo
en [30], donde se formula y evalúa el desempeño de este tipo de técnicas al realizar la
identificación sobre redes adaptivas, y [24], donde se presentan algoritmos que explotan el
procesamiento temporal y espacial para realizar la identificación mediante métodos difusos.
Más recientemente, el trabajo realizado en [31] desarrolla métodos difusos para obtener
resultados generales en la identificación para una familia de distribuciones exponenciales y
en [32] se busca obtener un análisis teórico completo de estrategias difusas e incrementales
para realizar la identificación de sistemas dispersos en redes adaptivas.

Recientemente, también ha ganado bastante atención la estimación de nodos a través de
mecanismos gatillados por eventos, los cuales son atractivos particularmente por su eficiencia
en consumo, debido a que estos evitan realizar transmisiones innecesarias. Un estudio del
uso de estas técnicas para la estimación de redes de sensores se despliega en [3]. En [33] se
utilizan redes neuronales para identificación de sistemas no-lineales a través de estimación
basada en eventos.

Cabe notar que, si bien existe mucha investigación respecto a las distintas estrategias
colaborativas disponibles para estimar sistemas distribuidos en redes, y particularmente
sistemas Multi-Agente, esta se suele realizar suponiendo estabilidad dentro de los nodos de
la red.

1.3. Identificación de sistemas no estables

Como se mencionó anteriormente, la mayoŕıa del trabajo existente en identificación de
sistemas dinámicos suele basarse en el supuesto de que los sistemas a identificar cumplen
cierta definición de estabilidad, ya sea suponiendo ciertas condiciones en las entradas y los
modelos que aseguren este comportamiento o realizando la identificación en lazo cerrado.
Si los sistemas a identificar no son estables, varias herramientas convencionales para la
identificación de sistemas no pueden ser aplicadas directamente, en particular aquellas que
hacen uso del dominio de la frecuencia, por el no-cumplimiento de las leyes de Parseval. La
no estabilidad también puede producir dificultades debido a la magnitud de los valores que
se pueden producir en las señales del sistema, al ser estas no necesariamente acotadas. Este
impacto puede ser aún más importante en el caso de sistemas Multi-Agente, debido a las
posibles relaciones f́ısicas de interacción o de proximidad entre los distintos agentes.

Existen estudios acerca de la identificación de sistemas estrictamente inestables desde
hace algunas décadas. En [34] se estudia la convergencia de la estimación de los paráme-
tros de un sistema inestable ARMA, donde se obtienen algunos resultados que evidencian
el aumento en la rapidez de convergencia de estos para los parámetros auto-regresivos del
sistema, y se prueba la necesidad de señales de entrada no acotadas para que este aumento
en la rapidez de convergencia se traduzca a los parámetros auto-regresivos. También existen
trabajos que caracterizan las distribuciones a las que converge la estimación de los paráme-
tros de sistemas autorregresivos inestables. La distribución resultante con el estimador de
mı́nimos cuadrados se expone en [35], mientras que [36] presenta una prueba detallada de
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la distribución resultante al utilizar el estimador de máxima verosimilitud.

También existen trabajos en los que se ha analizado la estimación de sistemas con inte-
gración, en general enfocándose en sistemas auto-regresivos. Algunos resultados respecto a
esto, que serán de particular interés para esta tesis, se presentan en el caṕıtulo 10 de [37]
y en [38], donde, enfocándose en el orden de probabilidad propio de la estimación del polo
integral del sistema, se ilustra como el identificar un sistema con integración puede ser más
rápido que identificar un sistema estable. El trabajo de [37] se centra en un sistema con
integración simple, mientras que en [38], se estudia el caso de doble integración. Un caso
de identificación paramétrica de sistemas marginalmente estables bajo una estructura más
general se aborda en [39], donde, luego de exponer algunas de las dificultades que conlleva
identificar un sistema cuyo estado aumenta indefinidamente, se presenta un método predic-
tivo que permite obtener cotas superiores sub-lineales para la penalización obtenida a partir
de la minimización realizada.

La identificación de sistemas con integración también ha sido abordada en aplicaciones
econométricas. Particularmente en modelos de series de tiempo, en los que los polos integra-
les son comúnmente conocidos como ráıces unitarias. En [40] se desarrollan metodoloǵıas que
permiten detectar la presencia de ráıces unitarias para sistemas ARMA de cualquier orden,
mientras que en [41] se realizan distintas pruebas para la identificación de un parámetro
de un modelo econométrico panel, mostrando que, para ese tipo de modelos, varias de las
pruebas comunes en el área no permiten identificar los parámetros de interés cuando existen
ráıces unitarias.

La identificación de sistemas no estables ha sido, sin embargo, un tema cuya investigación
ha sido muy esporádica. Donde para el caso espećıfico de sistemas con integración, esta se
ha limitado generalmente a detectar las dinámicas integrales de un sistema y no al análisis
de otros parámetros presentes en sistemas con estas dinámicas. La siguiente sección ilustra
un ejemplo de un sistema Multi-Agente en el cual se presenta el interés que esto último
puede conllevar.

1.4. Aplicación: Pelotones de Veh́ıculos

Una aplicación importante de un sistema Multi-Agente corresponde al problema de un
pelotón de veh́ıculos autónomos [42], en el que varios veh́ıculos navegan en fila de forma
organizada. Este tópico ha sido de gran interés durante los últimos años y ha dado lugar a
la investigación de diversas tecnoloǵıas para el control y el transporte de grupos de veh́ıcu-
los, entre los que se encuentra el Cooperative Adaptive Cruise Control (CACC) [43], que
busca aumentar la seguridad y desempeño en el control longitudinal de veh́ıculos autóno-
mos [44] utilizando algún tipo de sistema de comunicación colaborativo entre los agentes.
Comúnmente, los veh́ıculos del pelotón son modelados a partir de sistemas con integración
simple, debido a las dinámicas de inercia del sistema [45].

Existen trabajos recientes que exploran la identificación paramétrica en veh́ıculos. En
[46], se analiza el problema de identificación y control vehicular en un pelotón unidimensio-
nal bajo la poĺıtica de time-headway, planteando topoloǵıas comunes para las estructuras
de comunicación de un pelotón, y en [9] se realiza la identificación de veh́ıculos en pelotón
bajo distintas estructuras de redes, utilizando una topoloǵıa basada solamente en las medi-
ciones de velocidad de los veh́ıculos, y una topoloǵıa que considera tanto la velocidad como
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la distancia relativa, probando que esta última permite que la varianza de los parámetros
a estimar logre ser hasta cinco veces menor que el considerar solo velocidad. En aquellos
trabajos, la estimación de los parámetros es realizada con métodos de lazo cerrado, utili-
zando los lazos de control del pelotón para esta, y considerando entonces que las señales
asociadas son estables. Sin embargo, en caso de que la naturaleza del problema no permita
la estabilización del sistema, o solo con el fin de investigar el impacto de la integración en los
procesos de identificación, es de interés realizar la estimación de los veh́ıculos considerando
las dinámicas inestables asociadas a estos.

Un ejemplo intuitivo que ilustra como un conjunto de veh́ıculos en ĺınea pueden ser
modelados como un sistema compuesto de varios agentes, y que plantea una motivación
de las aplicaciones posibles del trabajo realizado en esta tesis, corresponde a tomar el sub-
sistema de dos veh́ıculos consecutivos de un pelotón y modelar la distancia relativa entre los
veh́ıculos como la salida común. Donde, sean y1(t) y y2(t) las posiciones de los dos veh́ıculos
y e(t) ruido de medición, una medición de esta distancia puede ser modelada como

yrel(t) = y1(t)− y2(t) + e(t). (1.4.1)

En particular, si las salidas de los sistemas se modelan como yi(t) = Gi(q)ui(t), donde
Gi(q), i ∈ {1, 2} es una función de transferencia con integración simple que corresponde a la
función de transferencia del veh́ıculo i y u(i) es su entrada, esta salida puede ser modelada
como un sistema Multi-Agente MISO dado por

yrel(t) = G1(q)u1(t)−G2(q)u2(t) + e(t). (1.4.2)

El modelado del sistema se puede complejizar si además de las salidas medidas por cada
agente como la distancia relativa con su predecesor o sucesor [47], se consideran señales
transmitidas entre veh́ıculos. De esta forma, se pueden aplicar distintas topoloǵıas de infor-
mación, como interacción con el ĺıder, o interacción con más veh́ıculos [48], las cuales para
el caso de la identificación, pueden permitir que los veh́ıculos posean suficiente información
para poder estimar sus parámetros de forma consistente.

Observación 1.4.1. Si bien un sistema de veh́ıculos bajo cierta regla de seguimiento entre
ellos en pelotón puede ser considerado como un sistema de lazo cerrado, en el cual se ejerce
control en relación a distancias o velocidades entre los veh́ıculos según la poĺıtica imple-
mentada, se puede realizar identificación tomando en cuenta la acción integral del sistema
al considerar la posición absoluta del veh́ıculo como la salida de este. Por un lado, si cada
veh́ıculo tiene acceso directo al valor de su actuación en cada instante, esto se puede realizar
considerando las dinámicas de “lazo abierto” de los veh́ıculos considerando la actuación y
la posición o distancia recorrida como el par entrada-salida considerado para cada veh́ıculo.
Sin embargo, bajo el supuesto que el veh́ıculo ĺıder opera a partir de alguna ley de control
sobre su velocidad, la identificación se puede realizar también en lazo cerrado considerando
la integración inherente a la posición absoluta de los agentes.

Para ilustrar esto de forma más clara, se expone un ejemplo donde se considera que el
agente 1 es el ĺıder, y v1 es la referencia de seguimiento de su velocidad. En este caso, la
referencia de la posición r1 del agente 1 estará dada por

r1 =
z

z − 1
v1. (1.4.3)
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Luego, si se considera que las posiciones deseadas para los agentes r1 y r2 estén separadas
a partir de cierta referencia r12, se tiene

r1 − r2 = r12 (1.4.4)

r2 =
z

z − 1
v1 − r12, (1.4.5)

de manera que la referencia de entrada para el lazo cerrado del segundo veh́ıculo también
tendrá un componente integral. Es directo observar que este comportamiento se transmitirá a
todos los agentes del pelotón, y se aplica también a otras leyes de control como incluir
componentes de velocidad y relaciones entre distintos agentes. Para fines de la identificación
de los sistemas, este componente integral propio de las referencias de entrada a los agentes
puede ser incluida dentro del sistema a estimar. Un ejemplo gráfico de esto se ilustra en
la figura 1.1, donde se observa que el sistema Gi(z) es conformado por el sistema de lazo
cerrado estable Gcli(z) y las dinámicas integrales propias de su referencia ri(t), i ∈ {1, 2}.

Figura 1.1: Esquema del impacto de la integración en pelotón de veh́ıculos

1.5. Objetivos

En el trabajo realizado en esta tesis se busca estudiar la identificación paramétrica de
un sistema compuesto por dos agentes, cuya descripción general está dada por

y(t) = G1(q)u1(t) +G2(q)u2(t) + e(t), (1.5.1)

y en el cual se considera que ambos agentes poseen acción integral, de forma que estos
son marginalmente estables. Cabe notar que esta descripción permite modelar pelotones de
veh́ıculos a partir de medidas relativas entre ellos, como se evidencia en (1.4.2).

En general, los procesos de identificación de sistemas dinámicos suponen condiciones de
estabilidad dentro de las dinámicas de los sistemas o las señales asociadas para realizar el
proceso de estimación [6] [15], o estabilizan las señales realizando la identificación en lazo
cerrado [17], [46]. Sin embargo, a pesar de las dificultades que implica identificar sistemas
inestables debido a la no estacionalidad del problema y el no cumplimiento de leyes de
Parseval, ciertos de los resultados obtenidos en [37] y [38] indican que puede ser de interés
incluir la integración dentro de la identificación de un sistema ya que esta puede acelerar
las propiedades de convergencia de un estimador.
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El objetivo principal de la tesis es lograr implementar estrategias colaborativas entre
los agentes, las cuales permitan que ellos puedan realizar la estimación de sus parámetros
incluyendo sus propiedades integrales dentro del proceso de identificación. En particular, se
busca analizar la presencia de sesgo y la razón de decaimiento de la varianza de la estimación
de los parámetros, y comparar estos resultados con estrategias análogas las cuales no tomen
en cuenta la integración del sistema para realizar la identificación.

1.6. Contribución de la Tesis

Las contribuciones de esta tesis se exponen en los siguientes puntos

Si bien existen trabajos esporádicos en los que se realiza identificación de sistemas que
incluyen integración, estos suelen estar enfocados a sistemas auto-regresivos o sistemas
ARMA en los cuales se analizan las propiedades de estimación del polo integral. En
general no existe mayor análisis de la identificación de sistemas racionales con ruido
aditivo como el planteado en este trabajo, en los que se incluya la integración. Por lo
tanto se busca desarrollar un marco de trabajo que formalice propiedades fundamen-
tales acerca de la identificación de sistemas con integración de este tipo.

La identificación colaborativa de sistemas Multi-Agente suele suponer estabilidad pa-
ra realizar la identificación de sus sub-sistemas. En este trabajo se aplica el marco
desarrollado para la identificación de sistemas con integración a una configuración de
un sistema de dos agentes, motivado por la aplicación de pelotones de veh́ıculos, y
se trabajan distintos esquemas de comunicación ente los agentes. Si bien, el enfoque
de la investigación realizada no está centrado en la complejidad presente al identificar
sistemas sobre redes y el componente Multi-Agente considerado es muy simple, el tra-
bajo puede sentar de base para el uso de integración en la identificación de redes más
complejas.

El trabajo realizado extrae resultados para la estimación de los parámetros bajo dis-
tintas topoloǵıas de comunicación y para distintas configuraciones de la función de
transferencia de los agentes en cada caso, utilizando el método de predicción de error.
Para las estructuras en las que el estimador otorgado por este método correspon-
de al estimador de mı́nimos cuadrados, esta estimación se desarrolla anaĺıticamente,
otorgando expresiones cerradas para el sesgo y la varianza de la estimación, que ilus-
tran como la presencia de la integración puede generar una razón de decaimiento más
rápida en la varianza del estimador que al identificar sistemas estables. Para otras es-
tructuras, se realizan simulaciones de Monte-Carlo para obtener resultados numéricos
que evidencian estas propiedades. En general, se obtienen resultados que expresan el
interés en incluir la integración dentro de la identificación de sistemas dinámicos.

1.7. Publicaciones asociadas a la Tesis

Cristóbal Huidobro, Francisco J Vargas, Andrés A Peters and Patricio E Valenzue-
la, “Cooperative identification of multi-agent systems in presence of integral action:
Insights from a two-agent framework.” IFAC-PapersOnLine, 56(2):10216–10221, 2023.
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Abstract: This article addresses the parameter inference problem on dynamical sys-
tems in a cooperative setting. The dynamical systems contain integral action, which is
of practical interest within cyber-physical systems. Given this dynamical characteristic
of the problem, existing statistical results on system Identification are not straightfor-
wardly applicable and hence adaptations are required. To this end, a formulation of
the problem is presented and results highlighting the challenges of the given setup are
discussed. Insights from a two-agent framework are used to formulate results and the
next research steps on the topic, where the benefit of performing open-loop Identifi-
cation on the variance of the parameter is highlighted and bias issues are discussed.

1.8. Organización de la Tesis

A continuación se detalla el resto de los caṕıtulos de este trabajo de tesis:

Caṕıtulo 2. Este caṕıtulo de preliminares expone conceptos básicos y desarrolla re-
sultados técnicos que serán de utilidad para el desarrollo de la tesis.

Caṕıtulo 3. Se expone el marco de trabajo bajo el que se trabajará. Se formula el
problema a resolver, se describe la metodoloǵıa que se utilizará, y se presentan las
estructuras de los sistemas con los que se trabajará.

Caṕıtulo 4. Se realiza el desarrollo anaĺıtico utilizando mı́nimos cuadrados para la
identificación de un sistema con un parámetro a estimar, comparando los resultados
para el sesgo y la varianza de la estimación para los distintos esquemas propuestos.

Caṕıtulo 5. Se realiza el desarrollo anaĺıtico utilizando mı́nimos cuadrados para la
identificación de un sistema con dos parámetros a estimar, comparando los resultados
para el sesgo y la varianza de la estimación para los distintos esquemas propuestos y
observando la diferencia al caso de un solo parámetro.

Caṕıtulo 6. Se desarrollan resultados numéricos a partir de simulaciones de Monte-
Carlo para sistemas cuya identificación es no lineal en los parámetros a estimar, ob-
servando nuevamente las propiedades estad́ısticas de los distintos esquemas.

Caṕıtulo 7. Se presentan resultados que extienden el desarrollo realizado en los
caṕıtulos anteriores.

Caṕıtulo 8. Se presentan las conclusiones del trabajo realizado y se discuten posibi-
lidades acerca del trabajo futuro.



Caṕıtulo 2

PRELIMINARES

En este caṕıtulo, se introduce la notación, conceptos, propiedades y resultados técnicos
necesarios para el desarrollo que se realiza en esta tesis. En primer lugar se presenta la
notación que se utilizará. Luego se introducen conceptos de sistemas dinámicos y la extensión
de estos a sistemas de más agentes. Después se introducen nociones de probabilidad y
procesos estocásticos. Posteriormente se presenta el concepto de identificación de sistemas y
se describen métodos asociados a ello. Más adelante se define la manera en que la razón de
decaimiento será tratada en esta tesis. Finalmente se introducen ciertos resultados técnicos
respecto a las propiedades de sistemas con integración, y la aplicación del estimador de
mı́nimos cuadrados a estos.

2.1. Notación

Para el trabajo realizado en esta tesis, R, N, Z y C representan el conjunto de números
reales, el conjunto de números naturales, el conjunto de números enteros y el conjunto de
números complejos respectivamente. Las señales escritas en minúscula, tales como x(t), re-
presentan señales en tiempo discreto, t ∈ Z, y las señales en mayúscula X(z), representan
la transformada Z de la señal respectiva, z ∈ C. La letra q representa el operador discreto
de retardo en el tiempo, tal que qx(t) := x(t+ 1). Comúnmente, para un proceso estocásti-
co estacionario x(t), su media y su varianza serán denotadas por µx y σ2

x. También, se
denotará Eθ {X} la esperanza E {X} parametrizada en un vector de parámetros θ.

2.2. Sistemas dinámicos

Un sistema es una noción general que puede ser descrita como el objeto resultante de la
interconexión de distintos elementos. Las entradas del sistema corresponden a señales que
estimulan el sistema y afectan el comportamiento de este, y las salidas del sistemas son
señales utilizadas para observar el comportamiento de estas.

En esta tesis se trabajará con sistemas dinámicos, que son sistemas cuya respuesta,
además de depender de las entradas, depende de cantidades que son almacenadas dentro de
este. Además, los sistemas trabajados en está tesis serán lineales e invariantes en el tiempo
(LTI) y de tiempo discreto. En este caso, los componentes dinámicos de los sistemas se
manifiestan a través de ecuaciones de diferencia.

10
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En general, la estructura de un sistema dinámico, LTI, de una entrada u(t) y una salida
y(t) (SISO) está dado por

y(t) = −
m∑

ky=1

aky
y(t− ky) +

n∑
ku=0

bku
u(t− ku), (2.2.1)

con aky , bku ∈ R, ky ∈ {1, · · · ,m}, ku ∈ {0, · · · , n}, n,m ∈ N.

2.2.1. Función de transferencia

El sistema (2.2.1) también puede describirse a partir de su función de transferencia G(z),
la cual está definida a partir de la transformada Z del sistema y satisface

Y (z) = G(z)U(z), (2.2.2)

siendo U(z) y Y (z) las transformadas Z de u(t) y y(t) respectivamente.

La función de transferencia G(z) puede obtenerse a partir de (2.2.1) y sigue la siguiente
estructura:

G(z) =

∑n
ku=0 bk1z

−ku

1 +
∑m

ky=1 ak1z
−ky

. (2.2.3)

Comúnmente, un sistema LTI suele escribirse de forma similar en el dominio del tiempo
utilizando el operador de retardo temporal q, de modo que

y(t) = G(q−1)u(t), (2.2.4)

con

G(q−1) =

∑n
ku=0 bk1

q−ku

1 +
∑m

ky=1 ak1
q−ky

. (2.2.5)

Observación 2.2.1. Es importante destacar que la expresión (2.2.5) corresponde a un abuso
de notación, ya que en el dominio del tiempo, la operación que se efectúa entre el sistema y
su entrada para obtener la salida corresponde a una convolución y no a una multiplicación
como sucede el dominio de la frecuencia. Sin embargo, debido a su utilidad práctica, esta
notación será utilizada a lo largo de esta tesis.

2.2.2. Sistemas multi-agente

Para el trabajo realizado en esta tesis, se consideran sistemas multi-agente, los cuales
pueden ser considerados como sistemas dinámicos de múltiples entradas y una salida (MI-
SO). En los sistemas considerados, teóricamente, la salida está dada por la superposición de
las salidas generadas por la interacción de la entrada y la función de transferencia de cada
agente i, de forma que, para m agentes, m ∈ N,

y(t) =

i∑
i=1

yi(t) (2.2.6)

=

m∑
i=1

Gi(q
−1)ui(t). (2.2.7)
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En la práctica, se considera que habrá una señal de ruido e(t) asociada a la medición de
esta salida, la cual se agrega aditivamente a la suma de las salidas de los sistemas, de forma
que la salida del sistema multi-agente está dada por

y(t) =

m∑
i=1

Gi(q
−1)ui(t) + e(t). (2.2.8)

La figura 2.1 respresenta un esquema gráfico de la estructura de un sistema multi-agente y
la relación entre sus entradas y salida.

Figura 2.1: Representación gráfica de un sistema multi-agente con m agentes.

2.3. Probabilidad y Procesos estocásticos

En esta sección se presentan conceptos de probabilidad y procesos aleatorios que serán
utilizados en este trabajo.

2.3.1. Operador esperanza y momentos

Se considera una variable aleatoria X definida en un espacio de probabilidad (Ω,F , Pr)
[49], si fX(x) es la función de densidad de probabilidad de esta variable y g(X) es una
función de X, la esperanza de g(X) se define como

E {g(X)} =

∫
Rn

g(x)fX(x)dx. (2.3.1)

E {·} es denominado operador esperanza y permite definir caracteŕısticas de la variable
aleatoria para evaluar su desempeño estad́ıstico [50]. A continuación se presentan algunas
de estas, las cuales serán utilizadas a lo largo de esta tesis.

El valor esperado o media de una variable aleatoriaX está dado por E {X}. En algunos
casos se referirá a el mediante la notación µX . También es conocido como el primer
momento de X.
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La matriz de covarianza de X es definida como Cov(X) = E
{
(X − µX)(X − µX)T

}
y su varianza como Var(X) = Trace(Cov(X)). Además la varianza Varxi del i-ésimo
elemento xi del vector aleatorio X está dado por el i-ésimo elemento de la diagonal de
Cov(X), con i ∈ {1, · · · , N}. En algunos casos se referirá a la varianza de xi mediante
la notación σ2

xi
.

El segundo momento de X está dado por E{XXT }. Similarmente a la varianza, el
segundo momento de cada elemento xi perteneciente a X corresponde al i-ésimo ele-
mento de la diagonal de E

{
XXT

}
. Nótese que si el valor esperado de X es igual a

cero, el segundo momento de X es equivalente a su matriz de covarianza.

Si se consideran dos variables aleatorias X e Y , la covarianza cruzada entre X e Y
está dada por E {(X − µx)(Y − µy)}.

2.3.2. Independencia y condicionalidad

A menudo se trabajará con múltiples variables aleatorias cuyos valores pueden tener
impacto entre śı. A continuación se presentan algunas nociones acerca de las relaciones
entre variables aleatorias distintas y la manera en el que el conocimiento sobre ellas impacta
en algunas expresiones matemáticas. Estas definiciones pueden ser observadas en el caṕıtulo
2 de [50].

Definición 2.3.1. Sean dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas X e Y , se dice
que X e Y son no correlacionadas si su covarianza cruzada es igual a cero.

Definición 2.3.2. Sean dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas X e Y , se dice
que X e Y son independientes si

fXY (x, y) = fX(x)fY (y), ∀x, y (2.3.2)

Dos variables aleatorias independientes siempre serán no-correlacionadas, sin embargo,
lo opuesto no necesariamente se cumple. Además si X e Y son variables independientes
entre si, para todo par de funciones medibles g(X) e h(Y ), se satisface

E {g(X)h(Y )} = E {g(X)} E {h(Y )} . (2.3.3)

Definición 2.3.3. Sean dos variables aleatorias conjuntamente distribuidas X e Y , la den-
sidad de probabilidad condicional de X dado Y está dada por

fX|Y (x) =
fXY (x, Y )

fY (Y )
(2.3.4)

El operador esperanza puede ser modificado para aplicarse a densidades de probabilidad
condicionales, resultando en la esperanza condicional. Si se considera g(X,Y ) una función
medible, la esperanza condicional de g(X,Y ) dado Y está dada por

E {g(X,Y )|Y } =

∫
Rn

g(x, y)fX|Y (x)dx, (2.3.5)

y la matriz de covarianza condicional de X dado Y corresponde a

Cov(X|Y ) = E
{
(X − E {X|Y })(X − E {X|Y })T |Y

}
. (2.3.6)
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2.3.3. Variables aleatorias Gaussianas

Una variable aleatoria X se dice Gaussiana si esta tiene una función de densidad de
probabilidad que satisface

fX(x) =
1

(2π)
n
2

√
Det(Cov(X)2)

e−
1
2 (x−µX)T (Cov(X)2)−1(x−µX). (2.3.7)

Las variables aleatorias X1, X2, · · · , XN son conjuntamente Gaussianas si la variable
aleatoria

[
X1 X2 · · · XN

]
es Gaussiana.

Si dos variables X e Y conjuntamente Gaussianas son no correlacionadas entre si, en-
tonces X e Y son independientes.

2.3.4. Procesos estocásticos

Dado un espacio de probabilidad (Ω,F,P), un proceso estocástico X(t) es una función
Ω× T → Rn, donde T es un conjunto de ı́ndices. En otras palabras, un proceso estocástico
puede ser visto como una función cuyo valor en cada ı́ndice t ∈ T es una variable aleatoria
[50].

Para efectos de esta tesis, se trabajará con procesos estocásticos en tiempo discreto, es
decir T ⊆ Z.

Definición 2.3.4. Sean X(t) e Y (t) dos procesos estocásticos definidos sobre el mismo
conjunto de probabilidad y bajo el mismo ı́ndice T, de dimensiones nX y nY respectivamente.
La función de covarianza cruzada entre X e Y es una función RXY : T× T → RnX×nY tal
que para cada t, τ ∈ T, t+ τ ∈ T,

RXY (t+ τ, t) = E
{
(X(t+ τ)− µx(t+ τ))(Y (t)− µy(t))

T
}
. (2.3.8)

La función de auto-covarianza de X(t) es definida como RX(t+ τ, t) = RXX(t+ τ, t).

A continuación, se presentan ciertas caracteŕısticas espećıficas de algunos procesos es-
tocásticos, las cuales, en el caso de cumplirse, facilitan la caracterización del proceso y de
su auto-covarianza.

Definición 2.3.5. Un proceso estocástico es estrictamente estacionario si su distribución
es independiente del ı́ndice k. Formalmente, el proceso será estrictamente estacionario si y
solo si

Fx(t0),··· ,x(tn)(x(t0), · · · , x(tn)) = Fx(t0+τ),··· ,x(tn+τ)(x(t0 + τ), · · · , x(tn + τ)), (2.3.9)

para todo {t0, · · · , tn} ∈ T y τ ∈ T tal que ti + τ ∈ T, y n ∈ N0.

Definición 2.3.6. Un proceso estocástico definido para T = Z es estacionario en sentido
amplio (WSS) si su media µ(t) es constante para todo t ∈ Z y su auto-covarianza es una
función que depende solamente de τ para todo k, τ ∈ Z, de forma que

µX = µX(t) RX(τ) = RX(τ + t, t). (2.3.10)
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Definición 2.3.7. Un proceso estocástico definido para T = Z es asintóticamente estaciona-
rio en sentido amplio (a-WSS) [51] si existen a ∈ Rnx y f(τ) una función finita en τ tal
que

ĺım
t→∞

µX(t) = a, ĺım
t→∞

RX(t+ τ, t) = f(τ), (2.3.11)

en este caso se define µX(t) = a y RX(τ) = f(τ).

Un ejemplo de un proceso estocástico que aparecerá frecuentemente en los sistemas
desarrollados en este trabajo es el ruido blanco, el cual corresponde a una secuencia de
variables aleatorias no correlacionadas entre si. Formalmente este se define como

Definición 2.3.8. Un proceso estocástico X con ı́ndices en T es ruido blanco si y solo si se
cumple

E
{
(X(t)− µX(k))(X(t+ τ)− µX(k + τ))T

}
= 0, ∀τ ̸= 0, k, k + τ ∈ T. (2.3.12)

Si un proceso estocástico blanco es Gaussiano, entonces los elementos de su covarianza
para τ ̸= 0 serán independientes entre si.

2.3.5. Estimación de parámetros

Sea X una variable aleatoria cuya función de distribución depende de un paráme-
tro determińıstico pero desconocido θ ∈ Rm. Dada una secuencia de variables aleatorias
{X1, X2, · · · , Xn} i.i.d que se comportan como X, un estimador θ̂ de θ corresponde a una
variable aleatoria dada por F (X1, X2, · · · , Xn), donde F es una función medible [52]. Cada

realización de θ̂ corresponde a una estimación de θ.

Definición 2.3.9. Un estimador θ̂ de θ es insesgado si y solo si, sin importar el valor de
θ se satisface

E
{
θ̂
}
= θ, (2.3.13)

y θ̂ es asintóticamente insesgado si, sin importar el valor de θ,

ĺım
n→∞

E
{
θ̂
}
= θ. (2.3.14)

Definición 2.3.10. Un estimador θ̂ de θ es consistente [53], si y solo si, sin importar el
valor de θ se satisface

ĺım
n→∞

Pr
{
||θ − θ̂|| > ε

}
= 0, (2.3.15)

para todo ε > 0.

Observación 2.3.1. Si un estimador es tal que

ĺım
n→∞

E
{
θ̂
}
= θ, ĺım

n→∞
Var(θ̂) = 0, (2.3.16)

entonces, este estimador es consistente.
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2.3.6. Simulaciones de Monte-Carlo

Teorema 2.3.1 (Ley de los grandes números). Sea una secuencia de variables aleatorias
{X1, X2, · · · , Xn} i.i.d que se comportan como X, tales que |E {X} | < ∞, y definiendo la
media muestral X̄n como

X̄n =
1

n

n∑
i=1

Xi, (2.3.17)

la ley de los grandes números [54] establece que X̄n converge a E {X} al aumentar infinita-
mente el número de muestras, de forma que

Pr
(
ĺım

n→∞
X̄n = E {X}

)
= 1 (2.3.18)

Las simulaciones de Monte-Carlo son métodos estad́ısticos que corresponden a realizar n
experimentos {X1, X2, · · · , Xn} aleatorios e idénticamente distribuidos de la variable alea-
toria X (llamados realizaciones), y calcular su media muestral X̄n. Si el número n es lo
suficientemente grande, según la ley de los grandes números el valor de la media muestral
convergerá con probabilidad 1 al valor esperado E {X} de X. [55]

2.4. Identificación de sistemas

La identificación de sistemas corresponde al proceso de caracterizar matemáticamente
un sistema dinámico a partir de un conjunto de información disponible, con el fin de obtener
un modelo adecuado para la aplicación que se quiera efectuar sobre el sistema. El proceso
de identificación requiere de tres entidades básicas [56].

El conjunto de datos experimentales Z. Este conjunto está dado por las cantidades
medidas en los experimentos de recolección de datos, que son de interés para realizar
la identificación. Generalmente consiste de mediciones de variables del sistema, mode-
ladas como entradas, salidas o estados de este, en distintos instantes de tiempo. Las
relaciones entre estas variables permiten extraer información sobre el sistema y lograr
escoger un modelo por sobre otro.

El conjunto de modelos candidatosM. Corresponde a una colección de modelos dentro
de la cual se espera que se encuentre el modelo adecuado para representar el sistema.
La obtención del conjunto de modelos puede obtenerse de diferentes formas, ya sea a
partir de conocimiento previo de ciertas dinámicas f́ısicas del sistema, o simplemente
a través un ajuste de datos, observando el comportamiento de las distintas variables
al ver el sistema como una “caja negra”.

En algunos casos, se considera que se tiene cierto conocimiento sobre la estructura
de la función de transferencia del sistema, por lo que el problema de identificación
se reduce a determinar el vector de parámetros θ̂ adecuado para escoger un modelo
de entre un conjunto de funciones de transferencia que cumplen la estructura elegida
G(q−1, θ), de tal forma que M = {G(q−1, θ)}. Esto se conoce como identificación
paramétrica, y es la clase de identificación que será llevada a cabo en esta tesis.

El método de identificación. Corresponde al método utilizado para determinar el mo-
delo adecuado que tenga mejor desempeño dentro del conjunto de modelos M a partir
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del vector de datos disponibles Z. Generalmente se utilizan estimadores o métodos
estad́ısticos que definen algún criterio de desempeño para evaluar los distintos mo-
delos candidatos, como por ejemplo la minimización de alguna función de costo. Los
métodos de identificación utilizados en esta tesis son el método de mı́nimos cuadra-
dos, y el método de predicción de error, los cuales son descritos con mayor detalle a
continuación.

2.4.1. Estimador de ḿınimos cuadrados

Se considera un sistema cuya estructura satisface

y(t) = φT (t)θ + e(t), (2.4.1)

donde y(t) ∈ R es la salida del sistema, φ(t) ∈ Rn es un vector de cantidades conocidas,
llamadas regresores, θ ∈ Rn corresponde al vector de parámetros a estimar y e(t) corresponde
a una señal del sistema no conocida, como ruido de medición por ejemplo.

El método de mı́nimos cuadrados busca obtener una estimación del vector de parámetros
θ a partir de mediciones de la salida y(t) y el vector de regresores φ(t) para cada instante t
desde 1 hasta cierto número N . Para realizar esto se plantea el sistema de ecuaciones dado
por

Y = Φθ + E, (2.4.2)

con Y =
[
y(1) y(2) · · · y(N)

]T
, Φ =

[
φ(1) φ(2) · · · φ(N)

]T
y

E =
[
e(1) e(2) · · · e(N)

]T
.

Como Y no corresponde exactamente a Φθ debido a la presencia de la señal e(t), es
de interés aumentar el número de muestras lo máximo posible para mejorar la estimación.
Sin embargo, si el número de muestras considerado es superior al número de parámetros a
estimar, es decir N > n, el sistema no tendrá solución exacta.

Por lo tanto, para resolver el sistema de ecuaciones, se busca minimizar el error del
modelo utilizado respecto al sistema, el cual para un instante t dado se define como

ε(t, θ) = y(t)− φT (t)θ. (2.4.3)

El estimador de mı́nimos cuadrados corresponde al estimador que minimiza la norma
cuadrática de ε(t, θ) dada por

VN (θ) =
1

N

N∑
t=1

ε2(t, θ). (2.4.4)

Este estimador está dado por [57]

θ̂LS =
(
ΦTΦ

)−1
ΦTY. (2.4.5)

2.4.2. Método de predicción de error

Para ciertas aplicaciones, como por ejemplo el control de una planta, el modelo que
se utiliza para identificar un sistema será empleado para predecir la salida de este en un
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instante t dado. Por lo tanto, es de interés comparar la salida del sistema, dada por y(t),
con el valor predicho de esta a partir del modelo utilizado y de los datos existentes hasta
el instante anterior t− 1 [57]. El método de predicción de error define un predictor a partir

de esta información, denotado por ŷ(t|t− 1, θ), y busca encontrar el vector de parámetros θ̂
que minimice cierta función del error de estimación ε(t|t− 1, θ), definido como

ε(t|t− 1, θ) = y(t)− ŷ(t|t− 1, θ). (2.4.6)

En particular, si se considera un conjunto de modelos lineales cuya estructura esté des-
crita por

y(t) = G(q−1, θ)u(t) +H(q−1, θ)e(t), (2.4.7)

para llevar a cabo el método de predicción de error, se debe determinar la estructura de los
filtros Wy(q

−1, θ) y Wu(q
−1, θ) estrictamente propios del predictor

ŷ(t|t− 1) = Wy(q
−1, θ)y(t) +Wu(q

−1, θ)u(t) (2.4.8)

y escoger el criterio respecto al error de estimación ε(t|t − 1|θ) que será utilizado para
evaluar el desempeño de un modelo y determinar el vector de parámetros θopt adecuado
para describir el sistema.

Para la identificación realizada en esta tesis, el predictor utilizado corresponderá al one-
step ahead predictor [56], el cual está dado por

Wy(q
−1, θ) =

[
1−H−1(q,1, θ)

]
, Wu(q

−1, θ) = H−1(q−1, θ)G(q−1, θ). (2.4.9)

Nótese que si H(q−1, θ) = 1, este predictor corresponde a

ŷ(t|t− 1) = G(q−1, θ)u(t). (2.4.10)

Por otra parte, el criterio utilizado corresponderá a la minimización la función de costo
VN (θ), la cual corresponde a la norma cuadrática del vector de predicción de error ε(t|t−1, θ)
con datos desde 1 hasta cierto valor N , de forma que

VN (θ) =
1

N

N∑
t=1

ε2(t|t− 1, θ). (2.4.11)

Observación 2.4.1. Si la estructura del sistema puede ser escrita como (2.4.1), se considera
el one-step ahead predictor como predictor y se utiliza la norma cuadrática del vector de
predicción como criterio de desempeño, el estimador dado por el método de predicción de
error corresponde al estimador de mı́nimos cuadrados [56].

Observación 2.4.2. En esta tesis, frecuentemente se trabajará con sistemas de dos agen-
tes, donde el predictor deberá tomar en consideración la información otorgada por ambas
entradas y ambos conjuntos de modelos. La extensión del método de predicción de error al
aumentar el número de agentes es bastante directa y consiste en reescribir el one-step ahead
prediction error (2.4.8) como

ŷ(t|t− 1) = Wy(q
−1, θ)y(t) +Wu1

(q−1, θ)u1(t) +Wu2
(q−1, θ)u2(t), (2.4.12)

con Wy(q
−1, θ) de (2.4.9) y

Wui
(q−1, θ)ui(t) = H(q−1, θ)Gi(q

−1, θ), (2.4.13)

siendo Gi(q
−1, θ) la estructura de la función de transferencia del i-ésimo agente, i ∈ {1, 2}.
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2.5. Razón de decaimiento

Se considera una sucesión F (n) : N → R. Se dice que esta sucesión tiene una razón de
decaimiento deM(n), si tanto F (n) yM(n) convergen a 0, y se satisface F (N) = OΘ(M(n)),
siendo M(n) : N → R una función de n.

OΘ(M(n)) corresponde a la cota ajustada asintótica definida en [58] como

Definición 2.5.1. F (n) = OΘ(M(n)) si existen constantes c1, c2, n0 ∈ R+ tales que
∀n > n0 se cumple

0 ≤ c1M(n) ≤ F (n) ≤ c2M(n). (2.5.1)

Observación 2.5.1. Como se observa en [58], la cota ajustada asintótica normalmente es
referida en la literatura mediante la letra Θ, para este trabajo se utilizará la notación OΘ,
debido a que Θ será utilizado más adelante para referirse a los conjuntos a los que pertenecen
los parámetros de estimación.

Como la razón de decaimiento será utilizada para evaluar el desempeño de sucesiones
convergentes a 0, al comparar dos sucesiones F1(n) y F2(n) tales que F1(n) tiene una razón
de decaimiento de M1(n) y F2(n) tiene una razón de decaimiento de M2(n), se considera
que F1(n) tiene una razón o un orden de decaimiento más rápida que F2(n) si se cumple

ĺım
n→∞

M1(n)

M2(n)
= 0. (2.5.2)

En otras palabras, se dice que la razón de decaimiento de una sucesión aumenta en rapidez
si esa sucesión converge más rápidamente a cero.

Observación 2.5.2. En algunos trabajos similares de identificación paramétrica en los que
se obtienen resultados de convergencia, se analizan ciertas propiedades asintóticas direc-
tamente sobre el estimador o en algún proceso estocástico, en lugar de utilizar medidas
estad́ısticas de estos (caṕıtulo 10 de [37]). Para esos casos comúnmente las secuencias son
evaluadas a través de los órdenes de probabilidad Op y op, definidas en [59], las cuales definen
cotas superiores para el comportamiento de una secuencia aleatoria. En términos coloquia-
les, una secuencia es Op(fn) si no alcanza órdenes superiores (en magnitud, no rapidez) a
fn, y una secuencia es op(fn) si tiene un orden estrictamente inferior a fn.

En el trabajo realizado en esta tesis, la razón de decaimiento es comúnmente utilizada
como evaluación para el valor esperado de la varianza de un estimador, la cual es un pro-
ceso determińıstico en lugar de estocástico. La notación Op y op corresponde a extensiones
estocásticas de cotas asintóticas equivalentes para sucesiones determińısticas comúnmente
definidas como O y o [58], por lo que resultaŕıa razonable aplicar esas cotas en las sucesio-
nes aplicadas. Sin embargo, al evaluar una serie determińıstica de la naturaleza de la que
se está trabajando (la varianza de un proceso estocástico), es posible aplicar cotas inferiores
además de superiores y obtener el orden preciso de la sucesión, dado por OΘ. En efecto,
el conjunto de las funciones que satisface OΘ corresponde a la unión de las funciones que
satisfacen O y las funciones que no satisfacen o.
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2.6. Análisis de sistemas con integración

La integración es una caracteŕıstica presente en los modelos de muchos sistemas, en
particular, suele ser parte de las dinámicas de sistemas con masa. Sin embargo, como los
sistemas con integración son no estables, algunas señales relacionadas a estos sistemas, tales
como su salida pueden ser no acotadas. Esto significa que puede haber dificultades al aplicar
directamente ciertas herramientas de identificación de sistemas en este tipo de sistemas. En
esta sección se realiza un análisis de sistemas con integración para poder trabajar más
fácilmente con estos.

2.6.1. Momentos de sistemas de integración

En primer lugar, para poder abordar las dificultades que puedan aparecer al realizar la
identificación de estos, en esta sección se presentan ciertos resultados preliminares respecto
a las estad́ısticas de un sistema con integración.

Teorema 2.6.1. Varianza de un integrador.
Se considera el siguiente proceso estocástico:

z(t) = z(t− 1) + u(t) (2.6.1)

para t > 0, t ∈ N, donde z(0) = 0 y u(t) es un proceso estacionario con media 0 y
función de auto-covarianza Ru(τ), con Ru(−τ) = Ru(τ) para todo τ > 0. Definiendo
tmin := mı́n(t1, t2) y tmax := máx(t1, t2). Entonces, para todo t1, t2 ∈ N,

E {z(t1)z(t2)} = tmin

tmin−1∑
τ=−(tmin−1)

[
1− |τ |

tmin

]
Ru(τ) +

tmax∑
k1=tmin+1

tmin∑
k2=1

Ru(k1 − k2).

(2.6.2)
Además, para todo t ∈ N,

Var(z(t)) = t

t−1∑
τ=−(t−1)

[
1− |τ |

t

]
Ru(τ) (2.6.3)

Demostración. z(t) se puede escribir en función de u(t) como:

z(t) =

t∑
k=1

u(k) (2.6.4)
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Entonces,

E {z(t1)z(t2)} = E

{
t1∑

k1=1

u(k1)

t2∑
k2=1

u(k2)

}

=

t1∑
k1=1

t2∑
k2=1

E {u(k1)u(k2)}

=

t1∑
k1=1

t2∑
k2=1

Ru(k1 − k2) (2.6.5)

La suma (2.6.5) puede ser reescrita utilizando tmin y tmax como

E {z(t1)z(t2)} =

tmin∑
k1=1

tmin∑
k2=1

Ru(k1 − k2) +

tmax∑
k1=tmin+1

tmin∑
k2=1

Ru(k1 − k2)

=

tmin−1∑
τ=−(tmin−1)

[tmin − |τ |]Ru(τ) +

tmax∑
k1=tmin+1

tmin∑
k2=1

Ru(k1 − k2).

La expresión (2.6.3) se obtiene de (2.6.2) haciendo t1 = t2 y observando que la segunda
expresión en el lado derecho de la igualdad (2.6.3) desaparece cuando t1 = t2.

Observación 2.6.1. En la configuración descrita en el Teorema 2.6.1, si {u(t)} es una
secuencia de ruido blanco, entonces

E {z(t1)z(t2)} = tminRu(0), (2.6.6)

y la varianza de z(t) está dada por

Var(z(t)) = tRu(0). (2.6.7)

Corolario 2.6.1. Se consideran las suposiciones expuestas en el teorema 2.6.1, que
u(t) tiene un espectro bien definido, y

ĺım
t→∞

∣∣∣∣∣∣
t−1∑

τ=−(t−1)

|τ |Ru(τ)

∣∣∣∣∣∣ < ∞. (2.6.8)

Entonces

ĺım
t→∞

Var(z(t))

t
= Φu(0), (2.6.9)

donde Φu : [−π, π) → R+
0 es la densidad espectral de potencia de u(t).
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Demostración. Del teorema 2.6.1, se extrae

ĺım
t→∞

Var(z(t))

t
= ĺım

t→∞

t−1∑
τ=−(t−1)

[
1− |τ |

t

]
Ru(τ) (2.6.10)

=

∞∑
τ=−∞

Ru(τ)− ĺım
t→∞

1

t

t−1∑
τ=−(t−1)

|τ |Ru(τ) (2.6.11)

De (2.6.8),

ĺım
t→∞

1

t

t−1∑
τ=−(t−1)

|τ |Ru(τ) = 0. (2.6.12)

Finalmente
∑∞

τ=−∞ Ru(τ) = Φu(0).

Corolario 2.6.2. Considerando las suposiciones expuestas en el teorema 2.6.1 y el
corolario 2.6.1, y considerando que

∞∑
τ=−∞

|Ru(τ)| < ∞, (2.6.13)

la cual es una condición que, generalmente, se cumple para señales con un espectro
bien definido. Entonces, para d finito en N, también se satisface

ĺım
t→∞

E {z(t)z(t+ d)}
t

= Φu(0). (2.6.14)

Demostración. Del teorema 2.6.1 y el corolario 2.6.1,

ĺım
t→∞

E {z(t)z(t+ d)}
t

= Φu(0) + ĺım
t→∞

1

t

t+d∑
k1=t+1

t∑
k2=1

Ru(k1 − k2), (2.6.15)

luego, (2.6.14) se cumple si y solo si

ĺım
t→∞

1

t

t+d∑
k1=t+1

t∑
k2=1

Ru(k1 − k2) = 0. (2.6.16)

Ordenando los términos de la sumatoria anterior se reescribe la condición como

ĺım
t→∞

1

t

d∑
k1=1

k1+t−1∑
τ=k1

Ru(τ) = 0. (2.6.17)
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Luego

∣∣∣∣∣
d∑

k1=1

k1+t−1∑
τ=k1

Ru(τ)

∣∣∣∣∣ ≤
d∑

k1=1

k1+t−1∑
τ=k1

|Ru(τ)| (2.6.18)

≤
d∑

k1=1

d+t−1∑
τ=1

|Ru(τ)| (2.6.19)

= d

d+t−1∑
τ=1

|Ru(τ)| (2.6.20)

≤ d

∞∑
τ=−∞

|Ru(τ)| (2.6.21)

Finalmente, de esto y (2.6.13) se satisface (2.6.17).

Teorema 2.6.2. Segundo momento de un integrador con valor continuo.
Se considera el siguiente proceso estocástico

z(t) = z(t− 1) + u(t) (2.6.22)

para t > 0, t ∈ N, donde z(0) = 0 y u(t) es un proceso de ruido blanco con media C
y varianza σ2

u. Entonces, para todo t1, t2 ∈ N,

E {z(t1)z(t2)} = tminσ
2
u + t1t2C

2, (2.6.23)

y la varianza de z(t) está dada por

Var z(t) = tσ2
u + t2C2. (2.6.24)

Demostración. u(t) se puede escribir como:

u(t) = C + ū(t), (2.6.25)

donde ū(t) es un proceso de ruido blanco con media 0 y varianza σ2
u. Luego, z(t) se puede

expresar en función de ū(t) y C como

z(t) =

t∑
k=1

(C + ū(k)) . (2.6.26)
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Luego, la expresión E {z(t1)z(t2)} puede ser escrita como

E {z(t1)z(t2)} = E

{
t1∑

k1=1

(C + ū(k1))

t2∑
k2=1

(C + ū(k2))

}

=

t1∑
k1=1

t2∑
k2=1

E {(C + ū(k1))(C + ū(k2))}

=

t1∑
k1=1

t2∑
k2=1

C2 + CE {ū(k1)}+ CE {ū(k2)}+ E {ū(k1)ū(k2)} . (2.6.27)

Como E {ū(t)} = 0, la expresión (2.6.27) puede ser reescrita como

E {z(t1)z(t2)} = E {z̄(t1)z̄(t2)}+
t1∑

k1=1

t2∑
k2=1

C2

= E {z̄(t1)z̄(t2)}+ t1t2C, (2.6.28)

con z̄(t) =
∑t

k=1 u(t).

Finalmente, a partir de la observación 2.6.1, se cumple E {z̄(t1)z̄(t2)} = mı́n(t1, t2)σ
2
u,

cumpliéndose la expresión (2.6.23). La expresión para la varianza es obtenida igualando
t1 = t2 = t.

Observación 2.6.2. El comportamiento de los momentos de sistemas con integración, los
cuales crecen lineal o cuadráticamente en relación al ı́ndice t dependiendo del caso, provoca
que comúnmente aparecerán sumatorias con aquellos términos al analizar este tipo de sis-
temas, en espećıfico para caracterizar el estimador de mı́nimos cuadrados. A continuación
se despliegan los dos primeros casos de la formula de Faulhaber [60], el cual es un resultado
algebraico que se utilizará a lo largo de esta tesis.

Lema 2.6.1. Sumas de N − 1 primeros términos.

N−1∑
t=1

t =
N(N − 1)

2
, (2.6.29)

N−1∑
t=1

t2 =
N(N − 1)(2N − 1)

6
. (2.6.30)

2.6.2. Aplicación del estimador ḿınimos cuadrados en sistemas con in-
tegración

Se considera un sistema estocástico dado por

z(t) =
1

1− q−1
y(t) + e(t), (2.6.31)

donde z(0) = 0, e(t) es ruido blanco independiente de y(t) y z(t), e y(t) es la salida de un
sistema estable, el cual puede ser escrito como

y(t) = ϕT (t)θ, (2.6.32)
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donde ϕ(t) ∈ Rn es un vector de regresores no correlacionado con e(t), y θ ∈ Rn es un
vector de parámetros determińısticos pero desconocidos. El objetivo es estimar el vector de
parámetros θ.

Se observa que es fácil describir la salida de z(t) de forma compatible con mı́nimos
cuadrados si se considera la diferencia z̄(t) = z(t)− z(t− 1) como la salida del sistema, de
forma que

z̄(t) = y(t) + ē(t)

= ϕT (t)θ + ē(t),
(2.6.33)

donde ē(t) = e(t)− e(t− 1).

Sin embargo, el realizar esta operación seŕıa equivalente a aplicar un filtro derivativo
1− q−1 que cancelaŕıa la integración asociada a z(t) y estabilizaŕıa las señales del sistema,
perdiéndose las propiedades y los momentos examinados en la sección anterior.

Si se busca incluir esta integración dentro de las salidas de las señales y del proceso
de identificación utilizando mı́nimos cuadrados, considerando ϕ(0) = 0, el sistema puede
expresarse directamente en función de la salida z(t) como

z(t) = φ(t)T θ + e(t), (2.6.34)

donde φ(t) =
∑t

k=1 ϕ(k) será el vector de regresores del sistema.

Esta expresión permite utilizar mı́nimos cuadrados para sistemas con integración man-
teniendo las caracteŕısticas inestables de estos, y será utilizada a lo largo de esta tesis para
sistemas con integración que satisfagan las condiciones para que su estimador de mı́nimos
cuadrados corresponda al entregado por el método PEM.



Caṕıtulo 3

MARCO DE TRABAJO

En este caṕıtulo se presenta el marco del trabajo que se realizará a lo largo de esta
tesis. Primero se describe la configuración del sistema multi-agente con la que se trabajará y
se detallan las entradas que alimentarán a los agentes. Luego, se especifica la función de
costo que se minimizará para la estimación de los parámetros y las métricas estad́ısticas
utilizadas para evaluar el desempeño de los estimadores. Se describen después los esquemas
de estimación de los agentes en los que se centrará el trabajo y las distintas configuraciones
de las funciones de transferencia que se tomarán en consideración, definiendo aśı los casos de
estudio para la tesis. Más adelante se presentan los métodos de estimación que se aplicarán
a cada caso. Finalmente se presentan ciertas suposiciones sobre señales asociadas a los
sistemas trabajados, acompañadas de simulaciones que corroboran el cumplimiento de estas
suposiciones para algunas señales de interés.

3.1. Configuración del sistema

Si bien el estudio de esquemas colaborativos para la identificación de sistemas dinámicos
en redes ha generado gran interés recientemente, los trabajos asociados a aquello suponen
generalmente estabilidad en los sistemas. Al enfocar el trabajo en sistemas que no son
estables, el análisis se enfocará principalmente en los efectos que tiene la integración al ser
parte inherente del problema de identificación, motivando como trabajo futuro el rol que
esta puede tener al aumentar la escala y la complejidad de las redes. De esta forma se
considerará un sistema dos agentes, como se observa en la figura 3.1, donde este podŕıa ser
interpretado como una sub-sección de una red con más agentes.

Se considera entonces el sistema de tiempo discreto, lineal e invariante en el tiempo, con
múltiples entradas y una salida, dado por:

y(t) = G1(q)u1(t) +G2(q)u2(t) + e(t), (3.1.1)

donde t ∈ N corresponde al ı́ndice temporal, q es el operador de desplazamiento temporal
discreto, G1(q) y G2(q) son funciones de transferencia reales, racionales y estrictamente
propias correspondientes a los agentes 1 y 2 respectivamente, u1(t) y u2(t) son las entradas
respectivas a cada agente, y(t) ∈ R es la salida compartida del sistema y e(t) es un proceso
i.i.d., el cual es independiente con las señales de entrada. Se considera que y(0) = u1(0) =
u2(0) = 0.

Se considera además que ambos agentes poseen integración simple. De esta forma, las

26
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Figura 3.1: Esquema de dos agentes dentro de una red de agentes interconectados.

funciones de transferencias G1(q) y G2(q) pueden ser factorizadas por

Gi(q) =
q

q − 1
Gi,s(q), (3.1.2)

donde Gi,s, i ∈ {1, 2} son funciones de transferencias racionales, reales, estrictamente propias
y estrictamente estables.

3.2. Entradas del sistema

Para la alimentación de los sistemas, se considerarán tres tipos de señales distintas para
las entradas ui(t), debido a las propiedades que estas otorgan para la identificabilidad de
los agentes o la facilidad del análisis:

En primer lugar se considerarán señales determińısticas de valor constante. De tal
forma que u1(t) = C1 y u2(t) = C2, con C1 y C2 ∈ R.
Si bien estás señales solo son persistentemente excitantes de orden 1, y no ofrecen con-
diciones robustas sobre identificabilidad, al ser señales determińısticas, pueden facilitar
el análisis de los estimadores y establecer preliminarmente propiedades del desempeño
de estos. Este tipo de entradas se utilizará solamente cuando se estudie la estimación
de forma anaĺıtica y no será implementada en las simulaciones.

También se considerarán señales de ruido blanco Gaussiano de media cero, indepen-
dientes entre si. Donde las varianzas de u1(t) y u2(t) estén dadas por σ2

u1
y σ2

u2

respectivamente.

Estas señales son de interés debido a que son persistentemente excitantes de orden
infinito. Permitiendo por lo tanto proveer información en frecuencia suficiente para la
identificación de cualquier conjunto de modelos, según lo indicado en el caṕıtulo 12.3
de [56].

Finalmente se considerarán señales de ruido blanco Gaussiano independientes entre si,
sumadas a valores constantes. De forma que u1(t) = C1 + ũ1(t) y u2(t) = C1 + ũ2(t).
Donde ũ1 y ũ2 son señales de ruido blanco de media cero y varianzas σ2

u1
y σ2

u2

respectivamente.
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Estas entradas pueden permitir observar el efecto de valores continuos en el desempeño
de los estimadores manteniendo la identificabilidad del sistema.

Cabe destacar que, para todas estas entradas, se considerarán las condiciones iniciales
ui(t) = 0 ∀t < 0.

3.3. Problema de identificación y métricas de desempeño

El objetivo de la identificación realizada en esta tesis consiste en que cada uno de los
agentes de (3.1.1) sea capaz de identificar su propia función de transferencia Gi, i ∈ {1, 2}
basándose en la información a la que tiene acceso según los distintos esquemas evaluados. A
continuación se expone la minimización que realizará cada agente para estimar sus paráme-
tros correspondientes, y las métricas que se utilizarán para evaluar el desempeño de los
estimadores obtenidos.

3.3.1. Minimización de la función de costo

El problema de identificación del sistema corresponde a estimar los parámetros θopti que
minimicen una función del one step ahead prediction error, dado por

ε(t|t− 1, θi) = y(t)− ŷ(t|t− 1, θi), (3.3.1)

considerando ŷ(t|t − 1, θi) = Eθi {y(t)|Zi,t−1}, donde Zi,t−1 es el vector de información
disponible para el agente Gi, i ∈ {1, 2} hasta el instante t− 1.

En algunos de los esquemas estudiados, los agentes realizarán la estimación de sus
parámetros independientemente, en este caso la minimización a realizar corresponde a

θopti = arg ı́nf
θi∈Θi

1

2N

N∑
t=1

ε2(t|t− 1, θi), (3.3.2)

y el conjunto de modelos al que cada agente Gi, i ∈ {1, 2} tiene acceso está dado por

MΘi := {Gi(q, θi) : θi ∈ Θi}, (3.3.3)

donde Θi ⊆ Rni son conjuntos compactos para i ∈ {1, 2}.
En otros esquemas, los agentes realizarán la identificación de forma conjunta, donde la

minimización corresponde a

(θopt1 , θopt2 ) = arg ı́nf
(θ1,θ2)∈Θ1×Θ2

1

2N

N∑
t=1

ε2(t|t− 1, θ1, θ2). (3.3.4)

En aquel caso, se supone también que cada agente tiene acceso al conjunto de modelos
utilizado por el otro agente, de manera que

MΘ1,Θ2
:= {G1(q, θ1), G2(q, θ2) : θ1 ∈ Θ1, θ2 ∈ Θ2}. (3.3.5)

Para cada conjunto de modelos, Gi(q, θi) son funciones de transferencia reales y raciona-
les en q, parametrizadas por θi ∈ Θi. Además, se supone que las funciones de transferencia
verdaderas de los sistemas Gi(q) están contenidas en el conjunto de modelos. De esta forma,
existe un θoi ∈ Θi tal que Gi(q, θ

o
i ) = Gi(q), i ∈ {1, 2}.
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3.3.2. Evaluación estad́ıstica del estimador encontrado

La presencia de ruido de medición en el sistema genera que el error de predicción y las
funciones de costo (3.3.2) y (3.3.4) posean caracteŕısticas estocásticas. Esto implica que el
estimador θopti que minimice el costo también tendrá componentes aleatorias y puede general
distintos resultados al repetir distintas realizaciones del experimento de estimación. Por lo
tanto, se utilizarán medidas estad́ısticas para estudiar el comportamiento de este estimador
y evaluar el desempeño de los distintos esquemas.

Condicionamiento

Para que los sistemas puedan estimar sus parámetros, estos tendrán acceso a distintas
señales, las cuales son especificadas en los vectores de información Zi,N de la sección 3.4.
Estas señales, en general, incluyen cantidades como las entradas del sistema que se está iden-
tificando, o algún tipo de salida, los cuales son valores necesarios para realizar la estimación
haciendo uso del método de predicción de error (Caṕıtulo 7 de [57]).

Las entradas utilizadas según la sección 3.2 pueden ser consideradas determińısticas
en el sentido de que corresponden a secuencias que pueden ser reproducidas al repetir un
experimento (Caṕıtulo 8 de [56]). Sin embargo, en algunos de estos casos estas entradas
corresponderán a realizaciones de señales aleatorias, por lo tanto, para caracterizar el com-
portamiento del estimador considerando estas entradas, las cantidades estad́ısticas (media
y varianza) de este serán condicionadas sobre el vector de información Zi,N .

Sesgo

En primer lugar, es de interés saber si los esquemas propuestos permiten determinar
el valor de los parámetros correctamente, por lo que nos interesa obtener el sesgo de cada
estimador θ̂i para un parámetro θ0,i, el cual está dado por:

Bias(θ̂i|Zi,N ) = θ0,i − E
{
θ̂i|Zi,N

}
. (3.3.6)

Varianza

Gran parte del impacto de este trabajo se centra en la eficiencia de la estimación bajo los
distintos esquemas, por lo que es necesario determinar cantidades que evalúen el desempeño
de estos estimadores. Para esto se utilizará la varianza condicional, donde para el k-ésimo
elemento θ̂i,k del estimador θ̂i, con k ∈ {1, · · · , N} y θi ∈ RN , esta está dada por

Var(θ̂i,k|Zi,N ) = E
{(

θ̂i,k − E
{
θ̂i,k|Zi,N

})2
|Zi,N

}
, (3.3.7)

y, a su vez, corresponde al k-ésimo elemento de la matriz de covarianza condicional del
estimador θ̂i, dada por

Cov(θ̂i|Zi,N ) = E
{(

θ̂i − E
{
θ̂i|Zi,N

})(
θ̂i − E

{
θ̂i|Zi,N

})T
|Zi,N

}
, (3.3.8)
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Se tomará también en cuenta el error cuadrático medio de los estimadores, donde para
cada elemento θi,k, este corresponde a:

MSE(θ̂i,k |Zi,N ) = E
{(

θ̂i,k − θi,k

)2
|Zi,N

}
, (3.3.9)

donde, θi,k corresponde al valor real del k-ésimo elemento del vector de parámetros θi.

Cabe notar que el error cuadrático medio y la varianza están relacionados por

MSE(θ̂i,k) = Var(θ̂i,k) + Bias(θ̂i,k)
2, (3.3.10)

lo que indica que si el estimador es insesgado, la varianza y el error cuadrático medio de este
son equivalentes. Por lo tanto, en los casos que se evidencie falta de sesgo, se utilizará sola-
mente la varianza del estimador como medida de desempeño de este.

Varianza para entradas no determińısticas

En general existe una relación directa entre la entrada utilizada y las expresiones ob-
tenidas para caracterizar la varianza del estimador. Esto es particularmente evidente si se
emplea el método de mı́nimos cuadrados para realizar la minimización, en cuyo caso la va-
rianza dependerá directamente de los regresores del sistema, los cuales están formados por
combinaciones lineales de la entrada, como se analizará con mayor detalle en el caṕıtulo 4.

Por lo tanto, en los casos en los que el sistema sea alimentado con ruido, los componentes
aleatorios correspondientes a la entrada también serán reflejados en la varianza del estima-
dor. Entonces, para poder realizar el análisis y extraer caracteŕısticas de la varianza, se uti-

lizarán propiedades estad́ısticas de ella, en particular su valor esperado E
{
Var(θ̂i,k|Zi,N )

}
,

dado por los elementos diagonales de

E
{
Cov(θ̂i|Zi,N )

}
= E

{
E
{(

θ̂i − E
{
θ̂i|Zi,N

})(
θ̂i − E

{
θ̂i|Zi,N

})T
|Zi,N

}}
. (3.3.11)

En los casos donde esto aplique, comúnmente se referirá a la expresión (3.3.11) como la
covarianza de estimación y a sus componentes diagonales como la varianza de estimación de
sus respectivos parámetros, a pesar de ser realmente el valor medio de esta.

Nota 3.3.1. En general, la propiedad de la varianza que será de mayor interés para el
trabajo de esta tesis, y en la cual se centrará el análisis, es su razón de decaimiento.

3.4. Esquemas de estimación

Para examinar la manera en que la cooperación influye en la estimación, se consideran
distintos esquemas en la comunicación entre los agentes, los cuales contemplan distintas
topoloǵıas para el vector de información Zi,N al que los agentes tienen acceso y en algunos
casos, manipulaciones a sus entradas.
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Preliminar: Estudio de agentes aislados

En primer lugar, para definir puntos de comparación y para facilitar el análisis de los
esquemas posteriores, se considerará el caso en el que cada agente demanda al otro agente
que su entrada sea igual a cero durante la recolección de datos.

Para esto, cada agente tiene acceso a la salida del sistema y su propia entrada, de forma
que el vector de información para cada agente esté dado por

Zi,N = {(ui(k), y(k))}Nk=1, (3.4.1)

pero en este caso la salida para cada agente estará dada por

y(t) = Gi(q)ui(t) + e(t), (3.4.2)

donde Gi(q), i ∈ {1, 2} es la función de transferencia del agente activo.

De esta forma el error de predicción para cada agente corresponde a

ε(t|t− 1, θi) = (Gi(q)−Gi(q, θi))ui(t) + e(t). (3.4.3)

Este caso es equivalente a trabajar con sistemas de un agente, y rompe con la premisa
de identificar sistemas multi-agente en funcionamiento y utilizando cantidades relativas, sin
embargo, debido a las similitudes en el error de predicción (3.4.3) con el de alguno de los
casos expuestos, el análisis de sistemas simples con integración puede servir de base para el
análisis de los esquemas de interés.

A continuación se presentan los esquemas de dos agentes a estudiar.

3.4.1. Esquema 1: Agentes sin comunicación

En primer lugar se considera un esquema en el cual no existe comunicación entre los
agentes, esto quiere decir que cada agente Gi(q) tiene acceso solamente a su propia entrada
ui(t) y a la salida compartida y(t). De esta forma, el vector de información para cada agente
Gi(q) está dado por (3.4.1), pero no se realiza la demanda al otro agente descrita en la parte
preliminar.

Considerando este vector de información, el predictor de la salida ŷ(t|t−1, θi) para cada
agente Gi, i ∈ {1, 2} está dado por

ŷ(t|t− 1, θi) = Gi(q, θi)ui(t), (3.4.4)

y el error de predicción para el agente i está dado por

ε(t|t− 1, θi) = (Gi(q)−Gi(q, θi))ui(t)−Gj(q)uj(t) + e(t), (3.4.5)

con {i, j} = {1, 2}, donde Gj(q) y uj(t) corresponden a la función de transferencia y la
entrada del otro agente, respectivamente.

En este caso, los agentes realizan su estimación de forma independiente, por lo que la
minimización a realizar está dada por (3.3.2).

Según el capitulo 8 de [56], si los agentes fueran estables, la estimación de los parámetros
en este caso seŕıa estable y consistente. Sin embargo, este no es el caso, y la integración pre-
sente en los agentes puede provocar que algunas de las cantidades presentes sean no acotadas.
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En particular, (3.4.5) indica intuitivamente que, a medida que la función de transferencia
estimada Gi(q, θi) se acerca a la función de transferencia real Gi(q), el error de predicción
está fuertemente ligado a la salida del otro agente y la función de costo (3.3.2) a su varianza.
Al ser esta no necesariamente acotada para señales estables (como por ejemplo las entradas
descritas en la sección 3.1) al aumentar el número de muestras N , puede haber problemas
en la correcta identificación de los parámetros. A ráız de esto se proponen los siguientes
esquemas como posibles soluciones.

3.4.2. Esquema 2: Eliminación de la integración

En este esquema, el vector de información para los agentes es el mismo que en el esquema
1, pero la diferencia radica en que el siguiente filtro es aplicado a las entradas:

ũi(t) =
q − 1

q
ui(t), (3.4.6)

donde ui(t), i ∈ {1, 2} son las entradas pre-filtradas y ũi(t) son las nuevas entradas al siste-
ma. El propósito de este filtrado es cancelar la integración de los sistemas y poder estabilizar
las salidas de estos, de manera de evitar las dificultades que la inestabilidad produce en las
herramientas de identificación. Cabe notar que, en los casos que esto corresponda, la identi-
ficación resultante para un agente filtrando las entradas de esta forma, es similar a utilizar
el estimador de mı́nimos cuadrados por diferencias (2.6.33).

Al igual que en el esquema anterior, los agentes realizarán su estimación de forma inde-
pendiente, por lo que la minimización a realizar está dada por (3.3.2).

3.4.3. Esquema 3: Comunicación en la entrada

Figura 3.2: Esquema de la comunicación en la entrada de dos agentes dentro de una red.

Además de acceso a su propia entrada y a la salida compartida, en este esquema cada
agente tiene acceso a la entrada del otro agente, por lo que el vector de información para
cada agente Gi(q) está dado por

Zi,N = {(u1(k), u2(k), y(k))}Nk=1. (3.4.7)

Cabe notar que, a diferencia de los esquemas anteriores, los agentes tienen acceso a señales
correspondientes al otro agente (en este caso la entrada), las cuales en general no seŕıan
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medibles por el mismo agente, por lo tanto en la práctica seŕıa necesario cierto nivel de
interacción o comunicación entre los agentes. Una descripción gráfica de la comunicación de
los agentes bajo este esquema puede ser observada en la figura 3.2.

Considerando este vector de información, el predictor de la salida ŷ(t|t−1, θi) para ambos
agentes está dado por

ŷ(t|t− 1, θ1, θ2) = G1(q, θ1)u1(t) +G2(q, θ2)u2(t), (3.4.8)

y el error de predicción para los agentes corresponde a

ε(t|t− 1, θ1, θ2) = (G1(q)−G1(q, θ1))u1(t) + (G2(q)−G2(q, θ2))u2(t) + e(t), (3.4.9)

En este caso, ambos agentes tienen acceso a exactamente la misma información. Por lo tanto,
la estimación se realizará de forma conjunta, de forma que la minimización está dada por
(3.3.4).

3.4.4. Esquema 4: Comunicación en la salida:

Figura 3.3: Esquema de la comunicación en la salida de dos agentes dentro de una red.

Además de acceso a su propia entrada y la salida compartida, en este esquema cada
agente Gi tiene acceso a una medición ym,j(t) de la salida absoluta del otro agente, dada
por

ym,j(t) = Gj(q)uj(t) + ej(t), (3.4.10)

donde j ∈ {1, 2} es el ı́ndice del agente en el cual no se está realizando la identificación y
ej(t) es un proceso i.i.d. independiente de las entradas u1(t) y u2(t) y del ruido de medición
e(t).

Al igual que en el esquema 3, en este caso se requiere un nivel de colaboración entre los
agentes de manera que puedan tener acceso a la medición de salida del otro. El esquema de
comunicación de este esquema para la identificación del agente 1 se observa en la figura 3.3.

En este caso, el vector de información para cada agente Gi(q) está dado por

Zi,N = {(ui(k), ym,j(k), y(k))}Nk=1. (3.4.11)

Considerando este vector de información, el predictor de la salida ŷ(t|t − 1, θi) para cada
agente Gi, i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j está dado por

ŷ(t|t− 1, θi) = Gi(q, θi)ui(t) (3.4.12)
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y el error de predicción para cada agente por

ε(t|t− 1, θi) = (Gi(q)−Gi(q, θi))ui(t) + e(t)− ej(t). (3.4.13)

Los agentes realizarán la estimación de forma independiente, por lo que la minimización
está dada por (3.3.2).

Observación 3.4.1. El uso de una medición de la salida individual de uno de los agentes
puede parecer poco práctico, debido a que anteriormente se mencionó que la identificación
de los agentes es realizada a través de salidas compartidas entre los agentes. Sin embargo,
este esquema puede ser utilizado para la transmisión de información de agentes en ĺınea en
el que se conoce la salida absoluta de un solo agente. Por ejemplo, un pelotón de veh́ıculos
en el que se considere como conocida la posición del ĺıder.

En particular, si existe una medición de la salida absoluta del primer agente

y1(t) = G1(q)u1(t) + e1(t), (3.4.14)

y el k-ésimo agente posee una medición de una salida compartida con su agente predecesor

yk,k−1 = Gk(q)uk(t) +Gk−1(q)uk−1(t) + ek(t), (3.4.15)

entonces, cada agente puede reconstruir una medición de su propia salida absoluta yk =
yk,k−1 − yk−1, la cual es transmitida por cada agente a su sucesor. El valor de esta salida
estará dada por

yk = Gk(q)uk(t) +

k∑
r=1

(−1)k−rer(t). (3.4.16)

Luego, la relación entre dos agentes consecutivos puede ser descrita a partir del esquema
4, donde yk,k−1 seŕıa la salida compartida entre los dos agentes y yk−1 la medición de la
salida absoluta correspondiente al agente anterior. Cabe notar, sin embargo, que el ruido
asociado a la medición de un agente aumentará constantemente en varianza al aumentar el
número de agentes, al ser la suma de los ruidos de medición de todos los agentes anteriores.
El componente (−1)k−r no tiene ningún impacto en el análisis debido a las propiedades del
ruido blanco, y es solo consecuencia de la manera en la que los ruidos fueron definidos en
las señales.

3.5. Configuraciones de las funciones de transferencia

Para la estimación de (3.1.1), se considerará que los agentes G1(q) y G2(q) tendrán la
misma estructura, pero el sistema será heterogéneo, de forma que θ1 ̸= θ2.

A continuación se presentarán las distintas configuraciones para las funciones de trans-
ferencia de los agentes en las que se enfocará el trabajo.

1. Caso 1: Estimación de ganancia.

En primer lugar se considerarán agentes de primer orden, cuya función de transferencia
está dada por

Gi(q) =
b0i

q − 1
, (3.5.1)
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donde la ganancia b0i , i ∈ {1, 2} es el parámetro a identificar para cada agente.

En este caso, las funciones de transferencia consideradas para los conjuntos de modelos
(3.3.3) y (3.3.5) para ambos agentes corresponden a

Gi(q, θi) =
bi

q − 1
, bi ∈ R, (3.5.2)

de forma que θi = bi y Θi = R.

2. Caso 2: Estimación de dos parámetros en el numerador.

Para este caso se considerarán agentes de segundo orden, cuya función de transferencia
está dada por

Gi(q) =
b01,iq + b02,i
q(q − 1)

, (3.5.3)

donde b01,i y b02,i son los parámetros a identificar para cada agente Gi(q), i ∈ {1, 2}.
Las funciones de transferencia consideradas para los conjuntos de modelos (3.3.3) y
(3.3.5) para cada agente corresponden a

Gi(q, θ) =
b1,iq + b2,i
q(q − 1)

, b1,i, b2,i ∈ R, (3.5.4)

de forma que θi = {b1,i, b2,i} y Θi = R2.

Esta configuración permite estudiar el comportamiento de la estimación de múltiples
parámetros en un sistema manteniendo las facilidades para el análisis que permite
incluir solo coeficientes del numerador en la estimación, lo que se explica con mayor
detalle en la sección 3.6.1.

3. Caso 3: Estimación de un polo.

Para este caso se considerarán agentes de segundo orden, cuya función de transferencia
está dada por

Gi(q) =
βiq + 1

(q − 1)(q − p0i )
, (3.5.5)

donde p0i , i ∈ {1, 2}, |p0i | < 1 es el parámetro a identificar para cada agente y βi es un
parámetro conocido.

Las funciones de transferencia consideradas para los conjuntos de modelos (3.3.3) y
(3.3.5) para cada agente corresponden a

Gi(q, θi) =
βiq + 1

(q − 1)(q − pi)
, pi ∈ R, |pi| < 1, (3.5.6)

de forma que θi = pi y Θi = {pi ∈ R | |pi| < 1}.

4. Caso 4: Estimación de dos parámetros

Para este caso se consideran agentes de segundo orden como en el caso anterior, pe-
ro esta vez la estimación del parámetro en el numerador es considerada dentro del
problema, por lo tanto, la función de transferencia está dada por

Gi(q) =
b0i q + 1

(q − 1)(q − p0i )
, (3.5.7)
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donde p0i y b0i , i ∈ {1, 2}, |p0i | < 1 son los parámetros para identificar para cada agente.

Las funciones de transferencia consideradas para los conjuntos de modelos (3.3.3) y
(3.3.5) para cada agente corresponden a

Gi(q, θi) =
biq + 1

(q − 1)(q − pi)
, pi, bi ∈ R, |pi| < 1, (3.5.8)

de forma que θi = {bi, pi} y Θi = {{bi, pi} ∈ R2, |pi| < 1}.
Esta configuración puede ser utilizada modelar, por ejemplo, sistemas de veh́ıculos.

Nota 3.5.1. Las combinaciones entre los esquemas de estimación descritos en la sección 3.4
y las configuraciones de las funciones de transferencia descritas en esta sección constituyen
los casos de estudio para el trabajo en esta tesis.

3.6. Métodos de estimación

A continuación se exponen los métodos de estimación que se utilizarán para minimizar
las funciones de costo definidas en (3.3.2) y (3.3.4). Las herramientas disponibles dependerán
de las configuraciones de las funciones de transferencia de los agentes.

3.6.1. Ḿınimos cuadrados

Las configuraciones de sistemas de forma (3.1.1) generalmente no cumplen las carac-
teŕısticas para que su estimador de mı́nimos cuadrados corresponda al estimador obtenido
a partir del método PEM, sin embargo esto si sucede para familias de funciones de transfe-
rencias que son lineales en los parámetros a identificar.

En particular, los sistemas cuyas funciones de transferencia correspondan a los casos 1 y
2 de la sección 3.5 pueden ser reescritos según la forma (2.6.31), por lo que su estimador de
mı́nimos cuadrados es compatible con el método PEM, y en el caso de incluir la integración
dentro de este, el sistema será descrito a partir de sus regresores según (2.6.34).

Los detalles de la estructura de los regresores para cada uno de estos casos y las extensio-
nes del uso del estimador de mı́nimos cuadrados para un sistema de dos agentes basándose
en los distintos esquemas de interés se desarrollarán con más detalle durante los próximos
dos caṕıtulos.

3.6.2. Estimación numérica

En los sistemas de forma (3.1.1) donde hayan polos en los parámetros a identificar el
método PEM no coincide con el estimador de mı́nimos cuadrados, por lo tanto para casos
como esos, la inferencia paramétrica será realizada minimizando directamente la función
de costo (3.3.2) o (3.3.4) según corresponda, a partir de funciones numéricas de matlab.
La estimación numérica también será realizada para los sistemas compatibles con mı́nimos
cuadrados, en aquel caso para complementar los resultados anaĺıticos.

Se utilizará principalmente el comando fminsearch, un solver de programación no lineal
que permite encontrar el valor mı́nimo de la función ingresada. Esta herramienta puede ser
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aplicada para ejecutar el método PEM si se ingresa la función de costo ((3.3.2) o (3.3.4)
dependiendo del caso) como la función a minimizar sobre el vector de parámetros θ. Cabe
notar que este es un método iterativo, por lo que se deben especificar los puntos iniciales en
la minimización y los criterios de tolerancia para el paso de cambio en la función objetivo
y el valor que minimiza aquella función. En general, estas herramientas se operarán en
modo usuario, ya que el énfasis principal no está enfocado en la optimización ni la precisión
numérica de la identificación mediante solvers. Sin embargo, al haber casos en los cuales
la identificación es no convexa, es importante definir valores iniciales adecuados debido a
la posible presencia de mı́nimos locales. En este caso se utilizarán los valores reales de los
parámetros como puntos iniciales.

Para asegurar robustez en las simulaciones y evitar posibles errores numéricos intŕınsecos
del solver utilizado, se hará uso también de herramientas complementarias a fminsearch.
Para los casos compatibles con mı́nimos cuadrados, se realizará la estimación numérica uti-
lizando directamente este método, calculando (2.4.5) para cada esquema. Mientras que para
los casos no compatibles se utilizará la herramienta de matlab nsqnonlin, la cual reajus-
ta curvas para resolver problemas de mı́nimos cuadrados no lineales. Este solver minimiza
la suma de los cuadrados de las funciones ingresadas, por lo tanto corresponde al método
PEM si se le ingresa el vector de errores de predicción (3.3.1) escalado en 1√

2N
, resultando

en la minimización de las funciones de costo (3.3.2) o (3.3.4). No se hará mayor énfasis en
esta herramienta si los resultados obtenidos con esta son equivalentes a los obtenidos con
fminsearch.

3.7. Suposiciones sobre los sistemas

Tal como se explicó en la sección 3.3.2, debido a la naturaleza de las señales con las cuales
se alimenta el sistema para realizar su identificación, las medidas de desempeño aplicadas a
los valores estimados poseen cierto grado de aleatoriedad. Entonces, en algunos casos, para
poder analizar las caracteŕısticas de estas medidas, se deben aplicar cantidades estad́ısticas
sobre estas mismas, como la media de la varianza al estimar (3.3.11) por ejemplo. Como
se describe en la sección anterior, en el desarrollo de algunos casos se utilizará el estimador
de mı́nimos cuadrados para obtener expresiones anaĺıticas de estas cantidades, este análisis
puede resultar complejo y no necesariamente otorga expresiones cerradas de las medidas de
interés. Por lo tanto, considerando estructuras recurrentes relacionadas a los esquemas de
estimación propuestos, se propone el siguiente supuesto para facilitar el análisis asegurando
que se conserven las propiedades de interés a extraer de este.

Suposición 3.7.1. Se considera la secuencia XN dada por

XN = UT
N∆T∆UN , (3.7.1)

donde ∆ ∈ RN×N corresponde a

∆ =


1 · · · 0
1 1 · · · 0
...

...
. . .

1 1 · · · 1

 , (3.7.2)

y UN ∈ RN×k es una matriz aleatoria.
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Se supone que UN es tal que XN es invertible y que existe un C ∈ R tal que

ĺım sup
N→∞

Diag
(
E
{
X−1

N

})
ĺım sup
N→∞

(
Diag

(
E {XN}−1

))−1

≤ CIk×k. (3.7.3)

Teorema 3.7.1. Se considera XN de (3.7.1) y UN tal que se cumple la suposición
3.7.1. Luego, si el i-ésimo elemento de la diagonal de E

{
X−1

N

}
cumple OΘ(Mi(N)),

i ∈ {1, · · · , k}, entonces el i-ésimo elemento de la diagonal de E {XN}−1
también

cumplirá Θ(Mi(N)). Donde Mi(N) es una función en N .

Demostración. Se observa que XN es una matriz positiva definida. Luego, como el operador
inverso es convexo en el dominio de matrices definidas positivas, a partir de la desigualdad
de Jensen [61] se cumple

E
{
X−1

N

}
≥ E {XN}−1

E
{
X−1

N

}
− E {XN}−1 ≥ 0.

(3.7.4)

Como E
{
X−1

N

}
y E {XN}−1

son matrices simétricas, E
{
X−1

N

}
− E {XN}−1

también lo es.

Luego, al ser E
{
X−1

N

}
−E {XN}−1

semi-positiva definida y simétrica, todos sus elementos
diagonales son no negativos, por lo que

Diag
(
E
{
X−1

N

}
− E {XN}−1

)
≥ 0

Diag
(
E
{
X−1

N

})
−Diag

(
E {XN}−1

)
≥ 0

Diag
(
E
{
X−1

N

})
≥ Diag

(
E {XN}−1

)
.

(3.7.5)

Por otra parte, considerando el supuesto 3.7.1, como Diag
(
E
{
X−1

N

})
y
(
Diag

(
E {XN}−1

))−1

son matrices diagonales, de (3.7.3) se tiene

ĺım sup
N→∞

Diag
(
E
{
X−1

N

})
≤ C ĺım sup

N→∞
Diag

(
E {XN}−1

)
(3.7.6)

Uniendo (3.7.5) y (3.7.6), se obtiene

ĺım sup
N→∞

Diag
(
E {XN}−1

)
≤ ĺım sup

N→∞
Diag

(
E
{
X−1

N

})
ĺım sup
N→∞

≤ C Diag
(
E {XN}−1

)
.

(3.7.7)
Finalmente, los elementos diagonales de E

{
X−1

N

}
están acotados por los elementos diago-

nales de E {XN}−1
por la izquierda y por los elementos de CE {XN}−1

por la derecha.

Como tanto los elementos de E {XN}−1
como los de CE {XN}−1

satisfacen OΘ(Mi(N)), los
elementos de E

{
X−1

N

}
también satisfarán OΘ(Mi(N)).

Observación 3.7.1. Existen relaciones entre el teorema y supuesto recién expuestos y cier-
tos resultados obtenidos en el caṕıtulo 10 de [37]. En particular, si UN corresponde a una
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columna de ruido blanco con media cero y varianza σ2
u, cuyo i-ésimo elemento está denotado

por u(t), t ∈ {1, · · · , N}, XN puede ser descrita como

XN =

N∑
t=1

z(t)2, (3.7.8)

con z(t) =
∑t

k=1 u(k). En [37], se realizan cálculos respecto al orden en probabilidad de la
secuencia estocástica XN , obteniéndose X−1

N = Op(N
−2), lo cual motiva el supuesto 3.7.9

generando cierta intuición respecto al comportamiento del valor esperado de X−1
N . En efecto,

es bastante directo comprobar que E {XN} es de orden N2 (el desarrollo de esta expresión
se ejecuta en el caṕıtulo 4), y si la suposición 3.7.1 se cumple, a partir del teorema 3.7.1,
E
{
X−1

N

}
seŕıa también de orden N−2.

3.7.1. Evaluación de la suposición en señales de interés

Las secuencias de forma X−1
N , con XN descrita en la suposición 3.7.1, corresponden a

una estructura que aparecerá con frecuencia en el desarrollo de la estimación con mı́nimos
cuadrados para sistemas con integración, en general para representar matrices de covarianza,
y en las que UN normalmente es una matriz aleatoria cuyas columnas están relacionadas
a las entradas de los agentes. Esto es desarrollado y detallado en los caṕıtulos 4 y 5, sin
embargo, preliminarmente, es de interés verificar el cumplimiento de la suposición 3.7.1 para
las señales que serán utilizadas para el desarrollo de aquellos caṕıtulos.

Para esto, se evalúa numéricamente la expresión

Diag
(
E
{
X−1

N

})(
Diag

(
E {XN}−1

))−1

, (3.7.9)

con XN de 3.7.1, bajo distintas naturalezas de la matriz aleatoria UN .

Para cada una de las señales UN evaluadas, se realiza una simulación de Monte-Carlo de
E {XN} y E

{
X−1

N

}
, con el fin de estimar (3.7.9) a partir de las respectivas medias muestrales.

En cada caso la simulación de Monte-Carlo contiene 103 realizaciones de un largo deN = 104

muestras cada una. Las simulaciones son realizadas para 6 naturalezas distintas de la matriz
UN . Además, para cada naturaleza de UN estudiada, las simulaciones fueron realizadas con
UN de medias cero y UN de medias distintas de cero, como será indicado en cada figura. En
cada figura, mi corresponde al i-ésimo valor de la diagonal de (3.7.9).

1. En primer lugar, se considera UN =
[
u(1) u(2) · · · u(N)

]T
, donde u(t), t ∈ {1, N}

es una señal de ruido blanco Gaussiano. En este caso, la evolución de (3.7.9) se ilustra
en la figura 3.4a, donde la media y la varianza de u(t) son las especificadas en la figura.

2. Se considera UN =

[
u1(1) u1(2) · · · u1(N)
u2(1) u2(2) · · · u2(N)

]T
, donde u1(t) y u2(t) son señales de

ruido blanco Gaussiano independientes entre si. La evolución de (3.7.9) se ilustra en
la figura 3.4a, con las medias y varianzas para u1(t) y u2(t) especificadas en la figura.

3. Se considera UN una matriz tal que su primera columna sea una señal de ruido blanco
Gaussiano, y que su segunda columna sea idéntica a la primera pero desplazada por
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(b) UN ruido blanco Gaussiano con dos columnas
de varianzas 10 y 5 respectivamente.

Figura 3.4: Evolución de XN para distintas naturalezas del vector UN

una unidad, de modo que

UN =

[
u(1) u(2) · · · u(N)
0 u(2) · · · u(N − 1)

]T
(3.7.10)

con u(t), t ∈ {1, N} ruido blanco Gaussiano. El comportamiento de (3.7.9) se ilustra
en la figura 3.5a con u(t) de varianza 10 y las medias indicadas en la figura.

4. Se considera UN una matriz RN×4 dada por

UN =
[
UN1 UN2

]
, (3.7.11)

donde UN1 y UN2 ∈ Rn×2 están dadas por (3.7.10), y las señales u1(t) y u2(t) asociadas
a UN1 y UN2 son independientes entre si. El comportamiento de (3.7.9) para este caso
se ilustra en la figura 3.5b, donde u1(t) y u2(t) tienen varianza 10 y 5 respectivamente,
y las medias respectivas descritas en la figura.

5. Se considera UN una matriz con la estructura descrita en (3.7.10), pero en la cual u(t)
es ruido coloreado dado por

u(t) =
1

1− 0,8q−1
ũ(t), (3.7.12)

donde ũ(t) es ruido blanco Gaussiano. El comportamiento de (3.7.9) para este caso se
ilustra en la figura 3.6a, donde ũ(t) posee los valores medios descritos en la figura y
varianza 10.

6. Finamente se considera UN dado por

UN =

[
ū(1) ū(2) · · · ū(N)
0 u(1) · · · u(N − 1)

]
, (3.7.13)
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Figura 3.5: Evolución de XN para distintas naturalezas del vector UN

donde ū(t) corresponde a u(t) filtrado por (3.4.6) y u(t) es ruido blanco Gaussiano. El
comportamiento de (3.7.9) para este caso se ilustra en la figura 3.6b, donde u(t) posee
los valores medios descritos en la figura y varianza 10.
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Figura 3.6: Evolución de XN para distintas naturalezas del vector UN

Se observa de las figuras que, para todas las naturalezas de UN evaluadas, la expresión
(3.7.9) es acotada al aumentar el número de muestras, de lo cual se puede deducir que todas
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estas matrices UN son tales que se cumple la suposición 3.7.1. Además, cabe notar que
para algunas de estas señales UN , (3.7.9) tiende a I, lo que implica que, para esos casos, se

satisface ĺımN→∞ Diag
(
E
{
X−1

N

})
= ĺımN→∞ Diag

(
E {XN}−1

)
.



Caṕıtulo 4

ESTIMACIÓN ANAĹITICA DE
LA GANANCIA DE UN SISTEMA

En este caṕıtulo se desarrolla anaĺıticamente la estimación de la ganancia de un agente de
primer orden perteneciente a un sistema Multi-Agente, correspondiente al caso 1 de la sección
3.5, utilizando el estimador de mı́nimos cuadrados, el cual concuerda con el método PEM
para la configuración descrita. La estimación es realizada bajo cada esquema de estimación
descrito en 3.4. Para cada caso, se determina primero la presencia o ausencia de sesgo en
los estimadores, y luego se examina la razón de decaimiento de la varianza de la estimación
al aumentar el número de muestras, con el fin de determinar la eficiencia otorgada por cada
esquema. Se hace particular énfasis en el impacto de la integración en la eficiencia de la
identificación.

4.1. Configuración del Sistema

Para la identificación a realizar en este caṕıtulo, se considera un sistema conformado por
dos agentes, de primer orden cada uno, cuyas funciones de transferencia están descritas en
el caso 1 de la sección 3.5.

Entonces, el sistema está dado por

y(t) =
b01

q − 1
u1(t) +

b02
q − 1

u2(t) + e(t), (4.1.1)

donde cada agente i busca estimar el valor de su parámetro b0i , i ∈ {1, 2}.
Para realizar la identificación, se considerarán los tres tipos de señales descritas en la

sección 3.2 como entradas u1(t) y u2(t), y e(t) será una señal de ruido blanco con media
cero y varianza σ2

e .

Cabe notar que para la estimación de b01 y b02 del sistema descrito en (4.1.1), el estima-
dor de mı́nimos cuadrados corresponde al estimador obtenido a través de la minimización
otorgada por el método de predicción de error (PEM), por lo que este será el estimador
utilizado para la identificación de los parámetros.

43
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4.2. Preliminar: Razón de decaimiento de sistemas estables

En primer lugar, para poder visualizar el impacto de los resultados que se obtendrán para
la razón de decaimiento de la varianza al estimar sistemas bajo presencia de integración, es
importante conocer, como punto de referencia, el comportamiento de estas propiedades si
el sistema a identificar fuera estable. Se considera

y(t) =
b0i

q − ρi
ui(t) + e(t), (4.2.1)

con |ρi| < 1.

Teorema 4.2.1. Se considera el sistema estable de primer orden dado por (4.2.1).
Entonces, al utilizar el método PEM, la razón de decaimiento de la varianza de la
estimación es de N−1 para cada una de las entradas descritas en la sección 3.2.

Demostración. Como el sistema es estable, y suponiendo que, tal como fue descrito en la
sección 3.5 para las configuraciones de sistemas con integración, el sistema real se encuentra
dentro del conjunto de modelos propuestos MΘi

, entonces se puede aplicar la expresión

asintótica para la varianza de θ̂ dada por la sección 9.3 de [56]. De forma que

Cov(θ̂|Zi,N ) ∼ 1

N

σ2
e

E {φ(t, θ)2}
, (4.2.2)

con φ(t, θ) = ∂
∂θ ŷ(t|t−1, θ). La naturaleza de esa expresión indica que la razón de decaimien-

to de la covarianza será de N−1 siempre que el segundo momento de φ(t, θ) sea acotado, lo
cual deberá cumplirse debido a la estabilidad asociada a los regresores del sistema. Se rea-
lizará de todos modos el detalle espećıfico de esta expresión para los tres tipos de entradas
de interés.

Considerando que ŷ(t|t− 1, θ) =
b0i

q−ρi
ui(t), se obtiene

φ(t, θ) =
1

q − ρi
ui(t) =

t−1∑
k=1

ρt−1−k
i ui(k), (4.2.3)

de forma que el segundo momento puede ser expresado como

E
{
φ(t, θ)2

}
= E


(

t−1∑
k=1

ρt−1−k
i ui(k)

)2


=

t−1∑
k1=1

t−1∑
k2=1

ρt−1−k1
i ρt−1−k2

i E {ui(k1)ui(k2)} .

(4.2.4)

Se analiza esta expresión para los tres tipos de entradas utilizadas.
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Si ui(t) es una constante C,

E
{
φ(t, θ)2

}
= C2

t−1∑
k1=1

ρt−1−k1
i

t−1∑
k2=1

ρt−1−k2
i

= C2
t−2∑
k1=0

ρk1
i

t−2∑
k2=0

ρk2
i

= C2

(
1− ρt−1

i

1− ρi

)2

,

(4.2.5)

luego, asintóticamente, E
{
φ(t, θ)2

}
tiende a C2

(1−ρi)2
, por lo que

Cov(θ̂) ∼ 1

N

σ2
e

C2
(1− ρi)

2 (4.2.6)

.

Si ui(t) es ruido blanco de media 0 y varianza σ2
u,

E
{
φ(t, θ)2

}
= σ2

u

t−1∑
k=1

(ρt−1−k
i )2

= σ2
u

t−2∑
k=0

ρ2ki

= σ2
u

1− ρ
2(t−1)
i

1− ρ2i
,

(4.2.7)

luego, asintóticamente, E
{
φ(t, θ)2

}
tiende a

σ2
u

1−ρ2
i
, por lo que

Cov(θ̂) ∼ 1

N

σ2
e

σ2
u

(1− ρ2i ) (4.2.8)

.

Si ui(t) es una señal de ruido blanco ũi(t) de media 0 y varianza σ2
u sumado a una

constante C,

E
{
φ(t, θ)2

}
=

t−1∑
k1=1

t−1∑
k2=1

ρt−1−k1
i ρt−1−k2

i E {(C + ũi(k1))(C + ũi(k2))}

= C2
t−1∑
k1=1

ρt−1−k1
i

t−1∑
k2=1

ρt−1−k1
i + σ2

u

t−1∑
k=1

(ρt−1−k
i )2,

(4.2.9)

Luego, a partir de los resultados anteriores,

Cov(θ̂) ∼ σ2
e

N

(
1

σ2
u

(1− ρ2i ) +
1

C2
(1− ρi)

2

)
(4.2.10)

.
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Observación 4.2.1. Es bastante directo comprobar que el estimador será también insesga-
do, de modo que la razón de decaimiento para la varianza se aplica también para el error
cuadrático medio, el desarrollo para comprobar esto es el mismo que se realizará en el teo-
rema 4.3.1 para sistemas con integración.

Observación 4.2.2. Debido a la naturaleza de la expresión (4.2.2) la razón de decaimiento
de N−1 es una propiedad que se puede generalizar fácilmente a la identificación de sistemas
estables de orden y cantidad de parámetros arbitrarios.

4.3. Identificación de un sistema de un agente

Como se indica en la sección 3.4, se comenzará estudiando el comportamiento del esti-
mador considerando que cada agente hace que su entrada sea cero cuando el otro agente
realiza la estimación. Esto es equivalente a analizar sistemas de un solo agente, y si bien no
hay un componente Multi-Agente en este caso, los resultados obtenidos sirven de base para
facilitar el análisis de la identificación bajo los esquemas propuestos.

En este caso, la salida para el agente activo Gi, i ∈ {1, 2} está dada por

y(t) =
b0i

q − 1
ui(t) + e(t). (4.3.1)

Este sistema puede escribirse en base a regresores de la forma (2.6.34), donde φ(t)T =∑t−1
k=1 ui(k) y θ = b0i , por lo tanto, la minimización de (3.3.2) es obtenida a través del

estimador de mı́nimos cuadrados.

De esta forma, y considerando que y(0) = ui(0) = 0, el sistema puede ser descrito por
(2.4.2), y su estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5), con

Φ =


0

ui(1)
ui(1) + ui(2)

...∑N−1
t=1 ui(t)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , E =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 . (4.3.2)

A continuación se evalúa el sesgo y la razón de decaimiento de este estimador.

Sesgo del estimador

Teorema 4.3.1. Se considera el sistema dado por (4.3). Si se utiliza el método PEM
para estimar b0i , entonces la estimación es insesgada para todas las entradas definidas
en la sección 3.2.
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Demostración. Para poder determinar la existencia de sesgo del estimador (3.3.6), se debe
calcular la esperanza del estimador condicionada al vector de información, dada por

E
{
θ̂|Zi,N

}
= E

{(
ΦTΦ

)−1
ΦTY |Zi,N

}
= E

{(
ΦTΦ

)−1
ΦT (Φb0i + E)|Zi,N

}
= θ +

(
ΦTΦ

)−1
ΦE {E} .

(4.3.3)

Se observa que ΦTΦ es invertible, ya que cumple ΦTΦ =
∑N−1

t=1 z2(k) ≥ 0, con zi(k) =∑k
i=1 ui(i). Además, e(t) es ruido blanco de media cero, por lo que la esperanza del vector

E es cero también. Entonces E
{
θ̂|Zi,N

}
= θ y el estimador será insesgado para todas las

entradas de interés.

Varianza del estimador

Teorema 4.3.2. Se considera el sistema dado por (4.3). Si se utiliza el método PEM
para realizar la estimación de bi, entonces la estimación es consistente para todas las
entradas descritas en la sección 3.2. Además la razón de decaimiento de la varianza
de la estimación es de N−2 cuando el sistema es alimentado con ruido blanco de
media cero, y de N−3 cuando el sistema es alimentado con una señal constante o
ruido blanco de media distinta de cero.

Demostración. A partir de la expresión (3.3.8) y considerando el resultado del teorema 4.3.1
para el sesgo del estimador, se obtiene que la varianza del estimador de mı́nimos cuadrados
está dada por

Var
(
θ̂|Zi,N

)
= E

{
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T |Zi,N

}
=
(
ΦTΦ

)−1
ΦE
{
EET

}
ΦT
(
ΦTΦ

)−1
.

(4.3.4)

Como e(t) es una señal de ruido blanco, se cumple que E
{
EET

}
= σ2

eI, por lo que la
varianza del estimador corresponde a

Var(θ̂|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1
σ2
e . (4.3.5)

Considerando los regresores (4.3.2), la varianza puede ser descrita matricialmente como

Var(θ̂|Zi,N ) =
σ2
e

UT∆T∆U
, (4.3.6)

con

∆ =


1 · · · 0
1 1 · · · 0
...

...
. . .

1 1 · · · 1

 , U =


ui(1)
ui(2)
...

ui(N − 1)

 . (4.3.7)
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Nótese que la varianza posee la misma estructura que XN descrita en la suposición
3.7.1, donde el vector U , para entradas Gaussianas, corresponde al vector UN simulado en
la figura 3.4a. Entonces, es razonable suponer que este vector cumple la suposición 3.7.1
para las entradas de la sección 3.2.

A continuación, se presenta el valor de la razón de decaimiento de la varianza de esti-
mación para cada una de las entradas de interés.

En primer lugar, se considera la entrada ui(t) = C, donde C ∈ R, C ̸= 0 es un valor
constante.

Luego, a partir de la expresión (2.6.30) del lema 2.6.1, se obtiene

Var(θ̂|Zi,N ) =
σ2
e∑N−1

t=1 zi(t)2
(4.3.8)

=
6σ2

e

C2(N − 2)(N − 1)(2N − 3)
. (4.3.9)

Por lo tanto, la razón de decaimiento de la varianza del estimador es de N−3.

Se considera como entrada ui(t) una señal de ruido blanco Gaussiano con media 0 y
varianza σ2

ui
.

En este caso, debido a que la entrada es estocástica, pero conocida, se debe trabajar
a partir de la esperanza de la varianza condicionada, correspondiente a la expresión
(3.3.11). En este caso, esta está dada por

E
{
Var(θ̂|Zi,N )

}
= E

{
σ2
e∑N−1

t=1 zi(t)2

}
. (4.3.10)

Se considera que el vector U cumple la suposición 3.7.1, lo cual es respaldado por
los resultados observados en la parte superior de la figura 3.4a. Luego, a partir del
teorema 3.7.1, la razón de decaimiento de E {Var(θ|Zi,N )} es equivalente a la razón

de decaimiento de
σ2
e

E{UT∆T∆U} .

Considerando el teorema 2.6.1 y el lema 2.6.1, se obtiene

σ2
e

E {UT∆T∆U}
=

σ2
e

E
{∑N−1

t=1 zi(t)2
}

=
σ2
e∑N−1

t=1 E {zi(t)2}

=
σ2
e∑N−1

t=1 tσ2
u

=
2σ2

e

N(N − 1)σ2
ui

.

(4.3.11)

De esta forma, la razón de decaimiento de la varianza del estimador es de N−2.
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Finalmente, se considera como entrada una señal de ruido blanco Gaussiano con media
C ̸= 0 y varianza σ2

ui
.

Análogamente al punto anterior, se debe trabajar con la esperanza de la varianza condi-
cionada (4.3.10). Se considera nuevamente que el vector U satisface la suposición 3.7.1,
lo cual es respaldado por el comportamiento observado en la parte inferior de la figura
3.4a. Luego, a partir del teorema 3.7.1, la razón de decaimiento de E {Var(θ|Zi,N )} es

equivalente a la razón de decaimiento de
σ2
e

E{UT∆T∆U} .

Utilizando el resultado del teorema 2.6.2, se obtiene

E
{
UT∆T∆U

}
= E

{
N−1∑
t=1

zi(t)
2

}
=

N−1∑
t=1

t2C + tσ2
u. (4.3.12)

Y, a partir de (4.3.8) y (4.3.11), se observa que esto corresponde a

E
{
UT∆T∆U

}
=

C2(N − 2)(N − 1)(2N − 3)

6
+

N(N − 1)

2
σ2
ui
. (4.3.13)

Luego, es fácil ver que
σ2
e

E{UT∆T∆U} posee una razón de decaimiento de N−3, por lo

que la razón de decaimiento de la varianza del estimador es también de N−3.

4.4. Estudio de esquemas de dos agentes

Habiendo observado el comportamiento de la estimación de la ganancia b0i para sistemas
de un agente con integración, se realizará la estimación de este parámetro para sistemas de
dos agentes, bajo cada uno de los esquemas descritos en la sección 3.4.

4.4.1. Esquema 1: Agentes sin comunicación

En primer lugar, se considera el esquema 1, descrito en la sección 3.4.1, en el cual no
existe comunicación entre los agentes.

Como, en este caso, para la identificación de un agente i las dinámicas del otro agente
j son desconocidas, estas pueden ser consideradas como parte del ruido. De esta forma el
sistema (4.1.1) puede ser reescrito como

y(t) =
b0i

q − 1
ui(t) + ẽ(t), (4.4.1)

con ẽ(t) =
bj
q−1uj(t) + e(t), y considerando {i, j} = {1, 2}, i ̸= j.

Luego, análogamente a la sección 4.3, las primeras N muestras del sistema pueden ser
expresadas mediante (2.4.2), y el estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5),
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con

Φ =


0

ui(1)
ui(1) + ui(2)

...∑N−1
k=1 ui(k)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , θ = b0i , E = Φjbj + Ē, (4.4.2)

donde

Φj =


0

uj(1)
uj(1) + uj(2)

...∑N−1
k=1 uj(k)

 , Ē =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 . (4.4.3)

Se evalúa el sesgo y la varianza del estimador.

Sesgo del estimador

Teorema 4.4.1. Se considera el sistema (4.1.1) bajo el esquema 1 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para realizar la estimación de b0i del agente i, i ∈ {1, 2},
esta estimación es insesgada si las entradas a los agentes son señales de ruido blanco
de media cero, y sesgada si la entrada es una señal constante, o una señal de ruido
blanco con media distinta a cero.

Demostración. Para este caso, la esperanza del estimador está dada por

E
{
θ̂i|Zi,N

}
= E

{(
ΦTΦ

)−1
ΦTY |Zi,N

}
= E

{(
ΦTΦ

)−1
ΦT (Φb0i + E)|Zi,N

}
= θi +

(
ΦTΦ

)−1
ΦTE

{
Φjbj + Ē

}
= θi + bj

(
ΦTΦ

)−1
ΦTE {Φj}+

(
ΦTΦ

)−1
ΦTE

{
Ē
}
.

(4.4.4)

Como, análogamente a lo visto para el caso de los agentes aislados en el teorema 4.3.1, se
satisface E

{
Ē
}
= 0 y ΦTΦ ̸= 0, el sesgo del estimador estará dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
(
ΦTΦ

)−1
ΦTE {Φj} . (4.4.5)

Esto ilustra que el sesgo depende no solo de los valores la entrada del agente i pero también
de la entrada uj del agente j.

A continuación, se evalúa su valor para los tipos de entradas descritas en 3.2.

Si se consideran dos entradas constantes ui = Ci ̸= 0 y uj = Cj ̸= 0, las matrices Φ y
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Φj están dadas por

Φ =


0
Ci

2Ci

...
(N − 1)Ci

 ,Φj =


0
Cj

2Cj

...
(N − 1)Cj

 , (4.4.6)

luego, el estimador es sesgado, y el sesgo corresponde a

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
Cj

Ci
, (4.4.7)

Si se consideran ui y uj dos señales de ruido blanco Gaussiano de media 0 y varianzas
σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se cumple E {Φj} = 0, por lo que el estimador será inses-
gado.

Finalmente, si se consideran ui y uj señales de ruido blanco con medias Ci y Cj

respectivamente y varianzas σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, las matrices Φ y Φj se pueden

descomponer en Φ = Φc + Φ̃ y Φj = Φj,c + Φ̃j , con

Φc =


0
Ci

2Ci

...
(N − 1)Ci

 ,Φj,c =


0
Cj

2Cj

...
(N − 1)Cj

 (4.4.8)

y

Φ̃ =


0

ũi(1)
ũi(1) + ũi(2)

...∑N−1
k=1 ũi(k)

 , Φ̃j =


0

ũj(1)
ũj(1) + ũj(2)

...∑N−1
k=1 ũj(k)

 , (4.4.9)

donde ũi y ũj son señales de ruido blanco Gaussiano con media 0 y varianzas σ2
i y σ2

j

respectivamente.

Luego, como E
{
Φ̃j

}
= 0 y E {Φj,c} = Φj,c, el sesgo está dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
(
ΦTΦ

)−1
ΦTΦj,c

= bj
(
ΦTΦ

)−1
(
ΦT

c Φj,c + Φ̃TΦj,c

)
.

(4.4.10)

Finalmente, el sesgo corresponde a

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
CiCj

∑N−1
t=1 t2 + Cj

∑N−1
t=1 z̃i(t)t∑N−1

t=1 (Cit+ z̃i(t))
2

=
bjCj

Ci

∑N−1
t=1

(
C2

i t
2 + Citz̄i(t)

)∑N−1
t=1 (Cit+ z̃i(t))

2
,

(4.4.11)
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donde z̃(t) =
∑t

k=1 ũ(k).

Por lo tanto el estimador será sesgado a menos que se cumpla

N−1∑
t=1

(Cit
2 + tz̄i(t)) = 0. (4.4.12)

Observación 4.4.1. En los casos en que la estimación de b0i otorga resultados sesgados, el
sesgo dependerá tanto de la entrada del agente i como de la entrada del agente j, el cual es
un valor desconocido para cada agente.

Varianza del estimador

Debido a que el estimador será insesgado solamente en el caso en que las entradas de los
agentes sean secuencias de ruido blanco de media 0, el análisis de la varianza se centrará en
esas señales de entrada.

Conjetura 1. Para el sistema descrito en (4.1.1), bajo el marco del esquema 1,
si las entradas a ambos sistemas corresponden a señales de ruido blanco de media
cero, entonces, al utilizar el método PEM para estimar el parámetro b0i , la estimación
será insesgada, pero no consistente.

Para evaluar la validez de esta conjetura, se debe comprobar que la varianza de la
estimación no decaiga a cero al aumentar el número de muestras. Se considera la ecuación
(3.3.8), tomando en cuenta los resultados del teorema 4.4.1, que especifica que el estimador
es no sesgado para las entradas consideradas. Luego, la varianza corresponde a

Var(θ̂i) = E
{
(θ̂ − θ)(θ̂ − θ)T

}
= (ΦTΦ)−1ΦTE{EET }Φ(ΦTΦ)−1

= (ΦTΦ)−1ΦTE{(bjΦj + Ē)(bjΦj + Ē)T }Φ(ΦTΦ)−1.

(4.4.13)

Tomando en cuanta los regresores del sistema dados por (4.4.2) y (4.4.3), la varianza puede
ser descrita por

Var(θ̂i) =
(U+

i )T∆TE
{
(bj∆U+

j + Ē)(bj∆U+
j + Ē)T

}
∆U+

i

(UT
i ∆T∆Ui)2

, (4.4.14)

con ∆ de (4.3.6), y

Ui =


ui(1)
ui(2)
...

ui(N − 1)

 , Uj =


uj(1)
uj(2)
...

uj(N − 1)

 , Ē =


e(1)
e(2)
...

e(N)


∆+ =

[
0 ∆

]
, U+

i =

[
0
Ui

]
, U+

j =

[
0
Uj

]
.

(4.4.15)
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Desarrollando esta expresión, se obtiene

Var(θ̂i) =
(U+

i )T∆TE
{
b2j∆U+

j (U+
j )T∆T + ĒĒT + bj∆U+

j ĒT + Ē(U+
j )T∆T bj

}
∆U+

i

(UT
i ∆T∆Ui)2

(4.4.16)
Luego, considerando que uj(t) e e(t) son dos señales con media cero independientes entre
si, se cumple E

{
U+
j ĒT

}
= E

{
Ē(U+

j )T
}
= 0, por lo tanto la varianza está dada por

Var(θ̂i) =
(U+

i )T∆TE
{
b2j∆U+

j (U+
j )T∆T + ĒĒT

}
∆U+

i

(UT
i ∆T∆Ui)2

= b2j
UT
i ∆T∆E

{
UjU

T
j

}
∆T∆Ui

UT
i ∆T∆UiUT

i ∆T∆Ui
+

UT
i ∆TE

{
ĒĒT

}
∆Ui

(UT
i ∆T∆Ui)2

.

(4.4.17)

Finalmente, como e(t) y uj(t) son señales de ruido blanco de media cero, se obtiene

Var(θ̂i) = Varuj +Vare, (4.4.18)

con

Varuj = b2jσ
2
uj

UT
i ∆T∆∆T∆Ui

UT
i ∆T∆UiUT

i ∆T∆Ui
, Vare =

σ2
e

UT
i ∆T∆Ui

. (4.4.19)

Nótese que Vare corresponde a la varianza descrita en (4.3.6), cuya razón de decaimiento
se especifica en el teorema 4.3.2 al realizar la identificación de un sistema aislado, por lo
tanto basta solo con estudiar la razón de decaimiento de Varuj , la parte de la varianza
influenciada por la presencia del otro agente, para determinar el comportamiento de la
varianza del parámetro.

Se evidencia de (4.4.17) y (4.4.19) que las expresiones para el numerador y el denomi-
nador de Varuj son bastante similares. En particular considerando que la matriz ∆ ilustra
la parte integrativa del proceso, se observa que esta está incluida en igual manera en ambos
factores. Intuitivamente, esto podŕıa indicar que la varianza no decrece a 0 al aumentar
indefinidamente el número de muestras, de forma que el estimador no seŕıa consistente.

Para corroborar la intuición respecto a Varuj , se realiza una simulación de Monte-Carlo
para ilustrar numéricamente la evolución de aquella expresión en relación al número de
muestras. La figura 4.1 muestra los resultados de una simulación de 104 realizaciones de 1
a 100 muestras cada una, para bj = 1, σ2

ui
= 0,1 y σ2

uj
= 1. Se observa que Varuj no decae

infinitamente hacia cero al aumentar el número de muestras, si no que se estaciona en un
valor constante, por lo tanto, tal como lo indica la conjetura 1, la estimación del b1 no es
consistente en este caso.

Del teorema 4.4.1 y la conjetura 1, se extrae que la estimación de ganancia en un sistema
de dos agentes con integración entre los cuales no existe ningún tipo de comunicación, donde
cada sub-sistema tiene acceso solamente a su entrada y a la salida común, no otorga resul-
tados satisfactorios. En particular, si las entradas poseen valores continuos, la estimación
de la ganancia será sesgada, y si las entradas son señales de ruido blanco de media cero, la
estimación, a pesar de ser insesgada, será no consistente.

A continuación, se estudiará la estimación de este parámetro bajo las soluciones pro-
puestas, correspondientes a los esquemas 2, 3 y 4, para observar si la eliminación de la
integración o la comunicación entre agentes permite eliminar los problemas presentes en
la identificación, y para también determinar el desempeño que estos esquemas permiten
obtener.
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uj

Figura 4.1: Evolución de Varuj al aumentar número de muestras

4.4.2. Esquema 2: Eliminación de integración

Se realiza la estimación considerando el esquema 2 de la sección 3.4.2. Para este esquema,
nuevamente no existe comunicación entre los agentes, de forma que el sistema es descrito
por la ecuación (4.4.1), sin embargo, como la entrada es filtrada por (3.4.6), este puede ser
reescrito por

y(t) =
b0i
q
ui(t) + ẽ(t), (4.4.20)

con ẽ(t) =
b0i
q uj(t) + e(t), {i, j} = {1, 2}, i ̸= j.

Luego, las primeras N muestras del sistema pueden ser expresadas como

Y = Φθ + E, (4.4.21)

con

Φ =


0

ui(1)
ui(2)
...

ui(N − 1)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , (4.4.22)

θ = b0i y E = bjΦj + Ē, donde

Φj =


0

uj(1)
uj(2)
...

uj(N − 1)

 , Ē =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 . (4.4.23)

Y el estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5). A continuación se evalúa su
sesgo y varianza.
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Sesgo del estimador

Teorema 4.4.2. Se considera el sistema (4.1.1) bajo el esquema 2 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para estimar b0i , entonces la estimación es insesgada si
las entradas a los agentes son señales de ruido blanco de media cero, y sesgada si las
entradas son señales constantes, o señales de ruido blanco con media distinta a cero.

Demostración. El desarrollo de la esperanza del estimador es equivalente al del esquema 1,
por lo que el sesgo está dado por (4.4.5). Luego, se evalúa esta expresión para las entradas
de interés.

Si se consideran dos entradas constantes ui = Ci ̸= 0 y uj = Cj ̸= 0, las matrices Φ y
Φj están dadas por

Φ =


0
Ci

Ci

...
Ci

 ,Φj =


0
Cj

Cj

...
Cj

 , (4.4.24)

luego, el estimador es sesgado, y el sesgo está dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
Cj

Ci
, (4.4.25)

Si se consideran ui y uj dos señales de ruido blanco Gaussiano de media 0 y varianzas
σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se cumple E {Φj} = 0, por lo que el estimador será inses-
gado.

Finalmente, si se consideran ui y uj señales de ruido blanco con medias Ci y Cj

respectivamente y varianzas σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente. Las matrices Φ y Φj se pueden

descomponer en Φ = Φc + Φ̃ y Φj = Φj,c + Φ̃j , al igual como se hizo para el esquema
1, con

Φc =


0
Ci

Ci

...
Ci

 ,Φj,c =


0
Cj

Cj

...
Cj

 (4.4.26)

y

Φ̃ =


0

ũi(1)
ũi(2)
...

ũi(N − 1)

 , Φ̃j =


0

ũj(1)
ũj(2)
...

ũj(N − 1)

 , (4.4.27)

donde ũi y ũj son señales de ruido blanco Gaussiano con media 0 y varianzas σ2
i y σ2

j

respectivamente.
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Luego, como E
{
Φ̃j

}
= 0 y E {Φj,c} = Φj,c, el sesgo está dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
(
ΦTΦ

)−1
ΦTΦj,c

= bj
(
ΦTΦ

)−1
(
ΦT

c Φj,c + Φ̃TΦj,c

)
= bj

(N − 1)CiCj + Cj

∑N−1
t=1 ũi(t)∑N−1

t=1 (Ci + ũi(t))
2

= bj
CiCj + Cj

1
N−1

∑N−1
t=1 ũi(t)

1
N−1

∑N−1
t=1 (Ci + ũi(t))

2
.

(4.4.28)

En este caso, se observa que ũi(t) al ser ruido blanco Gaussiano, es un proceso esta-
cionario ergódico, y que por lo tanto (Ci+ ũi(t))

2 será también ergódico. Luego, según
el caṕıtulo 5 de [57], el sesgo convergerá con probabilidad casi segura a

Bias(θ̂i|Zi,N ) = bj
CiCj + CjE {ũi(t)}

E
{
(Ci + ũi(t))

2
} (4.4.29)

= bj
CiCj

C2
i + σ2

ui

. (4.4.30)

Entonces, el estimador es sesgado.

Observación 4.4.2. Al igual que en la identificación realizada bajo el esquema 1, en los
casos en que la estimación de b0i otorga resultados sesgados, el sesgo dependerá tanto de la
entrada del agente i como de la entrada del agente j, la cual es una señal desconocida para
cada agente.

Varianza del estimador

Al igual al esquema anterior, como el estimador solo es insesgado si las entradas ui(t)
y uj(t) son señales de ruido blanco con media 0, el análisis de la varianza del estimador se
centrará en aquel caso.

Teorema 4.4.3. Se considera el sistema (4.1.1) bajo el esquema 2 de la sección
3.4. Si se utiliza el método PEM para la estimación de b0i del agente i, entonces
la estimación es consistente cuando las entradas a los agentes son señales de ruido
blanco de media cero. Además, la razón de decaimiento de la varianza del estimador
es de N−1.

Demostración. Se observa que en el sistema (4.4.20), ẽ(t) es una señal de ruido blanco de
varianza σ2

e + b2jσ
2
uj
. Luego, el sistema es equivalente a (4.2.1), con p01 = 0.

Por lo tanto, según lo desarrollado en (4.2.8), la varianza del estimador se comportará co-
mo

Cov(θ̂) ∼ 1

N

σ2
e + b2jσ

2
uj

σ2
u

. (4.4.31)
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De los teoremas 4.4.2 y 4.4.3, se extrae que, para la estimación de ganancia en sistemas
de dos agentes de primer orden con integración, filtrar las entradas con el fin de eliminar
la integración de los sistemas no elimina el sesgo si se utilizan entradas con valor continuo
distinto de 0, pero permite hacer que la estimación sea consistente además de insesgada
cuando la entrada es ruido blanco Gaussiano. Sin embargo, debido a la estabilidad de las
señales resultantes, la razón de decaimiento en este caso se reduce a N−1.

A continuación se presenta el desarrollo para las estrategias comunicativas, las cuales
realizan la estimación incluyendo la integración dentro de ella.

4.4.3. Esquema 3: Comunicación en la entrada

Se realiza la estimación considerando el esquema 3, descrito en la sección 3.4.3. Para este
esquema, cada agente comparte su entrada con el otro agente para realizar la identificación,
de forma que el vector de información está dado por (3.4.7). Como el conjunto de modelos
al que se tiene acceso corresponde a (3.3.5), se realizará la identificación de b1 y b2 de forma
conjunta.

Análogamente a los casos anteriores, las primeras N muestras del sistema pueden ser
expresadas mediante (2.4.2), y el estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5),
con

Φ =


0 0

u1(1) u2(1)
u1(1) + u1(2) u2(1) + u2(2)

...
...∑N−1

k=1 u1(k)
∑N−1

k=1 u2(k)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , E =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 , θ =

[
b1
b2

]
. (4.4.32)

Se analiza el sesgo y la varianza del estimador.

Sesgo del estimador

Teorema 4.4.4. Se considera el sistema dado por (4.1.1) bajo el esquema 3 de la
sección 3.4. Al utilizar el método PEM para estimar el vector de parámetros θ, la
estimación es insesgada si las entradas son ruido blanco, tanto de media cero co-
mo de media distinta de cero. Por otro lado, si las entradas corresponden a valores
constantes, no se poseerá información suficiente para determinar los parámetros co-
rrectamente.

Demostración. Como e(t) es una señal de ruido blanco, considerando (3.3.6), el estimador
será insesgado siempre que ΦTΦ sea invertible.

En este caso,

ΦTΦ =

[ ∑N−1
t=1 z1(t)

2
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)

∑N−1
t=1 z2(t)

2,

]
(4.4.33)
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con zi(t) =
∑t

k=1 ui(t), con i ∈ {1, 2}.
Luego, el determinante de esta matriz está dado por

Det(ΦTΦ) =

N−1∑
t1=1

N−1∑
t2=1

z1(t1)
2z2(t2)

2 − z1(t1)z2(t1)z1(t2)z2(t2), (4.4.34)

lo cual es 0 para el caso en que u1(t) y u2(t) sean valores constantes, de modo que los
parámetros no pueden ser obtenidos para esta clase de entrada.

Si u1(t) y u2(t) son señales de ruido blanco independientes entre si, se puede tener un
indicio de que la matriz ΦTΦ no sea singular evaluando su valor esperado E

{
ΦTΦ

}
. Nótese

que, para una cantidad finita N de muestras, ΦT es una matriz RN×2 persistentemente
excitante de orden N − 1 cuya matriz de covarianza está dada por E

{
ΦTΦ

}
. A partir

del caṕıtulo 3 de [57] se puede extraer que al ser ΦT persistentemente excitante, E
{
ΦTΦ

}
será invertible.

Varianza del estimador

Debido a que el sistema no es identificable para el caso en que las entradas son constantes,
el análisis de la varianza del estimador bajo este esquema se centra en los casos en que la
entrada es una señal Gaussiana.

Teorema 4.4.5. Se considera el sistema (4.1.1) bajo el esquema 2 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para realizar la estimación del vector de parámetros θ,
entonces, esta estimación es consistente si las entradas a los agentes son señales de
ruido blanco, tanto de media cero como de media distinta de cero. Además la razón
de decaimiento de la varianza del estimador es de N−2 para ambos casos.

Demostración. Como e(t) es una señal de ruido blanco, la matriz de covarianza del estimador
estará dada por

Cov(θ̂|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1
σ2
e . (4.4.35)

Considerando los regresores (4.4.32), esta puede ser descrita como

Cov(θ̂|Zi,N ) =
(
UT∆T∆U

)−1
σ2
e , (4.4.36)

con ∆ de (4.3.7) y

U =


u1(1) u2(1)
u1(2) u2(2)

...
...

u1(N − 1) u1(N − 1)

 . (4.4.37)

Nuevamente, la matriz de covarianza posee la misma estructura que XN descrita en la
suposición 3.7.1, donde este vector U , para entradas Gaussianas, corresponde al vector UN

simulado en la figura 3.4b, por lo tanto este vector cumple la suposición 3.7.1 para las
entradas Gaussianas de la sección 3.2.
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A continuación se presenta la razón de decaimiento de esta varianza para aquellas en-
tradas.

Se consideran como entradas u1(t) y u2(t), dos señales de ruido blanco Gaussiano de
media 0 y varianzas σ2

u1
y σ2

u2
respectivamente.

Similarmente a como fue realizado en casos anteriores para entradas de este tipo,
se trabaja con la esperanza de la varianza condicionada (3.3.11). En este caso esta
está dada por

E
{
Cov(θ̂|Zi,N )

}
= σ2

eE


[ ∑N−1

t=1 z1(t)
2

∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)
∑N−1

t=1 z2(t)
2

]−1
 . (4.4.38)

Se considera que el vector U es tal que se cumple la suposición 3.7.1, lo que es respalda-
do por los resultados de la parte superior de la figura 3.4b. Luego, a partir del teorema
3.7.1, la razón de decaimiento de los elementos diagonales de E {Cov(θ|Zi,N )}, corres-
pondientes a la varianza de la estimación de cada uno de los parámetros, es equivalente

a la razón de decaimiento de los elementos diagonales de σ2
eE
{
UT∆T∆U

}−1
.

A partir del teorema 2.6.1, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}
= E

{[ ∑N−1
t=1 z1(t)

2
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)

∑N−1
t=1 z2(t)

2

]}

=

[
σ2
u1

∑N−1
t=1 t 0

0 σ2
u2

∑N−1
t=1 t

]

=

[
σ2
u1

N(N−1)

2 0

0
σ2
u2

N(N−1)

2

]
.

(4.4.39)

Por lo tanto, (
E
{
UT∆T∆U

})−1
=

[
2

σ2
u1

N(N−1) 0

0 2
σ2
u2

N(N−1)

]
. (4.4.40)

Luego, la razón de decaimiento de la varianza de la estimación de cada uno de los
parámetros para entradas Gaussianas de media cero es de N−2.

Se consideran como entradas u1(t) y u2(t), dos señales de ruido blanco Gaussiano de
medias C1 y C2 respectivamente y varianzas σ2

u1
y σ2

u2
respectivamente.

Análogamente al caso con media cero, se debe trabajar con la esperanza de la varianza
condicionada (4.4.38). Se considera nuevamente que el vector U satisface la suposición
3.7.1, lo que es respaldado por los resultados de la parte inferior de la figura 3.4b. Lue-
go, a partir del teorema 3.7.1, la razón de decaimiento de los elementos diagonales de
E {Cov(θ|Zi,N )} es equivalente a la razón de decaimiento de los elementos diagonales

de σ2
eE
{
UT∆T∆U

}−1
.
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A partir del teorema 2.6.2 se tiene

E
{
UT∆T∆U

}
= E

{[ ∑N−1
t=1 z1(t)

2
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)

∑N−1
t=1 z2(t)

2

]}

=

[∑N−1
t=1 σ2

u1
t+ C2

1 t
2

∑N−1
t=1 C1C2t∑N−1

t=1 C1C2t
2

∑N−1
t=1 σ2

ut+ C2
2 t

2

]

=

[
N(N−1)(3σ2

u1
+(2N−1)C2

1 )

6
N(N−1)(2N−1)C1C2

6
N(N−1)(2N−1)C1C2

6

N(N−1)(3σ2
u2

+(2N−1)C2
2 )

6 .

] (4.4.41)

Por lo tanto,

(
E
{
UT∆T∆U

})−1
=

 6(3σ2
u2

+(2N−1)C2
2

N(N−1)(9σ2
u1

σ2
u2

+(2N−1)C2
1C

2
2 ))

6(2N−1)C1C2

N(N−1)(9σ2
u1

σ2
u2

+(2N−1)C2
1C

)
2)

6(2N−1)C1C2

N(N−1)(9σ2
u1

σ2
u2

+(2N−1)C2
1C

2
2 ))

6(3σ2
u2

+(2N−1)C2
2

N(N−1)(9σ2
u1

σ2
u2

+(2N−1)C2
1C

2
2 ))

 .

(4.4.42)
Luego, como los elementos diagonales de E

{
UT∆T∆U

}
decrecen con un orden de

N−2, la varianza de la estimación de ambos parámetros posee un orden de decaimiento
de N−2, tal como en el caso con media cero.

De los teoremas 4.4.4 y 4.4.5, se extrae que el esquema con comunicación en la entrada de
los agentes permite realizar la estimación de la ganancia de los agentes de forma insesgada
y consistente. Sin embargo, este esquema no permite determinar los parámetros cuando se
utilizan valores constantes como entradas a los sistemas. Además la razón de convergencia
es de N−2 para ruido blanco, ya sea con media 0 o distinta de 0. Obteniéndose una mejora
respecto al desempeño al eliminar la integración del sistema, pero no se observa la mejora
al agregar un valor constante a la entrada como en el caso de un agente.

4.4.4. Esquema 4: Comunicación en la salida

Se realiza finalmente la estimación considerando el esquema 4, descrito en la sección
3.4.4. En este esquema, cada agente comparte una medición de su salida con el otro agente
para realizar la identificación, de forma que el vector de información está dado por (3.4.11).

Nótese que en este caso, al tomar en cuenta la medición ym,j(t) del agente j, dada por
(3.4.10), la salida del agente i, i ∈ {1, 2}, corresponde a

y(t) =
b0i

q − 1
ui(t) + e(t)− ej(t), (4.4.43)

con {i, j} = {1, 2}, i ̸= j, y donde ej(t) es el ruido de la medición de la salida del agente j,
siendo este ruido blanco de media 0 y varianza σ2

ej .

El sistema puede ser reescrito como

y(t) =
b0i

q − 1
ui(t) + ē(t), (4.4.44)
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con ē(t) = e(t) + ej(t) una señal de ruido blanco con media 0 y varianza σ2
e + σ2

ej .

Luego el sistema resultante es equivalente al sistema de un agente. Por lo que el proceso
de identificación será el mismo al desarrollado en la sección 4.3.

Sesgo del estimador

A partir del teorema 4.3.1, se puede concluir que la estimación de la ganancia es insesgada
para cada una de las entradas de interés.

Varianza del estimador

A partir del teorema 4.3.2, se puede concluir que la estimación de la ganancia es con-
sistente para cada una de las entradas de interés. En particular, cuando las entradas u1(t)
y u2(t) de los sistemas corresponden a señales de ruido blanco de media 0, la razón de
decaimiento será de N−2, mientras que cuando las entradas son valores constantes o ruido
blanco de medias distintas a 0, la razón de decaimiento será de N−3.

Al igual que en el caso de la comunicación en la entrada, los resultados muestran que
la comunicación en la salida del sistema permite un mejor desempeño en la varianza de la
estimación de la ganancia que el eliminar la integración.

4.5. Simulaciones del sistema

Para corroborar los resultados respecto al sesgo y la varianza obtenidos en este caṕıtulo,
se realizan una simulación de Monte-Carlo para realizar numéricamente la estimación de
la ganancia del agente 1 de un sistema de forma (4.1.1), bajo los esquemas 2, 3 y 4 de la
sección 3.4, que son los únicos que generan resultados consistentes para algunas entradas. Las
simulaciones son realizadas solamente considerando entradas Gaussianas, tanto de medias
0 como de medias distintas a 0, debido a que las entradas de caracter constante no son
adecuadas para todos los esquemas estudiados, espećıficamente para el esquema 2, debido
a no ser persistentemente excitantes.

Para estas simulaciones se considera b1 = 0,8, b2 = 0,88 y σ2
u1

= σ2
u2

= σ2
e = 1. Se realiza

una simulación de Monte-Carlo con entradas de media µu1
= µu2

= 0, y una simulación de
Monte-Carlo con entradas de medias µu1

= 4 y µu2
= −4.

Para cada caso la simulación fue hecha sobre 21 tamaños de muestras distintos, espacia-
dos uniformemente en la escala logaŕıtmica entre 10 y 105 muestras. Para cada tamaño en
el rango entre 10 y 103, se simularon 106 realizaciones, mientras que para cada rango entre
103 y 105, se computaron 104 realizaciones.

La evolución del sesgo y la varianza de las simulaciones se muestran en la figura 4.2
para las entradas de media cero, y en la figura 4.3 para las entradas de media distinta de
cero. Para esas entradas, también se incluye el error cuadrático medio de la estimación, para
ilustrar las diferencias de este respecto a la varianza cuando el parámetro es sesgado.

Se observa en las figuras que el sesgo de los sistemas y la razón de decaimiento concuerdan
con los resultados desarrollados anteriormente para cada esquema en este caṕıtulo. Donde
solo hay sesgo al identificar el parámetro con el esquema 2 utilizando entradas de media
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Figura 4.2: Media muestral para el valor estimado del parámetro b1 = 0,8 (arriba) y para
la varianza del parámetro estimado (abajo) con u1(t) y u2(t) de media 0, considerando
tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104

realizaciones para cada tamaño muestral.

distinta de cero, y la varianza converge con una razón más rápida con los esquemas 3 y 4
que con el esquema 2.

4.6. Resumen de los resultados para la identificación de ga-
nancia

El desarrollo anterior evidencia el interés en incluir la integración dentro del problema
de identificación de ganancia en sistemas de primer orden. En 4.3 se observa que, para el
caso de un agente, la varianza de la identificación de la ganancia en sistemas con integración
decrece con un orden de N−2 al utilizar ruido blanco de media cero como entrada y N−3

al utilizar señales constantes o ruido blanco con media distinta de cero como entrada. Esto
refleja una razón de decaimiento más rápida que en la estimación de sistemas estables, donde
para todos los casos, la varianza de la estimación decrece con una razón de N−1.

Respecto a la identificación colaborativa de sistemas de 2 agentes, en 4.4 se corrobora la
necesidad de información extra para la correcta identificación de los parámetros en sistemas
de forma (3.1.1). La estimación de estos sistemas sin que exista comunicación entre ellos,
ilustrada por el esquema 1, otorga resultados sesgados al utilizar entradas con media distinta
de cero, y resultados insesgados pero no consistentes al utilizar ruido blanco con media cero
como entrada. Mientras que la eliminación de la integración, ilustrada por el esquema 2,
permite una estimación insesgada y consistente de la ganancia al utilizar entradas de ruido
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Figura 4.3: Media muestral para el valor estimado del parámetro b1 = 0,8 (arriba), varianza
del parámetro estimado (al medio) y error cuadrático medio del parámetro estimado (abajo)
con u1(t) de media 4 y u2(t) de media −4, considerando tamaños muestrales que vaŕıan de
10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada tamaño
muestral.

blanco con media cero, pero la razón de decaimiento de la varianza de la estimación en este
caso se reduce a N−1. Además, no se elimina el sesgo para entradas con media distinta
de cero. El desarrollo efectuado en la sección 4.2 indica que en general, los esquemas que
intenten estabilizar los sistemas, no tendrán un decaimiento más rápido que N−1 en la
varianza.

Los esquemas 3 y 4, los cuales utilizan la transmisión de información entre agentes los
para realizar la identificación de estos, permiten hacer uso de la mejora que la integración
otorga en el decaimiento de la varianza de la estimación. El esquema 3 no permite identificar
los parámetros correctamente si la entrada es un valor constante, pero logra una estimación
insesgada y consistente, con razón de decaimiento en la varianza de N−2, para los otros dos
casos. Mientras tanto, el esquema 4 conserva todas las propiedades presentes en la estimación
de un solo agente con integración. Cabe notar que, si bien el esquema 4 permite un mejor
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desempeño en el decaimiento de la varianza, el requerimiento de una medida externa para
la salida absoluta de uno de los agentes puede implicar un componente extra de ruido, y se
puede traducir en dificultades de escalabilidad si el número de agentes crece.

Un resumen del comportamiento de la estimación del parámetro bajo cada uno de los
esquemas utilizando las entradas evaluadas se muestra en la tabla 4.1.

Esquema
1 2 3 4

Entrada Constante
Sesgo Si Si - No

Dec. Varianza - - - N−3

Entrada Gaussiana Media 0
Sesgo No No No No

Dec. Varianza No Decae N−1 N−2 N−2

Entrada Gaussiana Media no 0
Sesgo Si Si No No

Dec. Varianza - - N−2 N−3

Cuadro 4.1: Resumen de resultados para el sesgo y la razón de decaimiento de la estimación
de la ganancia en un sistema de primer orden bajo los esquemas propuestos.



Caṕıtulo 5

ESTIMACIÓN ANAĹITICA DE
DOS PARÁMETROS LINEALES

En este caṕıtulo, se desarrolla anaĺıticamente la estimación de los dos parámetros del
numerador de un agente de segundo orden perteneciente a un sistema Multi-Agente, corres-
pondiente al caso 2 de la sección 3.5, utilizando el estimador de mı́nimos cuadrados, el cual
concuerda con el método PEM para la configuración descrita. La estimación es realizada
bajo cada esquema de estimación descrito en la sección 3.4. Para cada caso, se determina
primero la presencia o ausencia de sesgo en el estimador, y luego se evalúa la razón de de-
caimiento de la varianza de la estimación al aumentar el número de muestras, con el fin de
determinar la eficiencia otorgada por cada esquema. Se realizan observaciones respecto a las
diferencias de estos resultados respecto a la identificación de ganancia del caṕıtulo anterior.

5.1. Configuración del Sistema

Para la identificación a realizar en este caṕıtulo, se considera el sistema conformado por
dos agentes de segundo orden cada uno cuyas funciones de transferencia están descritas en
el caso 2 de la sección 3.5.

De esta forma, el sistema está dado por

y(t) =
b01,1q + b01,2
q(q − 1)

u1(t) +
b02,1q + b02,2
q(q − 1)

u2(t) + e(t), (5.1.1)

donde cada agente i busca estimar el valor de sus parámetros b0i,1 y b01,2, i ∈ {1, 2}.
Nuevamente, se considerarán las señales definidas en la sección 3.2 como entradas u1(t)

y u2(t) y e(t) será una señal de ruido blanco con media cero y varianza σ2
e .

Al igual que en el caṕıtulo anterior, para la estimación de los parámetros del sistema
descrito en (5.1.1), la minimización otorgada por el método de predicción de error (PEM)
corresponde al estimador de mı́nimos cuadrados, por lo que este será el estimador utilizado
para la identificación de los parámetros.

65
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5.2. Identificación de un sistema de un agente.

Análogamente al trabajo realizado en la sección 4.3, se estudiará en un principio el
comportamiento del estimador para sistemas de un solo agente, con el fin de obtener una
base preliminar sobre el impacto de la integración en la configuración actual de los sistemas.

La salida del agente activo Gi, i ∈ {1, 2}, en este caso, está dada por

y(t) =
b0i,1q + b0i,2
q(q − 1)

ui(t) + e(t). (5.2.1)

Este sistema se puede escribir de la forma (2.6.34), donde

φ(t)T =
[∑t−1

k=1 ui(k)
∑t−2

k=1 ui(k)
]

y θi =
[
b0i,1 b0i,2

]T
.

Considerando que y(0) = ui(0) = ui(−1) = 0, el sistema puede ser descrito por (2.4.2),
y el estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5), con

Φ =


0 0

ui(1) 0
ui(1) + ui(2) ui(1)

...∑N−1
t=1 ui(t)

∑N−2
k=1 ui(k)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , E =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 . (5.2.2)

Sesgo del estimador.

Teorema 5.2.1. Se considera el sistema dado por (5.2). Si se utiliza el método
PEM para estimar el vector de parámetros θi, entonces la estimación es insesgada
para todas las entradas definidas en la sección 3.2.

Demostración. De (4.3.3), el sesgo del estimador está dado por
(
ΦTΦ

)−1
ΦE {E}. Como

e(t) es ruido blanco de media 0, el estimador es insesgado siempre y cuando se cumpla que
ΦTΦ es invertible.

La matriz ΦTΦ está dada por

ΦTΦ =

[ ∑N−1
t=1 zi(t)

2
∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)

∑N−1
t=1 zi(t− 1)2

]
. (5.2.3)

Luego, su determinante está dado por

Det(ΦTΦ) =

N−1∑
t1=1

N−1∑
t2=1

(
zi(t1)

2zi(t2 − 1)2 − zi(t1)zi(t1 − 1)zi(t2)zi(t2 − 1)
)
. (5.2.4)

Para los casos en que la entrada es una señal de ruido blanco, siguiendo el mismo análisis
realizado en el teorema 5.3.4, debido a la persistencia de excitación de ΦT , se puede concluir
que (ΦTΦ) es una matriz no singular.
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Por otro lado, si ui(t) es una señal constante, se puede observar a partir de las expresiones
del lema 2.6.1 que

Det(ΦTΦ) = C4N(N − 1)2(N − 2)

12
, (5.2.5)

por lo que este será invertible para N > 2.

Observación 5.2.1. Las señales constantes son solamente persistentemente excitantes de
orden 1. En este caso, la identificación con este tipo de señales puede ser realizada debido
al impacto de las condiciones iniciales ui(−1) y ui(0) en la matriz Φ. Se puede verificar
que si se considera ui(−1) = ui(0) = C, siendo C el valor de ui(t), t > 0, la matriz ΦTΦ
será singular y el sistema no-identificable.

Varianza del estimador.

Teorema 5.2.2. Se considera el sistema dado por (5.2). Si se utiliza el método PEM
para realizar la estimación del vector de parámetros θi, la estimación es consistente
para todas las entradas descritas en la sección 3.2, y la razón de decaimiento de la
varianza de estimación es de N−1 para cada uno de estos casos.

Demostración. Como e(t) es ruido blanco, la matriz de covarianza del estimador está dada
por la estructura expresada en (4.3.5). Considerando los regresores dados por (5.2.2), esta
puede ser descrita de la forma (4.4.36) con ∆ de (4.3.7) y

U =


ui(1) ui(0)
ui(2) ui(1)
...

...
ui(N − 1) ui(N − 2)

 . (5.2.6)

Nuevamente, la matriz de covarianza posee la estructura de XN de la suposición 3.7.1, y el
vector U , para entradas Gaussianas, corresponde al vector Un simulado en la figura 3.6a,
por lo que es razonable suponer que este vector cumple la suposición 3.7.1 para las entradas
Gaussianas de la sección 3.2.

Considerando zi(t) =
∑t

k=1 ui(k), se tiene

Cov(θ̂|Zi,N ) =

[ ∑N−1
t=1 zi(t)

2
∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)

∑N−1
t=1 zi(t− 1)2

]−1

. (5.2.7)

A continuación se evalúa la razón de decaimiento de la varianza de estimación de los paráme-
tros para las entradas descritas en la sección 3.2.

En primer lugar, se considera la entrada ui(t) = C, donde C ∈ R es un valor constante.
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En este caso, a partir del lema (2.6.1), la matriz de covarianza está dada por

Cov(θ̂|Zi,N ) = σ2
e

[ ∑N−1
t=1 C2t2

∑N−1
t=1 C2t(t− 1)∑N−1

t=1 C2t(t− 1)
∑N−1

t=1 C2(t− 1)2

]−1

= σ2
e

[
C2N(N−1)(2N−1)

6
C2N(N−1)(N−2)

3
C2N(N−1)(N−2)

3
C2(N−1)(N−2)(2N−3)

6

]−1

=
σ2
e

C4

[
2(2N−3)
N(N−1) − 4

N−1

− 4
N−1

2(2N−1)
(N−1)(N−2)

]
(5.2.8)

Se observa que, a diferencia del caso de estimación de un parámetro, la razón de
decaimiento de ambos parámetros para entradas constantes es de N−1.

Se considera como entrada ui(t) una señal de ruido blanco Gaussiano con media 0 y
varianza σ2

ui
.

Al igual que en los casos anteriores en los que se utiliza esta entrada, se trabajará con
el valor esperado de la matriz de covarianza condicionada, correspondiente a (3.3.11).
En este caso, esto está dado por

E
{
Cov(θ̂|Zi,N )

}
= σ2

eE


[ ∑N−1

t=1 zi(t)
2

∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)
∑N−1

t=1 zi(t− 1)2

]−1
 . (5.2.9)

Se considera que el vector U cumple la suposición 3.7.1. Luego, a partir del teorema
3.7.1, la razón de decaimiento de los elementos diagonales de E {Cov(θ|Zi,N )}, y por
lo tanto de la varianza de los parámetros, es la misma que la razón de decaimiento de

los elementos diagonales σ2
eE
{
UT∆T∆U

}−1
.

A partir del teorema 2.6.1, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1
= E


[ ∑N−1

t=1 zi(t)
2

∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)
∑N−1

t=1 zi(t− 1)2

]−1


=

[
σ2
ui

∑N−1
t=1 t σ2

ui

∑N−1
t=1 (t− 1)

σ2
ui

∑N−1
t=1 (t− 1) σ2

ui

∑N−1
t=1 (t− 1)

]−1

=

[
σ2
ui

N(N−1)

2

σ2
ui

(N−1)(N−2)

2
σ2
ui

(N−1)(N−2)

2

σ2
ui

(N−1)(N−2)

2

]−1

=
1

σ2
ui

[
1

N−1 − 1
N−1

− 1
N−1

N
(N−1)(N−2)

]
.

(5.2.10)

Al igual que para entradas constantes, la razón de decaimiento de la varianza de la
estimación de cada uno de los parámetros para entradas Gaussianas de media cero es
de N−1.
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Se considera como entrada una señal de ruido blanco Gaussiano con media C y varianza
σ2
ui
.

Análogamente al caso con media cero, se debe trabajar con la esperanza de la va-
rianza condicionada (5.2.9). Se considera nuevamente que el vector U satisface la
suposición 3.7.1. Luego, a partir del teorema 3.7.1, la razón de decaimiento de la
varianza de θ̂ es equivalente a la razón de decaimiento de los elementos diagonales de

σ2
eE
{
UT∆T∆U

}−1
.

A partir del teorema 2.6.2, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1
= E


[ ∑N−1

t=1 zi(t)
2

∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)
∑N−1

t=1 zi(t− 1)2

]−1


=

[ ∑N−1
t=1 (tσ2

ui
+ t2C2)

∑N−1
t=1 ((t− 1)σ2

ui
+ t(t− 1)C2)∑N−1

t=1 ((t− 1)σ2
ui

+ t(t− 1)C2)
∑N−1

t=1 ((t− 1)σ2
ui

+ (t− 1)2C2)

]−1

=

[
N(N−1)((2N−1)C2+3σ2

ui
)

6

(N−1)(N−2)(2NC2+3σ2
ui

)

6
(N−1)(N−2)(2NC2+3σ2

ui
)

6

(N−1)(N−2)((2N−3)C2+3σ2
ui

)

6

]−1

=

 2((2N−3)C2+3σ2
ui

)

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ2
ui

) − 2(2NC2+3σ2
ui

)

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ2
ui

)

− 2(2NC2+3σ2
ui

)

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ2
ui

)

2N((2N−3)C2+3σ2
ui

)

(N−1)(N−2)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ2
ui

)



(5.2.11)

Al igual que para las entradas anteriores, se obtiene que la varianza de los parámetros
decae con una razón de N−1.

Observación 5.2.2. Los resultados del teorema 5.2.2 muestran que para la identificación
de un sistema de forma (5.2), se pierde el aumento en rapidez de la razón de decaimiento
resultante cuando se realiza la identificación incluyendo las dinámicas integrales del sistema,
observada en la identificación de la ganancia de (4.3) a partir del teorema 4.3.2.

5.2.1. Extensión a sistemas con polo estable distinto de 0.

A continuación se presenta un análisis que muestra que los resultados obtenidos en
los teoremas 5.2.1 y 5.2.2 son fácilmente extensibles al caso en que el retardo del sistema
analizado sea reemplazado por un polo estable. Se considera un sistema similar a (5.2.1),
pero cuyo polo estable tiene un valor distinto a 0, de modo que

y(t) =
b0i,1q + b0i,2

(q − ρ)(q − 1)
ui(t) + e(t), (5.2.12)

donde ρ, |ρ| < 1, ρ ̸= 0 es un parámetro conocido del sistema.

Considerando u∗
i (t) = q

q−ρui(t), donde ui(t) es ruido blanco de media cero, el sistema

se puede escribir de la forma (2.6.34), donde φ(t)T =
[∑t−1

k=1 u
∗
i (k)

∑t−2
k=1 u

∗
i (k)

]
y θi =[

b0i,1 b01,2
]T

.
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Luego, las expresiones para el sesgo y varianza de la estimación son idénticas a las de
(5.2.1), pero con u∗

i (t) como entrada en lugar del ruido blanco ui(t).

Conjetura 2. La estimación de θi en (5.2.12) presenta los mismos resultados res-
pecto a la presencia de sesgo y la razón de decaimiento de la varianza de estimación
que al estimar el vector de parámetros de (5.2).

Respecto al sesgo, considerando que E {e(t)} = 0 y que la señal u∗
i (t) es persistentemente

excitante, se puede obtener de un desarrollo análogo al del teorema 5.2.1 que la estimación
es no sesgada.

Por otro lado, para caracterizar la varianza del estimador, se plantea en primer lugar el
siguiente lema.

Lema 5.2.1. Considerando el sistema descrito en (5.2.12), se cumple

E
{
z∗i (t)

2
}
∼ Φui

(0)t (5.2.13)

E {z∗i (t)z∗i (t− 1)} ∼ Φui
(0)(t− 1) (5.2.14)

E
{
z∗i (t− 1)2

}
∼ Φui

(0)(t− 1) (5.2.15)

Demostración. El sistema (5.2.12) puede ser escrito como un sistema realimentado por ruido
blanco en espacio de estado tal que

x(t+ 1) = ρx(t) + ρui(t) (5.2.16)

u∗
i (t) = x(t) + ui(t), (5.2.17)

con x(0) = 0.

Luego, como |ρ| < 1, el sistema es estable en sentido cuadrático medio y u∗
i (t) es un

proceso asintóticamente estacionario en sentido amplio. Entonces, según la sección 4.4.2 de
[50] su función de covarianza está dada por

Ru∗
i
(τ) =

ρ|τ |

1− ρ2
. (5.2.18)

Luego, se cumple

ĺım
t→∞

∣∣∣∣∣∣
t−1∑

τ=−(t−1)

|τ |Ru(τ)

∣∣∣∣∣∣ = ĺım
t→∞

∣∣∣∣∣∣
t−1∑

τ=−(t−1)

|τ | ρ|τ |

1− ρ2

∣∣∣∣∣∣
= ĺım

t→∞
2

∣∣∣∣∣
t−1∑
τ=0

τ
ρτ

1− ρ2

∣∣∣∣∣
≤ ĺım

t→∞
2

t−1∑
τ=0

τ
|ρ|τ

1− ρ2
,

(5.2.19)

debido a que 1− ρ2 > 0.
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Luego,

2

t−1∑
τ=0

τ
|ρ|τ

1− ρ2
=

2

1− ρ2

(
|ρ| − |ρ|t(|ρ|+ t− t|ρ|)

(|ρ| − 1)2

)
,

ĺım
t→∞

2

t−1∑
τ=0

τ
|ρ|τ

1− ρ2
=

2|ρ|
(1− ρ2)(|ρ| − 1)2

.

(5.2.20)

Por lo tanto, se cumple el criterio (2.6.8), y de los corolarios 2.6.1 y 2.6.2 se obtienen las
expresiones de (5.2.13).

Siguiendo un desarrollo análogo al teorema (5.2.2), se puede notar que la expresión de
la varianza del estimador está dada por

Cov(θ̂|Zi,N ) =
(
(U∗)T∆T∆U∗)−1

=

([ ∑N−1
t=1 z∗i (t)

2
∑N−1

t=1 z∗i (t)z
∗
i (t− 1)∑N−1

t=1 z∗i (t)z
∗
i (t− 1)

∑N−1
t=1 z∗i (t− 1)2

])−1

,

(5.2.21)
con

∆ =


1 · · · 0
1 1 · · · 0
...

...
. . .

1 1 · · · 1

 , U∗ =


u∗
i (1) u∗

i (0)
u∗
i (2) u∗

i (1)
...

...
u∗
i (N) u∗

i (N − 1)

 (5.2.22)

y z∗i (t) =
∑t

k=1 u
∗
i (t). Entonces, considerando que el vector U∗ cumple la suposición 3.7.1,

lo cual es respaldado por los resultados de la figura 3.6a, la varianza posee el mismo orden

de decaimiento que los elementos diagonales de E
{
(U∗)T∆T∆U∗}−1

.

Luego, a partir del lema 5.2.1, se observa que, a medida que t crece, z∗i (t) tiene un com-

portamiento casi idéntico a zi(t), pero en el cual cada elemento es escalado por Φu{0}
σ2
ui

. La in-

tuición indica que la evolución de E
{
(U∗)T∆T∆U∗}−1

será similar a la de E
{
UT∆T∆U

}−1

dada por (5.2.10) al aumentar el número de muestras N , y que se esperaŕıa por lo tanto
obtener los mismos órdenes de convergencia.

Observación 5.2.3. La relación entre E
{
(U∗)T∆T∆U∗}−1

y E
{
UT∆T∆U

}−1
de (5.2.10)

puede ser descrita según

E
{
(U∗)T∆T∆U∗}−1

=
Φu{0}
σ2
ui

[ ∑N−1
t=1 σ2

ui
t

∑N−1
t=1 σ2

ui
(t− 1)∑N−1

t=1 σ2
ui
(t− 1)

∑N−1
t=1 σ2

ui
(t− 1)

]−1

+M

=
Φui{0}
σ2
ui

E
{
UT∆T∆U

}−1
+M,

(5.2.23)

con

M =

[ ∑N−1
t=1 (E

{
z∗i (t)

2
}
− Φui

{0}t)
∑N−1

t=1 (E {z∗i (t)z∗i (t− 1)} − Φui
{0}(t− 1))∑N−1

t=1 (E {z∗i (t)z∗i (t− 1)} − Φui{0}(t− 1))
∑N−1

t=1 (E
{
z∗i (t− 1)2

}
− Φui{0}(t− 1))

]
.

(5.2.24)

Luego, E
{
(U∗)T∆T∆U∗}−1

poseerá la misma razón de decaimiento que E
{
UT∆T∆U

}−1

si M es acotada. Si bien el desarrollo realizado prueba que los elementos dentro de las
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sumatorias asociadas a M convergen a cero al aumentar las muestras, para formalizar este
resultado hace falta probar que las sumatorias son convergentes.

5.2.2. Impacto en la varianza de la distribución de los parámetros

El teorema 5.2.2 demostró que al aumentar el número de parámetros a estimar en el
numerador a 2, la razón de decaimiento de la varianza de estimación en sistemas con in-
tegración disminuye de N−2 o N−3 según el caso, a N−1 para las entradas analizadas.
Intuitivamente, este cambio en la razón de convergencia se puede atribuir a los elementos
diagonales de la matriz de covarianza σ2

e(Φ
TΦ)−1, los cuales provocan que el determinante

de la matriz baje de grado polinómico. Esto es particularmente fácil de visualizar en el caso
en el que el sistema es alimentado con ruido blanco, (5.2.10) indica que la correlación entre
las columnas de regresores de Φ provoca que la razón de decaimiento decaiga en comparación
a otros casos estructuralmente similares como el esquema 3 de la estimación de ganancia,
donde el desarrollo para la misma naturaleza de entradas está dado por (4.4.39).

Entonces, es de interés reescribir la distribución de los parámetros de modo que los
regresores sean no correlacionados entre si.

De esta forma, se reescribe el sistema como

y(t) =
b∗0i,1(q − 1) + b∗0i,2

q(q − 1)
ui(t) + e(t), (5.2.25)

cuya representación en el estimador de mı́nimos cuadrados está dada por (2.4.5), con

Φ =


0 0

ui(1) 0
ui(2) ui(1)
...

ui(N − 1)
∑N−2

k=1 ui(k)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , E =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 . (5.2.26)

Observación 5.2.4. El análisis del sesgo en este caso se puede obtener fácilmente a partir
del teorema 5.2.1, demostrando que la estimación es insesgada para las entradas de interés.

Teorema 5.2.3. Se considera el sistema cuya configuración está dada por (5.2.25).
Si se utiliza el método PEM para realizar la estimación del vector de parámetros
θ∗i =

[
b∗0i,1 b∗0i,2

]
, entonces la razón de decaimiento de la varianza de la estimación

de b∗0i,1 es de N−1 para todas las entradas descritas en la sección 3.2, pero la varianza

de estimación de b∗0i,2 es de N−2 cuando el sistema es alimentado con ruido blanco

de media cero, y de N−3 cuando el sistema es alimentado con una señal constante o
ruido blanco de media distinta de cero.

Demostración. La matriz de covarianza de la estimación está dada por

Cov(θ̂|Zi,N ) = σ2
eE
{
UT∆T∆U

}−1
= σ2

e

[ ∑N−1
t=1 ui(t)

2
∑N−1

t=1 ui(t)zi(t− 1)∑N−1
t=1 ui(t)zi(t− 1)

∑N−1
t=1 zi(t− 1)2

]−1

,

(5.2.27)
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con ∆ de (4.3.7) y

U =


ũi(1) 0
ũi(2) ui(1)
...

...
ũi(N − 1) ui(N − 2)

 , (5.2.28)

donde ũi(t) es la señal ui(t) filtrada por el filtro derivativo descrito en (3.4.6).

Se observa que, nuevamente la matriz de covarianza posee la estructura de (3.7.1), donde
el vector U , para entradas Gaussianas, corresponde al vector Un simulado en la figura 3.6b,
por lo que es razonable suponer que este vector cumple la suposición 3.7.1 para las entradas
Gaussianas de la sección 3.2.

Similarmente a como se ha hecho en los casos anteriores, se evalúa la varianza de los
parámetros para las entradas de la sección 3.2.

Se considera la entrada ui(t) = C, donde C ∈ R es un valor constante, luego la matriz
de covarianza está dada por

Cov(θ̂) = σ2
e

[ ∑N−1
t=1 C2

∑N−1
t=1 C2(t− 1)∑N−1

t=1 C2(t− 1)
∑N−1

t=1 C2(t− 1)2

]−1

= σ2
e

(
C2

[
(N − 1) (N−1)(N−2)

2
(N−1)(N−2)

2
(N−1)(N−2)(2N−3)

6

])−1

=
2σ2

e

C2

[
2N−3

(N−1)(3N−4) − 1
(N−1)(3N−4)

− 1
(N−1)(3N−4)

2
(N−1)(N−2)(3N−4)

]
,

(5.2.29)

lo que indica que la varianza del parámetro b∗0i,1 decrece con un orden de N−1 y la

varianza del parámetro b∗0i,2 decrece con un orden de N−3.

Se considera como entrada ui(t) una señal de ruido blanco Gaussiano con media 0 y
varianza σ2

ui
.

Siguiendo la misma lógica que para la identificación de los parámetros de (5.2.1), y
considerando que U cumple el supuesto 3.7.1, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1
=

[ ∑N−1
t=1 E

{
ui(t)

2
} ∑N−1

t=1 E {ui(t)zi(t− 1)}∑N−1
t=1 E {ui(t)zi(t− 1)}

∑N−1
t=1 E

{
zi(t− 1)2

} ]−1

=

[
(N − 1)σ2

ui
0

0 (N−1)(N−2)
2 σ2

ui

]−1

=

[
1

(N−1)σ2
ui

0

0 2
(N−1)(N−2)σ2

ui

,

]
,

(5.2.30)

de forma que la varianza del parámetro b∗0i,1 decrece con un orden de N−1 y la varianza

del parámetro b∗0i,2 con un orden de N−2.
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Se considera como entrada ui(t) una señal de ruido blanco Gaussiano con media C y
varianza σ2

ui
. Siguiendo la misma lógica que para la identificación de los parámetros

del punto anterior, y considerando que U cumple el supuesto 3.7.1, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1
=

[ ∑N−1
t=1 E

{
ui(t)

2
} ∑N−1

t=1 E {ui(t)zI(t− 1)}∑N−1
t=1 E {ui(t)zi(t− 1)}

∑N−1
t=1 E

{
zi(t− 1)2

} ]−1

=

[∑N−1
t=1

(
σ2
ui

+ C2
) ∑N−1

t=1 (t− 1)C2∑N−1
t=1 (t− 1)C2

∑N−1
t=1

(
(t− 1)σ2

ui
+ (t− 1)2C2

)]−1

=

[
(N − 1)(σ2

ui
+ C2) (N−1)(N−2)

2 C2

(N−1)(N−2)
2 C2 (N−1)(N−2)

2

(
σ2
ui

+ 2N−3
3 C2

)]−1

=

 2C2(2N−3)+6σ2
ui

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ4
ui
)

− 6C2

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ4
ui
)

− 6C2

(N−1)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ4
ui
)

12(C2+σ2
ui

)

(N−1)(N−2)(C2(C2+4σ2
ui

)N+6σ4
ui
)
,

 ,

(5.2.31)

lo que indica que, tal como en el caso de entrada constante, la varianza del parámetro
b∗0i,1 decrece con un orden de N−1 y la varianza del parámetro b∗0i,2 decrece con un orden

de N−3.

Estos resultados muestran que la representación de los parámetros del sistema influye
en la razón de convergencia de la varianza de la estimación de estos. En particular, es
posible optimizar la varianza de uno de los dos parámetros para este caso si se distribuyen
los parámetros de forma tal que los regresores no estén correlacionados entre si. Esto es
particularmente evidente al observar que (5.2.25) se puede separar en una ganancia (dada
por b∗0i,1) sumado a un integrador simple cuya ganancia esté dada por b∗01,2. De esta forma,

es razonable ver que la varianza de la estimación de b∗0i,1 decae con la razón de decaimiento

propia de los sistemas estables (N−1), mientras que la varianza de estimación de b∗0i,1 decae
con la misma razón que la de la ganancia de un integrador simple, desarrollada en la sección
4.3.

El aumento en la rapidez de decaimiento de la varianza de estimación de uno de los
parámetros puede implicar una mejora en la identificación al utilizar la integración frente
a estrategias que estabilicen el sistema, sin embargo, la varianza del vector de parámetros
sigue convergiendo con una razón de N−1.

5.3. Estudio de esquemas de dos agentes

Habiendo observado el comportamiento de la estimación de los parámetros b0i,1 y b01,2
para un sistema de segundo orden, se estudiarán a continuación los esquemas colaborativos
para este caso.

Tomando en cuenta que la integración no permite una mayor convergencia en la varianza
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del vector de parámetros para este caso y que el desarrollo es análogo al caso de estimación
de ganancia, la identificación se analizará con menos detalle que en la sección anterior.

5.3.1. Esquema 1: Agentes sin comunicación

Se realiza la identificación bajo el esquema 1, descrito en la sección 3.4.1, en el cual no
existe comunicación entre los agentes.

Como para la identificación del agente i, las dinámicas del agente j son desconocidas,
con i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j, el sistema (5.1.1) puede ser reescrito como

y(t) =
b0i,1q + b0i,2
q(q − 1)

ui(t) + ẽ(t), (5.3.1)

con ẽ(t) =
bj,1q+bj,2
q(q−1) uj(t) + e(t).

De esta manera, el sistema puede ser descrito mediante (2.4.2), y el estimador de mı́nimos

cuadrados está dado por (2.4.5), con Φ e Y de (5.2.26), θi =
[
b0i,1 b0i,2

]T
y E = Φjθj + Ē,

donde

Φj =


0 0

uj(1) 0
uj(1) + uj(2) uj(1)

...
...∑N−1

k=1 uj(k)
∑N−2

k=1 uj(k)

 , Ē =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 , θj =

[
bj,1
bj,2

]
. (5.3.2)

Se evalúa el sesgo y la varianza del estimador.

Sesgo del estimador

Teorema 5.3.1. Se considera el sistema (5.1.1) bajo el esquema 1 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para la estimación del vector de parámetros θi, entonces
la estimación es insesgada si las entradas a los agentes son señales de ruido blanco
de media cero, y sesgada si la entrada es una señal constante, o una señal de ruido
blanco con media distinta a cero.

Demostración. Realizando el mismo análisis del teorema 5.2.1 se puede concluir que ΦTΦ
es invertible.

Luego, análogamente al desarrollo del teorema 4.4.1, se obtiene que el sesgo del estimador
está dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1
ΦTE {Φj} θj , (5.3.3)

lo cual corresponde a

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1

[ ∑N−1
t=1 zi(t)

(
b0j,1E {zj(t)}+ b0j,2E {zj(t− 1)}

)∑N−1
t=1 zi(t− 1)

(
b0j,1E {zj(t)}+ b0j,2E {zj(t− 1)}

)] , (5.3.4)

con zj(t) =
∑t

k=1 uj(t).

A continuación se examina el sesgo para las entradas de interés.
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Si se consideran dos entradas constantes ui = Ci ̸= 0 y uj = Cj ̸= 0, las matrices Φ y
Φj están dadas por

Φ =


0 0
Ci 0
2Ci Ci

...
...

(N − 1)Ci (N − 2)Ci

 , Φj =


0 0
Cj 0
2Cj Cj

...
...

(N − 1)Cj (N − 2)Cj

 (5.3.5)

Se observa que E {Φj} = Φj =
Cj

Ci
Φ, por lo que

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
Cj

Ci
θj , (5.3.6)

demostrando que el estimador es sesgado.

Si se consideran ui y uj dos señales de ruido blanco Gaussiano de media 0 y varianzas
σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se cumple E {Φj} = 0, por lo que el estimador será inses-
gado.

Finalmente, si se consideran ui y uj señales de ruido blanco con medias Ci y Cj

respectivamente y varianzas σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se tiene E {zj(t)} = tCj .

Luego, el sesgo del estimador está dado por

Bias(θ̂i) = θj
(
ΦTΦ

)−1

[
Cj

∑N−1
t=1 zi(t)

(
b0j,1t+ b0j,2(t− 1)

)
Cj

∑N−1
t=1 zi(t− 1)

(
b0j,1t+ b0j,2(t− 1)

)]

=
Cj

Det(ΦTΦ)

[ ∑N−1
t=1 zi(t)

2
∑N−1

t=1 zi(t)zi(t− 1)∑N−1
t=1 zi(t)zi(t− 1)

∑N−1
t=1 zi(t− 1)2

][ ∑N−1
t=1 zi(t)

(
b0j,1t+ b0j,2(t− 1)

)∑N−1
t=1 zi(t− 1)

(
b0j,1t+ b0j,2(t− 1)

)]

=
Cj

Det(ΦTΦ)

[ ∑N−1
t1=1

∑N−1
t2=1 zi(t1)(b

0
j,1t2 + b0j,2(t2 − 1))(zi(t1)zi(t2) + z(t1 − 1)zi(t2 − 1))∑N−1

t1=1

∑N−1
t2=1 zi(t1 − 1)(b0j,1t2 + b0j,2(t2 − 1))(zi(t1)zi(t2) + zi(t1 − 1)zi(t2 − 1))

]
(5.3.7)

Luego, el estimador es sesgado y el sesgo corresponde a (5.3.7), con Det(ΦTΦ) de
(5.2.4).

Observación 5.3.1. Los resultados para el sesgo son los mismos que para la estimación
de ganancia bajo el esquema 1 expresados en el teorema 4.4.1, se observa que la estimación
será insesgada solamente si la entrada es una señal de ruido blanco con media cero.

Varianza del estimador

Debido a que el estimador será insesgado solamente en el caso en que las entradas de
los agentes sean secuencias de ruido blanco de media cero, el análisis de la varianza se
centrará en esas señales de entrada.
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Conjetura 3. Para el sistema descrito en (5.1.1), bajo el esquema 1 de la sección
3.4, si las entradas a ambos sistemas corresponden a señales de ruido blanco de media
cero, entonces, al utilizar el método PEM para realizar la estimación del vector de
parámetros θi, esta será insesgada, pero no consistente.

Para comprobar la validez de esta conjetura se realiza un desarrollo similar al efectuado
para validar la conjetura 1.

Análogamente a las expresiones obtenidas en (4.4.13), la varianza de estimación bajo
este esquema está dada por

(ΦTΦ)−1ΦTE{(Φjθj + E)((Φjθj + E))T }Φ(ΦTΦ)−1. (5.3.8)

Luego, considerando los regresores del sistema, esta puede ser reescrita como

Var(θi) = ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1(U+
i )T∆TE

{
∆U+

j θjθ
T
j (U

+
j )T∆T

}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1

+ ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1(U+
i )T∆TE

{
∆U+

j θjE
T
}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1

+ ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1E
{
EθTj (U

+
j )T∆T

}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1

+ ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1E
{
EET

}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1, (5.3.9)

con ∆ de (4.3.7) y

Ui =


ui(1) 0
ui(2) ui(1)
...

...
ui(N − 1) ui(N − 2)

 , Uj =


uj(1) 0
uj(2) uj(1)
...

...
uj(N − 1) uj(N − 2)

 , Ē =


e(1)
e(2)
...

e(N)


∆+ =

[
0 ∆

]
, U+

i =

[
0
Ui

]
, U+

j =

[
0
Uj

]
. (5.3.10)

Como uj(t) y e(t) son procesos independientes, se tiene E
{
U+
j ET

}
= E

{
E(U+

j )T
}
= 0, y

la expresión de la varianza se reduce a

Var(θi) = ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1(U+
i )T∆TE

{
∆U+

j θjθ
T
j (U

+
j )T∆T

}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1

+ ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1(U+
i )T∆TE

{
EET

}
∆U+

i ((U+
i )T∆T∆U+

i )−1

= (UT
i ∆T∆Ui)

−1UT
i ∆T∆E

{
Ujθjθ

T
j U

T
j

}
∆T∆Ui(U

T
i ∆T∆Ui)

−1 + σe(U
T
i ∆T∆Ui)

−1.

(5.3.11)

Como σe(U
T
i ∆T∆Ui)

−1 corresponde a la expresión de la varianza de un sistema de un agente
dada por (5.3.8), su razón de decaimiento ya fue calculada en el teorema 5.2.2. Por lo tanto,
similarmente a lo realizado al estimar la ganancia en la sección 4.4.1, solo falta calcular la
razón de decaimiento de

Varuj
= (UT

i ∆T∆Ui)
−1UT

i ∆T∆E
{
Ujθjθ

T
j U

T
j

}
∆T∆Ui(U

T
i ∆T∆Ui)

−1

= σ2
uj
(UT

i ∆T∆Ui)
−1UT

i ∆T∆
(
bj,1I + bj,2I

−)∆T∆Ui(U
T
i ∆T∆Ui)

−1,
(5.3.12)
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con

I− =


0 0 · · · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 1

 . (5.3.13)

Las similitudes con la expresión (4.4.19) indican intuitivamente que la expresión pareciera
no converger a 0 al aumentar el número de muestras.

Análogamente al caso de estimación de ganancia del caṕıtulo anterior, se realiza una
simulación Monte-Carlo de los elementos diagonales de Varuj

, para ilustrar numéricamente
la evolución de estos respecto al número de muestras. La figura 5.1 muestra los resultados
de 104 realizaciones de 1 a 100 muestras para bj,1 = 0,2, bj,2 = 0,5, σ2

ui
= 1 y σ2

uj
= 1.

Se observa que los elementos de Varuj no decaen infinitamente hacia cero al aumentar el
número de muestras, si no que cada uno se estaciona en un valor constante, evidenciando
que la estimación de los parámetros no es consistente.

10
0

10
1

10
2

Número de muestras

10
0

Evolución de Var
uj

b
i,1

b
i,2

Figura 5.1: Evolución de Varuj al aumentar número de muestras

Del teorema 5.3.1 y la conjetura 3, se extrae que la estimación de (5.1.1) bajo el esquema
propuesto no otorga resultados satisfactorios. Si las entradas poseen valores continuos, la
estimación de la ganancia será sesgada, y si las entradas son señales de ruido blanco de
media cero, la estimación, a pesar de ser insesgada, será no consistente.

5.3.2. Esquema 2: Eliminación de integración

Se realiza la estimación considerando el esquema 2, descrito en 3.4.2. Para este esquema,
nuevamente no existe comunicación entre los agentes, por lo que el sistema puede ser descrito
por (5.3.1). Sin embargo, considerando que las entradas son filtradas por (3.4.6), este se
puede expresar como

y(t) =
b0i,1q + b0i,2

q2
ui(t) + ẽ(t), (5.3.14)

con ẽ(t) =
bj,1q+bj,2

q2 uj(t) + e(t).

Luego, las primeras N muestras del sistema pueden ser expresadas como

Y = Φθi + E, (5.3.15)
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con

Φ =


0 0

ui(1) 0
ui(2) ui(1)
...

...
ui(N − 1) ui(N − 2)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , θi =

[
b0i,1
b0i,2

]
(5.3.16)

y E = bjΦj + Ē, donde

Φj =


0 0

uj(1) 0
uj(2) uj(1)
...

...
uj(N − 1) ui(N − 2)

 , Ē =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 , θj =

[
bj,1
bj,2

]
. (5.3.17)

El estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5). A continuación se evalúa su sesgo
y varianza.

Sesgo del estimador

Teorema 5.3.2. Se considera el sistema (5.1.1) bajo el esquema 2 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para realizar la estimación del vector de parámetros θi,
esta es insesgada si las entradas a los agentes son señales de ruido blanco de media
cero, y sesgada si las entradas son señales constantes, o señales de ruido blanco con
media distinta a cero.

Demostración. Desarrollando la expresión de manera equivalente al teorema 5.3.1, se puede
deducir que ΦTΦ es invertible y que el sesgo está dado por (5.3.3), lo cual, en este caso,
corresponde a

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1

[ ∑N−1
t=1 ui(t)

(
b0j,1E {uj(t)}+ b0j,2E {uj(t− 1)}

)∑N−1
t=1 ui(t− 1)

(
b0j,1E {uj(t)}+ b0j,2E {uj(t− 1)}

)] . (5.3.18)

Si se consideran dos entradas constantes ui = Ci > 0 y uj = Cj > 0, las matrices Φ y
Φj están dadas por

Φ =


0 0
Ci 0
Ci Ci

...
...

Ci Ci

 , Φj =


0 0
Cj 0
Cj Cj

...
...

Cj Cj

 (5.3.19)

Se observa que E {Φj} = Φj =
Cj

Ci
Φ, por lo que

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
Cj

Ci
θj , (5.3.20)

demostrando que el estimador es sesgado.
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Si se consideran ui y uj dos señales de ruido blanco Gaussiano de media 0 y varianzas
σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se cumple E {Φj} = 0, por lo que el estimador será inses-
gado.

Finalmente, si se consideran ui y uj señales de ruido blanco con medias Ci y Cj

respectivamente y varianzas σ2
ui

y σ2
uj

respectivamente, se tiene E {zj(t)} = Cjµ(t),
donde µ(t) es un escalón unitario. Luego, el sesgo del estimador está dado por

Bias(θ̂i|Zi,N ) =
(
ΦTΦ

)−1

[
Cj(b

0
j,1

∑N−1
t=1 uj(t) + b0j,2

∑N−2
t=1 uj(t))

Cj

(
b0j,1 + b0j,2

)∑N−2
t=1 uj(t))

]

=

((
1

N − 2

)
ΦTΦ

)−1
[
Cj(b

0
j,1

1
N−2

∑N−1
t=1 ui(t) + b0j,2

1
N−2

∑N−2
t=1 ui(t))

Cj

(
b0j,1 + b0j,2

)
1

N−2

∑N−2
t=1 ui(t))

]
(5.3.21)

Luego, como ui(t) es un proceso estacionario y ergódico, el sesgo convergerá de manera
casi segura a

Bias(θ̂i|Zi,N ) =

((
1

N − 2

)
ΦTΦ

)−1 [
Cj(b

0
j,1

N−2
N−1E {ui(t)}+ b0j,2E {ui(t)}

Cj

(
b0j,1 + b0j,2

)
E {ui(t)}

]
=

((
1

N − 2

)
ΦTΦ

)−1 [
CiCj(

N−2
N−1b

0
j,1 + b0j,2)

CiCj

(
b0j,1 + b0j,2

) ] (5.3.22)

Tomando en cuenta que ΦTΦ es invertible, se puede concluir que el estimador es
sesgado.

Observación 5.3.2. Debido a que el sistema es estable en este caso, el sesgo del sistema
puede ser evaluado a partir de las propiedades asintóticas de mı́nimos cuadrados, de modo
que este tiende a

Bias(θ̂i|Zi,N ) = E
{
φ(t)φT (t)

}−1 E
{
φT (t)e(t)

}
. (5.3.23)

Sin embargo, debido a las condiciones iniciales asociadas a estos, el vector de regresores no
es estrictamente estacionario. Por lo que esta no será la expresión exacta del estimador.
Cabe destacar que estas mismas condiciones iniciales son las que permitieron obtener una
estimación de los parámetros (aunque sesgada) cuando la entrada al sistema es una señal
constante, a pesar de que las señales constantes no sean persistentemente excitantes de orden
2. Si se utiliza el método asintótico para realizar la estimación de mı́nimos cuadrados, es
fácil comprobar que la matriz E

{
φ(t)φ(t)T

}
asociada es singular.

Varianza del estimador

Como el estimador es insesgado solamente si las entradas ui(t) y uj(t) son señales de
ruido blanco con media 0, el análisis de la varianza del estimador se centrará en aquel caso.
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Teorema 5.3.3. Se considera el sistema (5.1.1) bajo el esquema 2 de la sección 3.4.
Si se utiliza el método PEM para realizar la estimación del vector de parámetros θi,
la estimación es consistente si las entradas a los agentes son señales de ruido blanco
de media cero. Además, la razón de decaimiento de la varianza del estimador es de
N−1.

Demostración. Se observa que en el sistema (5.3.14), ẽ es una señal de ruido blanco de
varianza σ2

e + (b2j,1 + b2j,2)σ
2
uj
. Como el sistema es estable, y suponiendo que, tal como en el

caso de sistemas con integración, el sistema real se encuentra dentro del conjunto de modelos
propuestos MΘi , entonces se puede aplicar la expresión asintótica para la varianza de θ̂i
dada por la sección 9.3 de [56]. De forma que

Cov(θ̂i|Z1,N ) ∼ 1

N
σ2
eE
{
φ(t, θi)φ(t, θi)

T
}−1

, (5.3.24)

con φ(t, θi) =
∂
∂θi

ŷ(t|t− 1, θi).

Luego, considerando que ŷ(t|t− 1, θi) =
b0i,1q+b0i,2

q2 ui(t), se obtiene

φ(t, θi) =
[ 1
qui(t)

1
q2ui(t)

]T
=
[
ui(t− 1) ui(t− 2)

]T
, (5.3.25)

de modo que

E
{
φ(t, θi)φ(t, θi)

T
}
=

[
E
{
ui(t− 1)2

}
E {ui(t− 1)ui(t− 2)}

E {ui(t− 1)ui(t− 2)} E
{
ui(t− 2)2

} ]
=

[
σ2
ui

0
0 σ2

ui

] (5.3.26)

Luego, la matriz de covarianza del estimador se comporta como

Cov(θ̂i|Zi,N ) ∼ 1

N

σ2
e + (b2j,1 + b2j,2)σ

2
uj

σ2
ui

I2×2, (5.3.27)

donde I2×2 ∈ R2×2 es la matriz identidad.

Por lo tanto, la varianza de ambos parámetros se comporta similarmente a

Var(bi,k) ∼
1

N

σ2
e + (b2j,1 + b2j,2)σ

2
uj

σ2
ui

, (5.3.28)

y su razón de decaimiento es de N−1.

5.3.3. Esquema 3: Comunicación en la entrada

Se realiza la estimación considerando el esquema 3 de la sección 3.4.3, en el cual cada
agente tiene acceso a la entrada del otro agente. En este caso, la estimación de los parámetros
de ambos agentes se realiza de manera conjunta.
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Análogamente a los casos anteriores, las primeras N muestras del sistema pueden ser
expresadas mediante (2.4.2), y el estimador de mı́nimos cuadrados está dado por (2.4.5),
con

Φ =


0 0 0 0

u1(1) 0 u2(1) 0
u1(2) u1(1) u2(2) u2(1)

...
...

...
...∑N−1

t=1 u1(t)
∑N−2

t=1 u1(t)
∑N−1

t=1 u2(t)
∑N−2

t=1 u2(t)

 , Y =


y(1)
y(2)
y(3)
...

y(N)

 , (5.3.29)

Ē =


e(1)
e(2)
e(3)
...

e(N)

 , θ =


b01,1
b01,2
b02,1
b02,2

 (5.3.30)

Sesgo del estimador

Teorema 5.3.4. Se considera el sistema dado por (5.1.1) bajo el esquema 3 de la
sección 3.4. Si se realiza la estimación del vector de parámetros θ utilizando el méto-
do PEM, entonces la estimación es insesgada si las entradas son ruido blanco, tanto
de media cero como de media distinta de cero. Por otro lado, si las entradas corres-
ponden a valores constantes, no se poseerá información suficiente para determinar
los parámetros correctamente.

Demostración. Como e(t) es una señal de ruido blanco, el estimador será insesgado siempre
que ΦTΦ sea invertible.

En este caso,

ΦTΦ =


∑N−1

t=1 z1(t)
2

∑N−1
t=1 z1(t)z1(t− 1)

∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)

∑N−1
t=1 z1(t)z2(t− 1)∑N−1

t=1 z1(t)z1(t− 1)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)2
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)∑N−1
t=1 z1(t)z2(t)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t)

∑N−1
t=1 z2(t)

2
∑N−1

t=1 z2(t)z2(t− 1)∑N−1
t=1 z1(t)z2(t− 1)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)

∑N−1
t=1 z2(t)z2(t− 1)

∑N−1
t=1 z2(t− 1)2


(5.3.31)

Se observa que si u1(t) y u2(t) son entradas de valor constantes C1 y C2, z1(t) y z2(t)
corresponden a C1t y C2t respectivamente. Luego, z2(t) puede ser visto como z1(t) escalado
a C2/C1. Esto indica que la tercera y cuarta fila de ΦTΦ corresponden a la primera y
segunda fila de ΦTΦ escalada en C2/C1. Por lo tanto la matriz no es invertible y no se tiene
suficiente información para realizar la identificación.

En el caso en que las entradas corresponden a ruido blanco, ya sea de media 0 o distinta
de 0, siguiendo el desarrollo del teorema 4.4.2, al ser ΦT persistentemente excitante, la
matriz es invertible y el estimador es insesgado.



5.3. ESTUDIO DE ESQUEMAS DE DOS AGENTES 83

Varianza del estimador

Debido a que el sistema no es identificable para el caso en que las entradas son constantes,
el análisis de la varianza del estimador bajo este esquema se centra en los casos en que la
entrada es una señal Gaussiana.

Teorema 5.3.5. Se considera el sistema (5.1.1) bajo el esquema 2 de la sección
3.4. Si se utiliza el método PEM para la estimación del vector de parámetros θ,
entonces esta estimación es consistente si las entradas a los agentes son señales de
ruido blanco, tanto de media cero como de media distinta de cero. Además la razón
de decaimiento de la varianza del estimador es de N−1 para ambos casos.

Demostración. Como e(t) es una señal de ruido blanco, la matriz de covarianza del estimador
tiene la estructura dada por (4.3.5).

Considerando los regresores para este caso, esta puede ser descrita por (4.3.6), con ∆ de
(4.3.7) y

U =


u1(1) 0 u2(1) 0
u1(2) u1(1) u2(2) u2(1)

...
...

u1(N − 1) u1(N − 2) u1(N − 1) u2(N − 2)

 . (5.3.32)

Se observa que la covarianza posee la estructura de (3.7.1), donde el vector U , para entradas
Gaussianas, corresponde al vector Un simulado en la figura 3.5b, por lo tanto es razonable
suponer que este vector cumple la suposición 3.7.1 para las entradas de la sección 3.2.

Se presenta la razón de decaimiento de la varianza de los parámetros para aquellas
entradas.

Se consideran u1(t) y u2(t) dos señales de ruido blanco Gaussiano de media 0 y va-
rianzas σ2

u1
y σ2

u2
respectivamente.

Análogamente a los casos anteriores, se estudia la razón de decaimiento de (3.3.11).

Se supone que U cumple la suposición 3.7.1. Luego, la razón de decaimiento de la
varianza de los parámetros se puede obtener a partir de la razón de decaimiento de
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los elementos diagonales de E
{
UT∆T∆U

}−1
. A partir del teorema 2.6.1, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1

= E




∑N−1
t=1 z1(t)

2
∑N−1

t=1 z1(t)z1(t− 1)
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t− 1)∑N−1
t=1 z1(t)z1(t− 1)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)2

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t)
∑N−1

t=1 z2(t)
2

∑N−1
t=1 z2(t)z2(t− 1)∑N−1

t=1 z1(t)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z2(t)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z2(t− 1)2




−1

=


∑N−1

t=1 σ2
u1
t

∑N−1
t=1 σ2

u1
(t− 1) 0 0∑N−1

t=1 σ2
u1
(t− 1)

∑N−1
t=1 σ2

u1
(t− 1) 0 0

0 0
∑N−1

t=1 σ2
u2
t

∑N−1
t=1 σ2

u2
(t− 1)

0 0
∑N−1

t=1 σ2
u2
(t− 1)

∑N−1
t=1 σ2

u2
(t− 1)


−1

=


1

σ2
u1

(N−1) − 1
σ2
u1

(N−1) 0 0

− 1
σ2
u1

(N−1)
N

σ2
u1

(N−1)(N−2) 0 0

0 0 1
σ2
u2

(N−1) − 1
σ2
u2

(N−1)

0 0 − 1
σ2
u2

(N−1)
N

σ2
u2

(N−1)(N−2)

 (5.3.33)

Por lo tanto, la razón de decaimiento de la varianza de los parámetros para entradas
Gaussianas de media cero es de N−1.

Se consideran u1(t) y u2(t) dos señales de ruido blanco Gaussiano de medias C1 y C2

y varianzas σ2
u1

y σ2
u2

respectivamente.

Análogamente al caso de media 0, se evalúa la expresión (3.3.11) y se supone que U
satisface la suposición 3.7.1. De forma que la varianza se puede obtener a partir de los

elementos diagonales de E
{
UT∆T∆U

}−1
.

A partir del teorema 2.6.2, se tiene

E
{
UT∆T∆U

}−1

= E




∑N−1
t=1 z1(t)

2
∑N−1

t=1 z1(t)z1(t− 1)
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)
∑N−1

t=1 z1(t)z2(t− 1)−1∑N−1
t=1 z1(t)z1(t− 1)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)2

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t)

∑N−1
t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)∑N−1

t=1 z1(t)z2(t)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t)
∑N−1

t=1 z2(t)
2

∑N−1
t=1 z2(t)z2(t− 1)∑N−1

t=1 z1(t)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z1(t− 1)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z2(t)z2(t− 1)
∑N−1

t=1 z2(t− 1)2




−1

=


∑N−1

t=1 σ2
u1
t+ C2

1 t
2

∑N−1
t=1 (t− 1)(σ2

u1
+ C2

1 t)
∑N−1

t=1 C1C2t
2

∑N−1
t=1 C1C2t(t− 1)∑N−1

t=1 (t− 1)(σ2
u1

+ C2
1 t)

∑N−1
t=1 (t− 1)(σ2

u1
+ C2

1 (t− 1))
∑N−1

t=1 C1C2t(t− 1)
∑N−1

t=1 C1C2(t− 1)2∑N−1
t=1 C1C2t

2
∑N−1

t=1 C1C2t(t− 1)
∑N−1

t=1 t(σ2
u2

+ C2
2 t)

∑N−1
t=1 (t− 1)(σ2

u2
+ C2

2 (t))∑N−1
t=1 C1C2t(t− 1)

∑N−1
t=1 C1C2(t− 1)2

∑N−1
t=1 (t− 1)(σ2

u2
+ C2

2 t)
∑N−1

t=1 (t− 1)(σ2
u2

+ C2
2 (t− 1))


−1

(5.3.34)
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Matriz cuyos elementos diagonales están dados por

M1,1 =

(
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

) (
4σ2

u2
+ C2

2

)
N + 6σ4

u2

(
σ2
u1

− C2
1

)
(N − 1)

((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2 + 4σ2
u1
σ2
u2

) (
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

)
N + 6σ4

u1
σ4
u2

)
M2,2 =

N
((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

) (
4σ2

u2
+ C2

2

)
N + 2σ4

u2

(
3σ2

u1
− C2

1

))
(N − 2)(N − 1)

((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2 + 4σ2
u1
σ2
u2

) (
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

)
N + 6σ4

u1
σ4
u2

)
M3,3 =

(
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

) (
4σ2

u1
+ C2

1

)
N + 6σ4

u1

(
σ2
u2

− C2
2

)
(N − 1)

((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2 + 4σ2
u1
σ2
u2

) (
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

)
N + 6σ4

u1
σ4
u2

)
M4,4 =

N
((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

) (
4σ2

u1
+ C2

1

)
N + 2σ4

u1

(
3σ2

u2
− C2

2

))
(N − 2)(N − 1)

((
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2 + 4σ2
u1
σ2
u2

) (
σ2
u2
C2

1 + σ2
u1
C2

2

)
N + 6σ4

u1
σ4
u2

) ,
(5.3.35)

donde Mk,k corresponde a la k-ésima diagonal de E
{
UT∆T∆U

}−1
.

Se observa que la estimación también converge al valor real de los parámetros con un
orden de N−1.

Luego, se concluye de estos resultados que la estimación de (5.1.1) bajo el esquema
propuesto es consistente para entradas de ruido blanco con media 0 o distinta de cero, y la
razón de decaimiento de la varianza será de N−1 en ambos casos.

5.3.4. Esquema 4: Comunicación en la salida

Se realiza la identificación considerando el esquema 4, descrito en la sección 3.4.4. Para
este esquema, cada agente i tiene acceso a una medición de la salida absoluta del otro agente
j, i, j ∈ {1, 2}, i ̸= j. Por lo que el sistema puede ser descrito por

y(t) =
b0i,1q + b0i,2
q(q − 1)

ui(t) + ẽ(t), (5.3.36)

donde ẽ(t) = e(t)− ej(t), siendo ej(t) el ruido de la medición de la salida del agente j.

Luego, como ẽ(t) es una señal de ruido blanco, el sistema resultante es equivalente al
de 1 agente desarrollado en la sección 5.2 y el proceso de identificación es equivalente al
realizado para ese caso.

Sesgo del estimador

A partir del teorema 5.2.1, se puede concluir que la estimación de los parámetros es
insesgada para cada una de las entradas de interés.

Varianza del estimador

A partir del teorema 5.2.2, se puede concluir que la estimación de los parámetros es
consistente para cada una de las entradas de interés. Y que para cada caso, esta decaerá con
un orden de convergencia de N−1.
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5.4. Simulaciones del sistema

Para corroborar los resultados respecto al sesgo y la varianza obtenidos en este caṕıtulo,
se realiza una simulación de Monte-Carlo de la estimación de los parámetros b01,1 y b02,1
del agente 1 de un sistema de forma (5.2), bajo los esquemas 2, 3 y 4 de la sección 3.4 y
considerando entradas Gaussianas. Para estas simulaciones se considera para el agente 1,
b01,1 = 0,8 y b02,1 = 0,6, y para el agente 2, b01,2 = 0,72 y b02,2 = 0,66. Además se considera que
las varianzas de las señales están dadas por σ2

u1
= σ2

u2
= σ2

e = 1. Se realiza una simulación
de Monte-Carlo con entradas de media µu1

= µu2
= 0, y una simulación de Monte-Carlo

con entradas de medias µu1
= 4 y µu2

= −4.

Para cada caso la simulación fue hecha sobre 21 tamaños de muestras distintos, espacia-
dos uniformemente en la escala logaŕıtmica entre 10 y 105 muestras. Para cada tamaño en
el rango entre 10 y 103, se simularon 106 realizaciones, mientras que para cada tamaño en
el rango entre 103 y 105, se simularon 104 realizaciones.

La evolución del sesgo y la varianza de las simulaciones se muestran en la figura 5.2 para
las entradas de media cero, y en la figura 5.3 para las entradas de media distinta de cero.
Para estas entradas, también se incluye el error cuadrático medio de la estimación, para
ilustrar las diferencias de este respecto a la varianza cuando el parámetro es sesgado.
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(b) b02,1 = 0,6

Figura 5.2: Media muestral para el valor estimado de los parámetros (arriba) y para la
varianza de los parámetro estimados (abajo) con u1(t) y u2(t) de media 0, considerando
tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104

realizaciones para cada tamaño muestral.

Se observa en las figuras que el sesgo de los sistemas y la razón de decaimiento concuerdan
con los resultados desarrollados para cada esquema en este caṕıtulo. Solamente la estimación
utilizando el esquema 2 y entradas de media distinta de cero genera resultados sesgados, y
para cada caso la varianza alcanza una razón de decaimiento de N−1.
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Figura 5.3: Media muestral para el valor estimado de los parámetros (arriba) y para la
varianza de los parámetro estimados (abajo) con u1(t) de media 4 y u2(t) de media −4,
considerando tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-
Carlo de 104 realizaciones para cada tamaño muestral.

5.5. Resumen de los resultados para la identificación de dos
parámetros

El desarrollo anterior muestra que al identificar los dos parámetros de un agente de un
sistema de segundo orden dado por (5.1.1), el incluir la integración dentro de la estimación no
logra aumentar la razón de decaimiento de la varianza de los estimadores. En la sección 5.2
se observa que, para el caso de un parámetro, la estimación es insesgada y consistente, pero
la varianza de ambos parámetros decae con un orden de N−1 para cada una de las entradas
de interés, a diferencia de lo sucedido en la estimación de ganancia descrita en el caṕıtulo
anterior. Es posible modificar la configuración de los parámetros de tal forma que uno de
ellos posea una razón de decaimiento más rápido en la varianza de su estimación, siendo
este de N−2 para ruido blanco de media cero y de N−3 para señales con valor continuo,
sin embargo, la razón de decaimiento del vector de parámetros se mantiene en N−1. Se
observó también que se obtienen conclusiones similares al reemplazar el retardo del sistema
por un polo estable.

Respecto a la identificación colaborativa de un sistema de dos agentes, desarrollada en
la sección 5.3, los resultados siguen una linea similar a los obtenidos en la estimación de
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la ganancia de sistemas de primer orden, con la diferencia de que no se logra mejorar la
razón de decaimiento de la ganancia al incluir la integración dentro de la estimación. Los
esquemas 1 y 2 se comportan de la misma manera que en la sección anterior, otorgando
resultados sesgados para la identificación cuando la entrada tiene media distinta de cero,
e insesgados al identificar utilizando ruido blanco de media 0 en las entradas, siendo esta
estimación inconsistente en el esquema 1 y consistente en el esquema 2.

Los esquemas 3 y 4 logran estimar ambos parámetros del sistema de forma insesgada y
consistente para todas las entradas de interés, a excepción de entradas constantes para el
esquema 3. Sin embargo, a diferencia de lo ocurrido al identificar sistemas de primer orden,
la razón de decaimiento de la varianza se mantiene en N−1 para cada una de estas entradas.

Un resumen del comportamiento de la estimación del vector de parámetros {b0i,1, b01,2}
bajo cada uno de los esquemas utilizando las entradas evaluadas se muestra en la tabla 4.1.

Esquema
1 2 3 4

Entrada Constante
Sesgo Si Si - No

Dec. Varianza - - - N−1

Entrada Gaussiana Media 0
Sesgo No No No No

Dec. Varianza No Decae N−1 N−1 N−1

Entrada Gaussiana Media no 0
Sesgo Si Si No No

Dec. Varianza - - N−1 N−1

Cuadro 5.1: Resumen de resultados para el sesgo y la razón de decaimiento de la estimación
del vector de parámetros del sistema de segundo orden trabajado bajo los esquemas pro-
puestos.



Caṕıtulo 6

RESULTADOS NUMÉRICOS
UTILIZANDO EL MÉTODO PEM

En este caṕıtulo se realiza el desarrollo para obtener el sesgo y la razón de decaimiento
de la varianza de la estimación de los parámetros de sistemas con las estructuras 3 y 4
de la sección 3.5. A diferencia de los sistemas estimados en los caṕıtulos anteriores, los
sistemas descritos en este caṕıtulo son no lineales sobre el vector de parámetros a estimar
y el estimador obtenido mediante el método PEM no corresponde al estimador de mı́nimos
cuadrados. Por lo tanto, la identificación de los parámetros es realizada de forma numérica
mediante simulaciones. En primer lugar se evalúa preliminarmente el sesgo y la varianza
simulando con un número espećıfico de muestras bajo todos los esquemas, y luego se realiza
la identificación con un número variable de muestras bajo los esquemas 2, 3 y 4, para poder
obtener información acerca de la razón de decaimiento de la varianza de estos.

6.1. Análisis de sesgo

Se realizan simulaciones para estimar los parámetros de sistemas pertenecientes a los ca-
sos 3 y 4 de la sección 3.5 bajo cada uno de los esquemas descritos en la sección 3.4, con el fin
de determinar la presencia de sesgo y obtener cierto conocimiento sobre el comportamiento
de la varianza para la identificación de aquellos sistemas, tal como el análisis anaĺıtico de
los caṕıtulos 4 y 5 permitió aquello para los casos 1 y 2 respectivamente.

Para cada uno de estos sistemas, se realizó una simulación de Monte-Carlo de 5 ∗ 103

realizaciones de 104 muestras cada una y se extrajo el sesgo y la varianza de la estimación
de los parámetros bajo cada esquema.

Para realizar estas simulaciones, se consideraron dos entradas distintas para los siste-
mas. En primer lugar se consideraron u1(t) y u2(t) ruidos blancos Gaussianos de media
0 y varianza 1 cada una, y en segundo lugar se consideraron u1(t) y u2(t) ruidos blancos
Gaussianos de medias µu1

= 4 y µu2
= −4 respectivamente y varianza 1 cada una. Además

se considera para cada simulación que el ruido de medición σ2
e es de media 0 y varianza 1,

al igual que el ruido σ2
ej presente en el esquema 4.

Para cada una de estas simulaciones, y sin pérdida de generalidad, la estimación es
realizada sobre los parámetros del agente 1.

89
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6.1.1. Estimación de polo en sistema de segundo orden

Se considera un sistema de dos agentes de segundo orden de la forma descrita en el caso
3 de a la sección 3.5. Para este sistema, se busca identificar el parámetro pi de (3.5.5).

Se realizan las simulaciones correspondientes, considerando β1 = β2 = 0,1, p1 = 0,8 y
p2 = 0,88.

Los resultados de las simulaciones con u1(t) y u2(t) de media 0 se presentan en la tabla
6.1, mientras que los resultados para las simulaciones con u1(t) y u2(t) de medias 4 y −4
respectivamente se presentan en la tabla 6.2.

Esquema 1 Esquema 2 Esquema 3 Esquema 4
Estimación 0,3217 0,7998 0,8 0,8
Varianza 0,6421 1,2415 · 10−4 1,3043 · 10−10 1,5081 · 10−10

Cuadro 6.1: Resultados de la estimación de p1 (0,8) bajo cada esquema considerando u1(t)
y u2(t) de media 0.

Esquema 1 Esquema 2 Esquema 3 Esquema 4
Estimación −1,0005 −0,9006 0,8 0,8
Varianza 1,9979 · 10−8 1,0734 · 10−5 9,2623 · 10−11 5,3638 · 10−16

Cuadro 6.2: Resultados de la estimación de p1 (0,8) bajo cada esquema considerando u1(t)
de media 4 y u2(t) de media −4.

Las tabla 6.1 indica que en la estimación del polo p1 para el sistema considerado utilizan-
do entradas Gaussianas de media cero, el conocer solo la salida compartida entre los agentes
genera estimación sesgada y varianza importante si se toma en cuenta la integración de los
sistemas (esquema 1), pero el cancelar la integración (esquema 2) potencialmente elimina el
sesgo y disminuye la varianza. Para aquel esquema, se observa un leve sesgo de 0,0002, el
cual puede deberse a que el número de simulaciones de Monte-Carlo no sea suficiente o que
el estimador sea asintóticamente insesgado y por lo tanto, se necesiten más muestras para
eliminar completamente el sesgo, la sección 6.2 permitirá analizar aquello con más detalle.
La tabla también indica que los esquemas colaborativos (esquemas 3 y 4) logran estimar el
parámetro insesgadamente, y con una varianza mucho menor que los otros dos esquemas.

La tabla 6.2 indica que al estimar este sistema utilizando señales Gaussianas con media
distinta de cero como entrada, el conocer solamente la salida compartida entre los agen-
tes para la estimación del polo genera resultados fuertemente sesgados tanto al incluir la
integración (esquema 1) como al cancelarla (esquema 2). Por otro lado, los esquemas cola-
borativos logran estimar el parámetro correctamente y con varianza aún menor que en el
caso de media 0, sobre todo para el esquema 4, donde se obtiene una varianza con un orden
de magnitud de 10−16 frente a los 10−11 del esquema 3.

Los resultados de estas tablas denotan un comportamiento similar al obtenido en el
desarrollo anaĺıtico de las secciones 4 y 5. Donde se evidencia que la colaboración entre
agentes es necesaria para obtener el parámetro correctamente. Además, se infiere que el uso
de la integración dentro de la estimación permite una mejora en la varianza de aquella frente
a esquemas en los cuales la identificación se realiza bajo sistemas estables. Cabe notar que
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una diferencia entre estos resultados y los obtenidos mediante la estimación con mı́nimos
cuadrados en los caṕıtulos anteriores, es que en este caso el esquema 1 otorga resultados
sesgados incluso para entradas de media cero.

6.1.2. Estimación de dos parámetros en sistema de segundo orden

Se considera ahora un sistema de segundo orden de la forma descrita en el caso 4 de la
sección 3.5. Para este sistema, se busca identificar los parámetros pi y bi de (3.5.7).

Se realizan las simulaciones considerando b1 = 0,1, b2 = 0,09, p1 = 0,8, p2 = 0,88.

Los resultados de las simulaciones con u1(t) y u2(t) de media 0 se presentan en la tabla
6.3, mientras que los resultados para las simulaciones con u1(t) y u2(t) de medias 4 y −4
respectivamente se presentan en la tabla 6.4.

Esquema 1 Esquema 2 Esquema 3 Esquema 4

b1
Estimación −0,1535 0,0994 0,1 0,1
Varianza 10,4142 7,1312 · 10−4 2,0889 · 10−6 3,9287 · 10−6

p1
Estimación 0,6315 0,7998 0,8 0,8
Varianza 0,2266 1,0985 · 10−4 6,9036 · 10−8 1,3005 · 10−7

Cuadro 6.3: Resultados de la estimación de b1 (0,1) y p1 (0,8) bajo cada esquema conside-
rando u1(t) y u2(t) de media 0.

Esquema 1 Esquema 2 Esquema 3 Esquema 4

b1
Estimación −3,3177 −1,0417 0,1 0,1
Varianza 8,8969 3,1580 · 10−5 4,6351 · 10−10 5,8196 · 10−8

p1
Estimación 0,3535 0,9884 0,8 0,8
Varianza 0,6920 2,4759 · 10−6 1,7959 · 10−10 1,9273 · 10−9

Cuadro 6.4: Resultados de la estimación de b1 (0,1) y p1 (0,8) bajo cada esquema conside-
rando u1(t) de media 4 y u2(t) de media −4.

La tabla 6.3 muestra resultados similares a los obtenidos para la identificación del polo
de la sección 6.1.1. Al identificar los parámetros del sistema considerado utilizando entradas
Gaussianas de media cero, el conocer solamente la salida compartida entre los agentes para
la identificación otorga resultados sesgados y con gran varianza si se incluye la integración
(esquema 1), pero resultados potencialmente insesgados y varianza mucho menor al cance-
larla (esquema 2). Nuevamente, los esquemas colaborativos (esquemas 3 y 4) estiman los
parámetros sin sesgo, y con varianza menor que en el esquema 2, sin embargo la disminución
en la varianza es menos importante que cuando se requiere estimar solamente el polo del
sistema, como en la sección anterior.

La tabla 6.4 indica que al utilizar señales Gaussianas de media distinta de cero para la
identificación de este sistema, el conocer solamente la salida compartida entre los agentes
genera resultados sesgados tanto al incluir la integración (esquema 1), como al cancelarla
(esquema 2). Mientras que los esquemas colaborativos (esquemas 3 y 4) logran estimar los
parámetros de manera insesgada y con varianza muy baja. Si embargo, cabe notar que, al
igual que con entradas de media cero, la varianza de la estimación es algunos órdenes de
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magnitud más alta que al identificar el polo de la sección 6.1.1, y que a diferencia de aquel
caso, la identificación bajo el esquema 3 tiene una varianza marginalmente menor que bajo
el esquema 4.

6.2. Razón de decaimiento de la varianza

En esta sección, se realizan simulaciones que ilustran el comportamiento de los esti-
madores a medida que aumenta el número de muestras, para aśı observar y comparar el
desempeño de cada uno. De esta forma, se pueden corroborar las conclusiones encontradas
anteriormente sobre el sesgo de cada esquema y se pueden extraer las razones de decaimiento
de la varianza y el error cuadrático medio en relación al número de muestras.

Para cada caso, se realizaron simulaciones de Monte-Carlo de 21 tamaños de muestras
distintos, espaciados uniformemente entre 101 y 105 en la escala logaŕıtmica. Para cada
tamaño muestral, se efectuó una simulación de Monte-Carlo de 104 realizaciones. Cada
simulación es realizada tanto con entradas Gaussianas u1(t) y u2(t) de media 0, como con
entradas Gaussianas u1(t) y u2(t) de medias 4 y −4 respectivamente.

Las simulaciones son realizadas bajo los esquemas 2, 3 y 4, que son los únicos que estiman
los parámetros insesgadamente en algunos casos, según los resultados obtenidos en la sección
6.1. Cabe notar que aunque el esquema 2 generó resultados sesgados cuando se utilizan
entradas de media distinta de cero, las simulaciones de ese caso serán también incluidas en
este informe por completitud y para ilustrar la diferencia entre el comportamiento de la
varianza y del error cuadrático medio al aumentar el número de muestras.

6.2.1. Estimación de polo en sistema de segundo orden

Se realizan las simulaciones correspondientes al caso 3 de la sección 3.5, donde se busca
estimar el polo de un sistema de forma (3.5.5). Al igual que en la sección 6.1.1, se considera
β1 = β2 = 0,1, p1 = 0,8 y p2 = 0,88.

Los resultados para las entradas de media cero se despliegan en la figura 6.1. La parte
superior de la figura ilustra la evolución del valor estimado de p1 respecto al número de
muestras bajo cada esquema, los resultados obtenidos en esta figura muestran que los tres
esquemas realizan una identificación asintóticamente insesgada del parámetro, pero que el
esquema 2 tiene una convergencia más lenta que los otros dos, en particular, se observa que
la identificación utilizando el esquema 2 requiere de aproximadamente 1000 muestras para
que la estimación alcance el nivel de convergencia que la estimación bajo los esquemas 3 y
4 alcanzan utilizando solo 20 muestras. La parte inferior de la figura muestra la evolución
de la varianza del valor estimado respecto al número de muestras bajo cada esquema. Cabe
notar que como los sistemas son asintóticamente insesgados, el error cuadrático medio de
la estimación es prácticamente igual a la Varianza, por lo que las gráficas de este no han
sido incluidas en este documento. Se observa que, al aumentar el número de muestras N ,
la varianza posee una razón de decaimiento de N−1 para el esquema 2, y de N−2 para
los esquemas 2 y 3. Los resultados obtenidos ilustran como, para los valores escogidos, el
incluir la integración dentro la estimación permite acelerar su razón de decaimiento. Estos
resultados muestran también que el aumento en esta razón de decaimiento al identificar
sistemas con integración, que fue observada también en el caṕıtulo 4, no es una caracteŕıstica
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intŕınseca solamente del estimador de mı́nimos cuadrados.
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Figura 6.1: Media muestral para el valor estimado del parámetro p01 = 0,8 (arriba) y para
la varianza del parámetro estimado (abajo) con u1(t) y u2(t) de media 0, considerando
tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104

realizaciones para cada tamaño muestral.

Los resultados para las entradas de media distinta de cero se despliegan en la figura 6.2.
La parte superior de la figura ilustra que al agregar los valores continuos en las entradas, la
estimación bajo los esquemas 3 y 4 se mantiene asintóticamente insesgada, pero la estimación
bajo el esquema 2 es ahora sesgada. Las partes media e inferior muestran respectivamente la
evolución de la varianza y del error cuadrático de la estimación del polo para cada esquema.
La varianza de estimación bajo el esquema 2 disminuye con un orden de N−1, pero como
la estimación es sesgada, el valor estimado no estará convergiendo al parámetro correcto,
lo cual es ilustrado por la evolución de su error cuadrático medio, que no decae a cero al
aumentar el número de muestras. Se observa que para el esquema 3, su varianza decae con
un orden de N−2 tal como en el caso de media cero, pero para el esquema 4, el orden de
decaimiento de la varianza aumenta a N−3.

6.2.2. Estimación de dos parámetros en sistema de segundo orden

Se realizan las simulaciones correspondientes al caso 4 de la sección 3.5, donde se busca
estimar los dos parámetros de un sistema de forma (3.5.7). Al igual que en la sección 6.1.2,
se simula utilizando b1 = 0,1, b2 = 0,09, p1 = 0,8 y p2 = 0,88.

Para entradas de media cero, los resultados de la estimación de b1 se despliegan en la
figura 6.3, y los resultados de la estimación de p1 en la figura 6.4. La partes superiores
de las figuras ilustran la evolución del valor estimado del parámetro respectivo respecto al
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Figura 6.2: Media muestral para el valor estimado del parámetro p01 = 0,8 (arriba), varianza
del parámetro estimado (al medio) y error cuadrático medio del parámetro estimado (abajo)
con u1(t) de media 4 y u2(t) de media −4, considerando tamaños muestrales que vaŕıan de
10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada tamaño
muestral.

número de muestras bajo cada esquema. los resultados obtenidos en ambas figuras muestran
que, al igual que en la identificación de los casos anteriores para entradas de media cero, la
estimación es asintóticamente insesgada bajo los tres esquemas, teniendo una convergencia
mas lenta bajo el esquema 2 que bajo los otros dos esquemas para ambos parámetros.
Las partes inferiores de las figuras ilustran la evolución de la varianza del valor estimado
para cada parámetro respecto al número de muestras N . Se observa que bajo todos los
esquemas la estimación es consistente, y que para cada esquema la varianza posee una razón
de decaimiento de N−1 en ambos parámetros. Sin embargo, la figura muestra que debido
a una convergencia más rápida en las primeras muestras, los esquemas 3 y 4 poseen una
varianza de entre 2 a 3 órdenes de magnitud menor en la estimación de sus parámetros que
el esquema 2. Esto indica que a pesar de que el aumento en la razón de decaimiento en
los esquemas 3 y 4 no permanezca cuando se estiman dos parámetros, la estimación sigue
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teniendo una varianza significativamente menor que bajo el esquema 2, el impacto de esto
es evidenciado si se fija algún valor espećıfico para la varianza y se observa la cantidad
de muestras necesarias que cada esquema requiere para alcanzarlo, el esquema 2 requiere
de aproximadamente 105 muestras para obtener una varianza de 10−4 en la estimación de
ambos parámetros, mientras que los esquemas 3 y 4 alcanzan ese valor utilizando solamente
entre 100 y 500 muestras dependiendo del parámetro.
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Figura 6.3: Media muestral para el valor estimado de b01 = 0,1 (arriba) y para la varianza de
su estimación (abajo) con u1(t) y u2(t) de media 0, considerando tamaños muestrales que
vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada
tamaño muestral.

Para entradas de media distintas de cero, los resultados de la estimación de b1 se desplie-
gan en la figura 6.5 y los resultados de la estimación de p1 en la figura 6.6. La parte superior
de cada figura muestra que, como ocurrió en los casos anteriores, al agregar valores continuos
a las entradas, la estimación bajo el esquema 2 se vuelve sesgada y las estimaciones bajo los
esquemas 3 y 4 se mantienen asintóticamente insesgadas. Las partes media e inferior de la
figuras muestran respectivamente la evolución de la varianza y del error cuadrático del valor
estimado de su respectivo parámetro bajo cada esquema. Se observa nuevamente que como
la estimación es sesgada para la identificación bajo el esquema 2, su varianza disminuye
indefinidamente, pero su error cuadrático medio no desciende a cero al aumentar el número
N de muestras, debido a que la estimación no converge al parámetro adecuado. Para los
esquemas 3 y 4, al igual que en la estimación con entradas de media cero para este sistema,
la identificación es asintóticamente insesgada y consistente, y tanto la varianza como el error
cuadrático medio poseen un orden de decaimiento de N−1 respecto al número de muestras
N . Cabe notar, sin embargo, que la varianza es levemente menor que al utilizar entradas de
media cero.
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Figura 6.4: Media muestral para el valor estimado de p01 = 0,8 (arriba) y para la varianza de
su estimación (abajo) con u1(t) y u2(t) de media 0, considerando tamaños muestrales que
vaŕıan de 10 a 105 muestras, y simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada
tamaño muestral.

6.3. Resumen de Resultados

6.3.1. Estimación de polo en sistema de segundo orden

El resumen de los resultados obtenidos para el sesgo y la razón de decaimiento de la
estimación de un polo en sistemas descritos por el caso 3 bajo cada uno de los esquemas
estudiados se despliega en la tabla 6.5. En la tabla se observa que los esquemas 2, 3 y 4 logran
estimar este parámetro de forma insesgada cuando se utilizan señales Gaussianas de media
cero como entrada, pero los esquemas que toman en cuenta la integración para identificar los
parámetros (esquemas 3 y 4) alcanzan una razón de decaimiento de N−2 frente a la razón de
N−1 alcanzada por el esquema 2. Cuando la estimación es realizada con entradas Gaussianas
de media distinta a cero, el esquema 2 estima el parámetro de forma sesgada, mientras que
los esquemas 3 y 4 lo hacen de forma insesgada. En este caso la estimación utilizando el
esquema 3 mantiene una razón de decaimiento de N−2 en su varianza, mientras que la
estimación bajo el esquema 4 posee una razón de N−3. El esquema 1 estima los parámetros
de forma sesgada para ambos tipos de entradas.

Cabe notar que tanto para entradas con media cero como para entradas con media
distinta de cero, los resultados de sesgo y razón de decaimiento de la varianza obtenidos son
muy similares a los obtenidos para el caso 1, correspondiente a la estimación de ganancia
desarrollada en el caṕıtulo 4. Lo que podŕıa indicar que estos valores son comunes a varias
configuraciones de sistemas en los que hay un solo parámetro a identificar.
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Figura 6.5: Media muestral para para el valor estimado de b01 = 0,1 (arriba), varianza de
su estimación(al medio) y error cuadrático medio de su estimación con u1(t) de media 4 y
u2(t) de media −4, considerando tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras, y
simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada tamaño muestral.

Parámetro Entradas Propiedad
Esquema

1 2 3 4

p1

Media 0
Sesgo Si No No No

Decaimiento Varianza - N−1 N−2 N−2

Media no 0
Sesgo Si Si No No

Decaimiento Varianza - N−1 N−2 N−3

Cuadro 6.5: Resultados para el sesgo y la razón de decaimiento de la varianza de un sistema
correspondiente al caso 3 bajo los esquemas propuestos.

6.3.2. Estimación de dos parámetros en sistema de segundo orden

El resumen de los resultados obtenidos para el sesgo y la razón de decaimiento de los
sistemas descritos por el caso 4 bajo cada uno de los esquemas estudiados se despliega en la
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Figura 6.6: Media muestral para el valor estimado de p01 = 0,8 (arriba), varianza de su
estimación (al medio) y error cuadrático medio de su estimación (abajo) con u1(t) de media
4 y u2(t) de media −4, considerando tamaños muestrales que vaŕıan de 10 a 105 muestras,
y simulaciones de Monte-Carlo de 104 realizaciones para cada tamaño muestral.

tabla 6.6. Donde se observa que los esquemas 2, 3 y 4 logran estimar insesgadamente ambos
parámetros cuando se escogen señales Gaussiana de media cero como entrada, pero solo
los esquemas 3 y 4 permiten esto cuando se escogen señales Gaussianas con media distinta
de cero como entrada. Además, para todas las configuraciones que estiman los parámetros
insesgadamente, el orden de convergencia de la varianza respecto al número de muestras N
es N−1, por lo que se pierde el aumento de este cuando se utiliza la integración para realizar
la identificación.

Cabe notar que tanto para entradas con media cero como para entradas con media
distinta de cero, los resultados de sesgo y razón de decaimiento de la varianza son muy
similares a los obtenidos para el caso 2, correspondiente a la estimación de dos parámetros
lineales del numerador desarrollada en el caṕıtulo 5. Esto podŕıa indicar que estos valores
son comunes a varias configuraciones de sistemas donde hay dos parámetros a estimar, y
que el aumento de la razón de decaimiento al identificar utilizando la integración se limite
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a estimar vectores de un solo parámetro.

Parámetro Entradas Propiedad
Esquema

1 2 3 4

b1

Media 0
Sesgo Si No No No

Decaimiento Varianza - N−1 N−1 N−1

Media no 0
Sesgo Si Si No No

Decaimiento Varianza - - N−1 N−1

p1

Media 0
Sesgo Si No No No

Decaimiento Varianza - N−1 N−1 N−1

Media no 0
Sesgo Si Si No No

Decaimiento Varianza - - N−1 N−1

Cuadro 6.6: Resultados para el sesgo y la razón de decaimiento de la varianza de un sistema
correspondiente al caso 4 bajo los esquemas propuestos.



Caṕıtulo 7

EXTENSIONES DEL TRABAJO

En este caṕıtulo se presentan experimentos que extienden o complementan los resultados
obtenidos en los caṕıtulos anteriores, y que podŕıan definir bases para el trabajo futuro de
la estimación cooperativa de sistemas bajo efecto integral. En primer lugar se realiza la esti-
mación aumentando la complejidad de las funciones de transferencias y variando el número
de integradores de los agentes, planteando una relación entre el número de integradores
y el número de parámetros de un agente. Luego, se estudia el impacto de la integración
en la identificación si el modelo utilizado para realizar la estimación es más simple que la
planta real con la que se trabaja. Finalmente se realizan simulaciones aplicando entradas de
distinta naturaleza a cada agente, introduciendo la definición de dominancia estocástica y
estudiando el impacto que esta puede tener al complejizar una red de sistema Multi-Agente.

7.1. Integradores múltiples y sistemas de orden superior

En los caṕıtulos 4, 5 y 6 se obtuvo el orden de convergencia de la varianza de la esti-
mación del vector de parámetros en distintas clases de sistemas, en particular los sistemas
correspondientes a los casos 1 a 4 de la sección 3.5. Se observó que en los casos donde hay
un solo parámetro a estimar, la varianza de la identificación de los sistemas logró alcanzar
un orden de decaimiento más rápido a N−1 para algunos esquemas (de hasta N−2 o N−3

dependiendo del esquema y de la presencia de un nivel continuo en la entrada), mientras que
en los casos donde hay dos parámetros a identificar, la razón de decaimiento de la varianza
del vector de parámetros nunca supera el orden de N−1. Esto incentiva a estudiar la relación
que podŕıa existir entre el número de parámetros a identificar y la razón de decaimiento de
la varianza de la estimación del vector de parámetros.

En esta sección se consideran distintas clases de sistemas con integración, en los cuales se
vaŕıa el orden del sistema y el número de parámetros a identificar, y se estudia cómo el largo
del vector de parámetros afecta la razón de convergencia de la varianza de su estimación.
Además se extiende la identificación a sistemas con integración múltiple, para estudiar si
existe una relación entre el número de parámetros a estimar y el número de integradores
del sistema.

La identificación en este caso es realizada solamente considerando sistemas de un solo
agente, a partir de la salida de

y(t) = G(q)u(t) + e(t), (7.1.1)

100
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ya que el fin de esta es buscar el orden de convergencia que permite alcanzar cierto nivel
de integración y no centrarse en las distintas limitaciones y ventajas que proveen los distin-
tos esquemas Multi-Agente. Además cabe notar que la identificación de un solo agente es
equivalente a la estimación Multi-Agente dada por el esquema 4, la cual generó la razón de
decaimiento más rápida entre los esquemas para cada caso estudiado anteriormente.

7.1.1. Identificación de parámetros en el numerador

Se considera el sistema dado por

G(q) =
b1q

n−1 + · · ·+ bn−1q + bn
qn−k(q − 1)k

, (7.1.2)

donde {b1, b2 · · · , bn} es el vector de parámetros a identificar. Se hacen las mismas suposi-
ciones que se han hecho hasta el momento respecto a los modelos disponibles para realizar
la identificación. El sistema tiene acceso a su conjunto de modelos MΘ, y este conjunto de
modelos incluye a la planta verdadera G(q). Nótese que en este sistema, n corresponde al
número de parámetros a estimar y k al número de integradores presentes en el sistema.

A continuación se realiza un barrido de simulaciones de Monte-Carlo para este sistema,
variando el número de integradores y el número de parámetros entre 1 y 5 cada uno. Para
estas simulaciones, el vector de parámetros es generado a partir de los n−1 ceros del sistema,
generados aleatoriamente en MATLAB a partir de una distribución uniforme entre 1 y −1,
y una ganancia generada aleatoriamente a partir de una distribución uniforme entre 0 y
1. Las simulaciones son generadas para entradas de ruido blanco Gaussiano de media 0, y
entradas de ruido blanco Gaussiano de media distinta de 0, cuyo valor también es generado
aleatoriamente. Para estas simulaciones, se extrae el orden de convergencia observado en la
varianza para cada combinación posible entre número de integradores del sistema y número
de parámetros a estimar. Los resultados de esto se despliegan en la tabla 7.1 para entradas
de media cero y en la tabla 7.2 para entradas de media distinta de cero.

Cantidad de Integradores
Cantidad de Parámetros 1 2 3 4 5

1 N−2 N−4 N−6 N−8 N−10

2 N−1 N−2 N−4 N−6 N−8

3 N−1 N−1 N−2 N−4 N−6

4 N−1 N−1 N−1 N−2 N−4

5 N−1 N−1 N−1 N−1 N−2

Cuadro 7.1: Razón de decaimiento de la varianza de la estimación de un vector de parámetros
lineal para un número de muestras creciente N , en relación al número de integradores de
un sistema y el largo del vector de parámetros a estimar, utilizando ruido blanco de media
cero como entrada.

Los resultados de ambas tablas ilustran una relación directa entre la cantidad de paráme-
tros a estimar, la cantidad de integradores en el sistema y la razón de decaimiento de la
varianza del valor estimado. Se observa que el número de integradores debe ser mayor o
igual al número de parámetros a estimar para obtener una razón de decaimiento superior
a N−1 y, en el caso de que eso se cumpla, la razón de decaimiento depende directamente
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Cantidad de Integradores
Cantidad de Parámetros 1 2 3 4 5

1 N−3 N−5 N−7 N−9 N−11

2 N−1 N−3 N−5 N−7 N−9

3 N−1 N−1 N−3 N−5 N−7

4 N−1 N−1 N−1 N−3 N−5

5 N−1 N−1 N−1 N−1 N−3

Cuadro 7.2: Razón de decaimiento de la varianza de la estimación de un vector de parámetros
lineal para un número de muestras creciente N en relación al número de integradores de
un sistema y el largo del vector de parámetros a estimar, utilizando ruido blanco de media
distinta de cero como entrada.

de la relación m − n, donde n es el número de parámetros a estimar y m el número de
integradores del sistema. En particular, las tablas indican que la razón de decaimiento de la
varianza está dada por

M(N) =


N−1 , si m < n
N−2(m−n+1) , si m ≥ n y µu = 0
N−(2(m−n+1)+1) , si m ≥ n y µu ̸= 0

. (7.1.3)

Se puede obtener cierta intuición respecto a los órdenes de decaimiento obtenidos al
separar el sistema (7.1.2) en fracciones parciales, redistribuyendo el vector de parámetros
{b1, b2, · · · , bn} en un vector de parámetros {b′1, b′2, · · · , b′n} de forma similar a lo realizado
en la sección 5.2.2.

Si n > m, la descomposición en fracciones parciales del sistema está dada por

G(q) =

m∑
i=1

b′i
(q − 1)m+1−i

+

n∑
j=m+1

b′j
qn+1−j

, (7.1.4)

por lo tanto, al realizar esta separación, n−m parámetros del sistema estarán asociados a
retardos del sistema, que son operadores estables, y por lo tanto tendrán una razón de conver-
gencia de N−1 en su varianza. Como los parámetros el vector de parámetros {b1, b2, · · · , bn}
corresponden a una combinación lineal de los parámetros del vector {b′1, b′2, · · · , b′n}, es es-
perable que este converja con una razón de N−1 también.

Por otro lado, si n ≤ m, la descomposición en fracciones parciales del sistema está dada
por

G(q) =

n∑
i=1

b′iq
m−i

(q − 1)m−i+1
, (7.1.5)

por lo que, el parámetro b′n asociado a la menor integración acompañará a un integrador de
orden m−n+1. Entonces, es esperable que la razón de decaimiento del vector de parámetros
esté delimitada por aquella expresión.
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7.1.2. Identificación de un vector de parámetros no lineal en su estima-
ción

El experimento de la sub-sección anterior es realizado para dos clases distintas de siste-
mas, en los que hay parámetros a identificar en el denominador y, por lo tanto, en los cuales
el estimador de métodos cuadrados no corresponde al estimador que minimiza el método
PEM. Las clases de sistemas considerados son los siguientes:

1. Sistemas donde todos los parámetros a identificar están situados en el denominador,
cuyas funciones de transferencia cumplen

G(q) =
qn+k−1

(q − 1)k(qn + a1qn−1 + · · ·+ an)
, (7.1.6)

donde el vector de parámetros {a1, a2, · · · , an} es tal que el polinomio qn+· · ·+an−1q+
an es estable.

2. Sistemas donde el vector de parámetros a identificar posee componentes en el nume-
rador y el denominador, cuyas funciones de transferencia cumplen:

Para n impar:

G(q) =
qk−1(b1q

m + b2q
m−1 + · · ·+ bmq + bm+1)

(q − 1)k(qm + a1qm−1 + · · ·+ am)
, (7.1.7)

donde el vector de parámetros está dado por {b1, b2, · · · , bm+1, a1, a2, · · · , am},
con 2m+ 1 = n.

Para n par:

G(q) =
qk−1(b1q

m + b2q
m−1 + · · ·+ bmq + 1)

(q − 1)k(qm + a1qm−1 + · · ·+ am)
, (7.1.8)

donde el vector de parámetros está dado por {b1, b2, · · · , bm, a1, a2, · · · , am}, con
2m = n.

En ambos casos, el conjunto de parámetros {a1, a2, · · · , am} es tal que el polinomio
qm + a1q

m−1 + · · ·+ am es estable.

Se realiza un barrido de simulaciones de Monte-Carlo variando el número n de parámetros
a estimar y el número m de integradores del sistema entre 1 y 5 cada uno, similar al realizado
en la sub-sección anterior, donde los parámetros son generados a partir de los ceros y polos
del sistema, seleccionados aleatoriamente en MATLAB a partir de una distribución uniforme
entre −1 y 1 para asegurar la estabilidad. Las simulaciones son realizadas con entradas
Gaussianas de media cero y de media distinta de cero, elegida de forma aleatoria en ese
caso. Nuevamente se extrae la razón de decaimiento observada en la varianza para cada
combinación entre número de integradores y número de parámetros a estimar. Los resultados
obtenidos para ambas clases de sistemas son los mismos, y se despliegan en la tabla 7.3 para
entradas de media cero, y en la tabla 7.4 para entradas de media distinta de cero.

Los resultados de las tablas indican que la relación de la razón de decaimiento de la
varianza respecto al número de parámetros y la cantidad de integradores obtenida anterior-
mente, dada por (7.1.3), también se cumple para los sistemas presentados en este caso, donde
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Cantidad de Integradores
Cantidad de Parámetros 1 2 3 4 5

1 N−2 N−4 N−6 N−8 N−10

2 N−1 N−2 N−4 N−6 N−8

3 N−1 N−1 N−2 N−4 N−6

4 N−1 N−1 N−1 N−2 N−4

5 N−1 N−1 N−1 N−1 N−2

Cuadro 7.3: Razón de decaimiento de la varianza de la estimación de un vector de parámetros
no lineal para un número de muestras creciente N , en relación al número de integradores de
un sistema y el largo del vector de parámetros a estimar, utilizando ruido blanco de media
cero como entrada.

Cantidad de Integradores
Cantidad de Parámetros 1 2 3 4 5

1 N−3 N−5 N−7 N−9 N−11

2 N−1 N−3 N−5 N−7 N−9

3 N−1 N−1 N−3 N−5 N−7

4 N−1 N−1 N−1 N−3 N−5

5 N−1 N−1 N−1 N−1 N−3

Cuadro 7.4: Razón de decaimiento de la varianza de la estimación de un vector de parámetros
no lineal para un número de muestras creciente N en relación al número de integradores de
un sistema y el largo del vector de parámetros a estimar, utilizando ruido blanco de media
distinta de cero como entrada.

la estimación no es obtenida a partir del método de mı́nimos cuadrados. Por lo tanto, esta
relación podŕıa ser una propiedad general para funciones de transferencia racionales mar-
ginalmente estables. Nótese también que los valores encontrados concuerdan con el análisis
desarrollado en los caṕıtulos 4, 5 y 6.

7.2. Identificación de sistemas simplificados

Los resultados obtenidos en los caṕıtulos 4, 5, 6 y la sección anterior de este caṕıtulo
indican que la varianza de los parámetros estimados al identificar sistemas con integración
simple posee un orden de decaimiento superior al de la varianza de la estimación de paráme-
tros de un sistema estable cuando solo hay un parámetro a estimar. En algunos casos, puede
ser de interés identificar el valor de un solo parámetro de un sistema más complejo, como
por ejemplo su polo estable más lento. Sin embargo, esto puede resultar dif́ıcil si no se tiene
conocimiento del resto del sistema.

En esta sección se extraen algunos experimentos en los que se estudia el impacto de
la integración al identificar sistemas para los cuales el modelo utilizado no posee la misma
estructura que la planta real, ya sea por un modelado incorrecto o la simplificación de algunas
de las dinámicas. Nuevamente, los experimentos son realizados para la identificación de un
sistema de un agente, a partir de la salida dada por (7.1.1)
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7.2.1. Simplificación de numerador en sistema de segundo orden

Se considera el siguiente sistema de segundo orden con integración

G(z) =
2z + 1

(z − 1)(z − p01)
, (7.2.1)

donde se busca obtener el valor del polo estable p01, en este caso se tomará p01 = 0,8.

Se supone que no se tiene toda la información respecto al numerador del sistema, y la
identificación es realizada a partir de un conjunto de modelos dado por

G(z, θ) =
Kz

(z − 1)(z − p1)
, (7.2.2)

con p1 ∈ R, |p1| < 1. De forma que el numerador es reemplazado por una ganancia, la
cual acompaña a un retardo para mantener el grado relativo del sistema. Para mantener la
pendiente de la salida obtenida al alimentar el sistema con una señal continua, se considera
K = 3.

Se busca estimar p1 considerando el modelo (7.2.2). La estimación es realizada con dos
tipos de entradas diferentes. En primer lugar se utiliza ruido blanco de media 0 y varianza
0,1, y en segundo lugar se utiliza ruido de las mismas caracteŕısticas filtrado por (3.4.2), con
el fin de cancelar la integración del sistema. Para cada entrada, se realizan simulaciones de
Monte-Carlo de 104 realizaciones cada una, variando el tamaño de las muestras entre 10 y
105.
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Figura 7.1: Resultados de la estimación del polo p1 al incluir integración del sistema y al
cancelarla
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De la figura, se observa que el cancelar la integración en el sistema genera sesgo en
la estimación, mientras que si se incluye la integración, la estimación obtiene resultados
insesgados. Además la razón de decaimiento de N−2 de la identificación de un parámetro al
incluir la integración se mantiene para este caso. Estos resultados pueden indicar que el uso
de integración puede ayudar a la estimación de un parámetro al simplificar ciertos sistemas.

7.2.2. Simplificación de ceros y polos

Se considera ahora el sistema de tercer orden con integración dado por

G(z) =
z(z − 0,1)

(z − 1)(z − 0,5)(z − p01)
, (7.2.3)

donde se busca estimar el valor de p01, el polo estable más lento del sistema. En este caso se
considerará p01 = 0,9.

Se supone que no se tiene toda la información de los ceros y polos del sistema, y el
análisis se realiza a partir del sistema simplificado dado por

G(z, θ) =
Kz

(z − 1)(z − p1)
, (7.2.4)

con p1 ∈ R, |p1| < 1. De forma que los polos y ceros estables que no serán parte del
proceso de identificación son reemplazados nuevamente por una ganancia K. Para mantener
la pendiente de la salida obtenida al alimentar el sistema con una señal continua, se considera
que K = 4,5.

Se busca estimar p1 considerando el modelo (7.2.4) realizando simulaciones de Monte-
Carlo bajo las mismas condiciones que en la sub-sección anterior. Los resultados de estas
simulaciones se muestran en la figura 7.2.

La figura muestra resultados similares al caso anterior. La estimación es sesgada al can-
celar la estimación e insesgada con un orden de convergencia de N−2 en su varianza al
incluir la integración dentro de la identificación. Este resultado muestra que el utilizar la
integración puede ayudar a la estimación del polo estable más lento de un sistema marginal-
mente estable sin tener toda la información acerca de las otras dinámicas del sistema. Cabe
notar que esto seŕıa equivalente a estimar el polo mas lento de un sistema estable, utilizando
como entrada ruido blanco integrado, por lo que el uso de integración podŕıa también ser
utilizada para ayudar a estimar correctamente el polo dominante de sistemas estables.

7.3. Dominancia estocástica

Hasta el momento, los procesos de identificación del sistema Multi-Agente se han rea-
lizado utilizando esquemas que se aplican de forma similar entre los dos agentes, ya sea
aplicando el mismo filtro a ambos agentes o suponiendo que los agentes se env́ıa la misma
clase de datos, con el fin de facilitar en la práctica la identificación simultánea entre ellos.
Es de interés en la identificación Multi-Agente, observar lo que sucede si las dinámicas de
estos son muy diferentes entre si, y, en casos donde algunas cantidades no son acotadas,
como la varianza de la salida de sistemas con integración, encontrar maneras de evaluar y
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Figura 7.2: Resultados de la estimación del polo p1 al incluir integración del sistema y al
cancelarla

estudiar comportamientos relativos entre estas dinámicas a medida que el tiempo aumenta.
Esto motiva la siguiente definición.

Definición 7.3.1. Sean {x(t)} e {y(t)} dos procesos estocásticos tales que
Var(x(t)) ̸= 0 y Var(x(t)) ̸= 0 para cada t ∈ N. Se dice que x(t) domina a y(t)
si y solo si

ĺım
t→∞

Var(x(t))

Var(y(t))
= 0. (7.3.1)

Observación 7.3.1. La definición 7.3.1 puede ser utilizada para analizar el comportamiento
asintótico de procesos estocásticos con varianza arbitraria (no necesariamente acotada). Por
ejemplo, si se consideran dos procesos estocásticos mutuamente independientes {x(t)} e
{y(t)} tales que {x(t)} domine a {y(t)}, y definiendo z(t) := x(t) + y(t), entonces

ĺım
t→∞

z(t)

x(t)
= 1. (7.3.2)

Intuitivamente, esto diŕıa que al aumentar T infinitamente, el proceso z(t)t>T se puede
explicar casi completamente por x(t)t>T .

Para evaluar el efecto de la identificación bajo procesos estocásticos que dominan es-
tocásticamente a otros procesos, en esta sección se simula una variación del esquema 2 de
la sección 3.4, en la cual solo la entrada del agente 2 es filtrada por (3.4.2).
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La simulación se realiza para dos clases de sistemas distintos. En primer lugar un sistema
cuya estructura corresponde al caso 1 de 3.5, con b1 = 0,8, b2 = 0,88, y luego un sistema con
estructura correspondiente al caso 4 de 3.5, con b1 = 0,1, p1 = 0,8, b2 = 0,09 y p2 = 0,88.
Para ambos sistemas se considera un ruido de medición con varianza σ2

e = 1, entradas
Gaussianas de medias µu1

= µu2
= 0 y varianzas σ2

u1
= σ2

u2
= 1. Para este experimento, la

identificación es realizada tanto para los parámetros del agente 1 (b1 y p1) como para los
parámetros del agente 2 (b2 y p2).

En ambos casos se realizó una simulación de Monte-Carlo con 104 realizaciones, en la cual
cada experimento contiene 5 ·103 muestras. Los resultados para la estimación del parámetro
y la varianza del valor estimado son desplegados en la tabla 7.5 para el sistema del caso 1,
donde se realiza la estimación de la ganancia de cada agente de un sistema con agentes de
primer orden, y en la tabla 7.6 para el sistema del caso 4, donde se identifica un polo y un
parámetro lineal de cada agente de un sistema con agentes de segundo orden.

Valor del Parámetro Valor Estimado Varianza
b1 0,8 0,8 4,4423 · 10−9

b2 0,88 0,8825 0,3325

Cuadro 7.5: Estimación de b1 (0,8) y b2 (0,88) de sistema correspondiente al caso 1 al filtrar
la entrada del agente 2.

Valor del Parámetro Valor Estimado Varianza
b1 0,1 0,1 1,0557 · 10−4
p1 0,8 0,8 3,4935 · 10−6
b2 0,09 −0,6867 19,6855
p2 0,88 0,9540 0,0142

Cuadro 7.6: Estimación de b1 (0,1), p1 (0,8), b2 (0,09) y p2 (0,88) de sistema correspondiente
al caso 4 al filtrar la entrada del agente 2.

Las tablas muestran que, en una configuración de dos agentes, filtrar la entrada de un
agente para eliminar sus dinámicas no estables mejora la identificación de los parámetros
para el agente sobre el cual la integración es incluida (b1, en este caso), llevando a resultados
insesgados. Sin embargo, la identificación del sistema del parámetro del agente filtrado es
sesgada. Se plantea la siguiente conjetura al respecto.

Conjetura 4. El sistema Multi-Agente consiste en una combinación lineal de agen-
tes con varianza acotada (G2) y no acotada (G1) en su salida. Entonces, de acuerdo
a la definición 7.3.1, la salida del sistema con dinámicas no estables domina a la
salida del sistema estable. De esta forma, solamente la estimación de los parámetros
del sistema no estable G1 será insesgada.

La relación entre la dominancia estocástica de un sistema respecto otro y la posibilidad
de identificar este sistema dentro de una red de agentes ilustra nuevamente el interés de
mantener la integración al identificar los sistemas y también podŕıa facilitar la identificación
de algunos agentes al aumentar la escala y la complejidad del sistema, por ejemplo, si no
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se realiza la identificación de todos los agentes de forma simultánea, filtrando la integración
de los agentes sobre los cuales no se realiza la identificación.
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CONCLUSIONES

En este trabajo se estudió la identificación de sistemas compuestos de dos agentes, los
cuales poseen dinámicas integrales, bajo distintos esquemas determinados por la comunica-
ción entre los agentes o condiciones sobre la entrada del sistema. En primer lugar se realizó la
identificación suponiendo que no existe comunicación entre los agentes, considerando que
cada agente solo tiene acceso a su propia entrada y a la salida compartida, donde se observa
que en general la identificación no es consistente. Se consideraron los siguientes esquemas
para abordar este problema. Primero, se realizó el proceso considerando nuevamente agen-
tes sin comunicación entre ellos, pero filtrando las entradas de los agentes para cancelar la
integración y trabajar con ellos como si fueran estables. Luego, se trabajó considerando que
cada agente comparte su entrada con el otro agente para realizar el proceso de identifica-
ción. Finalmente, se realizó el proceso suponiendo que cada agente comparte una medición
de su salida absoluta con en otro agente. Para estos últimos dos esquemas, el trabajo se
realizó considerando la integración de los sistemas dentro del proceso de identificación.

Para cada uno de estos esquemas, se consideraron cuatro estructuras diferentes para la
función de transferencia y el vector de parámetros de los agentes. Las primeras dos estruc-
turas, correspondientes a la estimación de la ganancia de agentes de primer orden, y la
estimación de dos parámetros del numerador de agentes de segundo orden, corresponden a
casos de identificación lineal sobre el vector de parámetros, y el estimador otorgado a partir
del método de predicción planteado corresponde al estimador de mı́nimos cuadrados. Por
lo que la estimación fue realizada anaĺıticamente para esos casos, además de ser comple-
mentada con simulaciones de Monte-Carlo en matlab. Para las otras dos estructuras, que
corresponden a la estimación de un polo de un sistema de segundo orden, y la identificación
de un polo y un parámetro lineal de un sistema de segundo orden, el estimador utilizado
no concuerda con el estimador de mı́nimos cuadrados, y el proceso de estimación de los
parámetros fue realizado en matlab y analizado a través de simulaciones de Monte-Carlo.

Se realizó un estudio de los estimadores evaluando el sesgo y la razón de decaimiento de la
varianza del estimador frente al número de muestras para cada esquema de comunicación,
y considerando cada estructura del sistema. Los resultados obtenidos se exponen en los
siguientes puntos.

Si no hay comunicación entre los agentes y se realiza el proceso considerando la in-
tegración de estos, los resultados fueron similares para cada una de las funciones de
transferencias consideradas. La estimación de los parámetros no es consistente para
ninguna de las entradas evaluadas. Sin embargo esta es insesgada para los casos en los
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que el problema de identificación es lineal si las entradas son ruido blanco de media
cero.

Si no hay comunicación entre los agentes, pero la integración de estos es cancelada
filtrando las entradas, se obtuvieron resultados similares para cada estructura estima-
da. Si la entrada es ruido blanco de media cero, la estimación de los parámetros es
asintóticamente insesgada y consistente, y la razón de decaimiento de la varianza de la
estimación decae según N−1 al aumentar el número de muestras N , la cual correspon-
de a la razón de decaimiento propia de la varianza de estimación en sistemas estables.
Sin embargo, si la entrada tiene media distinta de cero, la estimación es sesgada.

Si cada agente comparte su entrada con el otro agente. La estimación es insesgada y
consistente para las estructuras de identificación lineal, y asintóticamente insesgada y
consistente para las otras estructuras. Además, en los casos que el vector de parámetros
contenga un solo parámetro a estimar, la razón de decaimiento de la varianza de
estimación es de N−2, mostrando una mejora con respecto al esquema en que se
cancela la integración. Por otra parte, en los casos en que el vector de parámetros
contiene dos parámetros, la razón de decaimiento se mantiene en N−1.

Si cada agente comparte una medición de su salida absoluta con el otro agente, los
resultados de sesgo son los mismos que para el esquema anterior. Además, en los casos
en que el vector de parámetros solo contiene un parámetro a estimar, la razón de
decaimiento aumenta a N−2 si la entrada es ruido blanco de media cero y a N−3 si la
entrada posee un valor continuo. En los casos en que el vector de parámetros contiene
dos parámetros esta razón de decaimiento se mantiene en N−1.

Los resultados obtenidos muestran que existe un interés en incluir la integración dentro
del problema de identificación de alguno sistemas dinámicos multi-agente, debido a que esto
puede mejorar la razón de decaimiento de la varianza frente a la identificación de sistemas
estables, provocando que se requiera un número de muestras considerablemente menor para
llegar a una identificación confiable. Se observa que este aumento en la convergencia des-
aparece si el vector de parámetros a estimar contiene más de un parámetro, sin embargo,
se observan aún ciertas ventajas de incluir la integración para esos casos. Para el caso en
que se identifican dos parámetros en el numerador, se mostró que se pueden redistribuir los
parámetros de manera que la razón de decaimiento aumente en uno de ellos. Por otra parte,
para el caso de un polo y un parámetro lineal, se observa que las estrategias propuestas, si
bien tienen el mismo orden de decaimiento que la de un sistema estable, poseen una varian-
za menor en varios ordenes de magnitud que al estabilizar el sistema. Además, el sesgo del
parámetro estimado converge mucho más rápidamente a cero.

Se observó finalmente que, para la familia de funciones de transferencia considerada,
existe una relación directa entre la razón de decaimiento de la varianza de estimación,
el número de parámetros a estimar, y el número de integradores del sistema, requiriendo
mayor cantidad de integradores para alcanzar cierta razón de decaimiento si el sistema posee
más parámetros. También se indagó brevemente en el uso de integración para identificar
sistemas con errores de modelado y se introdujo el concepto de dominancia estocástica para
la identificación de sistemas con integración dentro de una red de sistemas.
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Trabajo Futuro

Dado el trabajo realizado en esta tesis, se consideran los siguientes puntos para extender
y complementar el desarrollo de esta.

Aplicación de los esquemas en la identificación de sistemas reales. Si bien el desarrollo
se abstrae del sistema a identificar, este trabajo fue motivado en gran parte por la es-
timación de veh́ıculos en pelotón. Por lo tanto se plantea implementar la identificación
colaborativa de veh́ıculos incluyendo la integración y corroborar el impacto que esta
pueda tener en la convergencia.

Extender la identificación de sistemas con integración a estructuras de comunicación
más complejas. En este trabajo, el impacto se centró particularmente en la naturaleza
de la integración en el problema de identificación y se utilizaron sistemas básicos en el
aspecto multi-agente. Se podŕıa aumentar la escala del problema y estudiar los desaf́ıos
que la presencia de integración puede generar en las propiedades de identificación de
una red.

El desarrollo anaĺıtico se basó en parte, a supuestos validados por simulaciones, por lo
que existe espacio para desarrollar las pruebas que completen matemáticamente este
desarrollo.

Se obtuvieron resultados emṕıricos que relacionan la cantidad de integradores de un
sistema con la cantidad de parámetros a estimar y la eficiencia de la estimación. Un
estudio interesante seŕıa profundizar sobre la naturaleza de esta relación.

Considerar la utilidad de la identificación de sistemas simplificados con integración y
las propiedades de dominancia estocástica dentro de un sistema multi-agente a mayor
escala.
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