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Resumen

En este trabajo analizamos dos modelos de dindmica poblacional. Uno de ellos es un modelo
depredador-presa con doble efecto Allee en la presa, con un comportamiento competitivo para los
depredadores, dado por un sistema bidimensional de ecuaciones diferenciales ordinarias. Para este
modelo investigamos la naturaleza de los umbrales Allee y las cuencas de atraccién. Desde una
perspectiva matemaética, esto implica encontrar y caracterizar las fronteras de las cuenca de atraccién
en el espacio de fase. Este suele ser un desafio importante, ya que los objetos que actiian como fronteras
entre dos cuencas de atraccién diferentes son variedades invariantes del sistema, los cuales pueden
sufrir cambios topoldgicos en las bifurcaciones. Las bifurcaciones locales incluyen bifurcaciones silla-
nodo, transcritica y de Hopf; mientras que los fenémenos globales incluyen bifurcaciones homoclinicas,
conexiones heteroclinicas y ciclos heteroclinicos. Identificamos que el umbral Allee es un ciclo limite,
una 6rbita homoclinica o la variedad estable de un equilibrio. Ofrecemos una explicacion geométrica
completa de cémo el umbral Allee y las cuencas de atraccion experimentan transiciones criticas.
Este enfoque se complementa con un estudio de la dindmica cercana al infinito. De esta manera,
determinamos las condiciones de modo que las cuencas de atraccién sean conjuntos acotados o no
acotados en el espacio de fase. Finalmente, estos resultados nos permiten mostrar una descripcién
completa de los retratos de fase, los umbrales de extincién y las cuencas de atraccién de nuestro
modelo bajo la variacién de los pardmetros. Este trabajo fue publicado en [IJ.

El otro modelo de dindmica poblacional estudiado es una extensién de un modelo de competen-
cia de dos dimensiones de depredador-presa de mosquitos Aedes aegypti infectados con la bacteria
Wolbachia y mosquitos no infectados, agregandole difusién espacial y luego estudiamos el sistema
relacionado de cuatro dimensiones de ondas viajeras. Para este objetivo investigamos las condicio-
nes que nos aseguran la prevalencia de mosquitos infectados con Wolbachia en el modelo de cuatro
dimensiones, utilizando herramientas analiticas de sistemas dindmicos en conjunto con herramien-
tas numéricas para describir las variedades invariantes del sistema a medida que sufren cambios
topoldgicos al pasar por bifurcaciones. Particularmente nos centramos en el estudio del equilibrio
con la totalidad de la poblacién infectada con Wolbachia. Ademas, presentamos un andlisis de bi-
furcacién que incluye las condiciones para cambios de estabilidad de los puntos de equilibrio y la
creacion y destruccién de algunas orbitas heteroclinicas que corresponden a frentes de onda en el
modelo. Las bifurcaciones locales incluyen bifurcaciones de silla-nodo y transcriticas; mientras que
los fenémenos globales incluyen bifurcaciones heteroclinicas. Més atn, identificamos las condiciones
para la existencia de una cantidad no numerable de érbita heteroclinicas que convergen al equilibrio
con la poblacién de mosquitos infectados con la bacteria, que es el resultado principal de este capitulo
debido a que estas soluciones son frentes de onda que convergen a la totalidad de la poblacién de
mosquitos infectados con Wolbachia.

Para este objetivo, hacemos un uso extensivo de las herramientas analiticas de la teoria de sistemas
dindamicos y el andlisis de bifurcacién numérica y determinamos el diagrama de bifurcaciéon completo.
Las estrategias basadas en bifurcaciones y andlisis de variedades invariantes nos permite identificar los
mecanismos matematicos que producen los reordenamientos de separatrices en el espacio de fase. En
general, estos resultados nos permiten mostrar una descripcién completa de los retratos de fase, los
umbrales de extincién y las cuencas de atraccién de nuestros modelos bajo la variacion de parametros.
Finalmente hemos realizado un aporte importante para el cdlculo de variedades invariantes, ideando
un método para el cdlculo de variedades invariantes de dimensién tres implementado en el software
AUTO, en conjunto con un método para poder visualizar cuencas de atraccion de modelos de cuatro
dimensiones.
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Abstract

In this work we analyze two models of population dynamics. One of them is a predator-prey
model with double Allee effect in the prey, with a competitive behavior for predators, given by a
two-dimensional system of ordinary differential equations. For this model we investigate the nature of
Allee thresholds and basins of attraction. From a mathematical perspective, this implies to find and
characterise the corresponding basin boundaries in phase space. This is typically a major challenge
since the objects that act as boundaries between two different basins are invariant manifolds of the
system which may also undergo topological changes at bifurcations. Local bifurcations include saddle-
node, transcritical and Hopf bifurcations; while global phenomena include homoclinic bifurcations,
heteroclinic connections and heteroclinic cycles. We identify the Allee threshold to be either a
limit cycle, a homoclinic orbit or the stable manifold of an equilibrium. We give a full geometrical
explanation of how the Allee threshold and basins of attraction undergo critical transitions. This
approach is complemented with a study of the dynamics near infinity. In this way, we determine the
conditions such that the basins of attraction are bounded or unbounded sets in phase space. All in
all, these results allow us to show a complete description of phase portraits, extinction thresholds,
and basins of attraction of our model under variation of parameters. This work was published in [I].

The other model of population dynamics studied is an extension of a predator-prey model of
competition of interaction between wild Aedes aegypti female mosquitoes and those infected with
bacteria Wolbachia, given by a two-dimensional system of ordinary differential equations. We add
spatial diffusion and study the traveling waves solutions of the four-dimensional system of ordinary
differential equations assosiated. For this purpose we investigate the conditions that assure the preva-
lence of mosquitoes infected with Wolbachia in the four-dimensional model, using analytical tools of
dynamic systems combined with numerical tools to describe the invariant manifolds of the system as
it undergo topological changes at bifurcations. Particularly we focus on the study of the equilibrium
with the whole populationinfected with Wolbachia. In addition, we present a bifurcation analysis that
includes the conditions of stability changes of the equilibrium points and the creation and destruction
of some heteroclinic orbits that correspond to the wave fronts in the model. Local bifurcations include
saddle-node and transcritical bifurcations; While global phenomena include heteroclinic bifurcations.
Moreover, we identify the conditions for the existence of an uncountable quantity of heteroclinic
orbits that converge to the equilibrium with the population of mosquitoes infected with the bacteria,
which is the main result of this chapter because these solutions are wavefronts that converge to the
entire population of mosquitoes infected with Wolbachia.

This strategies based on bifurcation and invariant manifold analysis allows us to identify the
mathematical mechanisms that produce rearrangements of separatrices in phase space. In general,
these results allow us to show a complete description of phase portraits, extinction thresholds, and
basins of attraction of our model under variation of parameters. Finally, we have made an important
contribution to the calculation of invariant manifolds, devising a method for the calculation of three-
dimensional invariant manifolds implemented in software AUTO, combined with a method to visualize
basins of attraction of four-dimensional models.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Modelos poblacionales

El creciente estudio de modelos matematicos realistas y de utilidad practica en biologia de pobla-
ciones, ya sea que tratemos con una poblacion de una especie en peligro de extincién, el crecimiento
bacteriano o viral, poblaciones de insectos, etc., ha sido un reflejo de la utilidad de la matemaética para
ayudar a entender los procesos dinamicos involucrados en el estudio de poblaciones y hacer predicciones
préacticas [2,[3, 4]. Ademds el campo de la ecologia, que basicamente es el estudio de la interrelacién entre
las especies y su entorno, en areas tales como interacciones depredador-presa y competencia, manejo
de recursos renovables, evolucién de cepas resistentes a pesticidas, control ecolégico y genéticamente
manipulado de plagas, sociedades multiespecificas, y asi sucesivamente es ahora un campo enorme [5, 0]
y es el area que trataremos en este trabajo.

Particularmente vamos a tratar con modelos de interaccién de poblaciones. Cuando diferentes es-
pecies interactian se afecta la dindmica poblacional de cada especie. En general, hay toda una red de
especies que interactian, a veces llamada red troéfica, lo que hace que las comunidades sean estructural-
mente complejas [2]. Al estudiar modelos de interaccién de poblaciones, generalmente se busca encontrar
condiciones para la supervivencia de especies, extincion y coexistencia. Ademéds de caracterizar el com-
portamiento a largo plazo del sistema para diferentes condiciones iniciales.

Hay tres tipos principales de interaccién: (i) Si la tasa de crecimiento de una poblacién disminuye
y la otra aumenta, las poblaciones se encuentran en una situacién de -r-presa, (ii) Si la tasa de creci-
miento de cada poblacién disminuye, entonces es competencia, (iii) Si la tasa de crecimiento de cada
poblacién aumenta, se denomina mutualismo o simbiosis [2] [3]. Cuando dos o més especies o subespecies
compiten por la misma fuente de alimento limitada o de alguna manera se inhiben el crecimiento de
cada una entonces es un modelo depredador-presa de competencia, como lo es el caso que veremos en
el capitulo |5} Por ejemplo, la competencia puede ser por territorio que esta directamente relacionado
con los recursos alimentarios. Se han encontrado algunos fenémenos interesantes a partir del estudio de
modelos practicos de competencia, por ejemplo cuando dos especies compiten por los mismos recursos
limitados, una de las especies usualmente se extingue [2, 3] [7]. Ademads otra de las caracteristicas que
pueden presentar ciertos modelos de depredador-presa es el fenémeno de efecto umbral. Genéricamente
los modelos de dos especies tienen a puntos de equilibrio estables en donde convergen las perturbaciones
pequenas de dichos equilibrios. O bien tienen puntos de equilibrio inestables para las cuales pequenas
perturbaciones implican que las poblaciones crecen sin limites o dan a lugar a soluciones periédicas de
ciclo limite [2]. Pero existe un grupo de modelos que tienen puntos de equilibrio tales que para pertur-
baciones suficientemente grandes o del tipo correcto, las densidades de poblacién experimentan grandes



variaciones antes de volver al estado estable. Se dice que estos modelos exhiben un efecto umbral. En
particular estudiaremos un tipo especifico de efecto umbral, llamado efecto Allee, lo que significa que
la poblacién enfrenta dificultades al crecer desde bajas densidades y evitar la extinciéon. Més aun, la
tasa de crecimiento de la poblacién se hace negativa indicando la existencia de un umbral de extincion,
mas comunmente conocido como umbral del efecto Allee, el cual la poblacion tiene que superar para
poder sobrevivir y evitar la extincién [8, [, [10]. Entre las causas que pueden generar un efecto Allee
en una poblacién se encuentran la dificultad de encontrar parejas fértiles o una baja interaccién social
11l 12 13]. Otras causas incluyen efecto Allee generado por depredacién [14] [15] [16], 17, 18]: Cuando
a bajas densidades, las poblaciones pueden mostrar dificultad en defenderse o esconderse de los depre-
dadores [19] 20, 21} 22]. En algunos casos dos o mas efectos Allee pueden impactar simultdneamente en
una dnica poblacién en un fenémeno que ha sido llamado el doble efecto Allee [12], 23], 24].

Ademsds, una de las preguntas que naturalmente pueden surgir al estudiar modelos poblacionales, es
el movimiento del conjunto de individuos. Por ejemplo al tratar con poblaciones de bacterias, animales,
insectos, etc. Es por ésto que estudiar modelos de difusién resulta ser una parte importante de este
trabajo

1.1.1. Difusion y ondas viajeras

Cuando tratamos con el movimiento de un conjuntos de individuos se puede considerar que cada
individuo generalmente se mueve de forma aleatoria y se dispersan como resultado de este movimiento
individual. Cuando este movimiento microscépico individual da como resultado un movimiento ma-
croscépico del grupo, podemos considerarlo como un proceso de difusion.

Por supuesto que muchas veces el movimiento macroscépico no es puramente difusién, puede haber
interaccién entre particulas, por ejemplo, o el entorno puede dar algtin sesgo. Pero obtener este compor-
tamiento a partir del conocimiento microscépico individual puede llegar a ser muy dificil y en algunos
casos imposible, por lo tanto se deriva un modelo continuo para el comportamiento global en términos
de la densidad o concentracién de particulas. Por lo tanto se comienza con un proceso aleatorio que se
observa probabilisticamente de manera simple y luego a partir de ésto se obtiene un modelo determinista
[2].

Otra forma de describir este comportamiento es derivandolo de las ecuaciones de Fokker-Planck
usando la funcién de densidad de probabilidad con un proceso de Markov. Mas detalles sobre este
enfoque puede encontrarse en un libro de Okubo [25].

Ahora, estos enfoques también pueden relacionarse con el enfoque clasico de la difusién de Fickian,
que dice que el flujo J de un material que pueden ser células, concentracién de un quimico, nimero de
animales, etc., es proporcional al gradiente de la concentracién del material. Es decir, en una dimensién

ou ou

donde u(z,t) es la concentracién de la especie y D es su difusividad. El signo menos simplemente indica
que los transportes de difusién ocurren desde una concentracion alta a una baja. Luego podemos escribir
una ecuacién de conservacién general que dice que la tasa de cambio de la cantidad de material en una
region es igual a la tasa de flujo a través de la frontera mas cualquier material creado dentro de la
frontera. Si la regién es x¢p < £ < 1 y no se crea material, la ecuacién de conservacion general es:

9 "

== u(z, t)de = J(xo,t) — J(x1,1).
ot Ju,



Si tomamos x1 = xg + Az, con el limite cuando Az — 0 y usamos la ecuacién ((1.1)), entonces conse-
guimos una ecuacién diferencial parcial (EDP) que es la ecuacién de difusién cldsica en una dimension.
Si consideramos D constante entonces la ecuacién de difusion es:

ou D 0%u
ot 0x?
Luego generalizando , la ecuacién de difusion puede resultar como el acoplamiento de ecuaciones
de cinética y de difusion de reaccion, las cuales pueden utilizarse para modelar fenémenos de propagacién
de poblaciones. En el caso escalar unidimensional simple, estas ecuaciones pueden verse como

(1.2)

ou 0%u
donde u es una concentracién, f(u) representa la cinética y D es el coeficiente de difusién, aqui tomado
como constante ya que Kareiva [26] ha demostrado que muchas especies de animales e insectos parecen
dispersarse segin un modelo de reaccién-difusién con un coeficiente de difusién constante.

En conjunto con la difusién, existe una gran cantidad de fenémenos en biologia en los que un elemento
clave o precursor de un proceso de desarrollo parece ser la aparicién de una onda, como es el caso de
una concentracién quimica, deformacién mecénica, senal eléctrica o como en el caso que se desarrollara
en esta memoria, el analisis sobre la dispersién de insectos, entre otros.

Antes de continuar, debemos decidir a qué nos referimos con una onda viajera. Habitualmente se
toma como una onda viajera a una onda que viaja sin cambiar su forma. Por lo tanto, si una solucién
u(x,t) representa una onda viajera, la forma de la solucién serd la misma para todos los tiempos y la
velocidad de propagacion de esta forma serd una constante, que denotamos por c¢. Una forma matematica
de expresar esto es que si la solucién se comporta de la siguiente forma

(1.3)

u(z,t) = u(z —ct) = U(z), z=ux—ct, (1.4)

entonces u(z,t) es una onda viajera y se mueve a velocidad constante ¢ > 0 en la direccién x creciente.
Esto se puede interpretar como que el sistema coordenado se mueve con velocidad constante ¢. Cuando
buscamos soluciones de ondas viajeras de un sistema en x y ¢t como en (|1.4), tenemos que

Ou/ot = —cdU/dz y ou/dx = dU/dz,

Supongamos que vemos las soluciones del tipo de onda viajera utilizando el cambio de coordenadas
(1.4), entonces (|1.3) queda de la siguiente forma

d?U dU

D— U — =0,

dz? +fU) +e dz
v luego escribiéndolo como un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de primer orden. Haciendo
el cambio % = V obtenemos

u =V,

V o=-L5(f(U)+cV).

Entonces ecuaciones diferenciales parciales se transforman en ecuaciones diferenciales ordinarias en
la variable independiente z, que se utilizara como un nuevo “tiempo”, y de esta manera podemos utilizar
todos los resultados de la teoria cualitativa de sistemas dindmicos. Ademads, para tener un sistema rea-
lista, U(z) debe estar acotado para todo z y debe ser no negativa para las cantidades que nos interesan.



1.2. Esquema general de la memoria

Este trabajo se divide en dos grandes secciones; la primera parte contiene a los capitulos [2| y
presentando un marco tedrico y la segunda parte contiene a los capitulos {4] y |5, donde se estudian dos
modelos especificos utilizando la teoria de los capitulos anteriores. Mds especificamente, en el capitulo
veremos un marco tedrico de los sistemas dindmicos y bifurcaciones, que son las herramientas principales
para el desarrollo de los problemas que veremos. En el capitulo 3| presentaremos métodos numéricos para
el calculo de variedades invariantes, su visualizacién y andlisis de bifurcaciones, con especial énfasis en
su implementacién en software AUTO. En el capitulo [4] estudiaremos un modelo depredador-presa con
doble efecto Allee sobre las presas, que involucra a dos especies. Para este modelo utilizamos la teoria
de los sistemas dinamicos y de bifurcaciones, en conjunto con los métodos numéricos para respaldar
nuestro analisis. Con ésto investigamos las condiciones para la supervivencia o extincién de poblacio-
nes, caracterizando las fronteras de diferentes comportamientos a largo plazo y damos una explicacién
geométrica total del umbral Allee y de las condiciones para la supervivencia o extincién de poblaciones,
y como éstos pasan por transiciones criticas al variar los parametros, describiendo todos los diferen-
tes escenarios posibles. En el capitulo [5| estudiamos una estrategia para el control de la propagacion
del dengue, mediante la introduccién de la bacteria Wolbachia en la poblacién de Aedes aegypti. Més
especificamente, nos basamos en un modelo depredador-presa de competencia de dos dimensiones que
contiene un término relacionado con el efecto Allee, inicialmente planteado por Campo Duarte et al.
[27], que describe la interaccién entre mosquitos infectados con una bacteria llamada Wolbachia con
mosquitos libres de la bacteria, ya que los mosquitos contagiados con Wolbachia muestran una drastica
disminucion en la transmisibilidad de infecciones arbovirales como el dengue, haciendo que los mosqui-
tos no puedan contraer la infeccion y de esa manera no la transmiten a humanos. A este modelo se le
agrega difusion espacial en un dominio acotado unidimensional y se buscan condiciones que aseguren
la prevalencia de mosquitos infectados con Wolbachia a largo plazo, estudiando el modelo de EDO de
cuatro dimensiones, asociado al modelo de difusién planteado, en el cual podemos utilizar toda la teoria
de sistemas dinamicos y teoria de bifurcacién que conocemos, ademas de utilizar métodos numéricos
para encontrar variedades invariantes unidimensionales y bidimensionales. Finalmente en el capitulo
[6] se expone una discusién general de los resultados obtenidos, en conjunto con un método nuevo que
fue fruto de este trabajo para calcular variedades invariantes de dimension tres y una estrategia para
visualizar cuencas de atraccion de sistemas de mas de tres dimensiones. Estos métodos no se utilizaron
para el andlisis de los modelos, pero tienen potencial para trabajos a futuro.

Finalmente, cabe mencionar que el trabajo realizado en el capitulo {4} actualmente se encuentra
publicado en una revista [I] y ha sido presentado en formato charla en la XXIX Jornada de Mateméticas
de la Zona Sur el ano 2016. Ademas fue presentado en dos instancias mas en formato poster; en la XLI
Semana de la Matematica el 2015 obteniendo el premio al mejor poster y en el primer encuentro
conjunto de la Sociedad Matematica de Chile y la Unién Matematica Argentina el 2016. También el
trabajo realizado en el capitulo [5| ha sido presentado en variadas instancias. Fue presentado en formato
poster en el IT Encuentro de Mujeres Matemaéticas de América Latina y como charla en el IT Workshop
Modelamiento Matematico de Sistemas Biolégicos, ambos el 2018. Ademds se realizaron dos charlas
internacionales de este trabajo este ano, una de ellas en un Workshop en Colombia en el contexto de una
colaboracién internacional (Chile-Colombia-Francia) MATH-AmSud-Conicyt 18MATH-05: Modeling,
Optimization and Viability for Epidemics Control, y la otra charla fue en el Congreso Internacional de
Matematicas ICM2018 en Brasil.



Capitulo 2

Marco Teorico Matematico

En este capitulo introductorio se presentaran brevemente algunas definiciones y herramientas de la
teoria de los sistemas dindmicos. Comenzaremos mostrando la relacion entre los sistemas de ecuaciones
diferenciales auténomos, los campos de vectores y los sistemas dindmicos asociados a cada uno de ellos.
Posteriormente completaremos el capitulo al introducirnos en las propiedades topolégicas de los sistemas
dindmicos y de las soluciones de los sistemas de ecuaciones. Finalmente damos una pequena introduccién
a la teorfia de bifurcaciones presentandose aquellas que son de interés para esta memoria. En la mayoria
de los casos se obviaran las demostraciones de los resultados, dando referencias apropiadas.

2.1. Ecuaciones Diferenciales y Sistemas Dinamicos

La teoria moderna de sistemas dinamicos surgié a partir de la teorfa cualitativa de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias (EDQ’s) desarrollada por H. Poincaré a finales del siglo XIX. El objetivo es describir las
propiedades topolégicas de las soluciones sin necesariamente buscar explicitamente soluciones analiticas
o numéricas. Los sistemas dindmicos son la formalizacién matematica del concepto de proceso deter-
minista. Son estructuras cuyo objetivo es describir la evolucién de un sistema arbitrario a través del
tiempo. Conociendo las leyes que gobiernan la evolucién de un sistema y siempre que éstas no cambien,
el comportamiento de dicho sistema podria considerarse completamente definido por su estado inicial.

Se encuentran dos tipos principales de sistemas dindmicos: aquellos para los cuales la variable de
tiempo es discreta (t € Z o N) y aquellos para los que el tiempo es continuo (¢ € R). Para este trabajo,
sera suficiente considerar el caso continuo, en donde la dindmica usualmente es descrita por una ecuacién
diferencial

dzx

n =i = f(z,a), (2.1)

donde x = z(t) € R™ es un vector en funcién de una variable independiente (generalmente el tiempo),
a € R™ es un vector de pardmetros y f : U — R™ es una funcién suficientemente suave definida para
algin subconjunto U C R™ x R™, la cual nos entrega el vector velocidad del sistema dindmico tangente
a cada punto z. Las soluciones de se pueden visualizar como trayectorias que fluyen a través de un
espacio de estados n-dimensional con coordenadas x = (z1,...,%,), como se muestra en la figura
La teorfa clasica de EDO’s 28] 29] [30] asegura que si f € C” con r > 1, el sistema posee soluciones
Unicas para toda condicién inicial. A continuacion se introduciran los conceptos necesarios para definir
mas formalmente un sistema dinamico.
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Figura 2.1: Interpretacién geométrica del sistema (2.1)). El vector & = f(x, @) es tangente a la trayectoria definida
por x = x(t).

Todos los estados posibles del sistema , sujetos a una combinacién permitida de valores de los
parametros del sistema, se caracterizan por puntos en un conjunto x € X. Este conjunto X lo llamaremos
el espacio de estados del sistema, el cual contiene trayectorias que representan la evolucion del sistema
a partir de una condicién inicial. Dado un tiempo ¢t € T' C R y un espacio de estados X C R", podemos
definir un operador de evolucion de un sistema dindmico como una aplicacién

o X = X,
que transforma un estado inicial 9 € X en un estado x; € X en un tiempo t € T
x; = Y.

El operador ¢! es una ley para especificar la evolucién de un sistema en un tiempo ¢, dado que se
conoce un estado inicial g y es el componente principal de un sistema dindmico. El operador ¢! puede
ser conocido explicitamente; sin embargo, en la mayoria de los casos, se define indirectamente y se puede
calcular solo aproximadamente.

Con los conceptos anteriores claros, podemos definir formalmente un sistema dinamico, que es
una tripleta {X, T, '}, con T siendo el conjunto del tiempo, X es el espacio de estados, y ¢’ : X — X
es la familia de operadores de evolucién parametrizados por t € T', que satisface las propiedades

ii. SOt—i-s — s01& o 908'

A partir de estas propiedades podemos escribir

paratodox € X y t,s € T, tal que ambos lados de la Ultima ecuacién estan definidos. Esencialmente, la
propiedad ii. establece que la evolucién o estado de un sistema en el curso de t + s unidades de tiempo,
comenzando en un punto xg € X, es el mismo que si al sistema se le permitiera cambiar del estado xg
en s unidades de tiempo y luego que evolucionara en las siguientes ¢ unidades de tiempo desde el estado

resultante ¢z (figura[2.2).



Figura 2.2: Operador de evolucién ¢ de un sistema dindmico.

Esta propiedad significa que la ley que rige el comportamiento del sistema no cambia en el tiempo:
el sistema es “auténomo”. Para sistemas invertibles, el operador de evolucién ¢! satisface la propiedad
ii. para t, s tomando valores negativos, en tales sistemas es directo ver que se cumple

o to ! =id.

El operador de evoluciéon describe el flujo del campo de vectores en la forma de una familia
{p'z0}epex- Luego, este flujo satisface la EDO , es decir
¢
di:f(npt,a), vteT.
dt
Las 6rbitas o trayectorias de un sistema definido a partir de un campo de vectores como en ([2.1])
con punto inicial zg € X son curvas solucién en el espacio de estados X parametrizadas por el tiempo
t y orientadas por la direccién del crecimiento del tiempo ¢ dado por la evolucién del operador ¢! que
pasa por el punto xg (figura . Ademss si el campo de vectores f es de clase C",r > 1, también
podemos seguir localmente el flujo en reversa con t < 0. Una 6rbita del sistema se puede definir
como

O(zo) ={z € X : x=¢"(x0), t €T, tal que ©'(xg) estd bien definida}.
Si yo = 'z entonces yo y ¢ pertenecen a la misma érbita (figura .

= to
/ %o > Yo wTo

Figura 2.3: Orbitas de un sistema dindmico continuo.



Ahora se definird un objeto que contiene mucha informacién sobre el comportamiento de un sistema
dindmico, con el cual se puede determinar el nimero y tipos de estados asintéticos del sistema cuando
t — +oo. Estamos hablando del retrato de fase del sistema dinamico (2.1) que es una representacién
geométrica de las trayectorias del sistema en R™ y puede ser interpretado como la imagen del flujo del
sistema, donde las 6rbitas muestran el camino que recorre un punto al seguir la “corriente” del flujo.
Cada curva representa una condicion inicial diferente, consecuencia directa de la existencia y unicidad
de soluciones [30], ya que las érbitas de un sistema como (2.1)) coinciden o son disjuntas.

Por supuesto, es imposible dibujar todas las érbitas en una figura. En la practica, solo se representan
varias Orbitas clave en los diagramas para presentar retratos de fase esqueméaticamente (como se hizo
en la figura .

Para clasificar méas elementos de un retrato de fase, en particular, posibles estados asintéticos del
sistema, serd de utilidad definir lo que es un conjunto invariante de un sistema dinamico , el
cual es un subconjunto S C X tal que zg € S implica ¢'(xg) € S para todo t € T', es decir, S consiste
en los puntos que permanecen en S bajo el flujo.

De esta definicion podemos notar que un conjunto invariante S consiste en Orbitas del sistema
dindmico. Cualquier érbita individual O(xg) es obviamente un conjunto invariante por si misma. Siempre
podemos restringir el operador de evolucion de un sistema a su conjunto invariante S, considerando el
operador

o'ls: S — 8.

Otra estructura de interés es el conjunto atractor A C X, con A cerrado e invariante, para el cual
existe una vecindad U de A tal que,

VeeU, Vt>0, o'(z)— A t— oo.

Es decir, es un subconjunto cerrado del espacio de fase del sistema (2.1)), de modo que para algunas
condiciones iniciales el sistema evolucionard hacia A. Los ejemplos mas simples de conjuntos atractores
son los puntos de equilibrio asintdticamente estables del sistema.

Ahora que ya hemos definido conjuntos invariantes, nos queda definir un concepto que nos ayudard
a responder una de las preguntas clave que tendremos en este trabajo, la cual es determinar las con-
diciones para la supervivencia (o extincién) de poblaciones. Desde el punto de vista matemético esto
corresponde a identificar las cuencas de atraccion de los conjuntos atractores relevantes en el sistema,
es decir, el conjunto de todas las condiciones iniciales que convergen a un atractor particular en el largo
plazo, particularmente en nuestro caso a un punto de equilibrio, érbita periédica, etc.

Esto nos motiva a una definicién més formal; sea ¢! el operador evolucién de la dindmica del modelo
(2.1), la cuenca de atraccién B(A) de un conjunto atractor A se define como

B(4) = J¢'0),
t<0

donde U € R" es una vecindad abierta de A tal que ©'(U) C U, Vt > 0 (U es invariante) y ademds
M=o o' (U) = A (el flujo de U tiende a A).



Como consecuencia directa de la unicidad de soluciones de (£2.1]), las érbitas del sistema coinciden o
son disjuntas, luego el retrato de fase se puede descomponer en una unién disjunta de orbitas, donde
cada una de ellas corresponde topoldgicamente a alguna de las tres opciones siguientes:

i. Imagen biunivoca de un intervalo de R,
ii. Un punto,

iii. Difeomorfa a un circulo.

En el caso ii. (la trayectoria del sistema es un punto), la érbita se llama punto de equilibrio y
corresponde a un punto z* tal que ¢!(xz*) = x* para todo t € T' C R. Equivalentemente, un punto de
equilibrio x* es tal que anula el campo de vectores en , esto es, f(z*) = 0. Es decir, el operador
de evolucién lleva un equilibrio en si mismo. Equivalentemente, un sistema en un estado de equilibrio
permanece en él por siempre. Es por esto que un equilibrio representa el comportamiento mas simple
de un sistema dindamico.

En el caso iii. (la trayectoria del sistema es difeomorfa a un circulo), la érbita se conoce como una
o6rbita periddica y es tal que se puede representar como

y={o'lr=x : para 0 <t <7},

donde 7 > 0 es el menor tiempo tal que p'z = z, y se llama el periodo de v (ver figura [2.4). Adem4s,
una orbita cerrada aislada es llamada un ciclo limite.

Figura 2.4: Orbita periédica v en R? pasando por el punto xg. Las érbitas en el interior de v convergen al punto
de equilibrio z*.

El teorema de existencia y unicidad tiene un corolario importante; trayectorias diferentes nunca
se interceptan. Si dos trayectorias se interceptaran, entonces habria dos soluciones comenzando desde
el mismo punto (el punto de cruce), y esto violaria la parte de unicidad del teorema. M4s intuitivamente,
una trayectoria no puede moverse en dos direcciones a la vez.

Para lidiar con las nociones de “comportamiento a largo plazo” o asintético de las érbitas, debemos
definir los conceptos de conjunto o y w limites. Sea xg € X. Los conjuntos

w—lim(z¢) = {x € X : 3{t,} con t,, — oo, tal que ' (x9) — x para n — oo},
o —lim(zg){x € X : 3{t,} con t, — —oo, tal que p'"(xg) — = para n — oo},

son llamados conjunto w-limite y a-limite, respectivamente.

Intuitivamente, el o — lim(xg) es el conjunto dénde la érbita de zp “nace” y el w — lim(zg) es donde
la érbita “muere”. Ver figura



Figura 2.5: Conjuntos w-limite y a-limite de un punto zy € X.

2.2. Equivalencia y clasificacién topoldgica de sistemas dinamicos

Presentaremos nociones sobre la geometria del retrato de fase cerca de puntos de equilibrio genéricos,
concretamente hiperbdlicos, y se definird su clasificacion topolégica.
Considere un sistema dindmico continuo definido por

= f(x), ze€XCR", (2.2)

donde f es una funcién C”, r > 1. Sin pérdida de generalidad supongamos que zg = 0 es un equilibrio
del sistema, es decir, f(zg) = 0; en caso contrario basta trasladar el equilibrio existente al origen del sis-
tema de coordenadas. Sea A = D f(z¢) la matriz Jacobiana de en g, con n, ng y n— los nimeros
de valores propios de A (contando multiplicidad) con parte real negativa, cero y positiva respectivamente.

Entonces, un equilibrio es llamado hiperbdélico si ng = 0, es decir, si no hay valores propios en el eje
imaginario. Ademads hay tres distintos escenarios para la estabilidad de puntos de equilibrio hipérbdlicos,
los cuales son

i. Atractor:sin_ =0y ny =n,
ii. Repulsor:sin_ =nyny =0,
iii. Silla hiperbdlica: si n_n4 # 0.

Como hemos mencionado, nos interesa estudiar las caracteristicas generales (cualitativas) del com-
portamiento de los sistemas dinamicos, en particular, para clasificarlos y compararlos con otros sistemas.
La comparacion de cualquier objeto se basa en una relacién de equivalencia, que nos permite definir
clases de objetos equivalentes y estudiar transiciones entre estas clases. Por lo tanto, debemos especifi-
car un criterio para definir dos sistemas dindmicos como cualitativamente similares o equivalentes. Tal
definicién debe cumplir con algunos criterios intuitivos generales. Por ejemplo, consideramos que dos
sistemas dindmicos son equivalentes si sus retratos de fase son cualitativamente similares, es decir, si un
retrato puede obtenerse de otro mediante una transformacién continua preservando sus caracteristicas
principales; una idea intuitiva puede verse en la figura [2.6
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Figura 2.6: Retratos de fase de dos sistemas localmente topolégicamente equivalentes.

Consideremos dos sistemas dindmicos (X, T, ¢") y (Y, T, ") como en (2.3

i = f(z), ze€XCR? (2.3)
= g(y), yeYCR?

Entonces (X, T, ¢!) es topolégicamente equivalente a (Y, T,!) si existe un homeomorfismo

h: XY,

llevando 6rbitas del primer sistema al segundo, preservando la direccién del tiempo. Ademés una equi-
valencia topoldgica entre ambos flujos queda definida por

h(e' (@) = ™ (y),

donde y = h(x) y 7, es una funcién creciente de ¢ para todo y.

La relacién t — 7,(t) indica que en general en una equivalencia topoldgica la escala temporal podria
no preservarse. Cuando dos sistemas son localmente topolégicamente equivalentes es posible definir el
homeomorfismo h tal que los respectivos retratos de fase tienen el mismo ntimero de equilibrios, orbitas
periddicas y sus estabilidades son las mismas, es decir, se preserva la estabilidad de los conjuntos
invariantes y la orientacién de las orbitas.

Ademas, por el Teorema de Hartman-Grobman [28, 29], si el campo vectorial del sistema
tiene un equilibrio hiperbdlico z*, es decir ng = 0, entonces cerca de ese punto de equilibrio el sistema. es
localmente topolégicamente equivalente a su linealizacion. Mas formalmente, existe un homeomorfismo
local h definido sobre una vecindad U C R™ de z* que lleva érbitas del flujo de en orbitas del flujo
lineal de

§ = Df(a")¢ = AL, (2.4)

preservando el sentido de las orbitas.

11
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Figura 2.7: Linealizacion de 6rbitas cerca de un punto de equilibrio hiperbélico z*.

El préoximo teorema nos da una clasificacién topoldgica de equilibrios hiperbdlicos.

Teorema 2.2.1. Los retratos de fase del sistema cerca de dos puntos de equilibrios xg e yg, son
localmente topologicamente equivalentes si y solo si estos equilibrios tienen el mismo numero n_ y n,
de valores propios con parte real negativa y positiva, respectivamente.

La prueba estd basada en el Teorema de Hartman-Grobman. Ver Kuznetsov [28].

El comportamiento cualitativo de las soluciones de un sistema lineal bidimensional cerca de un punto
de equilibrio es ampliamente conocido [28] [29]. Se tienen los siguientes casos:

i. Los valores propios Aj2 son reales y distintos. Entonces el punto de equilibrio es hiperbdlico y
puede ser:
m Un nodo repulsor; para Ay, Ay > 0,
m Un nodo atractor; para A, Ay < 0,
m Un punto silla; para A\; < 0 < Ao.

ii. Los valores propios son complejos conjugados; A\12 = a £/, con 3 # 0. Entonces el punto de
equilibrio puede ser:

m Un centro no hiperbdlico; para o = 0,
m Un foco atractor; para a < 0,

m Un foco repulsor; para o > 0.

iii. Los valores propios A1 2 = A son reales e iguales, distintos de cero. Enronces el punto de equilibrio
puede ser:

m Un nodo estelar atractor (repulsor); para A < 0 (> 0) con dos vectores propios linealmente
independientes,

m Un nodo atractor (repulsor) de una tangente; para A < 0 (> 0) con un vector propio lineal-
mente independiente.
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Para el comportamiento de las soluciones en sistemas de mas dimensiones cerca de un punto de
equilibrio, particularmente para un sistema tridimensional con n = 3, n_ = 2 y ny = 1, se tienen los
siguientes casos:

i. Los valores propios son reales y distintos. Entonces el punto de equilibrio es un punto silla,

ii. Los valores propios positivos son complejos conjugados. Entonces el punto de equilibrio es un
punto silla-foco.

2.3. Variedades invariantes y cuencas de atraccion

Las wvariedades estables e inestables son estructuras que nos ayudan a descubrir la geometria del
flujo global de un sistema dindamico. M4as ain, en ocasiones, estos objetos invariantes actiian como se-
paratrices que dividen regiones que contienen trayectorias con dindmicas cualitativamente diferentes a
largo plazo, es decir, son las fronteras de distintas cuencas de atraccion.

Antes de definir variedades invariantes globales, es necesario presentar la definicién de variedades
estables e inestables locales de un punto de equilibrio x* del sistema (2.2)). Esto es, dada una
vecindad U de z*:

Wi (z*) ={x €U : ¢'(x) = z* cuando t — oo, y ¢'(x) € U para todo t > 0},
We(z*)={x €U : ¢'(z) = z* cuando t — —o0, y ¢'(x) € U para todo t < 0},
Es decir, W}? (z*) corresponde a todos los puntos en una vecindad a * que en el futuro (¢t > 0) conver-

gen al punto de equilibrio z*. Andlogamente, W} (x*) corresponde a todos los puntos en una vecindad
a z* que en el pasado (t < 0) provienen del punto de equilibrio z*.

Ademas, el teorema de la variedad estable [28] 29] nos dice que si el sistema (2.2) tiene un
punto de equilibrio hiperbélico, entonces existen los conjuntos W (x*) y W} («*), que son variedades
diferenciales de la misma dimensiéon n_ y n4 que los espacios propios E® y E* del sistema linealizado
(2.4), tal que W _(x*) y W .(z*) son tangentes a E° y E* en z*, respectivamente. Ademas, W} (z*)
y We.(x*) son de clase C7, es decir, la misma clase de diferenciabilidad que f. Este resultado estd
ilustrado en la figura [2.8

ES
Y
Wige(z™)
:Z:*
Ev
A
Wise(®")

Figura 2.8: Variedades locales W} (z*) y W} .(z*) tangentes a los espacios propios E® y E" respectivamente,
en un punto de equilibrio hiperbdlico 2* del sistema (2.2)).
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Las variedades invariantes locales W}? (z*) y W% (x*) tienen su andlogo global W*(z*) y W*(z*),
obtenidos dejando que los puntos de W} (z*) fluyan al pasado (¢t < 0) y aquellos puntos en W} (z*)
fluyan al futuro (¢ > 0), es decir:

We(x*) = U GHWE(2%) ={x € R" : ¢'(x) = z* con t — —o0}, (2.5)
t<0

W (z*) = U P WE(2%) = {z € R" : ©'(x) = z* con t — oo}.
>0

En general no es posible encontrar expresiones analiticas para variedades estables e inestables globa-
les, y se debe recurrir a herramientas computacionales. Mas adelante en el capitulo [3|se profundizaréd en
los métodos que existen para calcular variedades invariantes estables e inestables. Ademas en el capitulo
[6] se presentard un nuevo método para variedades invariantes 3D.

La existencia y unicidad de soluciones de nos aseguran de que dos variedades estables (o ines-
tables) de puntos de equilibrio distintos no se pueden interceptar, ni tampoco se pueden interceptar a
s{ mismas. Sin embargo, intersecciones de variedades estables con inestables del mismo punto de equi-
librio o de puntos de equilibrios distintos si puede ocurrir, generando un tipo de comportamiento mas
complicado. Estos fenémenos son conocidos como 6rbitas (o conexiones) heteroclinicas y homoclinicas
y se definiran en la seccién

Es importante notar que los dominios de atraccion de atractores distintos son disjuntos y estan sepa-
rados por variedades estables de dimensiéon n—1. La clave para distinguir entre las cuencas de atractores
diferentes radica en la identificaciéon de un punto u orbita periddica silla. Si la variedad estable asociada
a este objeto silla es (n — 1) dimensional, entonces actiia como frontera de las cuencas de atraccién. Es
por ésto que las variedades estables son consideradas separatrices.

Consideremos como ejemplo un modelo Lotka-Volterra de competencia entre dos especies que fue
presentado en [31], dado por

T =xz(3—z—2y), (2.6)
y=y2—-z—y).
donde x e y representan la poblaciéon de cada especie y son no negativas. Este modelo tiene 4 puntos
de equilibrios, dos atractores representando la extinciéon de una de las especies cada uno, un repulsor
en el origen siendo la extincion de toda la poblacién y un punto silla representando coexistencia de las
poblaciones.

El retrato de fase muestra que una especie generalmente conduce a la otra a la extincién. Las
trayectorias que comienzan debajo de la variedad estable del punto silla, en la regién gris, conducen a
la extincién de la poblacion y, mientras que las que comienzan desde arriba, regién blanca, conducen a
la extincion de la poblacién x. Entonces la variedad estable del punto silla actiia como separatriz de la
cuenca de atraccién del punto (3,0) y la cuenca de atraccién del punto de equilibrio (0,2).
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cuenca de atraccion
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de (3,0)

1 2 3 X

Figura 2.9: Retrato de fase del modelo l) La region blanca es la cuenca de atraccion del punto de equilibrio
(0,2) y la region gris es la cuenca de atraccién del punto de equilibrio (3,0). La variedad estable del punto silla
actia como separatriz de estas regiones.

Esta dicotomia que ilustran las dos cuencas de atraccion de la figura [2.9|se puede encontrar en otros
modelos de competencia y ha llevado a los bidlogos a formular el principio de exclusion competitiva,
que establece que dos especies que compiten por el mismo recurso limitado por lo general no pueden
coexistir [2, [31].

2.4. Estabilidad Estructural y Bifurcaciones

Hay sistemas dindmicos cuyo retrato de fase (en algin dominio) no cambia cualitativamente bajo
una perturbacién suficientemente pequena; estamos hablando de sistemas estructuralmente estables. En
caso contrario, hablamos de sistemas estructuralmente inestables.

Considere los sistemas

i = f(x), (2.7)
T =g(x) (2.8)

con x € Xy f,g de clase C" con r > 1. Definimos una distancia entre (2.7) y (2.8) en una regién
cerrada {2 C X como

di = |f =gl = ilelg{\lf(l’) —9@)|[+|[Df(z) — Dg(x)||}

donde Df(z) y Dg(x) denotan la matriz Jacobiana de f, g evaluada en z € ) respectivamente. Decimos
que los sistemas y son e-cercanos en ) si d; <e.

Ademss, si 2 C X es abierto, un campo de vectores f de clase C", con r > 1, se dice estructural-
mente estable si existe € > 0 tal que Vg € 2 de clase C" que sea e-cercano a f en {2, se tiene que f y
g son topoldgicamente equivalentes en €. Si un campo de vectores f no es estructuralmente estable, se
dice que es estructuralmente inestable.
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Ver por ejemplo la figura [2.10(a), en donde el comportamiento cualitativo de las trayectorias no se
ven afectadas bajo pequenas perturbaciones, en cambio en [2.10(b) bajo alguna pequena perturbacién
del sistema el equilibrio podria moverse fuera del dominio €2, dejando sélo un equilibrio en el sistema.

(a) (b)

Figura 2.10: (a) Campo de vectores estructuralmente estables, (b) Campo de vectores estructuralmente inesta-
bles.

En general, es comin encontrarse con sistemas dindmicos provenientes de aplicaciones que dependen
de pardametros, los cuales aparecen de la modelacién [2, 28]. Estos sistemas pueden sufrir cambios en
sus retratos de fase al variar sus parametros. En el caso de tiempo continuo escribimos el sistema de la
siguiente forma

= f(z,a), z=uz()eR", acR", (2.9)

donde z y « representan las variables de fase y parametros, respectivamente. Sin pérdida de generalidad,
consideraremos que el sistema tiene en = 0 un equilibrio z = 0. En efecto, mediante una trasla-
cién siempre podemos construir un sistema topolégicamente equivalente a con esas caracteristicas.
Consideremos el retrato de fase del sistema (de ser necesario se puede considerar el retrato de fase
en una regién parametro dependiente U, € R™ ). A medida de que los pardmetros varian, también el
retrato de fase varia, existiendo dos posibilidades: o el sistema sigue siendo topoldgicamente equivalente
al original, o bien su topologia cambia y ocurren cambios en la estructura cualitativa.

La apariciéon de un retrato de fase topoldgicamente no-equivalente bajo la variacion de parametros
se llama bifurcaciéon. El valor a en el que el sistema pasa por una bifurcacién es llamado valor de
bifurcacién. Ademds, el conjunto de todos estos valores de bifurcacion nos define un conjunto de
bifurcacion.

En general, distinguimos 2 tipos de bifurcaciones para (2.9). Por un lado, las bifurcaciones locales
involucran puntos de equilibrio y se estudia el campo de vectores de (2.9)) cerca de ellos. Pueden ser
analizadas completamente mediante cambios en las propiedades de la estabilidad local. Al momento de
una bifurcacién local, se tiene ng # 0 y el equilibrio es no hiperbdlico. Por otro lado, las bifurcaciones
globales involucran cambios topolégicos que afectan regiones méas grandes del espacio de fase y no
pueden ser detectados de forma exclusiva mediante un analisis lineal de los puntos de equilibrio.

Un diagrama de bifurcacion es una particién del espacio de parametros inducida por la equi-
valencia topoldgica. Tipicamente es deseable obtener el diagrama de bifurcaciéon como resultado del
andlisis cualitativo de un sistema dindmico dado, ya que clasifica de una manera muy condensada to-
dos los comportamientos no-equivalentes del sistema y las transiciones entre ellos (bifurcaciones) bajo
variaciones de parametros.
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Decimos que la codimensién de una bifurcacion es la diferencia entre la dimensién del espacio de
parametros y la dimension del correspondiente conjunto de bifurcaciéon. También corresponde al nimero
minimo de pardmetros que es necesario variar para que la bifurcacién ocurra de manera estructural-
mente estable.

Bajo ciertas condiciones, diferentes diagramas de bifurcacién en sistemas distintos tienen comporta-
mientos predecibles, siguiendo ciertas reglas. Esto hace que los diagramas de bifurcacion de los sistemas
que surgen de diversas aplicaciones se vean similares, obteniéndose diagramas universales de bifurcacién

28].

Para las bifurcaciones locales de equilibrios y puntos fijos, los diagramas universales de bifurcacion
son proporcionados por formas topoldgicas normales. Esta es una de las nociones centrales en la
teoria de la bifurcacién.

Consideremos el sistema

y=g(y,B;0), ze€R", BeR™ oecR, (2.10)

con g de clase C", r > 1. Asumimos que el sistema tiene en 5 = 0 un equilibrio y = 0, satisfa-
ciendo m condiciones de bifurcacién que determinan una codimensién m para este equilibrio. Aqui o
es un vector de coeficientes o; con i = 1,...,[, de los polinomios involucrados en . En cualquier
caso, en las situaciones mas simples, los coeficientes o; toman un nimero finito de valores enteros [2§].
Entonces, el sistema es llamado una forma normal para una bifurcacion si cualquier sistema
genérico con equilibrio x = 0 que satisface las mismas condiciones de bifurcacién en @ = 0 es
topolégicamente equivalente cerca del origen a para algunos valores de coeficientes o;.

Ademas, el sistema tiene la caracteristica de contener solamente los términos esenciales que
capturan la dindmica de la bifurcacién, transformando a en su version “mas simple posible”, en
la menor dimensién factible para que ocurra dicha bifurcacién. Cualquier sistema que tenga un cierto
tipo de bifurcacién es localmente topoldgicamente equivalente (cerca del equilibrio), a la forma normal
de esa bifurcacién [31].

En todos los casos que consideraremos, dicen que un sistema satisface una condicién genérica (o
tipica) si cumple con ciertas desigualdades de la forma:

Ni[f] £0, i=1,....s.

donde cada Nj es alguna funcién de determinadas derivadas parciales de f(x,«) con respecto a = o
a evaluadas en (z; ) = (0;0). Los valores o; estdn determinados por los valores de N;, ¢ = 1,2,...s.
Las condiciones que se expresan en términos de derivadas parciales de f(z,0) con respecto a x evalua-
da en x = 0 son llamadas condiciones de no degeneraciéon. Todas las otras condiciones, en las cuales
las derivadas de f(z,a) con respecto a los pardmetros « estdn involucradas, son llamadas condicio-
nes de transversalidad. El papel de estos dos tipos de condiciones es diferente, las condiciones de no
degeneracién garantizan que la singularidad no es demasiado degenerada (es decir, es tipica en una
clase de equilibrios que satisfacen las condiciones de bifurcacién dadas), mientras que las condiciones
de transversalidad aseguran que los pardmetros “desplieguen” esta singularidad de una manera genérica.
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2.4.1. Bifurcaciones de codimensién uno
Consideraremos el caso méas simple de condiciones de bifurcaciones; cuando el sistema ([2.9) depende
sélo de un parametro:
&= f(r,a), z==z()eR", ack, (2.11)

donde f es de clase C", r > 1.

Supongamos que el sistema tiene un equilibrio x* hiperbdlico para el valor de pardmetro
«. Como hemos mencionado, bajo una pequena variacién del pardmetro «, el punto de equilibrio del
sistema se mueve un poco pero permanece hiperbélico. Pero puede suceder que para cierta variacion
mas dréastica del pardmetro o = a*, el equilibrio x = z* puede perder hiperbolicidad, genéricamente,
de dos maneras diferentes;

i. Un valor propio real simple de la matriz Jacobiana D f(z*, a*) se acerca a cero y tenemos \; = 0,

ii. Un par de valores propios complejos simples de la matriz Jacobiana D f(z*, a*) alcanzan el eje
imaginario y tenemos \; 2 = Fiwp, wo > 0.

Sin pérdida de generalidad, en lo que sigue vamos a considerar (z*,a*) = (0,0). Para el caso i. se
presentaran dos bifurcaciones; la bifurcacién Silla-Nodo y la bifurcacién Transcritica, ambas bifurcacio-
nes pueden ocurrir en sistemas de al menos 1 dimensién. Para el caso ii. presentaremos la bifurcacién
de Hopf, la cual puede ocurrir en sistemas de al menos 2 dimensiones.

2.4.2. Bifurcaciéon Silla-Nodo

La bifurcacién Silla-Nodo esté asociada a la aparicién de un valor propio A\; = 0. Esta bifurcacién
se caracteriza por tener dos equilibrios que se acercan entre si cuando el pardmetro « tiende al valor
de bifurcacién o = 0. En el limite, cuando a = 0, estos equilibrios colapsan en un mismo punto no
hiperbélico (momento de la bifurcacién), para luego desaparecer al pasar la bifurcacién.

Teorema 2.4.1. Sea el sistema unidimensional

x :f<1',04),

con f de clase C", r > 1, x € R y a € R con equilibrio x = 0 para un valor de bifurcacion o = 0.
Supongamos que se satisfacen las siguientes condiciones,

(SN.1) #(0,0) =0,
(SN.2) A = £,(0,0) =0,
(SN.3) f22(0,0) # 0,
(SN.4) [a(0,0) # 0.

Entonces existe un cambio de coordenadas invertible y un cambio de pardmetros que transforman el
sistema en la forma mormal topoldgica de una bifurcacion Silla-Nodo

y=pB+y,

en una vecindad de (z, ) = (0,0). Se pueden ver mds detalles de este teorema y su demostracion en [28).

18



Esta forma normal tiene un diagrama de bifurcacién como se muestra en la figura [2.11] en el plano
(B,y), para el caso de la forma normal 5 = 8+%2. Si tomamos un 3 fijo, podemos determinar facilmente
el nimero de equilibrios en el sistema para este valor de parametro. Para valores de 8 < 0 existen dos
ramas de equilibrios, una estable (superior) y otra inestable (inferior), determinados por la ecuacién
B = —y%. A medida que § se varfa hacia al valor de bifurcacién = 0, ambos equilibrios comienzan
a acercarse hasta que en el limite coinciden en un sélo equilibrio no hiperbdlico y = 0, para luego
desaparecer cuando 8 > 0, dejando el sistema sin puntos de equilibrios.

B =—y? l

Figura 2.11: Diagrama de bifurcacién Silla-Nodo en el plano (3, y) con valor de bifurcacién 8 = 0 para la forma
normal 5 = 3 + y>.

2.4.3. Bifurcacién Transcritica

La bifurcacion Transcritica corresponde al intercambio de estabilidad de puntos de equilibrio. Esta
bifurcaciéon también ocurre cuando A1 = 0, pero requiere otras condiciones de genericidad. Es tipica de
sistemas donde siempre hay un punto de equilibrio presente sin importar el valor de los parametros.

Teorema 2.4.2. Sea el sistema unidimensional
l‘l - f(x7 a)7

con f suave, € R y a € R con equilibrio x = 0 para un valor de bifurcacion o = 0. Supongamos que
se satisfacen las siguientes condiciones,

(T.1) f(0,0) =0,
(T.2) A= fz(0,0) =0,
(T.3) fzz(0,0) #0,
(T-4) f2a(0,0) # 0.
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Entonces existe un cambio de coordenadas invertible y un cambio de pardametros que transforman el
sistema en la forma mormal topoldgica de una bifurcacion Transcritica

j = By £y

en una vecindad de (x,a) = (0,0). Se pueden ver mds detalles de este teorema y su demostracion en [28].

Esta forma normal tiene un diagrama de bifurcacién como se muestra en la figura [2.12] en el plano
(B,y), para el caso de la forma normal § = By — y2. Para 3 < 0 existen dos ramas de equilibrios, una
estable (superior) y otra inestable (inferior), determinados por la ecuacién y = e y = 0. A medida
que el parametro (3 se varia hacia el valor de bifurcacién g = 0, los equilibrios se acercan hasta coincidir
en un punto no hiperbdlico en el limite 5 = 0, para luego intercambiar su estabilidad para valores de
B > 0, es decir, la rama superior ahora es inestable y la rama inferior es estable.

Figura 2.12: Diagrama de bifurcacién Transcritica en el plano (8,y) con valor de bifurcacién 5 = 0 para la
forma normal § = By — 32

2.4.4. Bifurcacién de Hopf

La bifurcacién de Hopf asegura la aparicién o desaparicién de un ciclo limite infinitesimal que rodea
un equilibrio. La aparicién de dos valores propios complejos conjugados hacen que este equilibrio sea
un foco, el cual se vuelve no hiperbdlico cuando los valores propios son de la forma Aj2 = Fiwp con
wg > 0. Para que esta bifurcacién ocurra se necesita que la dimensién del sistema sea mayor o igual a 2.

Para saber si ocurre una aparicion o desaparicién de un ciclo limite, se necesita definir el primer
coeficiente de Lyapunov. Considere un sistema bidimensional de la forma

(- )0 ()
y wo 0 ) \y 9(z,y;0) )
con f(0) = g(0) =0y Df(0) = Dg(0) = 0. Entonces el primer coeficiente de Lyapunov [29] [32]

esta definido por
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1
b (0) :E(f:mx + fzyy + Gzay + gyyy)+ (2.12)
1
(fxy(fxz + fyy) - gzy(gxx + gyy) - fxwga:x + fyygyy)a
16w0

donde todas las derivadas parciales estan evaluadas en (0,0;0).

Teorema 2.4.3. Sea el sistema bidimensional

x :f(a:,a),

con f suave, x € R? y a € R con equilibrio x = 0 para un valor de bifurcacion a = 0. Supongamos que
se satisfacen las siguientes condiciones,

(H.1) f(0,0) =0,

(H.2) M2 = pla) £ iw(a), donde A\i2 son los valores propios de la matriz jacobiana D f(0,0), con
1(0) =0 y w(0) =wy >0,

(H.3) £1(0) # 0, donde €1(0) es el primer coeficiente de Lyapunov, definido en (2.13),
(H.4) 1(0) £0.

Entonces existe un cambio de coordenadas invertible y un cambio de pardametros que transforman el
sistema en la forma normal topoldgica de una bifurcacion de Hopf

()= 5) () =utem (1),

en una vecindad de (x, ) = (0,0). Se pueden ver mds detalles de este teorema y su demostracion en [28].

supercritica

Y2 Y2
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Figura 2.13: Bifurcacién de Hopf supercritica (arriba) y subcritica (abajo) en el plano (y1,y2)-
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Esta forma normal tiene un espacio de fase de la bifurcacion como se muestra en la figura|2.13|en el
plano (y1, y2), para el caso supercritica ¢1(0) < 0 y subcritica ¢1(0) > 0. En el caso de una bifurcacién de
Hopf supercritica, existe un ciclo limite Lg para valores positivos de 3, es decir, después de la bifurcacién
en 3 = 0. En caso contrario se dice que la bifurcacién de Hopf es subcritica y el ciclo Lg existe para
valores negativos de (3.

2.4.5. Bifurcaciones Homoclinica y Heteroclinica

Hasta ahora, hemos visto bifurcaciones locales, como lo son la bifurcacién silla-nodo, transcritica y
de Hopf. Las bifurcaciones homoclinicas y heteroclinicas son bifurcaciones globales y son caracterizadas
por la falta de transversalidad entre la variedad estable e inestable de érbitas periddicas o de equilibrios.

Diremos que dos variedades M, N C R™ se interceptan transversalmente si existen n vecto-
res linealmente independientes, tal que cada uno sea tangente a al menos una de estas variedades en
cualquier punto de interseccién (ver figura [2.14). Es decir

MhN < T,N+T,M~R" Vre MNN
— dim(TuN +T,M)=n

(a) (b)
T,M=T,N

T, M

T.N

Figura 2.14: (a) Interseccién transversal entre variedades M y N. Se muestran sus vectores tangentes T, M y
T.N en z, respectivamente. (b) Interseccién no transversal, bajo pequenas perturbaciones esta interseccién se
rompe.

Una interseccién transversal persiste bajo pequefias perturbaciones C! de las variedades, en cambio
una interseccion no transversal se rompe bajo pequenas perturbaciones. Las bifurcaciones homoclinicas
v heteroclinicas no pueden ser detectados de forma exclusiva mediante un analisis lineal de los puntos
de equilibrio. Es decir, las bifurcaciones globales involucran cambios topolégicos que afectan regiones
mas grandes del espacio de fase.

Consideremos el sistema dindmico

&= f(z), zeR", (2.13)
donde f es de clase C", r > 1.
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Definicion 2.4.1. Una orbita I'g que comienza en x € R™ es llamada homoclinica a un equilibrio xg
del sistema , si pte — 20 a medida que t — Foo.

Definicion 2.4.2. Una drbita I'g que comienza en x € R™ es llamada heteroclinica a los puntos de
equilibrio x1 y xo de un sistema de la forma de , si ptx — x1 a medida que t — —oc0 y plx — 2o
mientras t — o0.

Si zg es un punto hiperbdlico, es claro que la érbita homoclinica I'y al equilibrio g pertenece al
conjunto de la interseccién de su variedad estable e inestable:

Ty C Wu(:to) N WS(JL‘())
De manera similar, una érbita heteroclinica I'g a equilibrios x1 y xo satisfacen:
Ty C Wu(l'l) N WS(I'Q)

La figura [2.15] muestra ejemplos de 6rbitas homoclinicas y heteroclinicas a un punto silla si n = 2,
mientras que la figura muestra algunos ejemplos relevantes para n = 3.

Notemos que las definiciones de bifurcaciones heteroclinicas y homoclinicas no requieren que el equi-
librio sea hiperbdlico. La figura muestra, por ejemplo, una 6rbita homoclinica a un punto silla con

un valor propio A; = 0. Ademsds las érbitas homoclinicas pueden interpretarse como un pulso de onda,
mientras que érbitas heteroclinicas se pueden interpretar como frentes de onda.

W*(zo)

To

W*(0)

Figura 2.15: Curvas heteroclinica (derecha) y homoclinica (izquierda) para n = 2.
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Figura 2.16: (a) Orbita homoclinica a punto silla-foco (izquierda) y érbita homoclinica a punto silla (derecha)
para n = 3. (b) Curva heteroclinica entre punto silla a punto silla foco para n = 3.

X0

Iy

Figura 2.17: Orbita homoclinica I'y a un equilibrio silla-nodo.
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2.4.6. Bifurcacion Bogdanov-Takens

Las bifurcaciones locales Silla-Nodo, Transcritica y de Hopf que hemos visto son de codimensién uno.
La bifurcacién Bogdanov-Takens es una bifurcacién local de un punto de equilibrio en una familia de dos
parametros, es decir, es de codimension dos porque dos parametros deben variar para que la bifurcacién
ocurra. Ocurre cuando el equilibrio critico tiene un valor propio cero de multiplicidad (algebraica) dos.
Para que esta bifurcacion ocurra se necesita que la dimensién del sistema sea mayor o igual a 2.

Consideremos el sistema planar

i=f(z,a), zeR*acR? (2.14)

donde f es de clase C", r > 1. Asumamos que el origen x = 0 es un punto de equilibrio con dos valores
propios cero en o =0
/\1’2 = 0,

tal que la matriz Jacobiana D f(0,0) es nilpotente y diferente de la matriz nula. Para o = 0, la ecuacién

(2.14) puede ser escrita como

&= Df(0,0)x + F(x), (2.15)

donde F(x) contiene todos los términos cuadraticos y de orden superior O(||z2||). La matriz Df(0,0)
tiene un tnico vector propio linealmente independiente v; el cual corresponde al valor propio 0 repetido.
Ademads, podemos encontrar un vector propio generalizado vs que es solucién de la ecuacién

Df(O, 0)1)2 = 1.

Sea la matriz P = [v1 v3] cuyas columnas son los vectores propios linealmente independientes vy, vo.
Luego, el cambio de coordenadas

y=Plz, (2.16)

es una aplicacién que lleva el campo de vectores f a un sistema C'°°-conjugado definido por
g=P lofoP (2.17)
En particular, en o = 0 el sistema ([2.15)) toma la siguiente forma

y=Dg(0,0)y+ (P~ o FoP)(y), (2.18)

donde Dg(0,0) = <8 (1)>

Expandiendo ¢y = g(y) como una serie de Taylor con respecto a y = (y1,y2) alrededor de (y1,y2) =
(0,0), obtenemos

. 1 1
Y1 = y2 + aoo(a) + aro(a@)yr + ao1(a)ys + §a20(a)y% + a1 ()y1ye + 56102(04)93 +O(||yl1*),

. 1 1
2 = boo(a) + bio()y1 + bor()y2 + §b20(a)y% + b ()y1y2 + §b02(a)y§ +O(|lyl1*),

donde los coeficientes a;;(c) y b;j(cv) son funciones suaves que pueden ser encontradas a partir de (2.14)),

(2.16) y (2.17). En particular para a = 0, a partir de (2.15) y (2.18]), tenemos que agg(0) = a19(0) =
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ap1(0) = boo(0) = b10(0) = bp1(0) = 0. Con esta configuracién, se puede demostrar el siguiente resultado
para la forma normal de la bifurcacién Bogdanov-Takens:

Teorema 2.4.4. Supongamos que el sistema tiene un equilibrio x = 0 para un valor de bifurcacion
a = 0. Supongamos que las siguientes condiciones se satisfacen,

(BT.1) A2 =0, donde \1 2 son los valores propios de la matriz jacobiana D f(0,0) no nula,

(BT.2) [,(0,0) #0,
(BT.3) a20(0) + b11(0) # 0,
(BT.4) bao(0) # 0,
(BT.5) la transformacion
(z,a) = (f(z, ), tr (Df(z,a)),det (Df(z,a))),
es reqular en el punto (x,a) = (0,0).

Entonces existe un cambio de coordenadas invertible y un cambio de pardmetros que transforman el
sistema en la forma mormal topoldgica de una bifurcacion Bogdanov-Takens

Y1 = Y1,
Yo = B1 + Boy1 + Y5 + sy1y2,

donde s = sign[bao(a2(0) + b11(0))] = +1. La construccion de esta forma normal no es unica. Esta
forma normal fue presentada por Bogdanov, mientras que Takens derivd la siguiente forma mnormal
equivalente

Y1 = y2 + Bay1 + y%a
Yo = B1 + sy}

donde s = £1. Se pueden ver mds detalles de este teorema y su demostracion en [2§].

En una vecindad de (z,«) = (0,0) la forma normal de la bifurcacién Bogdanov-Takens dada por

Y1 = Y1,
Yo = B1+ Boyr + YT — y1ve,

tiene un diagrama de bifurcacién como se muestra en la figura en el plano (B1,f2), donde H
corresponde a una curva de bifurcacién de Hopf supercritica, P corresponde a una curva de bifurcacién
homoclinica, Ty y T— son curvas de bifurcacion Silla-Nodo. En la regién 1, para valores de parametro
cercanos al valor critico de bifurcacién, el sistema no tiene puntos de equilibrio pero al pasar por una
curva de bifurcacién Silla-Nodo (7) aparecen dos equilibrios un punto silla y un atractor (repulsor) en
la regién 2. El equilibrio atractor (repulsor) pasa por una bifurcacién de Hopf (H) generando un ciclo
limite en la regién 3 y cambiando de estabilidad. Este ciclo se degenera en una érbita homoclinica P
del punto silla, luego en la regién 4 la érbita homoclinica se rompe y ambos equilibrios colisionan en
una bifurcacién Silla-Nodo 7.
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Figura 2.18: Bifurcacién de Bogdanov-Takens en el plano (31, 32) para la forma normal de Bogdanov con s = —1.

2.5. Conexiones homoclinica y heteroclinica en ecuacion de reaccion
difusién

Las érbitas heteroclinicas y homoclinicas son de importancia en el anélisis de sistemas de reacciéon
difusion al utilizar un enfoque de sistemas dindmicos. En particular, son clave para estudiar soluciones
del tipo de onda viajera ya que pueden interpretarse como frentes de onda o como un pulso de onda.
En esta seccién presentaremos un ejemplo que ilustra este concepto.

Este ejemplo se encuentra en [2], donde se desarrolla el caso mas simple de una ecuacién de difusién
no lineal del tipo

ou 0%u

Es una extensién natural del modelo de crecimiento logistico de poblaciones cuando la poblacién se
dispersa por difusién lineal, que estda modelada por la ecuacion diferencial parcial

(2.19)

ou 0%u

donde k y D son parametros positivos. El modelo fue sugerido por Fisher (1937) como una versién
determinista del modelo estocéstico de la dispersién espacial de un gen en una poblacién. Esta ecuacién
y sus soluciones de onda viajera se han estudiado ampliamente ([2],[33]), como también la forma mas
general con una clase de funciones f(u) apropiadas reemplazando a ku(1l —u). La ecuacién es un
caso de interés porque es un prototipo unidimensional que admite soluciones de frente de onda viajera,
que luego extenderemos en el capitulo |b| al caso de mas dimensiones.
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En primer lugar, es conveniente reescalar el sistema (2.20]), considerando los siguientes cambios de
variables

5\ /2
t" =kt = — . 2.21
oo =a() (2.21)
Omitiendo los asteriscos de (2.21)) en busca de simplicidad en la notacién, (2.20) queda de la forma
ou 0%u
— =u(l — — 2.22

la cual es la situacién espacialmente homogénea. Los estados estacionarios de sonu=0yu=1,
que son inestables y estables respectivamente. Esto sugiere que debemos buscar soluciones de frente de
onda en ([2.22)) para las cuales 0 < u < 1, es decir, buscar érbitas heteroclinicas entre ambos estados; el
caso de u negativo no tiene un significado biolégico por lo cual no estudiaremos ese caso. Si una solucion
del tipo de onda viajera existe, entonces puede ser escrita como en , entonces

u(z,t) =U(z), z=ux—ct, (2.23)

donde ¢ es la velocidad de la onda. En lo que sigue utilizamos la notacién U(z) en vez de u(z) para
evitar confusiéon. Dado que (2.23|) es invariante si z — —z, ¢ puede ser tanto negativo como positivo,
pero para este ejemplo asumiremos que ¢ es no negativo. Sustituyendo (2.23) en (2.22)), tenemos que
U(z) satisface

U'+cU' +U(1-U) =0, (2.24)

donde U’ y U"” denotan diferenciacién con respecto a z una y dos veces, respectivamente. Una solucién
de frente de onda tipica es cuando U en uno de sus extremos (por ejemplo en z — —o0) se encuentra
en un estado de equilibrio, y cuando z — +00 estd en otro punto de equilibrio. Entonces tenemos un
problema de valores propios para determinar para cual o cudles valores de ¢ existe una solucién no

negativa U de (2.24)), que satisface

Iim U(z) =1, lim U(z)=0.

2——00 z—+00

No se abordara el problema de cémo la solucién de onda de desplazamiento podria evolucionar a
partir de la ecuacién diferencial parcial (2.22]) con las condiciones iniciales dadas u(z,0). Estudiaremos
el modelo (2.24) para U en el espacio de fase (U,V) con V = U’, es decir

{W—M
(2.25)
V= —cV —U1-U).

Este sistema tiene dos puntos de equilibrio; (0, 0) y (1, 0). Luego de un anélisis de estabilidad lineal,
obtenemos que los valores propios A asociados a los puntos de equilibrio.

1. Los valores propios de (0,0) son

Mi:%(—at@?—gﬂﬁ.

Entonces (0,0) es un nodo estable si ¢? > 4, y un foco estable para c¢? < 4.
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2. Los valores propios de (1,0) son

1
A =5 (—ci (2 + 4)1/2) .
Entonces (1,0) es un punto silla.

Si ¢ > 2 podemos ver que el origen es un nodo estable y el caso particular de ¢ = 2 da a lugar a
un nodo estable degenerado. Si ¢ < 4, el origen es un foco estable, entonces las soluciones oscilan en
una vecindad del origen. La figura ilustra el espacio de fase para ¢ > 4, en donde por argumentos
de continuidad, al bosquejar las trayectorias se puede inferir que hay una trayectoria de (1,0) a (0,0)
que estd completamente contenida en el cuadrante U > 0y U’ < 0, con 0 < U < 1 para todas las
velocidades de onda ¢ > ¢ = 2, v en términos del sistema original , la velocidad de la onda ¢
debe satifacer:

C> Comin = 2(14:D)1/2.

Figura 2.19: (a) Retrato de fase para la ecuacién diferencial ordinaria ([2.25)) con soluciones de onda viajera, aquf
c? > 4. (b) Frente de onda viajera para la ecuacién diferencial parcial 1) la velocidad de la onda es ¢ > 2.

La figura M(b) es un bosquejo de una solucién de onda viajera tipica. Si bien existen ondas viaje-
ras para ¢ < 2 éstas no son realistas biolégicamente, ya que (0,0) al ser un foco atractor las soluciones
espiralean alrededor del origen tomando valores negativos de U.

Pero no todas las condiciones iniciales de u(x, 0) de la ecuacién original de Fisher-Kolmogoroff
evolucionaran a una solucién de onda viajera y se busca determinar también cual es la velocidad ¢ para
la cual este tipo de soluciones existen. Este problema y su generalizacion ha sido ampliamente estudiado
[33] y se ha probado que si u(z,0) tiene un soporte compacto, por ejemplo

1 siz<
u(z,0) = up(z) >0,  uo(a) = { . (2.26)
0 siz > xo,

donde 1 < x2 y up(z) es continuo en z1 < x < x3, entonces la solucién u(z,t) de evoluciona
a una solucion de frente de onda U(z) con z = x — 2¢. Es decir, evoluciona a la solucién de onda con
velocidad minima ¢,,;, = 2. Para condiciones iniciales diferentes de la solucién depende en el
comportamiento de u(z,0) cuando z — Fo0.
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Por otro lado, de manera mas general, consideremos ahora que (2.19) tiene dominio z; < z < x9,
con condiciones de frontera tipo Neumann cero, es decir

Ug(21,t) = ug(xo,t) = 0.

Entonces u(x,t) es constante en la frontera. Si buscamos soluciones de tipo onda viajera utilizando

(2.23), tenemos que

u(z1,t) =U(z) = p1, z=ux1 —ct, Vt,
u(xza,t) = U(z) = po, z=x9 — ct, V.
Donde p; y p2 son puntos de equilibrio en el sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias asociado.

Una 6rbita heteroclinica desde p; a p2 corresponde a una solucién de frente de onda en (2.19)). Dada
una condicién inicial U(0) = Uy en la érbita heteroclinica, por definicién

Uy — P1, z — —0Q,
Uy — pa, z — +o00.
Entonces, por el cambio de variable (2.23|) cuando la variable independiente ¢ — —oo, entonces

z — +00. Lo mismo sucede cuando ¢ — +o00, entonces z — —oo. Luego, la solucién u(z,t) en (2.19) de
tipo de onda viajera es

u(z,t) = Uy, x—ct=0,
U(l‘,t) — P2, t — —o0,
u(z,t) — p1, t — +o00.

Es decir, la érbita heteroclinica (frente de onda) corresponde a una solucién u(z,t) que pasa por Up,
yendo desde el estado estacionario py hasta p;.

Volviendo al ejemplo de la ecuacién de Fisher-Kolmogoroff , podemos ver que tiene una solucién
del tipo de frente de onda uniendo los puntos estacionarios 0 con 1 considerando ¢ > 0, como se muestra
en la figura en el panel (b) para z > 0. Este frente de onda corresponde a una 6rbita heteroclinica
entre los equilibrios 1 a 0 para z > 0, como vemos en la figura en el panel (a). Otros tipos
de soluciones de onda viajera son los pulsos de onda, los cuales corresponden a érbitas homoclinicas,
ademas también tenemos ondas periddicas, las cuales corresponden a Orbitas periddicas, que cumplen
las condiciones:

U(z) = U(xz+T), Vz,
ux—ct) = ulx—ct+T), Var,t.
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Capitulo 3

Métodos numéricos para el calculo de
variedades invariantes

Las variedades estables son de vital importancia para separar diferentes cuencas de atraccién y son
clave para comprender el comportamiento global de un sistema. Ademds, en el capitulo [2] se presenté
la importancia de encontrar érbitas heteroclinicas uniendo dos puntos de equilibrio, ya que se pueden
interpretar como frentes de onda y se caracterizan por la interseccién de variedades estables e inestables
de diferentes puntos de equilibrio. Por otro lado, las érbitas homoclinicas pueden asociarse a un pulso
de onda y se caracterizan por la interseccién de variedades estables e inestables de un mismo punto de
equilibrio. Todos estos conceptos tienen en comun que son objetos globales que normalmente no tienen
expresiones analiticas, por lo que deben encontrarse numéricamente.

Ademsds, hoy en dia existen varios métodos computacionales para encontrar las bifurcaciones de co-

dimension uno y dos con alta precisién. Estos métodos se implementan en paquetes de software estandar
tales como AuTO [34], CONTENT [35] y MATCONT [36] que permiten encontrar puntos de bifurcacién
numéricamente y verificar las condiciones de genericidad y transversalidad de bifurcaciones, mediante el
monitoreo de funciones test adecuadas en sus rutinas. De esta manera, uno puede detectar y continuar
una bifurcacién de interés en el espacio de parametros.
Estos mismos softwares de continuacién, como caracteristica estandar, también pueden encontrar una
6rbita homoclinica y luego continuarla en (al menos dos) pardmetros. Un enfoque es encontrar una
orbita periddica con periodo suficientemente grande 7', el cual puede ser continuado en dos parametros
como una aproximacion de una 6rbita homoclinica. Un método numérico méas confiable es representar
la 6rbita homoclinica en si misma como un segmento de érbita que comienza cerca del equilibrio p a
lo largo del espacio propio inestable E*(p) y termina cerca del equilibrio en el espacio propio estable
E*(p). Este método estd implementado en HOMCONT [37] extensién de AuTto. HOMCONT también
contiene varias funciones test que permiten detectar y luego continuar (en al menos tres pardmetros)
bifurcaciones globales de estas érbitas de codimension hasta dos. Ademas, los métodos basados en el
método de Lin [38] permiten encontrar incluso érbitas homoclinicas y heteroclinicas més complicadas
con varios retornos cercanos a una vecindad del equilibrio u érbita periddica.
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Para el resto de este capitulo, consideremos el campo de vectores

= f(z, ), (3.1)

donde x € R, o € R™ es un vector de pardmetros, y f es de clase C", r > 1. Supongamos que el
sistema, tiene un punto de equilibrio p tipo silla hiperbdlico, cuyos valores propios asociados son

§y .. A1 > O estables y A, < 1 inestable. Es decir, la dimensién de su variedad invariante estable es
n — 1 y la dimensién de la variedad inestable es uno.

Si bien las variedades estables e inestables unidimensionales de campos de vectores son curvas que se
pueden encontrar facilmente mediante la integracién a partir de una condicién inicial, el cdlculo de varie-
dades globales invariantes de dimensién dos (o superior) sigue siendo bastante desafiante. El desarrollo
de herramientas computacionales para su cdlculo ha sido un area de investigacién activa tltimamen-
te, ver por ejemplo los estudios [39, 40]. Particularmente, el método para calcular variedades globales
invariantes bidimensionales de manera precisa ha sido presentado en [41] el afio 2011, que consiste en
la continuacion de segmentos de 6rbita que son definidas como soluciones de problemas de valor en la
frontera (boundary value problems BVP) adecuados.

Consideramos una funciéon
u : [0,1] — R3, (3.2)
que satisface la ecuacién diferencial
u'(t) = Tf(u(t)). (3.3)
Notemos que (3.3 es simplemente una versién equivalente de (3.1]) después de un reescalamiento del
tiempo. En (3.3) el tiempo de integracién en un segmento de érbita es siempre 1. Entonces, el tiempo de
integracion del sistema (3.1]) aparece como un pardmetro explicito 7" en (3.3). La funcién u representa

un unico segmento de érbita de (3.3)), siempre que se especifiquen condiciones de borde adecuadas en
uno o en ambos extremos u(0) y u(1).

Particularmente, uno de los softwares que utilizaremos en este memoria es AUTO, que resuelve
problemas de valor en la frontera usando el método de colocacién ortogonal con polinomios por partes
[39, 42]. Luego este método fue implementado para CONTENT, MATCONT, y otros paquetes de softwares
[41]. Este método es muy preciso y permite la seleccién de una malla adaptativa.

La malla con NV + 1 puntos se define como

{0=t0<t1<"'<t1\7:1},
con N €Ny
hj=t; —1tj_1, (1<j<N).

Se define un espacio de polinomios por partes P;" como

Pi = {pn € CI0.1] | plg, 0,1 € P™,

donde P™ es el espacio de polinomios de grado menor o igual a m. El método de las colocaciones
ortogonales con polinomios por partes consiste en encontrar los polinomios p;, € P}, tal que la funcién
u es representada por éstos polinomios en los intervalos de una malla con N + 1 puntos ¢, j =0,... N,
donde u(0) y u(1) son el primero y dltimo punto de malla, respectivamente. Se requiere que la ecuacién
diferencial se satisfaga en ciertos puntos interiores de los intervalos de la malla, llamados puntos
de Gauss. En conjunto con las restricciones de continuidad y las condiciones de borde, se obtiene un
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conjunto de ecuaciones que determina todos los coeficientes (m + 1) x N de los polinomios y el tiempo
de integracién T' de forma unica. Existe un andlisis de error riguroso que muestra el orden (en términos
del tamano maximo de malla) en el que la solucién aproximada converge al segmento de la érbita
verdadera; ver [39] para mds detalles. Si la solucién u del BVP es suficientemente suave, entonces el
orden de precisién del método de colocaciones es m, es decir, para py un polinomio aproximado tenemos
que

[lpn = ulloo = O(R™),

donde h = méx h;. Para los puntos de malla ¢; principales, tenemos superconvergencia

miix pn (1) = u(t;)| = O(h*").

3.1. CAalculo de variedades mediante continuacién de segmentos de
orbita

Encontrar la solucién para problemas de valores de frontera en dos puntos son una caracteristica
clave de softwares de continuacién numérica, como AuTO [34], CONTENT [35] y MATCONT [36]. Es posi-
ble encontrar y luego seguir una solucién de un BVP bien planteado en los parametros, y se hace un uso
extensivo de esta capacidad para el cidlculo de variedades invariantes, mediante la definicién de BVPs
que definen familias de segmentos de érbita de interés. La configuracién general puede formularse para
campos vectoriales auténomos en cualquier dimensién espacial, pero nos restringiremos aqui al caso de
un espacio de fase con n = 3 por simplicidad. Mas detalles sobre estos métodos se pueden encontrar
en [39,[40]. M4s especificamente, consideramos la funcién que satisface la ecuacién diferencial .

Una vez que se ha encontrado una solucién numérica del BVP asociada a , se puede seguir
facilmente en un parametro del sistema con el método de continuacién de pseudo-arclength estandar
[39]. De hecho, esta es la técnica estdndar en AUTO , CONTENT y MATCONT para la continuacién de
una Orbita periddica, que se representa como una solucién de sujeta a la condicién de frontera
u(0) = u(1) (més una condicién de fase), en cuyo caso el pardmetro es el periodo 7. De manera similar,
una érbita homoclinica se representa en la extension HOMCONT de AUTO como una solucién de ([3.3))
sujeta a las condiciones de frontera u(0) € E"(p) y u(l) € E*(p) (nuevamente, mas una condicién de
fase), donde T debe ser suficientemente grande para garantizar la precisién de la representacion [43].

3.2. Calculo de variedades bidimensionales como una familia de seg-
mentos de orbita

Ahora explicaremos como se puede calcular una parte relevante de la variedad estable W#*(p) de dos
dimensiones, independientemente de si esta variedad esta involucrada en una bifurcacion global o no. La
idea general de este método es aprovechar el Teorema de la Variedad Estable enunciado en el capitulo
seccién el cual dice que W#(p) es tangente en p al espacio propio lineal E*(p), entonces podemos
representar una parte de interés de W#*(p) por una familia de segmentos de érbitas de un pardametro
(de longitud suficiente), cuyo punto final se encuentra en el espacio propio E*(p) y a una distancia
6 > 0 suficientemente cerca de p para obtener una buena aproximacién. Mas formalmente, la familia
se parametriza mediante una subvariedad unidimensional adecuada en FE*(p), donde es conveniente
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distinguir entre los casos en que los autovalores estables A y A5 son complejos o reales. Cuando ] y
A5 son complejos conjugados, entonces necesitamos que

u(0) = p + v, (3.4)

donde v € E*(p) es un vector fijo de norma 1. Notemos que, siempre necesitaremos que la condicién
de borde del punto final u(1) (inicial u(0) si es una variedad inestable) se encuentre en E*(p), lo que
significa que el tiempo total de integracion de T en de u debe ser negativo en ([3.4)).

Como se puede ver en la figura[3.1](a), el pardmetro § parametriza una familia de érbitas {us(t), ¢ €
[0,1]}s que estdn en W#(p), siempre que J sea lo suficientemente pequenio para asegurar que E*(p) es
una representacién precisa de W#*(p) localmente cerca de p.

(b)

Figura 3.1: Bosquejo de un segmento de orbita u terminando cerca de un equilibrio p con valores propios
complejos (a) y con valores propios reales (b). La segunda condicién de borde puede dejarse libre o restringirse
para quedar en una subvariedad bidimensional 3.

Debido a la naturaleza en espiral de la dindmica en W?*(p) cerca de p, es suficiente variar 6 en un
intervalo fijo pequeno [dg, d1). Aqui d; puede ser encontrado por la interseccién entre la continuacién del
punto final u(1) con el vector v. Notemos que el intervalo [dp, d1) define un dominio fundamental en el
vector v, es decir que cada érbita en la aproximacién de W#(p) lo intercepta exactamente una vez. La
condicién de frontera de también se puede usar para calcular una variedad estable (o inestable)
de una érbita periddica tipo silla.

La estrategia para el cdlculo de esta familia de érbitas que aproximan a W#*(p) por continuacién en
AUTO se puede dividir en dos pasos generales:

i. Especificar una érbita inicial, con punto final a una distancia & de p en la direccién de v. Esta
érbita inicial us, se encuentra mediante continuacién en el tiempo de integracion T', suficientemente
grande para obtener la representacién de la seccién deseada de W?¥, y se monitorea su segunda
interseccion con el vector v para obtener §1, tal como se ve en la figura a).

ii. La coleccién de segmentos de 6rbita se obtiene al fijar el tiempo de integracion 1"y continuando
ug, en d sobre el intervalo [dp, 7).
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A veces es conveniente especificar otras condiciones de borde para el punto inicial ©(0), por ejemplo
con una longitud de arco L fija. Esto se puede lograr monitoreando una funcién definida por

1
L=T /0 1/ (u(s)) | ds.

Entonces, ahora en el paso i. la continuacién para la 6rbita inicial es en los pardmetros (7, L), la
cual se detiene para un L especificado. Luego en el paso ii. se fija el parametro L dejando libre T,
entonces la continuacién de ug, es en los parametros (0, 7).

Otra estrategia para definir el punto inicial, es definir una segunda condicién de frontera, dada por

F(u(0)) = F",

donde F* € R es un parametro fijo. Entonces ahora la segunda condicion de frontera se obtiene restrin-
giendo u(0) a una subvariedad ¥ = {z € R : F(z) = 0}, como en la figura [3.1|(b).

Ahora en el paso i. la continuacién para la 6rbita inicial es en los pardametros (7', F*), la cual se
detiene cuando u(0) se encuentra en ¥, es decir cuando F* = 0. Luego en el paso ii. se fija el pardmetro

F* dejando libre T', entonces la continuacién de ug, es en los pardmetros (8,T).

Cuando A] y Aj son reales, entonces necesitamos que

MU=p+5G%W)U

’€’+gmmla). (3.5)

[A5]

El pardmetro 6 € [0,27) define un dominio fundamental que parametriza una familia de 6rbitas
{up(t), t € [0,1]}p que aproximan W#(p), mediante una elipse en E*(p). Las 6rbitas wuy interceptan
la elipse exactamente una séla vez para cada 6 fijo. Ver figura[3.1|(b).

Tomando una elipse en lugar de un circulo para las condiciones de borde, nos ayuda en los calculos
ya que se ajusta a las diferentes tasas de crecimiento de las érbitas cerca de p. Observamos que es
preferible usar la condicién de frontera en vez de (3.5) cuando los valores propios son complejos
conjugados, porque es dificil elegir una elipse en E*(p) a la cual el flujo (en espiral) es transversal. Para
la mayoria de las elipses vamos a poder encontrar 4 puntos donde el flujo en espiral es tangente a la
elipse, lo que significa que partes de la variedad se estdn cubriendo 2 veces cuando 6 recorre [0, 27).
Esto es un problema que puede evitarse completamente por las condiciones de borde de (3.3]), ya que
un flujo que espiralea es transversal a cualquier vector v € E*(p).

La estrategia para el cdlculo de esta familia de érbitas que aproximan W#(p) por continuacién en
AUTO es andlogo que para el caso de valores propios complejos, con la diferencia de que ahora en el paso
i. la 6rbita inicial ug, con §y € [0, 27] se encuentra sobre la elipse definida por (3.5) y no es necesario
monitorear una segunda interseccién. Ademas, las estrategias para especificar otras condiciones de borde
para el punto inicial u(0) son exactamente las mismas que las descritas anteriormente.
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3.3. Tolerancias

Para esta memoria en general se utilizo el software AUTO , para el cual se deben considerar algunos
criterios de convergencia y de nimero de iteraciones permitidas para los distintos métodos. En primer
lugar, el criterio de convergencia relativa para los parametros de ecuaciones y para los componentes de
solucién con el método Newton/Chord es de 10~7. El criterio de convergencia relativa de longitud de
arco para la deteccién de soluciones especiales, es de 1073,

Por otro lado, el nimero maximo de iteraciones permitidas mediante el método de Muller [39, [44]
es de 8 cuando se trata de la bisqueda de soluciones especiales precisas, como bifurcaciones. Ademas,
después de 3 iteraciones por el método de Newton [44], el jacobiano se congela, es decir, AUTO usa el
método de Newton completo para las primeras 3 iteraciones y el método Chord [44] para la iteracion 4
hasta la iteracién 7. Después de la tltima iteracién, el paso se ajusté con la mitad del tamafno. Esto se
repitié hasta alcanzar convergencia.
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Capitulo 4

Cuencas de atraccion en un modelo de
depredacion con doble efecto Allee

Una de las preguntas clave en dindmica de poblacion es determinar las condiciones para la super-
vivencia (o extincién) de poblaciones. En este capitulo investigamos la naturaleza del umbral Allee y
cuencas de atraccién en un modelo de depredacién con doble efecto Allee sobre las presas y un comporta-
miento competitivo para los depredadores. Esto corresponde a identificar las cuencas de atraccién B(A)
de conjuntos atractores A relevantes en el sistema. Esto implica encontrar y caracterizar las fronteras
de las cuencas correspondientes en el espacio de fase. Tipicamente esto es un gran reto dado que los
objetos que actian como frontera entre dos cuencas diferentes son variedades invariantes de un sistema,
los que pueden pasar por cambios topoldgicos en bifurcaciones. Para ésto, se hace un uso extenso de
herramientas analiticas de la teoria de sistemas dindmicos y andlisis de bifurcaciones con herramientas
computacionales para determinar el diagrama de bifurcacién completo. Las bifurcaciones locales de es-
te modelo incluyen silla-nodo, transcritica y bifurcacion de Hopf, mientras que los fenémenos globales
incluyen bifurcaciones homoclinicas, conexiones y ciclos heteroclinicos. Identificamos el umbral Allee, el
cual es o bien un ciclo limite, una 6rbita homoclinica, conexién heteroclinica o una variedad estable de
un equilibrio. Esta estrategia basada en bifurcaciones y anélisis de variedades invariantes nos permite
identificar los mecanismos matematicos que producen los reordenamientos de separatrices en el espacio
de fase. De esta manera, podemos dar una explicacién geométrica total de cémo el umbral Allee y
las cuencas de atraccién pasan por transiciones criticas. Este enfoque se complementa con un estudio
de la dindmica cerca del infinito. De esta manera, determinamos las condiciones tales que las cuencas
de atraccion son conjuntos acotados o no acotados en el espacio de fase. En general, estos resultados
nos permiten mostrar una descripcién completa de los retratos de fase, los umbrales de extincion y las
cuencas de atracciéon de nuestro modelo bajo la variacién de parametros. Este trabajo fue publicado en

.

4.1. Modelo con doble efecto Allee

Se considera un modelo depredador-presa con doble efecto Allee fuerte sobre la poblacién de las
presas, con la motivacién de estudiar las condiciones para la extincién y supervivencia de las poblaciones.
El modelo viene dado por el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias:
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. re x
&= (1-7) @=m)—quy,
X: Tn i (4.1)

Y = sxy — dy — cy’.

Aqui, el tamano de la poblacién de las presas y depredadores vienen dados por z(t) e y(t), respec-
tivamente, con t > 0. Estudiamos las soluciones de (4.1)) en el primer cuadrante, es decir, (x(t),y(t)) €
Q= {(z,y) € R? | & >0, y > 0}. Los pardmetros 7 > 0 y s > 0 representan la tasa de crecimiento
intrinseco de las poblaciones x e y respectivamente, k > 0 es la capacidad de carga de las presas, ¢ > 0
es el consumo méximo per capita de los depredadores y d > 0 es la tasa de mortalidad natural de los
depredadores. Por otro lado, ¢ > 0 es una tasa de competencia entre depredadores. Por lo tanto, el
término —cy? también denota la existencia de una tasa de muerte dependiente de la densidad, dado por
el factor —cy [45]; ver también [46, 2] y sus referencias para mas detalle. Finalmente, los pardmetros m
y n estan relacionados con el doble efecto Allee en el modelo y seran explicados méas abajo.

El modelo presenta efecto Allee sobre la poblacién de las presas [11], [45] 147, [48] [49]. Este
fenémeno esta caracterizado por una tendencia de la tasa de crecimiento de la poblacién a decrecer bajo
cierto nivel critico [8]. Tipicamente, una poblacién con efecto Allee enfrenta dificultades al crecer desde
bajas densidades y evitar la extinciéon. Mas atn, la tasa de crecimiento de la poblacién se hace negativa
indicando la existencia de un umbral de extincién, mas cominmente conocido como umbral del efecto
Allee, el cual la poblacién tiene que superar para poder sobrevivir y evitar la extincién [8, 9, [10]. Entre
las causas que pueden generar un efecto Allee en una poblacién se encuentran la dificultad de encontrar
parejas fértiles o una baja interaccién social [11} [12] [I3]. Otras causas incluyen efecto Allee generado
por depredacién [14) [15], [16] 17, [I8]: Para bajas densidades, las poblaciones pueden mostrar dificultad
para defenderse o esconderse de los depredadores [19] 20] 2], 22]. En algunos casos dos o mas efectos
Allee pueden impactar simultdneamente en una tnica poblacién en un fenémeno que ha sido llamado
el doble efecto Allee [12] 23] 24].

m-+n

En 1' el doble efecto Allee viene dado por el término A(x) = 1 — , el cual multiplica la
T+n

expresion de crecimiento logistico cldsico en la ecuacién de las presas. La forma que tiene A(x) fue

propuesta en [50] y representa una mayor tasa de extincién en poblaciones pequenias que en otros

enfoques de modelacién; por lo tanto, el término A(x) encaja muy bien con el concepto de dos efectos

Allee simultaneos en la misma poblacion.
Los dos efectos Allee en A(z) pueden ser interpretados al reescribir la expresién como un producto

de dos factores A(x) =

(x —m), cada uno representando un efecto Allee independiente. El primer

factor (x —m), con 0 < m < k, es la expresién matemética mds familiar para indicar un efecto Allee
fuerte multiplicativo [46], [51]. En particular, para una poblacién aislada, el pardmetro m usualmente
se interpreta como el umbral Allee, es decir, la densidad de la poblacién minima viable que garantiza

1
la supervivencia a largo plazo. Por otro lado, el segundo factor, oo representa la presencia de un
r+n

segundo efecto Allee debido a una fraccién n > 0 de la poblacién que no es fértil [52) 63]. A medida
que el nimero de miembros estériles n de la poblacién aumenta, la funcién Allee A(x) decrece y por lo
tanto la poblacién tiene mayores dificultades para crecer.

El efecto Allee y sus consecuencias para la ecologia y la conservacién han sido objeto de investigacio-
nes durante décadas [48], [54], sin embargo, hasta donde sabemos, solo unos pocos trabajos han abordado
el tema de multiples efectos Allee. Por ejemplo, en [24] [53], los autores usan la misma expresién para
A(x) que en con el objetivo de comparar sus propiedades con los modelos de depredaciéon con
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el efecto Allee simple. A su vez, nuestro objetivo en este trabajo es ampliar el andlisis para incluir
un fenémeno adicional de competencia entre los depredadores y abordar la cuestién de cudles son los
posibles umbrales Allee en el modelo.

De hecho, algunos de los avances recientes mas importantes en modelos de poblaciéon con efecto
Allee se centran en la estabilidad de los puntos de equilibrio, el nimero de ciclos limite y el andlisis
de bifurcacién local [55, 6, 57, [58]. Sin embargo, hasta donde sabemos, solo unos pocos trabajos
han investigado las caracteristicas de los umbrales Allee y las cuencas de atraccién y su relaciéon con las
bifurcaciones bajo los pardmetros del sistema en modelos de depredacién [59, 60, [61], [62], y mucho menos
en presencia de miltiples efectos Allee. En un modelo bidimensional como , el objeto matematico
que corresponde al umbral Allee es la frontera (unidimensional) de la cuenca del origen. Para el ejemplo
especifico del modelo , identificamos tres escenarios posibles: el umbral Allee corresponde a (i) la
variedad estable de un equilibrio distinguido en el espacio de fase, (ii) ciclo limite, (iii) o a una érbita
homoclinica.

Mediante herramientas analiticas de la teorfa de sistemas dindmicos [29] y andlisis numérico de
bifurcaciones [28, 63] determinamos el diagrama de bifurcacién incluyendo bifurcaciones locales y glo-
bales. Encontramos tres puntos de codimensiéon dos que actiian como centros de organizacion para la
dindmica: curvas de bifurcaciénes heteroclinicas, homoclinicas, Hopf, silla nodo y transcritica emanan de
estos puntos de codimension dos, y por lo tanto subdividen el espacio de pardmetros en varias regiones
abiertas con retratos de fase caracteristicos.

Esto nos permite identificar los mecanismos matemaéticos en que producen reordenamientos de
las variedades estables involucradas. De esta forma, podemos dar una explicacion geométrica completa
de cémo el umbral Allee sufre transiciones criticas. Este enfoque de bifurcaciones es complementado
con un estudio de la dindmica cerca del infinito. De esta forma, podemos determinar las condiciones
para las cuales las cuencas de atracciéon son conjuntos acotados o no acotados en el espacio de fase.
Estos resultados nos permiten mostrar una descripcién completa de los retratos de fase, los umbrales
de extincién y cuencas de atraccion de bajo la variacién de parametros.

4.2. Preliminares

Antes de comenzar un anélisis de 1’ lo transformamos en un sistema polinomial. Esto es logrado
realizando un reescalamiento del tiempo y transformacién de coordenadas:

(z,9,1) (m,i,@mﬁ) , (4.2)

seguido por el siguiente cambio de pardmetros

n

(T7n? k7q? 87 C7 d7m) )_> (r’ N? k’ q7 S7 C7d7M) = <r7 k

Cc m
k k,—,d,—|. 4.3
) 7q78>q7 >k> ( )

Las transformaciones (4.2) y (4.3)) en el sistema (4.1]) definen un sistema polinomial en Q2 dado por

t=x[r(l—z)(x —M)—y(z+ N)|,
Y: (4.4)
y=y(r+ N)(Sz—d—Cy).
La ventaja de este paso preliminar es que (4.4]) es un sistema polinomial que es equivalente a (4.1)) en
el sentido que las érbitas del sistema X son llevadas a érbitas del sistema Y de una manera biunivoca que
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preserva la orientacién temporal de las soluciones [29] [28]. Mas ain, tiene un vector de parametros
reducido, de seis pardmetros positivos (r, N, S, d, C, M), que también hace que sea mds facil de analizar.
Notemos que ahora 0 < M < 1. Por lo tanto, por simplicidad, denotamos el nuevo espacio de pardmetros
como A :=R3 x]0,1[: en particular todos los pardmetros son positivos.

4.3. Las soluciones son acotadas y no negativas

De ahora en adelante trataremos el sistema Y como un campo vectorial en 2. La restriccién de Y
a lo largo del eje x viene dado por Y (z,0) = (zr(1 — z)(z — M),0)T, que define un flujo estrictamente
horizontal. Similarmente, a lo largo del eje y tenemos que Y (0,y) = (0, —yN(Cy + d))T, el cual es
un flujo estrictamente vertical. Por lo tanto, el campo vectorial Y es invariante a lo largo de los ejes
coordenados. Por lo tanto, cada orbita de Y en el interior del primer cuadrante se mantiene dentro de
esta region abierta, y las soluciones que comienzan en el primer cuadrante se mantienen no negativas.
Mas aun, es facil ver que ninguna trayectoria a lo largo de los ejes coordenados converge al infinito
cuando el tiempo avanza.

Ahora nuestro objetivo es demostrar que ninguna trayectoria en el interior del primer cuadrante
converge al infinito a medida que el tiempo avanza. Para hacer esto, es suficiente estudiar el comporta-
miento de las soluciones de Y en el infinito a medida que z,y — oo por medio de la compactificacion
de Poincaré [511, [55].

Para estudiar las soluciones cuando © — oo consideramos la transformacién de coordenadas y el
reescalamiento del tiempo dado por

1
(z,y,t) — < — 112t> , 4>0,0>0. (4.5)
U
De esta manera, la transformacién (4.5 define el siguiente sistema

4 =0[r(a—1)(Ma—1) 4+ o(Na+1)];
Yao 0 ¢ (4.6)
v=0[r(t—1)(Ma—1)+ (Na+1)(S —da+ 0 — C0)].
Las 6rbitas de Y en el infinito a medida que x — oo pueden ser estudiadas al investigar la dinamica
de Y;; en la recta invariante @ = 0 para v > 0. El origen 045 = (0, 0) es siempre un punto de equilibrio de

|| y cuando C' > 1, ademds tenemos el equilibrio go = (O, gtﬁ) Las matrices Jacobianas asociadas

a estos equilibrios son

r 0 T+ g’tl 0
DYf&f} 0126 = DYﬂ’ﬁ c) = r T r)(r+s )
(0as) <0 r+ 5) Y () <—(d+ +MCJ_r]1V Mrts) —(r+s)

respectivamente. Por medio del teorema de Hartman-Grobman, es facil verificar que 0g; es un repulsor

hiperbdlico y q. es una silla hiperbdlica. En particular, ¢c es un atractor en el eje . Los posibles
escenarios para el sistema (4.6 se muestran en la figura
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Figura 4.1: Bosquejos de la dindmica local de los equilibrios en el infinito para C' > 1 en el panel (a) y para
C <1 en el panel (b).

El resultado obtenido hasta el momento nos permite concluir sobre la dindmica de (4.4)) en el infinito
cuando x — 00, pero esto no es suficiente para concluir algo sobre la dindmica cuando y — oo. Por
lo tanto, ahora consideramos la siguiente transformacion

1
(x,y,t) — <u’ ,02t> , v>0,u>0. (4.7)
v’ v
La transformacién (4.7) define el siguiente sistema

t=ur(v—u)(u— Mv)— (u+ Nv)(1+ Su—dv—C)
Y, (4.8)
0= —v(u+ Nv)(Su —dv—C)

De una manera similar al caso previo de (4.6)), las 6rbitas de Y en el limite a medida que y — oo pueden
ser estudiadas al investigar la dindmica de Y, a lo largo de la recta invariante v = 0 con u > 0. Los
puntos de equilibrio asociados son
Cc-1
04, = (0,0), —.0 si C>1. 4.9
w00,y ($550) (1.9
En particular, el segundo equilibrio en (4.9)) corresponde a g¢ en (4.6]), y por lo tanto mantendremos
esta notacién. La matriz Jacobiana asociada al punto de equilibrio ¢¢ es

_(C—1)? (0—1)2(d+r(1jM+N))
DYu'u(qC):< :;s (c—(ﬁr(sc)ws) )
(r+s)?

Por lo tanto g¢ es un punto silla de (4.8). Notemos que esto es consistente con el resultado andlogo para

(E5).

Por otro lado, la matriz Jacobiana asociada a 0,, es la matriz nula

DY) = (3 3):

Entonces es un punto de equilibrio no hiperbdlico y no podemos aplicar el teorema de Hartman-
Grobman. Por lo tanto, usamos la técnica de blow-up [64] para obtener informacién sobre la dindmica
cercana a 0,,. Consideremos el blow-up horizontal dado por la transformacién

(u,v) — (z,zy), (4.10)
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Donde aqui, por simplicidad, reutilizaremos las variables (x,y) para denotar las nuevas coordenadas.
Notemos que la transformacién (4.10)) es singular en Oy dado que lleva el origen a la recta z = 0. Luego
adicionalmente a (4.10)), utilizaremos un reescalamiento del tiempo

t
ts =,
xr

y obtenemos un nuevo campo de vectores, denotado Z, dado por

_ t=z[C(1+ Ny)—xz(y—1)(My —1)r+ (1 + Ny)(dey — 1 — Sz)];

Z :
y=y(1+Ny+az(y—1)(My—1)r).

El tinico equilibrio de Z en la recta z = 0 es el origen 0., = (0,0) y su matriz Jacobiana es
= c-10
p200.0- (%51 )

Por lo tanto, 05, = (0, 0) es una silla hiperbdlica para ZsiC <1, y un repulsor hiperbélico si C' > 1. Se
hizo también un andlisis similar con un blow-up vertical, pero no entregd informacién adicional y por
lo tanto no se mostraran los calculos respectivos a ese blow-up. Volviendo al sistema por medio
de un blowing-down, el eje x = 0 vuelve a Oy y obtenemos el retrato de fase local correspondiente a
Ouv en la figura Finalmente, es facil de ver desde que el caso C' =1 en corresponde al
colapso de Oy con go. De la dependencia continua de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias
con respecto a la variacién de pardmetros [28] 29], se deduce que el retrato de la fase local en Oyy para
C =1 es cualitativamente equivalente al de la figura [4.1[b).

En conclusién, ninguna trayectoria de (4.4) comenzando en el primer cuadrante (2 converge al infinito
a medida que t — oo.

4.4. Puntos de equilibrio

El sistema (4.4]) tiene tres puntos de equilibrio en el eje z, los cuales son (0,0), (M,0) y (1,0). La
estabilidad local viene dada por sus valores propios de sus correspondientes matrices Jacobianas. En el
caso del origen, la matriz Jacobiana asociada es

—Mr 0
b= (4 %),
Por lo tanto el punto de equilibrio (0,0) es un nodo atractor. Para el caso de (M, 0) obtenemos
_ (Mr(1-M) —M(N + M)
DY(M’O)—< 0 (N + MY(SM —d))

En este caso, los valores propios son Ayy = (N +M)(SM —d) y Xy, = Mr(1—M). Notemos que Xy, > 0
ya que 0 < M < 1. Por otro lado, el signo de Ap; depende del signo de SM — d.
Finalmente, para (1,0) tenemos que

r(M —1) —(N+1)
DY(LO)Z( 0 (N+1)(S—d)>

con valores propios A\ = (N +1)(S—d) y ] =r(M —1) <O0.
Podemos resumir estos resultados con el siguiente lema

42



Lema 4.4.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen para el sistema :
1. El punto (0,0) es un equilibrio atractor.

2. Sid < MS, el punto (M,0) es un equilibrio repulsor. Si d > MS, el punto (M,0) es un equilibrio
tipo silla.

3. Sid < S, el punto (1,0) es un equilibrio tipo silla. Si d > S, el punto (1,0) es un equilibrio
atractor.

Los casos intermedios para ambos equilibrios (M, 0) y (1,0) corresponden a bifurcaciones transcriti-
cas. Estos casos son explicados mas adelante en la seccion |4.6.1

Ahora estudiaremos puntos de equilibrio en el interior del primer cuadrante int(2). Sea p = (a, yq)
las coordenadas de un punto de equilibrio en int(2). Por lo tanto, al reemplazar las coordenadas y, y
a en (4.4) obtenemos las siguientes condiciones algebraicas

yazsao_d y  r(l—a)(a—M)—y(a+N)=0 (4.11)

Reemplazando la segunda ecuacién de (4.11)) en la primera obtenemos
a®>(Cr +8) 4+ a(SN —d — Cr(M + 1)) + (CrM — dN) = 0. (4.12)

Las soluciones de esta ecuacién cuadritica en a son

D+ VA D— VA
ay = NCr19) y a_ = ACr+5)’ (4.13)

con A > 0, donde

A:=A(S,d) = (Cr(M +1)+d— NS)? 4+ 4(Cr + S)(dN — CrM) (4.14)

D=Cr(M+1)+d— NS.

Denotemos por pi = (a4,¥a,) ¥y P— = (a—,yq_) estos puntos de equilibrio. Antes de indicar las
condiciones para que p; y p— estén en int(£2), definiremos los siguientes conjuntos en el plano de
parametros (.5, d):

I={(5,d) e R|d> 5},
IT = {(S,d) e RZ|MS < d < S},
C(1—M)r
M+ N

IV =R2\ (IUITUIII).

III—{(S,d)eRi\o<d<MS,S< }mAl(o,oo),

En la figura podemos ver un bosquejo de estar regiones y sus fronteras en el plano (5, d).
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|:| P+ € int(£2)

v [ »+» p- € nt(Q)

[]p+, p- ¢ int(Q)

(0,0) S

Figura 4.2: Bosquejos de las curvas I'1, I's y SN asf como las regiones abiertas I-IV en el plano (5, d). El cédigo
de colores indica si p; o p_ estdn en int(2).

Lema 4.4.2. Las siguientes afirmaciones se cumplen para el sistema .'
1. Si (S,d) e IUIV, no hay equilibrios en int(€2).
2. Si (9,d) € 11, solo el equilibrio p; € int(2).
3. Si (S,d) € II1, ambos equilibrios p4+,p— € int(Q2).

La prueba del Lema estd basada en los siguientes argumentos algebraicos. De (4.13)) es claro
que la condicién A > 0 es necesaria para tener ambos puntos de equilibrios en int(£2). Como d > 0, la
ecuacion A(S,d) = 0 en (4.14) define implicitamente una curva en el plano (S, d) dada por el gréifico de
la funcién

d=06(S) = —(Cr(14+ M +2N)+ NS) +2\/Cr(1+ N)(M + N)(Cr+ ). (4.15)

a lo largo de la cual hay una tnica raiz (doble) ay = a_. Luego si d > §(5) el descriminante A > 0
entonces (4.12)) tiene dos raices reales. En particular, probaremos méas adelante que a lo largo de la
curva d = §(S), la raiz (doble) es positiva sélo si S < CU=M)r

=N+ Y por lo tanto el equilibrio asociado estd
en int(92). Definamos el segmento de interés como

SN:“&@GM|N&@20yS<C“_MV}

4.1
M+ N (4.16)

Ahora analizaremos c6mo cualquier equilibrio puede entrar al conjunto int(2) al cruzar la frontera
09Q2. Primero que todo, de la seccién ningun equilibrio puede entrar (o salir) del interior del primer
cuadrante por el eje y. De hecho, el eje y es un conjunto invariante y su tnico equilibrio es hiperbdlico,
por lo tanto no puede colisionar con ningin otro equilibrio. Por un razonamiento similar, tenemos que
ningan equilibrio puede bifurcarse desde el infinito hacia €.

Pongamos atencién ahora a los equilibrios que cruzan el eje x desde el cuarto cuadrante al primer
cuadrante. Para S = 0 y para cada d > 0 tenemos que A(0,d) > 0, y y, < 0 independiente del signo
de a. Por lo tanto, en la frontera S = 0 en el espacio de pardmetros no hay equilibrios en int(£2) ya que
Ya_ <0y ya, <0.De las ecuaciones la coordenada y, cambia de signo sélo si d = S (con a = 1)
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od= MS (con a = M). Sustituyendo d = S y en la primera ecuacién de obtenemos la
expresion
S(C(1—=M)r+S1+N)£[(C(1-M)r+S(1+N)))
Yas = 20(Cr + 8) '

Notemos que § > 0 > W, por lo tanto y,, = 0y el punto p, coincide con (1,0). Por continuidad
de las coordenadas de equilibrios con respecto a los pardmetros, las coordenadas y,, <0y y,_ <0 para
cada (S,d) € I. Por lo tanto, cuando un punto (S, d) ingresa a la regién II desde la regién I cruzando

la linea recta

Ty :={(S,d) e R%|d = S} (4.17)

entonces el punto py entra al primer cuadrante en el espacio de fase.
Similarmente, denotemos

Ty :={(S,d) € R%|d = MS}. (4.18)

Es facil comprobar que el punto (S,d) = (CS\Z_]X[,)T,M 05\141%)71) € I's (lamado SNT en la figura D

es una tangencia cuadrética entre I's y la curva A(S,d) = 0. Por lo tanto, en SNT tenemos que
ar =a- =M, Yo, = ya_ =0y A = 0. Por lo tanto, si (S,d) = SNT ambos equilibrios p y p_
coinciden con el equilibrio (M,0). En particular, se deduce que el segmento SN es cualitativamente
como en la figura [4.2

Sustituyendo d = MS' y en la primera ecuacién de (4.11)) obtenemos la expresion

S —M)yr—S(M+N)+|C(1—M)r—SM+N))|)
Yas = 20(Cr + S) '

Entoncessid=MSy S < % entonces y,_ = 0y el punto p_ coincide con (M, 0). Por lo tanto,

por argumentos de continuidad, cuando el punto (S, d) entra a la regién III desde la regién IT cruzando
T'y, entonces el punto de equilibrio p_ entra al primer cuadrante. A su vez, sid = MSy S > C‘(]\IJ;M
entonces y,, = 0 y el punto de equilibrio p, coincide con (M, 0). Por lo tanto, cuando el punto (.5, d)
entra a la regién IV cruzando I's desde la regién II, entonces el punto de equilibrio p; deja el primer
cuadrante. Como consecuencia, el segmento A~1(0) \ SN (no mostrado en la figura corresponde a

equilibrios que se encuentran fuera de 2. Esto completa la prueba del Lema

4.5. Estabilidad de puntos de equilibrio en int(f)

La traza y el determinante de la matriz Jacobiana de (4.4]) en un equilibrio (a,y,) tiene la forma

1

tr(DY)(a,yq) = 8

(AN +CdN — CrM + ((2+ C)d+2C(1 + M)r — (1 + C)NS)a — (3Cr + (2 + C)S)a?)

(4.19)

det(DY)(a,y,) = %(N—i— a) (d - Sa) (dN —CrM +2(d+Cr(1+ M) —NS)a—3(Cr + S)a2>,

(4.20)
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respectivamente.

Recordemos que det(DY)(a, y,) = A1 A2, donde A1, A2 son los valores propios de DY (a, y,). Después
de un poco de trabajo algebraico, obtenemos que det(DY)(a, y,) se anula si (S, d) € I';UT'UA~L(0)UT3,
donde

CM
Ty = {(S,d) €R2|d= 7"}.

N

En cada una de estas curvas, la matriz DY (a,y,) tiene un valor propio que se anula. Entonces por los
lemas y tenemos que (S,d) € I'y UT'y corresponde a una bifurcacién transcritica que ocurre
en (1,0) y (M,0), respectivamente. Més aun, de y , (S,d) € SN € A~1(0) corresponde a
una bifurcacién silla nodo de los equilibrios en int(2). A su vez, si (S,d) € A71(0) \ SN entonces una
bifurcacién silla nodo ocurre para equilibrios que se encuentran fuera de 2. Finalmente, si (S,d) € I's
el determinante det(DY)(a,y,) = 0 para coordenadas negativas de y, < 0. Se obtiene que el signo
de det(DY)(a,y,) es contante en las regiones abiertas IT y III. Por lo tanto, eligiendo valores repre-
sentativos de parametros r = 1, M = 0.5, N = 2.07719 y C' = 7 obtenemos det(DY)(p+) > 0 para
(S,d) e ITUIIL, y det(DY)(p—) < 0 para (S,d) € IIL. Luego por la dependencia continua de det(DY")
con respecto a los parametros, el punto de equilibrio py es un nodo o un foco, y el equilibrio p_ es un
punto silla.
Por otro lado, definamos la funcion

H(S,d) =dN + CdN — CrM + ((2+ CO)d +2C(1 + M)r — (1 + C)NS)ay — (3Cr + (2 + C)S)a?,

(4.21)
donde a4 es la coordenada = del punto p; definida en (4.13)). Por lo tanto, de (4.19) tenemos que
H(S,d
tr(DY)(p+) = £ &
El teorema Hartman-Grobman nos permite resumir los hallazgos de esta seccién en el siguiente
teorema

Teorema 4.5.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen en el sistema :
1. Si (S,d) € 111, el equilibrio p— es un punto silla.
2. i (S,d) € ITUIIT) N H~1(0,00), el equilibrio py es un repulsor.
3. 8i (S,d) € ATUIIT) N H !(—00,0), el equilibrio py es un atractor.

En la siguiente seccién, veremos que la ecuacién H (S, d) = 0 define una bifurcacién de Hopf para el
equilibrio p4, la cual no se muestra en la figura Esta curva de bifurcacién de Hopf estd contenida en
las regiones IT y ITI, cruzando la recta I's y termina en la interseccién con la curva SN. Por lo tanto,
en este punto de interseccién tenemos que tr(DY)(a,yq,) = 0y DY (a,y,) = 0 simultdneamente, y el
equilibrio tiene un tinico valor propio repetido Ay = Ao = 0. Esta es una condicién necesaria para que
el sistema pase por una bifurcacién de Bogdanov-Takens [28] 29].

4.6. Cuencas de atraccién y condiciones de supervivencia

El andlisis local de los equilibrios en la seccién [£.4] muestra la existencia de varios fenémenos de
bifurcacién. Esta seccién amplia el andlisis de bifurcacién para incluir fenémenos globales tales como
conexiones homoclinicas y heteroclinicas. Mediante un cuidadoso estudio de las variedades invariantes
relevantes implicadas, también mostramos todos los posibles retratos de fase y cuencas de atraccién de
los objetos atractores.
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En lo que sigue, consideraremos S y d como pardmetros de continuacién, mientras se mantendran
fijos los pardmetros r = 1, M = 0.5, N = 2.07719 y C' = 7. Con estos valores se realiza un analisis
numérico de bifurcacién con AUTO.

1
a >
a | . b
0.8} I het, 22~ H-
IIa.1 Tb+
SNT
0.6 Th ]
SN,
0.4f BT |
Ta_
v
0.2} het_ 2N |
< 1Ia.1
% 02 04 06 08 1 12 14 16 1.8
S
0.56—
; (b) T,
0.54}
ITa.1 =
. & hom
0.52f het.
.7 SN,
0.5f Ta_~ 5
IIla.1 P v

0.48}
46}
046 BT

094 096 098 1 102 1.04 106 1.08 1.1 1.12

S

Figura 4.3: Diagrama de bifurcacién en el plano (5, d) obtenido por continuacién numérica en el panel (a).
El plano (S, d) ha sido fraccionado en varias regiones abiertas, separadas por curvas de bifurcacién silla nodo (SN),
transcritica (I'y y Te :=Ta_UTay UTb_UTby U{T,} U{SNT}), Hopf (H), homoclinica (hom) y heteroclinica
(het, het_). El panel (b) muestra un acercamiento de la seccién alrededor del punto Bogdanov-Takens BT y
el punto T}. Los valores de pardmetros r =1, M = 0.5, N = 2.07719 y C' = 7 se mantienen fijos.

La figura[d.3|(a) muestra el diagrama de bifurcacién de ([4.4)) en el plano (S, d). La figura[4.3(b) mues-
tra un acercamiento a una regiéon del mismo diagrama para distinguir mejor entre las diferentes curvas
de bifurcacién. Adicionalmente, en la figura[4.4] se muestra un bosquejo topolégicamente equivalente al
mismo diagrama de bifurcacién mostrado en la figura [£.3]
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4.6.1. Diagrama de bifurcaciéon

Todas las curvas de bifurcaciéon que han sido detectadas analiticamente en la seccién también
fueron encontradas numéricamente y se muestran en las figuras y en donde la notacién se man-
tiene. Para completar, comencemos resumiendo las bifurcaciones locales. La curva etiquetada como SN
corresponde a una bifurcacion silla-nodo definida analiticamente en (4.16f); por lo tanto, para cualquier
(S,d) € SN, los equilibrios p_ y p;+ coinciden. Una curva de bifurcacién de Hopf para p; etiquetada
como H y definida por , intercepta la curva SN en un punto Bogdanov-Takens BT

d I e Thy
R ITb
hety,”  I1a2 l SNT
’ Th_
I ;!
Ma1l [ Tox IITb
T . SN, [] p+eint(Q)
h
~ IIIa.3 v ‘ -
h P+, p- € int(Q
Ta— l' ‘~(31;n. - BT |:| )
het_,’ ST P+, p- ¢ int(Q)
IIla.1 ’ Y IIIa.2 SN_ n
(0,0) S

Figura 4.4: Bosquejo topolégico del diagrama de bifurcacion del sistema (4.4)) en el plano (9, d) obtenido por el
andlisis de la seccién [£.4] y la figura

Similarmente, la curva I'; corresponde a una bifurcacién transcritica definida por (4.17)). Més pre-
cisamente, si (5, d) cruza la curva I';, el equilibrio p; se mueve del primer cuadrante hacia el cuarto
cuadrante del plano (z,y) (o viceversa) a través del equilibrio (1,0). La curva

I'y=Ta_UTay UTb_ UTby U{T},} U{SNT},

definida originalmente en , esta formada por los segmentos T'a_, T'ay, Tb_ y Tb,. Del andlisis en
la seccién cada uno de estos segmentos corresponde a una bifurcacién transcritica: Si (S,d) cruza
la curva Ta_ UTay UTb_ U{T}}, el equilibrio p_ se mueve desde el primer cuadrante hacia el cuarto
cuadrante del plano (x,y) (o viceversa) a través del equilibrio (M, 0); a su vez, si (5, d) cruza el segmento
Tb., los equilibrios involucrados en la bifurcacién transcritica son py y (M, 0). La transicién ocurre en
el punto etiquetado como SNT € 'y N SN, el cual es también un punto final de la curva silla nodo SN.
Para (S,d) = SNT, los tres puntos de equilibrios p_, p1 y (M, 0) efectivamente coinciden en un tnico
punto.

Las figuras y también incluyen tres curvas de bifurcaciones globales. En general, estas curvas
no se pueden encontrar analiticamente, ni tampoco pueden ser detectadas por un estudio estandar de
valores propios y tienen que ser calculadas con herramientas computacionales avanzadas, como hemos
visto en el capitulo [3| Una curva de bifurcacién homoclinica etiquetada como hom emana desde el
punto BT. Para cualquier (S,d) € hom hay una 6rbita homoclinica al punto silla p_ uniendo el punto
p+. La curva hom termina en el punto T} C I's. Por otro lado, el segmento etiquetado como het
corresponde a la formacién de un ciclo heteroclinico entre (M, 0) y (1,0). La curva het puede ser vista
como la continuacién de una bifurcacién homoclinica hom que pasé por una bifurcacién transcritica
en (S,d) = Tp. Finalmente hay una tercera curva, etiquetada como het_, que emana desde T}, y
corresponde a una bifurcacién heteroclinica entre p_ y (1,0).
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4.6.2. Retratos de fase, separatrices y cuencas de atraccion

En definitiva, las curvas de bifurcacién en las figuras[4.3y[4.4 dividen el primer cuadrante del plano de
pardmetros (S, d) en varias regiones abiertas. El retrato de fase de (4.4)) cambia cualitativamente sélo si
los valores de pardmetros (5, d) se mueven desde una de esas regiones abiertas a otra diferente, cruzando
una curva de bifurcacién. A su vez, el comportamiento cualitativo de se mantiene topologicamente
igual si la variacién de pardmetros (S, d) no implica el paso a una regién diferente en el plano (S, d). En
las siguientes descripciones, § > 0 y € > 0 denotardn nimeros suficientemente pequenios.

0.04 - B

y (@
0.03 [- . I

(M, 0)
0.02 - N
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0.01 |
oL 1 1 1
0 M1 5 10 T 15
0.04 [~ T -
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0.02 [ i

W* (M, 0) P+
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oL | | T | 1 hd
0 0.2 0.4 M 0.6 0.8 z 1
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y (©)
0.03 ITa.2
0.02 |- ]
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y (d)
0.03 |- IIb
0.02 [ i
0.01 |- 1
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[]8a,0 [] 8w+ [ ] B(0,0)

Figura 4.5: Los retratos de fase (4.4)) para (S, d) = (0,4,0,8) € I en el panel (a), (S, d) = (1,0674,0,5384) € IIa.1
en el panel (b), (S,d) = (1,2773,0,65) € IIa.2 en el panel (c) y (S,d) = (1,3073,0,66) € IIb en el panel (d). El
c6digo de color indica diferentes cuencas de atraccién del espacio de fase.

La figura muestra retratos de fase representativos para la dindmica de cuando (S,d) € 1
(panel (a)), (S,d) € I1a.1 (panel (b)), (S,d) € I1a.2 (panel (c)), y (S,d) € IIb (panel (d)). Aprove-
chamos el Teorema de la Variedad Estable [28] 29] enunciado en el capitulo [2| seccién el cual dice
que W*(M,0) es tangente en (M,0) al espacio propio lineal E*(M,0). Por lo tanto, como vimos en el
capitulo |3} podemos aproximar W#(M,0) por la érbita que comienza en el espacio propio E*(M,0) a
una distancia ¢ suficientemente pequena del equilibrio (M, 0). Ademds, esta érbita se encuentra en una
vecindad-O(62) de W*(M,0). En nuestro caso, consideramos § = 107°.

En la figura [£.5] el c6digo de color indica las diferentes cuencas de atraccién en el espacio de fase.
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La cuenca de atraccién del origen B(0,0) es blanca, la regién gris corresponde a B(1,0), y la regién
celeste es B(p;). La figura es util porque muestra claramente todas las subdivisiones de las cuencas
de atraccién y sus fronteras asociadas. Por ejemplo, en las regiones I y IIa.1, la variedad W*(M,0)
en color azul emerge como la separatriz de B(0,0); en la regién IIa.2, la frontera es un ciclo limite
inestable (curva roja en la figura (c)); y en la region IlIb, el tinico atractor es el origen y, por lo tanto,
B(0,0) sélo tiene como frontera los ejes coordenados. Sin embargo, la cuestién de cémo estas cuencas y
separatrices se extienden en el plano de fase para valores mas grandes de ambas poblaciones ain no se
ha respondido. La ﬁgura muestra un bosquejo topolégico de diferentes retratos de fase de en el
primer cuadrante compactificado cuando (S, d) € I (panel (a)), (S,d) € ITa.1 (panel (b)), (S,d) € het
(panel (¢)), (S,d) € I1a.2 (panel (d)), (S,d) € IIb (panel (e)) y (S,d) € IV (panel (f)). Estos bosquejos
topolégicos son el resultado de incorporar los resultados de la dindmica de en el infinito de la
seccion mds un andlisis cuidadoso de las consecuencias de los fendmenos de bifurcaciones de las

figuras [4.3] y

y (a) y ® v ©)
I IIa.1 W (A.0) het
W* (M, 0) W (M, 0)
0 (M, 0) (1,0) T 0 (M,0) (1,0) T 0 (M,0) (1,0) =
v @ Y (e) y f)
IIa.2 IIb IV
W* (M, 0)
/GD
W*(M,0)
0 (M,O) (1,0) z 0 (M,D) (1,0) x 0 (M,D) (1,0) z

[]80,0) BEES []s0,0

Figura 4.6: Bosquejos topolégicos de los retratos de fase en la compactificacién de 1) y sus cuencas de
atraccién, cuando (S, d) € I (panel (a)), (S,d) € ITIa.1 (panel (b)), (S,d) € het (panel (c)), (S,d) € IIa.2 (panel
(d)), (S,d) € IIb (panel (e)) y (S,d) € IV (panel (f)).

Veamos ahora los diferentes retratos, las cuencas de atraccién y sus fronteras con mas detalle. Si
d > S entonces (5,d) € Iy la variedad estable W*(M,0) forma la frontera entre la cuenca de atracciéon
del origen B(0) y la cuenca B(1,0) del atractor (1,0). Como no hay otros equilibrios en €, se deduce
del andlisis en la seccion que W*(M,0) se extiende al infinito para ¢t — —oo. Demostraremos a
continuacién que, en nuestro escenario, W*(M, 0) tiene que extenderse hasta el equilibrio en el infinito
ubicado en y = 0 a medida que x — oo; ver figura [4.6[a). Si d = S entonces (S,d) € T'1 y el retrato de
fase (no mostrado) es cualitativamente equivalente a la figura [£.6/(a). En la figura[d.6[b), sid =S —€y
(S,d) € IIa.1, hay un punto de equilibrio atractor p4 en el primer cuadrante. La cuenca de atraccién
B(p+) puede verse como una continuacién de B(1,0) luego de la bifurcacién transcritica en I'y cuando
d = S; en este caso, W*(M, 0) se transforma en la frontera entre B(p4.) y B(0). Como W*(M, 0) converge
al infinito cuando t — —oo, la cuenca B(p4.) es no acotada. A medida que (.5, d) se mueve hacia la curva
het desde la regién ITa.1, la separatriz W#(M,0) se acerca al punto silla (1,0). En el limite cuando
(S,d) € het, en la figuraft.6|(c), la variedad estable W*(M,0) une los equilibrios (M, 0) con (1,0) para
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formar un ciclo heteroclinico. Simultaneamente, la cuenca B(p4) se transforma en un conjunto acotado.
A medida que (S,d) entra a la regién ITa.2 cruzando la curva het., en la figura [4.6(d), se bifurca un
ciclo lfmite inestable. La formacién del ciclo heteroclinico en la figura [£.6](c) es la consecuencia de la
interseccién transversal de W#*(M,0) con la variedad inestable unidimensional W*"(1,0). De hecho, a
medida que el pardmetro (S,d) cruza la curva het, desde la regién ITa.1 hacia ITa.2 (o viceversa),
ambas variedades invariantes intercambian su posicién relativa. Del teorema de Flujo tabular [64] se
deduce que la interseccién de W#*(M,0) con W*(1,0) es posible sélo si, para (S,d) € ITa.1, W*(M,0)
se extiende al equilibrio en el infinito para y = 0 a medida que z — co. De la dependencia continua del
flujo bajo variacién de parametros, la misma proposicién acerca de W#*(M,0) se cumple para la regién
I

La 6rbita periddica en la figura [4.6[(d) forma la frontera de la cuenca del atractor p,. Este ciclo
limite inestable desaparece en una bifurcaciéon de Hopf subcritica cuando (S,d) € H y por lo tanto, si
(S,d) € IIb, en la figura [4.6]e), el equilibrio p_ es ahora un repulsor. Finalmente, en la figura [4.6(f), si
(S,d) entra a la regién I'V al cruzar el segmento 70, el punto p_ se mueve al cuarto cuadrante y no hay
equilibrios en el interior del primer cuadrante; el inico atractor del sistema es el origen. En particular,
si (S,d) € Thy el retrato de fase es cualitativo al de la figura [4.6{f).

Yy (a) Y lgb)t Y ()
s IIla.1 et_ IIIa.2
i) W)
p- P+ P Py p-[ P+
VV\S(Z’—)
0 (M, 0) (1,0) T 0 (M,0) (o) * 0 (M, 0) (1,00 =
Y () Y )
hom IITb
/)
W) W*(p_)
0 (M,0) (1,0) <« (1,0) = 0 (M,0) (1,00 =

[ ]50,0)

Figura 4.7: Bosquejos topolégicos de los retratos de fase en la compactificacién de (4.4) y sus cuencas de
atraccién, cuando (S,d) € IIIa.1 (panel (a)), (S,d) € het_ (panel (b)), (S,d) € IIIa.2 (panel (¢)), (S,d) € hom
(panel (d)), (S,d) € IIIa.3 (panel (e)) y (S,d) € IIIb (panel (f)).

Del mismo modo, la figura muestra bosquejos topoldgicos de los diferentes retratos de fase del
sistema cuando (5,d) € ITIa.1 (panel (a)), (S,d) € het_ (panel (b)), (S,d) € IIIa.2 (panel (c)),
(S,d) € hom (panel (d)), (S,d) € IIIa.3 (panel (e)) y (S,d) € IIIb (panel (f)). En la figura [1.7(a),
cuando (S,d) € ITIa.1, el equilibrio py es un atractor, al igual que en la regién ITa.1 de la figura[d.6/(b),
pero ahora también se encuentra en € el punto silla p_. La variedad estable W?*(p_) separa B(p4)
de B(0) y ambas cuencas de atraccién son no acotadas. Si (S,d) € het_, en la figura [4.7(b), la rama
superior de W*#(p_) forma una conexién heteroclinica entre p_ y (1,0); esto obliga a B(p4+.) a convertirse
en un conjunto acotado al igual que en la transicién heteroclinica en het; en la figura[4.6(c). A medida
que (S, d) cruza het_ hacia la regién ITIa.2 en la figura [4.7)(c) la conexién heteroclinica se rompe. En
particular, por un razonamiento analogo a los mencionados para la region I, se deduce que en la regién
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ITIa.1 la variedad estable W*(p_) converge (¢t < 0) al equilibrio en el infinito situado en y = 0 a medida
que x — oo. Cuando (S,d) se acerca a la curva hom y la rama superior de W*(p_) se mueve cada
vez mas cerca del lado derecho de W"(p_), el drea de la cuenca B(py) se reduce. En el limite, cuando
(S,d) € hom en la[4.7(d), una érbita homoclinica a p_ se transforma en la frontera de la cuenca del
atractor p4. Como consecuencia, si (S, d) cruza hacia la regién ITIa.3 en la figura (e), un ciclo limite
inestable se bifurca y se transforma en la frontera de B(p4). Finalmente, en la figura (f), este ciclo
desaparece con la bifurcacién de Hopf subcritica cuando (S, d) cruza la curva hom hacia la regién ITIb.

A fin de brindar un andlisis completo, desde la dependencia continua de la dindmica con respecto
a la variacion de parametros, es facil verificar que el retrato de fase correspondiente al segmento Ta_
es cualitativamente como el de la figura (b) Del mismo modo, el retrato de fase correspondiente
al segmento Tb_ es cualitativamente como el de la figura (e); el retrato de fase correspondiente al
segmento Tb, es cualitativamente como el de la figura (f); y el retrato de fase correspondiente al
punto 7}, es cualitativo al de la figura[4.6|c). Por otro lado, si (S,d) € SN_U SNy, los puntos p; = p_
coinciden en un equilibrio parcialmente hiperbdlico. Si (S,d) € SN_, el equilibrio tiene una variedad
estable unidimensional W*(p. ) el cual separa las cuencas B(p+) y B(0,0).

Las figuras y son también tutiles para determinar los posibles escenarios de supervivencia y
coexistencia. Por ejemplo, la supervivencia a largo plazo de ambas especies puede ocurrir sélo si los
parametros (S, d) estan en aquellos conjuntos donde p; existe y tiene alguna cuenca de atraccién no
vacia, es decir, si (S,d) € ITa.1Uhety UTa_ U{T};} UITIa.1 Uhet_ UIIla.2 Uhom UIIIa.3. En todos
estos casos, el umbral Allee es la frontera en comun entre B(0,0) y B(p+ ). Este hecho resalta lo relevante
que es encontrar la frontera de la cuenca B(p4) para determinar las condiciones de coexistencia. Otro
tipo de situacion a largo plazo puede ocurrir si (S, d) € IIb U ITIb UIV. En este caso, cualquier érbita
genérica en () converge al origen conduciendo a ambas especies a la extincidn; la excepcién es W#(M, 0)
en las regiones ITb y ITIb. Por lo tanto, si (S,d) € IIb UIIIb UIV, no hay un umbral Allee en int(£2).
El escenario final ocurre si (5, d) € I: una condicién inicial en B(1,0) conduce a la supervivencia a largo
plazo de la especie de las presas y la extincién de los depredadores.

Notemos que las rutinas numéricas implementadas en AUTO para verificar las no degeneraciones en
bifurcaciones nos permiten extender nuestros hallazgos a un conjunto abierto de parametros alrededor
de aquello que hemos considerado; ver también [63]. Esto nos permite resumir nuestros resultados de la
siguiente manera

Resultado 1. Eziste un conjunto abierto de pardmetros cercanos a (r, M, N,C) = (1,0.5,2.07719,7)

tal que el diagrama de bifurcacion de es topoldgicamente equivalente al de las figuras Y .
Mas ain, el umbral Allee en int(Q) satisface lo siguiente

1. Si (S,d) € TUT'1, el umbral Allee corresponde a la frontera en comin entre B(0,0) y B(1,0). Mds
aun, corresponde a la variedad estable W*(M,0) del punto (M,0).

2. Si(S,d) e IlIa.l1Uhet; UTa_ U{T,} UIIla.1 Uhet_ UIITa.2UIIa.2 Uhom UIlTa.3USN_,
el umbral Allee corresponde a la frontera en comin entre B(0,0) y B(ps). Mds ain,

a) Si (5,d) € Ila.1 Uhet, UTa_ U {Ty}, el umbral Allee corresponde a la variedad estable
W#(M,0) del punto (M,0).

b) Si (S,d) € IITa.1 Uhet_ UIIIa.2, el umbral Allee corresponde a la variedad estable W*(p_)
del punto p_.

c) Si (5,d) € ITa.2 UIIla.3, el umbral Allee corresponde al ciclo limite inestable que rodea al
punto p4.
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d) Si (S,d) € hom, el umbra Allee corresponde a la drbita homoclinica del punto silla p—.

e) Si(S,d) € SN_, el umbral Allee corresponde a la variedad estable W*(py) del punto parcial-
mente hiperbolico p; = p—_.

4.7. Conclusiones

Hemos investigado la naturaleza del umbral Allee y las cuencas de atraccién en modelo de depre-
dacién con efecto Allee doble. La caracteristica principal del modelo es que el doble efecto Allee esta
presente en la especie de las presas y que la poblacién de depredadores muestra un comportamiento
de competencia. Todo el analisis se ha realizado en un sistema cualitativamente equivalente al original
que se obtuvo mediante un cambio adecuado de coordenadas y un reescalamiento del tiempo y una
reparametrizacién invertible. Probamos que el modelo estd bien formulado en el sentido de que cada
trayectoria que comienza desde una condicién inicial realista permanece acotada en el primer cuadrante
Q. Este resultado se obtuvo mostrando que los ejes coordenados son invariantes y estudiando el com-
portamiento en el infinito mediante una compactificaciéon de Poincaré. En particular, hicimos uso de la
técnica de blow-up para desingularizar los puntos de equilibrio en el infinito que eran no hiperbélicos y
probar que ninguna 6rbita (realista) puede converger al infinito en tiempo positivo.

Nuestro modelo puede llegar a tener hasta cinco puntos de equilibrio en el primer cuadrante. El origen
(0,0) siempre es un equilibrio atractor que promueve la posibilidad de extincién de ambas poblaciones.
El punto (M, 0) es siempre un equilibrio en . Aqui, 0 < M = 7' < 1 es el pardmetro Allee reescalado;
M mide la proporcién del pardmetro Allee original m sobre la capacidad de carga k. Nuestros hallazgos
muestran que el equilibrio (M, 0) es un repulsor si d — ms < 0; en este caso, la tasa de mortalidad del
depredador d es mas pequena que el producto de m y la tasa de crecimiento s del depredador. En el
caso opuesto, es decir, d — ms > 0, el punto (M,0) es un equilibrio tipo silla. Por otro lado, el punto
(1,0) es una silla si d < sk. Por lo tanto, si la tasa de mortalidad de la poblacién de depredadores d es
mas grande que el producto entre la tasa de crecimiento del depredador s y la capacidad de carga del
sistema k, el equilibrio (1,0) es estable.

Los dos equilibrios p4 y p— corresponden a estados asintéticos con coordenadas positivas. Encontra-
mos condiciones analiticas para que existan estos equilibrios en el interior del primer cuadrante. Adem4s,
damos una representacién geométrica de estas condiciones algebraicas que nos dice cudntos equilibrios
positivos permite el sistema segiin los valores de los parametros d y S = sk. Mas concretamente, el
plano (S, d) estd dividido en cuatro regiones I — IV. Si (S,d) € INIV el sistema no tiene equilibrios
positivos; en la region II, sélo esta el equilibrio p4 ; y en la regién III, estdn ambos equilibrios p; y
p—. Mas ain, la frontera entre las regiones I11 y IV determina una curva de bifurcacién silla nodo. Por
otro lado, la frontera entre I y IT es una curva de bifurcacién transcritica, al igual que la frontera entre
IT y III, y entre II y I'V. La estabilidad local de los equilibrios p; y p— también ha sido descrita: por
ejemplo, en la region III, el punto p_ es un equilibrio tipo silla. A su vez, el punto p4 cambia de esta-
bilidad en la curva de bifurcacion de Hopf H que esta contenida en las regiones II y ITI. Es un hallazgo
interesante que todas estas condiciones analiticas para la existencia y estabilidad de equilibrios positivos
implican expresiones algebraicas que dependen de todos los parametros. En particular, el pardmetro n
que corresponde al segundo efecto Allee sobre las presas, aparece explicitamente en su forma reescalada
N = %, es decir, como la relacién entre n y la capacidad de carga de las presas.

Todos estos resultados analiticos son complementados con un andlisis de bifurcacion hecho por el
paquete de continuacién AUTO [34]. Esto nos permite obtener un diagrama de bifurcacién completo,
mostrando los fenémenos locales y globales en las figuras y En particular, identificamos tres
puntos de codimension dos que actiian como centros de organizacién para la dindmica. El primero es
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un punto Bogdanov-Takens en la curva de bifurcacion silla nodo. Una curva de bifurcacion homoclinica
hom emana desde este punto Bogdanov-Takens. El segundo punto de codimensién dos es un punto
heteroclinico transcritico Tj: este punto es efectivamente el punto de encuentro de cuatro curvas de
bifurcacién: una curva de bifurcacién transcritica, la curva hom y dos curvas de bifurcacion homoclinica
en las regiones II y III. El tercer punto de organizacién, denotado SNT, indica la ocurrencia simultéanea
de una bifurcacién silla nodo entre p_ y p4 y una curva de bifurcacién transcritica en (M, 0) en lo que
es, efectivamente, una colision de tres equilibrios en el eje x.

El anélisis de bifurcacién combinado con nuestro conocimiento de la dindmica en el infinito, nos
permiten identificar los mecanismos matematicos que producen una reorganizacién del espacio de fase.
De hecho, un analisis de las variedades invariantes en el primer cuadrante revela como las cuencas de
atraccion se reorganizan bajo la variacién de pardametros. Mas concretamente, identificamos todas las
cuencas de atraccion en €2 y tres posibles escenarios para el umbral Allee. Especificamente, la frontera de
la cuenca de atraccién del origen (es decir, el equilibrio de extincién) puede corresponder ya sea a (i) la
variedad estable de un equilibrio tipo silla, (ii) un ciclo limite o (iii) una 6rbita homoclinica. Este es uno
de los aspectos mas destacados de este trabajo, es decir, a partir de criterios analiticos y geométricos,
poder determinar los posibles escenarios ecolégicos de supervivencia, coexistencia o extincién de las
dos poblaciones en funcién de los valores de los pardmetros del modelo. Por ejemplo, en el caso (i), el
estado inicial de las poblaciones debe estar mas alld de la variedad estable unidimensional para evitar
la extincién y converger al equilibrio p4.. En el caso (ii), hay un ciclo inestable donde ambas poblaciones
oscilan en el tiempo, que sirve como umbral de supervivencia. Finalmente, en el tercer escenario, el
umbral Allee es una solucién que converge al equilibrio p_ tanto para el futuro como para el pasado.

Notemos que nuestra descripcion de las fronteras de las cuencas de atraccion es consistente: Consi-
deremos cualquier camino cerrado en el plano (5, d) en las figuras y y elijamos un punto inicial
arbitrario en este circuito desde el cual (S, d) comience a moverse; entonces, independientemente de las
curvas de bifurcacién que cruce el punto (S, d) a lo largo de este camino, los retratos de fase resultantes
al inicio y al final del circuito son siempre los mismos. Ademés, aunque algunas curvas de bifurcacién se
hayan encontrado numéricamente, nuestro diagrama de bifurcacién es minimal en el sentido de que no se
necesita una bifurcacién adicional para explicar la transicién (o transiciones) entre dos retratos de fase.
Por lo tanto, el comportamiento a largo plazo de las poblaciones y su dependencia de los pardmetros
del modelo se pueden comprender completamente a partir de las figuras y 4
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Capitulo 5

Modelo de propagacion de Wolbachia
en poblacion de Aedes aegypti para
disminuir el contagio del dengue

El dengue es una enfermedad infecciosa causada por un virus que es transmitida por mosquitos,
principalmente por el Aedes aegypti. La infecciéon causa sintomas gripales, y en ocasiones evoluciona
hasta convertirse en un cuadro potencialmente mortal, llamado dengue grave o dengue hemorrigico
[65]. Es una infeccién muy extendida que se presenta en todas las regiones de clima tropical del planeta.
En los ultimos afios la transmisién ha aumentado de manera predominante en zonas urbanas y se
ha convertido en un importante problema de salud publica. En la actualidad, mas de la mitad de la
poblacion mundial esta en riesgo de contraer la enfermedad y es por esto que la prevencién y el control
del dengue ha sido un tema de importancia internacional [66].

El control de la propagacién del dengue mediante la introduccién de la bacteria Wolbachia en la
poblacién de mosquitos Aedes aegypti es actualmente una de las herramientas mas prometedoras para
la eliminacion del dengue, debido al hecho de que esta bacteria reduce drasticamente la transmisibilidad
del dengue. Para lograr los resultados deseados, se requiere una planificacién cuidadosa para determinar
el nimero de individuos con Wolbachia que es necesario introducir en la poblaciéon natural de mosquitos.
Se espera que los mosquitos infectados con Wolbachia remplacen totalmente la poblaciéon de mosquitos
sin Wolbachia para garantizar una proteccién permanente contra la transmisién del dengue a humanos.
Entonces en este capitulo se estudia un modelo de propagacion en la forma de ecuaciones diferenciales
parciales del tipo reaccion difusiéon que describe los aspectos fundamentales de la competencia entre
mosquitos con Wolbachia y mosquitos sin Wolbachia y se busca conocer las condiciones iniciales que
convergen a puntos de equilibrio con poblaciones de mosquitos infectados positivas. Esta capitulo se
basa es un modelo de dindmica poblacional bidimensional sin difusion espacial, de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias de interaccién entre mosquitos Aedes aegypti silvestres y aquellos infectados con la
cepa wMelPop Wolbachia, que compiten por los mismos recursos vitales (alimentos, criaderos, etc.) y
comparten la misma localidad. Este modelo fue propuesto por Campo-Duarte et al. [27].

5.1. Wolbachia como una herramienta de control

Los arbovirus son virus transmitidos a los humanos por artrépodos, como el mosquito. La especie
de mosquito Aedes aegypti es un mosquito invasor ampliamente distribuido en las zonas urbanas y
semiurbanas de todas las regiones tropicales y subtropicales de todo el mundo [67]. La presencia y
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abundancia de esta especie de mosquito se correlaciona fuertemente con la persistencia y la proliferacién
de diferentes infecciones por arbovirus, como la fiebre amarilla, el dengue, el chikungunya y el zika. El
virus es transmitido por las hembras de Aedes aegypti cuando se alimentan con sangre tomada de
individuos humanos.

Recientemente se ha propuesto la liberacion de mosquitos hembras Aedes aegypti infectados por
la bacteria Wolbachia como una estrategia prometedora para controlar el dengue y la chikungunya,
debido al hecho de que esta bacteria reduce drasticamente la transmisibilidad de diferentes infecciones
arbovirales cuando sus transmisores la portan [68], [69] [70} [71], haciendo que los mosquitos no puedan
infectarse de dengue, ya que incrementa los periodos de incubacion del virus o simplemente bloquea el
virus.

La bacteria Wolbachia es un género de bacterias que es un parasito intracelular comin de muchas
especies de artropodos y se encuentra a menudo en mosquitos antropéfilos como Aedes albopictus o
Culex quinquefasciatus, pero no hay ningun registro de Aedes aegypti infectado naturalmente por esta
bacteria [72]. La propagacién de la infeccién por Wolbachia entre la poblacién silvestre de mosquitos
se puede lograr mediante liberaciones de campo a gran escala de portadores de Wolbachia en alguna
localidad objetivo. Tales portadores de Wolbachia se “cultivan” en condiciones de laboratorio a través
de la reproduccién artificial de huevos de mosquitos, que se infectan deliberadamente con el patégeno
Wolbachia tomado de otras especies de insectos [73].

El programa internacional Eliminate Dengue [74] estd actualmente probando en el campo esta
estrategia en 12 paises y ha tenido éxito en Australia [75], Vietnam e Indonesia, en donde la introduccién
de un nimero de mosquitos infectados con Wolbachia en la poblacién desencadend un brote de Wolbachia
cuyo resultado fue la fijacién de las bacterias en la poblacién, con méas del 90 % de prevalencia con cepas
wMel y wMelPop después de 10 meses desde su liberacion. Ademas, la liberacién de mosquitos infectados
con Wolbachia tiene la ventaja de ser segura para los humanos y el medio ambiente y econdémica
en comparacién con otras estrategias de control [76], ademds de ofrecer proteccién contra posteriores
reinvasiones con mosquitos silvestres provenientes de otra localidad.

5.2. Formulacion del modelo sin difusion espacial de mosquitos

A continuacién se mostraran algunos resultados obtenidos por Campo-Duarte et al. [27] de un modelo
bidimensional sin difusién espacial, el cual sera de vital importancia para esta memoria, ya que es éste
el modelo que se extendera al considerar difusién espacial de los mosquitos. Una de las caracteristicas
principales de la Wolbachia es la transmisién vertical y la incompatibilidad citoplasmatica [74]. La
transmisién vertical corresponde a la transmisiéon de madre a descendencia, no hay transmisién por
contacto y las hembras infectadas tienen descendencia infectada. La incompatibilidad citoplasmatica
ocurre cuando una hembra no infectada por Wolbachia tiene descendencia con un macho infectado con
Wolbachia, y estos huevos son estériles. Estas caracteristicas estan representadas en la Tabla

Descendencia de Aedes Aegypti
Adultos H Infectado ¢ ‘ No infectado ¢
Infectado & Infectado | Huevos estériles
No infectado o || Infectado No infectado

Tabla 5.1: Incompatibilidad citopldsmica y transmision vertical de la bacteria Wolbachia. Se indica el estado de
la descendencia, dependiendo del estado de los padres.

Notemos que la incompatibilidad citoplasmatica ademds facilita la propagacién de la infecciéon por
Wolbachia en poblaciones de insectos silvestres al conferir una cierta ventaja reproductiva a las hembras
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que portan Wolbachia en la produccién de descendencia viable.

Tomando como base un modelo de competencia y anadiendo la propiedad de biestabilidad de-
pendiente de la frecuencia inducida por el fenotipo reproductivo de incompatibilidad citoplasmatica,
Campo-Duarte et al. [27] proponen el siguiente modelo para la dindmica de la poblacién e interaccién

de hembras Aedes aegypti infectadas con Wolbachia (W) con hembras Aedes aegypti silvestres que estan
libres de la bacteria (F)

F= {qu - []Z(F + W)] F (;0 - 1) — 0pF, (5.1a)
W= [\I/W— ?;VV(F+W)} W — sy W. (5.1b)

El pardmetro ¥ > 0 denota la tasa de nacimientos de nuevos mosquitos, R = ¥ — § > 0 representa
la tasa de crecimiento intrinseco, 6 > 0 es la tasa de mortalidad natural de mosquitos, K denota la

capacidad de carga del sistema. Para todos los parametros los subindices F' son para mosquitos silvestres

y W para mosquitos con Wolbachia. El pardmetro K presente en el término <KL0 — 1) en la ecuacién

(5.1a)) esta relacionado con la incompatibilidad citoplasmaética, lo cual se explicard mas adelante.

Hay ciertas consideraciones que tomar en cuenta con respecto a los parametros de (5.1). La cepa
wMelPop Wolbachia reduce considerablemente la aptitud individual de los portadores de Wolbachia y
esto se refleja en la siguiente relacién entre los pardmetros relacionados con los mosquitos

Uy < Up, Rw < Rp, ow > op, Kw < Kp. (5.2)

Las condiciones ([5.2)) establecen que los mosquitos no infectados son més fértiles y viven més tiempo
que sus coetdneos infectados y que la bacteria Wolbachia reduce la densidad del mosquito en estado
estacionario [77].

La ecuacién ([5.1a)) tiene comportamiento “casi” logistico en la ausencia de portadores de Wolba-
chia (con W(t) = 0). Los términos entre corchetes en ([5.1)) representan la competencia por los mismos
recursos entre hembras silvestres y hembras con Wolbachia, lo que concuerda con los modelos tradicio-

nales de competencia (ver por ejemplo [7]). Ademds, la ecuacién (5.1a)) también incluye el término de

depensacién critica (KLO — 1) en la parte de reclutamiento, que se vuelve negativo cuando F(t) < Ky

y se mantiene positivo para F(t) > Kj. En el contexto del modelo de competencia , el término de
depensacién que se introduce es para expresar el efecto que el fenotipo reproductivo de incompatibilidad
citoclasmatica puede tener en el resultado final de la competencia. La depensacion a menudo se refiere
al llamado efecto Allee, que basicamente afirma que una aptitud individual promedio tiende a disminuir
cuando la densidad de la poblacién se encuentra bajo cierto umbral. Este umbral puede expresarse
en el modelo de competencia introduciendo el concepto de “tamano minimo de poblacién viable” de
hembras no infectadas, el cual se denota mas adelante por K} en la ecuacion y se puede definir
explicitamente por los parametros del modelo Kr, Ky, Vr v §r. Como la presencia de este umbral esta
modelado por el término de depensacién en , entonces sélo F'(t) presenta el efecto Allee a pesar
de su mejor aptitud individual descrita por , siendo incapaz de sostener la competencia con W (t)
para ciertas condiciones iniciales.
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El umbral de tamano minimo de poblacién viable K; puede ser estimado a partir de Ky, méas atn,
K, > Ky como veremos méas adelante. De acuerdo con la ecuacién ([5.1al), el crecimiento instantaneo de
mosquitos no infectados F' se vuelve negativo cuando F(t) < Kj y es positivo cuando F(t) > Kj.

Campo-Duarte et al. [27] muestran que el sistema (5.1)) cuenta con cinco puntos de equilibrios, los
cuales son

To = (O’O)a I = (OvKW)a T2 = (FC,WC)¢ (53)
$3:(Kb,0), Ty = (K*,O),

donde K, K, F. y W, vienen dados por las siguientes expresiones

K= RpKo+ UpKp — VA o Ko (Yp(Kp— Kw)+6r(Kr+ Kw))
b 2Ry ’ ¢ Vp(Kr — Kw) + 0pKw ’
K UK A
K= Ir °+2§ L R
F

con A = (RpKo + VpKp)? —4RpKoKp(Vp + dp) > 0 y donde K; > 0 indica el tamafio minimo
de poblacién viable de mosquitos no infectados y K, > Kp. Luego Campo-Duarte et al. [27] realizan
un andlisis de estabilidad local haciendo un estudio de los valores propios de manera analitica para el
punto de equilibrio z9 y utilizando el método Monte Carlo para hacer un cdlculo numérico de los valores
propios para el resto de los puntos de equilibrio, utilizando los valores de pardmetros referenciales de la
tabla Para complementar, en esta memoria se realizé un nuevo retrato de fase del sistema que se
muestra en la figura 5.1} utilizando los valores de pardmetro de la tabla

W

300 |-

250

200

AANNANINANN AN

150

AN AANNANMNAANANNNAN
| | | || | | | |

(¥

100

50 |

A A 2

1
0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 F
Figura 5.1: Retrato de fase del sistema (5.1)) en el plano (F,W). La variedad estable de x5 es representada por

la curva en azul, y la inestable en rojo. La cuenca de atraccion de x; es la regién naranja y la cuenca de atraccién
de x4 es la regién celeste.
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En la figura[5.1] la curva de la variedad estable de x5 estd en azul y la inestable en rojo. Las cuencas
de atraccion de x1 y x4 son las regiones naranja y celeste respectivamente. Ademas, con respecto a la
estabilidad de los puntos de equilibrio se cumple lo siguiente

i. Hay dos puntos silla, xy representando la extincién de ambas especies y x2, que es la coexistencia
inestable de ambas especies.

ii. Hay un nodo repulsor x3, representando la extincion de mosquitos con Wolbachia.

iv. Hay dos nodos atractores z; y x4. Cuando t — oo se alcanza uno de los dos puntos de equilibrio,
dependiendo de las condiciones iniciales. Si (F'(0), W(0)) estd al lado derecho de W*(x3), en la
region azul del retrato de fase entonces se alcanza el equilibrio z4 lo que significa que los
mosquitos con Wolbachia se extinguen y persisten los mosquitos no infectados. En cambio, si
(F(0),W(0)) esta al lado izquierdode W#*(x2), en la regién anaranjada del retrato de fase se
alcanza el equilibrio x1, lo que significa que los mosquitos con Wolbachia persisten en el tiempo y
los mosquitos no infectados se extinguen.

’ Parametros ‘ Valores

Uy 0.32667
S 0.03333
Kw 300
Kp 374

K, 30

Rw 0.14667

Tabla 5.2: Valores de pardmetros referenciales, obtenidos por Campo-Duarte et al. [27].

El sistema dinamico es competitivo, eso significa que al aumentar el tamano de cualquiera
de las poblaciones, tiende a decrecer la tasa de crecimiento de la otra poblacién. De acuerdo con este
principio, dos especies (o subpoblaciones) que compiten por los mismos recursos no pueden coexistir (o
coexisten de manera inestable), y solo una de ellas finalmente debe persistir en la localidad. Es decir,
el sistema, exhibe biestabilidad, lo que se ve reflejado en dos cuencas de atraccion en el retrato de
fase del sistema, cada una para una especie en ausencia de la otra. Ver figura [5.1

Finalmente, Campo-Duarte et al. [27] demuestran que el resultado final de la competencia depende
esencialmente de la frecuencia de la infeccién por Wolbachia. Las hembras infectadas con Wolbachia,
a pesar de su menor aptitud individual, tienen més posibilidades de producir descendencia viable que
sus coetaneos no infectados debido al fenotipo de incompatibilidad citoplasmica inducida por la infec-
ciéon por Wolbachia, mostrando que la coexistencia de dos subpoblaciones de mosquitos es inestable.
Ademas, Campo-Duarte et al. [27] aplican un enfoque de control éptimo con un criterio de optimizacién
que busca minimizar el tiempo total de la implementacién junto con sus costos subyacentes y con ésto
disenan programas de intervencién de control basados en la liberacién periédica de mosquitos hembras
infectadas con Wolbachia para establecer la infeccién wMelPop Wolbachia en la localidad objetivo, ga-
rantizando el reemplazo de la poblacién con mosquitos infectados con Wolbachia a pesar de su efecto
negativo sobre la aptitud individual del mosquito.
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5.3. Modelo con difusion espacial

Como vimos en la seccién podemos considerar una extensién natural del modelo (5.1)), tomando
en cuenta que la poblacién se dispersa por difusion lineal. Entonces se puede obtener un modelo con
propagacién espacial unidimensional, agregando a (5.1)) difusién en un dominio acotado = € Q@ = [0, s] y
factorizando de manera conveniente, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales parciales

OF R F o2F
oF — (wp— f2(F+W)) F (£ = 1) = 0pF + Dp%%,

(5.4)
Bt = Ry (Kw — F = W)Rw + Dw 5

w 922
donde las constantes de difusién Dp, Dy para mosquitos sin Wolbachia y con Wolbachia respectivamen-
te, son todas positivas. Estas constantes nos indican que tan eficientemente los individuos se dispersan
en el tiempo y espacio, y si hacemos Dr = Dy, = 0 recobramos el sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias original donde no hay difusion espacial de individuos. Dado que las hembras infectadas
con Wolbachia tienen una menor aptitud individual, se asumird que Dy < Dp. Ademas, para se
consideran las siguientes condiciones de frontera

oF ow

%’xeaﬂ - %’xeag =0,

las cuales nos indican que no hay flujo de individuos en 952, es decir, los mosquitos no salen ni entran
del dominio 2. Como hemos visto en la seccion [1.1.1] esta clase de condiciones de borde se satisfacen
con soluciones del tipo de frente de ondas, las cuales seran de nuestro principal interés.

Para disminuir la cantidad de variables y adimensionalizar el sistema, se considera el siguiente cambio
de coordenadas y parametros dados por

D D 2
By p="W g=2

— x t
X o 9 )
Dr Dr

s 75

obteniéndose el siguiente sistema de EDP normalizado

oF R F 0%F
5.5
ow 144 2w

o = Sy (Kw = F = W)Rw + D57,
con dominio x € Q* = [0, 1]. Notemos que el pardmetro D cumple que 0 < D < 1 y ahora el tamano
del dominio queda explicitamente representado por el pardmetro S en (j5.5)). Este es el modelo que nos
ayudard a responder la pregunta de cémo se propagan los mosquitos Aedes aegypti silvestres e infectados
con Wolbachia en el tiempo y el espacio. Al igual como vimos en la seccién la dispersién de insectos
puede verse como un fenémeno de frente de onda, y es por eso que estamos buscando soluciones del tipo
de onda viajera para el sistema ([5.5). Ademds, recordando que si una solucién del tipo de onda viajera
existe, entonces puede ser escrita como en ([1.4]), entonces se considera el cambio

F(z,t) = F(x — ct) = F(z), W(x,t) = W(x —ct) =W (z), (5.6)
z=x —ct,

donde ¢ > 0 es la velocidad de la onda. Entonces sustituyendo (5.6)) en (5.5) se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias de segundo orden:
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—cF:S(\IIF—%(FJrW))F(KLO—l)—S(SFF+F, -
. . 5.7
—cW = S¢%(Kw — F = W)Rw + DW,

y finalmente podemos escribir ([5.7)) como un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales de primer orden
dF _

dz VF7

aw __
W_VVIU

4V :SéFF—ch—S(xI/F—%(FJrW))F(KLO—1),

z

Cw — JV—(F +W — Kw)RwS — £V,

donde F''y W mantienen la interpretacién del modelo base (5.1) y Vr y Viy representan la tasa de
cambio de mosquitos sin Wolbachia y con Wolbachia respectivamente. Las coordenadas

(F(2), W(2), Vi (2), Vi (2))

son biolégicamente factibles cuando tienen coordenada (F'(z), W(z)) positivas, es decir, cuando perte-
necen a A definido por:

A={(F,W, Ve, Viy) €R* | W > 0}.

Ahora todas las soluciones de son soluciones del tipo de onda viajera de . Maés aun, las
soluciones heteroclinicas uniendo puntos de equilibrio de son las soluciones del tipo de frente de
onda de y serdn en las que nos enfocaremos en el resto de este capitulo. Recordemos que debido
a cuando ¢ — oo en el sistema de ecuaciones diferenciales parciales original , implica que en
el sistema de ecuaciones ordinarias la variable independiente z — —o0.

Supongamos que p es un punto de equilibrio de con la totalidad de la poblacién infectada
con Wolbachia o bien un punto de equilibrio de coexistencia. Entonces, nos interesan las variedades
invariantes inestables W*(p), ya que todas las érbitas que la componen convergen al punto de equilibrio
p cuando z — —o0, y de esa manera corresponden a soluciones que convergen a p cuando t — oo en el
sistema de ecuaciones diferenciales parciales original . Es decir:

t>0«<—= 2z<0.

5.3.1. Puntos de equilibrio

El sistema (5.8 tiene 5 puntos de equilibrio en las coordenadas (F, W, Vg, Viy), los cuales son
0,r1,T2,x3 y x5 definidos de la siguiente manera

To = (0,0,0,0), = (07KW7070)7 T2 = (FC>WCa070)
x3 = (K3,0,0,0), x4 = (K4, 0,0,0),
donde K, K, F. y W, vienen dados por

K= RpKo+ UpKp — VA o Ko (Yp(Kp— Kw)+6r(Kr+ Kw))
b 2Rp ’ ¢ Vp(Kr — Kw) + 0pKw ’
K UK A
K= Ir °+2§ PAVA Ky F
F
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con A > 0, donde
A = A(Ky,0r) = (RpKo + VpKp)? — 4Rp KoKp(Vp + 0p)

Notemos que estos puntos de equilibrio son andlogos a los puntos de equilibrio encontrados para
el modelo sin difusién (5.1)). Aqui, el punto de equilibrio del origen z representa la extincién de am-
bas poblaciones de mosquitos, 1 es un punto de equilibrio en el eje W donde s6lo hay mosquitos con
Wolbachia, x3 y x4 son puntos de equilibrio en el eje F' con sélo poblacién de mosquitos silvestres sin
Wolbachia, finalmente x5 es un punto de equilibrio que se encuentra en el interior de A, el cual representa
la coexistencia de ambas poblaciones de mosquitos.

Antes de estudiar las condiciones que se deben cumplir para que estos puntos de equilibrio se
encuentren en A y sean biolégicamente viables, definiremos las siguientes regiones abiertas en el plano

(KO;(SF):
TUII = {(Ko,dp) € RE | W,(Ko,dr) < 0},
III = {(Ko,0r) € R | We(Ko,dF) > 0y A(Ko,dp) < 0},
IV = {(Ko,6r) € RL | A(Ko,6r) > 0}.

En la figura podemos ver estas regiones y sus fronteras en el plano (Ko, dr).

OF
0.14

0.1

008 I 11

0.06 [~

0.04 - het

0.02 -

0 | | | | | | |

0 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 5.2: Diagrama de bifurcacién parcial para el modelo . Se pueden ver las curvas Ty SN, asi como
las regiones abiertas LII, IIT y IV en el plano (Ko, dr). En la regiéon IUII todos los puntos de equilibrio tienen
coordenadas (F, W) no negativas. En la regién IIT el punto de equilibrio zo para a tener coordenada W negativa,
colapsando con el punto de equilibrio x3 con una bifurcacién transcritica dada por la curva T'. Finalmente en la
curva SN los equilibrios x3 y x4 colapsan entre si en una bifurcacién silla-nodo, pasando a la regién IV donde
s6lo estan los puntos de equilibrio z¢ y @1 con coordenadas (F, W) positivas. La curva het corresponde a una
bifurcacién heteroclinica entre el punto x4 y xo, encontrada buscando intersecciones transversales entre W"(x4)
y W#(xo) para coordenadas (K, dr) representativas. Para este diagrama de bifurcacién se toman valores fijos
para los demés parametros definidos en la tabla @
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Lema 5.3.1. Las siguientes afirmaciones se cumplen para el sistema[5.8:
1. Si (Ko, 0F) € TUIL, todos los equilibrios estan en A.
2. Si (Ko, op) € II1, xo, x1, 3 y x4 estan en A.
3. Si (Ko, dp) € IV, sdlo xg y x1 estan en A.

La prueba del Lema estd basado en los siguientes argumentos algebraicos. En primer lugar,
F., W., Ky y K, deben ser todos positivos, ya que representan coordenadas F' y W en los puntos de
equilibrio. Dada las condiciones impuestas en la no negatividad se cumple naturalmente para F,, K
y K, sin necesidad de imponer condiciones extras. La coordenada W, presente en el punto de equilibrio
x9 experimenta cambios de signo a medida que los pardmetros varfan, entonces W, (K, dr) = 0 define
implicitamente una curva T en el plano (Ko, dr) dada por

KwK
T:{(K075F)ER1K0:KW or KwKp }

op(Kr + Kw) — (Kp — Kw)

Esta curva corresponde a la frontera de la region I UII en la figura Luego, si (Ko, dr) € TUII
entonces tenemos que W, > 0 y por lo tanto el punto de equilibrio x5 de coexistencia esté en el interior
de A, por otro lado, cuando (Ky,dp) € IITUIV entonces W, < 0 y por lo tanto el punto de equilibrio
x2 no estd en A. Para el caso de que (Ko, dr) € T, entonces podemos verificar que F, = K} entonces el
punto de equilibrio 2 coincide con x3 a lo largo de la curva T.

Ademss, es claro que la condicién A > 0 es necesaria para tener a los puntos de equilibrio z3 y x4
en A. Entonces hacemos A(Ky,dr) = 0 que define implicitamente una curva SNen el plano (Ko, dr)
dada por

Kp(—26% + 6pbp + %) £ 2\/5FK}27(5F —Yr)2(0F + )

SN =< (Ko, 6r) € R2 | Ky =
(0 F) +| 0 ((5F—'¢F)2

Esta curva corresponde a la frontera de la regién I'V en la ﬁgura Luego, si (Ko, dr) € TUITUIII
entonces tenemos que A > 0 y por lo tanto los puntos de equilibrio x3 y x4 se encuentran en A. Por otro
lado, cuando (Ko, dr) € III entonces A < 0 y los puntos de equilibrio 3 y x4 desaparecen. Cuando
(Ko, 0p) € SN entonces K, = K3, implicando que los puntos de equilibrio 3 y x4 coinciden a lo largo de
esta curva. Finalmente la curva het en la figura[5.2| es una bifurcacién heteroclinica entre los equilibrios
x4y To. Esta curva fue encontrada al buscar intersecciones transversales entre W*(z4) y W#(xg) para
puntos representativos y luego interpolando una curva suave. Esta bifurcacién divide las regiones I y
I1, ocurriendo cuando el sistema presenta los cinco puntos de equilibrio en el dominio A. Esto completa
la prueba del Lema [5.3.1

5.3.2. Estabilidad de los puntos de equilibrio y bifurcaciones

Para hacer un estudio de estabilidad de los puntos de equilibrio del sistema es necesario tomar valores
de pardmetros fijos dados por la tabla[5.2] debido a que las expresiones analiticas para los valores propios
son muy extensas y no es posible obtener una buena interpretacién de ellas con las herramientas que
contamos.

Ademas, asumiremos valores para los parametros que no se encuentran en la tabla los cuales
seran ¢ = 1, D = 0,9 y S = 1. Para estos valores y por medio de un analisis de valores propios de los
puntos de equilibrio, el teorema Hartman-Grobman nos permite obtener el siguiente resultado
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Lema 5.3.2. Las siguientes afirmaciones se cumplen para el sistema (@
1. xy es un equilibrio tipo silla, con dim(W?) =3 y dim(W*") =1, para (Ky,0p) € TUITUIITUTIV.
2. x1 es un equilibrio tipo silla, con dim(W?®) =2 y dim(W") = 2, para (Ko,0r) € ITUITUIITUIV.
3. xo es un equilibrio tipo silla, con dim(W?) =3y dim(W*") =1, para (Ko,dr) € TUIL

4. x3 es un equilibrio atractor, para (Ko, 0F) € IUIL. Para (Ko, 0r) € III el punto x3 es un equilibrio
tipo silla, con dim(W?) =3 y dim(W*") =1

5. x4 es un equilibrio tipo silla, con dim(W?®) =2 y dim(W") = 2, para (Ky,dr) € TUITUIIL.

Recordemos que nos interesa encontrar aquellas o6rbitas que convergen a puntos de equilibrio con
Wolbachia cuando z — —oo, es decir, nuestro interés primario es la variedad inestable del punto de
equilibrio z1, el cual representa a la totalidad de la poblacién con Wolbachia, y nuestro interés secun-
dario es la variedad inestable de x5, que representa un punto de coexistencia inestable.

Por los lemas[5.3.1]y[5.3.2] podemos concluir que la curva T'corresponde a una bifurcacién transcritica
que ocurre en x9 y r3. Mds aun, de los lemas y podemos deducir que la curva SN corresponde
a una bifurcacion silla nodo de los equilibrios z3 y x4. En definitiva, la figura muestra las curvas
de bifurcacién del sistema que dividen el primer cuadrante del plano de pardametros (Ko, dp) en tres
regiones abiertas e involucran a los equilibrios xs, x3 y z4. La dindmica del sistema cambia
cualitativamente si los valores de pardmetros (K, dr) se mueven desde una de estas regiones abiertas a
otra diferente, cruzando las curvas de bifurcacién Ty SIN. Para completar el anélisis de las bifurcaciones
locales encontradas podemos analizar cémo estos puntos de equilibrio pasan por estas transiciones y
veremos las consecuencias de las bifurcaciones en la dindamica del sistema. Como hemos visto, si nos
situamos en la region I U IT entonces todos los puntos de equilibrio se encuentran en A, pero a medida
que los pardmetros (Ko, dr) € T ocurre una bifurcacién transcritica, para la cual el punto de equilibrio
x5 coincide con x3 en el eje F, intercambiando sus estabilidades a medida que (Ky, 0r) entra a la regién
II1. Cuando (K, dF) estd en la regién III el punto de equilibrio z2 pasa a tener coordenada F' negativa
luego de haber coincidido con x3. Ahora el punto de equilibrio x3 pasa de ser un atractor a un equilibrio
tipo silla debido al intercambio de estabilidades con x5 ocurrido en la curva transcritica.

Cuando los pardmetros (Ko, dr) pasan desde la regién ITI ala IV, cruzan la curva S N correspondiente
a una bifurcacién silla nodo. En esta curva los puntos de equilibrio x3 y x4 coinciden en un mismo punto
al hacerse A = 0. Cuando ya (Ko, dr) € IV estos equilibrios han desaparecido luego de haber colapsado
entre ellos. Los puntos de equilibrio z¢ y 21 no pasan por ninguna de estas bifurcaciones locales, pero en
la seccién veremos que hay bifurcaciones heteroclinicas ocurriendo para valores de pardmetros en
estas regiones, en donde todos los puntos de equilibrio participan, incluyendo a xg y x1. En particular
la curva het de la figura hace que la dindmica del sistema cambie cualitativamente.

5.3.3. Planos invariantes

Para comenzar el estudio de la dinamica del sistema en el espacio de fase de cuatro dimen-
siones, nos podemos restringir a estudiar conjuntos invariantes de menor dimension. Nos centramos
en buscar planos invariantes en el sistema los cuales nos pueden ayudar a comprender la dindami-
ca del sistema un poco mejor y conocer una parte del espacio de fase del sistema confinado a un plano 2D.

Es facil verificar, que el sistema restringido al plano (F,VF) es invariante, ya que al reemplazar
W =0y Viy =0 en el sistema ([5.8) obtenemos
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F=Vp
W =0
VF:saFF—cVF—s(wF—%(F+W))F(KLO—1)

Vir =0

\

y en efecto, cuando estamos en el plano (F, V) el flujo del sistema sélo tiene componentes F' y Vp.
Entonces el sistema restringido a este plano invariante puede reescribirse como un sistema de dos
dimensiones dado por

F=Vp
Vi = S6pF — cVp — 8 (pr —Re(py W)) F (KL _ 1) (5.9)

El sistema ([5.9)) tiene 3 puntos de equilibrio; z¢, 3 y 4. Estos equilibrios son los mismos encontrados
en el sistema de cuatro dimensiones ([5.8). Reutilizaremos sus nombres por simplicidad pero notando
que contienen sélo las coordenadas (F, Vr).

Zo = (070)7 xr3 = (Kb,()), T4 = (K*70)7

donde Kj y K, vienen dados por

K 7RFK0+\I’FKF—\/Z e 7RFK()+\I/FKF+\/Z
b 2Ry ’ . 2Ry ‘
con A > 0, donde
A= A(KQ,(Sp) = (RFKO + \I/FKF)Z — 4RFKOKF(\I/F + (SF)

Anélogo al anélisis de la seccién [5.3.1] para que xg,x3 y 24 estén en el primer cuadrante del plano
(F, V) es necesario que A > 0. Ademds por las secciones|[5.3.1]y sabemos que la curva A(Ky, o) =
0, etiquetada como SN en la figura[5.2es una curva de bifurcacién silla-nodo, y corresponde al momento
en que los puntos de equilibrio 3 y x4 coinciden en un tnico punto que llamaremos x3 4, para luego
desaparecer. Mas atn, por los lemas y sabemos que la curva etiquetada como T corresponde
a una bifurcacién transcritica y representa un cambio de estabilidad para el equilibrio x3, pero luego
de un estudio de los valores propios de x3 en conjunto a un analisis de bifurcacién realizado en AUTO
podemos concluir que la bifurcacién transcritica no incide en la dindmica del plano invariante (F, V).

Todas estas bifurcaciones locales tienen consecuencias en el espacio de fase del plano invariante
(F,VFr), el cual cambia cualitativamente sélo si los valores de pardmetros (Ko, dr) se mueven desde
una de esas regiones abiertas a otra diferente en la figura [5.2] cruzando una curva de bifurcacién.
La figura muestra retratos de fase representativos no equivalentes de la dindmica de cuando
(Ko,dr) € I (panel(a)), (Ko,dr) € het (panel(b)), (Ko, dr) € II UIII (panel(c)), (Ko, dp) € SN
(panel(d)), (Ko,dr) € IV (panel(e)). El cédigo de color indica las diferentes cuencas de atraccién y
muestra todas sus subdivisiones y fronteras asociadas. La regién anaranjada corresponde a B(—o0) en
la coordenada F', la regién celeste corresponde a B(z3) y la regién gris corresponde a B(-+00) en la
coordenada F'.
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Figura 5.3: Retratos de fase para el sistema topoldgicamente no equivalentes para diferentes regiones del
bosquejo del diagrama de bifurcacién para Ky = 30 € I en el panel (a), Ky = 40,4 € het en el panel (b),
Ky =50 € ITUIII para el panel (c), Ky = 222,1661 € SN para el panel (d) y Ky = 300 € IV para el panel (e).
El cédigo de color indica diferentes cuencas de atraccién del espacio de fase. Los demés parametros se dejan fijos
con valores de la tabla [5.2}
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Ademsds de estas bifurcaciones locales, cuyos retratos de fase podemos ver en la figura [5.3] por medio
de un andlisis cuidadoso de las consecuencias de los fenémenos de bifurcaciones de la figura 5.2 se
encuentran cinco 6rbitas heteroclinicas contenidas en el plano (F, V). Si (Ko, dr) € I UII, entonces
hay una orbita heteroclinica p_3 estructuralmente estable uniendo los puntos de equilibrio x¢ con x3.
Ademas si (Ko,0r) € SN hay una bifurcacién heteroclinica yy_3 4 uniendo los puntos de equilibrio xg
con x3 4. Més ain, cuando (Ko, 0r) € het en la ﬁgura se forma una conexion heteroclinica y4_¢ entre
x4y To, y es consecuencia de la interseccién transversal de W#*(zg) con W*(x4). De hecho, a medida
de que los pardmetros (Ko, 0r) cruzan esta curva desde la regién I hacia ITUIII (o viceversa), ambas
variedades invariantes intercambian su posicién relativa, y es un suceso necesario para que luego sea
posible que ocurra una bifurcacién silla-nodo entre los puntos de equilibrio x3 con x4. Esta bifurcacién
heteroclinica se encontré evaluando el sistema en varios valores de pardmetros (Ky, dp) representativos
para los cuales ocurre una interseccién transversal entre las variedades invariantes W*(zg) y W"(z4),
para luego bosquejar la curva encontrada en la figura [5.2] Finalmente, para la regién IT U III encontra-
mos otra érbita heteroclinica estructuralmente estable uniendo los puntos de equilibrio x4 con x3.

Ahora veamos con més detalles los diferentes retratos de fase. Si (Ko,dr) € I en la figura [5.3|(a),
tenemos que hay una orbita heteroclinica ~y_g uniendo los puntos de equilibrio g con x3, la cual per-
siste cuando los pardmetros se mueven a la regién IT U IIT (panel (b) y (c)). A medida que (Ko, dr) se
acerca a la curva het desde la regién I, la separatriz W*(xz() se acerca al punto silla z4. En el limite,
cuando (Ko,dr) € het en la figura [5.3(b), la variedad estable W*(z() une los equilibrios z4 con g
para formar una érbita heteroclinica 4. A medida que (Ky,dr) entra en la regién IT UIII cruzando
la curva het en la figura [5.3|c) se rompe la érbita heteroclinica y las variedades invariantes W*(zg) y
W"(z4) cambian su posicién relativa, credandose otra érbita heteroclinica v4—3 debido a que W"(z4) une
los equilibrios x4 con x3. Cuando (Ko, dr) se acerca a la curva SN desde la regién IT U ITI, los puntos
de equilibrio x3 y x4 que estdn unidos por la érbita heteroclinica vy3_4 comienzan a acercarse. En el
limite, cuando (Ko,dr) € SN en la figura [5.3|d) ambos equilibrios coinciden en un mismo punto 34
y ahora la orbita heteroclinica que unia los puntos de equilibrio xy con 3, estd uniendo los tinicos dos
puntos de equilibrio que hay en el retrato de fase, xg con 34, y la etiquetamos como 7p_3 4. Finalmente,
cuando (Ko, dp) cruza la curva SN pasando a la regién IV en la figura [5.3)(e), el punto de equilibrio
x3 4 desaparece, persistiendo sélo el equilibrio zg.

Ademas del plano invariante (F, Vp), podemos verificar que el sistema restringido al plano (W, Viy/)
también es invariante. Podemos ver que al reemplazar F' =0y Vz = 0 en el sistema (/5.8) obtenemos

dF __

e =0

aw

dz VW7

dVe _

dz 0’

dVw _ W c

& = piy (W — Ew)RBwS — 5V,

\

en efecto, cuando estamos en el plano (W, Vi) el flujo del sistema sélo tiene componentes Wy Vi .
Entonces después de un cambio de parametros y un reescalamiento del tiempo dado por

DK K
DEw cBw o N, WS,
RS’ RS DEw

el sistema restringido a este plano invariante puede reescribirse como un sistema de dos dimensiones

(d,C,K)—)(
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dado por

W = dViy,
. (5.10)
Viv = W(W — K) — CVyy,

donde (d,C,K) € Ri. El sistema 1} tiene dos puntos de equilibrio; xg y x1. Estos equilibrios
son los mismos encontrados en el sistema de cuatro dimensiones (5.8]). Reutilizaremos sus nombres por
simplicidad pero notando que contienen sélo las coordenadas (W, Viy), las coordenadas de los equilibrios

xoy x1 de ([5.10]) son:

To = (070)7 y T = (KW7O)

La estabilidad local viene dada por sus valores propios de sus correspondientes matrices Jacobianas.
En el caso del origen, la matriz Jacobiana asociada es

J(xo) = (_OK _d0> ;

con valores propios A1 = —%(C + v/C? — 4dK) negativos para (d,C,K) € R%, por lo tanto el origen
xo es un equilibrio atractor en el plano invariante (W, Vyy). Para el punto de equilibrio z; tenemos que

1 —C ’

con valores propios Ao = —%(C’ + VC? + 4dK), uno positivo y otro negativo para (d,C, K) € Ri.
Es decir, el equilibrio z; es un punto tipo silla. El retrato de fase del sistema para valores de
parametros dados por la tabla es el de la figura El sistema tiene una oérbita heteroclinica
~1—0, uniendo los puntos de equilibrio x; con xy.

w
400 Wu(xl)

350 |

300 | 21
250 |
200 |
150 |

100 |

W?(z0)
50 |
of Zo 1
-50 |- -

-100 [~ .
| | | | |

-100 0 100 200 300 400 VW

Figura 5.4: Retrato de fase del sistema (5.10)) para valores de pardmetros dados por la tabla El codigo de
color indica diferentes cuencas de atraccién del espacio de fase; la regidn celeste es la cuenca B(zg) v la regién
anaranjada es B(+00), para coordenadas positivas de W.
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En la figura [5.5 podemos ver una representacién esquemética del sistema de cuatro dimensiones
(5.8), en términos de los dos planos invariantes (F,Vg) y (W, Viy) obtenidos en esta seccién para el
sistema, y (5.10]) respectivamente, para valores de pardmetros de la tabla es decir, para la
region I del bosquejo de bifurcacién [5.2

El origen zg es un punto de equilibrio que estd presente en ambos planos invariantes. Ademés pa-
ra estos valores de pardmetros, el punto de coexistencia zy es de tipo silla con dim(W*(z2)) = 3y
dim(W*"(z2)) = 1, que no se encuentra en ninguno de estos planos invariantes. Estos planos invariantes
nos entregan una idea de cudl es la dindmica del sistema , al caracterizar las curvas heteroclinicas
que hay en estos planos invariantes, las cuales definen los frentes de onda para el sistema de ecuacio-
nes diferenciales parciales original . Sin embargo todavia queda camino que recorrer para poder
caracterizar todas las érbitas heteroclinicas del sistema en sus cuatro dimensiones, ya que las en-
contradas en esta seccion solo son algunas de ellas. Ademéas atin debemos encontrar una representacion
de las variedades invariantes de los puntos de equilibrio.

Figura 5.5: Representacién del sistema de 4 dimensiones (5.8), con retratos de fase de los planos invariantes
(F,Vp)y (W, Vi) para valores de pardmetros de la tabla

69



5.3.4. Variedades invariantes y 6rbitas heteroclinicas

Como hemos dicho durante este capitulo, la variedad invariante inestable W"(x;) del equilibrio con
la totalidad de la poblacion de mosquitos infectada por Wolbachia x1 es de vital importancia en nuestro
estudio, ya que cualquier condicién inicial en esta superficie evoluciona en una érbita en el sistema
que para z — —o0 converge a x1, es decir, que para tiempo positivo en el modelo de ecuaciones
diferenciales parciales , con t — oo converge a x1, de manera que a largo plazo la totalidad de la
poblacién de mosquitos estard infectado con Wolbachia. En la figura [5.6] podemos ver una proyeccién en
las coordenadas (F, W, V) de una parte de interés de la variedad invariante inestable 2D W*"(z1) del
equilibrio x1. Las drbitas que componen esta superficie fueron obtenidas mediante las técnicas descritas
en el capitulo [3] al resolver un problema de valor en la frontera con AUTO, y luego procesadas con
MATLAB. La variedad invariante bidimensional W*(z) tiene como fronteras las variedades invariantes
inestables unidimensionales W*(xo) y W*(x2).

Figura 5.6: Proyeccién en las coordenadas (F,W,Vr) de una parte de la variedad invariante inestable 2D
W*(x1) del equilibrio con la totalidad de la poblacién infectada con Wolbachia. Esta variedad invariante tiene
como fronteras las variedades invariantes inestables unidimensionales de zg y z2.
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Como hemos visto en el capitulo 2] las dérbitas heteroclinicas se caracterizan por la interseccién
de variedades invariantes estable con inestable de dos puntos de equilibrios diferentes, en cambio las
orbitas homoclinicas se caracterizan por la interseccién entre la variedad invariante estable e inestable
de un mismo punto de equilibrio. Este es el mecanismo que hemos utilizado para detectar las orbitas
heteroclinicas y homoclinicas para los planos invariantes (F,Vr) y (W, Viy) de la seccién anterior, sin
embargo es mas dificil poder detectar érbitas heteroclinicas y homoclinicas en un sistema de cuatro
dimensiones como lo es . Por ejemplo, en la figura a) podemos ver una interseccién entre las
variedades invariantes estable e inestable del punto de equilibrio x1, pero esta interseccién es ficticia,
artefacto producido al proyectar estos objetos graficamente en secciones de menor dimensién. Para poder
detectar intersecciones entre variedades invariantes, se ideé un método para visualizar la coordenada
que no se esta graficando, el cual consiste en utilizar una escala de colores con respecto a la coordenada
Vv que no se muestra, como se puede ver en la figura (b) De esta forma, cualquier interseccion entre
variedades invariantes, en la cual coincide la escala de colores, implicard que es una interseccién no
ficticia producto de la proyeccién. Es por esta razén que como vemos en la figura[s.7} no hay una érbita
homoclinica involucrando el equilibrio x1, ya que la interseccién mostrada es producto de la proyeccion
debido a que la escala de colores no coincide en la interseccién.

Figura 5.7: Ejemplo de una interseccién ficticia producto de la proyeccién entre la variedad invariante W* ()
con W#(z3). En el panel (a) se muestra la proyeccién de las variedades, cada una con un color diferente. En el
panel (b) se ejemplifica que es una interseccién ficticia, producto de la proyeccién, ya que la escala de colores no
coincide en la interseccién.

Con estas herramientas ahora podemos calcular todas las variedades invariantes de los puntos de
equilibrio, y encontrar las érbitas heteroclinicas y homoclinicas del sistema. De esta forma, para valores
de parametro (Ko, dr) € I, calculamos las variedades invariantes unidimensionales inestables W*(z¢) y
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W*"(z2) y bidimensionales estables e inestables W*(x1), W*(z1) y W*(z4), W"(x4), en conjunto con las
variedades estables fuerte W**(zq) y W*5(x3). Estos resultados se pueden ver en la figura a). Para
estos valores de pardmetros también se calculd la variedad tridimensional estable W#(xz¢) y el resultado
se analiza en el capitulo [6] implementado un método para calcular variedades tridimensionales y una
manera de visualizar cuencas de atraccién de sistemas de dimensién mayor a 3, sin embargo no se agrega
a la figura [5.8| por simplicidad y debido a que no aporta mayor informaciéon para el objetivo de este
trabajo. Mas atn, para todo el espacio de pardmetros explorado sélo se calculan las variedades estables
fuertes de las variedades invariantes tridimensionales, ya que no aportan mayor informacién. No hay
6rbitas homoclinicas para (Ko, dr) € I, ésto fue verificado con el método ejemplificado en la figura
Por otro lado, se han encontrado seis érbitas heteroclinicas aisladas uniendo los puntos de equilibrio x4
CoN X y CON To, & T1 CON To y CON Xg, a T2 con xs3 y finalmente a xy con x3. Ademdas hay una regién en
donde se encuentra una cantidad no numerable de 6rbitas heteroclinicas uniendo los puntos de equilibrio
x1 con z3. Este continuo de drbitas heteroclinicas estd contenida en la variedad inestable W"(z1) y se
puede ver en la figura (b), como la regién oscura con frontera formada por las érbitas heteroclinicas
Y1-2,Y1-0,Y0—3 ¥ Y2—3. Esta region en conjunto con su frontera es nuestro principal resultado, ya que
son los frentes de onda uniendo tres puntos de equilibrio zg, 3 y x3 con el equilibrio x1, como podemos
ver en la figura[5.9] Estas érbitas heteroclinicas unen estos tres equilibrios con aquel estado estacionario
x1 en donde la totalidad de los mosquitos esté infectado con Wolbachia cuando z — —oo, o de manera
analoga, cuando ¢ — oo en la ecuacion diferencial parcial original . En la ﬁguratenemos algunos
de estos frentes de onda representativos uniendo estos equilibrios.

©)

Figura 5.8: Panel(a): Proyeccién de variedades invariantes unidimensionales, bidimensionales y fuertes de los
puntos de equilibrio del sistema (5.8)) de cuatro dimensiones al hiperespacio tridimensional (F, W, V). Panel(b)
Orbitas heteroclinicas del sistern. Los valores de pardmetro (Ko, dr) € I. Los demds pardmetros se man-
tienen fijos con valores de la tabla@ .

En la figura podemos ver en rojo el frente de onda ~;_o que une el equilibrio de coexistencia
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de mosquitos infectados y silvestres xo con el equilibrio de la totalidad de mosquitos infectados xj.
En azul tenemos el frente de onda ~;_¢ que une a xg con z1, una Orbita heteroclinica que evoluciona
desde x( hacia la totalidad de los mosquitos infectados 1. Finalmente en morado tenemos una cantidad
representativa del continuo de orbitas heteroclinicas uniendo el equilibrio x3 con z1, es decir, frentes
de onda que une el equilibrio z3 (la poblacién sélo de mosquitos silvestres) hacia el equilibrio 1 (que
reemplaza la poblacién de mosquitos silvestres por mosquitos infectados) a medida que ¢ > 0. Hemos
encontrado todas las 6rbitas llegando a x; a medida que ¢ > 0, ya que de haber més, estarian contenidas
en la variedad invariante inestable bidimensional W*(z1) que tenemos completamente descrita en la
vecindad de interés.

T T T T T T T T T

ol ~ -

[|2]] T2
250 -
200 -
150 } _
100 |- -
50 - Y1-3

e

o] 1 1 1 1 1 ‘ - J1-0

0 0.1 0.2 0.3 04 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

zZ

Figura 5.9: Orbitas heteroclinicas uniendo los equilibrios xg, x3 y x3 con el equilibrio x; para z < 0 en el sistema

(5-8)), o bien para t > 0 para el sistema ([5.4)).

Para valores de pardmetro (Ko, dr) € III del diagrama de bifurcacion las variedades invariantes
unidimensionales inestables W"(z() y W*(x3) y bidimensionales estables e inestables W*(z1), W"(z1) y
W5 (zq), W*(z4), ademas de las variedades estables fuerte W**(zq) y W**(z3) son las de la figura[5.10|(a).
No hay 6rbitas homoclinicas para (Ky,dp) € III, ésto fue verificado con el método ejemplificado en la
figura[5.7] En cuanto a las 6rbitas heteroclinicas, se han encontrado tres de ellas, como podemos ver en
la figura (b) La regién en donde se encontraba una cantidad no numerable de 6rbitas heteroclinicas
uniendo los puntos de equilibrio x1 con x3 ha desaparecido cuando el equilibrio x5 colapsé con x3 cuando
(Ko,dr) € T, de manera tal que cuando (Ko, dr) se acerca a T desde la region III, la érbita heteroclinica
uniendo los equilibrios x5 con x3, llamada y5_3 en la figura (que es una de las fronteras de la regién
del continuo de érbitas heteroclinicas) desaparece de manera natural en el limite cuando (Ko, dr) € T.
Ademss, la otra frontera, que es la 6rbita heteroclinica ;_o uniendo los equilibrios x1 con x9, cada vez
se acerca mas a las dos fronteras v;_o y Y—3, de manera tal que en el limite cuando (Ko, dr) € T la
6rbita heteroclinica ;9 se une a 1o y 70—3. Por lo tanto cuando (Ko, dr) cruza la curva T hacia la
region III, esta region de continuo de érbitas ha desaparecido. El equilibrio 2 no se ha agregado a la
figura debido a que su coordenada W ahora es negativa para la regién III. Las orbitas heteroclinicas
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que ahora existen son y4_3, Y0—3 ¥ Y1—0, esta tltima es de interés, representando un frente de onda
uniendo los equilibrios x; con xp, de manera que para t > 0 converge a x; en la ecuacion diferencial
parcial original (5.4). En la figura podemos ver este frente de onda.

©)

w

Figura 5.10: Panel(a): Proyeccién de variedades invariantes unidimensionales, bidimensionales y fuertes de los
puntos de equilibrio del sistema (5.8]) de cuatro dimensiones al hiperespacio tridimensional (F, W, V). Panel(b)
Orbitas heteroclinicas del sistema 1) Los valores de pardmetro (Ko, dp) € III. Los demds pardmetros son los

de la tabla
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Figura 5.11: Orbitas heteroclinicas uniendo los equilibrios zg con z; para z < 0 en el sistema l) o bien para
t > 0 para el sistema (5.4)).

Finalmente para valores de parametro (Ky,0p) € IV, ahora sélo hay dos puntos de equilibrio, ya que
x3 con x4 colapsaron para luego desaparecer cuando los pardmetros (Ko, dr) cruzan la curva SN desde
la regién III hacia la regiéon IV y en la figura (a) tenemos la variedad invariante unidimensional
inestable W"(xz¢) y las variedades bidimensionales estable e inestable W*(z1), W*(x1), ademés de la
variedad estable fuerte W*¥(xy). No hay érbitas homoclinicas para (Ky,dr) € IV. En cuanto a las
orbitas heteroclinicas, se ha encontrado sélo una, como podemos ver en la figura (b), ya que los
demas puntos de equilibrio desaparecieron cuando los parametros pasaron a la regién IV. La érbita
heteroclinica que persiste es y1_q, representando un frente de onda uniendo los equilibrios x¢ con x1,
para t > 0 en (5.4]). En la figura podemos ver este frente de onda.
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Figura 5.12: Panel(a): Proyeccién de variedades invariantes unidimensionales, bidimensionales y fuertes de los
puntos de equilibrio del sistema (5.8)) de cuatro dimensiones al hiperespacio tridimensional (F, W, Vr). Panel(b)
Orbitas heteroclinicas del sistema li Los valores de pardmetro (Ko, dr) € IV. Los demds pardmetros son los

de la tabla
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Figura 5.13: Orbitas heteroclinicas uniendo los equilibrios zg con z; para z < 0 en el sistema 1D o bien para
t > 0 para el sistema (5.4)).
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5.3.5. Conclusiones

Hemos investigado una estrategia para el control de la propagacion del dengue, mediante la intro-
duccién de la bacteria Wolbachia en la poblacién de Aedes aegypti. Para lograr ésto estudiamos una
extensiéon de un modelo de competencia de dos dimensiones de mosquitos silvestres sin Wolbachia y
mosquitos infectados con Wolbachia que comparten los mismos recursos y localidad dado por ,
agregandole difusién espacial unidimensional para los mosquitos, obteniendo de esta manera un mode-
lo de ecuaciones diferenciales parciales de reaccién difusién . Todo el analisis se ha realizado en
un sistema de cuatro ecuaciones diferenciales ordinarias , resultante de buscar soluciones del tipo
de onda viajera en el sistema de ecuaciones diferenciales parciales. Particularmente nos centramos en
soluciones heteroclinicas, las cuales se interpretan como frentes de onda, ya que se ha mostrado en la
literatura que la dispersién de insectos puede estudiarse de esta manera. Luego de un cambio adecua-
do de coordenadas y un reescalamiento del tiempo y una reparametrizacién invertible nos quedamos
con un modelo cualitativamente equivalente al original. Hemos mostrado que los equilibrios del modelo
sin propagacion y los equilibrios con propagacién son andlogos, manteniéndose consistente al agregar
difusién espacial.

Nuestro modelo con difusiéon puede llegar a tener hasta cinco puntos de equilibrio en la region de
coordenadas (F, W) positivas para poblaciones de mosquitos silvestres e infectados, respectivamente.
Consideremos que todo el andlisis referente a estabilidad de puntos de equilibrio son estudiados con
respecto al sistema al buscar soluciones del tipo de onda viajera en el sistema . Sin embargo, al
volver al sistema la estabilidad de los equilibrios se invierte, debido a que el cambio de coordenadas
(5.6) implica un cambio en el sentido del tiempo.

El origen x( siempre es un equilibrio tipo silla, donde la dimensién de su variedad invariante estable
es tres y la dimension de su variedad invariante inestable es uno para el modelo . Ademds hemos
mostrado que este equilibrio estd presente en los dos planos invariantes encontrados, y en uno de ellos
es un atractor que promueve la posibilidad de extinciéon de la poblacion de mosquitos infectados con
Wolbachia. El punto z1 es un equilibrio que representa a la totalidad de mosquitos infectados con
Wolbachia y es nuestro principal interés, en particular nos interesa su variedad invariante inestable,
ya que cualquier condicién inicial sobre esta superficie evoluciona convergiendo al equilibrio 1 para
t>0en . Hemos mostrado que este equilibrio siempre presenta coordenadas (F, W) positivas, y
su estabilidad local siempre se mantiene igual independiente de los valores de pardmetros. En otras
palabras, el equilibrio 1 no sufre bifurcaciones locales. Es un equilibrio tipo silla, con dimensién dos
tanto para su variedad invariante estable e inestable para el modelo . Este equilibrio estd presente
en un plano invariante (W, Vi), para el cual las variedades invariantes de x; restringidas a este plano son
unidimensionales. El punto x2 es un equilibrio de coexistencia de ambas subpoblaciones. Para este punto
hemos encontrado condiciones analiticas para que este equilibrio tenga coordenadas (F, W) positivas.
Con respecto a su estabilidad, es un equilibrio de tipo silla con dimensién tres para su variedad invariante
estable y dimensién uno para su variedad invariante inestable. Ademads es el inico equilibrio que no esta
presente en los planos invariantes encontrados. Los dos equilibrios x3 y x4 corresponden a estados
asintéticos con ciertas condiciones para que las coordenadas (F, W) sean positivas. Ademads, damos
una representacion geométrica de estas condiciones algebraicas que en conjunto con las condiciones
algebraicas para el equilibrio x2 nos dice cudntos equilibrios con coordenadas (F, W) positivas permite
el sistema y la estabilidad local de estos equilibrios, segiin los valores de los pardmetros Ky, que esta
relacionado con la incompatibilidad citoplasmatica de la cepa de Wolbachia, y la tasa de mortalidad de
mosquitos silvestres dp. Mds concretamente, el plano (Ko, dr) esta dividido en cuatro regiones I — IV.
Si (Ko,dr) € INII el sistema tiene cinco equilibrios con coordenadas (F, W) positivas; en la regién
ITI, el equilibrio xo deja de tener coordenada W positiva y quedan los otros cuatro equilibrios en el
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sistema; y en la region IV, los dos equilibrios x3 y x4 desaparecen, mientras que zs se mantiene con
coordenadas negativas para W, dejando en el sistema solo dos equilibrios zg y 1. Mas atn, la frontera
entre las regiones III y IV determina una curva de bifurcacion silla nodo entre los equilibrios x3 y 4.
Por otro lado, la frontera entre IT y 111 es una curva de bifurcacién transcritica entre los equilibrios z9
y 3. Finalmente la frontera entre I y IT no representa un cambio en la cantidad de puntos de equilibrio
en el dominio (F, W) positivos, sino que es una bifurcacién heteroclinica entre el equilibrio x4 y z¢. La
estabilidad local de los equilibrios x3 y x4 también ha sido descrita: en la regién IUII, el punto x3 es un
atractor. A su vez, en la curva transcritica T' los equilibrios x5 con x3 intercambian de estabilidad, de
manera tal que x3 es un equilibrio de tipo silla con dimensién tres para su variedad invariante estable
y dimensién uno para su variedad invariante inestable en la regién III. El punto x4 es un equilibrio de
tipo silla mientras existe, con dimensién dos tanto para su variedad invariante estable e inestable. Los
equilibrios x3 y x4 estdn presentes en el plano invariante (F, Vp) y estos equilibrios restringidos a este
plano no presentan bifurcaciones. Aca, el equilibrio x3 es un equilibrio atractor y x4 es de tipo silla.
Es un hallazgo interesante que todas estas condiciones analiticas para la existencia y estabilidad de
equilibrios positivos implican expresiones algebraicas que dependen de todos los pardmetros. Ademas
de descubrir que el parametro Ky, el cual esta relacionado con la incompatibilidad citoplasmatica y el
efecto Allee juega un rol importante en el diagrama de bifurcacién.

Ahora considerando el cambio de estabilidad debido al cambio en la direccién del tiempo presente
al cambiar desde la a y tomando valores de pardmetro (Ko, 0r) € I podemos comparar los
equilibrios del modelo sin difusién con los equilibrios del modelo con difusién en el sentido
de t > 0. Podemos ver que para t > 0 el origen es de tipo silla en , con dimensién de su variedad
estable uno y dimension tres para su variedad inestable, lo cual es consistente con el modelo sin difusion
espacial , en donde el origen también es un equilibrio tipo silla. El punto x; es un equilibrio tipo
silla en con t > 0, con dimensién dos tanto para su variedad invariante estable e inestable. En el
sistema, sin difusion es un equilibrio atractor, y el cambio de estabilidad se fundamenta por las
dos coordenadas extra en el modelo de difusién que pueden agregar una componente repulsora.
El equilibrio de coexistencia x2 es de tipo silla en con t > 0, con dimensién uno para su variedad
invariante estable y dimensién tres para su variedad invariante inestable y en el sistema sin difusién
también es un equilibrio tipo silla. El punto x3 es un equilibrio repulsor en con t > 0, lo cual
es consistente con el sistema sin difusion espacial , en donde este equilibrio también es un equilibrio
repulsor. Finalmente el punto x4 es un equilibrio tipo silla en con t > 0, con dimensién dos tanto
para su variedad invariante estable e inestable. En el sistema sin difusién es un equilibrio repulsor
y el cambio de estabilidad se fundamenta por las dos coordenadas extra en el modelo de difusién que
pueden agregar una componente atractora.

Todos estos resultados analiticos son combinados con un anélisis para encontrar la curva heteroclinica
het hecho por medio del paquete de continuacién PPLANE utilizado en ambiente MATLAB, de manera
tal que se encuentran puntos aproximados en el espacio de parametros en donde ocurre la bifurcacién
heteroclinica, y luego se interpola una curva suave por estos puntos. Esto nos permitié obtener un
diagrama de bifurcacién, mostrando los fenémenos locales y globales en las figuras[5.2] Esto nos permite
identificar los mecanismos matematicos que producen una reorganizacién del espacio de fase. De hecho,
por medio del paquete AUTO se realizé un anélisis de las variedades invariantes que revela las curvas
heteroclinicas que existen para cada una de las distintas regiones en el espacio de parametros, las cuales se
muestran en las figuras[5.9, 5.1y Mi4s concretamente, identificamos todas las érbitas heteroclinicas
que representan frentes de onda que viajan al equilibrio 1 cuando ¢ > 0, desde los equilibrios zg, z2 y
x3. Especificamente encontramos dos escenarios diferentes, la manera en que se reorganizan las orbitas
heteroclinicas hacia el equilibrio x; puede corresponder a dos casos. Ya sea a (i) la existencia de una
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region en donde hay una cantidad no numerable de frentes de onda yendo desde el equilibrio x3 hacia el
equilibrio z1 para (Ko, dr) € TUIL Su frontera corresponde a cuatro frentes de onda: 12, y1-0, Y03
y v2—3 (figura b)) Estos frentes de onda van desde z9 a x1, g a x1, 3 a g v desde x3 a x(y para
t > 0, respectivamente (figura . O bien (ii) una unica dérbita heteroclinica v;_q entre los equilibrios
xo y x1 para (Ko, 0r) € IITUIV (figuras (b) y (b)) Esta corresponde a un frente de onda entre
xo y x1 para t > 0 (figuras y [5.13)). Este es uno de los aspectos més destacados de este trabajo,
es decir, a partir de criterios analiticos, geométricos y numéricos, poder determinar especificamente las
condiciones para las cuales existe un frente de onda hacia x1, que converge hacia el reemplazo total de la
subpoblacién de mosquitos silvestres con aquella subpoblacién de mosquitos infectados con Wolbachia
para el control del dengue. Por ejemplo, en el caso (i), basta que el estado inicial de las poblaciones
sea cercano a la de la regién oscurecida de la figura [5.8) en donde existe una cantidad no numerable
de frentes de onda hacia z1, ya que con ésto se puede utilizar algin método de control para mover
esta condicion inicial para situarse justo en esta regién y asi a largo plazo obtenemos una completa
infestacion de mosquitos con Wolbachia en la poblacién de mosquitos silvestres. Esto es un escenario
bastante prometedor, debido a que los valores de pardmetros en donde éste tipo de organizacion global
de variedades invariantes es posible coincide con aquellos rangos realistas reportados en la literatura.
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Capitulo 6

Conclusiones y proyecciones

En este trabajo presentamos dos modelos de dindmica poblacional. Nuestro objetivo consistié en
obtener e interpretar ciertas propiedades cualitativas de las soluciones de las ecuaciones, utilizando la
teoria de sistemas dinadmicos y la teoria de bifurcaciones, para asi pronosticar el comportamiento a
largo plazo, obteniendo las condiciones para la extincion, coexistencia y supervivencia de las especies o
subespecies. Para este estudio hemos dados las nociones basicas de la teoria de sistemas dindmicos y de
la teoria de bifurcacion en los primeros dos capitulos [2] y [3| en conjunto con los métodos numéricos que
hemos utilizado a lo largo de este trabajo. Todo esto ha sido para prepararse para los capitulos (4] y
en donde se encuentra el andlisis de los modelos propuestos utilizando toda la teoria anterior.

En el capitulo [4] investigamos la naturaleza del umbral Allee y las cuencas de atracciéon de un modelo
depredador presa bidimensional con doble efecto Allee sobre las presas. Para este modelo encontramos y
caracterizamos las fronteras de las cuenca de atraccién en el espacio de fase, describiendo las variedades
invariantes del sistema a medida que sufren cambios topoldgicos al pasar por distintas bifurcaciones.
Para este objetivo, hacemos un uso extensivo de las herramientas analiticas de la teoria de sistemas
dindmicos y el andlisis de bifurcacién numérica y determinamos el diagrama de bifurcacién completo.
Las bifurcaciones locales incluyen bifurcaciones de silla-nodo, transcriticas y de Hopf; mientras que los
fenémenos globales incluyen bifurcaciones homoclinicas, conexiones heteroclinicas y ciclos heteroclini-
cos. Identificamos que el umbral Allee es un ciclo limite, una 6rbita homoclinica o la variedad estable
de un equilibrio. Esta estrategia basada en la bifurcacién y el andlisis de variedades invariantes que
nos permite identificar los mecanismos matematicos que producen reordenamientos de separatrices en
el espacio de fase. De esta manera, ofrecemos una explicacién geométrica completa de cémo el umbral
Allee y las cuencas de atraccién experimentan transiciones criticas. Este enfoque se complementa con
un estudio de la dindmica cercana al infinito. De esta manera, determinamos las condiciones de modo
que las cuencas de atraccién sean conjuntos acotados o no acotados en el espacio de fase. Con todo,
estos resultados nos permiten mostrar una descripcion completa de los retratos de fase, los umbrales de
extincion y las cuencas de atraccién de nuestro modelo bajo la variacién de los parametros.

Para el capitulo [5| estudiamos una extension de un modelo de competencia de dos dimensiones de
depredador-presa de mosquitos Aedes aegypti infectados con la bacteria Wolbachia y mosquitos no infec-
tados, agregandole difusion espacial y luego estudiamos el sistema relacionado de cuatro dimensiones de
ondas viajeras. Para este objetivo investigamos las condiciones que nos aseguran la prevalencia de mos-
quitos infectados con Wolbachia en el modelo de cuatro dimensiones, utilizando herramientas analiticas
de sistemas dindmicos en conjunto con herramientas numéricas para describir las variedades invariantes
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del sistema a medida que sufren cambios topoldgicos al pasar por bifurcaciones. Particularmente nos
centramos en el estudio de la variedad invariante inestable de dimension dos del punto de equilibrio con
toda la poblacién con la bacteria, en el modelo de ecuaciones diferenciales ordinarias de cuarto orden y
encontramos condiciones que aseguran que la poblacién de Aedes aegypti esté totalmente infectada con
Wolbachia. Ademds, presentamos un analisis de bifurcaciéon que incluye las condiciones para cambios de
estabilidad de los puntos de equilibrio y la creacién y destruccién de algunas orbitas heteroclinicas que
corresponden a frentes de onda en el modelo. Las bifurcaciones locales incluyen bifurcaciones de silla-
nodo y transcriticas; mientras que los fenémenos globales incluyen bifurcaciones heteroclinicas. Més atn,
identificamos las condiciones para la existencia de una cantidad no numerable de érbita heteroclinicas
que convergen al equilibrio con la poblacién de mosquitos infectados con la bacteria, que es el resultado
principal de este capitulo debido a que estas soluciones son frentes de onda que convergen a la totalidad
de la poblacién de mosquitos infectados con Wolbachia.

Finalmente, observe que este trabajo también es til porque muestra el alcance de lo que se puede
lograr en la dindmica poblacional con una combinacién de teoria de la bifurcacion, técnicas numéricas
avanzadas para sistemas dindmicos y andlisis de variedades invariantes, otros ejemplos de esta combina-
cién de herramientas puede encontrarse en [59] [78], [79, [80]. Incluso estos métodos se pueden aplicar en
otros contextos en donde los sistemas dindmicos y la teorfa de bifurcaciéon jueguen un rol importante.
Maés atn, a lo largo de este trabajo hemos realizado un aporte importante para el calculo de variedades
invariantes, ideando un método para el calculo de variedades invariantes de dimensién tres implementa-
do en el software AUTO. Hay algunos avances sobre el cdlculo de variedades invariantes bidimensionales
en sistemas de cuatro dimensiones [81] [82]. Sin embargo, hasta donde sabemos, no hay trabajos que
involucren métodos para calcular variedades invariantes tridimensionales. Ademéds se ided un método
para poder visualizar cuencas de atraccién de modelos de cuatro dimensiones. Estos han sido otros de
los resultados originales de este trabajo. Particularmente los modelos presentados en los capitulos 4]y
no cumplen las condiciones necesarias para poder aplicar este estudio, debido a que las dimensiones de
las variedades invariantes claves son a lo més dos para t > 0. De todas maneras, estos nuevos métodos
nos abren las puertas a todo un conjunto de problemas més amplios, en los cuales podemos estudiar
la implicancia de las cuencas de atraccién en modelos de cuatro dimensiones que con métodos usua-
les es imposible de investigar, por ejemplo, en modelos de dindmica poblacional con cuatro especies o
subespecies interactuando entre ellas. A continuacién se presentardn estos ultimos resultados.

6.1. Calculo de variedades tridimensionales como una familia de dis-
cos Invariantes

Consideramos una funcién
. 4
uw @ [0,1] — R,
que satisface la ecuacion diferencial

W (t) = Tf (ult)). (6.1)

Supongamos que el sistema tiene una variedad estable tridimensional W*(p) en el punto de
equilibrio p. Consideremos el caso donde todos los valores propios estables A{ (i = 1,2,3) son reales
y A < A5 < A§ < 0. Por la teoria [83], sabemos que para el sistema linealizado y asumiendo que el
punto p es hiperbdlico, las trayectorias en el subespacio propio fuerte E*%(p) de dimensién dos (el cual
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se obtiene a partir de los valores propios dominantes, es decir, los valores propios de mayor moédulo

£y Aj) se acercan a p manteniéndose en este subespacio. Todas las trayectorias fuera del subespacio
propio fuerte se aproximan a p por la direccién principal EX (p), que es tangente al vector propio de Aj§
(ver ﬁgura. Entonces de igual manera, para el sistema no linealizado, la variedad invariante estable
W*(p) contiene a la variedad invariante estable fuerte W*%(p) de dimensién dos. Por el teorema de la
variedad estable sabemos que W*#(p) es tangente en p al espacio propio lineal E*(p), entonces podemos
representar una parte de interés de W#(p) por una familia de segmentos de érbitas de un pardmetro
(de longitud suficiente), cuyo punto final se encuentra en el espacio propio E*(p). Luego las dérbitas de
W#5(p) son tangentes a E**(p) en una vecindad del equilibrio. Casi todas las érbitas de W#(p) convergen
a p a lo largo de la direccién principal, es decir, tangentes al vector propio v3. La tunica excepcién son
las 6rbitas de W*5(p).

EL

R

Figura 6.1: Bosquejo de un sistema linealizado cerca de un nodo estable p hiperbdlico. Se representa el espacio
estable lineal tridimensional que puede estar inmerso en un espacio de estados de dimensién cuatro o mas. A
menor cantidad de flechas méas débil es la tasa de contraccién. La direccién principal EZ es unidimensional y el
subespacio fuerte E*° es bidimensional.

Entonces, la idea general es representar la parte de interés de W#*(p) por una coleccién de discos
topoldgicos invariantes cuyas condiciones de frontera estén en un elipsoide en E*(p), suficientemente
pequeno para que sea una buena aproximacion. Mdas especificamente, W#(p) se puede representar por
un disco topoldgico W*%(p) asociado a la subvariedad bidimensional fuerte, mas una familia de discos
topolégicos {Wj'}y transversales a W**(p) y parametrizados por 6.

Las condiciones de frontera en un elipsoide se pueden definir como

u(0) = cos Ui sin v cos sin s .
) = +8 ( (cos(0) 57+ sn@) 2 ) o)+ sinfo) 25 ) (6.2

El parametro 6 € [0, 7), parametriza las elipses Dy transversales a E**(p). El pardmetro ¢ € [0, 27) define
un dominio fundamental que parametriza la familia de segmentos de érbita W = {ug(t), t € [0,1]}40
para cada 6 fijo. Ver figura
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Figura 6.2: Bosquejo de un segmento de orbita u comenzando cerca de un equilibrio p en un disco Dy /o
transversal a E**(p) con un 6 = /2 fijo. La segunda condicién de borde puede dejarse libre o restringirse para
quedar en una subvariedad X.

Nuevamente asumimos que ¢ es un valor fijo suficientemente pequeno. Anélogo a la seccién
tomaremos un elipsoide en lugar de una esfera para las condiciones de borde, ya que de esta manera se
ajusta a las diferentes tasas de crecimiento de las érbitas cerca de p.

El disco topolégico W**(p) se calcula de la misma manera que en la seccién al ser considerada
una variedad invariante bidimensional, con condiciones de frontera sobre una elipse en E®°. Por otro
lado, para cada @ fijo, las condiciones de frontera de W se encuentran sobre elipses Dy transversales al
espacio propio fuerte E**(p). Ver figura

La estrategia para el cdlculo de la familia de 6rbitas que aproximan a W#(p) por continuacién en
AUTO se puede dividir en 2 pasos generales:

i. Para cada angulo 6 fijo en [0,7), se calculan el disco invariante Wy de la misma manera que en
la seccion es decir, especificando una érbita inicial con condiciones de borde de u(1) en la
elipse Dy, la cual se encuentra mediante continuacién en el tiempo de integracién T suficientemente
grande o bien con u(0) sujeto a una condicién de frontera de longitud de arco fijo L o la interseccién
de la érbita con una subvariedad Y monitoreada por un pardmetro F™.

ii. El disco invariante Wj se obtiene al fijar 7', L o F* (dependiendo de cudl es la condicién de
frontera del punto inicial u(0)) y continuando la coleccién de segmentos de 6rbitas {ugg}e.s en el
pardmetro ¢ € [0, 27].

iii. Se varfa el dngulo 6 € [0, 7] para obtener una representaciéon de W#(p) como coleccién de discos
invariantes.

Como ejemplo se tiene la figura[6.3] en la cual podemos ver una proyeccién de una parte de la variedad
tridimensional estable W*(z() del origen del modelo de cuatro dimensiones (5.8). Cada una de las
“hojas” de la variedad representan discos invariantes obtenidos para distintos valores fijos de 8. Para el
célculo de la variedad de figura se agregd una condicion de borde adicional tal que u(0) € S, donde
93 = {u(0) € R* : [|u|| = r} es una 3-esfera centrada en g de radio r = 25.
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Figura 6.3: Proyeccién de la variedad invariante estable tridimensional W*(xq) del origen del modelo (5.8). La
segunda condicién de frontera es una esfera S2 centrada en el punto de equilibrio =g con radio r = 25.

6.2. Visualizacion de cuencas de atraccion

La estrategia principal para visualizar las cuencas de atracciéon de un sistema de cuatro dimen-
siones es la intercepcién de las variedades invariantes con objetos compactos en R*. En primer lugar
consideremos un ejemplo en R? para motivar el método. Consideremos una, 2-esfera definida por

S2={zeR3 : ||z||=r}
donde 7 es el radio de S2. Esta esfera se puede dividir en un hemisferio norte y un hemisferio sur, a los
cuales se les puede aplicar homeomorfismos apropiados para obtener dos discos, ver figura Cada
disco puede verse como una 2-bola (B?), cuya frontera es S' (un circulo). La frontera de estos discos
estan identificadas entre si, y representan el ecuador de S2, luego S? se puede construir topolégicamente
uniendo estos dos discos.

AVA™

Figura 6.4: La 2-esfera S? se puede construir topolégicamente uniendo dos discos.
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Recordemos que en el capitulo [4] tenemos un modelo en R? con variedades invariantes unidimen-
sionales que definen a las fronteras de diferentes cuencas de atraccion. Estas cuencas de atraccién se
visualizan en el espacio de fase que es un plano, y es sencillo de interpretar. Podemos distinguir de ma-
nera clara cual regién corresponde a cada cuenca de atraccién. Por otro lado, supongamos que tenemos
un sistema en R3, la cual tiene una variedad invariante bidimensional que representa la frontera entre
dos cuencas de atraccidn, la cuenca de atraccién B(A) del objeto atractor A y la cuenca de atraccién
B(B) del objeto atractor B. Ahora las cuencas de atraccién van a ser espacios abiertos de dimensién tres
y es mas complejo de interpretar de manera clara. Una forma de solucionar este problema es interceptar
las variedades invariantes con un objeto compacto en R?, por ejemplo interceptdandolas con S?, y de esta
manera objetos de dimensién n interceptados con S? se transforman en objetos de dimensién n — 1 en
el espacio tridimensional. Por lo tanto las cuencas de atraccion seran regiones bidimensionales abiertas
sobre S? y su frontera sera la curva definida por la intercepcién de la variedad con S2, la cual es una
curva cerrada sobre sobre la superficie de S2. Ver figura (a). Luego para poder visualizar cada una
de las cuencas de atraccién de manera clara, podemos separar cada hemisferio de S? en dos discos B'.

Ver figura (b) La frontera de estos discos estan identificados entre ellos, y representan el ecuador de
S2.

SZ
e

B? B?

wWsnSs? J\y |y_x

X

Figura 6.5: Panel(a): Intercepcién de una variedad invariante W* en un modelo de tres dimensiones con S2.
Aqui W N S? es una curva sobre S2 que separa dos abiertos: la cuenca de atraccién B(A) del objeto atractor A
y la cuenca de atraccién B(B) del objeto atractor B. Panel(b): La representacién de S? como dos discos (cada
uno representando un hemisferio de S?), cuyas fronteras estdn identificadas entre sf a lo largo del ecuador de S2.

Esto nos permite entender a S3 desde un punto de vista topoldgico. Sea S definida por
S3={zeR* : ||z||=r},

donde r es el radio de S3. Andlogamente a S2, S3 se puede construir topolégicamente uniendo las fron-
teras de un par de 3-bolas B3. La frontera de cada bola B> es S?, y estas dos esferas deben identificarse.
Una de las bolas B? se puede considerar como el hemisferio superior de S3, mientras que la otra bola B3
se puede considerar como el hemisferio inferior de S3. Al igual que en el caso anterior de S2, los objetos
en R* interceptados con S bajan en uno su dimensién al visualizarse en B3. Ahora la interseccién de
una variedad invariante de dimensién tres con S® es una superficie de dimensién dos en B3, de la misma
manera la interseccién de una variedad invariante bidimensional con S% es una curva y finalmente la
interseccién de variedades unidimensionales con S3 son puntos.
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Considerando un ejemplo mas conciso, retomemos el modelo , con z > 0. El equilibrio xy para
z > 0 tiene una variedad invariante estable de dimensién tres (figura , que por la teoria sabemos
que actia como separatriz de diferentes cuencas de atraccién del sistema de cuatro dimensiones ([5.8)).
Tomaremos una esfera S3 centrada en zg de radio pequenio, tal que el tnico punto de equilibrio que
se encuentra en esta 3-esfera es el equilibrio zg y luego interceptamos todas las variedades invariantes
del sistema con S3. Esto se logra agregando una nueva condicién de borde al modelo al momento de
calcular las variedades invariantes numéricamente mediante a AUTO. Si la variedad calculada es estable
entonces esta condicion de borde estd definida por

ui(0) + u3(0) +u3(0) + ui(0) = R?,

donde R es radio de la esfera y u;(0),...,u4(0) son las cuatro coordenadas iniciales de cada érbita
calculada. Para una variedad inestable las coordenadas consideradas en esa igualdad son las cuatro
coordenadas finales de cada érbita calculada, es decir, ui(1),...,us(1). Recordemos que el tiempo se
parametriza por T' € [0, 1]. La estrategia para el célculo de esta familia de 6rbitas que aproximan a cada
variedad invariante por continuacién en AUTO es ahora mantener fijo el pardmetro R en el valor definido
para que los puntos iniciales (finales) de cada 6rbita se encuentren en S3. De esta manera calculamos
todas las intercepciones de las variedades invariantes con una esfera de radio R = 25 centrada en x,
luego separamos cada hemisferio de S® en un par de bolas B3 como se puede ver en la figura Ala
derecha tenemos el hemisferio para valores de Vg positivo y en la izquierda el hemisferio para valores de
Vr negativo. La frontera de cada una de las bolas B? corresponde a los cascarones S2, los cuales estdn
identificadas entre si y corresponde a valores de Vg = 0.

V>0 Vr< 0

Figura 6.6: Ambos hemisferios de la intercepcién de las variedades invariante del modelo con S® centrada
en xg. A la derecha tenemos el hemisferio para valores de Vg positivo y en la izquierda el hemisferio para valores
de V& negativo. La frontera de cada una de las bolas B? estdn identificados entre si y corresponde a valores de
Ve =0.

Para la figura las curvas celestes corresponden a la intercepcién con S3 de las familia de discos
topoldgicos de dimensién dos que aproximan a la variedad invariante estable tridimensional del equilibrio
xg. Esta familia de curvas aproximan a la superficie bidimensional resultante de esta intercepcion entre
la variedad invariante tridimensional y S2, y mientras més discos son calculados mas densa se ve esta
familia de curvas que aproximan a la superficie. Esta superficie acttia como separatriz de dos cuencas de
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atraccién, dividiendo el espacio en dos regiones abiertas. Las curvas bidimensionales rojas corresponden
a las variedades inestables de los equilibrios x; y x4, si bien parecen coincidir en una misma curva, estas
variedades inestables no se interceptan, sino que para una vecindad del zg estan separadas por una dis-
tancia muy pequena. La variedad inestable del equilibrio xy es un punto y se encuentra en la frontera,
por lo tanto se puede ver en ambas B®. Tanto las variedades invariantes estables de los equilibrios 1, 2
y 24 ademds de las variedades invariantes inestables del equilibrio 24 no interceptan a S3 para este radio.

Finalmente para visualizar las cuencas de atraccién para este modelo, se intercepta el par de B> con
planos transversales a diferentes valores para la coordenada Vi, de este modo se obtiene una familia
de discos topoldgicos para cada valor fijo de Vi, en donde se ven claramente las diferentes regiones
correspondientes a cada cuenca de atraccién. De esta manera, la superficie correspondiente a la variedad
tridimensional W#(xo) de xo correspondera a una curva en los discos, las variedades bidimensionales
seran puntos en los discos, y la variedad unidimensional solo podra visualizarse si nos situamos en el
plano especifico en el cual se encuentra, como se puede ver en la figura

V>0 V<0

20
15 F

10 ¢
Viw ==25| w o}
“10 b

=20 [

20 |
15 F
10

Vi = 2.5 °
W or

210 F
215 F

=20

-25 20 -15 -10 -5 0
F
-25 -20 -15 -10 -5 0
F

Figura 6.7: Cuencas de atracciéon del modelo con z > 0. En los paneles de la derecha se representan dos
secciones transversales para Viy = —2,5 v Vjir = 2,5 fijos para el hemisferio Vi positivo de S2. En los paneles de
la izquierda se representan las mismas secciones para Vi fijos para el hemisferio Vr negativo de S2. La regién
anaranjada representa la cuenca de atraccién del equilibrio x3 y la regién azulada la cuenca de atracciéon del
infinito.
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De esta manera, en la figura [6.7] podemos ver cuatro discos, cada uno resultante de la intercepcién
transversal de B3 de la figura con un plano para dos valores de Vi fijo; Viy = —2,5 y Vi = 2,5.
Los paneles de la izquierda son secciones del hemisferio Vi positivo de S? y los paneles de la derecha
son secciones del hemisferio Vi negativo de S3. Las fronteras de estos discos estan identificados entré si.
Esta manera de visualizar las cuencas de atraccién nos da una respuesta para poder escoger condiciones
iniciales de manera de obtener un comportamiento asintético deseado. Este método se puede aplicar
a otros sistemas de cuatro dimensiones que requieran un estudio de cuencas de atraccién, que no es
posible hacer con los métodos convencionales que existen en la actualidad.
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