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Resumen

Durante las ultimas décadas el estudio de los estados ligados en el continuo
(BICs por sus siglas en inglés) ha alcanzado un punto de auge atrayendo la
atencion principalmente en los campos de la 6ptica y la fotonica [1]. El estudio
de su generacion, propiedades y manejo a voluntad promete grandes avances
para la creacion de dispositivos en distintos campos de la fisica, lo que ha
derivado en una gran cantidad de trabajos sobre el tema en diversas areas de
investigacion. Llama particularmente la atencion que la mayoria de los sistemas
utilizados en los que se estudia la formaciéon de BICs trabajan en base a la
simetria absoluta del sistema.

En este trabajo se ha estudiado la formacion de BICs en sistemas de transporte
electronico y /o foténico compuestos por guias de onda unidimensionales con
forma de cruces, utilizando largos conmensurables para los brazos superiores e
inferiores de las mismas. Ademas, se ha investigado el efecto que tiene sobre
la formacién de dichos estados la distancia utilizada entre las intersecciones
consecutivas y su conmensurabilidad con los largos, asi como la cantidad de
cruces presentes en el sistema. Analizamos primero el caso simple de una cruz y
se ha obtenido una generalizacion para un arreglo periédico de N cruces idénticas
e igualmente espaciadas. Para esto se ha resuelto la ecuacion de Helmholtz con
las condiciones de borde adecuadas al sistema y se han comparado de forma
numérica y grafica cantidades relevantes para el estudio, como la transmision y
la densidad de estados de los sistemas.

Los resultados muestran que es posible la formacion de BICs si los largos de los
brazos superiores e inferiores de las cruces son conmensurables entre si o en el
caso de que el largo de dichos brazos (iguales) sea conmensurable a la distancia

entre las cruces.



Indice general

1. Introduccioén

2. Conceptos Previos
21. BICs . . . ... ...
2.2. Matriz de Transferencia . . . . . .

2.2.1. ;Qué es la matriz de transferencia? . . . . . ... .. ..
2.2.2. Amplitudes de Reflexiéon y Transmision . . . . . . . . . .
2.2.3. Multiplicacion de Matrices de Transferencia . . . . . . .

2.2.4. Identidad de Chebyshev . .

2.2.5. Transmision a través de N Barreras Idénticas . . . . . . .

3. Sistemas Estudiados
3.1. Unacruz. .. ... ... ... ...
3.1.1. Modelo. . . .. ... ....
3.1.2. Desarrollo y Resultados . .
32. Ncruces . . . .. . ... ... ...
3.2.1. Modelo. . . ... ... ...
3.2.2. Desarrollo y Resultados . .
3.2.3. Caso Particular: Dos Cruces

4. Analisis y Discusiones
40.1. UnaCruz .. ........
402. NCruces. .. ... .....
4.0.3. Dos Cruces . ... .....

5. Conclusiones
Referencias
Apéndices

A. Otras Ecuaciones
A1l. Dos cruces: Densidades de Estado

12
12
12
13
15
15
16
19

22
22
26
30

35

36

38

38



Capitulo 1

Introduccion

En 1929 John von Neumann y Eugene Wigner propusieron por primera vez
en la historia la existencia de los estados ligados en el continuo (BICs) en el
contexto de la mecanica cuantica [2]. En su trabajo encontraron una solucion
particular a la ecuaciéon de Schrodinger en que un estado ligado de energia
discreta y positiva dentro del espectro continuo se forma como resultado de
multiples interferencias provenientes de un potencial oscilatorio resultando en
la supresion absoluta de la filtracion de energia [3|. A pesar de que el modelo
particular propuesto por estos cientificos no ha sido implementado de forma
experimental, el descubrimiento ha cimentado la base para el desarrollo de la
investigacion de estos estados en diversas areas de la fisica, como por ejemplo

la actustica y la optica.

Posterior a este primer descubrimiento el estudio de esta tematica perdio6
fuerza. En la década de los 70 y los anos posteriores existieron diversos
estudios teodricos que presentaron estados energéticos con las caracteristicas
ya mencionadas, pero éstos no relacionaron los resultados obtenidos con el
fenémeno de los BICs. [3].

Posteriormente, en 1992, Capasso, Sirtori, Faist et al. reportaron evidencia
directa de la formacion de estos estados en heteroestructuras semiconductoras
[4].Sin embargo, no fue hasta el ano 2008, en que Marinica et. al. realizaron
estudios sobre la fisica de estos particulares estados en sistemas 6pticos [5], que
este fenémeno fue medido de forma experimental por primera vez.

Durante la ultima década la investigacion de los BICs ha tomado gran relevancia

en variados campos de la fisica, entre los que destacan la fotonica y la



electronica, debido principalmente a sus aplicaciones en la fabricacion de
diversos dispositivos [6]. Lo anterior ha derivado en el estudio de distintos
sistemas fisicos que permitan la formacion de estos exoticos estados. En dichos
estudios ha predominado hasta la actualidad la simetria de los sistemas como
base para la creacion de BICs, ya sea en términos energéticos o espaciales. En
este trabajo buscamos determinar si es posible la formaciéon de estos estados

para sistemas que no presenten simetria absoluta.



Capitulo 2

Conceptos Previos

2.1. BICs

Los BICs son ondas que permanecen localizadas y confinadas a pesar
de coexistir con espectros continuos de ondas irradiadas que transportan
energia fuera del sistema [7]. En la préactica los sistemas que presentan estados
resonantes acoplados a espectros continuos de radiacion filtran y pierden su
energia con el paso del tiempo, sin embargo los BICs son excepciones a esta
regla. En los BICs la energia resonante estd completamente localizada a pesar
que el estado se encuentra acoplado al espectro de radiacion continuo [3]. En
la Figura 2.1.1 [7] se aprecia el espectro de frecuencia de un sistema abierto
comun.

De forma fundamental, los BICs se originan a partir del fenémeno de
interferencia destructiva cuando, por la superposicion de dos o mas ondas, las
pérdidas por radiacion se anulan [3].

Dado que las ondas provenientes del infinito en experimentos de dispersion no
pueden excitar los BICs al encontrarse estos completamente desacoplados del
continuo de frecuencias irradiadas (a diferencia de las resonancias simples que
si resultan excitadas) es que se puede considerar que los BICs son resonancias

que no filtran su energia y con ancho cero [7]
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Figura 2.1.1: Espectro de frecuencia de un sistema abierto, consistente de
un continuo de estados extendidos (azul), estados ligados discretos (verdes),
resonancias ligadas al continuo que filtran su energia (naranja) y estados ligados
en el continuo que permanecen localizados sin irradiar (rojo).

Imagen extraida de Ref. [7].

Los BICs estan intrinsecamente relacionados a otro fénomeno fisico: las
resonancias de Fano. Las resonancias de Fano son generadas a partir de la
interferencia destructiva y constructiva entre el estado localizado discreto y
el estado continuo [8] y, a diferencia de la resonancia Lorentziana tradicional,
presenta un perfil espectral agudo y antisimétrico [9]. Los BICs ideales y
tedricamente calculados se manifiestan como un colapso de la resonancia de

Fano, lo que genera que la misma desaparezca del espectro [3].

2.2. Matriz de Transferencia

2.2.1. ;Qué es la matriz de transferencia?

Supongamos un electréon que se desplaza de forma unidimensional en un
potencial localizado. El movimiento de una particula de masa m bajo estas
condiciones esté gobernado por la ecuacion de Schrodinger (independiente del

tiempo) [10]
)
2m  dz?

+ [V(z) — E]¥(z) =0 (2.1)



Supongamos, por simplicidad, que el potencial tiene la forma:

V(z) para 0<z <]
Vi) = 2.2
(@) 0 para x <0 (2:2)
x>

La particula puede acercarse a la muestra, que representa al potencial, por
ambos lados, como se muestra en la Figura 2.2.1 y experimentara dispersion,

es decir, al interactuar con la muestra puede reflejarse o transmitirse.

W W
—- —-
MUESTRA
— —
W Wy

Figura 2.2.1: Dispersion a una muestra caracterizada por el potencial V(x).

Asumimos que las soluciones de la ecuaciéon de Schréodinger a ambos lados

son superposiciones de ondas planas
Uy (z) =] (x) + ¥V, (z), x <0 (2.3)

Ur(z) = Uk(z) + Ui(z), x> (2.4)

De esta forma, las componentes de las funciones de onda antes descritas pueden

expresarse como:

Ul (z) = Aetie” (2.5)
U, () = Be " (2.6)
Uh(z) = Cet™® (2.7)
Uy(z) = De 0" (2.8)

La matriz de transferencia M expresa los coeficientes de la funcién de onda

de la derecha en términos de los coeficientes de la izquierda [10]. De forma



matricial tenemos:

Ve =0\ _ (YL =0) (2.9)
Uz =) U7 (z = 0) '

Ademas, los coeficientes de la matriz de transferencia M se etiquetan como:

My, M
M= | ' ¥ (2.10)
My Mo
A partir de este punto y en lo que sigue de este estudio, trabajaremos con
matrices de transferencia que cumplen con la conservacion de la densidad de

corriente y que poseen simetria de inversion temporal [10], lo que se traduce

(entre otras condiciones) en que Tr M toma valor real y

detM = 1 (2.11)

2.2.2. Amplitudes de Reflexién y Transmisiéon

Asumamos que la particula se aproxima a la muestra desde la derecha. Para

esta situaciéon y normalizando la incidencia tenemos:
Uh=0 (2.12)

WL =1 (2.13)

Describiremos entonces la onda transmitida y la reflejada respectivamente
como:
U (x=0)=tVyx =1 (2.14)

Uh(x=10)=rUg(z =1 (2.15)

A los coeficientes t y r se les llama amplitudes de transmisiéon y de reflexion

respectivamente [10] y cumplen:

1t +r? =1 (2.16)



Comparando esto con lo obtenido en la ecuacién 2.9 obtenemos las siguientes

relaciones:
1
t = — 2.17
Vi (2.17)
Mo
r=— 2.18
Vs (2.18)

Si analizamos ahora una dispersiéon por una particula proveniente del lado

izquierdo obtenemos que las nuevas amplitudes de transmision y reflexion (¢ y

r’) son:
Moy My
t'= My — ———= 2.19
n - (2,19
Moy
r=—"—" 2.20
Moo ( )

Invirtiendo las relaciones obtenidas para las amplitudes podemos expresar la

matriz de transferencia M como:

yo—
M = T/t (2.21)
Tt

Por ultimo, se definen los coeficientes de transmision Ty de reflexion R del

= 3

sistema como la probabilidad de que la onda incidente se transmita o se refleje

respectivamente, y se calculan como:
T = |t]? (2.22)

R=r|? (2.23)

2.2.3. Multiplicacién de Matrices de Transferencia

— —
1+2
Ap— p—
WS Wy

Figura 2.2.2: Dispersién en un sistema compuestos por dos muestras
individuales.



Supongamos que un electron atraviesa un sistema compuesto por dos
muestras independientes. La primera muestra corresponde a un potencial V;(z)
no nulo en a < x < b y estda matematicamente representada por la matriz de
transferencia M, mientras que la segunda muestra corresponde a un potencial
Vo(z) no nulo en b < x < ¢y estd mateméaticamente representada por la matriz

de transferencia My. Expresamos la funcién de onda en tres regiones de interés

Uy (z) =V () + U, (), r<a (2.24)
U(z=0)=0"(b)+ T (b), r=>b (2.25)
Up(z) = VEh(z) + Vi), xr>c (2.26)

Procedemos entonces a describir de forma matricial el proceso que experimenta
la particula al atravesar cada una de las muestras, siendo respectivamente para

la primera y la segunda muestra de las formas:

(%(@) M (w;(a)> (2.27)
(D) Uy (a)

(%(e)) M, (\w(b)) 2.28)
V5 (0) v (b)

Reemplazando lo expresado en 2.27 en el lado derecho de 2.28 tenemos

Ut(c Ut(a
( A >> ~ MM, ( il )) (2.29)

Wg(c) vy (a)
Es decir, la matriz de transferencia M que describe este sistema compuesto de
dos muestras como el que se presenta en la Figura 2.2.2 es igual a el producto

de las matrices M; y My que describen cada una de las muestras de forma

independientes. Expresado en forma de producto
M = M;M, (2.30)

De forma general, un sistema que esté compuesto por N muestras individuales,
se representara con una matriz de transferencia M que sera igual al producto

total de las N matrices de transferencia correspondientes a cada una de las



muestras estudiadas [10]. Expresado como producto matricial esto es:

2.2.4. Identidad de Chebyshev

Supondremos ahora un caso especial de lo mencionado anteriormente en

que todas las matrices de transferencia son iguales, es decir:
M, =My,=..=My=M (2.32)

El objetivo es expresar los coeficientes de la matriz de transferencia general MY
en términos de los coeficientes de la matriz M para una sola de las muestras.
Lo anterior se logra utilizando la Identidad de Chebyshev [11], la cual plantea

que, dada una matriz de la forma:

a b
M = (c d) (2.33)

A = el (2.34)

cuyos valores propios son:

)\2 = eiiql (235)

La N-ésima potencia de dicha matriz estd dada por:

N
b Un_1—Un_ bUp
MY — a _ aUnN-1 N-2 N-1 (2.36)
c d CUN_1 dUN_1 — UN_2
Donde Uy se define en funciéon de ¢ como:

_sin (N 4 1)ql

Un .
sin ql

(2.37)

10



2.2.5. Transmision a través de N Barreras Idénticas

De la relaciéon planteada en 2.17 podemos reescribir el coeficiente de

transmision del sistema como:

|t]2 + || 1+ el

Ademas, de 2.21 se tiene que la relacion entre los coeficientes de la matriz de

transferencia y las amplitudes de reflexion y transmision implican:

My = % (2.39)

Luego, para una matriz de transferencia que resulta del producto de N matrices
idénticas de transferencia individuales y utilizando lo mostrado en 2.36 podemos

expresar el coeficiente de transmision final como [10]:

1
1+ | Mp2U3

Tn (2.40)

Donde M, corresponde al coeficiente de la matriz de transferencia individual

que representa una sola barrera.

11



Capitulo 3

Sistemas Estudiados

3.1. Una cruz

3.1.1. Modelo

Estudiamos un sistema compuesto por guias de onda unidimensionales en
forma de cruz como se muestra en la Figura 3.1.1, considerando particulas
que inciden desde el lado izquierdo del sistema. El sistema esté abierto en sus
brazos horizontales y permanece cerrado en las terminaciones de los brazos

verticales, siendo los largos de estos tltimos L™ (superior) y L~ (inferior).

L
CEHka De—iky
EHk){ te+ikx
x=0
re—ikx
Fetiky Geky
L.

Figura 3.1.1: Sistema de guia de onda unidimensional en forma de cruz.

Para facilitar el estudio de este sistema lo dividiremos en cuatro secciones
de interés: el brazo izquierdo corresponde a la seccion 1, el derecho a la seccion

2, el superior a la seccién 3 y el inferior a la seccion 4. Considerando soluciones

12



de onda plana podemos escribir las funciones de onda en cada una de las cuatro

secclones como

Uy () = e 4 pethe (3.1)
Wy(z) = te™ (3.2)
WUs(y) = Ce™ + De~ v (3.3)
Uy(y) = Fe™v + Ge ™ (3.4)

3.1.2. Desarrollo y Resultados

Para determinar los valores de los coeficientes en las funciones de onda
enumeradas anteriormente utilizamos las condiciones de borde del problema.
En primer lugar las funciones de ondas deben ser continuas en z =y = 0, es

decir:
Uy(0) =W (0) =U3(0) =Uy(0) =t=14+r=F+G=C+D (3.5)

Ademaés las funciones de ondas en las secciones 3 y 4 deben anularse en los

extremos de los brazo correspondientes:

Uy(LT) =0 = D = —Ce¥* " (3.6)

Uy(—L7) =0= F = —Ge**~ (3.7)

Por 1ltimo, la diferencia de las derivadas de las funciones de ondas en la direccion
horizontal y la de las funciones de onda en direccion vertical, evaluadas en el

punto de unién, deben ser iguales:

o0V,
ox

0
o+ O

ov,

ovs| 0¥y
0~ dy

o+ dy

—=t+r—1=C+G—-D—F (3.8)
o

13



Considerando las ecuaciones 3.5 a la 3.8 poedmos resolver para los coeficientes
t, r, A, B, C y D, obteniendo:

2

= 2 — if[cot(kLt) 4 cot(kL™)] (3.9)
I - —~ 1 (3.10)
2 —ifcot(kL*) + cot(kL™)]
261‘ka
F= 4isin(kL=) + 2sin(kL~)[cot(kL*) + cot(kL™)] (3.11)
_9p—ikL™
G = disin(kL™) + 2sin(kL~)[cot(kL*) + cot(kL™)] (3.12)
_2efikL+
= Gisin(kL®) + 2sin(RL+)[cot (kL) T col(RL-) (3.13)
e (3.14)

D p—
disin(kL*) 4 2sin(kL*)[cot(kLT) + cot(kL™)]
Una vez obtenidos los coeficientes podemos obtener la probabilidad total de

trasnmisién del sistema como:

4
4 + [cot(kL+) + cot(kL™)]?

T =t]* = (3.15)

Ademés calculamos la densidad de estados en los brazos verticales, siendo para

el brazo superior (seccion 3) y para el inferior (seccion 4) respectivamente:

y=L" —2cot(kL*) + 2k LT csc(kLT)?
Py =/ W] dy = cotthl”) + 2kL"csclk 2 (3.16)
=0 k[4 + [cot(kL*) + cot(kL™))?]
v=0 —2cot(kL™) + 2kL ™ csc(kL™)?
Py = Uy dy = 3.17
! /y_L| "y k[4 + [cot(kLV) + cot(kL)]?] (3:17)

De esta forma se obtiene la densidad total de estados en la seccion transversal

del sistema como la suma de los dos resultados anteriores, con lo que se obtiene:

2[cot(kL™) + cot(kL™) — k(L™ csc(kL™)* + Ltcsc(kLT)?))
k[4 + [cot(kL*) + cot(kL™)]?]

Pr=P;+ Py =—
(3.18)

14



3.2. N cruces

3.2.1. Modelo

Trabajamos ahora con la generalizacion del sistema anterior de una cruz a
N cruces. Se tiene un sistema compuesto por guias de onda unidimensionales
en forma de cruces. En total el sistema descrito cuenta con N cruces idénticas

separadas por una distancia a como se muestra en la Figura 3.2.1

L* L* L L L
Cyetiky Dyt Coetir Dyekr Cietir Dty Caet™ Dypqpe Cre ™ Dye ™
+ikx +ikx +ikx +ikt ik +ik i il
e A e A e Ane A et gy 51 By &0 otk
—_—
-—
re B, & ikt B,e ik Bj-j. prikx Bj gkt Bus gk Brs ik
Fyetier Gy Faatiky Gy Fieoikv Gje-lh' F{N_neoikv Gm-ne'ik" Frue™ikv Gek
L L L L L
x=0 X=a x=(j-1)a x=(N-2)a x=(N-1)a

Figura 3.2.1: Sistema compuesto por N cruces idénticas separadas por una
distancia a.

Al igual que en el caso ya estudiado, el sistema esté abierto en sus brazos
horizontales y permanece cerrado en las terminaciones de los brazos verticales,
siendo los largos de estos altimos L™ (superiores) y L~ (inferiores). Utilizaremos
el método de la matriz de transferencia (vease el capitulo Conceptos Previos),
por lo que centramos nuestro estudio en la j-ésima cruz del sistema (Figura

3.2.2) que se encuentra en la posicion z = (j — 1)a.

15



Cj ety D] aiky
Aj—l e+ik)( Aj e+ilo(
x=(j-1)a
Bi-l aikx Bj arikx
F e“k“‘ G, e

L

Figura 3.2.2: J-ésima cruz del sistema, en la posicion x=(j-1)a.

Anélogamente a lo realizado en el caso de una cruz dividimos en cuatro
secciones de interés: el brazo izquierdo esta descrito por la funcién de onda
U,_4(x), el derecho por la funcion de onda ¥;(x), el superior por la funcién de
onda ®%(y) y el inferior por la funcion de onda ®¢(y). Considerando soluciones
de onda plana podemos escribir las funciones de onda en cada una de las cuatro

secciones como

U, 4(x) = Aj_le““ + Bj_le_““ (3.19)
U,(7) = Aje™™ + Bje e (3.20)
Di(y) = Cje™ 4 Dje v (3.21)
(y) = Fje™ + Gye=™ (3.22)

3.2.2. Desarrollo y Resultados

Nuevamente utilizamos las condiciones de borde del problema. La primera
condicion implica que las funciones de onda deben ser continuas en z = (j —1)a

ey =0, es decir:

Ajileik(jfl)a + Bjileik(jfl)a — Ajeik(jfl)a + Bjeik(jfl)a — ij + Gj — Cj + Dj
(3.23)

16



Las funciones de ondas en las secciones 3 y 4 deben anularse en los extremos

de los brazo correspondientes:
QU(LY) =0 = D; = —Cje**" (3.24)

PU~L7) =0= F; = —G;e**"" (3.25)

Por ultimo, la diferencia de las derivadas de las funciones de ondas en la direccion
horizontal y la de las funciones de onda en direccion vertical, evaluadas en el

punto de unién, deben ser iguales:
Ajeik(jfl)a_Bjeik(jfl)a_Ajileik(jfl)a_i_Bjileik(jfl)a = C;—D,—Fi+G; (3.26)
Hacemos los siguientes cambios de variable de tal forma que tendremos:
At = Al W4 (3.27)

Bje™* = B! Vi (3.28)

De esta forma podemos reescribir el sistema de ecuaciones formado por 3.23 y

3.26 en forma matricial utilizando el método de la matriz de transferencia:

(8)-(n9e o V(5
B; _%efzka (1 _ %)efzka B}—l

Asi, la matriz de transferencia que caracteriza este sistema es:

1+g ika a ika
M, — (( 2)e 2¢ ) (3.30)

_%e—ika (1 _ %>e—ika

Donde hemos utilizado por simplicidad la expresion

—_— R
1 + eszL 1 + 621kL
Q= 1 — e2ikL*T 1 — e2ikL™

= —i[cot(kL™) + cot(kL™)] (3.31)

Para un sistema compuesto por N de estas cruces como el mostrado en la

Figura 3.2.1 la matriz de transferencia total sera igual a la N-ésmia potencia

17



de la matriz Mj:

N
1 a) ika o ika
M = MY — <( +3)e 2€ _k> (3.32)

—Ze~the (11— %)e

De esta expresion determinamos que det M; = 1 y que los valores propios son:

A = cos(ka) + w + \/[cos(k:a) — M]Q -1 (3.33)

Comparando esta expresion con la esperada para los valores propios de la
matriz de transferencia:
A = eFiae (3.34)

Podemos expresar el coseno de ga como:

Lo I+ IVlss
cos(qa) = cos(ka) + w = cos(ka) + [cot(KLT) + co;f(k )]sin(ka)
(3.35)
Por ende, tenemos que
LTt L7)]si
qa = cos ‘[cos(ka) + (cot(kLT) + cot(k )]sm(k’a)] (3.36)

2

Utilizando la identidad de Chebyshev (vease el capitulo Conceptos Previos)

obtenemos la siguiente expresion para la matriz de transferencia final:

1 a ilmU,—U, gikan
M — (( + 5)e" Uy N-2 7€ UNn—1 ) (3.37)

_%efikaUN_l (1 _ %)efikaUN_l _ UN—2

Donde Uy esta definido como:

in(N+1
Uy = W—+m (3.38)
sin qa
Luego, utilizando la ecuaciéon 2.40 obtenemos la transmision final para un

sistema compuesto por N cruces:

1
1+ [Ia\sin(Nqa) 2

2sin(qa)

T =

| (3.39)
o (cot(kL*)4cot(kL—))2 sin? (N cos— 1 (% sin(ak)(cot(kLt)+cot(kL— ))+cos(ak)))
4(17(% sin(ak)(cot(kL+)+cot(kL_))Jrcos(ak))2>

+1
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3.2.3. Caso Particular: Dos Cruces

Consideramos ahora un caso particular del sistema anterior donde N=2. El

sistema general se reduce al que se muestra en la Figura 3.2.3.
L =

C le+|'ky

D, e ¥ C,e* k\"

oHike Ay etk etk

—_ x=0 —_—————* »=a - -

re-ikx B, eikx

Fle”k“‘ G,ev Foetikv

L L
Figura 3.2.3: Sistema formado por dos cruces idénticas separadas por una

distancia a.

De acuerdo con la ecuaciéon 3.39 la transmisiéon de este sistema se reduce a:

T = |t]?
1 (3.40)
1+ (cos(ka)[cot(kL*) + cot(kL™)] + [COt(kLJrHCOtékL_)]QSin(ka))2

Nos proponemos ahora calcular la densidad de estados en cada una de las dos
cruces y en la regiéon intermedia de las mismas. Utilizando las condiciones de
borde planteadas en las ecuaciones 3.23 a la 3.26 y adaptandolas para el nuevo

sistema, despejamos los coeficientes necesarios obteniendo:

A:t(Q;a) (3.41)

B= %te%’w (3.42)

o= natec) (343
D — _tezikgzl(Q__eng;wzika) (3.4
G — tH(2 — a + ae?e) (3.45)

2(1 _ e2ikL—+)
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_teZik:L, (2 —a+ aeQika)

Fi= =g (3.46)
Cy = 1_“;%“ (3.47)

Dy — ?fz—jkif (3.48)

Gy = % (3.49)

p, = et (3.50)

1 — e2ikL_
Notamos que, si bien todos estos coeficients estan escritos en funcion de ¢, no
es necesario conocer este parametro para calcular las densidades de estado, ya

que utilizamos |t\2. Asi, la densidad de estados en la region intermedia de las

dos cruces esta dada por:

r=a 2 2 2
D,, = / [2 + |Oé| + —|Oé| — 2a€2ik(zfa) + —|Oé| + 2a672ik(:cfa)”t’2dm
2 4 4

(3.51)

(Por simplicidad, las formulas completas de estas densidades de estado no han
sido incluidas en el texto principal, refierase a la seccion Apéndice.) La densidad

de estados en la primera cruz viene dada por:

y=L" )
D1:/ "1’1‘ dy
Y

—— I

y=L" 2 y=0 B2
_/0 \\Ifl\der/ Py

y= y=—L~

Donde ¥# corresponde a la funcién de onda en el brazo superior y ¥F a la

(3.52)

funcion de onda en el brazo inferior, siendo sus valores cuadréticos respectivos:

‘\IJA}2 _ It1*[2 — 2cos(2k(y — L))][2 — 2|a|sin(2ka) + |a|*(1 — cos(2ka))]
! 2[2 — 2cos(2kLH)]

(3.53)
}\1[113‘2 _ It1*[2 — 2cos(2k(y — L7))][2 — 2|a|sin(2ka) + |a|*(1 — cos(2ka))]

2[2 — 2cos(2k L) 3.5
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Por 1ultimo la densidad de estados en la segunda cruz viene dada por:

y=LT )
D, Z/ 2| dy
=t (3.55)

y=L" e y=0 512
:/ ‘\IIQ‘dy—i—/ U7 | dy
y=0 Y L=

Donde nuevamente W3 corresponde a la funciéon de onda en el brazo superior
2
y U5 a la funcién de onda en el brazo inferior, siendo sus valores cuadraticos

respectivos:

412 *[1 — cos(2k(y — LT

B2 *[1 = cos(2k(y — L™
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Capitulo 4
Analisis y Discusiones

Para analizar los resultados obtenidos haremos los siguientes cambios de

variable: A
A

L =m-—-—— 4.2

m 3 (12)

a=1l+tv (4.3)

Siendo n,m,l nimeros enteros. Con los cambios de variable mencionados
podremos trabajar la conmensurabilidad de los largos superior e inferior y

estudiar el efecto de la distancia entre las cruces. Ademas, por simplicidad,
k

g

trabajaremos con

4.0.1. Una Cruz

Para el sistema estudiado compuesto por una cruz obtuvimos las ecuaciones
3.15 para la transmision total del sistema y 3.18 para la densidad de estados
en la seccion transversal. Con los cambios correspondientes podemos reescribir

la ecuacion 3.15 como:

T — |t|2 -

dsin®(rk(n + 3))sin®(tk(m — 2)) (4.4)

4sin?(rk(n + §))sin?(rk(m — £)) + sin?(rk(n + m))

De la expresion anterior podemos deducir que, cuando A es cero habra

resonancias de Fano simétricas para los valores de k tales que:
s
k=— 1y/o k=2 con 7é£ Vs, p (4.5)
n m m
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Donde s y p son ntimeros enteros. Por otro lado, el valor de la transmision sera
indetermiando para A = 0 (un BIC) e igual a 1 para A ~ 0 (un cuasi-BIC) en

los valores de k que cumplan:

=2 (4.6)
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Transmisidn vs. k

Transmisidn vs. k
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10fF 10k

oel PE]S

i:]8 oeft

o4l o.al

ozl ozl

1 1 L 1 1 1
oo 05 1.0 15 20 25 30 00 05 10 15 20 25 3.0
(a) n=m=1, A=0 (b) n=m=1, A = 0,001
Transmisidn vs. k Transmisidn vs. k

Transmisidn Transmisidn

1.0

0.8

LK)

o4

0z

L]

/\]\/
0.5 1.0

(c) n=1,m=3, A =0

Transmision vs. k
Transmisidn Transm

1.0
0.8
08
0.4
0z
I I
1.5 20 25 3.0

[ R] 05 1.0 1.5 20 25 a0
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Transmisidn vs. k

isign
1of 1o}
e RS
{I.ﬂ: Q_ﬂ:
0.4; 0_4§
{I.II'_i {]_25
0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 3.0 0.0 0.5 1.0 1.5 20 25 a0

(e) n=2, m=3, A=0

Figura 4.0.1: Gréficos de Transmision vs
una cruz.
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(f) n=2, m=3, A = 0,001

. k para el sistema compuesto por
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Figura 4.0.2: Graficos de Densidades de Estado vs. k para el sistema compuesto
por una cruz. Con linea punteada se muestran las deltas de Dirac de espesor

nulo.

En la Figura 4.0.1 se observan los graficos de transmision en funciéon de
k para tres combinaciones de largos distintas: (1:1), (1:3) y (2:3). Ademaés

por cada combinacién se muestran dos graficas: las imagenes de la izquierda

corresponden a aquellas en que la razoén entre los largos es exacta, mientras que

en las iméagenes de la derecha la razon ha sido levemente alterada (A = 0,001).
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En estas imégenes se aprecian tanto las resonancias de Fano en los valores
de k que cumplen con lo planteado en la ecuacién 4.5 como las BICs para
aquellos valores de k que cumplen con lo planteado en 4.6, las cuales aparecen
como antiresonancias normales para largos totalmente conmensurable (la razon
entre ambos largos es exactas) pero al romper levemente la conmensurabilidad
muestran resonancias agudas (cuasi-BICs). Analizando por otro lado las graficas
mostradas en la Figura 4.0.2 que muestran las densidades de estados en la
seccion transversal del sistema para los mismos arreglos mostrados en la Figura
4.0.1 se distinguen picos agudos en los mismos valores de k para los cuales
se generan BICs. Estos picos corresponden a deltas de Dirac cuyo espesor es
nulo, por lo que no son apreciables al tener conmensurabilidad prefecta de los
largos. Al romper levemente la conmensurabilidad (A = 0,001) los picos se
vuelven visibles. El hecho de que estos picos agudos e infinitos en la densidad
de estados aparezcan en el espectro permite identificar la formacion de estados
ligados en el continuo para este sistema en que los largos superior e inferior

son conmensurables entre si.

4.0.2. N Cruces

Para el sistema estudiado compuesto por N cruces obtuvimos la ecuacion 3.39
que expresa la transmision total del sistema. Analizamos de forma gréfica dicho
resultado, aplicando los cambios de variables mencionados en las ecuaciones
4.1 a 4.3. En primer lugar estudiamos céomo afecta la cantidad N de cruces

presentes en el sistema al resultado obtenido.
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Transmisidn vs k para 5 cruces Transmisian vs k para 8 cruces

Transmisidn Transmisidn
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‘nnnnn
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0.4 5 0.4 E
0.z o2k
' - 2 - . ' - 2 3 e
(c) N=15 cruces. (d) N=20 cruces.

Figura 4.0.3: Graficos de Transmision vs. k para el sistema compuesto por N
cruces con A = v = 0. Se aprecia la formacién de bandas de transmision.

En la Figura 4.0.3 se muestra la transmision para un sistema compuesto
por distinta cantidad de cruces (5, 8, 15 y 20) manteniendo constantes y
simétricos los largos superiores e inferiores y la distancia entre cada interseccion
(n=m=101=1, A =v =0). Se observa que, a diferencia de lo que ocurre
para el caso del sistema compuesto por una cruz donde aparecen resonancias y
antiresonancias simples, la transmisiéon presenta una estructura de bandas, las
cuales aumentan su definicion al aumentar la cantidad de cruces del sistema.
Estas bandas muestran valores de k (energia) para los que la transmision ocurre
en valores cercanos o iguales a 1 y otros valores de k para los que la transmision
seréd cercana o igual a 0.

En segundo lugar estudiamos el efecto de la conmensurabilidad de los largos de
los brazos superiores e inferiores en la transmision total del sistema. Para esto
mantenemos la distancia entre las intersecciones constante (I =1, v =0) y

trabajamos con N = 10 cruces.
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Transmisian vs k para 10 cruces Transmisidn vs k para 10 cruces

Transmisidn Transmisidn
1o0F 10k
ol W W ol M m
oef oek
0.af 0.k
0.z o2k
1 1 1 1 1 1 1 1 1
05 1.0 15 20 25 3.0 05 1.0 15 20 25 3.0
(a) n=m=1, A=0 (b) n=m=1, A = 0,001
Transmisian vs k para 10 cruces Transmisidn vs k para 10 cruces
Transmisidn Transmisidn
CEATL O N I "“511"‘![ VLN | NI
oef oek
oef oek
0.af 0.k
ozf o2k
1 1 1 1 1 1 1 1 1
05 1.0 15 20 25 3.0 05 1.0 15 20 25 3.0
(c) n=1, m=3, A=0 (d) n=1, m=3, A = 0,001
Transmisian vs k para 10 cruces Transmisidn vs k para 10 cruces
Transmisidn Transmisidn
En 1 T Il Il
oef oek
oef oek
0.af 0.k
ozf o2k
1 1 1 1 o 1 L A L
05 1.0 15 20 25 3.0 05 1.0 15 20 25 3.0
(e) n=2, m=3, A=0 (f) n=2, m=3, A = 0,001

Figura 4.0.4: Graficos de Transmision vs. k para el sistema compuesto por
N=10 cruces. Se ha mantenido constante la distancia entre cruces (I=1, v = 0).

En la Figura 4.0.4 se observan los gréaficos de transmision en funciéon de
k para las mismas tres combinaciones de largos superiores e inferiores que
trabajamos en el caso anterior: (1:1), (1:3) y (2:3). Por cada combinacion se
muestran dos graficas: las imagenes de la izquierda corresponden a aquellas
en que la razén entre los largos es exacta, mientras que en las imagenes de la

derecha la razon ha sido levemente alterada (A = 0,001). Al comparar estas

28



graficas con las presentadas en la Figura 4.0.1 se aprecia que aquellos valores
de k que en el sistema de una cruz mostraban antirresonancias ahora presentan
bandas de transmisiéon prohibida, mientras que aquellos valores de k que antes
mostraban resonancias ahora presentan bandas de transmisiéon permitida.
Ademsés, se mantiene la presencia de las BICs para los mismos valores de k
que en el sistema de una sola cruz, las cuales nuevamente aparecen como
antiresonancias normales para largos totalmente conmensurables (la razén
entre ambos largos es exactas) pero al romper levemente la conmensurabilidad
muestran resonancias agudas (ciasi-BICs).

Por ultimo estudiamos el efecto de la conmensurabilidad del largo de los brazos
con la distancia entre las cruces. Para esto mantenemos los largos superiores e
inferiores iguales y constantes (n =m =1, A =0) y trabajamos con N = 10
cruces.

En la Figura 4.0.5 se observan los gréaficos de transmision en funcién de k para
tres distancias entre intersecciones distintas: [ =1, [ =2 y [ = 3. Para cada
caso se muestran dos graficas: las imagenes de la izquierda corresponden a
aquellas en que la conmensurabilidad entre la distancia a y los largos superiores
e inferiores es exacta (v = 0), mientras que en las iméagenes de la derecha la
conmensurabilidad ha sido levemente alterada (v = 0,001). De las iméagenes
presentadas en la Figura 4.0.5 notamos que al variar a la estructura de bandas
se mantiene junto con la presencia de los BICs para los mismos valores de k
que al mantener a constante y variar los largos superiores e inferiores (caso
anterior). En este caso los BICs se muestran como antiresonancias para valores
de a totalmente conmensurables a los largos (v = 0) y al romper levemente la

conmensurabilidad (v = 0,001) aparecen resonancias agudas (cuasi-BICs).

29



Transmisian vs k para 10 cruces Transmisidn vs k para 10 cruces
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Figura 4.0.5: Graficos de Transmision vs. k para el sistema compuesto por
N=10 cruces. Se han mantenido iguales y constantes los largos de los brazos
superiores e inferiores (n=m=1, A = 0).

4.0.3. Dos Cruces

Para el caso particular del sistema compuesto por dos cruces obtuvimos
las ecuaciones 3.40 para la transmision total del sistema y 3.51, 3.52 y 3.55

para las densidades de estado, en la seccidon intermedia, la primera y la segunda
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cruz respectivamente. Analizamos de forma grafica dichos resultados, aplicando
los cambios de variables mencionados en las ecuaciones 4.1 a 4.3 para el caso
n=m =[] = 1. En primer lugar estudiamos la transmision total del sistema a

partir de las graficas mostradas en la Figura 4.0.6.
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Transmision Transmisicn

1.0

o

0.4

[=]
o

N S B e S B e s e
[=]
=1

A AL

[=]
]
[=]
a

(=]

n
(=]

n
(&)
(=]
(&)

n
(5
(=]

0.5 1.0 1.5 20 25 30

(a) A=0,r=0 (b) A =0,001,v =0

Transmisidn vs k para 2 cruces

=

ransmisign

1.0

0.8

0.6

0.4

0.5 1.0 1.5 20 25 3.0

(c) A=0,v=0,001

Figura 4.0.6: Graficos de Transmision vs. k para el sistema compuesto por 2
cruces, para el cason=m=10= 1.

En la Figura 4.0.6 se muestran los espectros de transmisiéon para el sistema
con conmensurabilidad absoluta (A = v = 0), con la conmensurabilidad de
los brazos superiores e inferiores levemente rota (A = 0,001, v = 0) y con
la conmensurabilidad de la distancia entre cruces con el largo de los brazo
levemente rota (A =0, v = 0,001). En estas imégenes se aprecian BICs debido
tanto a la conmensurabilidad de los largos superiores e inferiores entre si como
a la conmensurabilidad de la distancia entre las cruces con los largos antes
mencionados.

Estudiamos también las densidades de estado en las regiones correspondientes a

la seccion entre cruces, la primera y la segunda cruz. En las Figuras 4.0.7, 4.0.8
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y 4.0.9 se exponen de forma respectiva las densidades de estados en las regiones

correspondientes la primera cruz, la segunda cruz y la seccién entre cruces,

mostrando cada una las densidades para el sistema con conmensurabilidad

absoluta (A = v = 0), con la conmensurabilidad de los brazos superiores e

inferiores levemente rota (A = 0,001, » = 0) y con la conmensurabilidad de

la distancia entre cruces con el largo de los brazo levemente rota (A =0, v =

0,001).
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Figura 4.0.7: Graficos de Densidad de Estado vs. k de la primera cruz del
sistema compuesto por dos cruces, para el caso n = m = [ = 1. Con linea
punteada se muestran las deltas de Dirac de espesor nulo.

32



Densidad de estados vs k (cruz 2) Densidad de estados vs k (cruz 2)
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Figura 4.0.8: Graficos de Densidad de Estado vs. k de la segunda cruz del
sistema compuesto por dos cruces, para el caso n = m = [ = 1. Con linea
punteada se muestran las deltas de Dirac de espesor nulo.
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Densidad de estados vs k (seccidn intermedia)
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Figura 4.0.9: Graficos de Densidad de Estado vs. k de la seccién entre cruces
del sistema compuesto por dos cruces, para el caso n =m = [ = 1. Con linea
punteada se muestran las deltas de Dirac de espesor nulo.

En las imagenes mostradas en las Figuras 4.0.7, 4.0.8 y 4.0.9 se distinguen,
al igual que para el caso de una sola cruz, picos agudos (correspondientes a
deltas de Dirac) en los mismos valores de k para los cuales se generan BICs.
Estos picos no son apreciables al tener conmensurabilidad absoluta entre los
tres parametros (A = 0, v = 0). Al romper levemente la conmensurabilidad
(A = 0,001 o v = 0,001) los picos se vuelven visibles. Nuevamente el hecho
de que estos picos aparezcan en la densidad de estados permite identificar
la formacion de estados ligados en el continuo, esta vez para dos situaciones:
cuando los largos superiores e inferiores de las cruces son conmensurables entre

si o cuando la distancia entre las cruces es conmensurable con los largos.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el presente trabajo se ha estudiado la formacién de BICs en un sistema
de guias de onda unidimensionales particular compuesto por estructuras en
forma de cruz. Se han estudiado de forma numérica y gréafica las transmisiones
y las densidades de estado para los casos particulares de una cruz y dos cruces
y se ha realizado una generalizaciéon a un sistema compuesto por N cruces
idénticas e igualmente espaciadas entre si.

A partir de los resultados obtenidos y los anélisis realizados se puede concluir
que, en los sistemas estudiados, se formarén estados ligados en el continuo si
los largos de los brazos superiores e inferiores de las cruces son conmensurables
entre si (en este caso se formaran BICs para los valores de k que cumplan
con los planteado en la ecuacion 4.6) o en el caso de que el largo de dichos
brazos (iguales) sea conmensurable a la distancia entre las cruces. Por ultimo,
concluimos que al aumentar la cantidad N de cruces en el sistema la formacion
de los BICs no se ve afectada, sino que aumenta la definicién de las bandas
presentes en el espectro de transmision.

Para trabajos futuros se propone agregar variaciones de potencial al sistema
presentado (las que pudiesen resultar en una forma distinta de romper la
simetria del sistema) para estudiar la formaciéon de BICs y/o utilizar largos
(superiores y/o inferiores) diferentes para cada una de las N cruces del sistema.
Ademaés, se propone realizar una investigacion experimental donde pudiesen
observarse los BICs propuestos en este trabajo como ondas estacionarias en
guias de ondas actusticas con cavidades resonantes, basandose en el trabajo

realizado por Lujun Huan,Yan Kei Chiang, Sibo Huang, et al. [12].
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Apéndice A

Otras Ecuaciones

A1l. Dos cruces: Densidades de Estado

1
(cos(ak)(cot(kL+) 4 cot(kL™)) + 3 sin(ak)(cot(kL*) + cot(kL—))2)2 +1

. (z (=1 + e**) (cot(kL*) 4 cot(kL™))(cot(kLT) + cot(kL™) + 2i)

8k
+ %a ((cot(kLT) + cot(kL7))* + 2)
K (1 — e72k) (—(cot(kL™) + cot(kL™))* + 2i(cot(kLT) + cot(kL*))))

8k
(A1)

1
D1 = —
4k ((cos(ak)(cot(kL+) +cot(kL)) + b sin(ak)(cot(kL+) + cot(kL-))2)” + 1)

* (—k (LT esc®(kLY) + L™ esc®(kL™)) + cot (kLT) — 2sin(2kL™) + cot(kL™))
% (—(cos(2ak) — 1)(cot (kL") + cot(kL™))* — 2sin(2ak)(cot (kLT) + cot (kL™)) + 2)

(A.2)
Do —k (LT esc®(kLT) + L™ esc?(kL™)) + cot(kL™) — 2sin(2kL™) + cot(kL™)
Y ( (cos(ak)(cot (kL) + cot(kL~)) + 1 sin(ak)(cot(kL*) + cot(kL-))2)” + 1)
(A.3)
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